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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Diplomarbeit untersucht die Adaptationsfihigkeit einfacher evoluti-
onédrer Algorithmen anhand ausgewihlter Fitnesslandschaften. Verschiedene Klassen
interessanter Fitnesslandschaften werden mit Hilfe des so genannten Ising-Modells
generiert, das sich gut zur Analyse der Adaptationsfihigkeit von Algorithmen eignet.

Ziel dieses ersten Kapitels ist es, den Leser in die in dieser Arbeit behandelten The-
men, Begriffe und Methoden einzufithren. In Abschnitt 1.1 werden wir die Klasse der
hier untersuchten Algorithmen kennen lernen, die Klasse der randomisierten Such-
heuristiken, zu denen unter anderem evolutionire Algorithmen z&hlen. Abschnitt 1.2
macht den Leser mit einigen ausgewahlten Aspekten evolutiondrer Algorithmen ver-
traut, deren Verstéindnis fiir die folgenden Themen hilfreich ist.

In Abschnitt 1.3 werden wir das Ising-Modell vorstellen und auf die bisherigen Er-
kenntnisse iiber verschiedene Instanzen dieses Modells eingehen. Abschnitt 1.4 be-
griindet anschlieend die Motivation zu dieser Arbeit und den in dieser Arbeit un-
tersuchten Fragestellungen.

SchlieBlich werden wir in Abschnitt 1.5 einige gebriduchliche Analysemethoden fiir
evolutiondrer Algorithmen kennen lernen, die in den folgenden Kapiteln als bekannt
vorausgesetzt werden.

1.1 Randomisierte Suchheuristiken

Randomisierte Suchheuristiken sind allgemeine Verfahren zur Losung von Optimie-
rungsproblemen. Gegeben ist eine Funktion f: § — Z, die von einem Suchraum
in einen (partiell) geordneten Raum Z von Zielwerten abbildet und gesucht ist ein
Individuum oder Suchpunkt x € S, der den Funktionswert von f maximiert bzw.
minimiert. Einen solchen Suchpunkt bezeichnen wir als globales Optimum; die Funk-
tion f, die optimiert werden soll, bezeichnen wir als Fitnessfunktion.

Ein hiufig verwendeter Suchraum ist S = {0,1}", bei dem jeder Suchpunkt z =
(z1,...,zy) eine Folge von n Bits reprisentiert. Als Raum Z von Zielwerten wird

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

meist R gewihlt; Funktionen f: {0,1}" — R werden pseudoboolesche Funktionen
genannt. Zu minimierende Funktionen kénnen leicht in zu maximierende Funktio-
nen iiberfithrt werden, indem man anstelle der Funktion f die Funktion f'(z) :=
(—1) - f(z) betrachtet. Wir gehen daher im Folgenden davon aus, dass wir stets
maximieren.

Eine allgemeine randomisierte Suchheuristik wiihlt einen Startpunkt z° € S und
bestimmt dessen Fitness durch Auswertung von f(z°). Abhiingig von den bisher
ausgewerteten Suchpunkten und ihren Fitnesswerten wird dann ein neuer Suchpunkt
ausgewéhlt. Die Wahl von z! im ¢-ten Schritt hingt also nur ab von

(@, £(2%),.., ("7 F(e*7H).

Die Wahl eines neuen Suchpunkts ist meist effizient moglich, wihrend die Auswer-
tung der Fitness bei praktischen Problemen u. U. lange dauern kann. Daher liegt das
Augenmerk nicht auf der Zahl der Operationen, die ein Rechner insgesamt ausfiihrt,
sondern nur auf der Zahl der benétigten Fitnessauswertungen. Die Zahl der Fitness-
auswertungen, die eine randomisierte Suchheuristik ausfiihrt, bevor zum ersten Mal
ein global optimaler Suchpunkt ausgewertet wird, bezeichnen wir als Optimierungs-
zeit.

In praktischen Anwendungen wird iiblicherweise ein Stoppkriterium angewendet,
das den Algorithmus stoppt, sobald eine zufrieden stellende Lésung erreicht wurde
oder sobald die zur Verfiigung stehenden Ressourcen (Zeit, Geduld, Geld, ...) zur
Neige gehen. Wir nehmen eine andere Sichtweise ein und betrachten randomisierte
Suchheuristiken als unendliche Prozesse. Mit diesem Hintergrund analysieren wir die
erwartete Zeit, bis zum ersten Mal ein besonderes Ereignis eintritt, z. B. die erste
Auswertung eines globalen Optimums.

Randomisierte lokale Suche

Eine Charakteristik, die vielen randomisierten Suchheuristiken gemeinsam ist, ist die
Annahme, dass in der Ndhe guter Suchpunkte weitere gute Suchpunkte liegen. Da-
her arbeiten viele solcher Suchheuristiken mit einer Nachbarschaft N(z) um einen
Suchpunkt z und wiahlen den neuen Suchpunkt y aus dieser Nachbarschaft. Als
Metrik wird im Suchraum {0,1}" iiblicherweise der Hammingabstand H (z,y) ver-
wendet, der die Zahl der Bitpositionen angibt, in denen sich x und y voneinander
unterscheiden:

n
H(z,y) =) = ®yi
i=1

Die randomisierte lokale Suche auf dem Suchraum S = {0,1}" hat eine sehr kleine
Nachbarschaft von allen Hammingnachbarn, das sind alle Suchpunkte mit Hammin-
gabstand 1:

N(z):={y €S| H(z,y) =1},

Die randomisierte lokale Suche speichert stets das bisher beste gesehene Individu-
um z. In einem Schritt wird uniform zufillig ein Individuum z’ € N(z) gew#hlt und
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ausgewertet; 7’ bezeichnen wir als Nachkommen von z und z als Elter von z’. Der
Nachkomme z’ ersetzt den Elter z genau dann, wenn die Fitness des Nachkommens
nicht schlechter ist als die des Elters.

Algorithmus 1 (Randomisierte lokale Suche).
1. Initialisierung: Wihle x € {0,1}" uniform zufdillig.
2. Wihle x' € N(z) uniform zufillig.
3. Falls f(z') > f(x), ersetze x durch z'.

4. Weiter bei 2.

Damit gehort die randomisierte lokale Suche zu den ,hill climber“ Algorithmen, die
nur Verbesserungen akzeptieren. Dadurch besteht die Gefahr, dass die randomisierte
lokale Suche in lokalen Optima stecken bleibt, das sind Suchpunkte, bei denen alle
Hammingnachbarn eine kleinere Fitness haben.

In diesem Fall kann der Einsatz von Multistarts helfen, d.h. der Algorithmus wird
mehrmals parallel gestartet und der beste Suchpunkt aller Liufe ausgegeben. So
erhoht sich die Wahrscheinlichkeit, dass zumindest einer dieser Liufe ein gutes Er-
gebnis liefert. Alternativ zur parallelen Ausfithrung kénnen Liufe auch sequentiell
ausgefithrt werden: Ein Lauf wird gestoppt und neu gestartet, wenn eine Stagnation
festgestellt oder eine vorgegebene Zeitschranke iiberschritten wird.

Metropolis Algorithmus

FEine andere Moglichkeit, eine Stagnation in schlechten lokalen Optima zu vermei-
den, ist, Suchpunkte mit schlechterer Fitness zu akzeptieren, so dass lokale Optima
wieder verlassen werden kénnen. Im Gegensatz zur rein zufilligen Suche sollen aller-
dings weiterhin Suchpunkte mit hoherer Fitness bevorzugt werden. Ein Kompromiss
zwischen diesen beiden Zielen stellt der Metropolis-Algorithmus dar.

Dieser akzeptiert einen neuen Suchpunkt z’ als Nachkomme von z auf jeden Fall,
wenn der neue Suchpunkt nicht schlechter ist als sein Elter. Anderenfalls, wenn also
z' eine schlechtere Fitness als z hat, wird 2’ nur mit einer gewissen Wahrscheinlich-
keit akzeptiert. Diese Wahrscheinlichkeit hingt unter anderem von der Fitnessdif-
ferenz f(z') — f(z) ab. Ublicherweise withlt man hier die so genannte Boltzmann-
Funktion
’ . &) f()
Prob(z' wird akzeptiert) = e T

Der Parameter T wird als Temperatur bezeichnet. Bei einer hohen Temperatur ist die
Wahrscheinlichkeit grofl, dass schlechtere Suchpunkte akzeptiert werden. Senkt man
die Temperatur, wird diese Wahrscheinlichkeit immer kleiner. Im Grenziibergang
T — 0 erhalten wir die randomisierte lokale Suche, da keine Verschlechterungen
mehr akzeptiert werden.
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Das so genannte Simulated Annealing (simuliertes Abkiihlen) ist eine Variante des
Metropolis-Algorithmus, die an Verfahren zur Erzeugung besonders reiner Kristalle
angelehnt ist. Man startet mit einer hohen Temperatur und senkt diese dann langsam
ab. Dadurch hofft man, zu Anfang den Suchraum grofirdumig zu explorieren und
beim langsamen Abkiihlen in Regionen mit hoher Fitness zu verbleiben.

Evolutionire Algorithmen

Evolutiondre Algorithmen verfolgen zwei andere Strategien, um Probleme mit loka-
len Optima zu vermeiden. Zum einen arbeiten die verwendeten Operatoren meist
auf einer wesentlich grofieren Nachbarschaft als die randomisierte lokale Suche. Zum
anderen besteht die Moglichkeit, Populationen zu verwenden, die mehrere Such-
punkte enthalten konnen. Im Gegensatz zu Multistarts mit unabhéngigen Léufen
konnen sich die Suchpunkte in der Population gegenseitig beeinflussen und so den
Optimierungsprozess gemeinsam lenken.

Allgemein erzeugen evolutiondre Algorithmen neue Suchpunkte durch Anwendung
von Mutations- und/oder Rekombinationsoperatoren. Eine Mutation erzeugt aus
einem Suchpunkt z einen neuen Suchpunkt z’. Eine Rekombination erzeugt aus
mehreren Suchpunkten der Population einen oder mehrere Suchpunkte, die allen
beteiligten Eltern dhnlich sind.

Der Einsatz von Populationen hat gegeniiber der allgemeinen Form randomisier-
ter Suchheuristiken den Vorteil, dass nicht alle bisher ausgewerteten Suchpunkte,
sondern nur eine Teilmenge davon gespeichert werden muss. Die Wahl eines neuen
Suchpunkts hingt dann nur von den Individuen der aktuellen Population ab. Dabei
werden oft mehrere Individuen auf einen Schlag mit Hilfe der gleichen Population
erzeugt; ein Groflschritt, den wir als eine Generation bezeichnen.

Zusétzlich zu Mutations- und Rekombinationsoperatoren gibt es Selektionsoperato-
ren, die die Verwaltung der Population bestimmen. Zum einen wihlen sie aus der
aktuellen Population die Eltern aus, aus denen Nachkommen erzeugt werden sollen
(Selektion zur Reproduktion). Zum anderen wird durch Selektion bestimmt, welche
Suchpunkte in die Population der nichsten Generation iibernommen werden sollen
(Selektion zur Ubernahme).

Generell gibt es hier zwei verschiedene Strategien der Populationsverwaltung. Zum
einen gibt es evolutionire Algorithmen mit so genannte Plusstrategien, die bei einer
Populationsgréfe von g und A Nachkommen auch als (u+A) EA bezeichnet wer-
den. Es werden A Nachkommen erzeugt und anschlieBend aus den g Suchpunkten
der aktuellen Generation und den A Nachkommen p Suchpunkte selektiert, die die
neue Population bilden. Bei einer Kommastrategie, kurz (u,A) EA, werden A > p
Nachkommen erzeugt und die Suchpunkte der neuen Population werden nur aus der
Menge der Nachkommen gewihlt. Bei einer Kommastrategie kann es vorkommen,
dass die durchschnittliche Fitness der Population sinkt, wihrend bei einer Plusstra-
tegie und entsprechenden Selektionsoperatoren sicher gestellt werden kann, dass die
durchschnittliche Fitness der Population iiber die Zeit monoton ist.
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Zu den evolutiondren Algorithmen zdhlen wir sowohl Evolutionsstrategien als auch
genetische Algorithmen, die verschiedene historische Urspriinge haben. Evolutionss-
trategien setzen den Schwerpunkt auf Mutationen und werden hauptséchlich zur
Optimierung von Funktionen eingesetzt. Genetische Algorithmen arbeiten meist auf
dem Suchraum {0, 1}" und verwenden hauptséchlich Rekombinationen; Mutationen
dienen oft nur dazu, die Diversitit der Population zu erh6hen und Suchpunkte zu
erzeugen, die mit Rekombinationen allein nicht erreichbar sind. Auch wenn beide
Formen verschiedene Urspriinge haben, fasst man sie iiblicherweise unter dem Ober-
begriff , Evolutionire Algorithmen“ zusammen.

In dieser Arbeit betrachten wir hauptséichlich evolutionire Algorithmen mit Plus-
strategien auf dem Suchraum {0, 1}". Die Nachbarschaft eines Suchpunkts umfasst
hier den gesamten Suchraum, N (z) := {0,1}", allerdings werden Suchpunkte in der
Nihe des aktuellen Suchpunkts bevorzugt. Der Mutationsoperator erzeugt einen
neuen Suchpunkt z’ aus z dadurch, dass jedes Bit unabhéingig von den anderen Bits
mit einer bestimmten Mutationswahrscheinlichkeit p,, geflippt (invertiert) wird.

Der wohl einfachste evolutionire Algorithmus dieser Art ist der (14+1) EA mit Po-
pulationsgréfe 1, der in jedem Schritt einen Nachkommen erzeugt.

Algorithmus 2 ((1+1) EA mit Mutationswahrscheinlichkeit py,).
1. Initialisierung: Wahle z € {0,1}" uniform zufdllig.

2. z' := z. Flippe jedes Bit in x' mit Wahrscheinlichkeit p,, unabhingig von den
anderen Bits.

3. Falls f(z') > f(z), ersetze x durch z'.
4. Weiter bei 2.

Die Standardwahl fiir p,, ist p,, := 1/n, bei der im Erwartungswert genau ein Bit
geflippt wird. Unter dem Begriff ,,(14+1) EA“ verstehen wir in Zukunft den (1+1) EA
mit Mutationswahrscheinlichkeit 1/n.

Bei einer Mutationswahrscheinlichkeit von 1/n ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau

ein Bit geflippt wird,
1 n—1
2y
n

so dass der Operator dem der randomisierten lokalen Suche &hnelt. Andererseits
sind mit diesem Mutationsoperator auch gréfiere Anderungen moglich. Jeder andere
Suchpunkt y hat eine positive Wahrscheinlichkeit von

1 1 n—H(z,y)
. (1 — —) >n",

nH(.CE,y) n -

aus z durch Mutation erzeugt zu werden. Der (1+1) EA kann nicht in schlechten
lokalen Optima hingen bleiben, da in jedem Schritt die Méglichkeit besteht, direkt zu
einem globalen Optimum zu springen (auch wenn die Wahrscheinlichkeiten sehr klein
sein konnen). Mit diesen Uberlegungen kann man zudem zeigen, dass die erwartete
Optimierungszeit fiir jede Fitnessfunktion durch n"™ nach oben beschrinkt ist.
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1.2 Aspekte evolutionirer Algorithmen

An dieser Stelle sollen einige ausgewihlte Aspekte evolutiondrer Algorithmen erliu-
tert werden, auf die wir spéter zuriick kommen werden.

1.2.1 Diversitéitserhaltung

Ein Problem bei evolutiondren Algorithmen mit Populationen ist der so genann-
te Hitchhiking-Effekt: Mit der Zeit iibernimmt ein gutes Individuum die gesamte
Population, so dass am Ende die Population nur aus Kopien eines einzigen Such-
punkts besteht. Um dieses Problem zu vermeiden, gibt es verschiedene Methoden
der Diversititserhaltung.

Zu diesen Methoden gehdren so genannte Niching- Techniken, die die Nischenbildung
von Suchpunkten belohnen: Suchpunkte in ,,Nischen“ des Suchraums sollen bevor-
zugt behandelt werden, so dass die Nische exploriert werden kann, ohne dass der
Suchpunkt durch andere Suchpunkte aus der Population verdringt wird.

Die vielleicht bekannteste Niching-Technik ist das Fitness Sharing. Der Name riihrt
daher, dass mehrere Kopien eines Suchpunkts die Fitness des Suchpunkts unter sich
aufteilen. Wenn es & Instanzen eines Suchpunkts z gibt, erhilt jede Instanz nur eine
effektive Fitness von f(z)/k, so dass die Bildung von ,Klumpen* bestraft wird und
Kopien aus der Population verdringt werden.

Allgemein wird die Fitness eines Suchpunkts auf die Population P bezogen. Dieser
neue Fitnesswert f(z, P) errechnet sich aus der ,echten“ Fitness, indem man den
Fitnesswert f(x) durch die Sharing-Funktion Sh(z,P) teilt.
f(z)
P)=—+——"—
Die Sharing-Funktion ist dabei ein Maf fiir die Ndhe zwischen z und den anderen
Suchpunkten aus der Population P.

Eine andere, natiirliche Art der Diversititserhaltung bieten die bereits erwihnten
Multistarts, da die L&ufe unabhingig voneinander sind. Wenn beispielsweise die
Wahrscheinlichkeit fiir einen (wie auch immer definierten) Erfolg durch einen poly-
nomiell kleinen Wert 1/p(n) nach unten beschrinkt ist, konnen wir k-p(n) unabhén-
gige Liufe ausfithren. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, in allen Liufen Misserfolg
zu haben, exponentiell klein in k:

1 k-p(n)
Prob(Misserfolg in allen k - p(n) Liufen) < (1 - ﬁ) <ek
p(n

1.2.2 Schema-Theorie und die Building-Block-Hypothese

Die Schema-Theorie von Holland [11] ist in der Forschung genetischer Algorithmen
weit verbreitet und erlaubt lokale Aussagen iiber die Verbreitung bestimmter Indi-
viduen in der Population.
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Man teilt den Suchraum {0,1}" in Teilmengen ein, so genannte Schemata, indem
man bestimmte Bitpositionen festlegt und die iibrigen Positionen variabel ldsst. So
ist beispielsweise 10%1* ein Schema, das die Suchpunkte

10010, 10011, 10110, 10111

enthélt. Anschlieflend betrachtet man den Anteil an Individuen in der Population,
die zu einem bestimmten Schema ¢ gehdren. Abhéngig von der durchschnittlichen
Fitness aller Individuen in ¢ kann man dann mit Erwartungswerten vorhersagen, wie
sich der Anteil der Individuen in der Population, die zu & gehéren, beim Ubergang
zur nichsten Generation verindern wird.

Die Hoffnung bei der Anwendung der Schema-Theorie ist, dass man ,gute* Sche-
mata mit hoher durchschnittlicher Fitness finden kann und diese sich schnell in
der Population ausbreiten. Aus dieser Hoffnung ist die so genannte Building-Block-
Hypothese hervorgegangen: Die festgelegten Positionen guter Schemata bezeichnet
man als ,Bausteine“ oder ,,building blocks“ guter Lésungen. Wenn eine Funktion
mehrere gute Schemata besitzt, die in der Population vertreten sind, kénnen die
Bausteine durch Rekombination der entsprechenden Individuen zusammengesetzt
werden, um eine neue, bessere Losung zu bilden. Genetische Algorithmen arbeiten
demnach implizit wie Algorithmen der dynamischen Programmierung, indem sie gu-
te Losungen fiir Teilprobleme evolvieren und diese dann zu einer guten Gesamtlosung
zusammensetzen.

Spéitestens an dieser Stelle sind einige kritische Worte angebracht. Die Building-
Block-Hypothese steht und fillt mit der Annahme, dass die Fitnessfunktion (zu-
mindest anndhernd) separabel ist. Bei einer separablen Fitnessfunktion ldsst sich die
Variablenmenge X eines Suchpunkts z in & > 2 nicht leere Teilmengen X1,..., X
und die Funktion f sich entsprechend in Teilfunktionen fi,..., fr partitionieren, so
dass die Fitness die Summe dieser Teilfunktionen ist:

k
flz) =3 Fi(X).

Eine solche Eigenschaft ist jedoch nur fiir sehr wenige Funktionen erfiillt, die zudem

meist leicht zu optimieren sind, da man die Teilfunktionen f; separat optimieren
kann.

Auf vielen Funktionenklassen scheint die Building-Block-Hypothese also wenig Sinn
zu machen. Hinzu kommt, dass die Building-Block-Hypothese sehr schwammig for-
muliert ist und durch ihre Vagheit prinzipiell nicht widerlegt werden kann. Daher
ist die Building-Block-Hypothese mit einiger Vorsicht und Skepsis zu behandeln.

Dennoch erwidhnen wir die Building-Block-Hypothese aus zweierlei Griinden: Zum
einen, da sie in der Forschung trotz aller Kritik prisent ist. Zum anderen, da wir in
dieser Arbeit Funktionen begegnen werden, bei denen Teile von Suchpunkten besag-
ten ,Bausteinen* &dhneln, so dass der Begriff der Bausteine fiir eine oberflichliche
Diskussion angebracht erscheint.
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1.2.3 Mutation versus Rekombination

Ein anderes Thema, das in der Forschung kontrovers diskutiert wird, ist die Frage,
welche Operatoren den grofileren Nutzen bringen: Mutationen oder Rekombinatio-
nen?

Begriindet ist diese Frage vor allem in den verschiedenen historischen Wurzeln von
Evolutionsstrategien auf der einen Seite, die ausschlieBlich mit Mutationsoperatoren
arbeiten und genetischen Algorithmen auf der anderen Seite, deren Hauptaugenmerk
auf Rekombination liegt. Daher verwundert es nicht, dass verschiedene Forscher aus
dem Bereich evolutionirer Algorithmen oft ganz unterschiedliche Auffassungen iiber
den Nutzen von Mutation und Rekombination haben.

In theoretischen Analysen ist der Effekt von Rekombination oft nur schwer greif-
bar. Zum einen fithrt Rekombination im Allgemeinen zu einer Streuung der erzeug-
ten Nachkommen iiber einen groflen Bereich des Suchraums. Mutationen hingegen
arbeiten eher lokal begrenzt, so dass sich die Auswirkungen eines Operators bei
Mutationen sehr viel besser analysieren lassen als bei Rekombinationen.

Zum anderen setzen Rekombinationen eine entsprechende Population von Suchpunk-
ten voraus, wihrend bei Mutation eine Populationsgrofie von 1 ausreicht. Die Selek-
tion zur Reproduktion und die Diversitat der Population spielen eine wichtige Rolle
bei der Erzeugung von Nachkommen und beim Nutzen von Rekombination, daher
miissen diese Effekte in theoretischen Analysen zusétzlich beriicksichtigt werden.

Insgesamt fithrt der Einsatz von Rekombination aufgrund der nétigen Populations-
strukturen und der Interaktion zwischen mehreren Suchpunkten zu einem wesentlich
komplexeren System verglichen mit einfachen Algorithmen, die nur mit Mutation
arbeiten.

Es war daher lange Zeit eine offene Frage, eine Funktion zu finden, fiir die man
beweisen kann, dass der Einsatz von Rekombination essenziell ist. Mitchell, Forrest
und Holland [15] brachten eine Klasse von Funktionen in die Diskussion ein, die sie
Royal Road Funktionen nannten. Dabei wird der Bitstring in gleich grofie disjunkte
Blocke zerlegt, die als ,,Building Blocks“ einer optimalen Lésung fungieren sollen.
Ein solcher Block trigt genau dann den Wert 1 zur Fitness bei, wenn er komplett
mit Einsen belegt ist, ansonsten trigt er den Wert 0 zur Fitness bei.

Royal Road Funktionen sollten den Nutzen von Rekombination nachweisen und einen
,Konigsweg* fiir genetische Algorithmen bereiten, da nach der Schema Theorie und
der Building Block Hypothese sehr leicht verschiedene 1-belegte Blocke als Baustei-
ne guter Losungen zusammengesetzt werden kénnen. Allerdings gingen diese Hoff-
nungen nicht in Erfiillung, da sich in weiteren Experimenten zeigte [16], dass ein
mutationsbasierter Algorithmus die Royal Road Funktionen schneller optimiert als
ein einfacher genetischer Algorithmus.

Daraufhin entwickelten Jansen und Wegener [13] eine weitere Klasse von Funktio-
nen, die sie Real Royal Road Funktionen nannten. Fiir Real Royal Road Funktionen
auf n Bits konnten sie beweisen, dass ein genetischer Algorithmus mit Populations-
grole n eine polynomielle erwartete Optimierungszeit hat, wihrend der (1+1) EA
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bei jeder Mutationswahrscheinlichkeit 0 < p,, < 1/2 eine exponentielle erwartete
Optimierungszeit hat. Auch andere mutationsbasierte Algorithmen tun sich schwer,
da die Funktion in einem groflen Bereich um das einzige globale Optimum keinerlei
Hinweise liefert, wo das Optimum zu finden ist.

Als Kritik an Jansen und Wegener [13] kann man einwenden, dass der genetische
Algorithmus mit einer Populationsgréfie von n einen unfairen Vorteil gegeniiber dem
(141) EA hat, der nur mit einem Individuum arbeitet. Es blieb die Frage offen, ob
es auch Funktionen gibt, bei denen Rekombination selbst dann essenziell ist, wenn
wir nur konstante Populationsgréfien erlauben.

Diese Frage beantworten Storch und Wegener [19], indem sie alternative Real Royal
Road Funktionen definieren, die fiir mutationsbasierte Algorithmen schwierig sind,
aber von einem genetischen Algorithmus mit Rekombination und der kleinsten mogli-
chen Populationsgrofle effizient optimiert werden konnen, nidmlich einer Populations-
grofie von 2.

1.3 Das Ising-Modell

Geschichte und Anwendungen des Ising-Modells

Das Ising-Modell ist ein Modell aus der Statistischen Physik zur Beschreibung von
Systemen mit Wechselwirkung. Es wurde von Ernst Ising [12] entwickelt und be-
schreibt das Verhalten von Elementen, die die Tendenz haben, sich benachbarten
Elementen anzugleichen.

In der traditionellen Formulierung beschreibt das System die magnetischen Bezie-
hungen zwischen Atomen, die zwei verschiedene Spins s; € {—1,+1} annehmen
kénnen. Ein System aus mehreren Atomen nimmt einen Zustand kollektiver Ord-
nung an, wenn alle benachbarten Atome die gleichen Spins aufweisen. Wenn keine
Energie von auflen zugefithrt wird, wenn also die Temperatur 7' = 0 Kelvin betrigt,
wird dieser Ordnungszustand mathematisch formuliert durch die Funktion

H= —ZJZ',J"SZ"SJ'
2
wobei J; ; die Stérke der paarweisen Wechselwirkung zwischen den Atomen 4 und j
angibt.

Auch in vielen anderen Bereichen ist das Ising-Modell anwendbar. Wenn die Wech-
selwirkungen J; ; nichtnegativ sind, lassen sich mit dem Ising-Modell Imitations-
und Kooperationsprozesse beschreiben. So wurde das Ising-Modell beispielsweise
verwendet, um das Verhalten von Fischen in Fischschwirmen zu modellieren oder
die Kohérenz auf Kapitalmérkten zu beschreiben. Entsprechende Quellen finden sich
in [14].

Weiterhin lassen sich auch Meinungsbildungsprozesse modellieren: Die Wechselwir-
kung J; ; beschreibt dann, welchen Einfluss Person ¢ auf Person j ausiibt, um sie
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von ihrer Meinung zu iiberzeugen. Dabei konnen Wechselwirkungen auch negativ
ausfallen, wenn Personen die Tendenz haben, sich in ihrer Meinung voneinander zu
distanzieren.

Nicht zuletzt hatten Erkenntnisse iiber das Ising-Modell auch Auswirkungen auf
die Neuroinformatik und die Modellierung neuronaler Netze. Das Hopfield-Modell
beispielsweise wurde auf Basis des Ising-Modells formuliert. Es sieht fiir Neuronen
die Zusténde ,ruhend“ und ,feuernd“ vor. Feuernde Neuronen regen benachbarte
Neuronen dazu an, ebenfalls zu feuern, so dass auch hier die Tendenz zur gleichen
Ausrichtung benachbarter Elemente erkennbar ist. Durch verschieden stark ausge-
priagte Wechselwirkungen zwischen den Neuronen kann ein solches neuronales Netz
Informationen speichern und wiedergeben.

Das Ising-Modell im Kontext evolutionéirer Algorithmen

Aus Sicht der Informatik entspricht das Ising-Modell einem Graphfirbungsproblem:
Gegeben ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit Knoten V = {1,...,n} und
eine Kantenmenge E. Ein Suchpunkt z = (z1,...,z,) entspricht einer Firbung
dieser Knoten. Die Begriffe ,,Suchpunkt“ und ,,Farbung* werden wir in dieser Arbeit
synonym verwenden.

Anstelle der Werte —1 und +1 wendet man zur leichteren Handhabung eine affine
Transformation an, so dass man Werte z; € {0, 1} erhilt. Ein Knoten kann daher
mit den Farben 0 oder 1 gefirbt werden. Eine Fiarbung codieren wir durch einen
Bitstring z € {0,1}", wobei jedes Bit durch eine bijektive Abbildung genau einem
Knoten zugeordnet ist.

Anstelle von Wechselwirkungen J; ; sprechen wir von Gewichten w;; € R. Die Ising-
Funktion auf dem Graphen G ist dann wie folgt definiert:

ISingG(:E) = Z Wij * Tj - Ty
{i.j}eE

Die Ising-Funktion wird in der Theorie evolutionirer Algorithmen gern als zu maxi-
mierende Fitnessfunktion verwendet, da sie einige interessante Eigenschaften besitzt.

Zum einen ist die Ising-Funktion bit-flip symmetrisch, d.h. wenn T das bitweise
Komplement von z ist, gilt

Ising;(z) = Ising; (7).

Dies gilt auch fiir globale Optima: zu jedem globalen Optimum gibt es ein weiteres,
komplementéres globales Optimum. Das fithrt dazu, dass sich auf vielen Graphen
verschiedene Teilgraphen in verschiedene Richtungen entwickeln kénnen. In der Spra-
che genetischer Algorithmen liegen hier also verschiedene gute Bausteine optimaler
Losungen vor.

Ein Problem liegt dann darin, dass durch verschiedenartig gefirbte Bausteine lokale
Optima entstehen kénnen, die fiir viele evolutionére Algorithmen schwierig sind. Mu-
tationsbasierte evolutionire Algorithmen miissen typischerweise viele Bits in einem
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Schritt flippen, um ein solches lokales Optimum zu verlassen. Evolutionidre Algo-
rithmen mit Rekombination kénnen gute Bausteine zusammen fithren und eine gute
Gesamtlosung erzeugen, allerdings ist auf allgemeinen Graphen G nicht klar, wie
ein verniinftiger allgemeiner Rekombinationsoperator aussehen kann. Ohne den Ein-
satz von Problemwissen und ohne Einschrinkung der betrachteten Graphen scheint
die Wahrscheinlichkeit, dass eine Rekombination genau die passenden Knoten eines
Bausteins zur Rekombination auswihlt, verschwindend gering.

In einer solchen Situation spricht man davon, dass ein Suchpunkt nicht synchronisiert
ist; das Problem wird als Synchronisationsproblem bezeichnet [10].

Die Fitnesslandschaft der Ising-Funktion ist also multimodal; andererseits enthilt die
Fitnesslandschaft auf vielen Graphen Plateaus, das sind Mengen zusammenhingen-
der Suchpunkte mit gleicher Fitness. Evolutionire Algorithmen stehen also nicht
nur vor der Herausforderung, lokale Optima zu vermeiden bzw. zu verlassen, son-
dern auch, Plateaus zu durchqueren und einen besseren Suchpunkt zu finden.

Die Komplexitit der Ising-Funktion

Die Maximierung der Ising-Funktion mit positiven Gewichten w;; ist trivial, da
die einheitlichen Farbungen 0™ und 1™ optimal sind. Falls alle Gewichte den Wert
w;; = —1 haben, ist das Problem jedoch NP-hart. Die Maximierung der Ising-
Funktion entspricht dann dem als NP-hart bekannten Problem MAX-CUT: Gegeben
ist ein Graph G = (V, E) und gesucht ist eine Partition der Knotenmenge in zwei
Teilmengen V = V3 U Vi, die die Zahl der Kanten maximiert, die zwischen V; und
V1 verlaufen. Die Menge dieser Kanten bezeichnet man auch als Schnitt.

Die Ideen einer entsprechenden Turing-Reduktion sind folgende. Eine Farbung der
Knoten des Graphen entspricht einer Partition von V' in die Menge V; der 0-gefarbten
Knoten und die Menge Vi der 1-gefarbten Knoten und umgekehrt. Eine einheitlich
gefarbte Kante tragt zur Ising-Funktion den Wert —1 bei und zur Gréfle des Schnitts
den Wert 0. Eine Kante mit verschieden gefirbten Endpunkten trigt zur Ising-
Funktion den Wert 0 bei und zur Gréfle des Schnitts den Wert 1. Daher unterscheiden
sich die Werte moglicher Losungen beider Probleme nur um den additiven Term |E|;
eine optimale Losung fiir die Ising-Funktion ist auch eine optimale Losung fiir MAX-
CUT.

Die Maximierung der Ising-Funktion ist daher mit beliebigen Gewichten NP-hart
und mit nichtnegativen Gewichten trivial. Die Minimierung der Ising-Funktion ent-
spricht der Maximierung von

(_1) : Z Wij * Tg * Tj = Z (_wij) - X T

{ij}eE {i.i}eE

Daher gilt analog: Die Minimierung der Ising-Funktion ist mit nichtpositiven Ge-
wichten trivial und mit positiven und beliebigen Gewichten NP-hart.
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Bisherige Erkenntnisse iiber das Ising-Modell

Das eindimensionale Ising-Modell wurde erstmals von Naudts und Naudts [17] in die
Diskussion genetischer Algorithmen eingebracht als Beispiel fiir ein multimodales
Optimierungsproblem, bei dem die Bit-Flip-Symmetrie entscheidenden Einfluss auf
die Performanz einfacher genetischer Algorithmen hat.

Darauf aufbauend analysieren Goldberg, Van Hoyweghen und Naudts [8, 9] den
Nutzen von Niching-Techniken, speziell Fitness-Sharing, zur Optimierung der Ising-
Funktion. Threr Auffassung nach ist der Einsatz von Niching-Techniken fiir geneti-
sche Algorithmen auf dem eindimensionalen Ising-Modell zwingend notwendig. Al-
lerdings beschrinken sie sich in ihren Betrachtungen auf so genannte selektorekombi-
native genetische Algorithmen, die nur mit Rekombination und Selektion arbeiten.

Fischer [5] und Fischer und Wegener [7] analysieren darauthin den Effekt von Mu-
tationen auf die Optimierung des eindimensionalen Ising-Modells und vergleichen
Mutation mit Rekombination. Fiir einen einfachen genetischen Algorithmus mit Po-
pulationsgrdéfle 2, Rekombination und Fitness Sharing zeigen sie eine erwartete Lauf-
zeit O(n?) und fiir den (1+1) EA, der ausschlieBlich mit Mutation arbeitet, zeigen
sie eine Schranke fiir die erwartete Laufzeit von O(n?), die unter einer begriindeten
Vermutung scharf ist. Dies widerlegt anfinglich geduflerte Vermutungen innerhalb
der Forschung evolutionédrer Algorithmen, dass mutationsbasierte evolutionire Algo-
rithmen auf dem eindimensionalen Ising-Modell exponentielle Rechenzeit benétigen.

Fischer [5, 6] zeigt zudem fiir das zweidimensionale Ising-Modell, einen quadratischen
Torus mit zusétzlichen diagonalen Kanten, dass der (14+1) EA in erwarteter Zeit
O(n?) ein stabiles lokales oder globales Optimum erreicht. Ein einfacher Metropolis-
Algorithmus mit niedriger Temperatur findet ein globales Optimum in erwarteter
Zeit O(n*%). Dies ist ein iiberraschendes Resultat, da das zweidimensionale Tsing-
Modell von den meisten Forschern fiir schwierig gehalten wurde.

SchlieBlich wurden von den Teilnehmern der Projektgruppe 427 [1] experimentelle
Untersuchungen zum Ising-Modell durchgefiihrt. Sie untersuchen die randomisierte
lokale Suche und den (141) EA auf der Ising-Funktion auf verschiedenen Graphen:
dem zweidimensionalen Torus, zwei miteinander verbundenen Cliquen und dem boo-
leschen Hypercube.

1.4 Motivation

Das Ising-Modell bietet durch die unterschiedlichen Klassen von Graph-Instanzen ei-
ne grofle Bandbreite an interessanten Fitnesslandschaften. Zwei davon werden wir in
dieser Arbeit genauer untersuchen: Cliquengraphen und vollstindige bindre Biaume.

Das Ising-Modell auf Cliquengraphen

Eine sehr interessante Klasse von Fitnesslandschaften wird durch so genannte Cli-
quengraphen vorgegeben; das sind Graphen G = (V, E), die sich aus disjunkten
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Cliquen zusammensetzen. Als Cliqgue bezeichnen wir eine Knotenmenge C C V,
innerhalb der jeder Knoten mit jedem anderen verbunden ist:

Vi,j € Cyi #£j:{i,j} € E.

Die Cliquen konnen unabhingige Zusammenhangskomponenten bilden oder durch
so genannte Brickenkanten miteinander verbunden sein. Das Ising-Modell gibt im
Allgemeinen aufgrund der hohen Dichte an Kanten sehr gute Hinweise dahin gehend,
die Cliquen jeweils einheitlich zu firben. Falls alle Cliquen unabhéngige Zusammen-
hangskomponenten bilden, wird ein globales Optimum erreicht, wenn alle Cliquen
jeweils einheitlich gefirbt sind. Die erwartete Optimierungszeit sollte daher klein
sein.

Falls die Cliquen durch wenige Briickenkanten miteinander verbunden sind, gibt es
lokale Optima, bei denen verbundene Cliquen jeweils einheitlich, aber mit verschiede-
nen Farben gefirbt sind. Hier tun sich mutationsbasierte evolutionire Algorithmen
sehr schwer, diese lokalen Optima zu verlassen, da unter Umsténden alle Knoten
einer Clique in einem Schritt flippen miissen.

Im Fall verbundener Cliquen steht daher die Frage nach der Erfolgswahrscheinlich-
keit im Vordergrund: Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreichen einfache evolutionére
Algorithmen wie der (1+1) EA ein globales Optimum, ohne in einem schlechten lo-
kalen Optimum héngen zu bleiben?

Ein Paradebeispiel fiir solche als Synchronisationsprobleme bezeichneten Probleme
ist ein Graph, der aus zwei gleich groflen disjunkten Cliquen besteht, die durch
eine einzige Briickenkante miteinander verbunden sind. Eine Farbung, bei der beide
Cliquen einheitlich, aber mit verschiedenen Farben gefirbt sind, entspricht einem
lokalen Optimum. Dieses kann nur verlassen werden, wenn mindestens eine Clique
in einem Schritt komplett flippt. Wir werden in dieser Arbeit nachweisen, dass der
(141) EA auf diesem Graphen asymptotisch gesehen eine Worst-Case-Laufzeit hat.
Dazu zeigen wir obere und untere Schranken fiir die erwartete Laufzeit des (1+1) EA,
die sich nur um einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden.

Die Frage nach der erwarteten Laufzeit des (14+1) EA auf unabhingigen Cliquen
erscheint zunéchst leicht: Die Fitness kann in suboptimalen Suchpunkten stets durch
etliche 1-Bit-Mutationen verbessert werden. Allerdings kann es auch Mutationen
mehrerer Bits geben, die den (14-1) EA vom néchsten globalen Optimum fort fithren.

Es wird sich zeigen, dass einfache, verbreitete Methoden zur Analyse evolutiondrer
Algorithmen hier nicht zu einer scharfen oberen Schranke fiir die erwartete Opti-
mierungszeit fiihren und dass sich die Aufgabe, eine scharfe Schranke zu beweisen,
bei genauerer Betrachtung als unerwartet schwer erweist. Die Analyse des (14+1) EA
gelingt schliefllich nur, indem wir einen #hnlichen, leicht modifizierten Algorithmus
analysieren und dann die dort erzielten Resultate auf den (1+1) EA iibertragen.
Dazu verwenden wir ausgefeilte Methoden zum Vergleich von Algorithmen, die zum
ersten Mal von Fischer und Wegener [7] im Kontext evolutionidrer Algorithmen ein-
gesetzt wurden.
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Das Ising-Modell auf Bidumen

Eine andere interessante Graphklasse stellen Béume dar, wobei wir uns haupt-
sichlich auf die vielleicht typischsten Bidume beschrinken, ndmlich auf vollstindige
bindre Biume. Bei der Optimierung des Ising-Modells auf Bdumen muss ein evolu-
tiondrer Algorithmus im Laufe der Zeit an jedem inneren Knoten v zufallsbasierte
Entscheidungen treffen, wie der Teilbaum T'(v) zu firben ist.

Solche Entscheidungen werden auf verschiedenen Ebenen gefillt, wobei die Ent-
scheidung auf einer hoheren Ebene (wir stellen uns Biume von oben nach unten
gerichtet vor, mit der Wurzel ganz oben) von Entscheidungen auf unteren Ebenen
beeinflusst wird. Daher konnen wir die Ising-Funktion auf Bdumen zu so genannten
hierarchischen Funktionen zihlen.

Die Ising-Funktion auf vollstdndigen bindren Bdumen wurde bislang noch nicht un-
tersucht; allerdings gibt es eine bekannte Funktion, die dhnliche Eigenschaften hat
und bereits Gegenstand verschiedener Untersuchungen war: Die Funktion Hierar-
chical-Iff oder kurz H-IFF. Eine formale Definition findet sich in [2].

Die Funktion H-IFF hat nur indirekt mit Bdumen zu tun; man verwendet lediglich
die Vorstellung eines vollstdndigen bindren Baumes, um sich die Fitnessauswertung
eines Suchpunkts zu veranschaulichen. Gegeben ist ein Suchpunkt z = (z1,...,z,),
wobei n = 2F eine Zweierpotenz ist. Man stelle sich nun vor, dass man auf diesen n
Bits einen vollstédndigen bindren Baum konstruiert, so dass die n Bits die Blitter des
Baumes bilden. Zusétzlich zu den n Blittern gibt es n — 1 gedachte innere Knoten.

Die Fitnessauswertung funktioniert dann wie folgt: Die Fitness ergibt sich als Sum-
me von Beitragen aller Knoten. Jeder Knoten v trigt genau dann einen von Null
verschiedenen Wert zur Fitness bei, wenn alle Blitter im Teilbaum 7'(v) einheitlich
mit 0 oder einheitlich mit 1 belegt sind. In diesem Fall ist der Beitrag von v die Zahl
der Blitter in v. Zur besseren Veranschaulichung kann man sich vorstellen, dass
auch die inneren Knoten mit 0 oder 1 gefarbt werden kénnen, wenn nédmlich alle
Blitter in ihrem Teilbaum den Wert 0 bzw. 1 haben (ansonsten bleibt der Knoten
ungefirbt).

Der Funktionswert von H-IFF ist also hoch, wenn es grofle einheitlich gefirbte
Teilbdume gibt. Das gleiche gilt fiir die Ising-Funktion auf vollstindigen bin&ren
Bédumen; hier verhalten sich beide Fitnessfunktionen dhnlich. Allerdings gibt es auch
Unterschiede:

1. Bei H-IFF codieren die Bits nur die Farbung der Blitter (die inneren Knoten
sind nur Gedankenkonstrukte zur besseren Veranschaulichung der Fitnessaus-
wertung), bei der Ising-Funktion werden alle Knoten durch Bits représentiert.

2. Wenn in einem einheitlich gefirbten Teilbaum ein Blatt die Farbe &ndert,
sinkt die Fitness bei H-IFF stark ab, da viele Teilbdume nicht mehr einheitlich
gefirbt sind und somit nicht mehr zur Fitness beitragen. Die Ising-Funktion
sinkt hingegen nur um 1.
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3. Die Funktion H-IFF beinhaltet eine stidrker ausgeprigte hierarchische Ord-
nung.

Die Funktion H-IFF gilt als sehr schwierig fiir einfache mutationsbasierte Algorith-
men, da Mutationen i. A. nur lokal arbeiten. Bei hierarchischen Funktionen miissen
jedoch oft grofie Bereiche eines Suchpunkts verdndert werden, um eine Fitnessver-
besserung zu erreichen. Bei einer geeigneten Codierung kann Rekombination helfen;
fiir H-IFF wurde dies von Dietzfelbinger, Naudts, van Hoyweghen und Wegener [2]
untersucht, wobei man einschrinkend sagen muss, dass hier ein sehr spezieller Al-
gorithmus betrachtet wurde, der an die Bit-Flip-Symmetrie angepasst ist.

Ahnlich wie beim , groBen Bruder® H-TFF ist auch fiir das Ising-Modell auf vollstéin-
digen bindren Biumen interessant, in wie weit Mutationen die Funktion optimieren
konnen und wie Rekombination helfen kann. Dies kniipft an die Diskussion aus
Abschnitt 1.2.3 und an die Betrachtungen von Fischer und Wegener [7] an, die die
gleiche Frage fiir das Ising-Modell auf dem Ring untersuchen. Auf Bdumen ist jedoch
zu erwarten, dass die Unterschiede im Nutzen von Mutation und Rekombination
wesentlich gréfler ausfallen als auf dem Ring.

Wir werden in dieser Arbeit zeigen, dass der (141) EA eine exponentielle erwartete
Optimierungszeit hat, wihrend ein einfacher genetischer Algorithmus mit einer Po-
pulationsgréfle von 2, Rekombination und Fitness Sharing als diversitéitserhaltender
Maflnahme mit einer polynomiellen erwarteten Optimierungszeit auskommt. Damit
reiht sich die Funktion in die in Abschnitt 1.2.3 vorgestellte Klasse von Funktionen
ein, fiir die Rekombination nachweisbar essenziell ist.

1.5 Methoden zur Analyse evolutionirer Algorithmen

In diesem Abschnitt sollen einige Methoden und Werkzeuge bereit gestellt werden,
die wir zur Analyse evolutiondrer Algorithmen verwenden werden. Ein Uberblick,
der viele der vorgestellten Methoden enthilt, findet sich in [20].

1.5.1 Wahrscheinlichkeiten von Mutationen

Eine erste interessante Frage bei der Analyse des (141) EA ist, wie wahrscheinlich
bestimmte Mutationen von k fest gewahlten Bits sind. Diese Wahrscheinlichkeiten
werden in den folgenden Analysen als bekannt vorausgesetzt und sollen daher hier
ausfiihrlich dargestellt werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der (1+1) EA ein Bit flippt, entspricht der Mutations-
wahrscheinlichkeit, die wir auf 1/n festgelegt haben. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Bit nicht flippt, ist demnach die Gegenwahrscheinlichkeit 1 — 1/n. Damit ge-
nau k fest gewéhlte Bits flippen, miissen diese Bits flippen und die iibrigen n — k
Bits diirfen nicht flippen. Damit betrdgt die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
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Mutation von k Bits

Prob(bestimmte k-Bit-Mutation) = — - (1 — —) .
n n

Diese Formel kénnen wir weiter auflosen, indem wir folgende Ungleichungen ver-
wenden: Fiir alle n € N gilt

n n—1
(2 sty
n n
Ein Beweis dieser Aussage findet sich in Motwani und Raghavan [18], Anhang B.
Die Zahl e steht dabei wie auch im Folgenden fiir die Eulersche Zahl e = 2,718 . ...

Die Wahrscheinlichkeit, dass 0 Bits flippen, ist daher hochstens e~ ! und fir & > 1
gilt

: . . 1 "% _ 1
Prob(bestimmte k-Bit-Mutation) = — - (1 — — > —.
n

Insgesamt gibt es (Z) verschiedene k-Bit-Mutationen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
k beliebige Bits flippen, betriagt daher

1 1 n—~k
Prob(beliebige k-Bit-Mutation) = (Z) o (1 - 5)

Fiir k£ > 1 konnen wir diese Wahrscheinlichkeit nach oben abschéitzen durch
n\ 1 1\"*
(1=
k) nk n

1.5.2 Ungleichungen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

nn—1)...(n—k+1) 1 _; 1
K E

IN

Bei der Analyse randomisierter Suchheuristiken haben wir es oft mit Wahrschein-
lichkeiten zu tun, mit denen eine Zufallsvariable X : 2 — R, deren Erwartungswert
bekannt ist, eine gegebene Schranke a iiber- oder unterschreitet. Um diese Wahr-
scheinlichkeiten abzuschiitzen, kénnen wir einige verbreitete Ungleichungen aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie verwenden.

Eine sehr einfache Ungleichung ist die Markoffsche Ungleichung, deren einzige Vor-
aussetzung ist, dass alle moglichen Werte fiir X nicht negativ sind.

Theorem 1 (Markoffsche Ungleichung). Sei X: Q — R eine Zufallsvariable,
die nur nicht negative Werte annimmt und a > 0. Dann gilt

E(X)

Prob(X >a) <
a
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Beweis. Der Beweis ist leicht: Wir beziehen uns auf die Definition des Erwartungs-
wertes und schitzen die Wahrscheinlichkeiten ab fiir die Fille, in denen X Werte
T > a annimmt.

E(X) Def- ZProb(X =)z
T
> ZProb(X =z)-z
r>a
> ZProb(X:m) a
r>a
= a ZProb(X:x)
r>a

Diese Summe entspricht der Wahrscheinlichkeit Prob(X > a). Wir erhalten

E(z) =a-Prob(X >a) & Prob(X >a) < E((;X)

O

Eine andere Gruppe von Ungleichungen sind so genannte Chernoff-Schranken. Diese
ermoglichen wesentlich méachtigere Resultate, benotigen dafiir aber auch spezielle-
re Voraussetzungen als die Markoffsche Ungleichung. Und zwar betrachten wir bei
Chernoff-Schranken eine Zufallsvariable X, die sich als Summe aus n einzelnen un-
abhéngigen Variablen X1, ..., X, schreiben lisst: X = 7 | X;. Die Variablen X;
stellen dabei Indikatorvariablen dar, die nur Werte X; € {0,1} annehmen.

Aufgrund der Linearitéit des Erwartungswertes gilt E(X) = >"" | E(X;). Eine starke
Abweichung vom Erwartungswert ist unwahrscheinlich, da dazu viele der unabhéngi-
gen Variablen X; systematisch von ihrem Erwartungswert abweichen miissen. Es
miissen also viele der unabhéingigen Einzelereignisse fiir die Variablen X; einsei-
tig zugunsten kleinerer bzw. groferer Werte ausgehen. Dieses intuitive Argument
spiegelt sich in folgenden Schranken wider, die u. a. in Motwani und Raghavan [18]
bewiesen werden.

Theorem 2 (Chernoff-Schranken). Seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsva-
riablen mit X; € {0,1} und 0 < Prob(X; = 1) < 1 fir alle 1 < i < n und
X:=3" X

o Fir alle 6 > 0 gilt

) E(X)
Prob(X > (1+ ) - E(X)) < (W)

o Fir alle 6 mit 0 <6 <1 gilt

Prob(X < (1 — 4) - B(X)) < e~ B(X)4°/2
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Wir konnen Chernoff-Schranken beispielsweise dazu verwenden, um die Zahl der
Einsen in einem zufillig gewdhlten Suchpunkt z € {0,1}" abzuschitzen, wie dies
typischerweise bei der Initialisierung eines evolutionédren Algorithmus geschieht. Die
Zufallsvariable X; € {0,1} spiegelt dann die Belegung von Bit z; wider und X =
> 1 X; ist die Zahl der Einsen in z. Die Variablen X; sind unabhéingig voneinander
und der Erwartungswert von X ist E(X) = n/2.

Eine Anwendung der Schranken fiir ein konstantes ¢ mit 0 < § < 1 ergibt: Die
Wahrscheinlichkeit, dass wir um einen konstanten Faktor vom Erwartungswert ab-
weichen, ist hochstens e ™). Man kann sogar zeigen, dass eine Abweichung um
einen additiven Term n® mit ¢ > 1/2 eine exponentiell kleine Wahrscheinlichkeit
hat. Auf diese Aussage werden wir spéiter zuriick kommen.

1.5.3 Die Methode der Fitnessschichten

Die Methode der Fitnessschichten ist eine einfache, aber effektive Methode zur Be-
stimmung oberer Schranken fiir die erwartete Optimierungszeit einfacher evoluti-
ondrer Algorithmen mit Populationsgriofle 1. Sie basiert darauf, dass bei evoluti-
ondren Algorithmen mit Plusstrategien die Fitness des aktuellen Suchpunkts mono-
ton steigend ist.

Wir partitionieren den Suchraum in so genannte Fitnessschichten: disjunkte Teil-
mengen A1, ..., A, die sich beziiglich der Fitnesswerte der enthaltenen Suchpunkte
ordnen lassen. Alle Suchpunkte einer niedrigeren Schicht sollen dabei eine kleinere
Fitness haben als alle Suchpunkte einer héheren Schicht. Eine solche Ordnung no-
tieren wir mit

A<y B & VYaec Abe B: f(a) < f(b).

An die Partition des Suchraums stellen wir zwei Anforderungen. Zum einen soll
gelten
Ay <y Ao <f---<y A,

Zum anderen soll die héchste Fitnessschicht A,, genau alle global optimalen Such-
punkte enthalten.

Da die Fitness des aktuellen Suchpunkts monoton steigt, werden Suchpunkte aus
einer Fitnessschicht A; nicht mehr betrachtet, sobald die Schicht A; zu Gunsten einer
hoheren Schicht verlassen wurde. Genau dann, wenn die héchste Fitnessschicht A,,
erreicht wird, haben wir ein globales Optimum erreicht.

Mit s;(x) fiir z € A; bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, ausgehend vom Such-
punkt z die Fitnessschicht A; zu Gunsten einer besseren Schicht zu verlassen. Wir
moéchten nun vom konkreten Suchpunkt abstrahieren und eine untere Schranke fiir
die Wahrscheinlichkeit, A; zu verlassen, erhalten, die unabhingig von z ist. Dazu
betrachten wir das Minimum {iiber alle Suchpunkte z:

s; = min{s;(z) | z € A;}

Die erwartete Zeit, bis dieses Ereignis eintritt, ist dann nach oben beschrinkt durch
den Kehrwert der Wahrscheinlichkeit, s;” !. Eine hinreichende Bedingung fiir das
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Erreichen eines globalen Optimums ist, dass wir alle nicht optimalen Fitnessschich-
ten Ai,...,Amnm—1 einmal verlassen. Wir erhalten folgende obere Schranke fiir die
erwartete Optimierungszeit E(7T'):

Die 1 steht fiir die Auswertung des globalen Optimums.

Es sei angemerkt, dass Suchpunkte innerhalb einer Fitnessschicht dhnliche Fitness-
werte haben; die Tatsache, dass zwei Suchpunkte in der gleichen Fitnessschicht lie-
gen, ldsst i. A. jedoch keine Riickschliisse auf die Lage der Suchpunkte im Suchraum
zueinander zu. Insbesondere miissen die Mengen A; nicht zusammenhéngend sein. Im
Fall, dass eine Fitnessfunktion lokale, nicht globale Optima enthilt, kann es passie-
ren, dass die Wahrscheinlichkeit, die Fitnessschicht eines solchen lokalen Optimums
zu verlassen, sehr klein ist und die Methode der Fitnessschichten daher eine schlechte
obere Schranke liefert. In diesem Fall sind andere Analysemethoden angebracht.

1.5.4 Die Methode des typischen Laufs

FEine alternative Methode, die erwartete Optimierungszeit abzuschétzen, ist die Be-
trachtung typischer Liufe. Auf manchen Fitnessfunktionen zeigen randomisierte
Suchheuristiken ,,typische“ Verhaltensweisen, so dass viele Liufe nach einem wie-
derkehrenden Muster ablaufen. Diese Eigenschaft kann man sich zunutze machen
und anstelle aller Laufe nur die typischen Liufe betrachten. Wenn die Wahrschein-
lichkeit typischer Liufe nicht zu klein ist, ldsst sich die erwartete Optimierungszeit
durch die erwartete Optimierungszeit in typischen Liufen annidhern.

Insbesondere zur Bestimmung unterer Schranken ist diese Methode oft praktisch.
Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein Lauf typisch ist, nach unten durch einen
Wert p(n) beschriankt ist, konnen wir die Optimierungszeit in nicht typischen Liufen
durch die triviale untere Schranke 0 abschitzen. Mit bedingten Erwartungswerten
erhalten wir eine untere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit 7'(n) von

E(T(n)) > p(n) - E(T'(n) | Lauf ist typisch).

Ereignisse, die dazu fithren, dass ein Lauf nicht typisch ist, bezeichnen wir oft als
Fehler und die Wahrscheinlichkeit solcher Ereignisse als Fehlerwahrscheinlichkeit.
Unser Ziel ist meist, Fehlerwahrscheinlichkeiten verschiedener Fehler durch expo-
nentiell kleine Werte zu beschrinken. In diesem Fall kénnen wir verschiedene Ereig-
nisse von Fehlern durch die Summe aller Fehlerwahrscheinlichkeiten abschéitzen und
erhalten meist wieder einen exponentiell kleinen Wert fiir die gesamte Fehlerwahr-
scheinlichkeit.
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1.5.5 Das Coupon-Collector-Theorem

Um das Verhalten evolutiondrer Algorithmen zu analysieren, kann es manchmal
sinnvoll sein, Analogien zu anderen Problemen zu konstruieren und bereits bekann-
te Resultate aus anderen Gebieten auf die Analyse evolutiondrer Algorithmen zu
iitbertragen.

Eine solches Problem, zu dem wir eine Analogie ziehen konnen, ist das Coupon-
Collector-Problem, das sich um das Sammeln von Sammelbildern (Coupons) dreht.
Es gibt n verschiedene Typen von Coupons und wir ziehen nun Coupons uniform
zufiillig aus der Menge aller Typen. Die Frage ist, wie lange es dauert, bis wir von
jedem Typ mindestens einen Coupon gesammelt haben.

Sei ¢ die Zahl fehlender Coupon-Typen, dann betréigt die Wahrscheinlichkeit, dass
der nichste Coupon unsere Sammlung verschiedener Typen vergrofert, genau i/n.
Die erwartete Zahl zu ziehender Coupons, bis wir einen neuen Typ erhalten, ist
gleich dem Kehrwert n/i. Sei T' die Zeit, bis wir alle n verschiedenen Coupon-Typen
beisammen haben. Wenn wir iiber alle ¢ summieren, erhalten wir

n

E(T):Z%:n-;%.

=1

Die Summe wird als harmonische Reihe bezeichnet; sie ldsst sich nach unten durch
Inn und nach oben durch Inn + 1 abschétzen. Daher gilt

E(T) =n-1Inn+ O(n).

Motwani und Raghaven [18] gehen noch einen Schritt weiter und zeigen, dass diese
Abschitzung scharf ist; eine Abweichung nach oben oder unten vom Erwartungs-
wert ist sehr unwahrscheinlich. Wir zitieren ihr Theorem [18] als Coupon- Collector-
Theorem.

Theorem 3 (Coupon-Collector-Theorem). Fiir jedes konstante ¢ € R gelten
im Grenziibergang n — oo die Aussagen

—c

lim Prob(T'>nlnn+cn) = 1—e €
n—oo

lim Prob(T <nlnn—cn) = e &
n—0o0

Damit lasst sich die Wahrscheinlichkeit von Abweichungen sehr gut eingrenzen.

Das Coupon-Collector-Theorem (die Aussage iiber die erwartete Zeit E(7") mit ein-
geschlossen) konnen wir nun verwenden, um eine untere Schranke fiir die erwarte-
te Optimierungszeit der randomisierten lokalen Suche auf allen pseudobooleschen
Funktionen mit eindeutigem globalen Optimum zu erstellen.

Dazu stellen wir folgende Analogie her. Eine notwendige Bedingung, um ein globales
Optimum zu erreichen, ist: Alle Bits, die den initialen Suchpunkt z° vom eindeutigen
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Optimum z°P* unterscheiden, miissen irgendwann einmal geflippt werden. Wenn wir
diese ,,falsch belegten“ Bits als Coupons auffassen, besagt die notwendige Bedingung,
dass alle Typen von Coupons mindestens einmal gesammelt werden miissen. Dabei
nehmen wir optimistischerweise an, dass alle einmal falsch belegten Bits nicht wieder
yzuriick flippen“, sobald sie einmal geflippt worden sind, so dass wir jeden Coupon-
Typen nur einmal ziehen miissen.

Wenn wir nur Schritte der randomisierten lokalen Suche betrachten, in denen eines
der falsch belegten Bits getroffen wird, erhalten wir genau das Szenario aus dem
Coupon-Collector-Theorem.

Die Zahl verschiedener Coupon-Typen entspicht dem Hammingabstand H (z°, z°P*)
zwischen dem initialen Suchpunkt um dem Optimum. Der erwartete Hammingab-
stand ist n/2, da jedes Bit x) mit Wahrscheinlichkeit 1/2 bei der Initialisierung
die Belegung von :c;?pt erhélt. Hier konnen wir die Methode des typischen Laufs
anwenden und zeigen, dass man in einem typischen Lauf ein ausreichend grofles
Coupon-Collector-Szenario erhélt.

Mit Chernoff-Schranken kann man zeigen, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — e~ ") bei der zufilligen Initialisierung mindestens n/2 — n?/? Bits vom
Optimum abweichend belegt sind, dass also mit iiberwéltigender Wahrscheinlich-
keit H (2, 2°Pt) > n/2 — n?/3 ist. Wir erhalten ein Coupon-Collector-Szenario mit
s =mn/2— n?/3 Coupons. Selbst wenn wir in jedem Schritt ein vom Optimum ab-
weichend belegtes Bit flippen, folgt in einem typischen Lauf eine untere Schranke
von slns fiir die erwartete Zeit, bis alle s Bits mindestens einmal geflippt worden
sind. Insgesamt folgt eine untere Schranke von

(1- efQ("lw)) -slns = Q(nlogn)

fiir die erwartete Optimierungszeit der randomisierten lokalen Suche.

Wegener [21] iibertrigt diesen Ansatz auf den (1+1) EA und zeigt fiir den (14+1) EA
ebenfalls eine untere Schranke Q(n log n) fiir die erwartete Optimierungszeit auf allen
Funktionen mit eindeutigem Optimum. Wir gehen niher auf seinen Ansatz ein, da
wir in Abschnitt 2.3 sehr dhnliche Beweise fithren werden, um untere Schranken fiir
den (1+1) EA auf dem Ising-Modell zu zeigen.

Beim (1+1) EA kann es vorkommen, dass in einem Schritt kein Bit geflippt wird
oder mehr als ein Bit in einem Schritt flippt. Die erwartete Zahl flippender Bits ist
jedoch bei einer Mutationswahrscheinlichkeit von 1/n gleich 1, so dass sich dhnliche
Resultate erzielen lassen.

Allerdings gibt es ein Problem, wenn viele Bits in einem Schritt flippen. Und zwar
nehmen wir im Coupon-Collector-Szenario an, dass die Typen von Coupons uniform
zufillig gewidhlt werden. Wenn allerdings mehrere Bits auf einmal flippen, sind die
ausgewéhlten Bits nicht mehr uniform zufillig verteilt, da ein Bit in einem Schritt
nicht mehrfach zum Flippen ausgewéhlt werden kann. Wenn wir die Positionen aller
in einem Schritt flippenden Bits nacheinander festlegen, haben beim letzten Bit
alle bisher noch nicht gewahlten Positionen eine hohere Wahrscheinlichkeit, gewahlt
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zu werden. Gegeniiber dem Coupon-Collector-Szenario werden also einige Typen
bevorzugt.

Als Losung fiir dieses Problem argumentiert Wegener, dass in einem typischen Lauf
mit iiberwéltigender Wahrscheinlichkeit in polynomiell vielen Schritten nur héchs-
tens n'/2 Bits in einem Schritt flippen. Wenn wir ein Coupon-Szenario mit s Coupon-
Typen betrachten, gilt: Auch beim letzten Bit, fiir den eine Position festgelegt wird,
haben alle Positionen eine Wahrscheinlichkeit von héchstens 1/(s — n'/?), gewihlt
zu werden. Daher kénnen wir dem Problem aus dem Weg gehen, indem wir anstelle
eines Szenarios mit s Coupon-Typen ein kleineres Szenario mit s — n!/2 Coupon-
Typen betrachten. In einem typischen Lauf hat das resultierende Szenario immer
noch eine Grée von ©(n) Coupon-Typen, so dass sich auch hier eine Schranke von
Q(nlogn) zeigen lisst.

1.5.6 Verwendung von Potenzialfunktionen

Manche Fitnessfunktionen enthalten so genannte Plateaus, Mengen zusammenhéin-
gender Suchpunkte mit gleicher Fitness. Wenn ein solches Plateau erreicht wird,
gibt die Fitnessfunktion im Allgemeinen keinerlei Hinweise, in welche Richtung der
Optimierungsprozess laufen soll und wie das Plateau verlassen werden kann.

Dies ist zum einen eine Herausforderung fiir einen allgemeinen evolutioniren Al-
gorithmus, da er ohne Hinweise einen Weg finden muss, das Plateau zu verlassen.
Zum anderen ist dies aber auch eine Herausforderung fiir die Analyse eines solchen
Algorithmus, da man den Fortschritt des Algorithmus auf dem Plateau nicht an der
Fitness festmachen kann.

Wenn die Fitnessfunktion nicht geeignet ist, um den Fortschritt des betrachteten
Algorithmus zu messen, kénnen wir in solchen Situationen Potenzialfunktionen ver-
wenden: Anstelle der Fitnessfunktion betrachten wir eine andere Funktion

p: S —=> R

die uns in bestimmten Situationen mehr Informationen liefert oder leichter zu ana-
lysieren ist als die Fitnessfunktion. Meist wird eine solche Potenzialfunktion so
gewihlt, dass die Maximierung (Minimierung) der Potenzialfunktion mit einem po-
sitiven Ereignis zusammenfillt. Im einfachsten Fall ist eine Potenzialfunktion mo-
noton in der Fitness und ein Suchpunkt z mit optimalem Potenzial ist gleichzeitig
ein Suchpunkt mit optimalem Fitnesswert.

Potenzialfunktionen kénnen auch hilfreich sein, um Rechnungen zu vereinfachen,
wenn die Fitnessfunktion zu unhandlichen Formeln fithrt. In Kapitel 3 werden wir
in manchen Beweisen anstelle der Ising-Funktion eine Potenzialfunktion verwenden,
die die Zahl der mit einer bestimmten Farbe gefirbten Knoten misst. Es wird sich
heraus stellen, dass die Potenzialfunktion in manchen Fillen wesentlich einfacher zu
analysieren ist als die echte Fitness.

Wenn die Potenzialfunktion nicht streng monoton in der Fitness ist, kann es pas-
sieren, dass sich das Potenzial des aktuellen Suchpunkts — anders als die Fitness
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bei Plusstrategien — in einem akzeptierten Schritt verschlechtert. Es sei also expli-
zit darauf hingewiesen, dass der Algorithmus nur mit der gegebenen Fitnessfunkti-
on arbeitet, nicht mit Potenzialfunktionen. Potenzialfunktionen dienen lediglich der
theoretischen Analyse und sind nicht Teil der Algorithmen.

1.5.7 Random Walks

Wir haben gesehen, dass es Sinn macht, Potenzialfunktionen zu verwenden, die
nicht monoton in der Fitness sind. In so einem Fall kann es passieren, dass das
Potenzial ¢(x) des aktuellen Suchpunkts in akzeptierten Schritten steigt oder sinkt.
Das Potenzial vollfiihrt eine so genannte Irrfahrt oder einen Random Walk auf der
eindimensionalen Skala R.

Hier werden wir nun eine Technik kennen lernen, die uns helfen kann, solche Random
Walks zu analysieren, sofern der Random Walk die nétigen Voraussetzungen erfiillt.
Gegeben sei eine Sequenz von unabhiingigen Zufallsvariablen Xy,..., X, € R, die
aus einer gemeinsamen Verteilung stammen und folgender Random Walk von Werten
S0, - - -3 9p. Der Random Walk beginnt mit dem Startwert Sy := 0 und errechnet sich
ansonsten aus der Summe der Zufallsvariablen X;:

0<i<n

Beim Ubergang von S,_; zu S, wird also einfach der Wert einer neuen Zufallsva-
riable X, addiert.

Manche dieser Random Walks haben eine Tendenz in eine bestimmte Richtung.
Man spricht hier von einer positiven Drift, wenn E(X,,) > 0 ist. Die gemeinsame
Verteilung aller X ist hier also einseitig zu Gunsten positiver Werte ausgelegt.

In der Folge der S, bilden sich bei einer positiven Drift Rekordwerte, die grofier sind
als alle bisherigen S;-Werte. S, ist genau dann ein solcher Rekordwert, wenn gilt

VO<i<mn:S,>S;.

Alte Rekorde werden dabei friither oder spater durch neue, bessere Rekorde ersetzt.
Die Folge der erreichten Rekordwerte bildet somit anschaulich eine Art Treppe,
bei der jeder Rekord eine neue Stufe bildet und die Breite einer solchen Stufe die
Differenz zwischen altem und neuem Rekord reprisentiert.

Die erwartete Zeit, bis sich ein neuer Rekordwert ergibt, lisst sich durch die so
genannte Waldsche Identitdt errechnen.

Theorem 4 (Waldsche Identitét). Sei T' die Zufallsvariable, die die Zeit an-
gibt, bis ein neuer Rekord erreicht wird und H die Zufallsvariable, die die Hohe der
dadurch konstruierten Treppenstufe beschreibt, also die Differenz zwischen neuem
Rekord und altem Rekord. Falls E(X,) > 0, gilt
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Dies ist dquivalent zu

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [4].

Bei fester Drift ist also die erwartete Zeit, bis ein neuer Rekord erreicht wird, propor-
tional zur erwarteten Erhéhung des Rekords. Wenn der Random Walk so gestaltet
ist, dass sich der aktuelle Wert S,, maximal um den Wert 1 erhoht, gilt E(H) < 1
und somit

1
E(T) < .
=5,
Droste, Jansen und Wegener [3] analysieren einen solchen Random Walk und présen-
tieren einen alternativen Beweis fiir die obige Ungleichung, der auf einer einfachen
Rekursionsgleichung beruht. Wir werden in Abschnitt 3.2.2 auf diese Rekursions-
gleichung zuriick kommen.



Kapitel 2

Allgemeine Erkenntnisse zum
Ising-Modell

In diesem Kapitel wollen wir einige neue allgemeine Erkenntnisse iiber das Ising-
Modell heraus arbeiten. Viele dieser Erkenntnisse werden in den Kapiteln 3 und 4
Verwendung finden; wir schaffen uns daher bereits an dieser Stelle einige Grundlagen,
durch die unsere Uberlegungen in den nachfolgenden Kapiteln in einigen Punkten
stark vereinfacht werden.

Wir beginnen in Abschnitt 2.1 mit einigen Uberlegungen zu Eigenschaften der Ising-
Funktion, um mit den Notationen und den Eigenarten der Ising-Funktion vertraut
zu werden. Eine dieser Eigenarten ist, dass eine Mutation eines Knotens v nur lokale
Auswirkungen auf die Fitness hat, ndmlich nur auf die Beitrige aller zu v inzi-
denten Kanten. Daher kénnen wir die Fitness eines durch Mutation entstandenen
Nachkommens inkrementell aus der Fitness des Elters berechnen kénnen, indem wir
die einzelnen lokalen Effekte von Bitflips betrachten. Mit diesem Thema werden wir
uns in Abschnitt 2.2 befassen.

In Abschnitt 2.3 zeigen wir eine allgemeine obere Schranke fiir die erwartete Optimie-
rungszeit des (14+1) EA auf beliebigen Graphen sowie allgemeine untere Schranken
fiir die erwarteten Optimierungszeiten der randomisierten lokalen Suche und des
(141) EA. SchlieBlich gehen wir in Abschnitt 2.4 der Frage nach, welche Abhéingig-
keiten es zwischen den Farbungen einzelner Knoten gibt und wie sich diese Abhingig-
keiten wihrend des Laufs eines evolutiondren Algorithmus entwickeln.

2.1 Eigenschaften der Ising-Funktion

Notation
Die Ising-Funktion Ising; wurde bereits in Abschnitt 1.3 definiert. Da die Ising-
Funktion die einzige Fitnessfunktion sein wird, die wir in dieser Arbeit verwenden

werden, schreiben wir im Folgenden auch kurz fg fiir Ising,. Falls der Graph G =

25
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(V,E), auf den sich die Ising-Funktion bezieht, aus dem Kontext ersichtlich ist,
erlauben wir uns sogar, den Index G wegzulassen und nur von f zu sprechen.

Die Farbung eines Knotens ¢ wird in einem Suchpunkt x eines evolutioniren Algo-
rithmus durch ein Bit x; reprisentiert; die Werte 0 und 1 entsprechen den Farben
0 und 1. Der Einfachheit halber verwenden wir die Begriffe ,Knoten“ und ,,Bit“
synonym; es ist also iiblich, dass wir von einem ,flippenden Knoten* i und einem
,mit Farbe c gefirbten Bit“ x; sprechen. Gemeint ist dann natiirlich, dass das zum
Knoten ¢ gehorige Bit z; flippt bzw. dass der Knoten ¢, der zum Bit z; gehdrt, mit
Farbe ¢ gefarbt ist.

Wir fithren nun einige detailliertere Notationen ein, die wir in dieser Arbeit verwen-
den werden.

Definition 1. Gegeben ein Graph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und ein Such-
punkt x € {0,1}". Den Beitrag einer Kante e = {i,j} zur Fitness f := Ising, von

T notieren wir mit
0, lls x; ;
flaveysm {7 T
1, falls z; = x;

Dabei nennen wir eine Kante e einfarbig, falls x; = x;, und zweifarbig, falls z; # z;.
Den Beitrag einer ganzen Kantenmenge E' C E zur Fitness von x notieren wir mit

f(z,E') = Z f(z,e).
ecE’

Die Fitness des Suchpunkts = ist dann

f(z) = f(z, E).

Klassifizierung

Die Ising-Funktion lisst sich wie folgt als quadratische pseudoboolesche Funktion
schreiben. Der Beitrag einer Kante e = {3, j} zur Fitness ist genau dann 1, wenn
zjz; = 1 ist oder wenn (1—z;)(1—z;) = 1 ist. Daher lisst sich f(z, e) auch schreiben
als

flz,e) = mzj+ (1 —x)(1 —x)

= 21‘ixj—l‘i—.’£j+1
Fiir die gesamte Fitness gilt dann

flz)= Z (2ziz; —zi—z; + 1)

{i,j}€E

Es ist bekannt, dass die Optimierung quadratischer pseudoboolescher Funktionen
NP-hart ist. Wegener und Witt [22] analysieren den (1+1) EA auf quadratischen
pseudobooleschen Funktionen. Zum einen zeigen sie, dass der (141) EA auf quadra-
tische Funktionen mit nichtnegativen Gewichten eine polynomielle erwartete Opti-
mierungszeit hat. Zum anderen zeigen sie mit Hilfe zweier Beispielfunktionen, dass es
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quadratische pseudoboolesche Funktionen mit negativen Gewichten gibt, auf denen
der (1+1) EA eine exponentielle erwartete Optimierungszeit hat.

Die Ising-Funktion gehort zur zweiten Kategorie, der Klasse quadratischer Funktio-
nen mit negativen Gewichten. Wir werden in den Abschnitten 3.3 und 4.2.2 zeigen,
dass die Ising-Funktion auf bestimmten Graphen tatséchlich zu einer exponentiellen
erwarteten Optimierungszeit des (1+1) EA fiihrt.

Wertebereich

Der Wertebereich W der Ising-Funktion auf G = (V, E) umfasst natiirliche Zahlen
(einschlieBlich 0) im Intervall [0, |E|], W C (NN]0,|E|]). Die Ising-Funktion ist i. A.
nicht surjektiv, z. B. ist der Wertebereich auf einem Dreieck W = {1, 3}; die Werte
0 und 2 sind nicht realisierbar. Genau dann, wenn 0 € W, ist der Graph 2-fairbbar
und damit bipartit. Jeder Suchpunkt z mit f(z) = 0 stellt dann eine entsprechende
Féarbung bzw. Partition des Graphen dar. Der maximale Fitnesswert ist stets f(z) =
|E|, der zumindest fiir die Suchpunkte z = 0™ und z = 1" angenommen wird.

Dichte Komponenten erhéhen die untere Schranke fiir die Fitness: enthilt G bei-
spielsweise eine Clique mit m Knoten als Subgraphen, ist die Fitness minimal, wenn
genau |m/2] Knoten der Clique mit einer Farbe ¢ € {0,1} gefarbt sind und die
anderen [m /2] Knoten mit der anderen Farbe 1 — ¢ gefirbt sind. Daher betrigt in
diesem Fall die Fitness f(x) fiir alle z mindestens

Lm/2] [m/2]
> .
sz () + (M
Bei mehreren kantendisjunkten Subgraphen lassen sich entsprechende untere Schran-
ken addieren.

Lokalitit von Farbinderungen

Die Ising-Funktion hat die schéne Eigenschaft, dass Anderungen eines Knotens nur
lokale Auswirkungen haben: Wenn sich an einem Knoten v die Farbe édndert, dndern
sich die Beitriige zur Fitness nur in den zu v inzidenten Kanten. Alle zu v inzidenten
Kanten, die vorher einfarbig waren, werden nun zweifarbig und umgekehrt; alle
anderen Kanten behalten ihren alten Beitrag zur Fitness.

Mit dieser Erkenntnis lisst sich die Fitness von z' aus der Fitness von z inkrementell
berechnen. Dieser Idee werden wir im folgenden Abschnitt nachgehen.

2.2 Die Betrachtung lokaler Fitnessverinderungen

Wir zeigen, dass sich die Fitnessdnderung zwischen einem Suchpunkt z und seinem
Nachkommen z’ inkrementell berechnen lisst. Dies hilft nicht nur bei der Imple-
mentation eines Algorithmus, sondern auch bei der theoretischen Analyse, da wir
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mit folgenden Techniken leichter entscheiden kénnen, ob die Fitnessverdnderung
f(z") — f(z) > 0 ist, sprich ob z’ als neuer Suchpunkt akzeptiert wird oder nicht.

Zuerst definieren wir lokale Fitnessverdnderungen.

Definition 2. Wir bezeichnen mit z* fir 1 < i < n den Suchpunkt, der aus z =
(T1,-.-,%n) dadurch entsteht, dass z; flippt: ¢ := (T1,...,Ti_1,Ti, Tit1s---,Tn)-
Dann sei £(z,x;) fir 1 < i < n die lokale Verinderung der Fitness, wenn nur das
Bit x; flippt:

Uz, 3;) == f(2") — f(z).

Die Differenz f(z') — f(x) lisst sich sehr leicht ausrechnen: Sei deg(v) der Grad
eines Knotens v. Mit deg! (v) notieren wir die Zahl der zum Knoten v inzidenten
Kanten, die in z einfarbig sind; analog ist deg, (v) die Zahl der zu v inzidenten und
in z zweifarbigen Kanten.

Die zu i inzidenten Kanten, die in z zweifarbig sind, sind in z* einfarbig, was ge-
geniiber z einen Fitnessgewinn von deg () bringt. Die zu ¢ inzidenten Kanten, die
in z einfarbig sind, sind in z* zweifarbig, was gegeniiber z zu einem Fitnessverlust
von deg; (i) fiihrt. Die Fitness dndert sich daher insgesamt um

Uz,;) = fa') — f(z) = deg, (i) — deg] (i).

Die Analyse der randomisierten lokalen Suche auf dem Ising-Modell fillt gegeniiber
dem (1+1) EA oft sehr viel leichter, da sich in jedem Schritt nur an einem Knoten
1 die Farbe dndert und sich diese Fitnessverdnderung sehr leicht berechnen lisst.
Anhand des Vorzeichens kann man schnell ablesen, ob der erzeugte Nachkomme
vom Algorithmus akzeptiert wird oder nicht.

Der (141) EA hingegen kann in einem Schritt die Farbe mehrerer Knoten édndern,
so dass wir mehrere lokale Fitnessverdnderungen beriicksichtigen miissen. Um die
gesamte Fitnessverinderung zu erhalten, kann man mehrere lokale Verinderungen
aufaddieren, wenn sie verschiedene Zusammenhangskomponenten oder verschiedene
Bereiche einer Zusammenhangskomponente betreffen. Dieser einfache Ansatz schligt
jedoch fehl, wenn die lokalen Anderungen sich iiberschneiden, d.h. wenn es eine
Kante gibt, bei der beide Endpunkte flippen. In diesem Fall kénnen die lokalen
Verdnderungen nicht mehr unabhéingig voneinander betrachtet werden, da sie sich
gegenseitig beeinflussen.

Als Beispiel nehmen wir an, dass beide Endpunkte einer in z einfarbigen Kante
e = {i,j} geflippt werden. Da beide Endpunkte flippen, ist e im Nachkommen wieder
einfarbig gefarbt. Wenn wir aber nun die lokale Fitnessverédnderung an i auswerten,
betrachten wir ein Szenario, in dem nur ¢ geflippt wird; die Kante e erscheint hier
zweifarbig und geht dementsprechend negativ in £(z, z;) sein. Das gleiche gilt, wenn
wir mit £(z,z;) ein Szenario betrachten, in dem nur j geflippt wird. Die lokalen
Fitnessverdnderungen schiitzen also den Gesamteffekt beider Bitflips falsch ein.

Es gibt jedoch zwei Moglichkeiten, wie man mehrere Bitflips auf die Betrachtung
einzelner lokaler Anderungen zuriick fithren kann.
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1. Wir fithren die Bitflips nacheinander aus und summieren die lokalen Fitness-
verdnderungen auf.

2. Wir fiihren die Bitflips parallel und unabhéngig voneinander aus und korrigie-
ren die Fehler, die durch Abhéngigkeiten entstehen.

Beim ersten Ansatz betrachtet man eine Folge verschiedener Fiarbungen, die durch
die nacheinander ausgefithrten Bitflips entstehen. Hingegen betrachtet man beim
zweiten Ansatz nur die Farbung des Elters, so dass man die lokalen Fitnessverinde-
rungen £(z,-) nur einmal berechnen muss.

Wir wollen im Folgenden nachweisen, dass beide Ansitze korrekt sind.

Nacheinander ausgefiihrte Bitflips

Lemma 1. Gegeben ein Suchpunkt © € {0,1}" und ein Suchpunkt x', der durch
Mutation aus x entsteht; i1,...,1, sei eine beliebige Reihenfolge der Indizes der
Bits, die durch diese Mutation geflippt werden. Sei 7 fiir 0 < j < k der Suchpunkt,
in dem gegeniiber x die Bits i1,...,1; geflippt sind:

= xy, fallle{‘il,...,ij}
! xy, fallsl ¢ {i1,...,i;}
Dann lisst sich die Fitness von x' wie folgt aus x inkrementell berechnen:

k

f(@') = f(2) + )b’ ).

=1

Beweis. Nach Definition entsteht 27 aus 27! dadurch, dass das Bit i; flippt. Aus
der Definition von £(z/~1, z;;) folgt

Ua"™ ay) = f(a) = fa77Y).

Zweitens gilt z = 20 und z* = z'. Insgesamt gilt daher
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Parallel ausgefiihrte Bitflips

Wir haben bereits an unserem kleinen Beispiel gesehen, dass der Fitnessbeitrag ei-
ner in z einfarbigen Kante e = {4, j} mit zwei flippenden Endpunkten durch lokale
Fitnessverdnderungen falsch abgeschitzt wird. Dies gilt auch in dem Fall, dass e
zweifarbig geférbt ist; hier erscheint e in den Szenarien der lokalen Fitnessverdnde-
rungen als einfarbig und geht positiv in 4(z,z;) und 4(z,z;) ein. Der Fehler kann
daher in zwei Richtungen auftreten: Ist e einfarbig, wird der Fitnessbeitrag f(z,e)
um 2 unterschitzt, ist e hingegen zweifarbig, wird der Fitnessbeitrag f(z,e) um 2
iiberschitzt. Der Faktor 2 riithrt daher, dass wir den Beitrag von e sowohl in £(z, x;)
als auch in £(z, z;) falsch anrechnen.

Um den Fehler fiir f(z,e) zu korrigieren, werden wir zu den lokalen Fitnessverdnde-
rungen einen Korrekturterm addieren, der fir f(z,e) = 1 den Wert +2 annimmt
und fiir f(z,e) =0 den Wert —2. Geeignet hierfiir ist der Term

4f(z,e) — 2.

Einen solchen Term miissen wir fiir jede Kante anrechnen, bei der beide Endpunkte
flippen. Nach diesen vorbereitenden Worten sollte die Aussage des folgenden Lemmas
nicht iiberraschen.

Lemma 2. Gegeben ein Graph G = (V,E) mit n := |V| Knoten, ein Suchpunkt
z € {0,1}" und ein Suchpunkt ', der durch Mutation aus = entsteht. Sei V' CV die
Menge der Knoten, deren Bits in dieser Mutation flippen und E' die Kantenmenge,
die durch V' induziert wird, E' := EN{{i,5} | 1 € V',j € V'}. Dann gilt fir
f = Isingg:

f@) = fl@) =Y te, @) + 4f (2, E') — 2| E'|

eV’

Beweis. Sei z¢ der Suchpunkt aus der Definition von #(z,x;), der aus z dadurch
entsteht, dass genau das Bit z; flippt. Als erstes fithren wir £(z, z;) fiir 4 € V' auf
einen Ausdruck zuriick, der nicht mehr von z’, sondern nur noch von z und z’
abhiingt. Dazu nutzen wir zwei Eigenschaften von z’ gegeniiber z und z' aus:

e Fiir Kanten {i,j} € E mit i € V', ¢ V' (sprich: nur der Knoten i flippt)
nutzen wir aus, dass ¢ und j in 2’ genau so gefirbt sind wie in z*:

f(xi’ {Za]}) = f(mla {Z’J})

e Fiir Kanten {4,j} € E mit 4,j € V' nutzen wir aus, dass 7 in z anders gefirbt
ist als in z*, wihrend 7 in z und z* gleich gefirbt ist:

fa' {i,5}) =1 = f(z,{i,}).
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Wir werden nun den Term #(x, z;) umformen. Zunichst einmal gilt nach Definition
von £(z,z;), wenn wir die Fitness in die Beitrdge aller Kanten zerlegen:

Uz,z;) = f(z")— f(z)
= Y (FE D) — Fla{ig)) -

{t.j}el

Wegen der Lokalitiit der Farbinderungen unterschieden sich z¢ und z nur in den
Beitrigen der zu 7 inzidenten Kanten. In der obigen Summe summieren sich die
Beitrige aller anderen Kanten zu 0. Damit kénnen wir 4(z,z;) fiir i € V' schreiben
als

Uz,zi) = Y (fa"{i,5}) — fl= {0 3)) -

jeAdj(z)

Nun spalten wir die Summe auf in Kanten, bei denen nur i flippt (5 € Adj(i) \ V'),
und Kanten, bei denen beide Endpunkte flippen (j € Adj(¢) N V'). Anschliefiend
wenden wir auf die Teilsummen die beiden oben erwihnten Eigenschaften von z’
an.

Lz, x;)

= Y (fE@ {05 — fle,{i,4])

JEAdj(i)

= Y (fE@ gD - fa D))+ Y. (Feh {6 — {0 5))
JEAdj(2)\V' jeAdj(i)NV!

= Y (F@ g — fa )+ Y (- 2f(, {6, 4))
JEAdj(D)\V’ JEAdj(z)NV!

= > (f@ i) - f@{a)) - Y. @f(e{ig) - 1)
JEAdj(2)\V’ JEAdj(z)nV!

Wenn wir die zweite Summe zu beiden Seiten addieren, erhalten wir fiir ¢ € V' die
Gleichung

Uz,zi)+ Y @f@{ii)-) = Y (F@ {i.5) — f@{4)) )

jeAdj(i)NV” FEAdj(I)\V

Diese Gleichung lisst sich wie folgt interpretieren. Kanten mit zwei flippenden Kno-
ten 4,7 € V' sind in 7’ genau so gefiirbt wie in z. Die Summe auf der rechten Seite
der Gleichung beinhaltet alle zu ¢ benachbarten Knoten, die nicht flippen. Also be-
schreibt die rechte Seite der Gleichung die Verdnderung der Fitness zwischen  und
z' am Knoten 3.

Die linke Seite der Gleichung ldsst sich wie folgt interpretieren. Wenn wir die lo-
kale Fitnessverdanderung /(z,z;) betrachten, erhalten wir nicht immer die Fitness-
verdnderung am Knoten ¢, sondern wir machen fiir jede zu ¢ inzidente Kante mit
zwei flippenden Endpunkten einen Fehler von +1, der durch einen Korrekturterm
2f(z,e) — 1 ausgeglichen wird. (Gegeniiber dem Korrekturterm 4f(x,e) —2 aus den
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Vorbetrachtungen ist dies nur die halbe Miete, da wir nur die lokale Fitnessverdnde-
rung 4(z,x;) an einem statt zwei Endpunkten betrachten.)

Diese Erkenntnis fiir einen flippenden Knoten ¢ € V' lisst sich nun leicht auf alle
flippenden Knoten iibertragen. Wir nutzen aus, dass die Fitnesswerte von z und z’
sich nur durch die Beitrdge von Kanten unterscheiden, die zu genau einem Knoten
in V' inzident sind. In der Differenz f(z') — f(z) summieren sich die Beitréige aller
anderen Kanten zu 0. Es folgt

f($l) - f(.’L') = Z (f(xlae) - f(w,e))

ecE

S Y (@ i) - S i)

i€V’ jEAdj(i)\V’

Nun setzen wir Gleichung () ein und erhalten

f@)=fl@) = Y | laa)+ 2f(z,{i,5}) — 1)

eV’ JEAdj(i)nV!
i€V’ i€V jeAd)(H)NV?

Die Doppelsumme zihlt alle Kanten in E' genau zwei Mal. Daher kénnen wir den
Ausdruck weiter vereinfachen zu

f@) = fl@) = Y lza)+2 Y (2f(z{i4}) —1)

icv! {i,j}€E’
- Z Uz, x;) + 4Af (z, E") — 2|E').
%

In den meisten Schritten flippen nur wenige Knoten und die Zahl der falsch angerech-
neten Kanten ist gering. Wenn wir daher zu f(z) alle lokalen Fitnessverdnderungen
addieren, erhalten wir eine gute Niherung fiir die Fitness f(z') des Nachkommens.
Dies halten wir in folgendem Korollar fest.

Korollar 1. Aus Lemma 2 folgt direkt

ﬂﬂs¢ww@m+szQs2m

eV’

Der Fehler ist also hochstens quadratisch in der Zahl flippender Bits, auf spérlich
besetzten Graphen sogar noch geringer.
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2.3 Allgemeine Schranken fiir die erwartete Optimie-
rungszeit

Auch ohne Kenntnis des Graphen lassen sich einfache allgemeine obere und untere
Schranken zeigen. Dieser Aufgabe wollen wir uns nun widmen.

Zuerst zeigen wir eine obere Schranke, die darauf basiert, dass der (141) EA in je-
dem Schritt mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit direkt zu einem globalen Optimum
springt. Dabei hilft uns die Bit-Flip-Symmetrie weiter, da es stets mehrere globale
Optima gibt und der Abstand zum néchsten globalen Optimum nicht allzu grof3
werden kann.

Theorem 5. Gegeben ein beliebiger Graph G = (V, E) mit n := |V| Knoten. Die
erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA auf f := Ising ist nach oben beschrankt
durch O(n™/?).

Beweis. Die Suchpunkte 0" und 1" sind auf jedem Graphen globale Optima. Sei z
der aktuelle Suchpunkt des (1+1) EA. Da H(z,0")+ H(z,1") = n ist, ist das Mini-
mum aus beiden Hammingabstinden héchstens n/2. Daher ist fiir jeden Suchpunkt
z der Hammingabstand zum néchsten globalen Optimum héchstens n/2.

Die Wahrscheinlichkeit, dass aus dem jeweils aktuellen Suchpunkt durch Mutation
direkt ein globales Optimum erzeugt wird, ist daher mindestens

1 11"/2>1 11"*1> 1
nn/2' _E —nn/Q' _E —e_nn/2

und die erwartete Zeit, bis dieses Ereignis eintritt, ist O(n"/2). O

Fiir allgemeine pseudobooleschen Funktionen mit n Variablen kann man analog ei-
ne allgemeine Schranke n" zeigen [3]. Die Ising-Funktion enthélt mindestens zwei
zueinander komplementire Optima, was also bei dieser sehr allgemeinen Aussage
einen greifbaren Vorteil bringt.

Als nichstes untersuchen wir allgemeine untere Schranken. Hier zeigt sich, dass das
zweite Optimum keinen wesentlichen Vorteil bietet: Verglichen mit den allgemeinen
unteren Schranke Q(n logn) fiir die randomisierte lokale Suche und den (1+1) EA auf
pseudobooleschen Funktionen mit n Bits und einem eindeutigem globalen Optimum
sind die folgenden unteren Schranken fiir beide Algorithmen nur um jeweils einen
konstanten Faktor grofier.

Theorem 6. Gegeben ein beliebiger zusammenhdngender Graph G = (V, E) mit
n := |V| Knoten. Die erwartete Optimierungszeit der randomisierten lokalen Suche
und des (1+1) EA auf f := Ising ist nach unten beschrinkt durch Q(nlogn).

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass 0" und 1" die einzigen globalen Optima sind. An-
genommen, im aktuellen Suchpunkt = gibt es einen Knoten ¢ mit z; = 0 und einen
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Knoten j mit z; = 1. Da der Graph zusammenhingend ist, gibt es einen Pfad
zwischen 7 und j. Auf diesem Pfad gibt es mindestens eine Kante, deren Endpunk-
te nicht gleich gefarbt sind, da ansonsten z; = x; wére. Also ist jeder Suchpunkt
x ¢ {0™,1"} nicht optimal.

Die untere Schranke Q(nlogn) fiir die erwartete Optimierungszeit folgt dann aus
einer Anwendung des Coupon-Collector-Theorems. Wir haben in Abschnitt 1.5.5
den Beweis von Wegener [21] vorgestellt, der das Coupon-Collector-Theorem und
die Methode des typischen Laufs anwendet, um fiir den (1+1) EA auf Funktionen
mit eindeutigem Optimum eine untere Schranke Q(nlogn) zu zeigen.

Sein Beweis lédsst sich direkt auf unser Szenario mit zwei komplementéiren Optima
iibertragen: Bei Funktionen mit eindeutigem Optimum hat der bei der Initialisie-
rung ausgewiirfelte Suchpunkt z mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — e~ Un'?) nur
héchstens n/2 — n?/3 Bitpositionen mit dem Optimum gemeinsam. Dies gilt genau
so fiir die Ising-Funktion; hier kénnen wir Chernoff-Schranken zwei Mal anwenden,
um die Zahl der Nullen und die Zahl der Einsen durch n/2 — n%/3 zu beschriinken.
Wir erhalten das Resultat, dass der initiale Suchpunkt ebenfalls mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1 — e~¥"""*) nur hochstens n/2 — n?/3 Bitpositionen mit beiden
Optima gemeinsam hat.

Wie in Abschnitt 1.5.5 erhalten wir ein Coupon-Collector-Szenario mit s := n/2 —
n?/3 Coupons. Gegeniiber der Analyse mit einem eindeutigen Optimum gibt es je-
doch einen kleinen Unterschied: Beim Ising-Modell mit den Optima 0" und 1” kann
sich der Algorithmus ,aussuchen“, ob er Nullen oder Einsen sammeln mdochte. Sei
Ty die Zeit, bis der Algorithmus mindestens n/2 — n?/3 Nullen gesammelt hat und
T; die Zeit, bis der Algorithmus mindestens n/2 —n?/? Einsen gesammelt hat. Dann
gilt fiir die Optimierungszeit 7" und alle ¢ € N:

Prob(T <t) < Prob(Tp <t)+ Prob(T; <t) < 2:Prob(T; <t).

Dabei gilt die zweite Ungleichung aus Symmetriegriinden. Die Wahrscheinlichkeit
Prob(T1 < t) ldsst sich mit dem Coupon-Collector-Theorem (Theorem 3) beliebig
scharf abgrenzen, so dass der zusétzliche Faktor 2 nicht ins Gewicht fillt.

Insgesamt lassen sich daher fiir beide Algorithmen Schranken von Q(n logn) zeigen.
O

Die im Folgenden Matching-Methode genannte Methode wurde von Fischer [5] er-
dacht und ist auch bei nicht zusammenhingenden Graphen anwendbar.

Ein Matching auf einem Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge der Kantenmenge
M C E, die die Eigenschaft hat, dass jeder Knoten v € V nur zu hochstens ei-
ner Matching-Kante, einer Kante in M, inzident ist. Diese Eigenschaft fithrt dazu,
dass wir Operationen auf den Matching-Kanten unabhéngig voneinander betrachten
konnen.

Fischer [5] verwendet diese Idee, um eine untere Schranke fiir eine spezielle Graph-
klasse zu zeigen. Wir wollen seine Ideen verwenden, um eine allgemeinere Aussage
herzuleiten. Der folgende Beweis basiert anders als der Beweis von Fischer auf dem
Coupon-Collector-Theorem.
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Theorem 7. Gegeben ein beliebiger Graph G = (V, E) und ein Matching M der
Grifle m := |M| auf G. Dann ist die erwartete Optimierungszeit der randomisierten
lokalen Suche und des (1+1) EA auf f := Isingg nach unten beschrinkt durch
Q(nlogm).

Beweis. Zuerst behandeln wir zwei Sonderfille. Falls m = 1, ist logm = 0 und es ist
nichts zu zeigen. Falls m > 2 und m = O(1), folgt die untere Schranke Q(n logm) =
Q(n) trivialerweise, da beide Algorithmen mit Wahrscheinlichkeit 1 — 2 - 27" mit
einem suboptimalen Suchpunkt starten und dann mindestens eines von m = O(1)
Bits flippen miissen, um ein Optimum zu erreichen. Die erwartete Wartezeit auf ein
solches Ereignis ist Q(n). Wir nehmen daher im Folgenden an, dass m = w(1).

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der zufilligen Initialisierung eine Matching-Kante
zweifarbig gefirbt wird, ist 1/2. Aufgrund der Matching-Eigenschaft sind die Wahr-
scheinlichkeiten fiir alle Matchingkanten unabhiingig; die erwartete Zahl zweifarbiger
Matching-Kanten ist m/2. Daher konnen wir mit Chernoff-Schranken zeigen: Die
Wahrscheinlichkeit, dass weniger als m /3 Kanten des Matchings zweifarbig sind, ist
beschriinkt durch e~(m/36) = o(1).

Wir verwenden die Methode des typischen Laufs und nehmen im Folgenden an, dass
mindestens m/3 Kanten des Matchings zweifarbig sind. Eine notwendige Bedingung,
um ein globales Optimum zu erreichen, ist, dass alle zweifarbigen Matching-Kanten
einfarbig gefirbt werden. Hierfiir ist wiederum notwendig, dass alle zweifarbigen
Matching-Kanten mindestens einmal von Bitflips getroffen werden.

Wir kénnen aus diesem Szenario ein Szenario fiir das Coupon-Collector-Theorem
erstellen, indem wir m/3 zweifarbige Matching-Kanten auswihlen und sie uns als
Coupons vorstellen. Ein Coupon wird vom Algorithmus eingesammelt, wenn er einen
Endpunkt einer Kante flippt. (Wir nehmen optimistischerweise an, dass die Kante
danach nie wieder zweifarbig wird.) Die Matching-Eigenschaft sorgt dafiir, dass die
Coupons unabhingig voneinander sind, da jeder Knoten nur zu hochstens einem
Coupon gehoren kann. Damit erhalten wir ein Szenario fiir das Coupon-Collector-
Theorem mit m/3 Coupons.

Der (1+1) EA kann in einem Schritt mehrere Coupons ziehen; dabei tritt wieder
das Problem auf, dass die Wahl der in einem Schritt flippenden Bits nicht mehr
unabhéngig ist. Wir unterscheiden die folgenden zwei Fille.

Fall 1: m = w(1) und m < n'/4.
Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Schritt mindestens zwei Bits des Mat-
chings flippen, ist O(n~3/?). Die Wahrscheinlichkeit, dass dies mindestens ein-
mal in o(n3/2) Schritten passiert, lisst sich durch o(1) abschiitzen. Wir nehmen
an, dass dies nicht passiert und verbleiben somit in einem Coupon-Collector-
Szenario mit m/3 Coupons.

Fall 2: m > nlt/4,
Hier verwenden wir das Argument von Wegener [21] mit leicht abgewandelten
Werten: Mit einer Wahrscheinlichkeit von o(1) kommt es in polynomiell vielen
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Schritten nicht vor, dass mindestens m/12 > n'/*/12 Bits in einem Schritt
flippen. Wenn wir annehmen, dass dies nicht eintritt, reicht es, wenn wir uns auf
ein Coupon-Collector-Szenario mit m/3 —m/12 = m/4 Coupons beschrinken.

Wir gehen also davon aus, dass wir m/4 Coupon-Typen sammeln miissen. Sei T
die Zahl gezogener Coupons, bis wir alle Typen von Coupons gesammelt haben.
Der Erwartungswert E(T') ist, wie in Abschnitt 1.5.5 gezeigt, in der Grofienordnung
©(mlogm). Wir wihlen nun ¢ := (In(m/4))/2 und nach dem Coupon-Collector-
Theorem (Theorem 3) folgt: Die Wahrscheinlichkeit, dass 7' < (m/4) - In(m/4) —
em/4 = (m/8) - In(m/4) ist, konvergiert fiir n — oo gegen e=¢ = e = o(1).
Fiir ausreichend grofie n kénnen wir die Wahrscheinlichkeit nach oben durch o(1)
abschitzen. In einem typischen Lauf benétigen wir also mehr als (m/8) - In(m/4)
Ziehungen von Coupons.

Um einen der m/4 Coupons zu ziehen, muss ein flippendes Bit einen Endpunkt
einer zweifarbigen Matching-Kante treffen. Da die zu Coupons gehorigen Kanten
ein Matching bilden, kommen hier genau m /2 Knoten in Frage.

Die erwartete Zahl der in einem Schritt gezogenen Coupons ist fiir beide Algo-
rithmen durch m/(2n) nach oben beschrinkt. Die erwartete Zahl von Ziehungen
nach (n/8) - In(m/4) Schritten ist daher hochstens (m/16) - In(m/4). Mit Chernoff-
Schranken kann man zeigen: Die Wahrscheinlichkeit, dass in (n/8)-In(m/4) Schritten
mindestens (m/8) - In(m/4) der Coupon-Bits flippen, ist exponentiell klein.

Insgesamt erhalten wir fiir dieses Szenario: Die Wahrscheinlichkeit, in (n/8)-In(m/4)
Schritten alle Coupons zusammen zu haben, ist hochstens o(1). Daraus folgt die
untere Schranke von (1 — o(1)) - (n/8) - In(m/4) = Q(nlogm) fir die erwartete
Optimierungszeit. O

Wenn also ein Graph G ein Matching der Grofie 2(nf) enthélt fiir eine Konstante
e > 0, folgt aus Theorem 7 ebenfalls eine untere Schranke Q(n logn).

Es gibt jedoch auch Graphen, bei denen dies nicht der Fall ist, und auf denen
Theorem 6 bessere Resultate liefert. Als Beispiel sei hier ein sternférmiger Graph
G = (V, E) genannt mit Knotenmenge V = {1,...,n}, bei dem die Knoten 2,...,n
nur zum Knoten 1 adjazent sind. Ein maximales Matching besteht nur aus ei-
ner Kante, so dass die Matching-Methode nur eine triviale untere Schranke von
Q(nlogl) = 0 liefert. Da G zusammenhéingend ist, gilt nach Theorem 6 jedoch eine
untere Schranke von Q(nlogn).

2.4 Abhéangigkeiten zwischen Teilfirbungen

Die Ising-Funktion gibt einem evolutioniren Algorithmus starke Hinweise dahin ge-
hend, benachbarte Knoten mit der gleichen Farbe zu firben. Diese lokalen Effekte
wirken sich mit der Zeit auch auf weiter entfernte Knoten aus, wenn ganze Teilgra-
phen die Tendenz entwickeln, sich mit der gleichen Farbe zu firben. Eine interessante



2.4. ABHANGIGKEITEN ZWISCHEN TEILFARBUNGEN 37

Frage ist daher, welchen Einfluss die Farbung eines Knotens u auf die Firbung eines
anderen Knotens v iiber die Zeit hat.

Es ist intuitiv klar, dass zwei Knoten u und v sich nicht gegenseitig beeinflussen,
wenn sie in verschiedenen Zusammenhangskomponenten V,, U V,, liegen. Aufgrund
der Bit-Flip-Symmetrie ist eine Teilfarbung von V,,, in der u mit 1 gefiarbt, genau so
wahrscheinlich wie eine komplementire Teilfirbung von V,,, die u mit 0 firbt. (Dies
werden wir noch formal beweisen.) Aber auch wenn sie in der gleichen Zusammen-
hangskomponente liegen, sind die Farbungen am Anfang des Optimierungsprozesses
unabhéngig, da die Initialisierung alle Knoten unabhéngig voneinander firbt.

Wenn u und v weit auseinander liegen, kann es eine Zeit lang dauern, bis sich der
Einfluss der Farbung von u auf die Farbung von v auswirkt, insbesondere wenn es
nur wenige Pfade zwischen u und v gibt. Hier spielt also auch die Dichte der Pfade
zwischen u und v eine Rolle.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Farbungen einzelner ausgezeichneter Kno-
ten in verschiedenen Zusammenhangskomponenten unabhingig voneinander sind.
Fiir jede Zusammenhangskomponente betrachten wir dabei nur einen Knoten, der
die Zusammenhangskomponente reprasentiert und den wir als Pivot-Knoten bezeich-
nen wollen. Wir werden mit Hilfe der Bit-Flip-Symmetrie zeigen, dass die Férbung
dieser Pivot-Knoten stochastisch unabhingig sind. Darauf aufbauend definieren wir
dann Mengen, die fiir jeden Zeitpunkt ¢ mogliche Abhéingigkeiten angeben und aus
denen sich ablesen lisst, welche Pivot-Knoten stochastisch unabhingig voneinander
gefiarbt sind.

Es sei darauf hingewiesen, dass es bei unseren Betrachtungen fiir den (14+1) EA
zwingend notwendig ist, sich auf einzelne Pivot-Knoten zu beschrianken. Die Farbung
zweier Knoten ui,us innerhalb einer Zusammenhangskomponente V,, ist im Allge-
meinen nicht unabhingig von der Farbung zweier Knoten vy, ve innerhalb einer an-
deren Zusammenhangskomponente V,,. Wenn in V,, kein Fitnessgewinn moglich ist,
haben u; und us meist eine gute Tendenz, die gleiche Farbe anzunehmen. Wenn es
jedoch in V,, hohe Fitnessgewinne gibt, kann dies einen stérenden Einfluss auf den
Farbungsprozess in V,, haben: Schritte des (14+1) EA, die die Farbung innerhalb
von V,, verschlechtern, kénnen trotzdem akzeptiert werden, wenn gleichzeitig in der
Komponente von v1, v die Fitness ein ausreichend grofler Fitnessgewinn auftritt.

Das einfachste Beispiel fiir eine solche Konstellation ist ein Graph G = (V, E),
der nur aus den Knoten u1,us und v1,v2 und den Kanten E = {{u1,us}, {v1,v2}}
besteht. Wenn in einem Suchpunkt z gilt: z,, = z,, kann der (14+1) EA diese
Férbung in einem spiiter erreichten Suchpunkt z' nur dann noch éndern, wenn z,,, #
Ty, ist. Die Fiarbungen der vier Knoten sind also in z’ nicht stochastisch unabhéingig.

Unabhiingige Zusammenhangskomponenten

Als Basis fiir kompliziertere Uberlegungen fithren wir zuniichst einen formalen Be-
weis fiir die Aussage, dass die Farbungen von Pivot-Knoten in verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten unabhingig sind. Dabei betrachten wir die Trajektorie
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von Suchpunkten, sprich die Folge der durchlaufenen Suchpunkte des betrachteten
Algorithmus iiber die Zeit.

Lemma 3. Gegeben ein Graph G = (V,E), der aus den Zusammenhangskompo-
nenten Vi,..., Vi besteht und ein Algorithmus A € {RLS, (1+1) EA}. Sei x der
aktuelle Suchpunkt von A, vi,...,vp mit v; € V; beliebige Pivot-Knoten aus den
k Zusammenhangskomponenten und ci,...,c, mit ¢; € {0,1} beliebige Farben der
Pivot-Knoten. Dann sind die Ereignisse x,, = c; stochastisch unabhdngig:

VIC{1,...,k}: Prob (m{wvl = cz}) = HProb(wvi =¢;)

el i€l

Beweis. Wir zerlegen die Suchpunkte in Teilfirbungen: Fiir x bezeichnen wir die
Teilfdrbungen mit = = (z(y),...,Z)), wobei z(;) € {0, 1}Vl eine Farbung der Kno-
ten in der Zusammenhangskomponente V; ist.

Mit dieser Notation deﬁniere_n wir zwei Folgen von Suchpunkten qO, ...,a" und
b0, ...,b" mit Teilfirbungen o/ = (azl), .- ,a?k)) und b; = (bzl), e ’bZk))' Die Folge
a, ..., a" sei beliebig, die Folge b°, ..., b definieren wir dann wie folgt: b’ entstehe
aus a’ dadurch, dass die Teilfirbungen einer beliebigen Menge von Zusammenhangs-
komponenten invertiert wird. Sei I C {1,...,k} eine beliebige Indexmenge, dann gilt
firalle 0 <j<tund1<i<k:
7 |
bZ) = {a(i)’ falls i € I
2 .
a%i), fallsi ¢ T
Wir zeigen nun per Induktion iiber ¢, dass beide Folgen von Suchpunkten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit durchlaufen werden. Sei z* der Suchpunkt von A in Generation t,
dann zeigen wir

Prob ﬂ{xj:aj} = Prob ﬂ{wj:bj}

j=0 j=0

Induktionsanfang: Der Suchpunkt z° entspricht einem bei der Initialisierung
zufillig gewéhlten Suchpunkt. Daher gilt

Prob(z? = a°) = Prob(z® = °).

Induktionsschluss: Angenommen, die Behauptung gilt fiir ¢ — 1. Die Behauptung
fiir ¢ 14sst sich mit folgender Formel auf die Behauptung fiir ¢ — 1 zuriick fiihren:

t
Prob ﬂ{w] =a’}
j=0

t—1 t—1
= Prob | {z' = a'} ﬂ{xJ = aj} - Prob ﬂ{xj = aj} (*)
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Auf den rechten Faktor kénnen wir nachher die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Zuerst aber kiimmern wir uns um die bedingte Wahrscheinlichkeit, den Ubergang
zu a' durchzufithren. Nach Definition von Algorithmus A hiingt ein Ubergang nur
vom letzten aktuellen Suchpunkt ab, hier also a’~!.

t—1 t

Nach Konstruktion der beiden Folgen miissen fiir die Uberginge von a und
von b'~! zu b die gleichen Bits geflippt werden. Die Wahrscheinlichkeiten, dass eine
Mutation aus a!~! den Mutanten a’ oder aus b*~! den Mutanten b* erzeugt, sind also
gleich. Zweitens gilt aufgrund der Bit-Flip-Symmetrie der Zusammenhangskompo-
nenten f(a’) = f(b'). Damit wird a’ als Nachkomme von a’ ! genau dann akzeptiert,
wenn b’ als Nachkomme von b'~! akzeptiert wird. Es gilt also

zu a

t—1 t—1
Prob | {z' = a'} ﬂ{xj =a’} | =Prob | {z' ="} ﬂ{xj =0} ()
j=0 Jj=0

Wenn wir dies in die Formel () einsetzen und die Induktionsvoraussetzung fiir ¢ — 1
anwenden, erhalten wir

t
Prob ﬂ{wJ =d’}

j=0

t—1 t—1
= Prob | {z' =d'} ﬂ{xj =a’} | - Prob ﬂ{m7 =a’}

=1 ' =1 .
) Prob {z! = bt} ﬂ{mj =} | - Prob ﬂ{a:ﬂ =adl}
i=0 =0

t—1 t—1
'Y Prob [ {2t ="} ({z? =¥} | - Prob | ({’ =}
=0 =0

Prob ﬁ{xﬂ = b}

j=0

Da dies fiir alle Folgen von Suchpunkten gilt, die zu a’ und b’ fithren, folgt daraus,
dass a’ und b* mit der gleichen Wahrscheinlichkeit erreicht werden:

Prob(z' = a') = Prob(z' = b").

Da wir die Indexmenge I, die die in b gegeniiber a geflippten Teilfirbungen be-
schreibt, beliebig wihlen kénnen, haben wir sogar gezeigt, dass alle Suchpunkte mit
gleicher Wahrscheinlichkeit erreicht werden, die durch das Flippen ganzer Teilfdrbun-
gen aus a’ entstehen.

Es folgt: Da es 2/!| verschiedene Firbungen der |I| ausgewihlten Pivot-Knoten gibt,
hat eine spezielle Fiarbung dieser Pivot-Knoten eine Wahrscheinlichkeit von 27!/,
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erreicht zu werden. Also gilt

Prob (ﬂ{%l = q}) — ol

i€l

Zweitens gelten aus Symmetriegriinden fiir alle v; und alle ¢; die unbedingten Wahr-
scheinlichkeiten .
Prob(z,, = ¢;) = 7"

Zusammen gilt fiir alle Indexmengen I C {1,...,k}:

Prob (ﬂ{wvl = c,}) =21l = HProb(:vW = ¢).

1€l el

Unabhiingige Knotenmengen

Nun wollen wir ausgefeiltere Methoden entwickeln, um die Unabhéingigkeit von
Pivot-Knoten iiber die Zeit zu bestimmen. Zu Anfang eines Laufs, nach der zufalligen
Initialisierung, sind alle Farbungen unabhéingig; Abhingigkeiten entwickeln sich erst
nach und nach. Diese Abhingigkeiten kénnen wir durch eine Partition der Knoten-
menge sichtbar machen, wobei jede Menge genau die Knoten enthélt, zwischen denen
es Abhingigkeiten geben kann; die Farbungen von Pivot-Knoten aus verschiedenen
Mengen der Partition sollen unabhéngig sein.

Wenn wir die Abhingigkeiten iiber die Zeit betrachten, erhalten wir eine Folge
von Partitionen. Wir starten mit einer Partition, die nur einelementige Teilmengen
enthilt, da bei der zufilligen Initialisierung alle Knoten unabhéngig voneinander
gefiarbt werden. Mit der Zeit entwickeln sich Abhéngigkeiten innerhalb einer Zusam-
menhangskomponente, so dass die Partition sich nach und nach einer Partition in
Zusammenhangskomponenten annéhert.

Welche neuen Abhéingigkeiten kénnen in einem Schritt entstehen? Wenn im Muta-
tionsschritt ein Bit z; geflippt wird, hingt die Akzeptanz des Nachkommens u. a.
davon ab, wie die zu ¢ adjazenten Knoten gefiirbt sind. Daher ergeben sich méglicher-
weise zusitzliche Abhingigkeiten zwischen 7 und den Nachbarn von 7. (Abhingig-
keiten entstehen also insbesondere auch in Schritten, in denen der Nachkomme ver-
worfen wird!)

Diese Abhiéingigkeiten kénnen sich weiter fortpflanzen: Falls 7 zu einem Knoten 7'
abhiingig ist (also i und 7’ in der gleichen Menge der Partition liegen) und ein Nachbar
J € Adj(7) zu einem Knoten j' abhiingig ist (also j und j’ in der gleichen Menge der
Partition liegen), sind nach diesem Schritt i und j' ebenfalls abhéingig voneinander.
(Genauer: Wir konnen nicht mehr garantieren, dass 7’ und j' stochastisch unabhéingig
sind, also nehmen wir pessimistischerweise an, dass sie abhéngig voneinander sind.)
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Eine Kante {i,j}, die zu einem flippenden Knoten 7 inzident ist, schligt also eine
Briicke zwischen den Mengen von ¢ und j; alle Knoten in der einen Menge kénnen
nun zu allen Knoten der anderen Menge abhéngig sein. Ein Beispiel fiir ein solches
Szenario ist in Abbildung 2.1 skizziert. Um die Partition fiir die néichste Generation
zu erstellen, miissen wir daher die Mengen von ¢ und j vereinigen (sofern nicht ¢ und j
bereits in der gleichen Menge liegen). Insgesamt werden daher in der neuen Partition
die Menge von ¢ und alle Mengen von Nachbarn von ¢ miteinander verschmolzen.

Abbildung 2.1: Ein Beispiel fiir eine Partition in Teilmengen (gestrichelt), die mogli-
che Abhéngigkeiten reprasentieren. Wenn in einem Mutationsschritt Knoten ¢ flippt,
miissen alle drei Mengen zu einer Gesamtmenge vereinigt werden.

Mit diesen Ideen kénnen wir nun die angesprochenen Partitionen formal definieren.

Definition 3. Gegeben ein Graph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und ein Algo-
rithmus A € {RLS, (1+1) EA}. Wir definieren eine zufillige Folge von Partitionen
Pt = PY(A) der Knotenmenge. Es sei

PO .= ({1},...,{n})

und fiirt > 0 ergibt sich P aus P! mit folgendem Algorithmus. Sei S,Z die Menge
der Partition P!, die den Knoten k enthdlt. Der Befehl UNION(A, B, P) vereinigt
die Mengen A und B in der Partition P: Die Mengen A und B werden aus der
Partition P entfernt und die Vereinigung AU B wird P hinzugefiigt.

1. Pt=Pt L
2. Fir alle flippenden Bits x;:

Fir alle j € Adj(i):
UNION(SY, S%,PY).

Wir behaupten nun, dass die Firbungen von Pivot-Knoten zum Zeitpunkt ¢ un-
abhiingig sind, wenn die Pivot-Knoten in paarweise verschiedenen Mengen von P!
liegen. Aus den gleichen Griinden wie zuvor bei der Betrachtung von Zusammen-
hangskomponenten darf aus jeder Menge jeweils nur ein Pivot-Knoten betrachtet
werden.
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Lemma 4. Gegeben ein Graph G = (V, E), ein Algorithmus A € {RLS, (1+1) EA}
auf fg = Ising; und der Suchpunkt x = z* von A zum Zeitpunkt t. Seien vy,. .., vy
mit v; € S! beliebige Pivot-Knoten aus paarweise verschiedenen Mengen S! der
Partition P* = PY(A) und ci,...,c, mit ¢; € {0,1} beliebige Farben der Pivot-
Knoten. Dann sind die Ereignisse x,, = c¢; stochastisch unabhdngig:

VIC{1,...,k}: Prob (ﬂ{avvl = cz}) = HProb(xvi = ¢;)

iel i€l
Beweis. Sei EL die Menge der Kanten zwischen den Mengen der Partition P*:
EL:={{u,v} €E|3i,j,i#j:uec S ve S;}

Sei G* = (V, E\ EL) der Graph ohne Kanten zwischen verschiedenen Mengen aus P'.
Damit besteht G* aus Zusammenhangskomponenten, die genau die Mengen aus P!
umfassen; jede Zusammenhangskomponente enthilt genau einen Pivot-Knoten v;.

Wir spalten nun die Fitness auf in die Beitrdge der Kanten in G* und die Beitrige
der Kanten in E;;:

fa(@') = fa- (') + fa(z', E).

Das zentrale Argument ist nun: Nach Konstruktion der Partitionen P°, ..., P! sind
die Kanten in E% in allen Fitnessauswertungen der Generationen 0,...,¢ mit den
gleichen Farben geféirbt. Wenn néimlich mindestens ein Endpunkt einer Kante e € E%
in einem Mutationsschritt geflippt wére, wiren beide Endpunkte von e in die gleiche
Menge aufgenommen worden, was im Widerspruch zu e € Egp steht.

Daher kénnen wir die Fitness fiir alle bisherigen Fitnessauswertungen auch schreiben
als

fg(.’E) = fo~ (.’L‘) +c

wobei ¢ eine Konstante ist. Algorithmus A arbeitet nur mit den bisher durchgefiihr-
ten Fitnessauswertungen und verhéilt sich auf der Funktion fg+ 4+ ¢ wie auf der
Funktion fg+«. Daher kénnen wir anstelle von G den Graphen G* betrachten und
aus Lemma 3 folgt die Behauptung. O

Kern des Beweises ist also, dass die Farbung der Kanten zwischen den Mengen
der Partitionen in allen bisherigen Fitnessauswertungen gleich ist. Der Algorithmus
bemerkt quasi nicht, dass diese Kanten iiberhaupt vorhanden sind und verhélt sich
wie auf einem Graphen ohne diese Kanten.

Wenn der betrachtete Graph nicht zusammenhéngend sind, bilden die Zusammen-
hangskomponenten zu jedem Zeitpunkt ¢ verschiedene Teilmengen in P?. Die Aussa-
ge von Lemma 4 ist also eine stirkere Aussage als die von Lemma 3 iiber verschiedene
Zusammenhangskomponenten.

Lemma 4 zeigt, dass in den ersten Schritten eines Laufs viele Firbungen unabhéngig
sind. Daher lisst sich das Lemma gut einsetzen, um eine kurze Anfangsphase eines
Laufs zu analysieren und zu garantieren, dass ausgewéhlte Pivot-Knoten bestimmter
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Teilgraphen unabhingig voneinander gefiirbt sind, solange bestimmte Knoten, die
diese Teilgraphen miteinander verbinden, nicht flippen. Wir werden das Lemma in
Abschnitt 3.3 zu genau diesem Zweck einsetzen, um Graphen mit zwei Cliquen, die
durch eine Kante verbunden sind, zu analysieren.

Andererseits ist Lemma, 4 fiir eine Anwendung auf zusammenhéngende Graphen iiber
einen lingeren Zeitraum ungeeignet. Mit Hilfe des Coupon-Collector-Theorems [18]
kann man zeigen, dass sowohl die randomisierte lokale Suche als auch der (1+1) EA
mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit in O(nlogn) Schritten jedes Bit mindestens ein-
mal flippen. (Fiir die randomisierte lokale Suche folgt dies direkt aus dem Coupon-
Collector-Theorem. Fiir den (14+1) EA folgt eine nur um einen Faktor e hdhere
Schranke, wenn wir uns mit der Betrachtung von 1-Bit-Mutationen begniigen.)

Wenn alle Bits mindestens einmal geflippt sind, besteht die Partition P fiir zusam-
menhédngende Graphen nur noch aus der Gesamtmenge V', so dass keinerlei Un-
abhingigkeiten mehr garantiert werden konnen.
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Kapitel 3

Das Ising-Modell auf
Cliquengraphen

Die erste von zwei Graphklassen, mit der wir uns in dieser Arbeit beschiftigen
wollen, sind so genannte Cliquengraphen. In einem Graphen G = (V,E) ist eine
Clique eine Knotenmenge C' C V, in der jeder Knoten mit jedem anderen Knoten
verbunden ist:

Vi,j € Cyi # j: {i,j} € E.
Ein Cliquengraph mit k& Cliquen ist dann wie folgt definiert.

Definition 4. Ein Graph G = (V, E) mit n := |V| Knoten ist ein Cliquengraph mit
k Cliqguen, 1 < k < n, wenn sich die Knotenmenge V in k nicht leere Teilmengen
Ci,...,Cy partitionieren ldsst, so dass C1,...,Cy jeweils Cliquen sind.

Die Cliquen konnen unabhingige Zusammenhangskomponenten bilden oder durch
Kanten verbunden sein, die wir als Briickenkanten bezeichnen.

Wenn die Cliquen unabhéngige Zusammenhangskomponenten bilden, ist die Ising-
Funktion auf solchen Graphen leicht zu optimieren. Eine Clique enthiilt viele Kanten
und gibt daher auch starke Hinweise darauf, diese Kanten einheitlich zu farben, in-
dem die Knoten der Clique die gleiche Farbe annehmen. Wenn der Graph nur aus
einer Clique besteht, sprich wenn ein vollstindiger Graph mit n Knoten vorliegt,
kann man mit Fitnessschichten und der unteren Schranke aus Lemma 6 leicht zei-
gen, dass die erwartete Optimierungszeit der randomisierten lokalen Suche und des
(141) EA in der GréBenordnung ©(nlogn) liegt.

Die Ising-Funktion auf mehreren unabhéngigen Cliquen ist separabel in den Knoten-
mengen C1,...,Cy, die die Cliquen bilden, d.h. die Fitness entspricht der Summe
von Fitnessbeitriigen aller Cliquen. Es ist daher moglich, die Cliquen unabhéngig
voneinander zu optimieren und so das Gesamtproblem zu lsen.

Leider ist eine unabhingige Optimierung bei vielen evolutionidren Algorithmen wie
z.B. dem (141) EA nicht ohne Weiteres moglich: Es kann Schritte geben, bei denen

45
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die ,Fitness“ einer Clique (genauer: der Beitrag einer Clique zur Fitness) erhoht
wird, dafiir aber die Fitness einer anderen Clique gesenkt wird. Dadurch wird eine
Analyse trotz der Separabilitit der Funktion erschwert.

In Abschnitt 3.2.1 werden wir zeigen, dass die iiblichen einfachen Analysemethoden
nicht zum gewiinschten Erfolg fithren, ndmlich eine scharfe obere Schranke O(n logn)
fiir die erwartete Optimierungszeit des (141) EA zu zeigen. In Abschnitt 3.2.2 wer-
den wir einen alternativen Ansatz kennen lernen und eine Methode erarbeiten, die
uns bei der Analyse des (141) EA auf unabhingigen Cliquen helfen wird.

In Abschnitt 3.2.3 werden wir dann die erarbeitete Methode verwenden, um fiir den
(141) EA auf k gleich grofen unabhéngigen Cliquen eine Schranke O(k - nlogn)
zu zeigen, die fiir eine konstante Zahl von Cliquen scharf ist. Auf diesem Beweis
aufbauend zeigen wir die angestrebte obere Schranke O(nlogn) fiir eine beliebige
Zahl gleich grofler unabhingiger Cliquen, indem wir in Abschnitt 3.2.4 einen modi-
fizierten Algorithmus analysieren und dann in Abschnitt 3.2.5 die Resultate auf den
(14+1) EA ibertragen.

Im Fall verbundener Cliquen stehen evolutionéire Algorithmen vor dem Problem,
dass die Cliquen mit verschiedenen Farben gefiirbt werden kénnen; ein Problem, das
von Goldberg, van Hoyweghen und Naudts als Synchronisationsproblem bezeichnet
wird [10]. Der Algorithmus hingt dann im Allgemeinen in einem lokalen Optimum
fest, das nur sehr schwer zu verlassen ist.

Der worst case ist hier ein Graph mit zwei gleich grolen Cliquen, die durch eine
Briickenkante miteinander verbunden sind. Unter allen Mé6glichkeiten, zwei Cliquen
miteinander zu verbinden, gibt eine einzelne Briickenkante die wenigsten Hinweise
darauf, die Cliquen mit der gleichen Farbe zu firben. Wihrend bei unabhingigen
Cliquen beide Cliquen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 mit verschiedenen Farben gefirbt
werden, sollte dieser Fall bei Cliquen mit einer Briickenkante daher mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1/2 — o(1) eintreten; eine Wahrscheinlichkeit, die also nur unwe-
sentlich kleiner ist als 1/2. Diese Aussage werden wir in Abschnitt 3.3 beweisen und
dadurch zeigen, dass der genannte Graph ein asymptotisches Worst-Case-Beispiel
fiir die erwartete Optimierungszeit des (14+1) EA auf der Ising-Funktion ist.

3.1 Einfithrung und Grundlagen

In diesem Abschnitt wollen wir nun einige auf Cliquengraphen bezogene Grundla-
gen erarbeiten, die wir spéter verwenden werden. Manche dieser Grundlagen sind
auf Graphen mit unabhingigen Cliquen bezogen; sie gelten aber meist in dhnlicher
Form auch fiir Graphen mit wenigen Briickenkanten, da die Fitness durch die weni-
gen Briickenkanten gegeniiber Graphen ohne Briickenkanten nur leicht , verrauscht®
wird.
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3.1.1 Die Betrachtung von Mehrheiten
Definitionen

Bei der Féarbung eines Cliquengraphens spielt eine grofie Rolle, wie grofl die Mehrheit
der vorherrschenden Farbe in einer Clique ist. Damit meinen wir die Zahl der Knoten,
die mit der Farbe gefiirbt sind, die in der Clique am héufigsten vorkommt.

Definition 5. Gegeben ein Cliquengraph G = (V,E) mit n := |V| Knoten und
Cliquen C4,...,Cy. Sei C eine dieser Cliquen, x € {0,1}" ein Suchpunkt und ||zc||;
die Zahl der Knoten in C, die durch x mit Farbe i gefirbt werden.

Die Mehrheit in C beziiglich der Fdarbung x ist definiert als
maj(z, C) := max{||zc|lo, [|lzcl[1}.

Die Mehrheit wird also immer auf eine Firbung bezogen. Falls die Farbung aus
dem Kontext ersichtlich ist, erlauben wir es uns, im laufenden Text die Férbung
auszulassen und nur von Mehrheiten zu sprechen.

Die Farbe i, fiir die das Maximum aus ||z¢||o und ||z¢||1 angenommen wird, be-
zeichnen wir als Mehrheitsfarbe in C, die andere Farbe als Minderheitsfarbe in C.
In dem Sonderfall, dass beide Farben in C gleich oft vorkommen, bezeichnen wir
eine beliebige Farbe ¢ € {0,1} als Mehrheitsfarbe und die andere Farbe 1 — ¢ als
Minderheitsfarbe.

Ein Bit, das in einer Farbung x die Mehrheitsfarbe seiner Clique annimmt, bezeich-
nen wir als Mehrheitsbit in x; ein Bit, dass in z die Minderheitsfarbe seiner Clique
annimmt, bezeichnen wir als Minderheitsbit in . Auch hier erlauben wir es uns, die
Farbung = gegebenenfalls auszulassen, wenn der Bezug eindeutig ist.

Das Maximum zweier Werte ist stets mindestens so grofi wie der Durchschnitt. Die
Mehrheit einer Clique ist daher minimal, wenn genau [|C|/2] Knoten mit der Mehr-
heitsfarbe gefirbt sind; sie ist maximal, wenn die Clique einheitlich gefirbt ist, d. h.
wenn alle Knoten der Clique mit der gleichen Farbe gefiirbt sind. Daher gilt fiir die
Mehrheit in C' immer

P%l} < maj(z,C) < |C.

Mehrheiten und Fitness

Bei unabhingigen Cliquen (Y, ...,y lisst sich die Fitness aus alle Mehrheiten
maj(z, ) vollstindig errechnen: In einer Clique C' bilden die maj(z,C) Knoten einen
einheitlich gefirbten Subgraphen mit (maj(;’c)) Kanten; das Gleiche gilt fiir die
|C| —maj(z,C) mit der Minderheitsfarbe gefirbten Knoten. Alle anderen Kanten in
C verlaufen zwischen diesen beiden Subgraphen und sind somit zweifarbig. Daher
gilt fiir f := Ising:

o) =3 ((maj(;c, a-)) N (|cz~| - mai(e cz)))

=1
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Wenn Briickenkanten ins Spiel kommen, muss lediglich der Fitnessbeitrag aller Brii-
ckenkanten zur rechten Seite addiert werden, um die Fitness zu errechnen.

Von der Mehrheit in C hingt es auch ab, wie hoch der Fitnessgewinn bei einer Muta-
tion ist. Dies ist am leichtesten einzusehen, wenn wir Cliquengraphen ohne Briicken-
kanten betrachten und uns auf 1-Bit-Mutationen konzentrieren. In Abschnitt 2.2
haben wir bereits gesehen, dass sich die Fitness bei einer 1-Bit-Mutation eines Kno-
tens ¢ um £(z,z;) = deg} (i) — deg (¢) dndert. Wenn z; ein Minderheitsbit ist, gibt
es in = genau deg, (1) = maj(z,C) zu i inzidente zweifarbige Kanten, die bei ei-
nem Bitflip von z; einfarbig werden und positiv in die Fitnessverdnderung eingehen.
Weiter gibt es in z genau deg; (i) = |C| — maj(z,C) — 1 zu i inzidente einfarbige
Kanten (wir zéhlen alle anderen Minderheitsbits in C' aufler 7 selbst). Insgesamt ist
die lokale Fitnessverinderung, wenn ein Mehrheitsbit x; flippt, also

lz,z;) = maj(z,C)— (|C| —maj(z,C) —1)
= 2maj(z,C) —|C|+1.

Der Fitnessgewinn ist also bei fester Cliquengréfie |C| proportional zur Mehrheit
in C. Die Spanne der moglichen Fitnessverbesserungen durch 1-Bit-Mutationen in
C reicht von £(z,z;) = 1, falls maj(z,C) = |C|/2 und |C| gerade ist, bis hin zu
L(z,z;) = |C| — 1, falls maj(z,C) = |C| — 1 ist, sprich: das letzte Minderheitsbit in
C flippt.

Wenn z; hingegen ein Mehrheitsbit ist, gibt es deg, (i) = |C| — maj(z,C) zu i
inzidente zweifarbige Kanten, ndmlich alle Kanten zu Minderheitsbits. Weiter gibt
es in z genau deg] (i) = maj(z,C) — 1 zu i inzidente einfarbige Kanten, nimlich die
Kanten zu allen anderen Mehrheitsbits aufler 7 in C. Die Fitnessverinderung betrigt
dann

lz,z;) = |C|—maj(z,C)— (maj(z,C) —1)
= |C|—2maj(z,C) + 1.

Anschaulich haben Bits in Cliquen mit unterschiedlichen Mehrheiten unterschiedli-
che ,,Gewichte*, sprich unterschiedlich lokale Fitnessverdnderungen und unterschied-
lich starke Einfliisse auf die Fitness. Je grofier die Mehrheit maj(z, C), um so grofier
das Gewicht der Bits von Knoten in C.

Kippende Mehrheiten

Die Mehrheit in einer Clique C beziiglich einer Farbung z kann durch Bitflips von
Minderheitsbits und Mehrheitsbits verdndert werden. Dabei kann es jedoch auch
vorkommen, dass in einem Schritt die Mehrheitsfarbe wechselt und die aktuelle
Minderheitsfarbe in z im neuen Suchpunkt 2’ die Mehrheitsfarbe darstellt. In einem
solche Fall sprechen wir davon, dass die Mehrheit in x kippt.

Kippende Mehrheiten miissen in unseren Betrachtungen beriicksichtigt werden, tre-
ten in der Praxis aber nur selten auf. Angenommen, die Farbe ¢ € {0,1} ist Mehr-
heitsfarbe in C beziiglich z. Damit in einem aus z erzeugten Nachkommen z’ min-
destens [|C|/2] Knoten mit Farbe 1 — ¢ gefiirbt sind, miissen in x mindestens
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[maj(z,C) — |C|/2] Mehrheitsbits flippen. Wenn die Cliquengrée |C| ungerade ist,
ist in z’ eine andere Farbe in der Mehrheit als in z; ist die CliquengréBe |C| gerade,
héngt die Mehrheit davon ab, welche Farbe wir bei Gleichstand als Mehrheitsfar-
be bezeichnen. Eventuell sind daher mindestens maj(z,C) — |C|/2 + 1 flippende
Mehrheitsbits nétig, um die Mehrheit zu kippen.

3.1.2 Die Summe der Mehrheiten als Potenzialfunktion ¢

Wir haben gesehen, dass Mehrheiten entscheidend fiir die Fitness eines Suchpunkts
sind. Zweitens gibt eine Mehrheit maj(z,C) an, wie viele Bits von z mit einem
nichstgelegenen Suchpunkt im Raum {0,1}" iiberein stimmen, bei dem die Clique
C einheitlich gefiarbt ist. Wenn wir die Mehrheiten aller Cliquen aufsummieren,
erhalten wir ein sinnvolles Maf fiir den Fortschritt des Algorithmus und die N&he
zu einer einheitlichen Farbung aller Cliquen. Nach den Ideen aus Abschnitt 1.5.6
konnen wir daher die Summe der Mehrheiten als Potenzialfunktion ¢ verwenden.

Definition 6. Gegeben ein beliebiger Cliquengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten
und Cliquen C1,...,Cy. Die Potenzialfunktion ¢: {0,1}" — N ist definiert als

k
o(x) == Z maj(z, C;).

Die Potenzialfunktion ist eng mit der Fitness verbunden. Wenn alle Cliquen eine
gerade Grofie haben, ist der minimale Wert fiir ¢ der Wert ¢(z) = n/2, der genau
dann erreicht wird, wenn in allen Cliquen zwischen beiden Farben , Gleichstand“
herrscht, wenn also in jeder Clique genau so viele Knoten 1-gefirbt sind wie 0-ge-
farbt. Auf unabhingigen Cliquen hat ein solcher Suchpunkt eine minimale Fitness
unter allen Suchpunkten des Suchraums {0,1}". Ahnliches gilt auf unabhingigen
Cliquen fiir Suchpunkte mit maximalem ¢-Wert. Das Maximum ist ¢(z) = n und
es wird fiir alle Suchpunkte angenommen, bei denen alle Cliquen einheitlich geféirbt
sind. Bei unabhéngigen Cliquen entspricht dies genau allen globalen Optima.

Bei unabhéngigen Cliquen stimmen also die Minima und Maxima der Potenzialfunk-
tion mit den Minima und Maxima der Fitnessfunktion tiberein. Bei Cliquengraphen
mit wenigen Briickenkanten gelten dhnliche Aussagen, obwohl die Fitness durch die
Briickenkanten gegeniiber Cliquengraphen ohne Briickenkanten leicht ,,verrauscht“
wird. Ein Suchpunkt mit ¢(z) = n charakterisiert auf Cliquengraphen mit verbun-
denen Cliquen im Allgemeinen ein globales oder lokales Optimum.

Die Potenzialfunktion hat vielfiltige Anwendungsgebiete bei der Analyse von Al-
gorithmen. Der Wert ¢(z) zihlt genau die Zahl der Mehrheitsbits in z; der Term
n — p(z) gibt daher die Zahl der Minderheitsbits in z an. Dies entspricht dem
Hammingabstand zu der néichsten Farbung, bei der alle Cliquen einheitlich mit den
jeweiligen Mehrheitsfarben gefirbt sind. Bei unabhingigen Cliquen gibt es immer
n — @(z) Fitness erhohende 1-Bit-Mutationen, daher findet die Potenzialfunktion
unter anderem bei einfachen Laufzeitabschétzungen Verwendung.
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In manchen Situationen ist die Potenzialfunktion deutlich handlicher als die Fit-
ness, da das Potenzial nur die Zahl der Mehrheitsbits erfasst und von der konkreten
Verteilung der Mehrheitsbits abstrahiert. Dadurch lassen sich lokale Verénderungen
flippender Bits wesentlich leichter behandeln. Ein flippendes Bit verindert die Fit-
ness lokal um einen Wert zwischen —(|C|—1) und |C|—1, abhéngig von der Mehrheit
der Clique C, in der das flippende Bit liegt. Das Potenzial wird lokal nur um —1
oder +1 verdndert; je nachdem, ob ein Mehrheitsbit oder ein Minderheitsbit geflippt
wird.

Der Wertebereich der Fitness nimmt ein Intervall der Linge @(Zle |Ci|?) ein, was
bei k Cliquen mit gleicher Gréfie n/k einer Menge mit ©(n?/k) Werten entspricht
(nicht alle Werte sind moglich, die Zahl der Werte betréigt aber trotz fehlender
Surjektivitit ©(n?/k)). Der Wertebereich der Potenzialfunktion umfasst jedoch nur
hochstens n/2 + 1 Werte. Aufgrund der kleineren Skala eignet sich ¢ auch gut als
Fortschrittsmaf fiir den Algorithmus. Anstatt uns zu fragen, wie lange es dauert, bis
die Fitness erhoht wird, kénnen wir uns fragen, wie lange es dauert, bis das Potenzial
erhoht wird. Entsprechende Ansitze werden wir in Abschnitt 3.2.2 entwickeln.

Das Potenzial hat allerdings den Nachteil gegeniiber der Fitness, dass es nicht mono-
ton iiber die Zeit ist; wenn eine Mutation eine grofle Mehrheit erh6ht und mehrere
kleine Mehrheiten senkt, kann ein solcher Schritt trotzdem akzeptiert werden, da
grofle Mehrheiten sich stirker auf die Fitness auswirken als kleine Mehrheiten. In
Abschnitt 3.2.2 werden wir sehen, wie man mit diesem Problem umgehen kann.

3.1.3 Relevante und erfolgreiche Schritte

Bei unabhéingigen Cliquen sind alle Knoten einer Clique isomorph. Es kann daher
Schritte geben, bei denen beispielsweise genau ein 1-gefirbter Knoten und ein 0-
gefirbter Knoten der gleichen Clique flippen. In diesem Fall dndert sich an der
aktuellen Farbung nichts Wesentliches; es werden lediglich Farben innerhalb einer
Clique vertauscht. Die Fitness bleibt konstant, so dass ein solcher Schritt keinerlei
Bewegung in den Optimierungsprozess bringt.

Daher macht es Sinn, sich auf die Betrachtung von Schritten zu konzentrieren, in
denen Mehrheiten tatsichlich verandert werden. Solche Schritte bezeichnen wir als
relevante Schritte.

Definition 7. Gegeben ein beliebiger Cliquengraph G = (V, E) mit n := |V| Kno-
ten und ein Suchpunkt z € {0,1}". Ein Schritt, der aus x einen Nachkommen z’

erzeugt, heifft relevant, wenn x' als neuer Suchpunkt akzeptiert wird und wenn sich
die Mehrheit einer Clique C* dndert: maj(z', C*) # maj(z, C*).

Im Fall unabhéngiger Cliquen lisst sich diese Definition noch vereinfachen. Falls
in einem relevanten Schritt die Mehrheiten in allen Cliquen nur sinken oder gleich
bleiben, verschlechtert sich die Fitness und der Nachkomme wird nicht akzeptiert,
Widerspruch zur Definition eines relevanten Schritts. Daher ist eine auf unabhéngi-
gen Cliquen eine notwendige Bedingung fiir einen relevanten Schritt, dass in einer
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Clique die Mehrheit steigt. Einen solchen Schritt bezeichnen wir als erfolgreichen
Schritt.

Definition 8. Gegeben ein beliebiger Cliquengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten
und ein Suchpunkt x € {0,1}". Ein Schritt, der aus z einen Nachkommen ' erzeugt,
heifit erfolgreich, wenn z' als neuer Suchpunkt akzeptiert wird und wenn sich die
Mehrheit einer Clique C* erhdht: maj(z', C*) > maj(z, C*).

Jeder erfolgreiche Schritt ist auch ein relevanter Schritt. In umgekehrter Richtung
kann ein relevanter Schritt nur dann nicht erfolgreich sein, wenn Briickenkanten im
Spiel sind. Mit Briickenkanten sind die Knoten einer Clique im Allgemeinen nicht
mehr isomorph; wenn Farben innerhalb einer Clique vertauscht werden, kann es
sein, dass dadurch die Farbung von Briickenkanten verbessert wird. Ist der daraus
resultierende Fitnessgewinn grofl genug, kann es sogar sein, dass in einigen Cliquen
Mehrheiten sinken, keine Mehrheit erh6ht wird und der Schritt trotzdem akzeptiert
wird.

Trotzdem macht es auch auf Cliquen mit Briickenkanten Sinn, sich bei einigen Fra-
gestellungen auf die Effekte relevanter und erfolgreicher Schritte zu konzentrieren,
da diese Schritte normalerweise einen wesentlich héheren Einfluss auf das Verhalten
der betrachteten Algorithmen haben als Schritte, die lediglich Farben innerhalb von
Cliquen vertauschen.

Die Wahrscheinlichkeiten relevanter und erfolgreicher Schritte werden uns in diesem
Kapitel hiufiger iiber den Weg laufen. Daher wollen wir gleich zu Anfang obere
und untere Schranken fiir die Wahrscheinlichkeit erfolgreicher Schritte herleiten. Die
untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit erfolgreicher Schritte ist gleichzeitig eine
untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit relevanter Schritte, da jeder erfolgreiche
Schritt auch ein relevanter Schritt ist.

Die folgenden Schranken lassen sich unabhingig von den eventuell vorhandenen
Briickenkanten zeigen; daher gilt der Beweis fiir alle Cliquengraphen mit k£ gleich
groflen Cliquen. Der Beweis hat zudem den interessanten Nebeneffekt, dass wir aus
den Rechnungen Aussagen dariiber entnehmen kénnen, mit welcher Wahrscheinlich-
keit die Mehrheit in einer Clique erh6ht wird. Auf diese Aussagen werden wir spéter
in den Abschnitten 3.2 und 3.3 zuriick kommen.

Lemma 5. Gegeben ein beliebiger Cliquengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten
und k Cliqguen C4,...,Cy der Grifle n/k. Seixz € {0,1}" der aktuelle Suchpunkt des
(1+1) EA auf f :=Ising, und A das Ereignis, dass ausgehend von x ein erfolgrei-
cher Schritt stattfindet, d. h. dass sich eine Mehrheit erhoht. Dann gilt

ro e _ez(w) < Prob(4) < 2. 2% _;f(”’).

Beweis. Die untere Schranke ist leicht zu zeigen, da eine 1-Bit-Mutation, die eines
von n — p(x) Minderheitsbits trifft, fiir einen erfolgreichen Schritt sorgt.
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Die obere Schranke ist aufwindiger. Sei A; fiir 1 < ¢ < k das Ereignis, dass sich in
C; die Mehrheit erhéht. Dann gilt

k k
AC|JA; und Prob(4) <) Prob(4;).
=1 =1

Wir kénnen uns also auf einzelne Cliquen konzentrieren, indem wir Prob(4;) nach
oben abschitzen. Wir miissen nun zwei Félle unterscheiden, wie sich in einer Clique
C die Mehrheit erhohen kann:

Fall 1: Die aktuelle Mehrheit wird vergroert. (Falls die Clique mehrheitlich mit 1
gefiarbt ist, flippen mehr Nullen als Einsen.)

Fall 2: Die aktuelle Mehrheit kippt und die neue Mehrheit ist groBer als die alte
Mehrheit. (Die Zahl der Nullen im Nachkommen z’ und der Clique C ist grofier
als die Zahl der Einsen in z und der Clique C'.)

Sei A} C A das Ereignis, dass sich in Clique C; die Mehrheit gemé8 Fall 1 erhoht
und A? C A das Ereignis, dass sich in Clique C; die Mehrheit gemi Fall 2 erhoht.
Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass sich in einer Clique C; die Mehrheit
erhoht, in beiden Fillen zusammen beschrinkt ist durch

Uber alle Cliquen summiert folgt dann die obere Schranke 2(n — ¢(z))/n.

In Fall 1 ist eine notwendige Bedingung fiir eine Erhéhung der Mehrheit, dass min-
destens eines von n/k—maj(z, C;) Minderheitsbits flippt. Dies fithrt zur Ungleichung

Die gleiche Schranke zeigen wir nun fiir A?. Damit die neue Mehrheit grofer ist als
die alte Mehrheit, miissen mindestens m := 2(maj(z, C;) —n/(2k)) + 1 Mehrheitsbits
flippen. Damit erhalten wir

Prob(42?) < (maj(m’ Ci)) pm

m

 maj(z,Cy) -...- (maj(z,C;) —m+1)
m!

< maj(z,Cy) ...  (maj(z,C;)) —m+1)-n~™

_ maj(z,G;) maj(z,C;) —m+1

Wir setzen nun m := 2(maj(z, C;) —n/(2k)) + 1 ein und schétzen alle Faktoren bis
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auf den letzten nach oben durch maj(z,Ci)/n < 1/k ab. Wir erhalten

Prob(4?) <

(1)’"—1 “maj(z,C;) — (2maj(z,C;) —n/k+1) + 1

k n
(1 ™1 n/k — maj(z, C)
-y

<
n

Es sei angemerkt, dass im Fall maj(z, C;) = n/(2k) (falls die Cliquengrofie n/k gera-
de ist) Prob(A}) = Prob(A?) ist, da es genau so viele Mehrheitsbits wie Minderheits-
bits gibt und die Mehrheit kippt, wenn mehr Mehrheitsbits flippen als Minderheits-
bits. Die Schranke fiir Prob(A?) ist hier also genau so scharf wie die Schranke fiir
Prob(A}). Erst mit wachsender Mehrheit maj(z, C;) wird die Schranke fiir Prob(A?)
schlechter, da die Wahrscheinlichkeit von A? exponentiell fillt.

Insgesamt gilt

k k i
Prob(A4) <} Prob(4;) < 3 2- n/k — maj(,Ci) _, n—(z)
=1

n n
=1

3.2 Die Analyse unabhingiger Cliquen

In diesem Abschnitt wollen wir Cliquengraphen mit unabhéingigen Cliquen betrach-
ten und die erwartete Optimierungszeit des (141) EA nach oben abschitzen. Dabei
beschrinken wir uns auf Graphen mit Cliquen gleicher Gréfle, da bei verschieden
groflen Cliquen nicht nur die Mehrheitsverhiltnisse, sondern auch die Gréenverhélt-
nisse der Cliquen eine Rolle spielen und das Problem dadurch zusétzlich erschwert
wird.

Wir haben bereits argumentiert, dass die Ising-Funktion auf einem Cliquengraphen
G mit nur einer Clique (sprich: dem vollstdndigen Graphen) zu einer erwarteten Op-
timierungszeit von ©(n logn) fithrt, wenn n die Knotenzahl ist. Die Funktion Isingg
ist fiir den (141) EA relativ einfach, da es in jedem Schritt n — ¢(z) Minderheitsbits
gibt und somit 17 — ¢(z) verschiedene 1-Bit-Mutationen die Fitness erhdhen kénnen.
Auch die Analyse des (14+1) EA auf Ising; ist mit der Methode der Fitnessschich-
ten leicht, da es nur O(n) verschiedene Fitnesswerte gibt und O(n) Fitnessschichten
ausreichen.

Wenn wir die Zahl der Cliquen erhéhen, erhéht sich zum einen die Zahl moglicher
Fitnesswerte, zum anderen aber auch der Grad der Separabilitit der Fitnessfunktion.
Unsere Intuition sagt uns, dass das Problem dadurch nicht wesentlich schwieriger
werden sollte; die Zahl hilfreicher 1-Bit-Mutationen jedenfalls bleibt dabei konstant.
Auch Experimente bestétigen diese Intuition; die erwartete Optimierungszeit scheint
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fiir alle nicht trivialen Zahlen von Cliquen gleich grof3 zu sein. Daher sollte es moéglich
sein, fiir Cliquengraphen mit einer beliebigen Zahl von unabhéngigen, gleich grofien
Cliquen eine Schranke O(nlogn) fiir die erwartete Optimierungszeit zu zeigen.

3.2.1 Fitnessbasierte Ansitze

Als erste Anndherung an das Problem wollen wir versuchen, die Methode der Fit-
nessschichten anzuwenden.

Theorem 8. Gegeben ein Cliqguengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und 1 <
k < n/2 unabhdngigen Cliquen der Grifie n/k. Die erwartete Optimierungszeit des
(1+1) EA auf f := Isingq ist beschrinkt durch O(n/k - nlogn).

Beweis. Wir verwenden die Methode der Fitnessschichten mit der kanonischen Ein-
teilung in Schichten Ay < --- <y A|p| mit

Aj:={z | f(z) = i}.

Wie viele Minderheitsbits gibt es in Fitnessschicht A;? Jedes flippende Bit erhéht
die Fitness um maximal n/k—1 < n/k, da jeder Knoten nur Grad n/k—1 hat. Wenn
der Fitnesswert f(x) = ¢ betrigt, ist die Zahl der Minderheitsbits in z mindestens

B —i
n/k ’

da man mit weniger Minderheitsbits keine Fitness von |E| erreichen kann. Die er-
wartete Zeit, bis eine solche 1-Bit-Mutation auftritt und die Fitness erhoht wird, ist
hochstens

|B| =1

Die erwartete Zeit, bis wir eine Fitness von |E| erreichen, ist damit hochstens

en.

|E|-1 n/k Bl
]. - p— ]_ . —_ = . 1 .
+ ; B en +n/k eni_zlz, O(n/k -nlogn)

O

Fiir eine konstante Zahl von Cliquen liefert Theorem 8 nur eine obere Schranke von
O(n?logn), die also um einen Faktor n von unserem angestrebten Ziel entfernt ist.

Warum liefert dieser einfache Ansatz keine iiberzeugenden Resultate?

Der Erfolg von Fitnessschichten basiert auf einer geschickt gewihlten Einteilung in
Schichten und auf einer ausreichend grofien Wahrscheinlichkeit, die aktuelle Schicht
nach oben zu verlassen.

Die Wahrscheinlichkeit einer Fitnesserhohung bei einer Fitness von f(z) = i schitzen
wir ab, indem wir zeigen, dass es mindestens (|E| —)/(n/k) Minderheitsbits gibt.
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Diese Abschitzung scheint zunichst grob; wir wollen jedoch im Folgenden zeigen,
dass die Abschétzung bis auf einen konstanten Faktor scharf ist.

Dazu verwenden wir folgendes Gedankenspiel, in dem wir den Optimierungsprozess
quasi riickwérts verfolgen. Gegeben ein Suchpunkt . Wir gehen von einem globalen
Optimum z°P' aus, das z am niichsten liegt und betrachten eine kiirzeste Folge von
1-Bit-Mutationen, die aus z°P* den Suchpunkt z erzeugt. Und zwar flippen wir in
jedem Schritt ein Bit, das komplementir zu x belegt ist, wodurch jeweils genau ein
neues Minderheitsbit erzeugt wird.

Der gesuchte Wert, die Zahl von Minderheitsbits in z, ist gleich dem Hammingab-
stand H(z°P,z) und der Linge der Folge von 1-Bit-Mutationen. Wir fragen uns
daher: Wie viele Minderheitsbits kann man ausgehend von z°P* héchstens erzeugen,
bevor z € A; erreicht wird?

Diese Frage wollen wir mit Hilfe der Fitness beantworten. Auf der Fitness-Skala gilt
f(z°P%) — f(z) = |E| — i, wir diirfen also nur so viele Minderheitsbits erzeugen, dass
die Fitness um hochstens |E| — i absinkt.

Wir wissen bereits, dass (|E|—14)/(n/k) eine untere Schranke fiir die Zahl erzeugba-
rer Minderheitsbits ist: Um die Fitness ausgehend von z°P* um mindestens |E| — i
abzusenken, miissen wir mindestens (|E| — %)/(n/k) Minderheitsbits erzeugen, da
der Fitnessverlust pro erzeugtem Minderheitsbit hochstens n/k — 1 < n/k ist. (Dies
ist das Argument aus Theorem 8.) Wie sieht aber eine obere Schranke fiir die Zahl
erzeugbarer Minderheitsbits aus?

In einer einheitlich gefirbten Clique C' betrigt der Fitnessbeitrag ("ék) Wenn in
einer Clique die maximale Anzahl von |n/(2k)| Minderheitsbits erzeugt wird, senkt
dies den Fitnessbeitrag in C' um einen Term

()-(5) (45 -

Der durchschnittliche Fitnessverlust pro erzeugtem Minderheitsbit ist daher in der
GroBenordnung O(n/k); dies gilt auch, falls in C' weniger Minderheitsbits erzeugt
werden, da gerade die ersten erzeugten Minderheitsbits die Fitness am stirksten
senken. Also kénnen wir hochstens O((|E| —1)/(n/k)) Minderheitsbits erzeugen; die
Zahl der Minderheitsbits in z ist in der GréBenordnung O((|E| — i)/(n/k)).

Die im Beweis von Theorem 8 verwendete Abschitzung fiir die Zahl der Minder-
heitsbits ist also bis auf einen konstanten Faktor scharf. Auch die Abschitzung der
erwarteten Zeit, bis die Fitness erh6ht wird, ist bis auf einen konstanten Faktor scharf
(vergleiche Lemma 5 zur Wahrscheinlichkeit erfolgreicher Schritte). Die Ursache fiir
das unbefriedigende Resultat muss also woanders liegen.

In der Tat ist der Schwachpunkt des Beweises die Wahl der Fitnessschichten. Eine
Fitnessschicht umfasst nur Suchpunkte mit einem einzigen Fitnesswert. Da wir in der
Abschitzung die Zeiten aufaddieren, um alle Fitnessschichten einmal zu verlassen,
gehen wir implizit und pessimistischerweise davon aus, dass wir stets nur einen
Fitnessgewinn von 1 haben. (Genauer: ...dass wir die nichsthohere Fitnessschicht
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erreichen. Finige Mengen A; sind ndmlich leer, da die Ising-Funktion nicht surjektiv
ist.) Dies trifft in einem typischen Lauf zu Anfang zu, wenn die Mehrheiten nur knapp
iiber dem Minimum liegen, z. B. maj(z,C) = n/(2k) + O(1) und der Fitnessgewinn
bei einer Erh6hung der Mehrheit in der Clique C nur

2maj(z,C) —n/k+1=0(1)

betrigt. Wenn die Mehrheit in C aber eine Hohe von maj(z,C) = n/(2k) + Q(n/k)
erreicht hat, ist der Fitnessgewinn in der Gréflenordnung Q(n/k), so dass wir Q(n/k)
Fitnessschichten in einem Rutsch iiberspringen.

Experimente zeigen, dass in typischen Léufen nach einer ersten Phase die meisten
Fitnesserh6hungen in der Gré8enordnung ©(n/k) liegen. Genau um diesen Faktor ist
die Aussage von Theorem 8 schlechter als die angepeilte Schranke O(nlogn). Den-
noch ist es schwierig, einen solchen Fitnessgewinn zu garantieren. Es gibt nidmlich
Suchpunkte, die einen worst case fiir Fitnesserh6hungen darstellen. Diese lassen
sich wie folgt charakterisieren: In einigen Cliquen ist die Mehrheit mit Werten von
maj(z,-) = [n/(2k)] minimal und alle anderen Cliquen sind einheitlich gefirbt mit
Mehrheiten von maj(z,-) = n/k.

In einem Suchpunkt mit einer solchen Worst-Case-Verteilung ist in einheitlich gefarb-
ten Cliquen kein Fitnessgewinn moglich. Jede akzeptierte 1-Bit-Mutation erhoht die
Fitness nur um 1 oder 2; je nachdem, ob die Cliquengréfie gerade oder ungerade ist.
Mit Korollar 1 zu lokalen Fitnessverinderungen lisst sich leicht zeigen, dass damit
auch der erwartete Fitnessgewinn in einem Schritt durch O(1) beschrinkt ist.

Eine Worst-Case-Verteilung der Mehrheitsbits wird in der Praxis wohl nur mit ei-
ner iiberwiéltigend kleinen Wahrscheinlichkeit erreicht. Dennoch kénnen wir mit der
Methode der Fitnessschichten solche (oder dhnliche) Suchpunkte nicht umgehen, da
wir innerhalb einer Fitnessschicht implizit immer vom Worst-Case-Suchpunkt der
Schicht ausgehen. Zur Veranschaulichung kann man sich auch einen teuflischen Ge-
genspieler vorstellen, der beim Erreichen einer neuen Fitnessschicht den aktuellen
Suchpunkt durch einen Worst-Case-Suchpunkt der gleichen Fitnessschicht ersetzt.

Es ist somit klar, dass wir mit solch einfachen Methoden wie der Methode der
Fitnessschichten fiir einen Grofiteil eines Laufs stets nur einen konstanten Fitnessge-
winn garantieren konnen. Da der Wertebereich der Ising-Funktion eine Spannweite
von ©((n/k)?) Werten umfasst (und wir mit hoher Wahrscheinlichkeit mit kleinen
Werten starten), ist von vorn herein klar, dass wir mit konstantem Fitnessgewinn
niemals eine obere Schranke von o((n/k)?) zeigen konnen, selbst wenn wir unrealis-
tischerweise annehmen, dass jeder Schritt die Fitness erhoht.

Es bleibt uns daher nichts anderes iibrig, als andere Analysemethoden zu verwenden.

3.2.2 Alternativer Ansatz: Ein Drift-Argument fiir das Potenzial ¢

Ein anderer Ansatz ist, den Fortschritt des Algorithmus mit der Potenzialfunktion
o zu messen. Dies konnte zum Beweis einer kleineren oberen Schranke hilfreich sein,
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da die Funktion ¢ einen um Faktor ©(n/k) kleineren Wertebereich als die Ising-
Funktion auf Cliquengraphen mit mehreren unabhingigen Cliquen hat. Wir miissen
also weniger oft einen héheren -Wert erreichen als eine hohere Fitnessschicht. An-
stelle auf der Fitness-Skala die erwartete Zeit abzuschétzen, bis ein Suchpunkt mit
maximaler Fitness erreicht wird, konnen wir analog auf der ¢-Skala die erwartete
Zeit abschitzen, bis ein Suchpunkt mit maximalem ¢-Wert erreicht wird, da genau
alle Suchpunkte z mit ¢(z) = n global optimal sind.

Der -Wert des jeweils aktuellen Suchpunkts ist im Allgemeinen nicht monoton iiber
die Zeit, sondern er vollfithrt einen Random Walk auf einer Skala aus natiirlichen
Zahlen zwischen dem minimalen p-Wert (n/2, falls die Cliquengrée n/k gerade ist)
und dem maximalen Wert n. Jeder dieser Werte entspricht einem mdoglichen Zustand
des Random Walks.

Da sich der ¢-Wert in nicht relevanten Schritte nicht verdndert, beschrinken wir
unsere Betrachtungen auf relevante Schritte. Wiirden wir alle Schritte betrachten,
wiirde der Random Walk mit héheren ¢-Werten immer langsamer werden, da re-
levante Schritte mit sinkender Zahl von Minderheitsbits immer unwahrscheinlicher
werden.

Wenn wir den Random Walk auf relevante Schritte beschrinken, abstrahieren wir
von der Wahrscheinlichkeit relevanter Schritte und den daraus resultierenden Ef-
fekten und analysieren statt dessen einen ,bereinigten“ Prozess, der nur noch die
wesentlichen Uberginge widerspiegelt. Der o-Wert kann zwar so in manchen Schrit-
ten immer noch konstant bleiben, z. B. wenn eine Mehrheit um 1 erhdht und eine
andere Mehrheit um 1 gesenkt wird; solche Schritte haben hier jedoch die gleiche
Berechtigung wie Schritte, die ¢ tatséchlich verindern.

Wir kénnen in manchen Szenarien nachweisen, dass der Random Walk von ¢ in
relevanten Schritten eine erwartete Drift in Richtung hoherer Werte hat, dass also
Erhohungen gegeniiber Senkungen systematisch bevorteilt werden. Wir haben be-
reits in Abschnitt 1.5.7 gesehen, wie man diese Eigenschaft mit Hilfe der Waldschen
Identitét (Theorem 4) ausnutzen kann, um die erwartete Zeit, bis ein hoherer -
Wert erreicht wird, nach oben abzuschitzen. Eine gleichwertige Aussage wollen wir
nun auch fir den Random Walk des (141) EA auf der p-Skala herleiten.

Herleitung und Motivation des Drift-Arguments

Der erste Gedanke ist, die Waldsche Identitdt auf unseren Random Walk anzu-
wenden. Dies ist jedoch nicht ohne Weiteres moglich, da die Waldsche Identitdt
verlangt, dass der Random Walk ortshomogen ist. Ortshomogenitit bedeutet: Die
Wahrscheinlichkeit, von Zustand ¢ in den Zustand j iiberzugehen, hingt nur ab
von der Differenz j — ¢, nicht aber von 7. Wir haben als in jedem Zustand gleiche
Wahrscheinlichkeiten, um eine feste Strecke nach links oder rechts zu springen.

Diese Eigenschaft ist fiir den in Abschnitt 1.5.7 beschriebenen Random Walk erfiillt,
da zum aktuellen Zustand stets Variablen aus der gleichen Wahrscheinlichkeitsver-
teilung addiert werden. Beim Random Walk auf ¢ ist die Ortshomogenitit aber
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nicht gegeben: Wihrend es bei p-Werten in der Mitte der p-Skala im Allgemeinen
Uberginge nach links und nach rechts gibt, sind fiir die minimalen und maximalen
-Werte nur Uberginge in eine Richtung méglich. Der Random Walk ist also nicht
ortshomogen.

Es konnte jedoch moglich sein, die Waldsche Identitiat zu modifizieren, an unser
Szenario anzupassen und so trotzdem zum Ziel zu kommen. Droste, Jansen und We-
gener [3] prisentieren einen alternativen Beweis fiir die Aussage der Waldschen Iden-
titat, wenn der betrachtete Random Walk ortshomogen ist und der aktuelle Zustand
des Random Walks in einem Schritt nur um 1 wachsen kann. Um die Einschrénkung,
dass der aktuelle Zustand nur um 1 wachsen kann, werden wir uns spéter kiimmern.
Zunéchst beschreiben wir den Beweis von Droste, Jansen und Wegener [3].

Der Beweis verwendet eine Rekursionsgleichung, um die erwartete Zeit fiir eine
Erhohung des aktuellen Zustands abzuschitzen. Sei T' die Zeit, bis ein um 1 héherer
Zustand erreicht wird. Der Algorithmus fiihrt in jedem Fall eine Fitnessauswertung
durch; falls sich der aktuelle Zustand um d = 1 verdndert, haben wir das Ziel in
einem Schritt direkt erreicht. Falls sich der aktuelle Zustand um d < 0 verdndert,
miissen wir auf insgesamt (1 — d) Erh6hungen des jeweils aktuellen Zustands war-
ten; in einem ortshomogenen Random Walk konnen wir diese Zeit nach oben durch
(1—d)-E(T) abschétzen. Sei D die Zufallsvariable, die die Verdnderung des aktuellen
Zustands in einem Schritt angibt, dann erhalten wir folgende Rekursionsgleichung:

B(T) = 1+ Y Prob(D=d)-(1—d)-E(T)

d=—00

Mit einer einfachen Rechnung lisst sich daraus die Aussage der Waldschen Identitét
(Theorem 4) im Spezialfall H = 1 herleiten (siehe [3]).

Was passiert nun, wenn der Random Walk nicht ortshomogen ist? Wir diskutieren
folgenden Ansatz. Anstelle der Variablen 7" und D definieren wir entsprechende
Variablen T; und D; ausgehend von Zustand i. Wenn der Algorithmus nun ausgehend
vom Zustand ¢ in einen Zustand j < ¢ tibergeht und 7 — j = d ist, miissen wir die
erwarteten Zeiten aufsummieren, bis der Algorithmus die Zusténde j,...,7 jeweils
erhoht hat. Wir erhalten

E(T}) = 1+ ) Prob(D; =d)- (E(T;-q) + -+ E(T3))

d=—o00

Es scheint plausibel, dass die Erh6hung von ¢ auf kleineren Zustinden nicht schwe-
rer sein kann, da sie mehr Uberginge nach rechts zulassen als grofere Zustinde.
Angenommen, es gilt E(T;) < E(T;) fiir j < . Wenn wir dies in unsere Gleichung
einsetzen, erhalten wir die Gleichung von Droste, Jansen und Wegener [3] als Un-
gleichung:

1

d=—00

Hieraus liefie sich wieder die Aussage der Waldschen Identitéit fiir H = 1 herleiten.
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Die Verwendung des Konjunktivs lisst erahnen, dass hier etwas nicht stimmt. Der
Ansatz hat einen gravierenden Haken, und zwar die Annahme, dass mit E(Tj) <
E(T;) fir j < ¢ eine Erhohung von ¢ auf kleineren Zustdnden generell nicht schwie-
riger sein kann. Es kann nidmlich sein, dass es einen Suchpunkt z gibt mit ¢(z) =i—1
und einen Suchpunkt y mit ¢(y) = 4, aber die Verteilungen der Mehrheitsbits un-
terschiedlich aussehen.

In z kénnen die Mehrheiten so verteilt sein, dass Spriinge nach links ermoglicht
werden, z.B. indem es einige Cliquen mit mittelgrolen Mehrheiten gibt, in denen
der erwartete Fitnessgewinn durch 1-Bit-Mutationen hoch ist, und andere Cliquen
mit kleineren Mehrheiten, die aufgrund des kleineren ,, Gewichts* weiter verkleinert
werden kénnen. In y hingegen kénnen die Mehrheiten ungefihr gleich grof sein, so
dass alle Bits dhnliches Gewicht haben und Spriinge nach links unwahrscheinlich
sind, da die Fitness schnell sinken kann, wenn mehr Mehrheitsbits flippen als Min-
derheitsbits. Hier héitten wir also ein Szenario, in dem eine Erhéhung des ¢-Werts
ausgehend von z linger dauern kann als eine Erhéhung des ¢-Werts ausgehend von
y, die Ungleichung E(T};) < E(T;) fiir j < 4 ist also im Allgemeinen falsch.

Die beiden Beispiel-Verteilungen zeigen auch, dass der aktuelle p-Wert nicht immer
ein zuverldssiges Maf fiir den Fortschritt des Algorithmus ist. Wenn ein Suchpunkt
y mit p(y) = ¢ eine ungiinstige Verteilung von Mehrheitsbits hat, sind wir eventuell
sogar in einer schlechteren Lage als mit einem Suchpunkt z mit ¢(z) = ¢ — 1 und
einer vorteilhafteren Verteilung der Mehrheitsbits.

Die wahre Ursache dieser iiberraschenden Phinomene liegt tiefer: Wenn wir uns nur
auf den p-Wert eines Suchpunkts beschrinken, ignorieren wir die Verteilung der
Mehrheitsbits und verlieren dadurch wertvolle Informationen. Es ist also nicht ohne
Weiteres moglich, den Suchprozess des (14+1) EA auf einen Random Walk in einem
eindimensionalen Raum zu reduzieren. Oder anders ausgedriickt: Die Potenzialfunk-
tion o(z) ist keine suffiziente Statistik.

Die Griinde warum wir niher auf die genannten Probleme eingehen, sind folgende.
Zum einen soll aus der Diskussion klar werden, dass die Analyse des (14+1) EA
auf Cliquengraphen mit unabhingigen Cliquen schwieriger ist, als es auf den ersten
Blick aussieht. Einfache Losungen schlagen fehl; dies gilt sowohl fiir fitnessbasierte
Ansétze als auch fiir einfache Drift-Argumente. Zweitens soll die Vorgehensweise im
Rest dieses Kapitels motiviert werden, da sie dem Leser ohne diese Erlduterungen
moglicherweise abstrus und unnétig komplex erscheinen wiirde.

Ein rigoroser Beweis fiir das Drift-Argument auf ¢

Aus der Diskussion einfacher Drift-Ansitze konnen wir folgende Schliisse ziehen:

1. Mehrere Suchpunkte mit gleichem -Wert kénnen unterschiedliche erwartete
Zeiten haben, bis ¢ erhoht wird. Wenn wir der Einfachheit halber in Abschét-
zungen alle Suchpunkte mit gleichem p-Wert gleich behandeln wollen, sollten
wir unter all diesen Suchpunkten die worst-case erwartete Zeit betrachten.
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2. Wir sollten stindig im Hinterkopf behalten, dass der Suchprozess im Suchraum
{0,1}" stattfindet und dass die Potenzialfunktion lediglich ein Ma8 ist, das den
Suchraum (unter Verlust von Informationen) auf eine eindimensionale Skala
projiziert.

Letztere Vorstellung spiegelt sich in der Notation wider, die wir nun einfithren wol-
len. Das Drift-Argument wollen wir nicht nur auf die Funktion ¢ anwenden, sondern
in Abschnitt 3.3 beispielsweise auch auf einzelne Mehrheiten maj(z,-). Daher ab-
strahieren wir von ¢ und sprechen von einer allgemeinen Projektion «, die ein Maf}
fiir den Fortschritt des Algorithmus darstellt.

Die Funktion « spezifizieren wir als eine Abbildung von {0,1}" in ein Intervall [a, b]
ganzer Zahlen, a,b € Z:

a: {0,1}" - Z N [a,b]

Als nichstes partitionieren wir den Suchraum analog zu Fitnessschichten in so ge-
nannte a-Schichten: Die i-te a-Schicht umfasst dabei genau alle Suchpunkte z mit
a(z) = i. Genau wie man bei Fitnessschichten implizit unter allen Suchpunkten der
aktuellen Fitnessschicht die worst-case erwartete Zeit betrachtet, bis eine hihere
Fitnessschicht erreicht wird, betrachten wir nun unter allen Suchpunkten der aktu-
ellen a-Schicht die worst-case erwartete Zeit, bis eine hthere a-Schicht erreicht wird.
Der einzige gravierende Unterschied zwischen Fitnessschichten und a-Schichten ist,
dass Fitnessschichten nicht zugunsten schlechterer Fitnessschichten verlassen werden
konnen.

Folgendes Lemma beweist das angestrebte Drift-Argument. Als Voraussetzung ver-
wenden wir die bedingte erwartete Drift E(D, | D, < 1) unter der Bedingung
D, < 1. Die Griinde hierfiir lassen sich leicht motivieren. Angenommen, die Bedin-
gung D, < 1 wire nicht gegeben. Dann stellen wir uns einen Random Walk auf
{0,1}" mit a-Werten 1,...,2" vor, der mit dem minimalen a-Wert 1 startet und
der nur einen einzigen Ubergang durchfiihrt: Und zwar springt er mit einer Wahr-
scheinlichkeit 27" direkt zu einem Suchpunkt mit o-Wert 2" und bleibt ansonsten
beim aktuellen Suchpunkt mit a-Wert 1. Die erwartete Drift ist 1, trotzdem betrigt
die erwartete Zeit, bis ein hoherer a-Wert erreicht wird, 2™.

Dieses Phinomen wird als overstepping bezeichnet. Wir warten lediglich auf eine
kleine Erh6hung des a-Wertes; bei der einzigen Erhohung schieflen wir jedoch weit
iiber das Ziel hinaus. Solche Ausreifler neigen dazu, die erwartete Drift zu dominieren
und zu verfilschen. Die Bedingung D, < 1 verhindert das overstepping, da wir nur
Schritte in die Drift einbeziehen, die den a-Wert um hochstens 1 erhéhen. Dadurch
wird die Aussagekraft der erwarteten Drift wesentlich erhoht. Wenn die erwartete
Drift hoch ist, selbst wenn wir nur Erhohungen von hichstens 1 in Betracht ziehen,
ist dies eine stirkere Aussage als eine hohe unbedingte erwartete Drift.

Wir werden im Folgenden stets kurz von ,erwarteter Drift“ sprechen. Damit ist aber
implizit stets die bedingte erwartete Drift gemeint unter der Bedingung, dass der
aktuelle Wert nur um hochstens 1 wéchst.
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Lemma 6. Mit T, fir z € {0,1}" bezeichnen wir die zufdllige Zahl der Schritte,
bis der (1+1) EA ausgehend von x einen Suchpunkt z mit a(z) > a(z) erreicht.
Sei y der Suchpunkt, der ausgehend von x im ndchsten Schritt erreicht wird und
D, := a(y) — a(z) eine Zufallsvariable, die abhingig von x die Verdnderung des
a-Werts im ndchsten Schritt angibt. Den Wert r definieren wir als

r:= min E(D,|D; <1).
z,a(z)<b

Falls r > 0, gilt fir alle x € {0,1}" mit a(z) < b:

E(Tz) <

S|

Dies gilt auch dann, wenn wir zwischen zwei Schritten den aktuellen Suchpunkt
durch einen anderen Suchpunkt mit gleichem «-Wert ersetzen.

Beweis. Fir den Parameter r gelten folgende Ungleichungen, die wir spater benéti-
gen werden. Fiir alle z € {0, 1}" mit a(z) < b gilt
-1 1
> > 1,
E(D; | Dy <1)

r

wobei letztere Ungleichung gilt, da 0 < E(D, | D, <1) < 1.

Wir zerlegen nun den Suchraum in Schichten geméfl der Funktion a. Fiir a <¢ < b
definieren wir

A; i ={z €{0,1}" | a(z) = i}

und die worst-case erwartete Zeit in Schicht A; als

z

Damit geniigt es, die Schranke r ! fiir alle Werte E; nachzuweisen.

Wir zeigen die Behauptung E; < r~! per Induktion iiber 7, sprich per Induktion iiber
die a-Schichten. Fiir den Induktionsanfang nutzen wir aus, dass der Wertebereich
der Projektion « endlich ist, denn bei einer entsprechenden erwarteten Drift wird
die kleinste a-Schicht schnell nach ,,oben* verlassen. Im Induktionsschluss verwen-
den wir eine abgewandelte Form der Rekursionsgleichung von Droste, Jansen und
Wegener [3], die wir bereits erliutert haben.

Induktionsanfang: In der kleinsten a-Schicht A, kénnen wir, wenn wir A, ver-
lassen, nur Suchpunkte mit héherem a-Wert erreichen. Mit einer Wahrscheinlichkeit
von Prob(D, > 1) erreichen wir direkt von z aus unser Ziel, ansonsten erreichen wir
einen Suchpunkt y € A,. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit Prob(D, > 1) nach
unten abschétzen. Da wir eine positive erwartete Drift haben, l4sst sich eine solche
Schranke direkt aus der erwarteten Drift folgern.
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Wenn wir die erwartete Drift unter D, < 1 in die (bedingten) disjunkten Ereignisse
D, =1 und D, <0 (gegeben D, < 1) aufspalten, gilt fiir alle z € A, nach Definition
bedingter Erwartungswerte

E(Dy | D, <1) = E(Dy | Dy =1)-Prob(D; =1 | D; <1)
+E(Dy | Dy = 0) - Prob(Dy = 0| Dy < 1)
= 1-Prob(Dy;=1|D;<1)+0-Prob(D, =0]| Dy <1)
= Prob(D;=1|D,<1)

Dies ist noch nicht die gewiinschte Schranke fiir Prob(D, > 1); wir kénnen jedoch
mit folgender Rechnung zeigen, dass Prob(D, > 1) > Prob(D, = 1| D, < 1) ist.

Prob(D; > 1)

Prob(D, = 1) + Prob(D, > 1)
Prob(D, = 1 | Dy < 1) - Prob(D, < 1) + Prob(Dy > 1)

V=1l

Prob(Dy = 1 | Dy < 1) - Prob(D; < 1)
+Prob(D; =1| Dy <1)-Prob(D; > 1)

Die Ungleichung hierbei gilt, da Prob(D, = 1 | D, < 1) < 1. Wenn wir nun
Prob(D, > 1) durch 1 — Prob(D, < 1) ersetzen, erhalten wir
Prob(D; >1) > Prob(D;=1|D; <1)-Prob(D; <1)
+Prob(Dy = 1| D, < 1) - (1 — Prob(D, < 1))
= Prob(D; =1|D; <1).
Insgesamt haben wir also gezeigt:

Prob(D, >1) > E(D, | D, <1)

Mit dieser Erkenntnis kénnen wir nun die worst-case erwartete Zeit abschitzen, bis
wir die kleinste a-Schicht verlassen. Es gilt

E < maxd__ 1
@ = 2% Prob(D, > 1)

- 1 sz. 1
= gé%{E(DﬂDmgl)} =

Induktionsvoraussetzung: Angenommen, E; < r~1 gilt fiir alle j mit a < j < i.

Induktionsschluss: Wir zeigen nun E; < r~!. Dazu leiten wir eine Rekursions-
gleichung her, die der bereits behandelten Gleichung von Droste, Jansen und Wege-
ner [3] dhnelt.

Ausgehend von z fithren wir in jedem Fall einen Schritt durch und erreichen einen
Suchpunkt y. Falls D, := a(y) — a(z) > 0, haben wir unser Ziel direkt erreicht.
Falls D, < 0, miissen wir ausgehend von y warten, bis sich der a-Wert des jeweils
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aktuellen Suchpunkts auf mehr als 7 erh6ht hat. Die erwartete Zeit ist in diesem Fall
beschrénkt durch E; + - -+ 4 E;, wobei wir in jeder erreichten Schicht die worst-case
erwartete Zeit anrechnen.

Fiir E; gilt daher folgende Rekursionsgleichung;:
0
Ei < 14 ) Prob(Dy=d)(Eiq+ -+ E)
d=—o0

Auf die Summanden E; mit j < 7 konnen wir die Induktionsvoraussetzung anwen-
den; falls wir von a-Schicht A; aus auf der a-Skala nach ,,unten“ springen, wissen
wir, dass wir relativ schnell wieder nach ,oben“ zuriickkehren. Allerdings bleibt der
Summand E; erhalten, denn eventuell erreichen wir wieder einen Suchpunkt in A4;
und finden uns in der Ausgangsposition wieder.

Die Rekursionsgleichung kénnen wir mit der Induktionsvoraussetzung vereinfachen
zu

0
E; < 14+ Y Prob(Dy=d)-((—d) r '+ E)

d=—o00

Diese Gleichung wollen wir im Folgenden auflésen. Es gilt

0
E; < 14 Y Prob(Dy=d)-((=d)-r '+ E))

d=—00
= 1- Z Prob(D Z Prob(D, = d) - E;
d=—o0 d=—0o0

0
= 1— ) Prob(D;=d)-d-r ' +Prob(D, <0) - E;

d=—o00

Wenn wir nun von beiden Seiten Prob(D, < 0) - E; subtrahieren, erhalten wir auf
der linken Seite den Term E; - (1 — Prob(D, < 0)). Wir teilen beide Seiten durch
den Faktor 1 — Prob(D,; < 0) und erhalten

1
< rl
Bi S T Pob(D, <0) ( Z Prob(D, =d)-d- )

d=—00
1
= ————— 177! P
Prob(D, > 1) ( r d_z:oo rob(D )d> (%)

Die Summe iiber d werden wir nun in einer Nebenrechnung umformen. Zunichst
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bendtigen wir dafiir folgende Hilfsaussage.

o
E(D, |D,<1) = Z Prob(D, =d| D, <1)-d
d=—o0
f’: Prob(D, = d, D, < 1)

Prob(D, < 1) d

d=—
Prob(D, = d)

1
- ket S Sl B |
Prob(D, < 1)
o

Multiplikation der Gleichung mit Prob(D, < 1) ergibt

1
Y Prob(D,=d)-d = E(Dy | Dy <1)-Prob(Dy <1) (#x).

d=—o0

Damit konnen wir die Summe iiber d aus Gleichung (*) nun umformen. Im ersten
Schritt addieren wir eine ,intelligente Null“, um einen zusétzlichen Summanden fiir
d =1 zu erzeugen.

0
Y Prob(D, =d)-d

d=—o00

1 1
2 Y Prob(Dy =d)-d— Y Prob(D, =d)-d
d=1

d=—0o0

1
= ) Prob(D,; =d)-d - Prob(D, = 1)
d=—o0
) E(D, | Dy < 1)-Prob(Dy < 1) — Prob(Dy = 1) (#%%)

Damit ist unsere Nebenrechnung beendet. Wenn wir (#*x) in () einsetzen, erhalten
wir

E;

1 (1 _ E(Dg | Dy <1)-Prob(D; <1) n Prob(D, = 1))
r 7

Prob(D, > 1)

Nun miissen wir nur noch diesen Ausdruck weiter auflésen. Da nach Voraussetzung
r~'>1/E(D, | D, < 1), folgt E(D; | Dy <1)-r~! > 1 und
1 1
< = (1= < =1) .-~
E; < Brob(D. S 1) (1 — Prob(Dy; < 1) + Prob(D; =1) -7~ ")
1

— - . — . _1
= Brob(D. 5 1) (Prob(Dy > 1) + Prob(D; =1) - r™ ')

Da zudem r~! > 1, gilt Prob(D, > 1) < Prob(D, > 1) - 7! und somit

1
Prob(D, > 1)
1

- . . Prob(Dy>1)-r ' =p 1
Prob(D, > 1) rob(Dg 2 1) -1 =1

E, < - (Prob(Dy > 1) -7 ' + Prob(Dy =1) - r 1)
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Da wir stets die worst-case erwarteten Zeiten in einer Schicht A; betrachten, gilt
die Aussage auch dann, wenn wir zwischen zwei Schritten den aktuellen Suchpunkt
durch einen anderen Suchpunkt der gleichen a-Schicht ersetzen. O

Die Aussage, dass wir einen Suchpunkt zwischen zwei Schritten durch andere Such-
punkte der gleichen a-Schicht ersetzen kénnen, ist fiir unsere weiteren Betrachtungen
wichtig. Und zwar betrachten wir unter anderem den Random Walk von a := ¢, ein-
geschrénkt auf relevante Schritte. In nicht relevanten Schritten kénnen beispielsweise
Nullen und Einsen innerhalb einer Clique ausgetauscht werden. Wenn der Schritt
nicht relevant ist, bleibt der ¢-Wert bei dieser Operation konstant. Trotzdem liegt
beim néchsten relevanten Schritt ein anderer Suchpunkt vor, so dass ein solcher
Austausch zwischen relevanten Schritten beriicksichtigt werden muss.

3.2.3 Eine Schranke O(k - nlogn) fiir den (1+1) EA

Das erarbeitete Drift-Argument wollen wir nun anwenden, um eine einfache obere
Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit des (14+1) EA zu zeigen, die zumindest
fur eine konstante Zahl von Cliquen scharf ist.

Wie bereits motiviert, betrachten wir nun den Random Walk des (1+1) EA auf
der Skala von ¢ in erfolgreichen Schritten. Um das Drift-Argument aus Lemma 6
anzuwenden, zeigen wir, dass dieser Random Walk in erfolgreichen Schritten eine
erwartete Drift von mindestens 1/k hat, selbst wenn sich der aktuelle Zustand nur
um hochstens 1 erhoht.

Theorem 9. Gegeben ein Cliqguengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und 1 <
k < n/2 unabhingigen Cliquen der Grofie n/k. Die erwartete Optimierungszeit des
(1+1) EA auf f := Isingq ist beschrinkt durch O(k - nlogn).

Beweis. Mit A bezeichnen wir das Ereignis, dass ein Schritt des (1+1) EA erfolgreich
ist. Sei z der aktuelle Suchpunkt des (1+1) EA und z’ der Suchpunkt, der in einem
erfolgreichen Schritt aus = erzeugt wird. Zu zeigen ist nun eine gute untere Schranke
fiir die erwartete Drift E(D, | Dy < 1, A) in erfolgreichen Schritten, selbst wenn ¢
nur um hochstens 1 wéchst.

Nach Definition erfolgreicher Schritte erhoht sich in einer Clique C* die Mehrheit
maj(z,C*) um mindestens 1. Es gibt also Bitflips, die einen positiven Effekt auf
die erwartete Drift haben. Wie viele Bitflips konnen einen negativen Effekt auf die
erwartete Drift haben?

In der Menge V' \ C* gibt es n — n/k andere Bits, die flippen konnen und damit
im Extremfall ¢(z) um jeweils 1 senken konnen. Die unbedingte erwartete Zahl
flippender Bits aus n —n/k Bits ist 1/n- (n —n/k) =1 —1/k. Allerdings betrachten
wir nur erfolgreiche Schritte, so dass wir immer bedingte Erwartungswerte unter der
Bedingung A betrachten.

Welche Auswirkungen hat die Bedingung A auf die erwartete Zahl negativ flippen-
der Bits? Es ist plausibel, dass i. A. in erfolgreichen Schritten nicht viele Bitflips
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Mehrheiten senken kénnen, da ansonsten die Fitness zu stark sinkt und der Nach-
komme nicht akzeptiert wird. Dies zeigt sich auch in Experimenten; es ist allerdings
schwierig, diesen Effekt zu beriicksichtigen, da die Mehrheiten sehr unterschiedlich
aussehen koénnen.

Wir wéihlen deshalb einen anderen Weg und betrachten ein pessimistischeres Szena-
rio. Und zwar gehen wir davon aus, dass die positiven Effekte in C* so grof} sind, dass
sie alle negativen Effekte in anderen Cliquen dominieren. Auf diese Weise erreichen
wir, dass die Effekte negativ flippender Bits in V' \ C* unabhingig von Ereignis A
und der Akzeptanz des Nachkommens sind.

Mit diesem Hintergrund nehmen wir pessimistischerweise an, dass alle flippenden
Bits in V' \ C* das Potenzial ¢ um jeweils 1 senken. Diese Annahme ist in drei
Punkten pessimistisch:

1. Wir ignorieren, dass es unter den flippenden Bits Minderheitsbits geben kann.

2. Wir ignorieren kippende Mehrheiten (wodurch die Mehrheit einer Clique C
effektiv um weniger als die Zahl flippender Bits in C' sinkt).

3. Wir ignorieren negative Einfliisse flippender Bits auf die Fitness.

Wenn wir eine untere Schranke fiir die erwartete Drift E(D, | D, <1, A) in diesem
pessimistischen Szenario zeigen, gilt diese untere Schranke auch ohne diese pessimis-
tischen Annahmen.

Sei D, := p(z') — p(z) die Erhohung von ¢. Die erwartete Zahl flippender Bits in
VA\C*ist |[V\C*/n = (n—n/k)/n =1—1/k. Selbst in dem Fall, dass sich die
Mehrheit in C* nur um 1 erhoht, ist erwartete Drift von ¢ mindestens

1 1
E(D, | Dy <1,4) > 1_(1_E):"

Diese Schranke gilt fiir alle nicht optimalen Suchpunkte z, sprich fiir p(z) < n. Wir
kénnen daher das Drift- Argument aus Lemma 6 mit « := ¢ anwenden, wenn wir den
Random Walk auf erfolgreiche Schritte beschrinken. Wir haben bereits angespro-
chen, dass es zwischen zwei erfolgreichen Schritten nicht erfolgreiche Schritte geben
kann, in dem ein Suchpunkt z durch einen anderen Suchpunkt z’ # z ersetzt wird.
Da sich der ¢-Wert dabei nach Definition erfolgreicher Schritte aber nicht &ndern
kann, lisst sich Lemma 6 auch in dieser Situation anwenden.

Aus Lemma 6 folgt, dass die erwartete Zahl erfolgreicher Schritte, bis der (14+1) EA
auf der ¢-Skala einen hoheren Rekordwert erreicht, durch k£ beschrankt ist.

Wie lange warten wir auf einen erfolgreichen Schritt? Eine hinreichende Bedingung
fiir einen erfolgreichen Schritt ist eine 1-Bit-Mutation, die ein Minderheitsbit flippt.
Da es in z genau n — ¢(z) Minderheitsbits gibt, hat ein erfolgreicher Schritt eine
Wahrscheinlichkeit von mindestens (n — ¢(x))/(en).
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Eine hinreichende Bedingung zum Erreichen eines globalen Optimums ist, dass alle
o-Werte von [n/2] bis n — 1 durch einen héheren Rekordwert iibertroffen werden.
Wenn i der aktuelle Rekordwert fiir ¢ ist, ist en/(n —¢) eine obere Schranke fiir die
erwartete Zeit auf einen erfolgreichen Schritt; diese obere Schranke gilt auch dann,
wenn zwischendurch Suchpunkte mit kleinerem ¢-Wert als ¢ erreicht werden. Die
erwartete Optimierungszeit ist daher nach oben beschrinkt durch

n—1
1+ Y 22k =0(k-nlogn).
n—1i
i=[n/2]
Die ,,1¢ steht wie bei Fitnessschichten fiir die Auswertung eines globalen Optimums.
O

Das pessimistische Szenario, dass jedes weitere flippende Bit in V' \ C* das Potenzi-
al um jeweils 1 senkt, wird uns noch 6fter begegnen. Mit Hinblick auf die Analyse
von zwei Cliquen mit einer Briickenkante in Abschnitt 3.3 sei zudem gesagt, dass
das sich die Abschitzung der erwarteten Drift in erfolgreichen Schritten auch auf
beliebige Cliquengraphen mit Briickenkanten {ibertragen lisst. Dadurch, dass wir
den positiven Effekt auf die Fitness in der Clique C* (deren Existenz auch mit
Briickenkanten aus der Definition erfolgreicher Schritte folgt) tiberschétzen und die
negativen Einfliisse ignorieren, abstrahieren wir vollstdndig von den konkreten Fit-
nessverdnderungen und somit auch von den Effekten moglicher Briickenkanten auf
die Fitness.

Wir haben also auch auf beliebigen Cliquengraphen mit k£ gleich grofien Cliquen
eine erwartete Drift von mindestens 1/k in erfolgreichen Schritten. Dieses Ergebnis
halten wir fiir spéter in einem Korollar fest.

Korollar 2. Gegeben ein beliebiger Cliqguengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten
und 1 < k < n/2 disjunkten Cliquen der Grife n/k. Sei x der aktuelle Suchpunkt
des (1+1) EA, z' der aus x erzeugte Nachkomme, D, = p(z') — p(z) und A das
Ereignis, dass ein Schritt des (1+1) EA erfolgreich ist. Dann gilt
E(D, | D.<1,4) > L.

Um Missverstindnissen vorzubeugen sei darauf hingewiesen, dass wir in Korollar 2
nur erfolgreiche Schritte betrachten. Bei Cliquengraphen mit Briickenkanten kann
es auch relevante Schritte geben, die nicht erfolgreich sind, d. h. mit hohen Fitness-
gewinnen durch Briickenkanten kann ¢ eventuell in nicht erfolgreichen Schritten
sinken. Es ist also nicht korrekt, sich allein auf den Random Walk in erfolgreichen
Schritten zu beschrinken; diesem Problem werden wir uns aber erst in Abschnitt 3.3
stellen.

3.2.4 Eine obere Schranke fiir einen modifizierten Algorithmus

Aus dem Beweis von Theorem 9 wird deutlich, wo die nichste Schwierigkeit bei
der Analyse unabhéingiger Cliquen liegt: Wir miissen eine ausreichend grofie untere
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Schranke fiir die erwartete Drift nachweisen. In Theorem 9 kénnen wir nur eine
untere Schranke von 1/k fiir die erwartete Drift zeigen, was geméf unserem Drift-
Argument aus Lemma 6 zu einem Faktor £ in der Schranke O(k - nlogn) fiir die
erwartete Optimierungszeit fiihrt.

Unser nichstes Ziel ist daher, eine bessere untere Schranke fiir die erwartete Drift
zu entwickeln.

Bei der Einfiihrung des pessimistischen Szenarios (,,jedes weitere flippende Bit senkt
© um jeweils 1¢) haben wir bereits angefiihrt, dass in typischen Schritten meist nur
wenige Bits negativ fiir das Potenzial ¢ flippen diirfen, da ansonsten die Fitness
typischerweise zu stark absinkt und der Nachkomme nicht akzeptiert wird. Wegen
der grofilen Bandbreite von Mehrheiten und lokaler Fitnessverinderungen (zwischen
+1 und £(n/k — 1)) ist dieser Effekt aber nur schwer kontrollierbar.

Die Argumentation wird einfacher, wenn alle Cliquen grofle Mehrheiten haben, so
dass alle lokalen Fitnessverinderungen durch flippende Minderheitsbits in der glei-
chen Groflenordnung O(n/k) liegen. Fiir solch einen Suchpunkt ldsst sich zeigen,
dass pro steigender Mehrheit nicht allzu viele Mehrheiten sinken konnen, da an-
sonsten die Fitnessverinderung negativ wird. Auf diese Art und Weise kann man
die negativen Effekte von Bitflips eingrenzen und mit passenden Rechnungen die
erwartete Drift durch eine positive Konstante nach unten beschrinken.

Dieser Ansatz klingt viel versprechend, allerdings sind mehrere Hiirden zu iiberwin-
den:

1. Zu Anfang eines Laufs sind typischerweise alle Mehrheiten klein und das Po-
tenzial ¢ ist niedrig.

Dieses Problem lésst sich aber leicht 16sen: So lange ¢ = n — ©(n) gilt, gibt
es ©(n) Minderheitsbits. Flippende Minderheitsbits kénnen ¢ aber i. A. nicht
senken, daher lasst sich in diesem Fall mit einem anderen abgewandelten pes-
simistischen Szenario eine erwartete Drift von (1) nachweisen.

2. Auch wenn ¢ = n — o(n) ist, kann es bei sehr asymmetrischen Verteilungen
von Mehrheitsbits immer noch Cliquen mit kleinen Mehrheiten geben.

Hier miissen wir von unserer Vorstellung absehen, dass ndmlich alle Cliquen
grofle Mehrheiten haben; wir kénnen allerdings zeigen, dass die meisten Cli-
quen grofle Mehrheiten haben, wenn das Potenzial ausreichend grof} ist.

3. Es kann mehrere Cliquen geben, in denen die Mehrheiten steigen und in de-
nen es daher Fitnessverbesserungen gibt. Jede Fitnessverbesserung birgt die
Gefahr, dass dadurch woanders an mehreren Stellen Fitnessverluste durch sin-
kende Mehrheiten ermoglicht werden.

Eine Losung fiir das dritte Problem ist, dass wir uns auf Schritte konzentrieren, in
denen nur eine Mehrheit um héchstens 1 wachsen kann. Dadurch wird der mogliche
Fitnessgewinn kiinstlich beschnitten; wenn alle positiven Effekte zusammen nur noch
zu einem Fitnessgewinn von hichstens s fithren, kénnen keine negativen Effekte mehr
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auftreten, die zusammen die Fitness um mehr als s senken, da dann die gesamte
Fitnessverdnderung negativ ist und der Nachkomme nicht mehr akzeptiert wird.

Vielen sehr schlechten Operationen, die das Potenzial stark senken, wird so der Néhr-
boden entzogen. Insgesamt werden die Auswirkungen von Schritten des Algorithmus
kontrollierbarer.

Wir definieren nun einen modifizierten Algorithmus, der nur noch Schritte akzep-
tiert, in denen der mogliche Fitnessgewinn begrenzt ist, da nur noch eine Mehrheit
um hochstens 1 wachsen kann. Diesen modifizierten (1+1) EA bezeichnen wir als
(1+1)* EA .

Algorithmus 3 ((1+1)*EA).
1. Initialisierung: Wahle z € {0,1}" uniform zufdllig.

2. y := x. Flippe jedes Bit in y mit Wahrscheinlichkeit 1/n unabhdngig von den
anderen Bits.

3. Falls f(y) > f(z) und es eine Clique C; gibt, 1 <1 <k, so dass gilt

maj(y,C;) < maj(z,C;) +1
A /\ ma‘j(ya Cj) < maj(xa Cj)a
i
ersetze © durch y.

4. Weiter bei 2.

Auf den ersten Blick scheint der (141)* EA offensichtlich langsamer zu sein als der
(14+1) EA: Alle Schritte des (14+1) EA, die den aktuellen p-Wert um mehr als 1
erhohen wiirden, werden vom (141)* EA automatisch verworfen.

Allerdings kann der Schuss auch nach hinten losgehen. Ein Schritt, in dem bei-
spielsweise zwei Mehrheiten steigen, dafiir aber fiinf Mehrheiten sinken, wird bei
entsprechenden Mehrheiten vom (1+1) EA akzeptiert, vom (1+1)* EA aber verwor-
fen. Hier fithrt also das verinderte Akzeptanzkriterium dazu, dass der (1+1)* EA
plotzlich im Vorteil ist. Es ist also kein einfacher Riickschluss auf die Random Walks
auf der ¢-Skala moglich.

Schliellich sei noch einmal daran erinnert, dass das Potenzial ¢ keine suffiziente
Statistik ist und daher kein zuverlissiges Maf} darstellt (siche Abschnitt 3.2.2). Es ist
gut moglich, dass beide Algorithmen unterschiedliche Verteilungen von Mehrheiten
erzeugen; typische Suchpunkte beider Algorithmen mit gleichem Potenzial kénnen
sich stark voneinander unterscheiden.

Wir wollen nun in folgendem Theorem eine obere Schranke O(nlogn) fiir die er-
wartete Optimierungszeit des (1+1)* EA zeigen. Anschlieflend zeigen wir in Ab-
schnitt 3.2.5, dass sich diese obere Schranke auf den (14+1) EA iibertragen lisst.
Wir analysieren den (141) EA also nicht direkt, sondern mit Hilfe eines Umwegs
iiber einen modifizierten Algorithmus, den (1+1)* EA.
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Theorem 10. Gegeben ein Cliguengraph G = (V,E) mit n := |V| Knoten und
1 < k < n/16 unabhdingigen Cliqguen der Grifle n/k. Sei Tyo die Optimierungszeit
des (1+1)* EA startend mit dem Suchpunkt z° und sei E,, die worst-case erwartete
Optimierungszeit iber alle Suchpunkte mit einem p-Wert von m:

Ep = max{B(Ty0) | p(a") = m}

Dann gilt
n—m 1
< 150n ; : O(nlogn)

Beweis. Wir zeigen, dass die Drift in erfolgreichen Schritten durch eine positive Kon-
stante 1/50 nach unten beschrinkt ist. Der Rest des Beweises folgt dem Beweis von
Theorem 9: Wir wenden das Drift- Argument aus Lemma 6 an, um die erwartete Zahl
erfolgreicher Schritte, bis ¢ erhdht wird, nach oben abzuschéitzen. Zusammen mit
der erwarteten Wartezeit auf einen erfolgreichen Schritt folgt dann die Behauptung.

Genauer gesagt miissen wir folgendes zeigen. Sei z der aktuelle Suchpunkt, z’ der
erzeugte Nachkomme und D, := ¢(z') — p(z). Weiter sei A* das Ereignis, dass ein
Schritt des (1+1)* EA erfolgreich ist. Zu zeigen ist nun, dass die erwartete Drift in
erfolgreichen Schritten durch eine positive Konstante beschrinkt ist, selbst wenn D,
nur hochstens 1 ist. Da der (1+1)* EA aber nur eine Mehrheit um maximal 1 erhoht,
gilt D, <1 trivialerweise und es gilt

E(D, | Dy < 1,A*) = E(D, | A*).

Um die positive Schranke fiir die erwartete Drift nachzuweisen, unterscheiden wir
zwei Fille.

Fall 1: p(z) < (49/50)n

In einem erfolgreichen Schritt des (1+1)* EA wird die Mehrheit genau einer Clique
um genau 1 erhoht. Wir unterschéiitzen die erwartete Drift, wenn wir annehmen, dass
jedes weitere flippende Mehrheitsbit den ¢-Wert um jeweils 1 senkt (flippende Min-
derheitsbits ignorieren wir). Dadurch erhalten wir wieder ein vereinfachtes Szenario,
in dem wir negative Effekte auf die Fitness und kippende Mehrheiten ignorieren.

Wir zeigen, dass das vereinfachte Szenario pessimistisch ist, d.h. dass wir D, im
vereinfachten Szenario nicht iiberschétzen.

e So lange die Mehrheit in einer Clique C' nicht kippt, kénnen die dortigen
Minderheitsbits die Mehrheit nur erh6hen, wenn sie flippen. Also unterschétzen
wir D, in diesem Fall, wenn wir flippende Minderheitsbits ignorieren.
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e Falls die Mehrheit in einer Clique C kippt, rechnen wir im vereinfachten Szena-
rio einen Verlust von mindestens s := maj(z, C) — [n/(2k)] an, da mindestens
s Mehrheitsbits flippen miissen, um die Mehrheit zu kippen. Der wahre Verlust
ist aber hochstens s, da die Mehrheit nicht unter die triviale untere Schranke
[n/(2k)] sinken kann.

Also ist unser Szenario in beiden Féllen pessimistisch.

Sei C' die Clique, deren Mehrheit sich in einem erfolgreichen Schritt erhéht. Im pes-
simistischen Szenario konnen in z nur die ¢(z) Mehrheitsbits das Potenzial senken
und flippende Mehrheitsbits sind trotz moglicher Fitnessverluste unabhingig vom
Fitnessgewinn in C'. Daher konnen wir die erwartete Verdnderung des Potenzials
nach unten abschéitzen durch

B(D, [ A 21— L pl) = "0

Falls o(z) < (49/50)n, ist die erwartete Drift in erfolgreichen Schritten

E(D |A*)>n—(49/50)n:i
v = n 50°

Fall 2: ¢(z) > (49/50)n

Mit Af, C A* bezeichnen wir das Ereignis, dass der Schritt fiir den (141)*EA
erfolgreich ist und die Mehrheit in C um 1 erh6ht wird. Unser Ziel ist, die erwartete
Drift unter der Bedingung A* durch eine positive Konstante zu beschrinken. Auf
dem Weg dorthin zeigen wir eine dhnliche Aussage fiir Teilereignisse von A*, dass
némlich die erwartete Drift fiir eine beliebige Clique C' unter der Bedingung A,
durch eine positive Konstante r nach unten beschrénkt ist: E(D, | A%) > r. (Dies
macht nur Sinn fiir Cliquen C, in denen sich die Mehrheit noch erhéhen kann, sprich:
C ist noch nicht einheitlich gefarbt und somit Prob(Af,) > 0.)

Wenn dies gezeigt ist, folgt daraus die gleiche untere Schranke fiir die bedingte
erwartete Drift unter dem iibergeordneten Ereignis A*: Nach Definition bedingter
Erwartungswerte lisst sich E(D; | A*), da A* = Af, U ... U Ag,, auf eine gewich-
tete Summe von Termen E(D, | A}) zuriickfiihren, wobei wir die Summanden mit
Prob(Af,) = 0 von Anfang an auslassen:

E(D;|A) = )  Prob(Ay) E(Ds | A7)
C|Prob(A%)>0

> r+ ) Prob(4f)
C|Prob(A%)>0
= T

Daher gilt die untere Schranke r auch fiir die erwartete Drift E(D, | A¥).

Zu zeigen ist also nun E(D, | Ay) > r.
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Wenn der o-Wert grof} ist, sind viele Mehrheiten grof. Konkret betragen die Mehr-
heiten in mindestens (9/10)k Cliquen mindestens (4/5)n/k. Denn: Angenommen,
die Zahl der Cliquen mit Mehrheiten von mindestens (4/5)n/k wéire kleiner als
(9/10)k, dann wére die Zahl der Minderheitsbits in mehr als (1/10)k Cliquen gréBer
als (1/5)n/k, so dass wir insgesamt mehr als

1Ll
10 5 k 50
Minderheitsbits erhalten. Dies steht im Widerspruch zu ¢(z) > (49/50)n.

Mit M bezeichnen wir die Menge der Knoten, die zu Cliquen mit Mehrheiten von
mindestens (4/5)n/k gehoren. Da die Anzahl dieser Cliquen mindestens (9/10)k ist,
gilt
|M| > 9. n.
— 10

Wie bereits angekiindigt, wollen wir nun zeigen, dass nicht all zu viele grole Mehr-
heiten sinken kénnen, da ansonsten die Fitness zu stark absinkt und die gesamte
Fitnessverdnderung negativ wird, so dass der Nachkomme nicht akzeptiert wird.

Um die Fitnessverdnderung durch eine Mutation zu berechnen, hilft uns die Separa-
bilitdt der Fitnessfunktion fg: Auf dem Graphen G ist die Fitness f = fg die Summe
der einfarbigen Kanten in allen Cliquen. Wir kénnen daher die Verdnderung der Fit-
ness in den einzelnen Cliquen unabhingig voneinander betrachten und anschliefend
alle Verinderungen addieren, um die gesamte Fitnessverinderung f(z') — f(z) zu
erhalten.

Wir partitionieren die Knoten in die disjunkten Mengen C, M \ C und V' \ (M U C)
und teilen die Drift in drei verschiedene Summanden auf:

D¢ = maj(z',C) — maj(z, C),

Di‘w = Z (ma'j(xlaci) —maj(ac, G’L)) ’
Ci|C; S(M\C)

D;/ = Z (maj(a:', C;) — maj(z, C’Z)) .

Gi|GiC(V\(MUC))
Die gesamte Drift ergibt sich dann aus der Summe
D, =DS+DY +DY.
Mit der Linearitdt des Erwartungswertes gilt fiir die erwartete Drift
B(D, |Ap) = E(DS|Ap)+E(DY | A%)+E(DY | AL).

Von besonderem Interesse ist die Drift DM in Cliquen mit hohen Mehrheiten, da
sich hier sinkende Mehrheiten besonders stark auf die Fitness auswirken. Um wie
viel kann DM sinken, so dass der Nachkomme trotzdem akzeptiert wird?

Wenn das Ereignis Af, eintritt, wird die Mehrheit in der Clique C' um genau D¢ =1
erhoht. Dies verbessert die Fitness in C um hochstens n/k — 1. Wenn hingegen die
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Mehrheit in einer Clique C; C M \ C um 1 sinkt, betrigt die Fitnessverdnderung in
C;

S
N
S
w
S

n
D omaj(z,C)+1 < 2—2.2. 0 41 < 2.0 4
% maj(z,C;) +1 < . 3 k+ < -3 k+

Sinkt die Mehrheit in C; um mindestens 2, ist die Fitnessverinderung in C; durch
—(6/5)n/k + 4 nach oben beschrénkt. Wenn in einer anderen Clique C; mit C; #
Cj € M\C ebenfalls die Mehrheit gesenkt wird, ist die Fitnessverdnderung in C;UC;
durch —(6/5)n/k + 2 beschrinkt.

Falls also Di‘/[ < -2 ist, ist die Fitnessverdnderung in C; bzw. in C; U C; durch
—(6/5)n/k + 4 nach oben beschrinkt. Dieser Verlust kann hichstens durch den Fit-
nessgewinn in C' kompensiert werden, da der (1+1)* EA nur eine Mehrheit um 1
erhoht und in keiner anderen Clique die Fitness steigt. Zusammen mit der Fitnes-
serhohung in C' erhalten wir eine obere Schranke fiir die gesamte Fitnessverdnderung

von

n 6 n 1 n
f(xl)—f(iU)SE—l—g'z+4§—g'z+3-

Da nach Voraussetzung k < n/16, ist n/k > 16, und die Fitnessverdnderung ist
f(z") — f(z) < —1/16. Damit wird der Nachkomme nicht akzeptiert.

Wir haben damit gezeigt, dass die Mehrheiten von Cliquen in M \ C' zusammen
nur um hochstens 1 sinken konnen. Die Bedingung DM > —1 ist eine notwendige
Voraussetzung fiir einen erfolgreichen Schritt und fiir DM kommen nur die Werte
—1 und 0 in Frage.

Mit dieser Erkenntnis iiber die mdglichen Werte von DM 1isst sich jetzt der erwartete
Wert von DM abschiitzen. Wenn wir die Definition des Erwartungswertes ausnutzen,
gilt
0
E(DM | Ay) = Y Prob(DM =d| Af)-d
d=-1

= (=1)-Prob(DY = -1 A})

— (=1)- (1= Prob(DM = 0| A%)

= —1+Prob(D¥ =0 A}).

Wie groB ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Prob(DM =0 | A%)? Zunéchst einmal
gilt
Prob(DM =0, A%)
Prob(D)f = 0| Af) = Lt
rob(D;" = 0] Ag) Prob(Af,)

Eine notwendige Bedingung fiir A, ist, dass eines von n/k —maj(z, C') Minderheits-
bits in C flippt oder dass die Mehrheit in C' kippt und die neue Mehrheit um 1
grofer ist als die alte Mehrheit. Aus dem Beweis von Lemma, 5 wissen wir, dass wir
folgende Abschitzung vornehmen kénnen:

Prob(A%) < 2. Mk = maj(@, C)
c) = n :
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Eine hinreichende Bedingung fiir das Ereignis {DY = 0} N A}, ist eine Operation,
die eines von n/k — maj(z, C') Minderheitsbits in C' flippt und keine anderen Bits
flippt. Daher gilt
n/k — maj(z, C)

en
und zusammen genommen erhalten wir folgende Abschitzung:

Prob(DY =0, A:,) >

M .. Prob(DM =0,4y)  MimaizC) 1

PrOb(D$ =0 | AC) = = en__ = —.

Prob(Ag) 9. n/k-maj@,0) ~ 2¢
n

Insgesamt haben wir also folgende untere Schranke fiir den bedingten Erwartungs-
wert E(DM | A%,) gezeigt:
1
E(DY | AL) > 14+ —.
(DY 1 42) > 1+ o
Wir kennen nun Schranken fiir die bedingten Erwartungswerte von DS und DM. Wie
grof ist die bedingte erwartete Drift E(DY | Af)? Hier machen wir wieder die bereits
aus Abschnitt 3.2.3 bekannte pessimistische Annahme, dass alle flippenden Bits aus
M das Potenzial um jeweils 1 senken. Da |[M| > (9/10)n, gilt |V \ (M UC)| < n/10
und die erwartete Drift ldsst sich abschétzen durch
. 1 1

B(DY | A7) > - [V\(MUQ)|-(-1) > —=o.

Insgesamt folgt eine erwartete Drift von

E(D; | AG) = E(DF | A¢) +E(D;' | AG) +E(D; | Ap)

1 1
> 14 (-1+4— ——
> +( +%)+(10

1 1 1

% 10 12°

In beiden Fillen ist die erwartete Drift daher durch 1/50 nach unten beschrinkt.

Die erwartete Optimierungszeit ldsst sich nun wie folgt abschétzen. Wir starten mit
einem Suchpunkt 2° mit einem -Wert von m := ((z°) und zur Optimierung miissen
maximal alle ¢p-Werte von m bis n — 1 durch einen héheren Rekordwert iibertroffen
werden. Die worst-case erwartete Zahl erfolgreicher Schritte, bis ¢ erhoht wird, ist
nach Lemma 6 hochstens 50. Die Wahrscheinlichkeit eines erfolgreichen Schrittes
ist mindestens (n — ¢(z))/(en), da eine 1-Bit-Mutation eines von n — ¢(z) Minder-
heitsbits zu einem erfolgreichen Schritt fithrt. Wenn 7 der aktuelle Rekordwert fiir ¢
ist, ist en/(n — i) eine obere Schranke fiir die erwartete Zeit auf einen erfolgreichen
Schritt; diese obere Schranke gilt auch dann, wenn zwischendurch Suchpunkte mit
kleinerem ¢-Wert als ¢ erreicht werden.

Die erwartete Optimierungszeit ist daher nach oben beschrinkt durch

n—1 en n—ml
E, <1 - 50 1507 - - = O(nl .
m < +§n”_i < n Zz:;z (nlogn)
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Die Voraussetzung k < n/16 ist notwendig, um eine Cliquengréfie von mindestens
16 zu garantieren, so dass grofle Mehrheiten wirklich ,grofl“ sind. Nur so kénnen
wir noch garantieren, dass hochstens eine grofle Mehrheit sinken kann, ohne dass
die Fitnessverdnderung negativ wird; bei noch kleineren Cliquen verschwinden die
Grenzen zwischen groflen Mehrheiten und kleinen Mehrheiten endgiiltig.

Die Einschrinkung auf £ < n/16 schmerzt aber nicht, denn bei Graphen mit kon-
stanter Cliquengriéfle garantiert uns der einfache Ansatz mit Fitnessschichten aus
Theorem 8 direkt eine Schranke von O(n/k-nlogn) = O(nlogn) fiir den (141) EA.

3.2.5 Ubertragung der Schranke auf den (1+1) EA

Fiir den (141)* EA haben wir unser Ziel erreicht, eine obere Schranke O(nlogn)
fiir die erwartete Optimierungszeit zu zeigen. Wie konnen wir nun eine gleichwertige
Schranke fiir den (1+1) EA zeigen?

Eine Moglichkeit wire, den (14+1)* EA und den (1+1) EA direkt miteinander zu ver-
gleichen und nachzuweisen, dass der (1+1) EA schneller ist als der (1+1)* EA und
deshalb eine kleinere (oder gleiche) erwartete Optimierungszeit hat. Dies erweist sich
jedoch als schwierig. Zum einen ist es schwierig, die langfristigen Effekte der unter-
schiedlichen Akzeptanzkriterien abzusehen. Ein realistisches Ziel wire, die Effekte
eines einzigen Schritt fiir beide Algorithmen zu analysieren, wenn beide Algorithmen
mit dem gleichen Suchpunkt starten. Uber einen lingeren Zeitraum ist eine solche
Analyse jedoch kaum moglich, da beide Algorithmen unterschiedliche Verteilungen
der Mehrheitsbits entwickeln kénnen und daher unter Umsténden vollig verschiedene
Wege gehen.

Zum anderen wissen wir wenig iiber die ,echte Laufzeit des (14+1)* EA. In Theo-
rem 10 verwenden wir einige Abschitzungen, um die erwartete Optimierungszeit
nach oben abzuschitzen (darunter auch das Drift-Argument aus Lemma 6). Da
wir nicht wissen, wie scharf unsere Abschitzungen und Argumente sind, kann die
echte erwartete Optimierungszeit deutlich kleiner sein als die obere Schranke. Wir
sollten uns stets vor Augen fiihren, dass sich unser gesamtes, bisher erarbeitete Wis-
sen iiber die erwartete Laufzeit des (14+1)* EA implizit auf die Abschétzungen und
Drift- Argumente bezieht, die wir in Theorem 10 verwenden. Wenn wir unsere Uber-
legungen auf die echte Laufzeit des (141)* EA stiitzen, geben wir unser gesamtes
Wissen aus der Hand.

Anstatt die erwartete Optimierungszeit des (14-1) EA durch die erwartete Optimie-
rungszeit des (14+1)* EA zu beschrinken, werden wir daher die erwartete Optimie-
rungszeit des (14+1) EA durch die obere Schranke fiir den (14-1)* EA aus Theorem 10
beschréinken. Dieser Weg ist direkter und er erlaubt uns, einige der Abschéitzungen
anzuwenden, die wir auch in Theorem 10 verwendet haben.

Genauer gesagt wenden wir eine Technik an, die bereits von Fischer und Wege-
ner [7] angewendet wurde, um eine obere Schranke in kleinen Schritten von einem
Algorithmus auf einen anderen Algorithmus zu iibertragen.
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Wir definieren eine Folge von Algorithmen, die ,,zwischen®“ den beiden Algorithmen
(14+1)* EA und (14+1) EA liegen: Fiir ¢ > 0 sei A; der Algorithmus, der in den ersten
t Schritten den (1+1) EA simuliert und danach den (1+1)* EA. Fiir ¢ = 0 erhalten
wir den (14+1)* EA. Wenn wir ¢ gegen unendlich gehen lassen, geht die Folge nach
und nach in den (1+1) EA iiber. Unser Ziel ist, die obere Schranke fiir den (1+1)* EA
= Ap per Induktion auf alle folgenden Algorithmen A; der Folge zu iibertragen, so
dass sie im Grenziibergang ¢ — oo auch fiir den (14+1) EA gilt.

Es wird sich zeigen, dass es leichter ist, die Folge der Algorithmen A; zu betrachten,
als die Schranke fiir den (14+1)* EA direkt auf den (1+1) EA zu iibertragen. Zwei
in der Folge benachbarte Algorithmen A;_; und A; unterscheiden sich nur im ¢-ten
Schritt; hier arbeitet A; 1 wie der (1+1)* EA und A; wie der (1+1) EA. Der Algo-
rithmus A; simuliert also gegeniiber A;_; in einem weiteren Schritt den (14+1) EA
anstelle des (1+1)* EA. Da sich diese beiden Algorithmen damit sehr #hnlich sind,
miissen wir nur die Auswirkungen eines einzigen Schritts betrachten, in dem A;
und A; verschieden arbeiten. Damit ist es vergleichsweise leicht, eine obere Schranke
fiir Ay—1 auf den Algorithmus A; zu iibertragen.

Theorem 11. Gegeben ein Cliqguengraph G = (V,E) mit n := |V| Knoten und
1 < k < n/16 unabhingigen Cliqguen der Grofe n/k. Dann gilt fir alle t > 0: Die
erwartete Zeit von Ay auf f := Isingg ist nach oben beschrdnkt durch die obere
Schranke fir den (1+1)* EA aus Theorem 10.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber t.

Induktionsanfang: Fiir ¢ = 0 entspricht Ay dem (14+1)* EA, fiir den die obere
Schranke aus Theorem 10 gezeigt wurde.

Induktionsschluss: Angenommen, die Behauptung gilt fiir A; ;. Dann zeigen
wir, dass die obere Schranke auch fiir A4; gilt.

Bei der Initialisierung und in den ersten ¢ —1 Schritten sind beide Algorithmen iden-
tisch. Dies fiihrt zum einen dazu, dass die bedingte erwartete Optimierungszeit fir
beide Algorithmen identisch ist, unter der Bedingung, dass ein Optimum innerhalb
der ersten ¢t — 1 Schritte gefunden wird. Wir gehen also im Folgenden davon aus,
dass noch kein Optimum erreicht wurde.

Zum anderen haben beide Algorithmen identische Verteilungen fiir die aktuellen
Suchpunkte beider Algorithmen vor dem ¢-ten Schritt. Wir gehen daher im Folgen-
den davon aus, dass beide Algorithmen in Schritt ¢ den gleichen aktuellen Suchpunkt
haben.

Sei z ein beliebiger aktueller Suchpunkt beider Algorithmen in Schritt ¢. In Schritt
t arbeitet A;_1 wie der (14+1)* EA und A; wie der (141) EA; danach arbeiten beide
Algorithmen wie der (1+1)* EA. Wir betrachten nun die erwartete restliche Opti-
mierungszeit abhingig von z zum Zeitpunkt ¢ und zeigen, dass wir fiir A;—; und
Ay die gleiche obere Schranke herleiten konnen. Dabei verwenden wir unser Wissen
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iiber Abschétzungen, wie sie in den Rechnungen von Theorem 10 und dem Drift-
Argument in Lemma 6 verwendet werden.

Sei pg, die Wahrscheinlichkeit, dass der (1+1) EA ausgehend vom Suchpunkt z in
der néichsten Generation y als aktuellen Suchpunkt hat. Analog sei p; , die Wahr-
scheinlichkeit, dass der (1+1)* EA ausgehend vom Suchpunkt z in der nichsten
Generation y als aktuellen Suchpunkt hat. Mit T (+) notieren wir die restliche Lauf-
zeit des angegebenen Algorithmus ab Generation ¢, wenn z der aktuelle Suchpunkt
in Generation t ist.

Wir betrachten nun den Ubergang von z nach y und fithren E(T%(4;_1)) auf die
bedingte erwartete restliche Optimierungszeit E(T;H(-)) ausgehend von y zurtick.
Da die Optimierungszeit nur vom aktuellen Suchpunkt, nicht aber von vergangenen
Suchpunkten abhingt, ist E(T;*‘l(-)) unabhingig von z. Zweitens ist es egal, ob wir
die erwartete restliche Optimierungszeit E(T/!(-)) auf A;_; oder auf A; beziehen,
da beide Algorithmen ab Generation ¢ + 1 gleich arbeiten.

Fiir die erwartete restliche Optimierungszeit von A;_; gilt:

E(Ti(Aim1)) = z Py BT, (A)
ye{0,1}»
< Z Pry - Eoly)
ye{0,1}n
n—cp(y)l
<DL Paye150ne Yo - (%)
ye{0,1}» i=1

Dabei ist E,,) die in Theorem 10 definierte worst-case erwartete Optimierungszeit
des (14+1)* EA unter allen Suchpunkten mit gleichem ¢-Wert. Die zweite Unglei-
chung folgt aus Theorem 10. Beide Ungleichungen lassen sich anwenden, da sich
E(T/"1(Ay)) auf A; bezieht und A; ab Generation ¢ +1 wie der (14+1)* EA arbeitet.

Analog gilt fiir die erwartete restliche Optimierungszeit von A;:

E(TH(A)) = Y. pey BT (A))
ye{0,1}"
< Z Py Epy)
ye{0,1}»
n—tp(y)l
<D Pay-150n- Y = (k%)
ye{0,1}7 -1

Wichtig ist, zu erwdhnen, dass die soeben verwendeten Ungleichungen im gleichen
Zusammenhang auch beim Beweis der Schranke fiir E,,) verwendet werden. In
Theorem 10 (und dem dort verwendeten Drift-Argument in Lemma 6) greifen wir
implizit auf die gleichen Ungleichungen zuriick, um die Laufzeit ab dem Suchpunkt x
abzuschitzen. Wenn wir also hier ebenfalls diese Ungleichungen anwenden, verlieren
wir nichts Wesentliches, denn auch aus dem abgeschitzten Ausdruck (x) ldsst sich
die Schranke aus Theorem 10 herleiten.
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Es kann sogar sein, dass die Ungleichungen (%) und (**) schirfer sind als die Un-
gleichungen, die fiir den gleichen Schritt in Theorem 10 verwendet werden: Falls vor
y ein Suchpunkt z mit einem héheren Rekordwert ¢(z) = m > ¢(y) erreicht wurde,
wird in Theorem 10 die erwartete Wartezeit auf einen erfolgreichen Schritt nach oben
durch en - )77 7™ 1/i abgeschiitzt statt durch den kleineren Wert en - Z?:_fp(y) 1/i
wie in (%) und (*x).

Wenn wir nun zeigen konnen, dass der abgeschitzte Ausdruck (xx) fiir A; nicht
grofler ist als (), konnen wir fiir A; die gleiche obere Schranke herleiten wie fir
Ay 1. Damit wire unser Ziel erreicht, die Schranke fiir A; 1 auf A; zu iibertragen.

!
Die zu zeigende Behauptung ,,(x%) < (x)“ formen wir nun Schritt fiir Schritt um

in einen leichter zu analysierenden Ausdruck. Die vorhin aufgestellten Formeln fiir
E(TL(-)) fiihren die erwarteten restlichen Optimierungszeiten ausgehend von x auf
die bedingten erwarteten restlichen Optimierungszeiten ausgehend von allen mégli-
chen Folgesuchpunkten y zuriick. Dies war notwendig, um mit den aus dem Beweis
von Theorem 10 bekannten Abschitzungen eine geschlossene Formel fiir E(T.(+)) zu
erhalten.

Fiir das weitere Vorgehen ist aber eine andere Schreibweise interessanter, die nur die
Suchpunkte y beriicksichtigt, die vom (141) EA akzeptiert werden, vom (1+1)* EA
1

aber nicht. Daher werden wir nun die Behauptung ,,(+%) < (%) Schritt fiir Schritt in
eine solche Schreibweise iiberfithren und von beiden Seiten die Terme subtrahieren,
die fiir beide Algorithmen gleich sind.

!
Zunichst einmal teilen wir beide Seiten von ,,(**) < (x)“ durch 150n:

n—p(y) | n—p(y) 1
D by 180n- Yoo < D7 ph,150ns Y0 o
ye{0,1}n i=1 ye{0,1}» i=1
n—e(y) 1 y n—o(y) 1
ye{0,1}” i=1 ye{0,1}~ i=1

Sei Y die Menge aller Suchpunkte, die vom (14+1) EA akzeptiert werden, vom
(141)* EA aber nicht. Falls Y = (, ist nichts zu zeigen, da sich beide Algorithmen
gleich verhalten. Wir gehen daher im Folgenden davon aus, dass Y # {).

Beim Ubergang zu einem Suchpunkt y # z,y ¢ Y verhalten sich beide Algorithmen
gleich, da sowohl der Mutationsoperator als auch das Akzeptanzkriterium hier glei-
chermafien arbeiten. Daher gilt p,, = p} , fiir y # z und y ¢ Y und wir kénnen alle
Summanden mit y ¢ Y U {z} von den Summen auf beiden Seiten subtrahieren. Wir
erhalten:

n—p(y) 1 n—p(y) 1
Z Dz,y - Z - < Z p;,y : Z -
yeYU{z} =1 " yeYU{z} iz

Die Wahrscheinlichkeiten py , fiir y € Y sind allesamt 0, da y nach Definition von
Y vom (141)* EA nicht akzeptiert wird. Wenn wir diese Summanden mit Wert 0
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weglassen, erhalten wir die Ungleichung

n—p(y) 1 n—y(z) 1
)DIFTED SN DI
yeYU{z} i=1 i=1

Wie grof} ist p; ,7 Wir betrachten alle Zufallsentscheidungen, die bei der Mutati-
on von z getroffen werden: Der (1+1)* EA erreicht den Suchpunkt z genau dann,
wenn der (1+1) EA einen Suchpunkt y € Y erreicht (dieser wird vom (14+1)* EA
verworfen) oder wenn der (1+1) EA beim Suchpunkt x verbleibt. Daher gilt

p;,z = Z Pzy + Pz,z-
Yyey

Wenn wir dies einsetzen und anschlieflend von beiden Seiten p; - Z?:_fp(m) 1/i sub-
trahieren, erhalten wir folgende Ungleichung (+):

n—p(y) 1 n—p(z) 1
S o 5 (St Y
yeYU{z} i=1 yey =1
n—p(y) 1 n—p() 1
S X L E T Y b )
yey =1 yey =1

!
Dies ist die angekiindigte alternative Schreibweise fiir ,, (%) < (x)“, deren Semantik

man sich leicht wie folgt erklidren kann. Mit Wahrscheinlichkeit p,, fiir y € Y geht
der (1+1) EA nach y iiber und die erwartete restliche Optimierungszeit hingt von y
ab. Mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p; , wird beim (141)* EA der gleiche Nach-
komme y erzeugt und verworfen, so dass die restliche erwartete Optimierungszeit
nun von z abhingt.

Zu zeigen ist also nun die Ungleichung (+4), die fiir die folgenden Rechnungen ein
1

handlicheres Format hat als die Ungleichung , (%) < (¥)“. Trotzdem sind wir mit
unseren Umformungen noch nicht am Ende; wir werden Ungleichung (+) nun in
eine Form iiberfiithren, wie wir sie von Drift-Argumenten her kennen. Anschlieflend
leiten wir aus der erwarteten Drift in Schritten, in denen sich der (14+1) EA und
der (1+1)* EA unterscheiden, eine zweite Aussage ab, mit der wir Ungleichung (+)
beweisen werden.

Wenn wir nun in (+) von beiden Seiten die rechte Seite subtrahieren, erhalten wir

n—p(y) 1 n—p(z) 1 .
pr,y' Zl 2_ Zl ; S 0.

yey

Die Summe kénnen wir in anderer Form schreiben und in eine Summe iiber d
iiberfithren, wie wir sie von Drift-Argumenten her kennen. Sei A das Ereignis, dass
ein Schritt des (1+1) EA erfolgreich ist und A* das Ereignis, dass ein Schritt des
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(141)* EA erfolgreich ist. Wenn y der in einem Schritt erzeugte Nachkomme ist, ist
das Ereignis y € Y dquivalent zum Ereignis A\ A*. Sei D; := ¢(y) — ¢(z), dann gilt

n—o(y) 1 n—o(x)

1 !
chc,y' Z ;_ ; < 0

yey =1 i=

0o 1 |
g Z Z Pz,y - . ; - . ; < 0
d=—00y€Y,Dy=d =1 =1
) n—p(z)—d 1 n—p(z) 1 |
& ) Prob(D, =d, A\ A%)- . D D 0
d=—o0 1=1 =1

n—o(z)—d 1 n—y(xz) 1
he(d) := Y i 7
i=1 i=1

Damit lisst sich die Ungleichung (+) schreiben als

i Prob(D, = d, A\ A*) - hy(d) é 0 (++)

d=—00

Die Behauptung ,,(+%) < (x)* ist also dquivalent zu Ungleichung (++), die noch zu
zeigen ist. Wir werden nun mit Hilfe der erwarteten Drift in Schritten, die nur vom
(14+1) EA akzeptiert werden, eine dhnliche Ungleichung (4 + +) herleiten und dann
mit Hilfe eines analytischen Arguments zeigen, dass sich (++) aus der Ungleichung
(+ + +) herleiten lisst.

Alle Schritte, die fiir den (141)* EA erfolgreich sind, sind auch fiir den (14+1) EA
erfolgreich. Was passiert in Schritten, die fiir den (1+1) EA erfolgreich sind, fiir den
(1+1)* EA aber nicht? Nach Definition des (1+1)* EA muss in einem solchen Schritt
eine Mehrheit um mehr als 1 wachsen oder es miissen mindestens zwei Mehrheiten
wachsen.

Wie sieht in solchen Schritten die erwartete Drift aus? In einer oder zwei Cliquen
wéchst die Mehrheit insgesamt um mindestens 2. Selbst wenn wir davon ausgehen,
dass jedes weitere flippende Bit das Potenzial senkt, ist die erwartete Zahl negativ
flippender Bits kleiner als 1. (Hier wenden wir wieder das pessimistische Szenario
aus Abschnitt 3.2.3 an.)

Also gilt
E(Dy| A\ A") > 1.

(Hier verzichten wir auf die Bedingung D, < 1, da wir die erwartete Drift in fol-
genden Rechnungen und nicht im Zusammenhang mit Lemma 6 anwenden wollen.)
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Zweitens wissen wir, dass sich die bedingte erwartete Drift ausfiihrlich schreiben
lasst als

(o]
E(D; | A\ A%) Def- Z Prob(D, =d | A\ A*) -d
d=—00
1 o0
N W'd;ooProb(Dx =d,A\ A% -d

Zusammen gilt

1 [e.e]
. P D,.=d A\ A" . 1
PR 2 PP = A >
(e e]
& ) Prob(D,=d,A\ A*)-d > Prob(A\ A%

d=—o0

[e.e]
= ) Prob(D,=d,A\ A*)-d > 0.

d=—00

Die gewiinschte Ungleichung (+ + +) erhalten wir nun, indem wir beide Seiten mit
einer Konstanten a < 0 multiplizieren, deren Wert wir spéter festlegen werden.

e e]
S Prob(D, =4, AV A)-a-d S0 (44 )

d=—o00

Zum Vergleich fithren wir nun die hergeleiteten Ungleichungen (++) und (+ + +)
auf.

o0 !

> Prob(Dy =d, A\ A*)-hy(d) < 0 (++)

d=—00
o0
> Prob(Dy=d, A\ A*)-a-d < 0 (+++)
d=—00
Wie man sieht, unterscheiden sich die Ungleichungen genau darin, dass die Wahr-
scheinlichkeiten in der Summe einmal mit der Funktion h;(d) und einmal mit der
Funktion a - d multipliziert werden. Die Funktion h,(d) ist in ihrem Definitionsbe-
reich streng monoton fallend, konkav und hat als Nullstelle den Wert h,(0) := 0.
Damit zeigen wir, dass wir a < 0 so wihlen konnen, dass fiir alle d gilt: h;(d) < a-d.

Anschaulich kann man dies wie folgt begriinden (siehe Abbildung 3.1): Wir stellen
uns vor, hy(d) wire nicht nur auf einer Teilmenge ganzer Zahlen definiert, sondern
erweitern h;(d) gedanklich durch eine Ausgleichskurve zu einer stetigen, konkaven
und monoton fallenden Funktion A, (d). Dann kénnen wir a als Ableitung von kg an
der Stelle d = 0 wéhlen, so dass a-d die Tangente zu hy an der Stelle d = 0 darstellt.
Die Funktion hg liegt iiberall unter oder auf ihrer Tangente, so dass hz(d) < a - d
gilt. Da h, streng monoton fallend ist, ist die Steigung der Tangente negativ und
a <0.
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0.4+

02+

0 'd
024
0.4+ ' = a - d
06+ hz ( d) ks

Abbildung 3.1: Die beiden Funktionen h,(d) und a-d in einem beispielhaften Szenario
mit 7 = 100 und ¢(z) = 80.

Da h; nur auf einer Teilmenge der ganzen Zahlen definiert ist, bleiben uns bei
der Wahl der Konstanten a im Gegensatz zu hg sogar noch mehr Freiheiten, da
hz(d) < a - d nur noch fiir den Definitionsbereich von h, gelten muss. Nebenbei sei
erwihnt, dass a nicht iiber alle Szenarien hinweg konstant gewihlt werden kann,
sondern dass a von n und ¢(z) abhingt.

Nun ist es leicht, aus (+ + +) die Ungleichung (++) zu folgern:

i Prob(Dy = d, A\ A*) - hy(d)

d=—00
he<a-d R
<Y Prob(D, =d, A\ A")-a-d
d=—o0
(+++)
< 0

Damit haben wir gezeigt, dass die obere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit
von A;_1 auch fiir A; gilt. O

Fiir die erwarteten Optimierungszeiten aller Algorithmen der Folge Ay, ... gilt also
die obere Schranke O(nlogn) und damit auch fiir den (141) EA. Dies gilt auf
allen Cliquengraphen mit 1 < k < n/16 gleich grofien unabhingigen Cliquen. Auf
Cliquengraphen mit mehr als n/16 gleich grofien unabhingigen Cliquen folgt die
Schranke O(nlogn) aus Theorem 8.

Insgesamt haben wir also auf allen Cliquengraphen mit gleich groflen unabhéngi-
gen Cliquen eine Schranke von O(nlogn) fiir die erwartete Optimierungszeit des
(141) EA gezeigt.
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3.3 Die Analyse zweier verbundener Cliquen

In diesem Abschnitt wollen wir nun den (141) EA auf einem Cliquengraphen G =
(V,E) mit n := |V| > 6 Knoten analysieren. Dieser enthilt zwei Cliquen Ci,Cs
der Grofle n/2, die durch eine Briickenkante miteinander verbunden sind. (Welche
Knoten Endpunkte der Briickenkante sind, spielt keine Rolle, da alle Knoten einer
Clique austauschbar sind.)

Man kann sich leicht iiberlegen, dass alle Farbungen, bei denen beide Cliquen jeweils
einheitlich gefirbt sind, lokale (oder globale) Optima sind, da jede 1-Bit-Mutation,
die ein Bit einer einheitlich gefirbten Clique flippt, die Fitness senkt (vorausgesetzt,
die Cliquen enthalten mindestens n/2 > 3 Knoten).

Es gibt vier Farbungen, die die zwei Cliquen jeweils einheitlich firben. Zwei von ih-
nen sind global optimal, da sei beide Cliquen mit der gleichen Farbe firben. Die zwei
Féarbungen, die beide Cliquen einheitlich, aber mit verschiedenen Farben firben, sind
rein lokale, nicht globale Optima, da die Briickenkante zweifarbig ist. Die Fitness-
landschaft der Ising-Funktion auf G ist daher multimodal und enthélt vier Optima,
zwei rein lokale und zwei globale Optima, die symmetrisch im Suchraum verteilt
sind und zueinander einen Abstand von n/2 oder n haben.

Wenn die Briickenkante nicht wire, wiirde der (14+1) EA einen Suchpunkt, in dem
beide Cliquen mit verschiedenen Farben gefirbt sind, mit Wahrscheinlichkeit 1/2
erreichen. Die Briickenkante gibt leichte Hinweise dahin gehend, beide Cliquen mit
der gleichen Farbe zu firben, so dass die Wahrscheinlichkeit, einen Suchpunkt mit
verschieden gefirbten Cliquen zu erreichen, dadurch verdndert wird. Unter allen
Moglichkeiten, die zwei Cliquen miteinander zu verbinden, gibt eine einzelne Brii-
ckenkante jedoch die wenigsten Hinweise darauf, beide Cliquen einheitlich zu firben.
Daher ist es plausibel, dass die Wahrscheinlichkeit, eine Firbung mit zwei ver-
schieden gefirbten Cliquen zu erreichen, nur leicht absinkt, wenn wir eine einzelne
Briickenkante einfiigen.

Konkret wollen wir im Folgenden zeigen: Die Wahrscheinlichkeit, dass der (14+1) EA
lokales Optimum mit verschieden gefirbten Cliquen erreicht, betrigt immer noch
mindestens 1/2 — o(1).

Beweisideen

Der Beweis folgt den Ideen von Wegener und Witt [22], die eine vergleichbare Fit-
nessfunktion analysieren und dazu die in Abschnitt 1.5.4 vorgestellte Methode des
typischen Laufs verwenden. In typischen Liufen entscheidet sich in einer ersten, kurz-
en Phase, in welche Richtung der Optimierungsprozess lauft, d. h. ob sich der aktuelle
Suchpunkt des (1+1) EA einem lokalen oder einem globalen Optimum annihert.

Wenn einmal eine solche Entscheidung getroffen ist und der aktuelle Suchpunkt einen
geniigend grofilen Abstand von den anderen Optima hat, sind aufgrund der vorlie-
genden Fitnesslandschaft grofle Spriinge nétig, um diese Entscheidung riickgingig zu
machen und sich einem anderen Optimum anzunédhern. Daher erreicht der (1+1) EA
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in einer zweiten Phase mit hoher Wahrscheinlichkeit das Optimum, dem er nach der
ersten Phase am néchsten war.

Die Ising-Funktion auf einem Graphen G mit zwei verbundenen Cliquen lisst sich
auf eine dhnliche Art analysieren. In einer ersten Phase wollen wir sicher stellen,
dass sich ausreichend grofie Mehrheiten heraus kristallisieren; Phase 1 wird daher
dann beendet, wenn beide Mehrheiten ausreichend grof} sind. In einer zweiten Phase
stellen wir sicher, dass sich diese beiden Mehrheiten auch durchsetzen, d.h. dass
beide Cliquen in Phase 2 einheitlich mit den Mehrheitsfarben gefirbt werden, die
sich in Phase 1 heraus kristallisiert haben.

In beiden Phasen eines typischen Laufs spielen dabei die Mehrheiten maj(z, C;) und
maj(z,Cy) eine grofie Rolle, da sie den Abstand zu alternativen Optima angeben:
Je hoher eine Mehrheit maj(z, C') mit Mehrheitsfarbe ¢ € {0,1}, um so grofer ist
der Abstand zu dem Optimum, bei dem C' einheitlich mit der anderen Farbe 1 — ¢
gefirbt ist. Ein grofler Abstand zu alternativen Optima ist in Phase 2 wichtig, da wir
dort sicher stellen wollen, dass das einmal angepeilte Optimum tatséchlich erreicht
wird. Falls Mehrheiten kippen, bedeutet dies, dass der (14+1) EA sich zu einem
alternativen Optimum orientiert und der Lauf nicht mehr typisch ist.

Daher wollen wir im Folgenden moglichst hohe Werte fiir beide Mehrheiten sicher
stellen, um die Wahrscheinlichkeit kippender Mehrheiten gering zu halten.

Experimente lassen darauf schlieflen, dass typischerweise eine Clique deutlich ,in
Fihrung liegt“, d. h. eine erkennbar grofere Mehrheit besitzt als die andere Clique.
Allgemein bezeichnen wir die Clique mit groflerer Mehrheit als die fiihrende Cli-
gque und die Clique mit kleinerer Mehrheit als zurick liegende Clique; falls beide
Mehrheiten gleich grof sind, wird eine beliebige Clique als zuriick liegende Clique
bezeichnet, die andere als fithrende Clique.

Wir zeigen zuerst drei Aussagen, die wir anschliefend verwenden werden, um die an-
gestrebte Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit, ein lokales Optimum mit verschieden
gefirbten Cliquen zu erreichen, zu zeigen.

Zum einen gibt es eine einfache untere Schranke fiir die Mehrheit der jeweils fithren-
den Clique. Dies ist plausibel, denn wenn beide Mehrheiten zu klein werden, sinkt
die Fitness.

Zweitens betrachten wir die jeweils zuriick liegende Clique. Da dort am meisten
Minderheitsbits zu finden sind, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit hoch, dass eine
glinstige 1-Bit-Mutation ein Minderheitsbit aus der zuriick liegenden Clique trifft.
Wir kénnen unter bestimmten Bedingungen zeigen, dass die zuriick liegende Clique
in erfolgreichen Schritten eine erwartete Drift von (1) hat.

Dadurch wird es unwahrscheinlich, dass die Mehrheit der zuriick liegenden Clique
sehr kleine Werte annimmt: Wenn wir grofie und damit sehr unwahrscheinliche
Spriinge ausschlieBen, muss die Mehrheit in vielen kleinen Spriingen ,gegen den
Strom schwimmen®, um einen kleinen Wert zu erreichen. Wir werden in einer drit-
ten Aussage zeigen, dass dies sehr unwahrscheinlich ist.
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3.3.1 Lemma zur Mehrheit der fiihrenden Clique

Zuerst zeigen wir fiir unseren Graphen mit zwei verbundenen Cliquen eine untere
Schranke fiir die Mehrheit der jeweils fithrenden Clique. Gegeben zwei Suchpunkte
z,y mit f(y) > f(z), dann wollen wir zeigen, dass die maximale Mehrheit in y nach
unten beschrinkt ist durch ¢(z)/2 — 1. Der Term ,,—1“ entsteht dadurch, dass wir
den winzigen, aber dennoch vorhandenen Einfluss der Briickenkante beriicksichtigen.

Das folgende Lemma beweisen wir durch Kontraposition und nutzen dazu folgende
einfache Beobachtung aus: Wenn die maximale Mehrheit in y kleiner ist als ¢(z)/2—
1, sind beide Mehrheiten kleiner als ¢(z)/2 — 1 und man kann leicht zeigen, dass die
Fitness von y dann kleiner ist als die Fitness von z.

Lemma 7. Gegeben ein Cliguengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und zwei
disjunkten Cliquen C1,Cy der Grifie n/2, die durch genau eine Briickenkante ver-
bunden sind. Sei f := Ising, und z,y € {0,1}" Suchpunkte mit f(y) > f(z), dann
gilt
p(z)

2

max{maj(y, C;)} >

Beweis. Die Mehrheiten der einzelnen Cliquen gehen quadratisch in die Fitness ein.
Sei B(c) := (5) + ("/g_c) fiir n/4 < ¢ < n/2, dann entspricht B(c) dem Beitrag einer
Clique C mit maj(z,C) = ¢ zur Fitness und es ist

c\C — n — C)\N — C— n2 n c'n
B =D 2002w n e

Weiter sind die Werte B(c) streng monoton in c:

B(c+1) > B(c)

1) . .
@—W+(c+1)2 > —%jhcz

<:>—g+2c+1 >

0
S2c+1 > g

Die letzte Ungleichung gilt, da trivialerweise ¢ > n/4.

Bei festem Potenzial ¢(z) ist die Fitness von z minimal, wenn die Briickenkante
zweifarbig ist und alle Mehrheiten annidhernd gleich grofl sind, d.h. wenn beide
Cliquen Mehrheiten von |¢(z)/2] und [¢(x)/2] haben. Letzteres lisst sich leicht
einsehen: Wenn beide Mehrheiten betraglich eine Differenz von mindestens 2 haben,
0.B.d. A. maj(z,C;) — maj(z,C2) < —2, kann eine 2-Bit-Mutation, die die grofere
Mehrheit maj(z, Cy) senkt und die kleinere Mehrheit maj(z, C;) erhoht, die Fitness
senken. Angenommen, z’ entsteht aus z durch eine solche 2-Bit-Mutation, dann gilt
mit unseren Voriiberlegungen aus Abschnitt 3.1.1

f(@) = f(z) = (2maj(z,C1) —n/k+ 1)+ (n/k —2maj(z,Cs) + 1)
= 2(maj(z,C1) —maj(z,Cs)) + 2
< -2
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So lange die Mehrheiten nicht anndhernd gleich grof8 sind, lisst sich also noch ein
anderer Suchpunkt mit kleinerer Fitness finden.

Also gilt
f(z) = B(le(x)/2]) + B(l¢(z)/2]).

Wir zeigen die Behauptung max;{maj(y, C;)} > ¢(z)/2 — 1 durch Kontraposition.
Angenommen, max;{maj(y, C;)} < ¢(z)/2— 1. Dann ist die Fitness von y maximal,
wenn die Briickenkante einfarbig ist und alle Mehrheiten den Wert ¢ := [p(x)/2] —2
annehmen, den gréfiten ganzzahligen Wert kleiner als ¢(z)/2 — 1. Also gilt

fly) £2-B(o) + 1.

Da B(c) < B(c+1) und B nur ganzzahlige Werte annimmt, gilt B(c) < B(c+1)—1
und 2-B(c)+1<2-B(c+1)—1<2-B(c+1). Zusammen mit c+ 1 < |¢(z)/2]
gilt

fly) < 2-Blc+1) < B(le()/2]) + B(Tp(x)/2]) < f(=),
Widerspruch zu f(y) > f(z). O

3.3.2 Eine untere Schranke fiir die Drift der zuriick liegenden Cli-
que

Lemma 7 wird uns helfen, fiir die fiihrende Clique ausreichend groie Mehrheiten zu
garantieren. Daher wenden wir uns nun der zuriick liegenden Clique zu. In relevanten
Schritten wird mindestens eine Mehrheit veréndert. Fast alle relevanten Schritte
sind auch erfolgreich, d.h. eine der beiden Mehrheiten wird erhéht. Es gibt nur
wenige , pathologische“ Schritte, die relevant, aber nicht erfolgreich sind (d. h. beide
Mehrheiten konnen nur sinken); um diese werden wir uns aber erst spéter kiimmern.
Vorerst konzentrieren wir uns auf die Effekte in erfolgreichen Schritten.

Wir betrachten im Folgenden einen einzelnen erfolgreichen Schritt und seine Aus-
wirkungen auf die Mehrheit der zuriick liegenden Clique. Dabei ist es uns egal, ob
die zuriick liegende Clique auch nach dem Schritt noch zuriick liegend ist oder ob
die Cliquen ihre Rollen tauschen.

Vergleicht man die Auswirkungen eines erfolgreichen Schritts auf die Mehrheiten
der fithrenden Clique und der zuriick liegenden Clique miteinander, kann man zwei
widerstreitende Effekte ausmachen.

e Bitflips in der fithrenden Clique haben im Allgemeinen ein héheres Gewicht
als Bitflips in der zuriick liegenden Clique.

Beispielsweise wird eine 2-Bit-Mutation, die die Mehrheit der fithrenden Clique
erh6ht und die Mehrheit der zuriick liegenden Clique senkt, stets akzeptiert, da
die Clique mit gréBerer Mehrheit ein hoheres ,, Gewicht* hat. Anders herum
wird eine 2-Bit-Mutation, die die Mehrheit der fithrenden Clique senkt und
die Mehrheit der zuriick liegenden Clique erhoht, nicht akzeptiert, falls die
Differenz der Mehrheiten betraglich mindestens 2 betréigt (dies haben wir im
Beweis von Lemma, 7 gezeigt).
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e Dem niedrigeren ,,Gewicht“ der zuriick liegenden Clique steht entgegen, dass
es in der zuriick liegenden Clique mehr Minderheitsbits gibt.

Fiir den Mutationsoperator ist es leichter, einen Nachkommen zu erzeugen, in
dem die Mehrheit der zuriick liegenden Clique erh6ht wird, als einen Nachkom-
men zu erzeugen, indem die Mehrheit der fithrenden Clique erh6ht wird. Dies
gilt wohlgemerkt nur fiir die rein , mechanische Mutation vor der Selektion,
bei der die Einfliisse beider Cliquen auf die Fitness ins Spiel kommen.

Insgesamt wird die zuriick liegende Clique durch den Mutationsschritt bevorteilt,
durch die unterschiedlichen Einfliisse auf die Fitness aber benachteilt.

Nun wollen wir zeigen, dass die zuriick liegende Clique in erfolgreichen Schritten
eine erwartete Drift von €2(1) hat, falls die Mehrheit der zuriick liegenden Clique
klein ist. Die Diskussion iiber die widerstreitenden Effekte soll verdeutlichen, dass
diese Aufgabe nicht so einfach ist, wie sie zundchst aussehen mag.

Der folgende Beweis enthilt eine Rechnung, die aus einer langen Kette aneinander
gereihter Abschitzungen besteht. Diese Abschéitzungen sind entweder einfach oder
sie werden entsprechend motiviert und erklirt. An manchen Stellen verweisen wir
auf die Erkenntnisse von Lemma 5, in dessen Beweis wir Aussagen dariiber machen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit die Mehrheit einer Clique erhéht wird. Es sei daran
erinnert, dass eine Mehrheit entweder dadurch erh6ht werden kann, dass in der ent-
sprechenden Clique mehr Minderheitsbits flippen als Mehrheitsbits, oder dadurch,
dass die aktuelle Mehrheit der Clique kippt und die neue Mehrheit gréfler ist also
die alte Mehrheit.

Lemma 8. Gegeben ein Cliguengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und zwei
Cliguen Cy,Cy der Grifle n/2, die durch eine Brickenkante verbunden sind, und ein
Suchpunkt € {0,1}"™. Fir eine Clique, 0. B.d. A. fir C1, seien die Ungleichungen
maj(z,C1) < maj(z,Cs) und maj(z,C1) < (13/50)n erfillt.

Sei A das Ereignis, dass ein Schritt des (1+1) EA auf f := Isingg erfolgreich ist und
x' der Suchpunkt, der im Mutationsschritt aus x erzeugt wird (vor der Selektion).
Weiter sei D; := maj(z’,C;) — maj(z, C;) firi € {1,2}.

Dann gilt fiir ausreichend grofie n:

E(D; | A.D; <1) > —.
(D1 ] 4, 1—)—200

Beweis. Zuerst formen wir den bedingten Erwartungswert E(D; | A,D; <1) um:
o0
E(Dy|A,D1<1) = 3 Prob(Di=d|A,Di<1)-d
d=—o0
<=~ Prob(D; =d,A,D; <1)
= 2 Prob(A4, D; < 1)

-d

1
1
~ Prob(4,D; <1) d:Z_ooProb(Dl =d,A)-d
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Der Summand fir d = 0 ist 0. Nur der Summand mit d = 1 ist positiv, daher
behandeln wir ihn getrennt von den Summanden mit d < 0. Mit der obigen Gleichung
kénnen wir nun eine Rechnung aufstellen, die wir im Folgenden Schritt fiir Schritt
weiter auflésen werden. Zunéchst multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit
Prob(A, D; < 1) und erhalten

E(D1 | A,Dl S 1) . PIOb(A,D1 S 1)

1
= ) Prob(Dy=d,A)-d

d=—00

= ) Prob(Dy=d,A)-d+Prob(D; =1,4) ()

Zunichst schitzen wir Prob(D; = d, A) fiir d < 0 ab, wenn also die Mehrheit von
C1 in einem erfolgreichen Schritt sinkt. Dies kann nur dann geschehen, wenn in der
anderen Clique (5 die Mehrheit steigt, da ansonsten der Schritt nicht erfolgreich ist.
Fiir einen erfolgreichen Schritt, der die Mehrheit in C; um d < 0 verdndert, sind
also notwendige Bedingungen, dass die Mehrheit in C5 steigt, die Mehrheit in C}
um d verdndert wird und der Schritt trotzdem erfolgreich ist. Fiir d < 0 gilt

{(Di=d}nNA C {Dy;>0}n{D1=d}NA C {Dy>0}n{D; =d}.

In der zweiten Inklusion verzichten wir auf die Bedingung A eines erfolgreichen
Schritts. Dies kann man wie folgt interpretieren. Wir kreieren ein pessimistisches
Szenario, indem wir davon ausgehen, dass jede Erhohung der Mehrheit von C5 alle
negativen Effekte von Bitflips in C; dominiert und somit ein Schritt, der die Mehrheit
in C senkt, trotzdem immer erfolgreich ist. Durch diese pessimistische Annahme
wird die Wahrscheinlichkeit von Schritten, die die Mehrheit in C; senken, h6chstens
grofer, wie die Inklusion zeigt.

Die Folge dieser Vereinfachung ist, dass die Ereignisse Dy > 0 und D; = d nun nicht
mehr an die Bedingung A eines erfolgreichen Schrittes gekoppelt sind. Da =’ der Mu-
tant vor der Selektion ist, betrachten wir bei den Verédnderungen beider Mehrheiten
nur die ,,mechanischen“ Auswirkungen des Mutationsschritts und abstrahieren von
den Effekten auf die Fitness.

Da der Mutationsoperator alle Bits unabhingig behandelt, sind die beiden Ereignisse
Dy > 0 und D; = d unabhiingig voneinander. Fiir d < 0 gilt daher

Prob(D; = d, A) < Prob(D; = d) - Prob(Dy > 0).

Wenn wir dies in () einsetzen, erhalten wir

E(D1 | A,D1 S 1) ' PI‘Ob(A,Dl S 1)

-1
)" Prob(D; = d) - Prob(D; > 0) - d + Prob(D; = 1, A)

d=—o00

Y

-1
= Prob(Dy >0)- Y Prob(Dy =d)-d+Prob(D; =1,4) (+x)

d=—00
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Das Ereignis A eines erfolgreichen Schritts taucht nur noch in der Wahrscheinlichkeit
Prob(D; = 1, A) auf. Diese schitzen wir nun nach unten ab. Wenn eine Mutation
die Mehrheit in C; um D; = 1 dndert und kein Bit aus der zweiten Clique flippt,
ist der Schritt erfolgreich. Also gilt

n/2
Prob(D1 = 1, 4) > Prob(Dy = 1) - (1 _ 1) .

Wir setzen die Rechnung an (%) fort und erhalten
E(D1 | A,D1 S 1) . PI‘Ob(A,Dl S 1)

—1 n/2
1
> Prob(Dy>0)- Y Prob(D; =d)-d+Prob(D; =1)- (1 — —) (x5)
d=—0o0 n
In diesem Ausdruck haben wir endgiiltig von allen Effekten der Fitness abstrahiert
und kiitmmern uns nun nur noch um die Wahrscheinlichkeiten ,, mechanischer“ Bit-

flips.

Als néchstes wollen wir die Summe iiber d abschétzen. Eine notwendige Bedingung
dafiir, dass D; um d < 0 verdndert wird, ist, dass in C; mindestens —d Mehrheitsbits
flippen. (Dies ist keine hinreichende Bedingung, da auch Minderheitsbits flippen
konnen und die Effekte flippender Mehrheitsbits neutralisieren kénnen. Zweitens ist
es auch moglich, dass die Mehrheit kippt und die aktuelle Minderheitsfarbe genau
die Mehrheit von maj(z,C;) + d erreicht.) Da es maj(z, C;) Mehrheitsbits in C;
gibt, gilt

Zusammen mit der Voraussetzung maj(z,C1) < (13/50)n gilt

Prob(D; = d) < (g) - (_1d). < (g)_d : _id_

Fiir die Summe gilt dann

—1 —1 —d [es} d
13 13 13
= - > — —_— = — —_— = ——
E Prob(D; =d)-d > E (50) > (50) 37

d=—o0 d=—o0

Wenn wir dies in (**x) einsetzen, erhalten wir

E(D; | A, Dy <1, M,,) - Prob(4,D; < 1, M,,)

13 1\"?
> Prob(Dy > 0) - (_ﬁ) + Prob(D; =1) - (1 — 5) (55%)
Als nichstes wollen wir die Wahrscheinlichkeiten fiir Dy > 0 und D; = 1 aufldsen.
Der gewohnte Weg, dies zu tun, wire, eine obere Schranke fiir Prob(Dy > 0) ein-
zusetzen und eine untere Schranke fiir Prob(D; = 1). Als Schranken kénnte man
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ghnliche untere und obere Schranken wie im Beweis von Lemma, 5 entwickeln. Aller-
dings sind diese Schranken hier zu ungenau, da sie um einen Faktor 2e auseinander
liegen und somit der negative Anteil an der Formel gegeniiber dem positiven Anteil
mit Faktor 2e iiberbewertet wiirde.

Wir gehen daher anders vor und vergleichen die Wahrscheinlichkeiten beider Ereig-
nisse direkt miteinander. Dazu zeigen wir, dass

Prob(Ds > 0) < Prob(D; =1) + %
Zuerst gilt aufgrund der Voraussetzung maj(z,C;) < maj(z,Cs), dass es fiir den
Mutationsoperator leichter ist, in C; die Mehrheit zu erhéhen als in Cy (bzw. ge-
nau so schwer). Mit den Rechnungen in Lemma 5 folgt: Sowohl in dem Fall, dass
mehr Minderheitsbits als Mehrheitsbits flippen, als auch in dem Fall, dass Mehrhei-
ten kippen und dadurch die Mehrheit steigt, ist die Wahrscheinlichkeit des Muta-
tionsoperators, die Mehrheit von C; zu erh6hen, grofier als (genau so grofi wie) die
Wahrscheinlichkeit, die Mehrheit von Cy zu erhGhen.

Also gilt Prob(D; > 0) < Prob(D; > 0) und
Prob(Dy > 0) < Prob(D; > 0) = Prob(D; = 1) + Prob(D; > 1).

Eine notwendige Bedingung fiir das Ereignis D1 > 1 ist, dass mindestens zwei Min-
derheitsbits flippen (Fall 1) oder dass die Mehrheit kippt und dabei mindestens
2maj(z,C1) — n/2 + 2 Mehrheitsbits flippen (Fall 2). Die Wahrscheinlichkeit fiir
Fall 2 ist nicht grofler als die Wahrscheinlichkeit fiir Fall 1, dass mindestens zwei
Minderheitsbits flippen. (Fiir maj(z, C1) = n/4 sind die Wahrscheinlichkeiten gleich
grof}, bei steigender Mehrheit fallt die Wahrscheinlichkeit fiir Fall 2 schneller als die
fiir Fall 1, siehe Beweis von Lemma, 5.) Also gilt

Prob(D; >1) < 2. (n/2—maj($,01)) 1
- 2

(n/2 - maj(gc,ca))2 .

n

-4

In der letzten Ungleichung haben wir die triviale untere Schranke maj(z,C;) > n/4
verwendet. Insgesamt haben wir Prob(Dy > 0) < Prob(D; = 1) + 1/16 gezeigt und
damit konnen wir (x***) weiter vereinfachen.

E(D1 | A,D1 S 1) . PI‘Ob(A,Dl S 1)

AN

> Pr()b(D2 > O) . _— + F I()b(D] — ) . ] — — /
> I IOb(L 1 1) Py + PI‘()b(D] = |) ] — — /

1\"? 13 13
Prob(D;=1)- [ (1-=) —=]- -2
rob(Dy = 1) (( n) 37 )~ 592
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Der geklammerte Term ist fiir ausreichend grofle n positiv. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit Prob(D; = 1)? Eine hinreichende Bedingung fiir das Ereignis D1 = 1
ist eine Mutation, die eines von n/2 — maj(z, C1) Minderheitsbits in C; flippt und
die iibrigen n/2 — 1 Bits von C nicht flippt. Daher gilt

N : n/2—1
Prob(D; = 1) > "2, (1 - %) |
n

Mit dieser Abschitzung erhalten wir

E(D1 | A,Dl S 1) . PI‘Ob(A, Dl S 1)

S m2omei(eCy) (NPT (0 1\ _18) 18
- ) n i) 37 592
_ n2-maj@Cy) (VP18 () 1\ 18
N n n 37 n 592

. n/2-majz,C1) (1 13 1_1'“* 13
- n e 37 n 592

Der Term (1 — 1/n)™?~! konvergiert gegen e /2. Fiir ausreichend grofie n kénnen
wir die duflere Klammer nach unten abschitzen durch

1 E - l n/2—1 . 1
e 37 n = 4el/2’

Damit haben wir folgende Abschétzung fiir E(D; | A, D; < 1) erreicht:

S 1 n/2 —maj(z,C;) 1 13
~ Prob(A4,D; <1) n 4el/2 592

E(D; | A,D; <1)

Als néchstes wollen wir 1/ Prob(A, D; < 1) nach unten abschétzen. Zuvor miissen
wir jedoch noch nachweisen, dass der geklammerte Term nicht negativ ist. Dies lisst
sich mit der Voraussetzung maj(z,C1) < (13/50)n zeigen:

n/2 —maj(z,Cy) 1 13 Vor. n/2—(13/50)n 1 13
. - > . -2
n 4el/2 592 T n 4el/2 592
12 1 13
> — - —=——>0,0144.
~ 50 4el/?2 592
Wir sind nun fast am Ziel, es fehlt nur noch die untere Schranke fiir den Term
1/ Prob(A,D; < 1). Aus Lemma 5 wissen wir, dass sich Prob(A) nach oben durch

2 (n— ¢(z))/n abschitzen lisst. Daher gilt die Ungleichungskette

n—p(z)

R
Da fiir die Mehrheiten beider Cliquen maj(z,C1) < maj(z,Ce) gilt, gilt fur die
Minderheitsbits in beiden Cliquen n/2 — maj(z,C;) > n/2 — maj(z, C3) und damit
folgender Bezug zum Potenzial ¢: n/2 — maj(z,C1) > (n — ¢(x))/2. Es folgt

Prob(A4,D; <1) < Prob(4) < 2

Prob(A4,D; <1) < Q.L(’O('T) < 4_”/2—111&](35,(71)_
n n
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Unter Verwendung dieser Schranke erhalten wir

1 n/2 — maj(x, Ci 1 13
E(Di[A D<) 2 Prob(A,D; <1) ( / nJ( 3 4el/2 @)
n n/2 —maj(z,Cy) 1 13
4(n/2 — maj(z,Cy)) ( n 4e/2 @)
1 n 13
16el/2  4(n/2 — maj(z,Cy)) 592

>

Nun verwenden wir ein drittes Mal die Voraussetzung maj(z,C1) < (13/50)n:

B(Dy | A,Dr<1) o 1 n 13
PISPL=0 = q6el2 T 4(n/2 — (13/50)n) 592
1 n 13

16el/2  (24/25)n 592
1 2 13 3
16el/2 24 592 ~ 200°

3.3.3 Lemma: Die Mehrheitsfarbe setzt sich durch

Wir haben gezeigt, dass die zuriick liegende Clique bei kleinen Mehrheiten eine
erwartete Drift von ©(1) hat. In diesem Abschnitt wollen wir nun ein Anwendungs-
gebiet fiir diese Aussage entwickeln. Und zwar zeigen wir, dass es unwahrscheinlich
ist, dass die Mehrheit der zuriick liegenden Clique durch viele kleine Schritte stark
absinkt, wenn bereits ein geniigend grofler Vorsprung vorhanden ist und es eine
positive erwartete Drift gibt.

Diese Aussage gilt allgemein fiir alle Random Walks mit einer positiven erwarteten
Drift (wie gewohnt unter der Bedingung, dass der aktuelle Zustand nur um héchstens
1 wichst), so dass wir eine allgemeinere Formulierung der Aussage wihlen, die an das
Drift-Argument aus Lemma 6 angelehnt ist und auf einer Abbildung « basiert. Fiir
ein starkes Resultat brauchen wir als weitere Voraussetzung lediglich die Aussage,
dass wir keinen riesig groflen Sprung auf der a-Skala nach ,links“, also in Richtung
kleinerer Werte, machen.

Lemma 9. Gegeben ein Wert 0 < € < 1, ein zeithomogener Random Walk auf dem
Suchraum {0,1}" und eine Abbildung o von {0,1}" in ein Intervall [a,b] ganzer
Zahlen, a,b € 7:

a: {0,1}" - ZnN[a,b]
Wir betrachten nun ausgehend von einem Suchpunkt z° € {0,1}" eine Folge von

Schritten des Random Walks, in denen folgende Bedingungen erfillt sind:

o FEs kommt nicht vor, dass sich der a-Wert des jeweils aktuellen Suchpunkts in
einem Schritt um mindestens nc/? verringert.
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o Sei y der Suchpunkt, der ausgehend vom aktuellen Suchpunkt x im ndchsten
Schritt erreicht wird und Dy := a(y) — a(z) eine Zufallsvariable, die abhingig
von x die Verdanderung des a-Werts im ndchsten Schritt angibt. Den Wert r
definieren wir als

r:= min E(D;|D; <1).
z,a(z)<b

Dann soll gelten: r > ¢ > 0 fiir eine Konstante c.

In einem zusammenhdngenden Zeitintervall, in dem diese Bedingungen erfillt sind,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Suchpunkt z mit a(z) < a(z®) — n®/2 erreicht

wird, nach oben beschrdnkt durch n~—Un?).

Dies gilt auch dann, wenn zwischen zwei Schritten ein Suchpunkt durch einen an-
deren Suchpunkt mit gleichem «-Wert ersetzt wird.

Beweis. Zuerst definieren wir drei Ereignisse.

e Mit L bezeichnen wir das Ereignis, dass wir einen ,, Ausflug nach links“ machen
und ein Zustand mit einem a-Wert ,,weit links“ vom letzten Rekordwert fiir «
erreicht wird.

Formal definieren wir das Ereignis L wie folgt. Es gibt einen beliebigen Such-
punkt z, fiir den gilt: Ausgehend vom Suchpunkt z wird zu einem beliebigen
spiteren Zeitpunkt ein beliebiger Suchpunkt z mit a(z) < a(z) — n®/? er-
reicht, bevor ein beliebiger Suchpunkt y mit a(y) > «a(z) erreicht wird. Diese
Konstellation ist Abbildung 3.2 skizziert.

a(z)  alz) —n? a(z) afy)
Abbildung 3.2: Eine Skizze der a-Skala mit a-Werten von z,y und z.

e Das Drift-Argument in Lemma 6 besagt: Der Erwartungswert der Zeit Ty,
bis wir ausgehend von z mit a(z) < b einen Suchpunkt y mit a(y) > a(z)
erreichen, ist durch 1/r nach oben beschrinkt.

Mit Ereignis D (Delay) bezeichnen wir eine Verzogerung bei dieser Erhhung
des a-Werts: Ereignis D sei das Ereignis, dass Ty > n¢/%.

e Ereignis J (Jump) sei das Ereignis, dass wir in einem Schritt den a-Wert des
jeweils aktuellen Suchpunkts um mindestens n¢/# verringern.

Wir zeigen nun: Wenn wir einen Ausflug nach links machen und einen Suchpunkt z
weit links von z erreichen, folgt eines der beiden Ereignisse D und J. Beide Ereignisse
haben jeweils nur eine kleine Wahrscheinlichkeit, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Ausflug auch klein ist.

Angenommen, ein Ausflug nach links tritt ein und wir erreichen z von z aus, bevor
y erreicht wird. Wir betrachten die Zahl T' der Schritte, die wir benétigen, um von
z nach z zu gelangen, und unterscheiden zwei Fille.
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Fall 1: Falls T > n¢/%, bendtigen wir mindestens 1" Schritte, um einen Suchpunkt
y mit a(y) > a(z) zu erreichen. Es folgt eine Verzogerung bei der Erhchung
des a-Werts ausgehend von x und damit Ereignis D.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit von Ereignis D7 Wir wissen bereits, dass
E(T,) < 1/r ist. Nach Markoff hat daher Ereignis D eine Wahrscheinlichkeit

von hochstens )

Fall 2: Falls T < n¢/%, wird der a-Wert in weniger als n/* Schritten um mindestens
nt/2 gesenkt. Nach dem Schubfachprinzip folgt, dass dabei ein Schritt den a-
Wert um mindestens n¢/* senkt.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit eines solchen Sprungs? Dies lisst sich
aus der erwarteten Drift ablesen: Da wir in der Konstanten r > 0 durch die
Bedingung D, < 1 nur Erh6hungen um héchstens 1 beriicksichtigen und r
trotzdem gréfler als Null ist, konnen grofie Schritte nach links nur eine kleine
Wahrscheinlichkeit haben.

Dies werden wir im Folgenden ausnutzen. Zunichst formen wir die erwartete
Drift um.

o0
E(D;| Dy <1) = 3 Prob(D,=d|D,<1)-d
d=—00
i Prob(D, = d, D, < 1)
Prob(D, <1)

-d

Angenommen, die Wahrscheinlichkeit, um mindestens s nach links zu springen,
wére mindestens 1/s. Dann machen die Summanden mit d < —s in der Summe
iiber d zusammen einen Wert von hochstens 1/s - (—s) = —1 aus. Wenn wir
alle Summanden mit nichtpositiven Werten gréfier als —s weglassen, erhalten
wir folgende Abschétzung:

1

E(Dy | Dy <1) < =—————. FrobtDe =)
( :E| r = ) - PI‘Ob(D.zS]-) d<—28:d:1 rO( ’ )
1 1
m'(g-(—s)jtProb(Dw_l)'l)

1
= —— . (Prob(D,=1)—-1) < 0
Prob(D, < 1) (Prob(D; =1)—1) <
Dies steht im Widerspruch zu r» > 0. Also ist die Wahrscheinlichkeit, um
mindestens s nach links zu springen, kleiner als 1/s. Wenn wir s := ne/*

wéhlen, gilt damit
1

Prob(J) < i




3.3. DIE ANALYSE ZWEIER VERBUNDENER CLIQUEN 95

Der Ausflug nach links impliziert also entweder eine Verzogerung bei der Erhohung
von « oder einen grofien Sprung nach links in einem Schritt. Wir haben also gezeigt,
dass folgende Inklusion gilt:

L C DUJ.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt

1 1 2

Prob(L) < Prob(D) +Prob(J) < ——7+ —7 < — .

Die letzte Ungleichung gilt, da r < 1.

Damit ist gezeigt, dass ein Ausflug nach links unwahrscheinlich ist. Wir zeigen nun,
dass wir mindestens n¢/2/4 solcher Ausfliige nacheinander durchfiihren miissen, da-
mit der a-Wert insgesamt um mindestens n®/2 verringert wird.

Sei £, z',... die Folge von Suchpunkten, die der Random Walk iiber die Zeit

durchlduft. Eine notwendige Bedingung fiir eine Verringerung um n¢/2 ist, dass
es einen Zeitpunkt ¢ gibt, an dem zum ersten Mal ein Suchpunkt z! mit a(z') <
a(z%) — nf/? erreicht wird. Sei m := argmax{a(z?),...,a(z")} ein Zeitpunkt, an
dem ein maximaler a-Wert der Teilfolge z°, ..., 2! erreicht wurde. Wir wéhlen nun
z:= z! und z := 2. Dann gilt: a(z) < a(z) — n*/? und ausgehend von z wird der
Suchpunkt z vor jedem Suchpunkt y mit a(y) > a(z) erreicht, was der Charakteri-
sierung aus Ereignis L entspricht.

Wir haben den Zeitpunkt ¢ so gewihlt, dass wir in ! gegeniiber 2° zum ersten Mal
eine Strecke von n¢/? nach links zuriick gelegt haben. Da nur maximal n¢/? Bits in
einem Schritt flippen, kénnen wir gegeniiber z° insgesamt nur um weniger als 2n¢/2
nach links gewandert sein.

Diese Betrachtungen kénnen wir nun analog fortsetzen, indem wir anstelle der Folge
20,21, ... die Teilfolge 2¢, z!T1, ... betrachten. Es lassen sich analog weitere Ausfliige
nach links ausmachen, die uns aber jeweils nur um weniger als 2nf/2 nach links

fithren.

Um « um insgesamt n°/2 zu verringern, benétigen wir daher mehr als

ns/2 B ne—¢e/2 nEl?

omel2 4 4

Ausfliige. Da die betrachteten Teilfolgen der a-Werte zeitlich aufeinander folgen,
sind die Ereignisse L unabhéingig voneinander. Also ist die Wahrscheinlichkeit, den
a-Wert um n¢/2 zu verringern, hichstens

ns/2/4 1 TLE/2/4 —Q(TLE/z)
(Prob(L)) < =n .

— \r-ne/t

O

Es mag verwundern, dass Lemma 9 fiir einen beliebig langen Zeitraum garantiert,
dass der a-Wert nicht um n¢/? absinkt. Dies ist darin begriindet, dass das Ereignis
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L eines ,,Ausflugs“ fiir einen beliebig langen Zeitraum definiert ist. (Ein langer Weg
von z zu z kann nicht schaden, denn je ldnger der Ausflug, um so gréfler wird die
Verzogerung.) Das iibergeordnete Ereignis, dass der a-Wert in einem beliebig langen
Zeitraum um n¢/? absinkt, benétigt mehrere Einzelereignisse, nimlich dass man in
beliebig langen Zeitraumen mehrere Ausfliige nach links macht. Dies ermoglicht die
Riickfithrung auf mehrere unabhingige Ereignisse L.

Allerdings gilt Lemma 9 nur, so lange alle Voraussetzungen erfiillt sind. Dadurch
wird der Zeitrahmen auf natiirliche Weise begrenzt, denn spétestens wenn ein ma-
ximaler a-Wert von b erreicht wird, ist die erwartete Drift von (1) nicht mehr
gegeben.

Weiter sei erwéhnt, dass der Beweis von Lemma 9 weitgehend unabhéngig von der
Verteilung von D, arbeitet. Aus der erwarteten Drift 1dsst sich zum einen mit dem
Drift-Argument aus Lemma 6 herleiten, dass die erwartete Zeit bis zu einem héheren
a-Wert klein ist. Zum anderen nutzen wir die Bedingung D, < 1 aus, dass in der er-
warteten Drift der aktuelle Zustand nur um 1 wichst, um die Wahrscheinlichkeit von
Spriingen um n¢/* nach links zu beschriinken. Dies ist ein Argument, das sich aus-
schlieBlich aus der erwarteten Drift ergibt und dem Beweis der Markoff-Ungleichung
(Theorem 1) dhnelt.

Der Beweis benétigt lediglich die Aussage, dass Spriinge um mindestens n¢/2 nach
links ausgeschlossen sind, um zu zeigen, dass wir viele , Ausfliige* hintereinander
durchfithren miissen, um den a-Wert start abzusenken. Das Argument aus der er-
warteten Drift ist hier zu schwach, da wir fiir die Wahrscheinlichkeit, mindestens
nf/2 q-Werte nach links zu springen, nur eine untere Schranke von n~¢/2 erhalten
wiirden. Ohne jegliche Annahmen iiber die Verteilung von D, koénnen wir daher
nicht ausschlieBen, dass man mit einer Wahrscheinlichkeit von n~¢/2 direkt von z°
aus zu einem um mindestens n¢/? kleineren a-Wert springt.

3.3.4 Beweis des Theorems

Mit der geleisteten Vorarbeit kénnen wir uns nun an den Beweis des angepeilten
Theorems wagen, das zeigen soll, dass der (1+1) EA mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens 1/2 — o(1) ein lokales Optimum mit verschieden gefirbten Cli-
quen erreicht. Zudem zeigen wir zwei weitere Aussagen: Aus der Wahrscheinlichkeit
1/2 — o(1) folgt leicht, dass die erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA in der
CroBenordnung ©(n™/?) liegt. Damit lisst sich beweisen, dass der Graph G mit zwei
durch eine Briickenkante verbundene Cliquen der Grofle n/2 eine Worst-Case-In-
stanz ist, die zu einer asymptotischen Worst-Case-Laufzeit fiithrt. Drittens beweisen
wir eine Schranke fiir die erwartete Zeit, ein lokales oder globales Optimum zu er-
reichen; diese Schranke wird uns bei der Analyse der Wahrscheinlichkeit helfen, mit
der ein rein lokales Optimum erreicht wird.

Ein Hindernis ist allerdings noch zu iiberwinden. Wir wollen im Beweis des Theorems
Drift-Aussagen aus Korollar 2 und Lemma 8 verwenden. Diese Aussagen beziehen
sich jedoch auf die erwartete Drift in erfolgreichen Schritten, sprich: Schritten, in de-
nen mindestens eine Mehrheit erhéht wird. Bei Cliquen ohne Briickenkanten ist eine
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Beschrinkung auf erfolgreiche Schritte korrekt, da jeder relevante Schritt (sprich:
mindestens eine Mehrheit wird verdndert) auch ein erfolgreicher Schritt ist: Wenn
mindestens eine Mehrheit sinkt und keine Mehrheit steigt, verschlechtert sich die
Fitness und der neue Suchpunkt wird nicht akzeptiert.

Wenn Briickenkanten ins Spiel kommen, dndert sich die Situation: Es kann vorkom-
men, dass sich durch Mehrbitflips die Farbung von Briickenkanten verbessert. Wenn
dieser Effekt grol genug ist, kann es passieren, dass in einer Clique die Mehrheit
sinkt und der Schritt akzeptiert wird, obwohl keine Mehrheit wéchst.

Bezogen auf das Potenzial ¢, die Summe aller Mehrheiten, haben wir hier also
Schritte, die das Potenzial zusétzlich zu den bekannten Effekten nur senken kénnen.
Es ist nicht mehr korrekt, sich allein auf erfolgreiche Schritte zu beschridnken, sondern
wir miissen den Random Walk des Potenzials auf alle relevanten Schritte ausweiten.

Wenn es nur eine einzige Briickenkante gibt, ist ein relevanter und nicht erfolgreicher
Schritt jedoch sehr unwahrscheinlich. Wir werden zeigen, dass die erwartete Drift in
relevanten Schritten nur um einen Term O(1/n) kleiner ist als die erwartete Drift
in erfolgreichen Schritten. So lassen sich unsere Drift-Aussagen iiber erfolgreiche
Schritte auf relevante Schritte {ibertragen.

Theorem 12. Gegeben ein Cliquengraph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und zwei
disjunkten Cliqguen C1,Cy der Grdifle n/2, die durch eine Brickenkante verbunden
sind. Dann gilt fiir f := Isingg und ausreichend grofie n:

(1) Die erwartete Zeit, bis der (1+1) EA ausgehend von einem beliebigen Start-
punkt auf f ein lokales oder globales Optimum erreicht, ist nach oben be-
schrankt durch 8nlogn.

(#4) Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2—o(1) erreicht der (1+1) EA
auf f ein lokales Optimum, bei dem beide Cliquen einheitlich, aber mit ver-
schiedenen Farben gefdrbt sind.

(i43) Die erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA auf f ist ©(n™/?).

Beweis. Aussage (iii) folgt aus der allgemeinen oberen Schranke O(n™?2) in Theo-
rem 5 und aus Aussage (7i). Angenommen, ein lokales, nicht globales Optimum
mit verschieden gefirbten Cliquen wird erreicht. Dann ist eine notwendige Bedin-
gung dafiir, dass ein Schritt akzeptiert wird, dass mindestens eine Clique komplett
in einem Schritt flippt. Die erwartete Zeit fiir ein solches Ereignis ist Q(n™/?), die
bedingte erwartete Optimierungszeit in dieser Situation also Q(n™/2). Aus der Defi-
nition bedingter Erwartungswerte folgt eine unbedingte erwartete Optimierungszeit
von mindestens (1/2 — o(1)) - Q(n™?) = Q(n"™/?).

Als nichstes zeigen wir Aussage (7) mit Hilfe von Korollar 2, das uns in erfolgreichen
Schritten eine Drift von 1/2 garantiert.

Wir haben bereits erwidhnt, dass fast jeder relevante Schritt auch ein erfolgreicher
Schritt ist und ein relevanter, aber nicht erfolgreicher Schritt selten ist. Bei nur einer
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Briickenkante ist dies ein extrem seltener Sonderfall, der nur dann eintreten kann,
wenn die Cliquengrofie n/2 gerade ist, die Briickenkante im aktuellen Suchpunkt z
zweifarbig ist und in einer Clique C' die Mehrheit genau den Wert maj(z,C) = n/4+1
annimmt. In diesem Fall kann die Mehrheit in C um 1 sinken, was die Fitness um
1 senkt. Wenn gleichzeitig (z. B. wenn zwei weitere passende Bitflips eine 0 und
eine 1 innerhalb der gleichen Clique treffen) die zweifarbige Briickenkante einfarbig
gefiarbt wird, wird der Schritt trotzdem akzeptiert. Einen solchen Schritt nennen wir
im Folgenden einen pathologischen Schritt.

Da fiir einen pathologischen Schritt ein Endpunkt der Briickenkante flippen muss,
ist die unbedingte Wahrscheinlichkeit eines solchen Schrittes in dem geschilderten
Szenario hochstens 2/n. In diesem Szenario gibt es jedoch, da maj(z,C) =n/4 + 1,
auch eine lineare Zahl von Minderheitsbits. Jede 1-Bit-Mutation eines Minderheits-
bits fiithrt zu einem relevanten Schritt, so dass die Wahrscheinlichkeit eines relevan-
ten Schrittes (1) ist. Damit ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein relevanter
Schritt ein pathologischer Schritt ist, beschrinkt durch O(1/n).

Welchen Einfluss hat ein pathologischer Schritt auf die erwartete Drift des Poten-
zials ¢ in relevanten Schritten, verglichen mit der erwarteten Drift in erfolgreichen
Schritten? Da ein pathologischer Schritt selten ist und er das Potenzial nur um 1
senkt, ist der Einfluss auf die erwartete Drift in relevanten Schritten klein. Sei R das
Ereignis, dass ein Schritt relevant ist und A das Ereignis, dass ein Schritt erfolgreich
ist. Angenommen, die erwartete Drift in erfolgreichen Schritten ist durch einen Wert
0 < r < 1 nach unten beschrinkt: E(D, | D, < 1,A) > r. Dann ist die erwartete
Drift in relevanten Schritten nach unten beschrinkt durch

E(D; | Dy <1,R) = Prob(A|D,<1,R)-E(D, | D, <1,R,A)
+Prob(A | D, <1,R) -E(D; | D, < 1,R, A)

> (1—0(%))-7‘4—0(%).(_1)

Fiir ausreichend grofie n erhalten wir wieder eine positive Konstante als unte-
re Schranke, so dass wir den Einfluss pathologischer Schritte weitestgehend ver-
nachlissigen kénnen.

Wir werden an mehreren Stellen des Beweises auf ein dhnliches Ereignis treffen, das
— genau wie ein pathologischer Schritt — sehr unwahrscheinlich ist, aber dennoch die
erwartete Drift in relevanten Schritten beeinflusst. Und zwar werden wir an einigen
Stellen Drift-Argumente anwenden unter der Bedingung, dass héchstens n!/? Bits
in einem Schritt flippen.

Sei F' das Ereignis, dass mehr als n'/3 Bits in einem Schritt flippen. Wenn wir iiber
die erwartete Drift des Potenzials ¢ in relevanten Schritten unter der Bedingung F
reden, beeinflusst die Bedingung F die erwartete Drift, da beispielsweise Senkun-
gen des Potenzials um mehr als n'/3 ausgeschlossen sind. Wir werden daher F als
zusétzliche Bedingung beriicksichtigen und zeigen, dass auch unter dieser Bedingung
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die bedingte erwartete Drift E(D, | D, < 1, R, F) in relevanten Schritten durch eine
positive Konstante nach unten beschrinkt ist. Dies wird den Rest des Beweises sehr
erleichtern.

Das Ereignis F' hat eine Wahrscheinlichkeit von hochstens

1
(nl/3)1

Prob(F) <

Sei R das FEreignis, dass ein Schritt relevant ist und r > 0 eine untere Schranke fiir
E(D; | Dy < 1,R). Mit der Definition bedingter Erwartungswerte spalten wir die
erwartete Drift auf in bedingte Erwartungswerte, in denen zusétzliche Bedingungen
F bzw. F gegeben sind.

E(D; | D, <1,R)

= Prob(F)-E(D; | Dy <1,R,F) +Prob(F)-E(D; | D, <1,R, F)

Vor.
> T

Wenn wir von beiden Seiten der Ungleichung Prob(F) - E(D, | D, < 1, R, F) sub-

trahieren und beide Seiten durch Prob(F') teilen, erhalten wir

_ 1
E(D, | Dy <1,R,F)>——— - (r 4+ Prob(F)-E(D, | D, <1,R, F
(Dy | ) Prob(F) (r + Prob(F) - E(D, | )

Die bedingte erwartete Drift fiir D, ist unter beliebigen Bedingungen trivialerweise
durch —n nach unten beschrinkt, da der Wertebereich fiir ¢ nur Werte zwischen
n/2 und n umfasst. Zweitens gilt 1/ Prob(F) > 1, da Prob(F) < 1 trivialerweise
gilt. Es folgt

E(D;| Dy <1,R,F) > r—Prob(F)-n
n

(ni/3)1

v

Diesen Term kénnen wir ebenfalls durch » — O(1/n) nach unten abschétzen.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass sowohl der Einfluss pathologischer Schritte, als
auch der Einfluss der Bedingung, dass héchstens n'/3 Bits in einem Schritt flippen,
die erwartete Drift des Potenzials ¢ in relevanten Schritten jeweils nur um einen
Subtrahenden in der GréBenordnung O(1/n) senkt, verglichen mit der erwarteten
Drift in erfolgreichen Schritten.

Die gleichen Resultate kann man analog auch fiir die erwartete Drift eines ande-
ren Random Walks zeigen, ndmlich den Random Walk auf der Mehrheit der zuriick
liegenden Clique. Auch hier verringert ein pathologischer Schritt die Mehrheit héchs-
tens um 1, so dass die Drift in relevanten Schritten um O(1/n) sinkt. Beim Ereignis
F kénnen wir die gleichen Abschitzungen und Rechnungen verwenden wie beim
Random Walk des Potenzials .

Wir fassen die gezeigten Resultate zusammen.
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e Aus Korollar 2 und der Betrachtung negativer Einfliisse folgt: Die erwartete
Drift des Potenzials ¢ in relevanten Schritten ist durch 1/2 — O(1/n) nach
unten beschriinkt. Dies gilt auch dann, wenn héchstens n'/? Bits in einem
Schritt flippen diirfen.

e Aus Lemma 8 und der Betrachtung negativer Einfliisse folgt: Falls die Be-
dingungen fiir Lemma 8 erfillt sind, ist die erwartete Drift der Mehrheit der
zuriick liegenden Clique in relevanten Schritten mindestens 3/200 — O(1/n).
Dies gilt auch dann, wenn hochstens n'/3 Bits in einem Schritt flippen diirfen.

Mit diesen Erkenntnissen und den aus Abschnitt 3.2 bekannten Argumenten ist es
nun leicht, Aussage (i) zu zeigen. Wir wissen, dass genau die lokalen Optima ein
Potenzial von n haben; zu zeigen ist also eine Schranke fiir die erwartete Zeit, ein
Potenzial von n zu erreichen.

Bei einer Drift von mindestens 1/2 — O(1/n) in relevanten Schritte bendtigen wir,
wenn wir Lemma 6 auf alle relevanten Schritte anwenden, im Erwartungswert nur
2+ O(1/n) relevante Schritte, um einen neuen Rekordwert fiir ¢ zu erreichen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir einen relevanten Schritt ausgehend von z betrigt mindes-
tens (n — ¢(z))/en, da eine 1-Bit-Mutation, die eines von n — p(z) Minderheitsbits
flippt, zu einem relevanten Schritt fithrt. Die erwartete Zeit, bis ein Suchpunkt mit
Potenzial n erreicht wird, ist daher fiir jeden Startpunkt nach oben beschrankt durch

[n/2)
1+ 3 nefi.(2+0(1/n)) < 1+ ((240(1/n)) en(lnn+1)

= 2en -log(e) - log(n) + O(n).

Fiir ausreichend grofle n lisst sich dies nach oben durch 8nlogn abschétzen.

Nun bleibt nur noch Aussage (i7) zu zeigen. Dazu betrachten wir typische Liufe, die
zu einem lokalen Optimum mit verschieden gefirbten Cliquen fithren und zeigen,
dass ein solcher typischer Lauf mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2 —
o(1) eintritt.

Gemifl dem Ansatz von Wegener und Witt [22] teilen wir einen typischen Lauf in
zwei Phasen ein. In Phase 1 warten wir darauf, dass sich ausreichend grofie Mehr-
heiten heraus kristallisieren und in Phase 2 spekulieren wir darauf, dass sich die am
Ende von Phase 1 vorhandenen Mehrheiten am Ende auch durchsetzen. Die Zahl der
Schritte, die der (14+1) EA in Phase i zubringt, bezeichnen wir mit 7;. Jeder Phase
ist ein Ziel zugeordnet, dessen Erreichen die Phase beendet und die niichste Phase
einleitet. Phase 1 hat zudem ein Zwischenziel, das uns helfen wird, die erwartete
Zeit von Phase 1 besser abzuschitzen. In jeder Phase gibt es Fehlerereignisse, die
nicht eintreten diirfen, da ansonsten der Lauf nicht als typisch gilt.

Zusétzlich gibt es in jeder Phase ein Zeitlimit, das in einem typischen Lauf nicht
iiberschritten werden darf. Um Missverstindnissen vorzubeugen, sei gesagt: Das
Zeitlimit dient nicht dazu, die erwartete Zeit des Algorithmus fiir eine Phase aus-
zurechnen, sondern dient ausschlieBlich dazu, die Fehlerereignisse in einer Phase auf
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ein verniinftiges Zeitintervall zu beschrinken. Ohne eine Zeitbeschrinkung lassen
sich die Fehler, die in jedem Schritt eintreten kénnen, nicht mehr kontrollieren, da
in beliebig vielen Versuchen praktisch jeder Fehler mit hoher Wahrscheinlichkeit
eintritt.

Wir beschrianken daher das Zeitintervall, in dem Fehler eintreten koénnen, indem
wir fiir jede Phase ein Zeitlimit ansetzen. Der Preis fiir diese Strategie ist, dass
es nun neue Fehler fiir das Uberschreiten des Zeitlimits gibt: Wenn das Zeitlimit
iiberschritten wird, werten wir den Lauf als untypisch, da wir die anderen Fehler
nicht iiber das Zeitlimit hinaus kontrollieren kénnen.

Ein typischer Lauf verliuft nun wie folgt.

Phase 1

Zwischenziel: Ein Suchpunkt z* wird erreicht mit o(z*) > n/2 + 6n%/% + 2.
Ziel: Ein Suchpunkt z** wird erreicht mit maj(z**, C}), maj(z**, Cy) > n/4+2n?/3.
Zeitlimit: Phase 1 benotigt hochstens n3/4 Schritte: Ty < n3/4.

Fehler Fy: In den ersten min{T},n%*} Schritten flippt in einer Mutation ein End-
punkt der Briickenkante.

Fehler F5: Am Ende von Phase 1 sind die Mehrheitsfarben in Cy und C5 gleich.

Phase 2

Ziel: Startend mit z** wird ein lokales oder globales Optimum erreicht.
Zeitlimit: Phase 2 benétigt hochstens n? logn Schritte: T < n?logn.

Fehler Fj: In den ersten min{T%,n?logn} Schritten von Phase 2 flippen mindestens
nl/3 Bits in einem Schritt.

Fehler F;: In den ersten min{7%,n?logn} Schritten von Phase 2 wird ein Such-
punkt z erreicht, bei dem fiir eine Clique C gilt: maj(z, C) < n/4 + n?/3/2.

Analyse von Phase 1

Wir zeigen zuerst, dass die Fehler F; und F5 zusammen mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1/2 + o(1) eintreten. Dazu verwenden wir folgende Rechnung, wobei wir in der
Ungleichung ausnutzen, dass Prob(A, B) = Prob(A | B) - Prob(B) < Prob(A | B).

Prob(F; UF,) = Prob(F; U (FNF))
= Prob(F}) + Prob(Fy, F)
< Prob(F) + Prob(F, | F)
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Die Wahrscheinlichkeit, dass in hochstens n3/4 Schritten einer von zwei Endpunkten
der Briickenkante flippt, ist nach oben beschrinkt durch

Prob(F) < n/* . % — o(1).

Nun zur Wahrscheinlichkeit F, gegeben F, dass beide Mehrheitsfarben am Ende von
Phase 1 verschieden bzw. gleich sind. Wir nehmen an, dass Fy eintritt und das Zeit-
limit eingehalten wird, was bedeutet, dass in der gesamten Phase 1 kein Endpunkt
der Briickenkante flippt. Nun verwenden wir unsere in Abschnitt 2.4 erarbeiteten
Resultate iiber unabhingige Farbungen ausgewihlter Pivot-Knoten in disjunkten
Knotenmengen. In Definition 3 haben wir eine Folge von Partitionen P% P!, ...
iiber die Zeit definiert, die mogliche Abhéngigkeiten zwischen Knotenmengen wider-
spiegeln. In Lemma 4 haben wir gezeigt, dass die Farbungen einzelner Pivot-Knoten
aus verschiedenen Mengen einer Partition P! zum Zeitpunkt ¢ unabhiingig vonein-
ander sind.

Wenn in Phase 1, also in den ersten 77 Schritten, kein Endpunkt der Briickenkante
flippt, kénnen wir die Partition P7* wie folgt charakterisieren.

Angenommen, unter der Bedingung F; entsteht zu einem Zeitpunkt ¢ < Ty in der
Partition P* zum ersten Mal eine Menge S!, die Knoten aus beiden Cliquen enthélt
(formal: S! N Cy N Cy # B). Da zu allen Zeitpunkten # < t alle Mengen aus P
nur Knoten aus einer Clique enthalten, muss Sf dadurch entstanden sein, dass ein
Knoten flippt, der zu Knoten aus verschiedenen Cliquen adjazent ist. Da hierfiir nur
die Endpunkte der Briickenkante in Frage kommen, steht dies im Widerspruch zu
Fy.

Wir haben also gezeigt, dass unter der Bedingung F; die Partition P! nur Mengen
enthilt, die auf Knoten einer Clique beschrinkt sind. (Falls in jeder Clique in Phase
1 mindestens ein Bitflip auftritt, ist P17t = {C1, Cy}. Tritt hingegen in einer Clique
C; in der gesamten Phase 1 kein Bitflip auf, bilden alle Knoten der Clique einzelne
Mengen in P71.)

Als Pivot-Knoten wihlen wir nun zwei Knoten u € C1,v € (s, die mit den jeweiligen
Mehrheitsfarben ihrer Cliquen gefirbt sind. Lemma 4 besagt, dass die Farbungen
von v und v zum Zeitpunkt 77 unabhéngig voneinander sind. Daher sind sie mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 mit verschiedenen Farben gefirbt. Da diese Farbungen nach
Wahl der Pivot-Knoten den beiden Mehrheitsfarben entsprechen, gilt auch fiir die
Mehrheitsfarben, dass sie mit Wahrscheinlichkeit 1/2 verschieden sind.

Wir haben also gezeigt:
— 1
PIOb(FQ | Fl) == 5

Insgesamt kénnen wir die Fehlerwahrscheinlichkeiten in Phase 1 abschétzen durch

— 1
Prob(F; U Fy) < Prob(F}) + Prob(F, | Fy) = 5T o(1).
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Als nichstes kiitmmern wir uns um die Wahrscheinlichkeit, mit der das Zeitlimit
iiberschritten wird. Dabei hilft uns das Zwischenziel z*; wir teilen die erwartete Zeit
in Phase 1 auf in die erwartete Zeit bis zum Zwischenziel z* und in die erwartete
restliche Zeit in Phase 1 ausgehend von z*.

Zuerst schitzen wir die erwartete Zeit bis zum Erreichen des Zwischenziels z* ab.
Wir haben im Beweis von Aussage (i) gezeigt, dass der (14+1) EA im Erwartungswert
nur hochstens 2 + O(1/n) relevante Schritte benétigt, um einen neuen Rekordwert
fiir das Potenzial ¢ zu erreichen.

Selbst wenn der Lauf mit dem minimalen Wert ¢(z) = [n/2] gestartet wird, ist
die erwartete Zahl notiger relevanter Schritte, bis ein Suchpunkt z* mit ¢(z*) >
n/2 + 6n?/3 4+ 2 erreicht ist, in der GroBenordnung O(n?/3). So lange das Ziel von
Phase 1 noch nicht erreicht wurde, gilt ¢(z) = n — ©(n) und es gibt O(n) Minder-
heitsbits. Eine 1-Bit-Mutation, die ein solches Bit flippt, ist ein relevanter Schritt.
Die erwartete Wartezeit auf einen relevanten Schritt ist daher O(1) und die erwarte-
te Zeit, bis das Zwischenziel erreicht ist, ist daher immer noch in der Grélenordnung

O(n?/3).

In z* ist die Summe der Mehrheiten ausreichend grof}, so dass die Bedingungen, die
wir an x** stellen, erfiillt sein kénnen. Dies muss aber nicht der Fall sein, da wir
fiir ** verlangen, dass beide Mehrheiten mit Werten von mindestens n/4 + 2n2/3
ausreichend grof} sein sollen. Daher fragen wir uns nun, wie grof§ die erwartete Zeit
ist, bis wir ausgehend von z* einen Suchpunkt z** erreichen.

Angenommen, wir haben einen Suchpunkt z* mit (z*) > n/2 + 6n%/3 + 2 erreicht.
Dann sagt uns Lemma 7 zur GréBe der maximalen Mehrheit, angewandt auf die
Suchpunkte z := z* und einen beliebigen, spéter erreichten Suchpunkt y, dass die
maximale Mehrheit in y stets mindestens

n/2 + 6n2/3 +2 n 2
) o R P
2 > 2 4+3n

betragt. Damit erfiillt die jeweils fiihrende Clique stets die Bedingung von z**; es
muss also jetzt nur noch die jeweils zuriick liegende Clique eine Mehrheit von min-
destens n/4 + 2n?/? erreichen.

Wir wollen nun den Random Walk der zuriick liegenden Clique analysieren. Dabei
ergibt sich jedoch das Problem, dass die fithrende Clique und die zuriick liegende
Clique ihre Rollen tauschen kénnen, indem die zuriick liegende Clique die fithrende
Clique tiberholt. Ein solches Ereignis wirkt sich storend auf die Analyse des Ran-
dom Walks aus; wir zeigen daher, dass ein Wechsel der zuriick liegenden Clique
unwahrscheinlich ist.

Da die Mehrheit der fithrenden Clique mindestens n/4 + 3n%/3 betrigt, ist die Dif-
ferenz beider Mehrheiten mindestens n2/3, so lange z** noch nicht erreicht wurde.
Fiir einen Wechsel der zuriick liegenden Clique miissen also mindestens n2/3 Bits in
einem Schritt flippen. Wir nehmen an, dass in Phase 1 ab dem Erreichen von z* in
jedem Schritt nur héchstens n'/3 Bits flippen; eine Mutation, die mehr Bits flippt,
tritt in hochstens n3/# Schritten nur mit exponentiell kleiner Wahrscheinlichkeit ein.
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In der folgenden Analyse des Random Walks der Mehrheit der zuriick liegenden
Clique nehmen wir an, dass die zuriick liegende Clique nicht wechselt. Falls dies
trotzdem geschieht, starten wir eine neue Analyse des betrachteten Random Walks.
Dies vergroBert die erwartete Laufzeit in Phase 1 nur um einen Faktor 1 + o(1).

0.B.d. A. sei C die zuriick liegende und Cs die fithrende Clique. Mit x bezeichnen
wir den aktuellen Suchpunkt des (14+1) EA. Wir haben bereits gezeigt, dass die
Mehrheit der zuriick liegenden Clique in relevanten Schritten eine erwartete Drift
von mindestens 3/200 — O(1/n) hat, selbst dann, wenn die Mehrheit nur um 1
wachsen kann und wir annehmen, dass héchstens n!/3 Bits in einem Schritt flippen.
(Die Bedingungen maj(z, C1) < maj(z, Co) und maj(z, C1) < (13/50)n fiir Lemma 8
sind fiir ausreichend grofie n erfiillt.)

Wir wenden nun das Drift-Argument aus Lemma 6 auf den Random Walk in rele-
vanten Schritten an, wobei wir diesmal «(z) := maj(z,C;) wihlen. In nicht relevan-
ten Schritten kann sich zwar der aktuelle Suchpunkt z, nicht aber dessen a-Wert
verdndern. Daher ist es korrekt, sich auf relevante Schritte zu beschrinken und die
erwartete Zahl relevanter Schritte, bis die Mehrheit einen héheren Rekordwert er-
reicht hat, ist nach Lemma 6 in der Gré8enordnung O(1).

Wie zuvor ist die Wartezeit auf einen relevanten Schritt O(1). Falls die zuriick lie-
gende Clique C nicht wechselt, ist daher die erwartete Zeit, bis ein Suchpunkt z**
mit maj(z**, Cy) > n/4 + 2n?/? erreicht wird, in der GroBenordnung O(n?/3).

Wenn man beide Teile von Phase 1 zusammen nimmt, l4sst sich die erwartete Zeit,
bis wir das Ziel von Phase 1 erreichen, nach oben abschitzen durch (1+0(1))-O(n?/3).
Nach Markoff ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir hierfiir mehr als n3/4 Schritte
brauchen,

O(n2/3)

= O(n~12) = o(1).

Prob(T} > n®/*) <

Eine Uberschreitung des Zeitlimits ist also unwahrscheinlich.

Analyse von Phase 2

Nun zur Analyse von Phase 2. Genau wie in Phase 1 verwenden wir die Formel
Prob(F3 U Fy) < Prob(F3) + Prob(F} | Fg,),

um die gesamte Fehlerwahrscheinlichkeit in Phase 2 abzuschétzen.

Zunichst zu F3. Die Wahrscheinlichkeit, dass in mindestens einem von hoéchstens
n?logn Schritten mindestens nl/3 Bits flippen, ist nach oben beschrinkt durch

1
nl/3)!

Prob(F3) < n?logn - =n2logn - 9~ n'/*logn) _ o(1).

—~

Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt mit Fy ein Suchpunkt auf, bei dem eine Mehr-
heit unter den Schwellenwert n/4 + n?/3/2 fillt?
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In der Analyse von Phase 1 haben wir bereits gezeigt, dass die jeweils fithrende
Clique immer eine Mehrheit von mindestens p(z*)/2 — 1 > n/4 + 3n%/? hat. Damit
kann die Mehrheit der jeweils fithrenden Clique unter F3 nicht mehr auf einen Wert
kleiner als /4 4 n%/3/2 absinken.

Eine zu kleine Mehrheit kann also nur mit der jeweils zuriick liegenden Clique erreicht
werden. Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: Die zuriick liegende Clique hat eine Mehrheit von mindestens n/4 + 2n?/3.

Dieser Fall tritt mit z** direkt am Anfang von Phase 2 ein. Falls die zuriick
liegende Clique eine Mehrheit von mindestens 7/ 4+2n2/3 hat, kann F gegeben
F3 im niichsten Schritt nicht eintreten, da wesentlich mehr als n'/3 Bits in
einem Schritt flippen miissten und dies F3 widerspricht.

Fall 2: Die zuriick liegende Clique hat eine Mehrheit von weniger als n/4 + 2n2/3,

0.B.d. A. sei C die zuriick liegende Clique. Mit  bezeichnen wir den aktuel-
len Suchpunkt des (1+1) EA. Es kann passieren, dass die Mehrheit maj(z, C1)
der zuriick liegenden Clique irgendwann unter den Wert n/4 + 2n%/3 ginkt.
Zum ersten Zeitpunkt, an dem der Wert unterschritten wird und Fall 2 ein-
tritt, ist die Mehrheit allerdings immerhin noch mindestens maj(z,Cy) >
n/4 + 2n%/® —n'/3 da die Mehrheit unter F3 in einem Schritt nicht um mehr
als n'/3 sinken kann.

Immer dann, wenn Fall 2 eintritt und die Mehrheit der zuriick liegenden Clique
unter den Wert n/4 + 2n%/? sinkt, wenden wir Lemma 9 mit den Parametern
a(z) := maj(z,C1) und € := 2/3 an auf den Random Walk der Mehrheit der
zuriick liegenden Clique C in relevanten Schritten. Damit zeigen wir, dass die
Mehrheit mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht um weitere n?/3 /2 Werte absinkt,
und somit F; mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht eintritt.

Zu beachten ist, dass wir Lemma 9 nur fiir eine Zeitspanne anwenden, die
wir in Fall 2 zubringen. Falls zwischendurch Fall 1 eintritt, starten wir beim
néichsten Auftreten von Fall 2 eine erneute Anwendung von Lemma 9.

Wir zeigen zunéchst, dass in Fall 2 alle nétigen Voraussetzungen fiir Lemma 9
erfiillt sind. Dabei sei angemerkt, dass wihrend einer Anwendung von Lemma, 9
unter F3 die zuriick liegende Clique nicht wechseln kann, da sich die Mehrheiten
beider Cliquen um mindestens n%/3 unterscheiden.

Die erste Bedingung von Lemma 9 ist, dass sich der a-Wert nicht in einem
Schritt um mindestens n¢/? verringern kann. Diese Bedingung wird durch F3
erfiillt, da mit e = 2/3 gilt: nf/2 = p'/3 und sich a daher nur um weniger als
n'/3 verringern kann.

Die zweite Bedingung von Lemma 9 besagt, dass die erwartete Drift des Ran-
dom Walks durch eine positive Konstante nach unten beschrinkt ist. In den
Vorbetrachtungen haben wir bereits gezeigt, dass die erwartete Drift der Mehr-
heit maj(z,C}) in relevanten Schritten mindestens 3/200 — O(1/n) ist, auch
wenn in einem Schritt héchstens n!/? Bits flippen kénnen. Die Voraussetzun-
gen fiir Lemma 8 sind hierbei erfiillt, da wahrend der gesamten Anwendung
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fiir ausreichend grofie n stets die Ungleichungen maj(z, Cy) < maj(z,C2) und
maj(z,C1) < n/4+ 2n%/3 < (13/50)n gelten.

Fiir ausreichend grofie n kénnen wir 3/200 — O(1/n) durch eine positive Kon-
stante nach unten abschétzen. Daher ist auch die zweite Bedingung von Lem-
ma 9 erfiillt und F; kann fiir einen beliebigen zusammenhingenden Zeitraum
in Fall 2 nur dann eintreten, wenn sich die Mehrheit von C; um mindestens
n?/3 /2 verringert.

Insgesamt tritt F4 in Phase 2 nicht ein, wenn sich in allen Anwendungen von Lem-
ma 9 in Fall 2 die Mehrheit der zuriick liegenden Clique nicht um mindestens n?/3 /2
verringert.

Wie oft miissen wir Lemma 9 anwenden? Eine grobe Abschitzung reicht hier aus: In
maximal n? log n Schritten miissen wir das Lemma, hochstens n? log n Mal anwenden.
Jede Anwendung des Lemmas birgt eine Wahrscheinlichkeit von hiéchstens n_Q("l/g),
dass Fj eintritt. Wenn wir die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Anwendungen addieren,
erhalten wir

Prob(Fy | F3) < n?logn - n ) = o(1).

Insgesamt folgt in Phase 2 eine Fehlerwahrscheinlichkeit von

Prob(F3 U Fy) = Prob(F3) + Prob(Fy | F3) = o(1).

Es fehlt noch der Nachweis, dass das Zeitlimit von Phase 2 mit hoher Wahrschein-
lichkeit eingehalten wird. Dazu teilen wir die Zeitspanne von n?logn Schritten in
n/16 ,Epochen“ ein, die jeweils eine Linge von 16nlogn Schritten haben und in
denen wir dem Algorithmus jeweils die Chance geben, ein lokales (globales) Opti-
mum zu erreichen. Aussage (i) liefert eine obere Schranke 8nlogn fiir die erwartete
Zeit, bis ein lokales (globales) Optimum erreicht ist, unabhingig vom Startpunkt.
Die Wahrscheinlichkeit, in einer Epoche von 167 logn Schritten kein Optimum zu
erreichen, ist daher nach Markoff hochstens 1/2. Die Wahrscheinlichkeit, in allen
Epochen kein Optimum zu erreichen, ist daher héchstens 2-™/16. Also gilt

Prob(Ty > n’logn) < 27 "/16,
Wir fassen nun die Fehlerwahrscheinlichkeiten beider Phasen und die Wahrschein-
lichkeiten, die Zeitlimits zu iiberschreiten, zusammen. Es gilt

Prob(Fy U -+ U Fy U {T; > n3*} U{Ty > n%logn})
Prob(F; U Fy) + Prob(Fs U Fy) + Prob(T) > n3/*) 4+ Prob(Ty > n?logn)

AN

= % + o(1).

Mit der Gegenwahrscheinlichkeit 1/2 — o(1) ist der Lauf damit typisch und wir
erreichen ein lokales Optimum mit verschieden gefirbten Cliquen, woraus Aussage
(12) folgt. O
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Trotz der hohen Komplexitit des Beweises lésst sich die Grundidee von Wegener und
Witt [22] wiedererkennen. Die Liange von Phase 1 ist so gewihlt, dass wir zum einen
einen ausreichend grofien Abstand zu alternativen Optima gewinnen. Zum anderen
ist es aber auch noch méglich, die Wahrscheinlichkeit abzuschétzen, mit der wir uns
einem lokalen Optimum anndhern, da nach einer sublinearen Zahl von Schritten die
Mehrheitsfarben mit hoher Wahrscheinlichkeit noch unabhéngig voneinander sind.

Das Herzstiick der Analyse von Phase 2 ist die Aussage, dass es unwahrscheinlich ist,
bei einer hohen erwarteten Drift ,, gegen den Strom zu schwimmen* und die Mehrheit
gefdahrlich stark zu senken. Da sich die untere Schranke fiir die erwartete Drift nur
fiir kleine Mehrheiten nachweisen lisst, konnen wir dieses Argument nur fiir kleine
Mehrheiten anwenden. Der Beweis zeigt aber, dass diese Strategie hier ausreicht, um
die gewiinschte Aussage zu zeigen, da ohnehin nur kleine Mehrheiten Schwierigkeiten
bereiten konnen. Auerdem stellt die Beschrinkung auf kleine Mehrheiten in Fall 2
der Fallunterscheidung sicher, dass die zuriick liegende Clique nicht wechseln kann,
da die Differenz der Mehrheiten grofer als die Zahl maximal flippender Bits ist.

Die Komplexitit des Beweises rithrt daher, dass wir viele Einzelaussagen mitein-
ander verkniipfen, um die gewiinschten Resultate zu zeigen. Auflerdem sind einige
Sonderfille zu beachten wie die Existenz pathologischer Schritte, der minimale Ein-
fluss des Ereignisses F3 auf die erwartete Drift und die Moglichkeit, dass die fithrende
Clique wechselt. Dies verkompliziert den Beweis und macht eine sehr sorgfiltige Ar-
gumentation nétig.
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Kapitel 4

Das Ising-Modell auf Badumen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Ising-Modell auf Bdumen beschéftigen,
wobei wir uns hauptséchlich auf vollstindige binire Bdume beschrinken werden.

Zuerst definieren wir in Abschnitt 4.1 die Graphklasse der vollstindigen bindren
Baume und fiithren einige gebrduchliche und verbreitete Begriffe zu Baumen ein. An-
schliefend betrachten wir die Fitnesslandschaft der Ising-Funktion auf vollsténdigen
bindren Bdumen und zeigen, dass es exponentiell viele lokale Optima gibt — Such-
punkte, bei denen alle Hammingnachbarn eine echt kleinere Fitness haben.

In Abschnitt 4.2 analysieren wir mutationsbasierte Algorithmen auf vollstindigen
bindren Biumen, nimlich die randomisierte lokale Suche und den (141) EA. Dabei
wird sich zeigen, dass sich beide Algorithmen auf der Fitnessfunktion sehr schwer
tun. Wihrend die randomisierte lokale Suche nur mit exponentiell kleiner Wahr-
scheinlichkeit zu einem globalen Optimum gelangt, hat der (1+1) EA eine exponen-
tielle erwartete Optimierungszeit.

In Abschnitt 4.3 analysieren wir Algorithmen mit Rekombination. Als Rekombina-
tionsoperatoren verwenden wir Zwei- Punkt-Kreuzungen, einen iiblichen Operator,
den wir in Abschnitt 4.3 genauer definieren werden. Da fiir den Einsatz von Re-
kombination die Diversitidt der Population essenziell ist, werden die Algorithmen
zusétzlich diversititserhaltene Mafinahmen beinhalten.

Als erste naive Anndherung an eine sinnvolle Methode der Diversititserhaltung dis-
kutieren wir in Abschnitt 4.3.1 zunichst einen speziellen genetischen Algorithmus,
den so genannten (1+1) GIGA, der stets eine Population aus einem Suchpunkt z und
seinem bitweisen Komplement T verwaltet. Wir werden zeigen, dass der Algorithmus
eine polynomielle erwartete Laufzeit hat.

Dieses Ergebnis iiberrascht nicht, da der Algorithmus durch die spezielle Form der
Populationsverwaltung speziell auf die Belange der Ising-Funktion zugeschnitten ist
und somit einen unfairen Vorteil gegeniiber allgemeinen Varianten evolutionirer
Algorithmen hat. Daher stellen wir in Abschnitt 4.3.2 einen anderen genetischen
Algorithmus vor, der eine Standardmethode verwendet, um Diversitéit zu erhalten,
nidmlich das so genannte Fitness Sharing, das bereits in Abschnitt 1.2.1 erldutert
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wurde. Uberraschenderweise lisst sich auch hier eine polynomielle obere Schranke
fiir die erwartete Optimierungszeit zeigen, die nur wenig schlechter als die obere
Schranke fiir den (1+1) GIGA ist.

4.1 Einfiihrung

4.1.1 Definitionen und Codierung
Definition allgemeiner Biume

Um Biume zu definieren, verwenden wir eine rekursive Definition, aus der der hierar-
chische Aufbau von Bdumen deutlich wird. Informell ausgedriickt besagt die folgende
Definition: Ein Baum ist entweder leer oder er enthilt eine Wurzel r € V', dessen
Nachbarn wiederum Wurzeln von Baumen sind (bzw. als solche dargestellt werden
konnen).

Definition 9. Ein Graph G = (V, E) ist ein Baum, wenn V = 0 oder wenn folgendes
gilt. Es gibt einen Knoten r € V und eine Partition der Menge V \ {r} in nicht leere
Knotenmengen Vi,..., Vi fir ein k > 0. Wenn G; der Subgraph ist, der durch V;
induziert wird, so ist in jeder Menge V; genau ein Knoten zu r adjazent und alle
Subgraphen G1,...,Gy sind wiederum Bdume.

Den Knoten r bezeichnen wir als Wurzel des Baums. Dabei ist zu beachten, dass
die Wurzel im Allgemeinen nicht eindeutig ist, sondern frei gewihlt werden kann.
Wenn r als Wurzel festgelegt wird, bezeichnen wir die Subgraphen G,..., Gy als
Teilbdgume. Ein Teilbaum, dessen Wurzel ein Knoten v € V bildet, wird auch mit
T'(v) notiert. Knoten mit Grad 1 bezeichnen wir als Blitter, alle anderen Knoten
werden als innere Knoten bezeichnet.

Zur Visualisierung von Bdumen wihlen wir folgende Darstellung. Wir stellen uns
Bdume von oben nach unten gerichtet vor, wobei oben die Wurzel steht und die
Teilbdume unten in Blittern enden. Zusétzlich teilen wir die Knoten in Ebenen ein:
Ebene ¢ enthilt alle Knoten v, die einen Abstand von ¢ zur Wurzel r des Baums
haben. Unter dem Abstand verstehen wir dabei die Zahl der Kanten auf dem Pfad
zwischen v und r. (Da alle Teilbdume eines Knotens paarweise disjunkt sind, gibt
es in Bdumen stets genau einen Pfad zwischen zwei Knoten und der Pfad zwischen
v und r ist eindeutig.) Ein Beispiel fiir eine solche Darstellung zeigt Abbildung 4.1.

In Abbildung 4.1 sind neben der Wurzel r drei Knoten u, v, w eingezeichnet. Wenn es
eine Kante {u, v} gibt und u auf der hoheren (d. h. kleineren) Ebene liegt, bezeichnen
wir w als Elter von v und v als Kind von u. Zwei verschiedene Teilbdume T'(v) #
T(w), dessen Wurzeln den gleichen Elter haben, bezeichnen wir als benachbarte
Teilbdume.

Unter der Tiefe eines (Teil-)Baums verstehen wir die maximale Linge eines Pfades
von der Wurzel zu einem Blatt, gemessen in der Zahl der Kanten. Im Baum aus
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Ebene 0 "

Ebene 1 u

Ebene 2 v w

Ebene 3

Abbildung 4.1: Ein Beispiel fiir einen allgemeinen Baum und die Einteilung in Ebe-
nen.

Abbildung 4.1 hat also der Gesamtbaum G = T'(r) die Tiefe 3, der Teilbaum 7'(u)
hat die Tiefe 2 und der Teilbaum 7T'(w) hat die Tiefe 0. Alternativ sprechen wir
manchmal auch von der Héhe eines Teilbaums.

Die Zahl der Kanten betrigt in jedem Baum genau n — 1, da alle Knoten v mit
Ausnahme der Wurzel eine Kante zum jeweiligen Elter besitzen und wir alle Kanten
genau einmal zdhlen, wenn wir sie dem jeweiligen Kind v zuordnen. Der maximale
Fitnesswert beim Ising-Modell auf beliebigen Bidumen ist also stets n — 1.

Der minimale Fitnesswert ist 0, da Baume bipartite Graphen sind. Dies lésst sich
leicht einsehen, wenn wir die Knoten ebenenweise durchlaufen und die Knoten auf
geraden Ebenen (gemeint sind Ebenen mit gerader Nummerierung) zur einen Menge
zdhlen und die Knoten auf ungeraden Ebenen zur anderen Menge. Wenn wir also die
Ebenen abwechselnd mit 0 und 1 firben, konnen wir alle Kanten zweifarbig firben
und eine Fitness von 0 erreichen.

Vollstindige binire Biume

Das Beispiel aus Abbildung 4.1 deutet an, dass allgemeine Bdume sehr unterschied-
lich aussehen kénnen. Zum einen kann es lange Pfade geben, die sich nicht weiter
verzweigen, was zu einer sehr hohen Tiefe fithrt. Zum anderen kénnen Knoten sehr
viele Kinder haben, was zu einer sehr kleinen Tiefe fithren kann. In Extremfillen
besteht ein Baum aus einer linearen Kette von Knoten oder aus einem sternférmi-
gen Graphen, bei dem alle Knoten aufler der Wurzel Blétter sind, die direkt mit der
Waurzel verbunden sind.

In dieser Arbeit werden wir uns auf spezielle Bdume konzentrieren, die zum einen
vielleicht die ,,typischsten“ Bdume darstellen und zum anderen starke Symmetrieei-
genschaften haben, die eine Analyse der Ising-Funktion wesentlich vereinfachen.

Definition 10. Ein Baum G = (V, E) mit Wurzel r € V heifit bindrer Baum, wenn
G ein Baum ist und jeder innere Knoten in V genau zwei Kinder hat.

Ein bindrer Baum G = (V, E) mit Wurzel r € V heifst zudem vollstindig, wenn alle
Bldgtter auf der gleichen Ebene liegen.
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Ein Beispiel fiir einen vollstdndigen bindren Baum ist in Abbildung 4.2 dargestellt.
Es sei angemerkt, dass die Wurzel in einem vollstdndigen bindren Baum eindeutig
bestimmt ist.

Abbildung 4.2: Ein Beispiel fiir einen vollsténdigen bindren Baum der Tiefe 4.

Die Bedingung, dass jeder innere Knoten genau zwei Kinder hat, sorgt dafiir, dass
alle inneren Knoten mit Ausnahme der Wurzel den gleichen Grad haben; sie sind
zu genau 3 anderen Knoten adjazent, zum jeweiligen Elter und zu beiden Kindern.
Lediglich die Wurzel des Gesamtbaums hat keinen Elter und ist daher nur zu zwei
Knoten adjazent. Blitter haben per Definition Grad 1 und sind somit nur zu ihrem
Elter adjazent.

Der Grad eines Knotens spielt gerade beim Ising-Modell eine grofle Rolle, da die
Fitness und die lokale Fitnessverinderung an einem Knoten v stark von der Zahl
inzidenter Kanten abhéngt. Aulerdem macht es einen grofien Unterschied, ob der
Grad eines Knotens gerade ist oder ungerade: Wenn der Grad eines Knotens v
ungerade ist, gibt es unter den Nachbarn von v, also unter den zu v adjazenten
Knoten, stets eine eindeutige Mehrheitsfarbe. Wenn der Grad von v jedoch gerade
ist, kann es bei einer passenden Farbung = vorkommen, dass genau so viele Nachbarn
von v in z 0-gefiirbt wie 1-gefirbt sind. Wenn wir wie in Abschnitt 2.2 mit deg;" (v)
[deg, (v)] die Zahl der in z einfarbigen [zweifarbigen| und zu v inzidenten Kanten
bezeichnen, gilt daher deg} (v) = deg, (v). Die lokale Fitnessverinderung £(z, z,),
also die Verdnderung der Fitness, wenn in z nur das dem Knoten v zugeordnete Bit
z, flippt, betrigt dann

U(z, z,) = degy (v) — deg] (v) =0.

Da hier Hammingnachbarn die gleiche Fitness haben, fiihren Knoten mit geradem
Grad zu Plateaus in der Fitnesslandschaft. Auf biniren Bdumen hat nur die Wurzel
einen geraden Grad, so dass hier nur Plateaus mit 2 Suchpunkten entstehen kénnen
(falls beide Kinder der Wurzel verschieden gefiirbt sind); alle 1-Bit-Mutationen, die
einen anderen Knoten v # r treffen, verdndern die Fitness in jedem Fall um einen
von Null verschiedenen Wert.
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Die zweite Bedingung, dass alle Blitter auf einer Ebene liegen sollen, garantiert uns,
dass alle Teilbdume, deren Wurzeln auf der gleichen Ebene liegen, die gleiche Tiefe
und die gleiche Zahl an Knoten haben. Die Symmetrie dieser Teilbdume wird uns in
spiteren Analysen von Nutzen sein. Allerdings hat die Bedingung auch zur Folge,
dass es nur wenige vollstdndige binidre Baume gibt, denn nicht fiir jede Knotenzahl n
lasst sich ein vollstdndiger bindrer Baum konstruieren.

Eine mogliche Alternative wére, balancierte Bdume zu definieren, bei denen alle
Blitter auf den beiden untersten Ebenen liegen, so dass alle Teilbdume, deren Wur-
zeln auf der gleichen Ebene liegen, zumindest dhnliche Tiefen haben. Allerdings ist
unklar, wie die Blitter auf der untersten Ebene angeordnet werden sollen, wenn die
Ebene nicht vollstindig ausgefiillt werden kann. Hier kénnen sich bei unterschied-
lichen Verteilungen der Blitter unterschiedliche Effekte ergeben, die schwierig zu
beriicksichtigen sind. Daher werden wir uns von vorn herein auf vollstindige binére
Biume beschrinken.

Wie viele Knoten enthilt ein vollstdndiger bindrer Baum mit Tiefe d? Auf Ebene ¢
befinden sich 2¢ Knoten, also betriigt die Zahl n der Knoten

d

n:Z2i:2d+1—1.

1=0
Die Zahl der Knoten ist also stets um 1 kleiner als eine Zweierpotenz, entsprechend

selten sind vollstéindige bindre Biume unter allen moéglichen Suchraumdimensionen
zu finden.

Wenn wir die Gleichung nach d auflésen, erhalten wir

2071 —1 = n
& 2041 — 41
& d+1 = log(n+1)
& d = log(n+1)—1

Die Tiefe eines Baums mit n Knoten betrigt also log(n + 1) — 1. Dieser Term wird
uns noch hiufiger begegnen.

Ein bindrer Baum mit n Knoten und Tiefe d enthilt 2¢ = 2'°8(+1)=1 — (n, 4 1)/2
Blitter. Allgemein lisst sich die Zahl der Knoten auf Ebene i einerseits durch 2°
ausdriicken und andererseits durch

2 = gt . gi~d — glog(nt1)~1  gi~d _ (| 7). i1

Aus letzterer Darstellung folgt: Die Zahl verschiedener Teilbdume mit Tiefe k ist
gleich der Zahl der Knoten auf Ebene i := d — k und damit 2¢=% = (n + 1) - 27%~1.
Auch auf diese Terme werden wir spéter zuriick greifen.

Codierung

Wir planen, im Laufe dieses Kapitels Rekombinationsoperatoren auf Suchpunkte
anwenden. Anders als bei Cliquen, bei denen wir nur mit Mutation gearbeitet haben,
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miissen wir daher fiir Bdume festlegen, wie die Bits, die die n Knoten reprisentieren,
im Bitstring angeordnet werden sollen.

Diese Codierung sollte ,,sinnvoll“ gewéihlt werden und die Charakteristika des Pro-
blems widerspiegeln. Da Bdume hierarchisch aufgebaut und rekursiv aus Teilbdumen
zusammengesetzt sind, macht es Sinn, die Codierung so zu wihlen, dass die Knoten
eines Teilbaums im Bitstring eine zusammenhéngende Teilfolge bilden. Eine Méglich-
keit, die Knoten auf diese Art im Bitstring zu reprisentieren ist, die Knoten geméif
eines so genannten Preorder-Durchlaufs zu nummerieren.

Definition 11. Gegeben ein Baum G = (V, E) mit Wurzel r und n := |V| Knoten.
Ein Preorder-Durchlauf durch G erzeugt einen String pre(r) = (prey,...,pre,) mit
pre; € V won Knoten nach folgendem rekursiven Schema.

Falls vy, ...,v; fir k > 0 die Kinder eines Knotens v € V sind, sei
pre(v) := v o pre(vy) o - - - o pre(vg).

Fiir jeden Knoten v geben wir also zuerst den Knoten v aus und starten dann rekur-
sive Aufrufe fiir alle Kinder von v. Aus der rekursiven Definition wird auch deutlich,
dass alle Knoten eines beliebigen Teilbaums nacheinander ausgegeben werden und
somit in der Folge pre(r) = (prey,...,pre,) eine zusammenhingende Teilfolge bil-
den. Ein Beispiel fiir die Preorder-Nummerierung der Knoten, sprich ihre Position
in der Ausgabe, ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

1

Abbildung 4.3: Eine Preorder-Nummerierung eines vollstindigen binidren Baumes
der Tiefe 3. Die Nummern bezeichnen die Position des Knotens in der Ausgabe

pre(r).

Wenn z1,...,z, die Bits des Bitstrings sind, ordnen wir das Bit z; dem Knoten pre,
zu, der also in der Ausgabe des Preorder-Durchlaufs pre(r) an Position 4 steht.

Als einfachere Notation werden wir im Folgenden alternativ den Knoten direkt an-
geben, indem wir von z, sprechen als dem Bit, das dem Knoten v zugeordnet ist.

4.1.2 Die Fitnesslandschaft des Ising-Modells auf Bidumen

Wie bereits angekiindigt, wollen wir uns in diesem Abschnitt mit der Fitnessland-
schaft der Ising-Funktion auf vollstindigen bindren Bdumen befassen. Zur einfache-



4.1. EINFUHRUNG 115

ren Sprechweise definieren wir folgende Bezeichnungen.

Definition 12. Gegeben ein Graph G = (V, E) mit n := |V| Knoten und ein Such-
punkt x € {0,1}". Einen Knoten v € V bezeichnen wir als

e (lokal) gut gefiirbt in x, wenn deg; (v) > deg} (v),
e (lokal) schlecht gefirbt in x, wenn deg} (v) < deg, (v)

e und als (lokal) neutral gefiirbt in z, wenn deg; (v) = deg (v).

Wenn der Bezug zum Suchpunkt z aus dem Kontext ersichtlich ist, erlauben wir
uns, den Suchpunkt gegebenenfalls wegzulassen.

Da fiir eine neutrale Farbung der Grad von v gerade sein muss, kommen fiir al-
le Knoten auBer der Wurzel nur gute und schlechte Farbungen in Frage. Wenn
alle Knoten lokal gut gefarbt sind, ist ein lokales Optimum erreicht, da jede 1-Bit-
Mutation die Fitness senkt. Umgekehrt gilt: Gibt es eine 1-Bit-Mutation, die die
Fitness nicht senkt, kann der geflippte Knoten nicht gut gefirbt gewesen sein. Also
ist eine Farbung genau dann lokal optimal, wenn alle Knoten lokal gut gefirbt sind.

In einer Farbung, in der alle Knoten lokal gut gefirbt sind, gilt: Die Wurzel und alle
Blétter miissen ausschliellich zu einfarbigen Kanten inzident sein und alle inneren
Knoten mit Ausnahme der Wurzel diirfen nur zu héchstens einer zweifarbigen Kante
inzident sein. Andererseits sind die Bedingungen an die inneren Knoten jedoch so
schwach, dass sich hier grofie Freirdume ergeben, wie lokale Optima aussehen kénnen.
Ein Beispiel fiir eine lokal optimale Firbung ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Abbildung 4.4: Ein Beispiel fiir eine lokal optimale Farbung eines vollstandigen
bindren Baums der Tiefe 4 mit den zwei Farben ,hell“ und ,,dunkel”.

Es ist plausibel, dass es exponentiell viele Farbungen gibt, bei denen alle Knoten gut
gefarbt sind. Um diese Zahl zu bestimmen, werden wir nun eine Rekursionsformel
aufstellen, die die genaue Zahl dieser Férbungen und damit die genaue Zahl lokaler
Optima beschreibt.
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Lemma 10. Gegeben ein vollstindiger bindrer Baum G = (V,E) mit n = |V|
Knoten und Tiefe d := log(n + 1) — 1. Fir i > 1 definieren wir Werte A; durch
Ay :=1,As := 3 und fiir i« > 3 durch die Rekursionsgleichung

A; = A%fl + 2Ai_1A1272.

Dann gilt: Die Zahl lokaler Optima auf Ising; betrdgt 2A§_1.

Beweis. Wir betrachten im Folgenden Teilbdume der Hohe ¢, d. h. Teilbdume, dessen
Wurzeln im Gesamtbaum G auf Ebene d —i liegen. Fiir einen solchen Teilbaum T'(v)
mit Wurzel v zéhlen wir die Zahl verschiedener Teilfirbungen, bei denen alle Knoten
in T'(v) gut gefiirbt sind. Solche Teilfirbungen bezeichnen wir auch als stabil. Dabei
schrinken wir die Teilfdrbungen ein, indem wir die Farbe der Wurzel v des Teilbaums
vorgeben, o. B.d. A. die Farbe 0. Wir zdhlen also nur die stabilen Teilfirbungen der
Knoten in T'(v), bei denen v mit 0 gefiirbt ist.

Wenn der Elter von v ebenfalls mit 0 gefirbt ist, darf eine Kante von v zu einem
Kind zweifarbig sein. Wenn der Elter von v mit 1 gefirbt ist oder wenn v die Wurzel
des Gesamtbaums G ist, miissen jedoch die Kanten zu beiden Kindern einfarbig sein,
da ansonsten v nicht gut gefirbt wire.

Fiir die Bestimmung der Zahl stabiler Teilfirbungen ist also die Farbe des Elters
von v entscheidend (bzw. die Frage, ob v Wurzel des Gesamtbaums ist). Daher
unterscheiden wir zwei Fille und berechnen die Zahl stabiler Teilfirbungen in beiden
Féllen separat.

o A sei die Zahl stabiler Teilfirbungen eines Teilbaums 7'(v) mit 0-gefirbter
Wurzel v und Hohe 4, bei denen v einen 0-gefirbten Elter hat.

e A; sei die Zahl stabiler Teilfirbungen eines Teilbaums 7'(v) mit 0-gefarbter
Wurzel v und Ho6he 4, bei denen v einen 1-gefirbten Elter hat oder v Wurzel
des Gesamtbaums G ist.

Aufgrund der Bit-Flip-Symmetrie geben A;L und A;" auch die Zahl stabiler Teilfar-
bungen an, bei denen die Wurzel v mit 1 gefirbt ist. Entscheidend ist nur, dass die
Farbe von v fest vorgegeben ist.

Fiir Teilbdume T'(v) der Hohe 1 gilt, dass es bei einer 0-gefdrbten Wurzel v nur eine
stabile Teilfirbung gibt, wenn ndmlich beide Blitter auch mit 0 gefirbt sind. Dies
gilt unabhingig von der Farbung eines eventuellen Elters von v. Also gilt

AT:l und A] =1.

Fiir den Fall, dass T'(v) eine Hohe von ¢ > 2 hat, die 0-gefdrbte Wurzel v einen eben-
falls 0-gefarbten Elter hat und v;, ve die beiden Kinder von v sind, fithren wir nun die
Zahl A} stabiler Teilfirbungen in T'(v) zuriick auf die Zahlen stabiler Teilfirbungen
in T'(v1) und T'(v2).

Wenn v einen 0-gefirbten Elter hat, darf eines der beiden Kinder von v in einer
stabilen Teilfarbung 1-gefarbt sein, also eine andere Farbe haben als v. Angenommen,
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vy ist O-gefirbt und vy ist 1-gefirbt. Dann gibt es fiir 7'(v1) genau Aj_l stabile
Teilfarbungen (bei vorgegebener Farbe der Wurzel v1) und im Teilbaum 7'(v) genau
A;_, stabile Teilfdrbungen (bei vorgegebener Farbe der Wurzel v;). Alternativ kann
auch v; das 1-gefiirbte Kind sein, so dass wir hier 2-AZ7';1 - A, | stabile Teilfirbungen
erhalten.

Andere stabile Teilfirbungen entstehen, wenn die Kinder von v beide 0-gefiarbt sind.
In diesem Fall gibt es (A |)? stabile Teilfirbungen fiir die Teilbiume T'(v1) und
T (v9). Insgesamt erhalten wir die Rekursionsformel

AZL = (A;——l)Q +2- Aztl ’ A;—r

Im Fall i = 2 gilt A =1?+2-1 = 3, die Startwerte fiir A;" sind also A} =1 und
Af =3.

Nun zum Term A; . Falls die 0-gefirbte Wurzel v keinen Elter hat oder der Elter
1-geféirbt ist, miissen die Kinder von v beide 0-gefirbt sein, damit v gut gefiirbt ist.
Es folgt
- 2
Ay = (A:_—l) .

Wenn wir beide Rekursionsgleichungen ineinander einsetzen, erhalten wir fiir ¢ > 3

Af = (AL)? +2- AL - (A0

Damit kénnen wir nun die Zahl stabiler Farbungen des Gesamtbaums ausrechnen.
Der Gesamtbaum hat Tiefe d. Bei vorgegebener Farbe der Wurzel gibt es A} stabile
Féarbungen des Gesamtbaums. Da es zwei Moglichkeiten gibt, die Wurzel des Ge-
samtbaums zu firben, betrigt die Zahl stabiler Farbungen des Gesamtbaums und
damit die Zahl lokaler Optima genau

247 =241 )%

Wenn wir AZT" in A; umbenennen, folgt die Behauptung. O

Die Werte A; werden durch die Rekursionsgleichung exakt beschrieben. Allerdings
lassen sich die genauen Werte nur schwer ablesen, so dass wir an einer geschlossenen
Form fiir die Zahl lokaler Optima interessiert sind.

Da die Rekursionsgleichung recht komplex ist, ist sie nur schwer in eine geschlossene
Form zu iiberfithren. Wir kénnen dennoch geschlossene obere und untere Schran-
ken fiir die Zahl lokaler Optima zeigen, indem wir die Rekursionsgleichung durch
einfachere Rekursionsgleichungen ersetzen, die untere bzw. obere Schranken fiir die
komplexe Rekursionsgleichung darstellen.

Theorem 13. Gegeben ein vollstindiger bindrer Baum G = (V,E) mit n := |V|
Knoten und Tiefe d := log(n + 1) — 1. Die Zahl lokaler Optima auf Isingg ist
beschrinkt durch Q(29264%) und O(20:343n).
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Beweis. Zunichst zeigen wir die obere Schranke. Fiir 1 > 4 gilt folgende einfache
Abschitzung fiir A;_1.

Aig = A2, +24; 9-A2 5 > A2,

Wenn wir dies in die Rekursionsgleichung aus Lemma 10 einsetzen, erhalten wir fiir
1 > 4 die obere Schranke

A, = Azz—l +2A4;_1- A?_Q
< A7 +24i00- A
3A% .

Wir zeigen nun induktiv, dass fiir 1 > 3 und 0 < k < ¢ — 3 gilt
2k _1 42k
Ai S 3 Ai*k'

Fir £ = 0 erhalten wir
A; <3P714% ) = A,

Angenommen, die Behauptung gilt fiir ¥ mit 1 < k < ¢ — 4. Da mit dieser Voraus-
setzung i — k > 4, wenden wir die Abschétzung 4;_ < 34? , | an:

I

A S g,
< 371342, )%
= 32-l.g2t g2t
= 32k+1_1A?iJ(r;+1)-

Also gilt die Behauptung auch fiir k& + 1.

Mit dieser Erkenntnis werden wir nun die vereinfachte Rekursionsgleichung in eine
geschlossene Form iiberfithren. Wir setzen k := d—4 = log(n+1)—5. Nach Lemma 10
ist die Zahl lokaler Optima damit hochstens

2

243, < 2(3la,,)
k_q1 ok\2
- 2(32 1A§) .

Fiir das Ende der Rekursion lisst sich leicht ausrechnen, dass A3 = 15. Wenn wir
dies und k = log(n + 1) — 5 einsetzen, erhalten wir

2A3—1 < 2 (3210g(n+1)_5*1 . 152log(n+1)—5)2
(3(n+1)/32—1 ) 15(n+1)/32)2

. 3(n—|—1)/16 . 15(n—|—1)/16

N[~ DN~ N

. 2(n+1)/16-(10g 3+log15) _ 0(20,34371)_
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Die untere Schranke zeigen wir analog. Da A; > A?fl, gilt fiir 2+ > 3 die einfache
Abschitzung

> Al +247 A7,
3A7 5.

Wir zeigen nun induktiv, dass fiir ¢ > 1 und 0 < k < /2 gilt

221 ook

A 2375 A g

Fir k = 0 erhalten wir
203

Angenommen, die Behauptung gilt fiir £ mit 1 < k < i/2 — 1. Aus dieser Vorausset-
zung folgt :—2 > 2k = 1—2k > 3 und wir wenden die Abschitzung A; of > 3A;.l_2k_2
an:

LV. 92k 5 o
5 A2
A 2 3 Aok
22k g 2k
£ = 4 2
> 3 - (345 9k—2)
22k _1 2k o2(k+1)
_ — 2 2
= 3 3 3 Al 4
2%k 143228 o(k41)
= 8 i—2(k+1)
224D 1 oa(kt1)
= 3 3 i—2(k+1)

Also gilt die Behauptung auch fiir £ + 1.

Nun iiberfiihren wir auch diese vereinfachte Rekursionsgleichung in eine geschlossene
Form. Falls d ungerade, setzen wir k := (d — 1) /2 — 1 und erhalten nach Lemma 10
eine Zahl lokaler Optima von

9 22k 4 92k 2
245, > 2|3 3 AG o

- 2
_ 2(3223 1A§2k>

Wir setzen Ay = 3 und 2k = d — 3 =log(n + 1) — 4 ein und erhalten

2
plog(n+1)—4_, log(n+1)—4
242 | > 2(3 3 . g2los(n

- 9 (3 (n+1)3/16—1 ' 3(n+1)/16)2

9.3-2/3 (3(n+1)/48 . 3(n+1)/16)2

— 2 . 3*2/3 . 3(n+1)/6
9. 3—2/3 . 2(n+1)/6-10g3 _ 9(20,26471).
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Falls d gerade, setzen wir k := d/2 — 2 und erhalten

9 22k _q 92k 2
2451 > 233 Aj_i_o

2
— 9 (32212114%%)

Mit A3 =15 und 2k = d — 4 = log(n + 1) — 5 erhalten wir

log(n+1)—5_ og(n _ 2
247, > 2 (32 S S T 5)
- 9 (3(n+1)3/32—1 ' 15(n+1)/32>2

9.3-2/3 (3(n—|—1)/96 . 15(n+1)/32)2

= 9. 3—2/3 . 3(7’l+1)/48 . 15(n—|—1)/16
2. 3—2/3 i 2(n+1)-(1/48-10g 3+1/16-log 15) — 9(20’277n).

In beiden Fillen ist die Zahl lokaler Optima €(2%26"), was die untere Schranke
beweist. O

4.2 Mutationsbasierte Algorithmen

4.2.1 Die randomisierte lokale Suche auf Bidumen

Die Betrachtung der Fitnesslandschaft hat ergeben, dass es exponentiell viele lokale
Optima gibt. Darunter sind nur zwei globale Optima, ndmlich 0” und 1", alle anderen
lokalen Optima sind suboptimal. Daher ist zu vermuten, dass die randomisierte lokale
Suche mit hoher Wahrscheinlichkeit in nicht optimalen lokalen Optima héingen bleibt
und somit eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit hat, ein globales Optimum zu finden.

Theorem 14. Gegeben ein vollstindiger bindrer Baum G = (V,E) mit n := |V|
Knoten. Die Wahrscheinlichkeit, dass die randomisierte lokale Suche auf Ising, ein
globales Optimum findet, ist 29,

Beweis. Die untere Schranke 2-9(") ist trivial, da mit Wahrscheinlichkeit 2-2~" bei
der zufilligen Initialisierung ein globales Optimum gew&dhlt wird.

Eine obere Schranke 2-%(™) lisst sich ebenfalls aus der zufilligen Initialisierung
herleiten, ohne nidher auf den Lauf des Algorithmus einzugehen. Die bisherigen Er-
kenntnisse aus Theorem 13 reichen jedoch dafiir noch nicht aus: Wenn wir darauf
spekulieren, direkt in einem lokalen, nicht globalen Optimum zu starten, besagt
Theorem 13 zwar, dass es exponentiell viele dieser lokalen Optima gibt; allerdings
ist der Anteil lokaler Optima gemessen an der Grofle 2™ des Suchraums exponentiell
klein, so dass die randomisierte lokale Suche nur mit exponentiell kleiner Wahr-
scheinlichkeit direkt in einem lokalen Optimum startet.
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Wir wéhlen daher einen anderen Weg und zeigen, dass wir bei der zufilligen Initia-
lisierung mit Wahrscheinlichkeit 2-*") einen Suchpunkt erzeugen, von dem aus es
keine Folge von 1-Bit-Mutationen gibt, die zu einem globalen Optimum fithrt. Wenn
ein solcher Suchpunkt ausgew#hlt wird, kann die randomisierte lokale Suche also
kein globales Optimum erreichen.

Sei T die Menge aller Teilbdume der Hohe 1 (d. h. Teilbdume, dessen Wurzeln auf
der zweituntersten Ebene liegen). Wenn ein solcher Teilbaum einheitlich gefirbt
ist, verringert jede 1-Bit-Mutation die Fitness, da dann bei Blidttern die Kante zum
Elter zweifarbig wird und bei einer Mutation des Elters beide Kanten zu den Kindern
zweifarbig werden. Die randomisierte lokale Suche hat also keine Moglichkeit, einen
einheitlich gefirbten Teilbaum aus 7 zu verindern.

Wenn es in einer Farbung z einen einheitlich 0-gefarbten Teilbaum Ty € 7 und einen
einheitlich 1-gefiarbten Teilbaum 7 € T gibt, kann die randomisierte lokale Suche
ausgehend von z kein globales Optimum erreichen.

Um die Wahrscheinlichkeit fiir ein solches Ereignis zu berechnen, zeigen wir zunéchst
folgende Aquivalenz. Dabei notieren wir mit zr € {0,1}® die Teilfirbung eines
Baums T' € T in der Farbung z. Fiir alle Suchpunkte z gilt dann: Genau dann,
wenn es keine Teilbdume Ty, T} in T gibt, sind entweder alle Teilbdume in 7 nicht
einheitlich O-gefidrbt oder alle Teilbdume in 7 nicht einheitlich 1-gefdrbt. Formal:

P10, TL €T 27, =027, =1%) & VT €T: 20 £0°) vV (VT € T: zp #13)

Wenn alle Teilbdume nicht einheitlich 0-gefarbt sind oder alle Teilbdume nicht ein-
heitlich 1-gefirbt sind, kann es keine Teilbdume 7 und 77 geben. Daraus folgt die
Richtung ,,<=“. Die Richtung ,=-“ folgt mit der Kontraposition: Wenn die rechte
Seite der Aquivalenz falsch ist, gibt es einen einheitlich 0-gefirbten Teilbaum und
einen einheitlich 1-gefirbten Teilbaum und die linke Seite der Aquivalenz ist falsch.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Teilbdume nicht einheitlich mit 0 gefarbt sind, ist
gleich der Wahrscheinlichkeit, dass alle Teilbdume nicht einheitlich mit 1 gefirbt
sind. Wir erhalten daher

Prob(3Tp, 71 € T: Ty = 03,7y =13) < 2-Prob(VT € T: T # 0°).

Es gibt insgesamt 8 mogliche Farbungen fiir die drei Knoten eines Teilbaums T € T,
von denen 7 nicht einer einheitlichen Farbung mit Farbe 0 entsprechen. Zudem gibt
es (n + 1)/4 Teilbdume in 7, da es (n + 1)/4 Knoten auf der zweituntersten Ebene
gibt. Es folgt

Prob(}Ty, Ty € Tz, = 0%,2, =13) < 2. <§>

— 9.9log(7/8)(n+1)/4
2 . 2—10g(8/7)(n+1)/4
2—0.04877,—{—1.

IN
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4.2.2 Die Laufzeit des (1+1) EA

Der (141) EA hat prinzipiell keine Probleme, suboptimale lokale Optima zu ver-
lassen, da der (1+1) EA beispielsweise ganze Teilbdume in einem Schritt komplett
flippen kann. Angenommen, in einem Schritt wird genau ein Teilbaum 7'(v) komplett
geflippt, T'(v) C V. Aufgrund der Bit-Flip-Symmetrie gilt dann, dass der Fitness-
beitrag aller Kanten innerhalb von T'(v) konstant bleibt, da von jeder Kante beide
Endpunkte flippen. Alle Kanten, die nicht zu Knoten aus 7'(v) inzident sind, werden
nicht beriihrt und haben daher auch den gleichen Fitnessbeitrag wie zuvor.

Die einzige Kante, deren Fitnessbeitrag sich dndert, ist die Kante von v zum Elter
von v. Falls diese Kante zweifarbig ist, ist sie im Nachkommen einfarbig und die
Fitness erhoht sich um 1. Da ein solcher Teilbaum die Fitness verbessert, wenn er
geflippt wird, bezeichnen wir ihn als verbessernden Teilbaum.

Definition 13. Gegeben ein beliebiger Baum G = (V, E) mit n := |V| Knoten und
eine Farbung x € {0,1}". Fin Teilbaum T (v) heifit verbessernder Teilbaum in z,
wenn v einen Elter u besitzt und Ty 7 Ty.

Wie iiblich, erlauben wir uns, die Firbung gegebenenfalls wegzulassen, wenn sie
aus dem Kontext ersichtlich wird. Die Farbung, die uns bereits aus Abbildung 4.4
bekannt ist, induziert drei verbessernde Teilbdume, die in Abbildung 4.5 dargestellt
sind.

Abbildung 4.5: Ein Beispiel fiir eine Farbung z eines vollstindigen biniren Baums
und die verbessernden Teilbdume in x.

Jeder verbessernde Teilbaum setzt eine zweifarbige Kante voraus und jede zweifar-
bige Kante induziert einen verbessernden Teilbaum. Es gibt also eine eineindeutige
Beziehung zwischen verbessernden Teilbdumen und zweifarbigen Kanten.
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Eine obere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit

Die Erkenntnis, dass Mutationen verbessernder Teilbdume die Fitness erhohen, wer-
den wir zum Beweis einer oberen Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit ver-
wenden. Eine Mutation, die einen verbessernden Teilbaum flippt, ist um so wahr-
scheinlicher, je kleiner der verbessernde Teilbaum ist. Daher konzentrieren wir uns
im Folgenden auf verbessernde Teilbdume minimaler Tiefe unter allen verbessernden
Teilbdumen der entsprechenden Farbung.

Zur Verkiirzung der Schreibweise fithren wir eine Funktion fiir die minimale Tiefe
aller verbessernden Teilbdume ein.

Definition 14. Gegeben ein vollstandiger bindrer Baum G = (V, E) mit n := |V|
Knoten. Fir x € {0,1}" mit f(z) <n — 1 sei Y(z) die minimale Tiefe eines Teil-
baums unter allen verbessernden Teilbdumen in x.

Mit ¢ haben wir ein Maf} gefunden, mit dem sich die Wahrscheinlichkeit abschétzen
ldsst, dass ein komplett flippender Teilbaum die Fitness erhoht. Da ein Teilbaum der
Tiefe () genau 2¢(@)+1 _ 1 Knoten enthilt, ist die Wahrscheinlichkeit, die Fitness
durch eine solche Operation zu erhhen, Q(n=2"“*"'-1).

Allerdings ist es bei weitem keine notwendige Bedingung, dass ein verbessernder
Teilbaum der Tiefe 1)(z) flippt. Es kann Operationen geben, bei denen beispielswei-
se eine zusammenhingende Menge innerer Knoten flippt und die Fitness dadurch
erhoht wird, ohne dass ein ganzer Teilbaum von der Mutation betroffen wird. (Wir
werden spéter in Abbildung 4.7 Beispiele fiir solche Operationen kennen lernen.)
Solche Mutationen sind aber nur schwer zu analysieren, da die Farbung grofler Teile
des Baums beriicksichtigt werden muss.

Andere Operationen kénnen den Wert von v #ndern, ohne dass dies gleich zu einer
Fitnesserh6hung fithrt. Angenommen, 7'(v) ist in einem Suchpunkt z ein verbessern-
der Teilbaum der minimalen Tiefe ¥ (z) und v1, v2 sind Kinder von v. Nun kann eine
Mutation, die aus z den Nachkommen z’ erzeugt, beispielsweise genau die Knoten
in T'(v1) U {v} flippen. Dadurch wird die zweifarbige Kante von v zu seinem Elter
u einfarbig gefirbt und die einfarbige Kante {v,v9} wird einfarbig gefirbt, wie in
Abbildung 4.6 veranschaulicht. Alle anderen Kanten behalten ihren alten Fitness-
beitrag. Diese Operation ldsst daher die Fitness konstant, aber mit 7T'(ve) gibt es
nun einen verbessernden Teilbaum mit kleinerer Tiefe; es gilt 9 (z') = ¢(z) — 1.

Aber auch die umgekehrte Richtung ist moglich. Angenommen, 7'(v9) mit Elter v
und benachbartem Teilbaum T'(v;) ist in x der einzige verbessernde Teilbaum mit
Tiefe 1(z). Wenn die Kante von v zum Elter existiert und einfarbig ist und genau die
Knoten T'(v1) U{v} flippen, ist T'(v) im Nachkommen 2z’ ein verbessernder Teilbaum
minimaler Tiefe und es ist ¥(2') = 9 (z) + 1; die Fitness bleibt ebenfalls konstant.
Auch diese Operation ist in Abbildung 4.6 zu sehen.

Der 1)-Wert des jeweils aktuellen Suchpunkts kann sich also iiber die Zeit verdndern,
auch ohne dass die Fitness erh6ht wird.
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v V2 U1 V2

Abbildung 4.6: Ein Beispiel fir zwei Operationen, durch die der aktuelle -Wert
ohne Fitnessgewinn verdndert wird. Wird aus der linken Farbung durch Mutation
der Knoten in 7T'(v1) U {v} die rechte Féarbung erzeugt, sinkt der 1)-Wert; wird aus

der rechten Farbung durch die gleiche Mutation die linke Farbung erzeugt, steigt
der -Wert.

Die als Beispiel angefiithrten Mutationen zeigen aulerdem, dass der (14+1) EA mit et-
was Gliick einen verbessernden Teilbaum auch in mehreren Schritten flippen kann.
Statt einen verbessernden Teilbaum 7T'(v) auf einen Schlag zu flippen, ist es auch
moglich, zuerst v und den Teilbaum eines Kindes zu flippen, um dann in einem
spiteren Schritt den Teilbaum des anderen Kindes zu flippen. Allerdings geht die-
ser Plan nur dann auf, wenn zwischendurch keine Mutationen auftreten, die uns
einen Strich durch die Rechnung machen; z. B., indem die Tiefe des verbessernden
Teilbaums zwischenzeitlich wieder erhéht wird.

Theorem 15. Gegeben ein vollstindiger bindrer Baum G = (V, E) mit n := |V|
Knoten und Tiefe d :== log(n + 1) — 1. Die Laufzeit des (1+1) EA auf f := Isingq
ist nach oben beschrdnkt durch O(n(+1/4),

Beweis. Wir verwenden die Methode der Fitnessschichten mit der kanonischen Ein-
teilung in Schichten A; := {z | f(z) = ¢} und summieren die erwarteten Zeiten, bis
alle Fitnessschichten verlassen werden.

Die Fitnessschichten Ag,..., A,_3 sind leicht zu verlassen. Sei x € A; der aktuelle
Suchpunkt in Fitnessschicht ¢ mit 0 < ¢ < n — 3. Da es mindestens zwei zweifarbige
Kanten gibt, gilt folgendes. Entweder beide zweifarbigen Kanten sind zur Wurzel
inzident oder eine zweifarbige Kante liegt auf einer niedrigeren Ebene. Sind beide
Kanten zur Wurzel inzident, ist die Wahrscheinlichkeit, die aktuelle Fitnessschicht zu
verlassen, mindestens 1/(en), da eine 1-Bit-Mutation der Wurzel die Fitness erhoht.

Liegt eine zweifarbige Kante auf einer niedrigeren Ebene, ist ¢ (z) < d — 2, da der
untere Endpunkt einer zweifarbigen Kante mindestens auf Ebene 2 liegt. Sei T'(v) ein
entsprechender verbessernder Teilbaum der Tiefe 1(z). Da T'(v) genau 2¥(®)+1 -1 <
2¢-1 1 = 2l8(m+1)=2_1 = (n41)/4—1 Knoten enthilt, ist die Wahrscheinlichkeit,
dass T'(v) in einem Schritt komplett geflippt wird, Q(n~((»+1/4=1)),

In beiden Fillen ist also die Wahrscheinlichkeit einer Fitnesserhthung nach unten
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beschriinkt durch Q(n=((»*1/4=1)) ynd die erwartete Zeit, bis wir die Fitnessschich-
ten Ag,...,An_3 verlassen haben, ist beschrinkt durch

(n o 2) . O(n(n+1)/4—1) _ O(n(n+1)/4)

Nun zur letzten suboptimalen Fitnessschicht A, 9. Sei M C A, o die Menge der
Suchpunkte, bei denen beide Teilbdume der Wurzel jeweils einheitlich, aber mit
verschiedenen Farben gefirbt sind. Damit enthédlt M genau vier Farbungen, bei
denen die Endpunkte der einzigen zweifarbigen Kante auf den héchst méglichen
Ebenen 0 und 1 liegen.

Angenommen, der aktuelle Suchpunkt des (1+1) EA ist ein Suchpunkt z € M und
T'(v) ist der einzige verbessernde Teilbaum in z. Es wire nun unverniinftig, darauf zu
warten, dass T'(v) in einem Schritt komplett flippt. Statt dessen warten wir darauf,
dass ein kleinerer verbessernder Teilbaum entsteht und der 1-Wert des aktuellen
Suchpunkts sinkt. Dies kann beispielsweise dadurch geschehen kann, dass genau die
Knoten in T'(v1) U {v} oder T'(vo) U {v} flippen, wobei v, vs die Kinder von v sind.
Da die Teilbiume 7'(v;) genau 24~ —1 Knoten enthalten und die Mengen T'(v;) U{v}
damit 24~ = 2°8(n+1)=2 — (1 1) /4 Knoten beinhalten, ist die erwartete Zeit, bis
ein Suchpunkt y ¢ M erreicht wird, nach oben beschrinkt durch O(n(*+1/4),

Der erreichte Suchpunkt y enthilt einen verbessernden Teilbaum 7'(w) mit Tie-
fe Y(y) < d — 2. Mit etwas Gliick flippt der (14+1) EA anschlieBend den ver-
bessernden Teilbaum 7T'(w). Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Schritt ist
Q(n_((”+1)/ 4_1)), und wenn dies geschieht, erreichen wir direkt ein globales Op-
timum.

Allerdings kann es auch passieren, dass der (1+1) EA ausgehend von y, bevor er
T'(w) flippt, wieder einen Suchpunkt z’ € M erreicht und damit zur schlechten Aus-
gangsposition zuriick kehrt. Wir kénnen jedoch zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit
hierfiir vergleichsweise klein ist.

Zunichst schitzen wir die Wahrscheinlichkeit ab, in einem Schritt zu einem Such-
punkt aus M zuriick zu kehren. Es gibt in M genau vier Suchpunkte, bei denen
beide Teilbdume der Wurzel einheitlich und mit verschiedenen Farben gefirbt sind;
die Menge M hat also nur konstante Grofle.

0O.B.d. A. sei nun der verbessernde Teilbaum 7T'(w) in y einheitlich 1-gefirbt. Da
T'(w) hochstens (n + 1)/4 — 1 Knoten enthilt und genau die Knoten in T'(w) mit
Farbe 1 gefirbt sind, enthilt y hochstens (n + 1)/4 — 1 Einsen. Alle Teilbdume in
M enthalten jedoch mindestens (n + 1)/2 — 1 Einsen, da ein Teilbaum der Wurzel
einheitlich 1-gefiirbt ist. Damit betréigt der Hammingabstand von y zu allen Such-
punkten aus M mindestens (n + 1)/4 und die Wahrscheinlichkeit, in einem Schritt
von y zu einem der vier Suchpunkte aus M zu gelangen, ist O(n~("+t1)/4),

Der (141) EA kann, bevor ein globales Optimum erreicht wird, beliebig oft zwischen
den Mengen M und A; 5 \ M hin und her springen. Von einem Suchpunkt aus
Ap—2\ M ausgehend, kénnen wir, wenn die Menge A,_o\ M verlassen wird, entweder
einen Suchpunkt in M erreichen oder ein globales Optimum. Sei A das Ereignis, dass
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wir ausgehend von einem Suchpunkt in 4,5 \ M einen Suchpunkt in M erreichen.
Hingegen sei B das Ereignis, dass wir ausgehend von einem Suchpunkt in A,_o\ M
ein globales Optimum erreichen.

Die Wahrscheinlichkeit Prob(A U B), mit der die Menge A, 5\ M in einem Schritt
verlassen wird, ist Q(n(™*1/4~1) Wenn das Ereignis A U B eintritt, ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass dabei das unerwiinschte Ereignis A eintritt,

Prob(AN (AU B)) Prob(A) O(n(nt1)/4y (1)

Prob(A | AUB) = = =

Prob(AUB)  Prob(AUB) Q(n(+1)/4-1) n

Falls wir doch wider Erwarten ausgehend von einem Suchpunkt in A, o\ M einen
Suchpunkt in M erreichen, warten wir darauf, dass die Menge M erneut verlassen
wird. Daher miissen wir M im Erwartungswert nur hochstens 1 + O(1/n) Mal ver-
lassen, bevor ausgehend von einem Suchpunkt y € A,,_2 \ M Ereignis B eintritt und
wir ein globales Optimum erreichen.

Wir addieren nun die erwarteten Zeiten, um M zu verlassen und die erwartete Zeit,
um ausgehend von der Menge A,, o\ M ein Optimum zu erreichen. Damit erhalten
wir eine obere Schranke fiir die erwartete Zeit, die Fitnessschicht A,,_o zu verlassen:

(14 0(1/n)) - OnTHV/4) 4 O(n(H1/4=1) = O(p(n+D/4),

Insgesamt folgt daher eine obere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit von
O(n(+D/4). 0

Im Beweis der oberen Schranke spielen die vier Suchpunkte der Menge M eine
grofe Rolle, also Farbungen, bei denen beide Teilbdume der Wurzel einheitlich mit
verschiedenen Farben gefirbt sind. Die erwartete Optimierungszeit wird durch die
erwartete Zeit dominiert, bis wir ausgehend von einem Suchpunkt z € M zu einem
globalen Optimum gelangen.

Die Zeiten fiir die iibrigen Fitnesserh6hungen sind deutlich kleiner. Dies lisst sich
aus dem Beweis nicht direkt ablesen; es zeigt sich darin, dass wir uns erlaubt haben,
in den Fitnessschichten Ay, ..., A,_3 sehr grofiziigige Abschitzungen vorzunehmen
und darauf zu warten, dass ein verbessernder Teilbaum in einem einzigen Schritt
flippt. Die wahren Zeiten fiir diese FitnesserhGhungen sind wesentlich kleiner, da
auch in den ersten Fitnessschichten ein verbessernder Teilbaum in mehreren Schrit-
ten flippen kann.

Eine untere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit

Auch beim Beweis einer unteren Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit des
(1+1) EA spielen die Suchpunkte aus M eine grofle Rolle, da sie gewissermafien
Worst-Case-Fiarbungen darstellen, in denen eine maximale Zahl von Bits flippen
muss, um die Farbung wieder zu verlassen. Wir werden zeigen, dass die obere Schran-
ke aus Theorem 15 fiir Suchpunkte aus M asymptotisch scharf ist und daraus mit der
Methode des typischen Laufs (siehe Abschnitt 1.5.4) eine untere Schranke folgern.
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Theorem 16. Gegeben ein vollstindiger bindrer Baum G = (V,E) mit n := |V|
Knoten und Tiefe d := log(n + 1) — 1. Die erwartete Laufzeit des (1+1) EA auf
f :=Isingg ist nach unten beschrdnkt durch Q(27" - n(m+t1)/4) = pf(n),

Beweis. Mit Wahrscheinlichkeit 4 - 27" wird bei der zufilligen Initialisierung ein
Suchpunkt x € M gewihlt, bei dem beide Teilbdume der Wurzel einheitlich, aber
verschieden gefdrbt sind. Wir nehmen im Folgenden an, dass dieses Ereignis eintritt.

Da z in der Fitnessschicht A,_5 liegt, werden nur noch Suchpunkte in A4, _o U
A, 1 akzeptiert, die also eine Fitness von mindestens n — 2 haben. Die Zahl dieser
Suchpunkte betrigt genau 2n. Dies ergibt sich wie folgt: Um alle Suchpunkte in
A,,_2 zu erhalten, kénnen wir die Position der einzigen zweifarbigen Kante aus n—1
Moglichkeiten wahlen und haben dann zwei Moglichkeiten, die beiden Endpunkte
dieser Kante zu firben; hinzu kommen noch zwei globale Optima.

Da Suchpunkte y ¢ M mit einer Fitness von mindestens n — 2 zum einen selten und
zum anderen weit entfernt sind, schitzen wir die erwartete Optimierungszeit nach
unten ab durch die erwartete Zeit, irgendeinen Suchpunkt y ¢ M zu erreichen.

Im Beweis von Theorem 15 haben wir bereits gezeigt: Der Hammingabstand von
einem Suchpunkt y € A,,_2\M zu allen Suchpunkten aus M ist mindestens (n+1)/4.
In Theorem 15 lief} sich daraus folgern, dass die Wahrscheinlichkeit, von der Menge
A, o\ M in die Menge M iiberzugehen, O(n~=("*1/4) ist, da die GroBe von M
konstant ist.

Das gleiche Argument wollen wir nun in umgekehrter Richtung anwenden, um die
Wabhrscheinlichkeit abzuschitzen, mit der der (141) EA von M in die Menge A, \
M iibergeht. Allerdings miissen wir bedenken, dass es in der Zielmenge A, 2\ M
linear viele Suchpunkte gibt. Wenn wir die gleichen Abschitzungen wie in Theo-
rem 15 verwenden, erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, von der Menge M in die
Menge A,_2 \ M iiberzugehen, nur eine um Faktor n schwéchere untere Schranke
von O(n~((n+D)/4=1)y,

Allerdings ldsst sich dieses Problem leicht beheben. Es gibt nur 8 Farbungen in
Ap_2\ M, bei denen der verbessernde Teilbaum eine Tiefe von d — 2 hat. Fiir diese
wenden wir die untere Schranke (n+1)/4 fiir den Hammingabstand an. Es folgt: Die
Wahrscheinlichkeit, ausgehend von z € M einen dieser 8 Suchpunkte zu erreichen,
ist On— (- /4).

Alle anderen Farbungen in A,,_5\ M haben einen grofileren Hammingabstand zu allen
Suchpunkten in M: Da der verbessernde Teilbaum in solch einer Farbung héchstens
Tiefe d — 3 und damit (n 4+ 1)/8 — 1 Knoten haben kann, ist die Zahl der Einsen
oder die Zahl der Nullen hochstens (n+1)/8 — 1 und der Hammingabstand zu allen
Suchpunkten aus M betrigt mindestens

(520 ()2

Die Wahrscheinlichkeit, ausgehend von z € M zu einem dieser Suchpunkte zu sprin-
gen, ist daher O(n) - O(n =3 +1)/8) = O(p—(B(n+1)/8+1))
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Zuletzt haben globale Optima einen Abstand von mindestens (n+1)/2 — 1 zu allen
Suchpunkten aus M. Die Wahrscheinlichkeit, direkt zu einem globalen Optimum zu
springen, ist daher O(n~((+1)/2-1)),

Die Wahrscheinlichkeit, die Menge M zu verlassen, ergibt sich nun aus der Sum-
me der Wahrscheinlichkeiten, zu einer der drei genannten Mengen von Suchpunkten
auBerhalb von M {iiberzugehen. Diese Wahrscheinlichkeit ist daher nach oben be-
schrinkt durch

O(n—(n+1)/4) + O(n—(3(n+1)/8+1)) + O(n—((n+1)/2—1)) _ O(n—(n+1)/4).

Die erwartete Optimierungszeit ist daher ausgehend von z € M nach unten be-
schriinkt durch Q(n(™*1)/4) und zusammen mit der Wahrscheinlichkeit Q(2~"), mit
einem Suchpunkt z € M zu starten, folgt eine unbedingte erwartete Optimierungs-
zeit von (27" - n(rt1)/4), O

Die Wahrscheinlichkeit einer Worst-Case-Féirbung

Die untere Schranke ist durch den Faktor 27" sehr grob geraten. Es ist zu vermuten,
dass eine Worst-Case-Farbung x € M mit sehr viel hoherer Wahrscheinlichkeit als
4.27" erreicht wird. Konkret stellen wir uns vor, dass wir einen Lauf so lange laufen
lassen, bis entweder ein globales Optimum oder eine Worst-Case-Farbung x € M
erreicht wird. Wir vermuten, dass dann die Wahrscheinlichkeit, eine Worst-Case-
Farbung zu erreichen, deutlich grofler als 4 - 27" ist.

Eine mutige Hypothese wiire, dass diese Wahrscheinlichkeit sogar durch eine Kon-
stante nach unten beschréinkt ist; in diesem Fall wire die Laufzeit des (14+1) EA in
der GréBenordnung ©(n(m+1)/4),

Hypothese 1. Gegeben ein vollstandiger bindrer Baum G = (V,E). Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der (1+1) EA auf Ising eine Worst-Case-Farbung mit einheit-
lich, aber verschieden gefirbten Teilbiumen der Wurzel erreicht, ist Q(1).

Diese Hypothese wollen wir nun niher in Augenschein nehmen und von verschiede-
nen Seiten beleuchten.

Wenn man den Graphen G = (V, E) modifiziert, indem man eine zur Wurzel inzi-
dente Kante e entfernt, liegen die beiden Teilbdume der Wurzel im resultierenden
Graphen G* = (V,E \ {e}) in verschiedenen Zusammenhangskomponenten. Mit
Lemma 3 aus Abschnitt 2.4 ldsst sich dann leicht zeigen, dass auf fg+ beide Zusam-
menhangskomponenten mit Wahrscheinlichkeit 1/2 verschieden gefirbt werden, was
iibertragen auf den Graphen G einer Farbung aus M entspricht.

Bei der Analyse zweier verbundener Cliquen mit einer Briickenkante in Abschnitt 3.3
haben wir gesehen, dass eine einzelne Kante, die zwei Teilgraphen miteinander ver-
bindet, einen verschwindend kleinen Einfluss auf die Féirbung der beiden Teilgraphen
hat. Dies wire ein Indiz dafiir, dass die eine zur Wurzel inzidente Kante e, die den
Unterschied zwischen G und G* ausmacht, ebenfalls nur einen kleinen Einfluss hat
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und die Wahrscheinlichkeit, dass beide Teilbidume der Wurzel auf fg verschieden
gefirbt werden, ebenfalls durch eine Konstante nach unten beschrinkt ist.

Einzuwenden ist allerdings, dass die Graphstrukturen véllig verschieden sind: Bei
zwei verbundenen Cliquen ist die Briickenkante nur eine von sehr vielen anderen
Kanten und ihr Einfluss wird deshalb vom Einfluss der anderen Kanten iibertont.
Auf Bidumen ist jede Kante aber eine von hichstens 3 zu einem Knoten v inziden-
ten Kanten, so dass der Einfluss einer Kante auf die Endpunkte wesentlich gréfer
ist. Trotzdem konnen zwei andere zu v inzidente Kanten den Einfluss einer dritten
Kante iiberstimmen, sofern die zwei anderen Kanten einfarbig sind. Durch passende
Konstellationen gut gefarbter Knoten kénnen sich also dennoch stabile Teilfarbun-
gen entwickeln, die nur dann aufgebrochen werden kénnen, wenn an anderer Stelle
die Fitness (lokal) erhoht wird.

Zweitens miissen wir beachten, dass gegeniiber der Analyse von Cliquen die betrach-
teten Zeitrdume ganz verschiedene Groéflenordnungen haben. Bei Cliquen endet ein
Lauf in erwarteter Zeit O(nlogn) in einem globalen Optimum oder einer Worst-
Case-Farbung mit verschieden gefirbten Cliquen. Die erwartete Zeit fiir das analoge
Ereignis auf vollstindigen bindren Biumen ist exponentiell. Die eine verbindende
Kante kann ihren Einfluss also iiber einen viel grofleren Zeitraum ausspielen.

Ein Ansatz, um Hypothese 1 mit theoretischen Mitteln zu untersuchen, wire, die
moglichen Operationen des (14+1) EA genauer zu analysieren. Wir haben bei der
Analyse des (141) EA und der Betrachtung verbessernder Teilbdume gesehen, dass
sich die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Fitness verbessernder Operationen sehr
stark voneinander unterscheiden kénnen. Man kénnte daher die Methode des typi-
schen Laufs anwenden und darauf spekulieren, dass stets eine der wahrscheinlichsten
Operationen ausgefiithrt wird.

Beispielsweise kann man darauf spekulieren, dass ein verbessernder Teilbaum mini-
maler Tiefe flippt, bevor ein anderer verbessernder Teilbaum groflerer Tiefe flippt.
Anders ausgedriickt: Wenn ein verbessernder Teilbaum flippt, kann man in einem
typischen Lauf davon ausgehen, dass dieser Teilbaum eine minimale Tiefe unter allen
verbessernden Teilbdumen hat.

Leider iibersieht man bei der Betrachtung verbessernder Teilbdume aber leicht, dass
es viele andere Operationen gibt, die den aktuellen Suchpunkt verdndern kénnen.
So gibt es zusammenhingende Mengen innerer Knoten, die keinen Teilbaum bilden,
aber trotzdem die Fitness erhhen konnen, wenn genau die Knoten einer solchen
Menge flippen. Zwei Beispiele sind in Abbildung 4.7 dargestellt. Die Existenz und
das Aussehen solcher Operationen hingt stark von den Farbungen der umgebenden
Knoten ab, was die Analyse schwierig macht.

Auch die Reihenfolge bei mehreren gleich wahrscheinlichen Operationen spielt eine
Rolle: Oft ergeben sich auf lange Sicht unterschiedliche Farbungen, je nachdem, wel-
che der wahrscheinlichsten Operationen zuerst ausgefiithrt wird. Ein solches Szenario
ist in Abbildung 4.8 skizziert.

Alles in allem scheint eine theoretische Analyse aufgrund der hohen Bandbreite
moglicher Operationen schwierig zu sein. Daher bleibt die Frage, ob man die Hypo-
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Abbildung 4.7: Zwei Beispiele fiir Fitness verbessernde Operationen, die ausschlief}-
lich innere Knoten betreffen. Flippen genau die Knoten in der linken umrahmten
Menge, wird ein Pfad aus dunkel gefirbten Knoten innerhalb einer hell gefirbten
Umgebung zerschnitten. Die Knoten der rechten umrahmten Menge bilden eine zu-
sammenhingende Menge hell gefirbter Knoten. Nach oben ist eine solche Menge
durch einen Knoten mit dunkel gefirbtem Elter begrenzt und nach unten durch
Knoten, die keine zwei hell gefirbten Kinder haben.

these experimentell testen kann. Hier ergibt sich aber das Problem, dass die erwar-
tete Zeit, bis der (1+1) EA ein globales Optimum oder eine Worst-Case-Firbung
erreicht, exponentiell ist. Hinzu kommt, dass die Knotenzahl eines vollstindigen
bindren Baums exponentiell in der Tiefe ist und Instanzen mit kleinen Knotenzah-
len dementsprechend selten sind.

In verniinftiger Zeit lassen sich vollstdndige bindre Bdume nur bis zu einer Tiefe von
d = 4 untersuchen, was einer Suchraumdimension von n = 31 entspricht und bei
weitem keine verlésslichen Hinweise auf das asymptotische Verhalten des (1+1) EA
gibt. Fiir vollstindige binire Biume mit Tiefe d € {2,3,4} deuten Experimente
jedoch an, dass Hypothese 1 wahr sein kénnte.

Wir haben also keinen Erfolg versprechenden Ansatz, um Hypothese 1 zu testen.
Dennoch kénnen wir mit der groben unteren Schranke aus Theorem 16 zufrieden sein.
Wenn wir n als 2'°8” schreiben, betriigt die obere Schranke O(2((+1)/4)1logn) ynd
die untere Schranke (27" - 2((nt1)/4)logn) — (2((n+1)/4)logn-n) Beide Schranken
lassen sich durch 20("1°8") oder n®(™) ausdriicken, sie unterscheiden sich also ,nur®
durch die Konstanten im Exponenten.

Eine untere Schranke fiir beliebige Mutationswahrscheinlichkeiten

Die untere Schranke aus Theorem 16 zeigt, dass der (14+1) EA auf vollstindigen
bindren Baumen schlecht abschneidet. Im Hinblick auf den Vergleich von Mutation
und Rekombination wollen wir uns nun fragen, ob Mutationen auf dieser Klasse
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Abbildung 4.8: Eine Teilfirbung mit zwei verbessernden 1-Bit-Mutationen an den
Knoten v und v;. Es entstehen unterschiedliche Farbungen, je nachdem, welche die-
ser verbessernden 1-Bit-Mutationen ausgefithrt wird. Flippt v1, ist T'(v) einheitlich
dunkel gefirbt. Flippt hingegen v, ist die Chance gro8, dass T'(v) spéter einheitlich
hell gefirbt wird. Eine solche Entscheidung kann Auswirkungen auf die Farbung
hoherer Ebenen des Baumes haben.

von Probleminstanzen generell nicht sinnvoll eingesetzt werden kénnen oder ob wir
die voreingestellte Mutationswahrscheinlichkeit p,, := 1/n falsch gewdhlt haben.
Immerhin miissen in einem Lauf oft viele Knoten auf einen Schlag geflippt werden
und dabei kénnte eine hohere Mutationswahrscheinlichkeit helfen.

Wir unterscheiden zwei Fille, zum einen den Fall p,,, < 1/32 und zum anderen den
Fall 1/32 < p,,, < 1/2. Mutationswahrscheinlichkeiten p,, > 1/2 sind zum einen se-
mantisch fragwiirdig, da weit entfernte Suchpunkte bevorzugt werden. Zum anderen
haben sie den gleichen Effekt wie ein Mutationsoperator, der mit Mutationswahr-
scheinlichkeit 1 — p,, arbeitet und nach einer Mutation den kompletten Bitstring
invertiert. Aufgrund der Bit-Flip-Symmetrie verhilt sich der Algorithmus im We-
sentlichen also wie bei einer Mutationswahrscheinlichkeit von 1 — p,, < 1/2 und es
reicht aus, den Fall p,,, < 1/2 zu betrachten.

Falls p,, < 1/32, verwenden wir die Ideen aus dem Beweis von Theorem 16. Die
Wahrscheinlichkeit, mit einem Suchpunkt £ € M zu starten, ist 4-27". Wir erinnern
uns daran, dass der (14+1) EA ausgehend von einem beliebigen Suchpunkt z € M
einen von O(n) Suchpunkten in (4,2 U A,_1) \ M erreichen muss, die alle einen
Hammingabstand von mindestens (n + 1)/4 zu z haben. Um einen bestimmten
Suchpunkt y € (4,2 U Ap_1) \ M zu treffen, miissen also mindestens (n + 1)/4
ausgewéihlte Bits flippen. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist hochstens

p%wl)/z; < 39~ (n+1)/4 ~ 9=(5/4)n
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Die erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA mit einer Mutationswahrscheinlichkeit
von pp, < 1/32 oder p,, > 31/32 ist daher mindestens 4 -2~ " . 20/97 /O(n) = 2%,

Falls 1/32 < p,, < 1/2, haben wir Schwierigkeiten, einen bestimmten Suchpunkt
genau zu treffen, da typischerweise zu viele Bits auf einmal flippen. Mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — 2 - 27" wird der Algorithmus mit einem suboptimalen Suchpunkt
z gestartet. Um einen bestimmten Suchpunkt y € {0,1}" zu treffen, muss jedes Bit
z; den Wert y; annehmen; die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist p,,, falls z; # y;, und
1 — pm, falls z; = y;. Eine untere Schranke fiir beide Belegungen von y; ist der Wert
1 — pm, da p, < 1/2. Die Wahrscheinlichkeit, von irgendeinem Suchpunkt z aus
irgendeinen Suchpunkt y genau zu treffen, ist daher hochstens

g < () =20

Die erwartete Zeit, bis eines der beiden Optima getroffen wird, ist daher 20Un) die
erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA mit Mutationswahrscheinlichkeit 1/32 <
pm < 31/32 ist 2,

Wir halten also fest:

Korollar 3. Gegeben ein vollstandiger bindrer Baum G = (V,E) mit n = |V|
Knoten. Die erwartete Optimierungszeit des (1+1) EA auf Isingg mit beliebiger
Mutationswahrscheinlichkeit ist nach unten beschrinkt durch 2.

4.3 Algorithmen mit Rekombination

Wir haben gesehen, dass mutationsbasierte Algorithmen auf dem Ising-Modell auf
vollstdndigen bindren Bdumen chancenlos sind. Daher wollen wir uns nun der Frage
widmen, ob genetische Algorithmen mit Rekombination besser abschneiden.

Zwei-Punkt-Kreuzungen

Als Rekombinationsoperator verwenden wir so genannte Zwei-Punkt-Kreuzungen,
die aus zwei Eltern zwei Nachkommen erzeugen. Der Name riihrt daher, dass zwei
Kreuzungspunkte gewdhlt werden, mit denen die Bitstrings beider Eltern in Teile
zerlegt werden. Die Kinder werden erzeugt, indem Teile aus verschiedenen Eltern
wieder zu neuen Bitstrings zusammengesetzt werden.

Definition 15. Eine Zwei-Punkt-Kreuzung von Eltern z,y € {0,1}" erzeugt zwei
Kinder ')y’ € {0,1}™ wie folgt. Wir wdhlen zwei Kreuzungspunkte a < b uniform

zufillig aus der Menge zweielementiger Teilmengen von {1,...,n}. Dann ist ' =

(2] sal) und y' = (..., v) mit

{xi, (i<a)V(i>Db) . {a:i, a<i<b

I [p—
T; =

Yi, a<i<b
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Abbildung 4.9: Eine Visualisierung von Zwei-Punkt-Kreuzungen auf n = 8 Bits mit
Kreuzungspunkten a = 2 und b = 6.

Ein Beispiel fiir eine Zwei-Punkt-Kreuzung ist in Abbildung 4.9 visualisiert.

Abhingig von den beiden Kreuzungspunkten gilt also fiir eine Bitposition i: z} = z;
und y; = y; oder =i = y; und y; = z;. Alle Belegungen von Bits der Eltern an
Position 7 finden sich in den Belegungen der Kinder an gleicher Position wieder. Es
gehen also keine Belegungen verloren, sie werden i. A. nur anders zusammengesetzt.

Eine wichtige Folgerung hieraus ist: Genau dann, wenn z; # y;, ist z # y.. Fiir die
Hammingabstéinde gilt H(z',y') = H(z,y); eine Zwei-Punkt-Kreuzung bewahrt den
Hammingabstand der Eltern.

Nutzen von Rekombination

Wie kann nun Rekombination helfen? Die Building-Block-Hypothese besagt, dass
Rekombination einzelne Bausteine guter Loésungen zu einer guten Gesamtlosung
kombinieren kann. Als ,,Bausteine“ kénnen hier die Teilfirbungen aller Teilbdume
herhalten. Durch die Codierung geméf einer Preorder-Nummerierung ist es moglich,
dass die Kreuzungspunkte im Bitstring genau die Bits eines Teilbaum 7'(v) abgren-
zen. Wenn z,y die Eltern bei einer solchen Zwei-Punkt-Kreuzung sind, wird aus
z ein Nachkomme z’ erzeugt, indem die Belegung eines Bausteins, des Teilbaums
T(v), durch die Belegung aus dem anderen Elter y ersetzt wird.

Allerdings sollten wir beachten, dass es (’2‘) mogliche Paare von Kreuzungspunkten

gibt, jedoch nur n Teilbdume. Die meisten Zwei-Punkt-Kreuzungen grenzen daher ir-
gendeine Knotenmenge ab, die der rekursiven Struktur von Bdumen und Teilbdumen
zuwider 1auft. Abbildung 4.10 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Operation.

Da die Auswirkungen von Zwei-Punkt-Kreuzungen, die nicht genau einen Teilbaum
treffen, nur schwer zu kontrollieren sind, werden wir uns in unseren Analysen auf
Zwei-Punkt-Kreuzungen konzentrieren, die genau einen Teilbaum abgrenzen.

Solche Operationen sind besonders dann hilfreich, wenn ein Teilbaum 7'(v) aus-
gewihlt wird, der in beiden Eltern z und y verbessernd ist, und fiir den die Wurzel
v in z und y komplementér gefirbt ist: z, # y,. In beiden Nachkommen ist dann
die zuvor zweifarbige Kante von v zu seinem Elter u einfarbig geféirbt. Fiir die sum-
mierten Fitnesswerte von Eltern und Kindern gilt

f@)+ @) = fl@) + fly) + 2,
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Abbildung 4.10: Eine Skizze einer durch eine Zwei-Punkt-Kreuzung abgegrenzten
Knotenmenge, die keinen Teilbaum darstellt. Die Knoten sind mit ihrer Preorder-
Nummerierung beschriftet, die Kreuzungspunkte sind a = 4 und b = 10.

da die Teilfirbungen von Kanten innerhalb von T'(v) lediglich zwischen 2’ und ¥/
ausgetauscht werden. Alle in z und y einfarbigen Kanten gehen auch in die Summe
f(@") + f(3') ein und die nun in z’ und y' einfarbige Kante {u,v} liefert einen
zusétzlichen Beitrag von 2.

Wenn die aus einer solchen giinstigen Zwei-Punkt-Kreuzung entstandenen Nach-
kommen z’,4’ ihre Eltern z,y in der Population ersetzen, steigt die durchschnitt-
liche Fitness der Individuen in der Population. Auf diese Art und Weise kénnen
Zwei-Punkt-Kreuzungen zum Optimierungsprozess beitragen.

Allerdings ist eine Voraussetzung fiir eine solche Operation, dass die Wurzel v (und
damit auch ihr Elter u) in beiden Elter-Suchpunkten komplementir gefirbt sind.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass alle anderen Kombinationen von Farbungen
fiir v und » in £ und y zur Folge haben, dass f(z') + f(v') < f(z) + f(y). (In
solch einer Situation kann Rekombination nur dann die durchschnittliche Fitness der
Individuen in der Population erhéhen, wenn die Selektion zur Ubernahme beliebige
Kombinationen von Eltern und Nachkommen zulésst.)

Fiir den profitablen Einsatz von Zwei-Punkt-Kreuzungen ist also wichtig, dass die
Population eine ausreichend grofie Diversitit bereit stellt. Hier sei auf Abschnitt 1.2.1
verwiesen, in dem wir bereits die Notwendigkeit von Diversitdtserhaltung erldutert
haben. Um Rekombination sinnvoll einsetzen zu konnen, wollen wir im Folgenden
ebenfalls Mainahmen zur Diversititserhaltung treffen.

4.3.1 Die Laufzeit des (14+1) GIGA

Eine Population P = {z,y} aus zwei Individuen erreicht eine maximale Diversitt,
wenn y = T ist. In einem solchen Szenario sind alle in z zweifarbigen Kanten {u,v}
auch in y = T zweifarbig und die Endpunkte u,v sind in z und y jeweils kom-
plementér gefirbt. Jede Zwei-Punkt-Kreuzung von z und y = 7, die genau einen
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verbessernden Teilbaum abgrenzt, erh6ht sowohl die Fitness von x als auch die Fit-
ness von y = T um jeweils 1.

Als ersten Algorithmus mit Rekombination wollen wir einen speziellen Algorithmus
betrachten, der stets eine maximale Diversitit garantiert. Der so genannte (1+1) GI-
GA wurde bereits von Fischer [5] und Fischer und Wegener [7] auf dem Ising-Modell
auf dem Ring untersucht. Seine Strategie zur Diversititserhaltung besteht ganz ein-
fach darin, dass er stets eine Population aus einem Suchpunkt z € {0,1}" und
seinem bitweisen Komplement = verwaltet.

Die einzigen Operationen, die der (14+1) GIGA ausfiihrt, sind Zwei-Punkt-Kreu-
zungen von z und z. Da Zwei-Punkt-Kreuzungen den Hammingabstand der Eltern

bewahren, sind die beiden erzeugten Nachkommen ebenfalls komplementar zueinan-
der.

Algorithmus 4 ((1+1) GIGA).

1. Wihle einen Suchpunkt z € {0,1}" uniform zufdllig. Setze P := {z,T}.
2. (z',2') := Zwei-Punkt-Kreuzung(z,T).
3. Falls f(z') > f(z), setze P := {z',z'}.

4. Weiter bei 2.

Der (1+1) GIGA ist speziell an die Bit-Flip-Symmetrie der Ising-Funktion ange-
passt; das Selektionskriterium hingt nur von z und z’ ab und ignoriert die beiden
Komplemente Z und z’. Daher ist ein verniinftiges Verhalten des (14-1) GIGA nur
auf bit-flip-symmetrischen Fitnessfunktionen garantiert.

Im Grunde genommen ist es auch fragwiirdig, von einer ,Population“ P = {z,T}
zu sprechen, da in Wahrheit nur ein Suchpunkt z vorliegt; das Komplement 7 ist
redundant. Eine andere Sichtweise des (1+1) GIGA ist der eines mutationsbasierten
Algorithmus mit Populationsgrée 1 und einem speziellen Mutationsoperator: Dieser
wéahlt zwei Kreuzungspunkte und invertiert die Bits, die durch die Kreuzungspunkte
abgesteckt werden.

Wir wollen den (1+1) GIGA im Folgenden als eine Art idealisierten genetischen
Algorithmus ansehen, der stets eine maximal moégliche Diversitit garantiert und da-
mit ideale Bedingungen fiir Rekombination bereit stellt. Die Analyse des (1+1) GI-
GA soll uns Aufschluss iiber die Auswirkungen und den Nutzen von Zwei-Punkt-
Kreuzungen geben, so dass wir uns danach mit den neu gewonnenen Erkenntnissen
an die Analyse ,realistischerer genetischer Algorithmen wagen kénnen.

Theorem 17. Gegeben ein beliebiger Baum G = (V, E) mit n := |V| Knoten. Die
erwartete Optimierungszeit des (1+1) GIGA auf f := Isingq ist beschrinkt durch
Q(n?) und O(n?logn).
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Beweis. Mit der Sichtweise des (14+1) GIGA als mutationsbasierten Algorithmus mit
Populationsgréfie 1 kénnen wir die Methode der Fitnessschichten anwenden. Dazu
wéhlen wir die kanonische Einteilung in Schichten A; := {z | f(z) = i}.

Wie bereits gesehen, wird die Fitness beider Suchpunkte z und  um jeweils 1 erhoht,
wenn eine Zwei-Punkt-Kreuzung von x und z einen verbessernden Teilbaum in z
abgrenzt. Ein Beispiel fiir eine Farbung z und drei verbessernde Teilbdume ist in
Abbildung 4.11 dargestellt.

Abbildung 4.11: Ein Suchpunkt z mit drei dunkel gefirbten verbessernden Teilbdum-
en. Zwei-Punkt-Kreuzungen von z und T mit Kreuzungspunkten (1, 8), (10,11) oder
(12,15) ersetzen die Teilfirbungen der jeweiligen verbessernden Teilbdume durch
hell gefiarbte Teilfarbungen aus .

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zwei-Punkt-Kreuzung, die einen bestimmten ver-
bessernden Teilbaum T'(v) abgrenzt, ist 1/(%). Bei einer Fitness von f(z) = i gibt
es in = genau |E|—i = n—1i— 1 zweifarbige Kanten und aufgrund der eineindeutigen
Beziehung zwischen zweifarbigen Kanten und verbessernden Teilbdumen gibt es in
z auch n — 4 — 1 verbessernde Teilbdume.

Mit der Methode der Fitnessschichten erhalten wir eine obere Schranke fir die er-
wartete Optimierungszeit von

n—2 n—1
1 n n 1 9
§ : . = 14+ . E - = 1 .
! —n— 1—1 (2) ! (2) 1 O(n”logn)

=1

Die untere Schranke folgt mit der Methode des typischen Laufs. Mit Wahrscheinlich-
keit 1 —2-2"™ starten wir mit suboptimalen Suchpunkten z,z ¢ {0",1"}. Fiir die
untere Schranke interessiert uns nur, wie lange wir auf den allerletzten Schritt war-
ten, der aus zwei suboptimalen Suchpunkten z,Z das eindeutige Paar 0™, 1™ globaler
Optima erzeugt.

Bei zwei komplementéiren Eltern z,T erzeugen zwei verschiedene Paare von Kreu-
zungspunkten verschiedene Paare von Nachkommen. Daher gibt es nur hoéchstens
ein Paar von Kreuzungspunkten, das aus beliebigen Eltern z,Z die beiden globalen
Optima erzeugt. (Ein Paar von Kreuzungspunkten gibt es nur, sofern 0", 1" aus z, T
durch eine Zwei-Punkt-Kreuzung erzeugt werden konnen.)



4.3. ALGORITHMEN MIT REKOMBINATION 137

Die erwartete Zeit, bis aus suboptimalen Suchpunkten z,z die beiden globalen Op-
tima erzeugt werden, ist daher nach unten beschrinkt durch Q(n?). O

Es sei angemerkt, dass Theorem 17 fiir beliebige Bdume gilt und nicht auf vollstindi-
ge bindre Baume beschriankt ist.

Die untere Schranke ist vermutlich nicht scharf, was unter anderem daran liegt, dass
die Effekte von Zwei-Punkt-Kreuzungen, die nicht genau einen Teilbaum abgrenzen,
nur schwer zu analysieren sind. Abbildung 4.10 lisst erahnen, dass eine Zwei-Punkt-
Kreuzung im Extremfall ©(logn) Kanten auf einen Schlag umfirben kann, was eine
genauere Analyse schwierig macht.

Die obere Schranke O(n?logn) ist erstaunlich klein, wenn man bedenkt, dass wir
auf eine spezielle Zwei-Punkt-Kreuzung im Erwartungswert ©(n?) Schritte warten
miissen. Auf jeden Fall zeigt Theorem 17, dass Rekombination mit einem speziellen
Algorithmus zu einer polynomiellen erwarteten Optimierungszeit fithren kann.

Dennoch sollten wir das Ergebnis nicht iiberbewerten, da der (1+1) GIGA ein sehr
spezieller Algorithmus ist und durch die Ausnutzung der Bit-Flip-Symmetrie nicht
zur Klasse der allgemeinen Suchheuristiken gezdhlt werden kann.

4.3.2 Die Laufzeit eines GAs mit Fitness Sharing

Interessanter ist die Frage, ob wir &hnliche Ergebnisse auch mit Standardmetho-
den zur Diversititserhaltung erzielen konnen, die nicht speziell an die Bit-Flip-
Symmetrie der Ising-Funktion angepasst sind.

Fitness Sharing

In Abschnitt 1.2.1 haben wir bereits das so genannte Fitness Sharing kennen gelernt.
Ahnliche Suchpunkte miissen die Fitness unter sich aufteilen; , Klumpen“ von Such-
punkten werden so mit Strafkosten belegt und erhalten einen niedrigeren effektiven
Fitnesswert. Die Selektion tut ein Ubriges und sorgt dafiir, dass solche Klumpen
aufgelost werden, indem dhnliche Suchpunkte nach und nach aus der Population
verdringt werden. Hat diese Strategie Erfolg, werden mit der Zeit die Suchpunkte
der Population iiber grofle Teile des Suchraums verteilt.

Wir haben bereits in Abschnitt 1.2.1 angefiihrt, dass die Fitness eines Suchpunkts
z auf die Population P bezogen wird und sich diese Fitness als Quotient aus der
sechten® Fitness f und der Sharing-Funktion Sh(z, P) ergibt, die ein Ma$ fiir die
Ahnlichkeit von z zu den Individuen der Population P darstellt:

f(z)

f(z,P):= Sh{z. D)’

Es ist iiblich, fiir die Sharing-Funktion folgende Formel zu verwenden:

Sh(z, P) := Z max{1 — d(z,y)/c,0}

yepP
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Dabei ist d(z,y) ein verniinftiges Distanzma$ fiir die Distanz zwischen z und y und
o ist ein Schwellenwert, der angibt, bis zu welcher Distanz Suchpunkte ihre Fitness
teilen sollen. Im Fall d(z,y) > o ist 1 — d(z,y)/o < 0 und durch den max-Operator
wird der Wert 0 angerechnet.

In dieser Arbeit wéhlen wir das Distanzma$ d(z,y) als Hammingabstand H(z,y).
Den Schwellenwert o belegen wir mit o := n, da wir grofe Hammingabstidnde errei-
chen wollen und bei ¢ := n Individuen immer ihre Fitness teilen. Ein Nebeneffekt
dieser Wahl ist, dass 1 — H(z,y)/n stets nicht negativ ist und wir damit den max-
Operator weglassen kénnen. Damit erhalten wir folgende einfachere Formel fiir die
Sharing-Funktion.

Definition 16. Gegeben eine Population P C {0,1}". Wir definieren die Sharing-
Funktion eines Individuums x € P beziglich der Population P als

Sh(z, P) := Z (1 - H(z,y)/n)

yepP

und die Fitness von x € P mit Fitness Sharing bezogen auf die Population P als

__f=
f(z,P):= Shiz, P)

Die Fitness der Population P ist dann

f(P):=)_ f(z,P).

zeP

Es sei angemerkt, dass wegen z € P die Summe in der Sharing-Funktion stets
den Summanden 1 — H(z,z)/n = 1 enthilt, so dass Sh(z, P) immer mindestens 1
betrigt. Der Quotient aus f(z) und Sh(z, P) ist daher stets wohldefiniert.

Ein einfacher genetischer Algorithmus mit Fitness Sharing

Mit diesen Notationen wollen wir nun einen einfachen genetischen Algorithmus defi-
nieren, der mit Fitness Sharing arbeitet. Als Populationsgréfle wiahlen wir wie beim
(141) GIGA die minimal mogliche Gréfie von 2 Individuen; die Population P besteht
nur aus zwei Suchpunkten P = {z,y}.

In jedem Schritt fiihrt der Algorithmus entweder eine Zwei-Punkt-Kreuzung aus oder
eine Mutation. Dabei verwenden wir die Notation ,Mutation(z)“ als eine abkiirzende
Schreibweise fiir die bekannte Mutation, die jedes Bit in # unabhingig von den
anderen mit Mutationswahrscheinlichkeit p, := 1/n flippt.

Die Selektion zur Ubernahme vergleicht die Population der Nachkommen als Ganzes
mit der Population der Eltern und iibernimmt die Nachkommen, falls die Fitness
der Nachkommenpopulation nicht schlechter ist.

Algorithmus 5 ((2+2) GA mit Fitness Sharing).



4.3. ALGORITHMEN MIT REKOMBINATION 139

1. Wihle zwei Suchpunkte z,y € {0,1}" uniform zufdllig. Setze P := {z,y}.
2. Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 fihre Schritt 3a aus, ansonsten Schritt 3b.
3a (z',y') := Zwei-Punkt-Kreuzung(x,y). Setze P' := {z',y'}.

3b x' ;= Mutation(z), y' := Mutation(y). Setze P' := {z',y'}.

4. Falls f(P") > f(P), setze P := P'.

5. Weiter bei 2.

Der Selektionsoperator ist recht einfach strukturiert, da er die Populationen von
Eltern und Nachkommen als Ganze miteinander vergleicht und somit stets gan-
ze Populationen optimiert. Dies entspricht nicht der iiblichen Vorgehensweise; meist
wird zur Selektion eine Gesamtpopulation P := PUP’ aus Eltern und Nachkommen
erstellt und die Fitness von Suchpunkten mit Fitness Sharing auf diese Gesamtpo-
pulation P bezogen. Dadurch kénnen allerdings Verfilschungen auftreten: Es kann
vorkommen, dass ein Elter  gemessen an der Elternpopulation P eine hohe Fitness
f(z, P) hat, aber in der Gesamtpopulation P eine niedrige Fitness f(z, P) hat, falls
die beiden Nachkommen, die neu ins Spiel kommen, dem Elter z &hnlich sind. Ge-
geniiber solchen Selektionsstrategien, hat die hier gewéhlte Losung den Vorteil, dass
sowohl die Eltern als auch die Nachkommen immer in ihren jeweiligen Kontexten P
bzw. P’ erfasst werden.

Nachteil der gewéhlten Selektionsstrategie ist, dass es nicht moglich ist, eine neue
Population zu erstellen, die sowohl Eltern als auch Nachkommen enthilt; wir haben
nur die Wahl zwischen beiden Eltern und beiden Nachkommen. Die folgende Analyse
wird jedoch zeigen, dass dieser Nachteil nicht wesentlich ist.

Unser Algorithmus weicht in einem zweiten Punkt von einem iiblichen Form ge-
netischer Algorithmen ab. Und zwar ist es iiblich, nach einer Rekombination die
beiden Kinder anschlieflend zu mutieren. Wir verzichten hier darauf, da die folgen-
de Analyse des Algorithmus auch ohne Mutation der erzeugten Kinder auskommt.
Es wire jedoch problemlos moglich, in Schritt 3a zusétzliche Mutationsoperatoren
einzufiigen. Die Analyse wiirde dadurch nicht wesentlich beeintrichtigt, da mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von ungefihr e 2 bei einer Mutation beider Kinder nach der
Rekombination in beiden Kindern kein Bit geflippt wird.

Dies ist auch eine Rechtfertigung dafiir, warum wir in Schritt 3b stets beide Such-
punkte der Population mutieren. Wenn der Algorithmus einen Schritt ausfithren
soll, bei dem nur ein Suchpunkt durch Mutation verdndert wird, kénnen wir darauf
warten, dass eine passende Mutation dieses Suchpunkts eintritt und gleichzeitig im
anderen Suchpunkt kein Bit flippt.

Vorarbeit zur Analyse des (2+2) GAs

Die Formeln aus Definition 16 lassen sich vereinfachen, wenn wir ausnutzen, dass
die Population des (24+2) GAs nur aus zwei Individuen besteht.
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Bei einer Population P = {z,y} mit nur zwei Individuen gilt

Sh(z,P) = Y (1-H(z,z2)/n)

ze{z,y}
= (I-H(z,z)/n)+ (1 - H(z,y)/n)
= 2—H(z,y)/n.

Fiir Sh(y, P) erhalten wir analog ebenfalls den Term 2 — H(z,y)/n. Damit ldsst sich
die Fitness der Population P = {z,y} wie folgt vereinfachen:

f(z) f(y)
I®) = G p) T Shy, P)
f(=z) f(y)
2—H(z,y)/n 2—H(z,y)/n
f(@)+ f(y)
2 —H(z,y)/n

Fiir die Analyse des (24+2) GAs ist essenziell, dass die Fitness f(P) der jeweils
aktuellen Population iiber die Zeit monoton steigend ist, was leicht aus dem Selek-
tionsoperator ersichtlich wird. Die maximale Fitness der Population ist der Wert
f(P) =2n — 2, der nur fiir die Population P = {0",1"} angenommen wird. Die er-
wartete Zeit, bis die aktuelle Population einen global optimalen Suchpunkt enthilt,
ist nach oben beschrinkt durch die erwartete Zeit, bis der (24+2) GA die Population
P ={0",1"} erreicht.

Um eine obere Schranke fiir die erwartete Optimierungszeit des (24+2) GAs zu zei-
gen, wollen wir im Folgenden Operationen ausfindig machen, die helfen kénnen, die
Fitness der jeweils aktuellen Population zu erhéhen. Dabei werden sich auf natiirli-
che Weise unterschiedliche Szenarien ergeben, in denen unterschiedliche Operationen
helfen kénnen. Wichtig ist jedoch nur, dass es in allen Szenarien hilfreiche Opera-
tionen gibt.

Angenommen, eine Population P mit f(P) < 2n—2 liegt vor. Dann kann die Fitness
der aktuellen Population erh6ht werden, indem die Summe der ,,echten® Fitnesswerte
f(z)+ f(y) erhoht wird, oder indem der Hammingabstand H(z,y) erhéht wird. Im
Grunde liegt hier ein Optimierungsproblem mit den beiden Komponenten f(z)+ f (y)
und H(z,y) vor.

Im Allgemeinen kénnen diese beiden Komponenten nicht unabhingig voneinander
behandelt werden. In vielen Populationen gibt es keine effiziente Moglichkeit, beide
Komponenten gleichzeitig zu verbessern. Oft miissen wir daher in Kauf nehmen,
dass der Wert einer Komponente sinkt, damit der Wert der anderen Komponente
steigt.

Besonders wahrscheinlich sind in diesem Fall 1-Bit-Mutationen, die eine Komponente
verbessern und die andere Komponente eventuell verschlechtern. Eine Klasse von 1-
Bit-Mutationen sind solche, die die Fitnesskomponente f(z) + f(y) erhdhen, was
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unter Umstidnden auf Kosten des Hammingabstands geht. Da jedoch nur ein Bit
geflippt wird, dndert sich der Hammingabstand H(z,y) nur um +1.

Die Frage, ob und in welchen Szenarien solche 1-Bit-Mutationen die Fitness der
Population erhhen kénnen, werden wir spéter kldren. Zunéichst wollen wir heraus-
finden, wann 1-Bit-Mutationen existieren, die die Fitness-Komponente f(z) + f(y)
erhohen konnen. Dazu formulieren wir folgendes Lemma.

Lemma 11. Sei G = (V, E) ein vollstindiger bindrer Baum mit n := |V| Knoten
und x € {0,1}" eine Farbung mit f(z) < (3n — 3)/4. Dann gibt es eine 1-Bit-
Mutation, die aus x einen Suchpunkt mit héherer Fitness erzeugt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Kontraposition: Wir nehmen an, dass es
keine verbessernde 1-Bit-Mutation ausgehend von z gibt. Eine verbessernde 1-Bit-
Mutation gibt es genau dann, wenn es einen in x schlecht gefirbten Knoten gibt. Die
Annahme, die wir zum Widerspruch fithren wollen, ist daher, dass alle Knoten in x
nicht schlecht gefirbt sind; fiir alle Knoten v gilt deg; (v) > deg(v)/2. Aus dieser
Annahme folgern wir dann f(z) > (3n — 3)/4.

Die Wurzel, die Blétter und die iibrigen inneren Knoten haben verschiedene Grade.
Die Wurzel r hat Grad 2 und damit gilt deg; (r) > 1, alle Blitter w haben Grad 1
und damit gilt deg; (w) = 1. SchlieBlich haben alle iibrigen Knoten v, nimlich alle
inneren Knoten mit Ausnahme der Wurzel, Grad 3 und es gilt deg (v) > 2.

Um die Zahl einfarbiger Kanten abzuschiitzen, summieren wir die Werte deg; (+) fiir
alle Knoten des Baums. Die Zahl der Blétter in einem vollsténdigen bindren Baum
mit n Knoten betragt (n + 1)/2, demnach gibt es neben der Wurzel noch (n — 3)/2
andere innere Knoten. Insgesamt erhalten wir

n+1 n—3 3n—3

1 -2 =
2 +2 2

Zdegi’(’u) > 1-14+
veV

Die Summe z&hlt alle einfarbigen Kanten genau zwei Mal, da eine einfarbige Kante
{u,v} in deg; (u) und deg, (v) eingeht. Daher ist f(z) > (3n — 3)/4, Widerspruch
zur Annahme f(z) < (3n — 3)/4. O

Andererseits kann es auch 1-Bit-Mutationen geben, die den Hammingabstand um 1
erhohen, was dann eventuell auf Kosten der Fitness geht.

Wir haben in Abschnitt 4.1.2 gesehen, dass die Ising-Funktion auf vollstindigen
bindren Biumen exponentiell viele lokale Optima hat. Daher ist es plausibel, dass
Populationen erreicht werden, bei denen beide Suchpunkte auf der Fitnesslandschaft
der Ising-Funktion (also die ,echte“ Fitness ohne Fitness Sharing) lokale Optima
darstellen. Eine interessante Frage ist daher: Ist der Effekt von Fitness Sharing
grof} genug, so dass ein lokales Optimum z effizient zu Gunsten eines weiter von y
entfernten Suchpunkts verlassen werden kann?

Das folgende Theorem gibt eine Antwort auf diese Frage.
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Theorem 18. Gegeben ein beliebiger Baum G = (V, E) mit n := |V| Knoten und
Tiefe d := log(n+1)—1. Der (2+2) GA mit Fitness Sharing erreicht auf f := Ising
die global optimale Population P = {0",1"} in erwarteter Zeit O(n?).

Beweis. Wir nutzen aus, dass die Fitness der Population f(P) iiber die Zeit monoton
ist und suchen im Folgenden — analog zur Methode der Fitnessschichten — nach
Operationen, die mit ausreichend grofler Wahrscheinlichkeit auftreten und f(P) um
eine positive Konstante erhGhen.

Zuerst wollen wir ausrechnen, wie sich die Fitness der Population verindert, wenn
sich beim Ubergang von P = {z,y} zu P' = {z',y'} die Fitnesskomponente um
Af = (f(@&"+f))—(f(z)+f(y)) und der Hammingabstand um AH := H(z',vy')—
H(z,y) verdndert.

Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir kurz H fiir H(z,y). Damit gilt

f(P") = f(P)
net.  f(e)+fy)  flz)+fy)
2—H(«',y)/n 2—H(z,y)/n
f@)+ fly) +AfF  flz)+ fy)
2—(H+ AH)/n 2—H/n
(fz)+ fly) +A)2—H/n) (f(z) + f(y)(2— (H +AH)/n)
(2—(H+ AH)/n)(2— H/n) (2—(H+ AH)/n)(2— H/n)
2Af —Af-H/n+ AH/n- (f(z) + f(y))
(2—(H+ AH)/n)(2 — H/n) )

Da die Hammingabstéinde H(z,y) = H und H(z',y") = H+ AH durch 0 nach unten
beschriankt sind, gilt

(2—(H+AH)/n)(2— H/n) <A4.
Falls der Zdhler 2Af — Af-H/n+ AH/n-(f(z)+ f(y)) nicht negativ ist, gilt daher

2Af —Af-H/n+ AH/n- (f(z) + f(y))

JP) - f(P) 2 -
_ 2n-Af-Af-H(z,y) + AH - (f(z) + f(y))
in
in

In der Formel (x) finden sich die beiden Komponenten H(z,y) und f(z) + f(y)
wieder. Wenn die Differenz f(P') — f(P) nicht negativ ist, ergibt sich der f(P)-
Gewinn damit additiv aus den Termen der beiden Komponenten.

Es wird auch deutlich, dass die Erhohung einer Komponente um Af bzw. AH
durch den Wert der jeweils anderen Komponente bestimmt wird. Je héher die Fit-
nesskomponente f(z) + f(y), desto grofier der Gewinn, wenn der Hammingabstand
um AH > 0 vergrofiert wird. Bei der Erhéhung der Fitnesskomponente ist es genau
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umgekehrt: Je kleiner der Hammingabstand H(z,y), um so grofer der Gewinn bei
einer Erhohung der Fitnesskomponente um Af > 0.

In unterschiedlichen Szenarien fiir die beiden Komponenten H(z,y) und f(z)+ f(y)
konnen unterschiedliche Operationen helfen. Wir werden daher eine Fallunterschei-
dung durchfithren und in jedem Fall effiziente Operationen ausfindig machen, die
f(P) erhohen kénnen.

Die erwartete Zeit, bis die Zielpopulation P = {0",1"} erreicht ist, schitzen wir
ab, indem wir die erwarteten Laufzeiten in den einzelnen Fillen abschitzen und
diese Schranken am Ende addieren. Diese Methode ist auch als Buchhaltermethode
bekannt.

Die erwartete Laufzeit innerhalb eines Falles schétzen wir durch die erwartete Zeit
ab, die wir benétigen, um f(P) um bis zu 2n — 2 Werte zu erhéhen. Anschaulich
gehen wir damit in jedem Fall pessimistischerweise davon aus, dass dieser Fall die
gesamte Arbeit allein leisten muss (bzw. den groftmoglichen Anteil daran leistet,
falls dieser Fall nicht im gesamten Optimierungsprozess eintreten kann).

Fall 1: H(z,y) =n.

In diesem Fall haben wir wie beim (14+1) GIGA eine Population aus zwei komple-
mentiren Suchpunkten. Aus der Analyse des (14+1) GIGA wissen wir bereits, dass
eine passende Zwei-Punkt-Kreuzung von x und y = ¥ Nachkommen erzeugen kann,
die eine um jeweils 1 hohere Fitness als ihre Eltern haben; es gilt f(z') + f(y') =

fl) + fly) +2.

Zweitens wissen wir, dass eine Zwei-Punkt-Kreuzung den Hammingabstand der El-
tern bewahrt. Die beiden Komponenten dndern sich also um Af := 2 und AH := 0.

Wenn wir dies in Formel (*) einsetzen, erhalten wir

) Af-(2n— H(z,y)) + AH - (f(z) + f(y))
in
_2:@n-n)+0-(f(@) + f(y) _ 1

4n 2’

(Der Form halber sei angemerkt: Die Voraussetzung fiir die Anwendung von (x)
bereitet uns wenig Sorgen; in einer Ungleichungskette

§) - gpy & AL G T HAT () +16) )

beweist Ungleichung (*x), dass 2Af — Af - H(z,y)/n+ AH/n - (f(z) + f(y)) > 0
und damit die Voraussetzung fiir Ungleichung (x) erfullt ist.)

—~
*

f(P") = f(P)

Y

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schritt, der f(P) um eine positive Konstante
erhoht, ist bei ¢ zweifarbigen Kanten 1/2 -4 -1/(}). Der Faktor 1/2 kommt daher,
dass wir einen Schritt mit Zwei-Punkt-Kreuzung ausfithren miissen. Die erwartete
Zahl von Schritten die wir in Fall 1 zubringen, ist damit beschrinkt durch

n—1 1

n—1
1+;2-%- (Z) = 0(n®)- )= = O(n’logn).

=1
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Fall 2: H(z,y) <nund H(z,y) + f(z) + f(y) < (3n —3)/2.

In einem solchen Fall ist die Fitnesskomponente typischerweise klein, so dass eine
Verringerung des Hammingabstands keine all zu grofien negativen Auswirkungen auf
die Fitness der Population hat. Daher warten wir auf eine 1-Bit-Mutation, die die
Fitness auf Kosten des Hammingabstands erhoht.

Da H(z,y) > 0, folgt f(z) + f(y) < (3n — 3)/2. Fiir einen der beiden Suchpunkte,
o.B.d. A. fiir z, folgt f(z) < (3n — 3)/4 und Lemma 11 besagt, dass es in z eine
verbessernde 1-Bit-Mutation gibt.

Wenn nun Schritt 3b ausgefiithrt wird, in = eine verbessernde 1-Bit-Mutation stattfin-
det und in y kein Bit geflippt wird, erh6ht sich die Fitnesskomponente um Af > 1.
Der Hammingabstand H(z,y) verdndert sich um AH = —1 oder AH = 1. Damit
gilt

(e AFCn=Hy) £ AH- (@) + (1)

in
S 2n — H(z,y) — f(z) — f(y)
= 4n
Vor. 2n — (3n - 3)/2 1
> in > g

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Schritt ist (1/n) und da f(P) nur O(n)
Mal um einen solchen Wert erhoht werden muss, ist die erwartete Zahl von Schritten
in Fall 2 beschréinkt durch O(n?).

Fall 3: H(z,y) <nund H(z,y) + f(z) + f(y) > (33/16) - n.

Im Vergleich zu Fall 2 haben wir hier den umgekehrten Fall: Die Fitnesskomponente
ist typischerweise grof}, so dass eine Erhéhung des Hammingabstands einen groflen
Gewinn bringt. Wir warten daher auf eine 1-Bit-Mutation, die den Hammingabstand
auf Kosten der Fitness erhoht.

Allerdings darf die Fitness nicht zu stark absinken; wir mochten sicher stellen, dass
die Fitnessverinderung Af > —1 betridgt. Wir suchen daher einen Knoten v, der
folgende Eigenschaften hat. Zum einen soll v in z und y gleich gefirbt sein, x, = y,,
damit eine Mutation von v in einem der beiden Suchpunkte den Hammingabstand
H(z,y) vergroBern kann. Zum anderen soll die lokale Fitnessverdnderung an v (die
Verénderung der Fitness, wenn nur das Bit des Knotens v flippt) in einem der beiden
Suchpunkte mindestens —1 betragen: #(z,z,) > —1 oder £(y,y,) > —1.

Da H(z,y) < n, gibt es einen Knoten u mit z, = y,. Falls u ein Blatt ist oder ein
innerer Knoten, an dem in z oder y mindestens eine Kante zweifarbig ist, wihlen
wir v := u und sind fertig. Ansonsten haben beide Kinder von u die gleiche Farbe
wie u. Wir wihlen ein Kind w von u, fiir das dann gilt: ,, = z, = Yy, = Y, und
fiihren unsere Betrachtungen analog fort fiir w statt w. Spétestens wenn auf diese
Weise ein Blatt erreicht wird, finden wir einen passenden Knoten v.
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Sei v also ein Knoten mit x, = y, und o.B.d. A. in z einer lokalen Fitnessverinde-
rung von #(z,z,) > —1. Wenn Schritt 3b ausgefithrt wird, eine 1-Bit-Mutation in z
das Bit z, flippt und kein Bit in y geflippt wird, gilt Af > —1 und AH = 1. Die
Fitness der Population dndert sich um

fpy gy O Af-Cn-H@w) £ AH-(f(@) + ()

—~

4n
—2n+ H(z,y) + f(=) + f(y)
= 4n
Vor. —2n+ (33/16 -n) 1
> 4n T 64

Dies beantwortet (zumindest teilweise) die Frage, ob mit Fitness Sharing lokale
Optima effizient wieder verlassen werden konnen.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Schritt ist Q(1/n) und da f(P) nur O(n)
Mal um einen solchen Wert erh6ht werden muss, ist die erwartete Zahl von Schritten
in Fall 3 beschrinkt durch O(n?).

Fall 4: H(z,y) <nund (3n —3)/2 < H(z,y) + f(z) + f(y) < (33/16) - n.

Die Rechnungen aus Fall 2 und Fall 3 zeigen: Je kleiner H(z,y) + f(z) + f(y),
desto groBer der f(P)-Gewinn durch Mutationen, die die Fitnesskomponente um 1
erhohen und den Hammingabstand um 1 verringern. Je gréer H(z,y)+ f(z)+ f(y),
desto grofier der f(P)-Gewinn durch Mutationen, die den Hammingabstand um 1
erh6hen und die Fitnesskomponente um 1 senken. Beide Typen von Mutationen sind
gewissermaflen komplementér zueinander; es kann stets nur ein Typ die Fitness der
Population erhthen.

Bei ,,mittleren“ Werten fiir H(z,y) + f(z) + f(y) bringen beide Typen von Muta-
tionen nur einen geringen f(P)-Gewinn; bei H(z,y) + f(z) + f(y) = 2n wird mit
f(P") — f(P) = 0 sogar eine Nullstelle fiir den f(P)-Gewinn beider Typen von Mu-
tationen erreicht. Im Fall H(z,y) + f(z) + f(y) = 2n kénnen also Mutationen, die
eine Komponente um 1 erh6hen und die andere Komponente um 1 senken, nicht
weiterhelfen.

Daher wollen wir nun andere, komplexere Operationen finden, die die Fitness der
Population erhéhen kénnen. Dies kénnen zum einen Operationen sein, mit denen
eine Komponente erhoht und die andere Komponente nicht gesenkt wird. Da in Fall
4 gilt: f(z) + f(y) = Q(n), sind in Ungleichung (*) beide A-Werte im Zihler mit
linear grofien Termen gewichtet, so dass der f(P)-Gewinn durch solch eine Operation
stets (1) betridgt. Zum anderen kénnen Operationen, mit denen eine Komponente
um mehr als 1 erhéht wird, in bestimmten Szenarien einen Verlust von 1 in der
anderen Komponente ausgleichen, so dass wir insgesamt wieder einen f(P)-Gewinn
von (1) erhalten.

Es koénnen folgende Szenarien eintreten, bei denen giinstige Operationen f(P) jeweils
um eine positive Konstante erhéhen.
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Szenario 1: Es gibt einen Knoten v, bei dem eine 1-Bit-Mutation in x oder y die
Fitness um mindestens 2 verbessert: £(z,z,) > 2 oder £(y, yy) > 2.

O.B.d.A. sei {(z,z,) > 2. Wenn Schritt 3b ausgefithrt wird, eine 1-Bit-

Mutation z, flippt und in y kein Bit flippt, erhéht sich die Fitness um Af > 2.
Der Hammingabstand H (z,y) verdndert sich um AH = —1 oder AH = 1. Da-

mit gilt
_ An—2H(zy) ~ =) - ()
- 4n
_ dn—(H(z,y) + f(x) + fy)) — H(z,y)
4dn
V;r- 4n — (33/16) -n — H(z,y) S E
- 4n 64

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Operation dieser Art ist Q(1/n).

Szenario 2: Es gibt einen Teilbaum 7'(v), der sowohl in z als auch in y ein verbes-

sernder Teilbaum ist und dessen Wurzel v in z und y komplementéir gefarbt
ist: Ty F Y-
Dann warten wir auf eine Zwei-Punkt-Kreuzung, die genau den verbessernden
Teilbaum 7'(v) abgrenzt. Wir haben bereits in den Voriiberlegungen zu diesem
Abschnitt gesehen, dass dadurch die zuvor zweifarbige Kante von v zu seinem
Elter in beiden Nachkommen jeweils einfarbig gefirbt wird und insgesamt
f&")+ f(') = f(z) + f(y) + 2 gilt (die einfarbigen Kanten innerhalb von
T'(v) werden lediglich zwischen den beiden Suchpunkten ausgetauscht). Weiter
bewahrt eine Zwei-Punkt-Kreuzung den Hammingabstand. Damit dndert sich
die Fitness um Af = 2 und der Hammingabstand um AH = 0, somit erhcht
sich f(P) um einen Wert Q(1).

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Operation dieser Art ist Q(1/n?).

Szenario 3: Es gibt einen Teilbaum 7'(u) der Hohe 1 (also zwei Blatter mit ihrem
gemeinsamen Elter) mit Wurzel v und Kindern v, w, der nicht in z und y
einheitlich und mit verschiedenen Farben gefirbt ist, fiir den also gilt:

_'(wu:xv = Tw #yu =Yv :yw)'

Eine solche Belegung lidsst Raum fiir Verbesserung, da eine Mutation die Bits
Ty, Ty, Ty UNd Yy, Yy, Yo 10 eine Belegung tiberfithren kann, bei der die Knoten
in T'(u) in 2’ und 3’ jeweils einheitlich und mit verschiedenen Farben gefirbt
sind. Wenn wir uns nur auf 7'(u) beschrinken, maximiert eine solche Belegung
mit L, = Ty = Ty 7F Yu = Yo = Yo sowohl die Fitnesskomponente als auch
den Hammingabstand innerhalb von T'(u). Daher bezeichnen wir eine solche
Belegung als lokal optimale Belegung.

Es gibt zwei zueinander komplementére lokal optimale Belegungen der Bits
Ty Loy Loy UNd Yy, Yoy, Yoo- Ausgehend von einer beliebigen Belegung dieser Bits
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ist der minimale Hammingabstand zu einer der beiden optimalen Belegungen
hochstens 3. Es geniigen also Mutationen von héchstens 3 Bits (in z und y
zusammen), um aus einer beliebigen nicht lokal optimalen Belegung eine der
beiden lokal optimalen Belegungen zu erzeugen.

Es bleibt zu zeigen, dass sich f(P) um einen Wert (1) erhSht, wenn eine
Mutation eine beliebige nicht lokal optimale Belegung in eine lokal optimale
Belegung iiberfiihrt. Wir unterscheiden mehrere Fille von Belegungen, die wir
durch Mutationen von insgesamt hochstens 3 Bits auf direktem Wege in eine
lokal optimale Belegung iiberfithren wollen. Dabei machen wir keine Aussage
iiber die Farbung der Kante von u zum Elter von u; wir nehmen stets pessi-
mistischerweise an, dass diese Kante in einem Suchpunkt z € {z,y} zweifarbig
gefirbt wird, wenn z, geflippt wird.

Szenario 3a: Der Teilbaum 7T'(u) ist in z und y einheitlich mit der gleichen
Farbe gefirbt, wie in folgender Skizze dargestellt:
|

u u

v w

|
|
|
|
|
|
| v w
|

Farbung in x Farbung in y

Eine Mutation, die in z und y zusammen genau die Bits z,,x, und z,,
flippt, erh6ht den Hammingabstand um AH = 3, wihrend die Fitness-
komponente sich um Af > —1 verdndert (die Kante zum Elter von
kann in z zweifarbig werden). Es gilt

Af-(2n— H(z,y)) + AH - (f(z) + f(y))

—~
*
~

[P -1(P) > =
L =2 Hy) +3((@) + f)
- 4in
_ 2+ 3(H(z,y) + f(z) + f(z) — 2H(z,y)
4in
V;r- —2n+3(3n —3)/2 — 2H(z,y)
- in
LR T R GRS

Szenario 3b: Der Teilbaum T'(u) ist 0. B.d.A. in z einheitlich gefirbt, in y
jedoch nicht. Folgende Skizze zeigt ein Beispiel fiir dieses Szenario, in dem
eine Mutation von y,, den Wert f(P) erhoht.

u u

v w

|
|
|
|
|
|
|
| v w
|

Farbung in x Féarbung in y
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In y ist mindestens eine Kante in 7'(u) zweifarbig und der Hammingab-
stand der Bitstrings (zy, Ty, Ty) und (yu, Yv, Yw) ist kleiner als 3, da an-
sonsten eine lokal optimale Belegung vorlédge. Daher gibt es eine Mutation
von héchstens 2 Bits in y, die den Teilbaum T'(u) in ¢ einheitlich firbt.
Da es vorher in y eine zweifarbige Kante in T'(u) gab, wird die Fitness-
komponente nicht gesenkt, selbst wenn die Kante von u zum Elter in 7/
zweifarbig wird. Der Hammingabstand jedenfalls wird um mindestens 1
erhoht; es gilt Af >0 und AH > 1 und insgesamt steigt f(P) um Q(1).

Szenario 3c: Der Teilbaum T'(u) ist in z und y nicht einheitlich gefirbt. Falls

der Hammingabstand der Bitstrings (z, Ty, Zv) und (Y, Yv, Yw) kleiner
als 3 ist, gibt es wie in Szenario 3b eine Mutation, die die Fitness nicht
senkt, den Hammingabstand aber erh6ht. Hier ein Beispiel fiir eine solche
Konstellation, bei der eine Mutation von z, und y, den Wert f(P) erhoht.

v w

|
|
|
|
|
|
|
| v w
|

Farbung in z Farbung in y

Falls der Hammingabstand der Bitstrings (zy,, Zy, Zy) und (Y, Yo, Yw) ge-
nau 3 betrdgt, muss der Algorithmus den Hammingabstand bewahren,
um zu einer lokal optimale Belegung zu gelangen. Wir betrachten daher
nur Mutationen, bei denen alle flippenden Bits in 2 und y synchron flip-
pen, d. h. genau dann, wenn z; flippt, muss auch y; flippen, i € {u, v, w}.
Der Hammingabstand bleibt bei einer synchronen Mutation konstant. Ein
Beispiel fiir eine solche Konstellation, bei dem z, und vy, flippen miissen,
sieht aus wie folgt:

v w v w

Farbung in x Farbung in y

Wenn alle flippenden Bits synchron flippen, ist die Zahl flippender Bits
gerade. Da wir nur Mutationen von héchstens 3 Bits betrachten, kommen
nur noch drei Moglichkeiten in Frage, wie in diesem Fall die néchste lokal
optimale Féarbung auf direktem Wege erreicht werden kann. Und zwar
wird die néchste lokal optimale Farbung erzeugt, indem genau eine der
folgenden Mengen von Bits geflippt wird: {zy, yu }, {Zv, y» } und {zy, yuw }-

Man kann leicht iiberpriifen, dass sich in diesen drei Unterfiillen die Fit-
nesskomponente um mindestens 2 erhoht. Flippen die Bits eines Blat-
tes, werden zweifarbige Kanten innerhalb von T'(u) einfarbig gefirbt (die
Féarbung von u wird nicht angetastet, daher bleibt die Kante zum Elter
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von u unberiihrt). Flippen die Bits der Wurzel u, gibt es 4 zweifarbige
Kanten innerhalb von T'(u), die durch eine Mutation von {z,,y,} einfar-
big werden. Selbst wenn die Kante von u zum Elter in beiden Suchpunkten
zweifarbig wird, erhéht sich die Fitnesskomponente um 2.

Da der Hammingabstand konstant bleibt, gilt Af > 2 und AH = 0 und
f(P) erhoht sich um Q(1).

Insgesamt haben wir nun gezeigt, dass f(P) in Szenario 3 um eine positive
Konstante erhoht werden kann, wenn eine nicht lokal optimale Farbung eines
Teilbaums der Hohe 1 in eine lokal optimale Fiarbung iiberfithrt wird.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimmte Operation dieser Art ist Q(1/n?%);
der worst case wird in Szenario 3a angenommen, in dem wir auf eine 3-Bit-
Mutation warten.

Mit den Szenarien 1 — 3 haben wir drei beispielhafte Szenarien betrachtet, in de-
nen verschiedene Operationen helfen konnen, f(P) zu erhéhen. Solche Operationen
bezeichnen wir im Folgenden als verbessernde Operationen. Um diese Erkenntnis-
se zum Beweis einer oberen Schranke fiir die erwartete Zeit in Fall 4 einzusetzen,
miissen wir nun zeigen, dass solche verbessernden Operationen in einer gegebenen
Population tatsichlich existieren.

Die drei Szenarien prisentieren uns nur einen Ausschnitt aus der Liste aller mogli-
chen verbessernden Operationen. Bei der Vielfalt der Szenarien 1 — 3 ist es plau-
sibel, dass stets einige dieser Szenarien zutreffen und es somit stets einige verbes-
sernde Operationen gibt. Zumindest gilt dies, so lange die Summe der Komponenten
H(z,y)+ f(z)+ f(y) nicht zu groB wird, denn je grofier die Werte der Komponenten
werden, um so stiarker werden die Moglichkeiten zur Verbesserung eingeschriankt.

Wir zeigen nun, dass es in Fall 4 in mindestens einem der Szenarien 1 — 3 min-
destens 2(n) verschiedene verbessernde Operationen gibt. Diesen Beweis fiithren wir
durch Kontraposition: Wir nehmen an, dass es in allen drei Szenarien hochstens o(n)
verbessernde Operationen gibt und zeigen dann, dass dann die Summe der Kompo-
nenten H(x,y)+ f(z)+ f(y) groBer als (33/16) -n wird, Widerspruch zur Bedingung
von Fall 4.

Die Ideen hinter der folgenden Argumentation sind einfach. Wenn es in Szenario
3 nur wenige nicht lokal optimale Teilbdume der Hohe 1 gibt, gibt es viele bereits
lokal optimal gefirbte Teilbdume der Hohe 1. Dies lidsst auf einen hohen Hammin-
gabstand und eine hohe Zahl einfarbiger Kanten auf den untersten beiden Ebenen
schlieflen. Hinzu kommt: Wenn es in den Szenarien 1 und 2 nur wenige verbessernde
Operationen gibt, konnen auch auf den héheren Ebenen nicht alle Kanten zweifarbig
sein. Diese Uberlegungen wollen wir nun formalisieren.

Es gibt insgesamt (n + 1)/4 Teilbdume der Hohe 1. Wenn es in Szenario 3 nur o(n)
verbessernde Operationen gibt, gibt es mindestens (n + 1)/4 — o(n) lokal optimal
gefirbte Teilbdume der Hohe 1. Da jeder lokal optimal gefirbte Teilbaum den Wert
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3 zum Hammingabstand H(z,y) beitrigt, gilt

H(z,y) >3- (”11 —0(n)> =2 n—oln).

Die Fitnesskomponente schiitzen wir wie folgt nach unten ab. Sei E;; C E fir
i < j die Menge der Kanten {u,v} € E, fiir die sowohl u als auch v auf Ebenen
im Intervall [i, ] liegen. Dann lisst sich die Kantenmenge E partitionieren in die
disjunkten Teilmengen Ey_1 4, E4_2 4—1 und Eg 4_o wobei d die Tiefe des Baumes ist.
Die Fitnesskomponente ergibt sich dann als Summe der Fitnessbeitrige der einzelnen
Kantenmengen in z und y.

Die Kanten in E;_; 4, die in lokal optimal gefarbten Teilbdumen verlaufen, sind in z
und y einfarbig. Pro Teilbaum sind dies 2 Kanten; die Zahl der einfarbigen Kanten
in E4_1 4 ist demnach in beiden Suchpunkten jeweils (n + 1)/2 — o(n). Es sei daran
erinnert, dass wir mit f(z, E') die Zahl in z einfarbiger Kanten in der Menge E’
notieren. Damit gilt

6 Basa) + 10 Bacra) = 2 ("5 o)) = nofo)

Hinzu kommt Folgendes: Gegeben eine Kante {u,v} € E4_9 4_1, deren unterer End-
punkt v die Wurzel eines lokal optimal gefirbten Teilbaums der Hohe 1 ist. Falls
die Kante {u,v} sowohl in z als auch in y zweifarbig ist, haben wir mit 7'(v) einen
Teilbaum aus Szenario 2 gefunden, da 7T'(v) in z und y ein verbessernder Teilbaum
ist und die Wurzel v in z und y jeweils komplementér gefarbt ist. Ein Beispiel fiir
eine solche Situation ist in Abbildung 4.12 dargestellt. Ist T'(v) kein Teilbaum aus
Szenario 2, muss die Kante {u,v} daher in z oder in y einfarbig sein.

Eoq o

Eq 241

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
Eq1,4 E
|
:
Firbung in z Firbung in y

Abbildung 4.12: Eine Situation, in der eine Kante {u, v}, die zu einem lokal optimal
gefiarbten Teilbaum 7'(v) fithrt, in beiden Suchpunkten zweifarbig ist.

Die Zahl der Kanten in Ey_5 4_1, deren untere Endpunkte Wurzeln von lokal optimal
gefiarbten Teilbdumen der Hohe 1 sind, ist gleich der Zahl lokal optimal gefirbter
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Teilbdume der Hohe 1, hier also (n+1)/4—o0(n). Wenn es in Szenario 2 hichstens o(n)
verbessernde Operationen geben darf, gilt fiir (n + 1)/4 — o(n) — o(n) = n/4 — o(n)
Kanten in E4_3 41, dass sie in z oder in y einfarbig sein miissen. Wir erhalten

[z, By_24-1) + f(y, E4g—2,4-1) = — — o(n).

>3

Es bleiben noch die Kanten auf den hoher gelegenen Ebenen, der Menge Ej 4.
Jeder Knoten, der nur zu Kanten aus Ey 4o inzident ist, sprich jeder Knoten auf
den Ebenen 0,...,d — 3, hat einen Grad von mindestens 2. Falls ein solcher Knoten
v in einem Suchpunkt z € {z,y} zu keiner einfarbigen Kante adjazent ist, gilt
U(z,z,) > 2 und wir haben eine verbessernde Operation aus Szenario 1 gefunden.
Da es nach Annahme nur o(n) verbessernde Operationen in Szenario 1 gibt, diirfen
hochstens o(n) dieser Knoten zu keiner einfarbigen Kante adjazent sein.

Sei V' die Menge der Knoten v auf den Ebenen 0,...,d — 3, die zu mindestens einer
in z € {z,y} einfarbigen Kante inzident sind, sprich fiir die deg} (v) > 1 gilt. Da
es (n + 1)/2 Blitter, (n + 1)/4 Knoten auf Ebene d — 1 und (n + 1)/8 Knoten auf
Ebene d — 2 gibt, ist die Zahl der Knoten in V'

" _n—l—l_n—l—l_n—i—l _ _n_
V' = (n 5 1 3 o(n) = g o(n).

Damit gilt

> degl(v) > £ — oln).
veV!

Da jede in z einfarbige Kante hichstens 2 zu dieser Summe beitréigt, ist die Zahl
einfarbiger Kanten in z in der Menge Ej 4o mindestens |V'|/2 =n/16 — o(n). In
und y zusammen sind auf den genannten Ebenen also mindestens 7/8 —o(n) Kanten
einfarbig:

f(z, By q—2) + f(y, Eo,a—2) > = — o(n).

®|3

Wenn wir die Fitnessbeitrédge aus den drei Kantenmengen Eg_i 4, Eq—24—1 und
Ey 4o zusammenrechnen, erhalten wir folgende untere Schranke fiir die Fitness-
komponente f(z)+ f(y):

f@)+ fly) = Z (f(z, Eog—2) + f(2, E4—2,4-1) + (2, E4—1,q))

z€{z,y}
> n—ofn)+ 5 —o(n) + £ — on)
= 18_1 -n —o(n).
Insgesamt gilt fiir die Summe beider Komponenten
H(w,9)+ 1(@) + f(5) 2 50— o(n) + 51— o(n) = < -n = o(n)
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und fiir ausreichend grofle n ist dies grofer als (33/16)-n, Widerspruch zur Bedingung
von Fall 4.

Wir haben also gezeigt, dass es in mindestens einem Szenario Q(n) verbessernde Ope-
rationen geben muss. Eine bestimmte verbessernde Operation tritt mit Wahrschein-
lichkeit €2(1/n3) auf; die Wahrscheinlichkeit, dass irgendeine verbessernde Operation
auftritt, ist daher Q(1/n?). Da der Wert f(P) durch eine verbessernde Operation
um eine positive Konstante erhoht wird und dies nur O(n) Mal geschehen muss, ist
die erwartete Zeit in Fall 4 beschréinkt durch O(n?).

Damit ist die Analyse von Fall 4 beendet. Wir addieren nun die erwarteten Zeiten,
die wir in den vier Fillen zubringen, bevor die Population P = {0",1"} erreicht
wird:

O(n*logn) + O(n?) + O(n?) + O(n®) = O(n?).

Daher erreichen wir in erwarteter Zeit O(n?) die Population P = {0",1"}. O

Erginzungen und Diskussion der Ergebnisse

Der Beweis gibt keine Auskunft dariiber, zu welcher Zeit eines Laufs welcher der
vier Fille typischerweise gerade aktuell ist. Experimente zeigen, dass der (24+2) GA
typischerweise am Anfang eines Laufs die Fitness erhoht, auch wenn dies den Ham-
mingabstand senkt (Fall 2). Irgendwann geht der Algorithmus dazu iiber, den Ham-
mingabstand der beiden Individuen zu vergréfiern; hier kann man in manchen Léufen
beobachten, dass die Fitness dabei deutlich absinkt (Fall 3). Wenn einmal eine Po-
pulation mit komplementéren Suchpunkten erreicht wird, bleibt der Algorithmus
typischerweise bei komplementiren Suchpunkten und wir warten auf passende Zwei-
Punkt-Kreuzungen, um die optimale Population zu erreichen (Fall 1).

Den Effekt, dass Fall 3 erst nach Fall 2 eintritt, kénnen wir auch rechnerisch belegen.
Ausgangspunkt ist die Ungleichung H(z,y)+ f(z)+ f(y) < 2n, also der Fall, dass die
Summe der Komponenten, mit der die Fille 2 — 4 unterschieden werden, unter dem
Wert 2n liegt. Wir erinnern uns daran, dass der Wert 2n eine Nullstelle fiir f(P)-
Gewinne bei einfachen 1-Bit-Mutationen war, die eine Komponente um 1 erhéhen
und die andere Komponente um 1 senken.

Aus der Definition von f(P) folgt

1Py =20 Y o 1)+ 1) = £(P)- @~ Hia) /).
Damit gilt
H(@,y)+ f(2) + ) < 2
& Hizy) + f(P)- 2~ Hay)/n) < 2
& f(P)- (2~ Hlzy)/n) < - H(z,y)

2n — H(z,y)

& f(P) < 5 H(z.g)/n
< f(P) < n.



4.3. ALGORITHMEN MIT REKOMBINATION 153

Da f(P) iiber die Zeit monoton ist, tritt also Fall 2 aufgrund der Voraussetzung
H(z,y)+ f(z)+ f(y) < (3n—3)/2 < 2n stets vor Fall 3 mit Voraussetzung H(z,y)+
f(z) + f(y) > (33/16) - n > 2n ein.

Der komplizierte Fall 4 mit mittleren Werten fir H(z,y) + f(z) + f(y) ldsst sich
allerdings nicht so leicht einordnen, da die Summe der Komponenten i. A. nicht
monoton in f(P) ist; 1-Bit-Mutationen, die eine Komponente um 1 erh6hen und die
andere Komponente um 1 senken, kénnen f(P) erhohen, wihrend die Summe der
Komponenten konstant bleibt.

Eine andere Frage ist die, ob die Schranke O(n3) asymptotisch scharf ist. Experi-
mente zeigen, dass der (2+2) GA typischerweise recht schunell eine Population mit
komplementéren Suchpunkten erreicht und dann den grofiten Teil der Laufzeit dafiir
aufbringt, in Fall 1 auf die passenden Zwei-Punkt-Kreuzungen zu warten. Dies lisst
vermuten, dass die Schritte, die wir in Fall 1 zubringen, die erwartete Laufzeit domi-
nieren. Wenn dies der Fall ist, wiire die erwartete Laufzeit sogar durch O(n?logn)
beschriinkt statt durch O(n3).

Hypothese 2. Gegeben ein beliebiger Baum G = (V, E) mit n := |V| Knoten. Die
erwartete Zeit, bis der (2+2) GA mit Fitness Sharing auf Ising, die global optimale
Population P = {0",1"} erreicht, ist nach oben beschrdankt durch O(n?logn).

Der kubische Term in unserer Schranke rithrt daher, dass wir in Fall 4 im Szenario
3a auf 3-Bit-Mutationen warten und die Wahrscheinlichkeit einer Fitnesserh6hung
dadurch vergleichsweise klein wird. In bestimmten Szenarien ist es jedoch nétig, auf
solche 3-Bit-Mutationen zuriickzugreifen. Abbildung 4.13 zeigt ein Beispiel fiir eine
solche Population P = {z,y}. In z sind beide Teilbdume der Wurzel einheitlich und
mit verschiedenen Farben gefiarbt; der Suchpunkt y ergibt sich aus z, indem nur die
Wurzel geflippt wird.

Féarbung in x Féarbung in y

Abbildung 4.13: Ein Beispiel fiir eine Population P = {z,y}, bei der die wahrschein-
lichste Operation zur Erhéhung von f(P) eine Operation aus Szenario 3a ist, bei
dem ein Teilbaum der Héhe 1 komplett flippt.

In dieser Beispielpopulation liegt die Summe der Komponenten mit H (z,y)+ f(z) +
f(y) = 2n — 3 knapp unter der ,kritischen“ Schranke 2n. Damit kénnen 1-Bit-
Mutationen, die den Hammingabstand um 1 erhéhen und die Fitnesskomponente
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senken, hier nicht helfen. Andere 1-Bit-Mutationen, die die Fitness erhohen, existie-
ren in dieser Situation nicht.

Auch Zwei-Punkt-Kreuzungen kénnen hier nichts ausrichten. In Bitstring-Darstel-
lung geschrieben, sehen die Farbungen von z und y aus wie folgt. Mit der Preorder-
Codierung steht an erster Stelle die Farbe der Wurzel r, danach folgen die Farben der
(n—1)/2 Knoten des linken Teilbaums von r, gefolgt von den Farben der (n —1)/2
Knoten des rechten Teilbaums von r. Es ergeben sich folgende Darstellungen:

0 0...0 1...1
1 0...
(n-1)/2 (n-1)/2

Man kann leicht sehen, dass bei allen (g) Wahlmoglichkeiten fiir die beiden Kreu-
zungspunkte stets wieder die gleiche Population erzeugt wird, P’ = P. Daher sind
Zwei-Punkt-Kreuzungen in dieser Situation wirkungslos.

In der Population aus Abbildung 4.13 besteht die wahrscheinlichste verbessernde
Operation darin, ganze Teilbdume der Hohe 1 zu flippen. Zumindest in einer Situa-
tion ist es daher fiir den Beweis einer guten oberen Schranke notwendig, auf 3-Bit-
Mutationen zu warten. Offen bleibt die Frage, wie oft solche Situationen auftreten
konnen. Im Beweis von Theorem 18 nehmen wir implizit an, dass solche Situatio-
nen linear oft auftreten kénnen. Ein moglicher Ansatz zur Verbesserung der oberen
Schranke wiére, zu zeigen, dass solche Situationen sehr viel seltener auftreten.

Nebenbei sei bemerkt: Das Beispiel aus Abbildung 4.13 zeigt, dass es notwendig
ist, Mutationen mehrerer Bits zuzulassen. Wenn wir den Mutationsoperator ein-
schrianken, so dass in z und y jeweils nur hochstens ein Bit geflippt werden kann,
kann die Population aus Abbildung 4.13 nicht mehr verdndert werden: Es gibt keine
0- oder 1-Bit-Mutationen von z und ¥, die zu einer anderen akzeptierten Population
fithren, und Zwei-Punkt-Kreuzungen sind hier, wie gesehen, nutzlos.

Fazit

Auch wenn die Schranke O(n?) fiir den (2+2) GA vermutlich nicht scharf ist, liegt sie
dennoch iiberraschend nah an der oberen Schranke fiir den (1+1) GIGA. Anders als
befiirchtet, hat der (2+2) GA keinerlei Probleme mit Populationen, die zwei subop-
timale lokale Optima enthalten. Entweder es gibt Zwei-Punkt-Kreuzungen, die diese
Fiarbungen verbessern konnen, oder durch Mutationen und den Einfluss von Fit-
ness Sharing wird ein lokal optimaler Suchpunkt z durch einen anderen Suchpunkt
ersetzt, der einen gréfleren Hammingabstand von y hat.

Letztere Mutationen kénnen sogar dann akzeptiert werden, wenn der Funktionswert
f(z) dadurch gesenkt wird; dies ist bei der gegebenen Fitnessfunktion essenziell,
da die Ising-Funktion auf vollstindigen binfiren Biumen exponentiell viele lokale
Optima enthélt und es daher fast unvermeidlich ist, dass der Algorithmus auf lokale
Optima, trifft.
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Wenn wir das Resultat von Theorem 18 in den Kontext der Diskussion um Mu-
tation versus Rekombination und die Resultate von Wegener [13] und Storch und
Wegener [19] einordnen, haben wir eine neue Funktion gefunden, fiir die Rekombina-
tion beweisbar essenziell ist. Ein einfacher genetischer Algorithmus mit Zwei-Punkt-
Kreuzung hat eine polynomielle erwartete Optimierungszeit, wihrend die erwartete
Optimierungszeit des (1+1) EA bei jeder Mutationswahrscheinlichkeit exponentiell
ist.

Die Ising-Funktion auf vollstindigen biniren Badumen l4sst sich wie die Funktion von
Storch und Wegener durch genetische Algorithmen mit konstanter Populationsgrofie
effizient optimieren, so dass ein einigermafien fairer Vergleich von Mutation und
Rekombination gegeben ist.

Einzuwenden ist allerdings, dass dem (2+2) GA mit einer Populationsgréfie von 2
und Fitness Sharing méchtigere Werkzeuge zugestanden werden als dem (1+1) EA.
FEine interessante offene Frage wire daher, wie sich ein mutationsbasierter Algo-
rithmus mit einer Populationsgréfle von mindestens 2 und Fitness Sharing auf der
Ising-Funktion auf vollstindigen bindren Biumen schligt.
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