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1 Einfiihrung

1.1 Themen

e Was sind Zahlen (halbes Semester)
Natiirliche Zahlen (Axiomatisch)

Komplexe Zahlen

e Gleichungen / Ungleichungen

Gleichungen in den Zahlbereichen

1.2 Auch Zahlentheorie, aber kein Thema der Vorlesung

e Primzahltheorie
Beispiel:
3<neN, 1<r<n
r, r+n, r+ 2n arithmetische Progression
Fragestellung: Wieviele Primzahlen?

e Algebraische Zahlentheorie

e Analytische Zahlentheorie



2 Zahlenbereiche

2.1 Die natiirlichen Zahlen - Existenz und Eindeutigkeit

Fragen
1. Sei 3<neN. Gibtes z,y,z € N: 2" + ¢y = 2"7

2. Sei n > 4 gerade. Gibt es 2 Primzahlen p, ¢ mit m = p + ¢ (Goldbach’sche Vermutung)

Giuseppe Peano! (* 27. August 1858 in Spinetta, Piemont; 1 20. April 1932 in
Turin) war ein italienischer Mathematiker. Er arbeitete in Turin und befasste sich
mit mathematischer Logik, mit der Axiomatik der natiirlichen Zahlen (Entwicklung
der Peano-Axiome) und mit Differentialgleichungen erster Ordnung.
Definition 1.1: Peano-System
Peano-System ist ein Tripel (P, v,0) bestehend aus:
o Menge P
o Abbildung v : P — P (Nachfolgerabbildung: Nachfolger/ Vorginger)
o einem ausgezeichnetem Element 0 € P
so daB gilt:
oVreP:v(x)#0
oVr,ye P:v(z)=v(y) =z =y
o Fiir jedes Q C P gilt: (0 € QAze@Q=v(x) Q)= (Q=P)

Existenz beweisen wir nicht.

Eindeutigkeit

Definition 1.2: Isomorphismus

Seien (P,v,0), (P',v/,0") Peano Systeme. f : P +— P ist Isomorphismus, wenn gilt:
o f(0)=0
o f(v(z)) =v'(f(z))
o fist bijektiv

Thttp://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano



Satz 1.3: Fiir 0 # y: Eindeutige Existenz des Nachfolgers

(P,v,0) Peano-System Sei © € P. Daraus folgt t =0V 3ly € P: 2z =v(y).

Beweis:

Eindeutigkeit: v ist Injektiv
Existenz von y: Sei M ={z € Ple=0V3Iy e P:z=v(y)}

Beweis: M = P(Induktion)

o 0e My

o x€M=v(xr)e M:Vz € P:v(z) e M/
= M=P

Satz 1.4: (rekursive) Abbildungen
(P,,0), 0 # S: Menge. Sei c € S, G : P x S — S Es gibt genau eine Abbildung F : P — S mit.
(a) F(0)=c
(b) F(v(z)) = G(z, F(x))
Beispiele:
o F(0)=c
o F(1(0)) = G(0,¢)
o F(r(¥(0)) = G(v(0), F(v(0) = G(v(0),G(0,¢))

Beweis:

Eindeutigkeit: Seien F, F’ Abbildungen P +— S mit den Eigenschaften. Setze M = {z € P|F(z) = F'(x)} Zu
Zeigen: M = P.

o 0 My
o F(z) = F'(z) = G(z, F(z)) = G(z, I (z)) = F(v(z)) = F'(v(z))
Existenz: Definiere F iiber den Graphen (FF C P x S)
(a) (0,c) e F
(b) Ve e P: (z,y) € F = (v(x),G(z,y)) € F
(c) F Abbildung: Ve € P:3s€ S: (z,s) € F
(d) Ve e P:Vs, t € S:(z,s),(z,t) EF=>s=1
Da F eine Relation ist, gilt mit den Eigenschaften (a) und (b) auch (c) fiir F.

Beweis:

Setze M = {z € P|3s € S: (z,s) € P}. (Zu Zeigen: M = P)

Sei R die Menge aller Relationen. R C P x S, die (a) und (b) erfiillen. R# 0: P x S € R
Setze I' = (g, B (= kleinste Relation mit den Eigenschaften!)

Beweis: F erfiillt (a) - (d)

a) v

b) Seiz € P = (z,y) € F C R, R € R beliebig. = (v(z),G(z,y)) € R: VR € R= (v(z), G(z,y)) € Fy/
c) folgt aus (a) und (b) v/

d) Setze M = {x € P|Vs,t € S: ((z,s) € FA(z,t) € F) = s=1t}

Beweis: M = P (Induktionsbeweis)

o~ o~ o~ —~



o 0€ M: Esist (0,¢c) € F
Zu Zeigen: Wenn (0, s) € F, dann ist s = c.
Annahme: 3s #c¢: (0,s) € F
Def: R = F\{(0,s)} C F
Behauptung: R hat (a) + (b)
o (a) (0,¢) # (0,s) = (0,¢) € R
o (b) Seiz € P, (z,y) € RC F = (0,G(z,y)) # (v(z),G(z,y)) € F = (v(z),G(z,y)) € R 4(zur
Minimalitit von F)
ox€M=v(z)e M
Behauptung: Sei (v(z),w) € F = 3s€ S: (z,s) € FAw = G(z,s)
Annahme: Behauptung falsch.
Jz € PAwe SVs € S: ((z,s) € FV (w# G(z, ) A (v(z),w) € F)
Setze R = F\{(v(z),z)} C F.
Zu Zeigen: R hat (a) + (b)
(a) (0,¢) € F (0,c) # (v(z,w) = (0,c) € R
(b) Sei (z,t) € R = (v(2),G(z,t)) € R
(z,t) € R= (z,t) € F = (v(2),G(2,t) € F
Dabei ist (v(2),G(z,t)) # (v(z), w)
Annahme: Gleich. = v(z) =v(z) = z =z, w = G(z,t) = (2,t) = (z,t) € F 4zu (2,t) € F
Da v(z) € M heifit dies: (v(z),s) € F A (v(z),t) E F=s=1
Behauptung liefert s’ € S, ¢ € S mit (z,s’) € F, (z,¢') € F As = G(z,s'), t = G(z,t)
Weilz e M = s' =t/ = s=t.

Satz 1.5: Isomorphie aller Peano-Systeme

(P,v,0), (P,v,0)2 Peano-Systeme sind isomorph.
Beweis:
In Satz 1.4 setze S=P',c=0,G: Px P — P :(z,2') — V/(2z') = 3F: P~ P’ mit F(0) =0,
F(v(z)) = G(z, F(z)) = v/ (F(z))
F ist Homomorphismus (siehe Grundstudium), noch zu Zeigen: F' bijektiv.
Beweis: Surjektivitit
Setze M' ={y € P'|3z € P:y = F(z)}. Zu Zeigen M' = P’
o 0 eM:F(0)=0 €M
ocyeM = (y) € M':Sei F(z) =y =1'(y) =V (F(z)) = F(v(z)) € M’

Beweis: Injektivitat
M={x€PNz€P:F(z)=F(z) > x=2z}={x € PIF~Y(F(z)) = {z}}. Zu Zeigen: M = P
o 0e€ M:
Beweis: F(0) =0/
Annahme: z € P,z #0 mit F(z) =0. Weilz #0: 3y € P: z = v(y) = F(z) = F(r(y)) = v'(F(y)) d.h.
0’ = F(z) ist Nachfolger. 4

o Seixze M =v(z)e M:

Beweis:
Seiy € P: F(y) = F(v(zx))
Annahme y =0: F(y) =0/, dh. F(v(z)) =0 %
———
=v/(F(2))
Fallsy #0: = 3z € P:y =v(z). V(F(z)) = F(v(z)) = F(y) = F(v(z)) = V' (F(z))
iF(x):F(z)\:Lm:z:}u(x):l/(z):y

zeM

10



2.2 Natiirliche Zahlen - Arithmetische Operationen

Einfithrung

Weil wir wissen N ist Peano-System, muss es auf jedem Peano-System Rechenoperationen geben.
Hierbei ist die Induktion ein zentraler Begriff. Da das Arbeiten mit N schnell verwirren wiirde,
was wir bereits haben und was wir aus Schul- oder Grundstudiumswissen kennen, wird in diesem
Kapitel streng nach Peano-Systemen gearbeitet.

Satz 2.1: (rekursive) Abbildungen innerhalb Peano-Systeme

Peano-System (P, v,0), Abbildung G: Px P+— P, H: P+~ P = 3/F : P x P — P mit
folgenden Eigenschaften:

(a) F ist Abbildung

(b) F(z,0) = H(x)

(c) F(z,v(y) = G(z,y, F(z,y))
Beispiel: Addition: H(x) = z, G(z,y, z) = v(2)

Beweis:
Sei x € P fest. Sei ¢p = H(z). Gz : P X P+ P: Gy (y,2) = G(z,y,z) In Satz 1.4: S =P, c= ¢z, G =Gy
= 3AF, : P— P mit F;(0) = ¢z, Fo(v(y)) = Ge(y, Fz(y)) (Riicksubstituieren)
Wenn z variiert: F: P X P+ P: (z,y) — Fi(y) FF ={(z,y,2) € PX P x Plz=F.(y)}
o F Abbildung:
Fiir (z,y) € P x P: (z,y, Fz(y)) € F Seien (z,y,2) € F, (z,y,2') € F.
Behauptung: z = 2’
z=Fa(y) =2/
o F(z,0) = H(z)
F(z,0) = Fx(0) = ¢ = H(z)/
o F(z,v(y)) = G(z,y, F(z,y))
F(z,v(y)) = Fe(z,v(y) = Ga(y, Fu(y)) = G(z, y, F(z,y))
Eindeutigkeit:
Seien F', F’ zwei solche Abbildungen. Zu Zeigen: Vo € P : F, = FJ,.
Beweis:
M = {y € P|F:(y) = F,(y)}
o 0€ M: F;(0) = F(z,0) = H(z) = F'(z,0) = F.(0)
ocyeM=v(y) € M:
Fe(v(y) = F(z,v(y) = G, y, Fz,y)) = Gz, y, Fz(y)) = G(x,y, F1(y)) = Gz, y, F'(z,y))

~—
yeM

= F'(z,v(y)) = F(v(y))

Korollar 2.2:
G:Px P, H:Pw~ P Abbildungen = 3!F : P x P — P Abbildung mit

(a) F(z,0) = H(x)

(b) F(z,v(y)) = Gz, F(z,y))

11



Beweis:
In Satz 2.1 setze: Hi = Ha, G1(z,y,z) = Ga(z, z). Daraus bekommt man ein eindeutiges F; : P X P — P mit

(a) Fi(z,0) = Hi(x)

(b) Fl (ﬁ, V(y)) = Gl (27, Y, Fl (CU, y))
Setze Fo = F1, dann sind die Bedingungen erfiillt!

Definition 2.3: Addition im Peano-System

Setze in Korollar 2.2 G(z,y) = v(y), H(z) = z. Dann wird die dadurch bestimmte Abbildung
a: P x P — P als Addition bezeichnet.

z+yi=a(wy))

Rechenregeln:

Rl z+0=qa(x,0)=H(x) ==z
R2 z+v(y) = a(z,v(y) = Gz, a(z,y) = v(a(z,y)) = v(z +y)

1:=v(0)

Lemma 2.4: v(z) =z + v(0)
v(z) =z +v(0)

Beweis:
v(z) =v(z+0) =z +v(0) (R2)

Satz 2.5: Assoziativgesetz

e+ y+z)=(@+y +=

Beweis:
x,y € P fest. Setze M = {z € Plz+ (y+2) = (x +y) + 2z}
Zu Zeigen: M = P (Induktion)
0e M: 0) = = 0.
o0¢€ z+y+0)=x+y = (x+y) +

=y R1

°oz€M=v(z) e Mzt (y+v(a)) = ztrvlytz) = vle+y+2) = vll@E+y)+2) = (@+y)+v(2)
R2 R2 zeM R2

Satz 2.6: Kommutativgesetz der Addition

Sei (P,v,0) ein Peano-System.
Dann gilt: Ve,y e P:ax+y=y+x

Beweis:

Sei x € P fest

Setze M ={y € Plz+y =y + «}

Zu zeigen: M = P

Dies geschieht durch Induktion. Es ist zu beachten, dass der Induktionsanfang hier zweiteilig ist:
0e M:

Beweis:

N={2€Plz+0=0+ =z}

Zu zeigen: N = P

0eEN:0+0=0+0

2EN—-2z41€eN: (24+1)4+0=v()+0=v(2)=v(z+0)=v(0+2)=0+v(2)=0+(2+1)

12



le M:

Beweis:

Setze R={z€ Plz+1=1+ =z}
0€R0+1=1+4+0(Tipp: N = P,vgl.oben)
YyER—y+1€R (y+1)+1=1+y) +1=1+(y+1)

yeM—y+1€M:
Beweis:
1) = 1 = 1 = 1) = 1 = 1
e+ (y+1) = (e+y)+ (y + )+ y+@+1) = y+(1+2) = (y+1)+=
Asso ITAnn Asso ITAnf Asso

Satz 2.7: Kiirzungsregel

x4+ 2z=y+ 2= 2=z (ohne Beweis)

Satz 2.8: Einschrankung der Darstellungsmoglichkeit von y € P

Seixz € P, x #0.
Dann gilt: y # y 4+ « (ohne Beweis)

Satz 2.9: Trichotomie

Sei (P, v,0) ein Peano-System. Va,y € P gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(a) ==y
(b) IueP,u#0:y=z+u
(¢c) vePv#0z=y+v

Zum einen ist nun zu zeigen, dass nur hochstens eine der drei Aussagen der Trichotomie gelten
kann.

Beweis:
(a) und (b) gelten nicht gleichzeitig.
Annahme: (a) und (b) gelten gleichzeitig
Dann muss gelten:
T =Y + u %(u # 0 weil (b) gilt 4+ s. vorausgehender Satz)

(a) ()
Der Beweis dass (a) und (c) nicht gleichzeitig gelten konnen verlduft analog.
Es bleibt zu zeigen, dass (b) und (c) nicht gleichzeitig gelten kénnen.
Annahme: (b) und (c) gelten beide fiir z,y € P
Dann muss gelten:
y\_fliru\_f/(erv)Jru\_/er (v+u)

(b) (c) Asso
Wiederum mit dem vorausgehenden Satz erhilt man v + u = 0.(*)
(b) und (c) kénnten trotzdem noch gleichzeitig gelten. Insbesondere liefert uns jedoch (b):
u#0
Daraus folgt u ist Nachfolger eines w € P wegen Satz 1.1.3.
v =, v(w)

1.1.3
Daher gilt: v+ u=v+v(w) =vv+w) # 0%zu (%)

~~

1.P.—Ax.
Das heisst (b) und (c) kénnen nicht gleichzeitig gelten.

Zum anderen muss noch gezeigt werden, dass immer mindestens eine der drei Aussagen der
Trichotomie zutrifft.
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Beweis:

Sei y € P fest.
Setze M = {z € P| Fiir x,y gilt (a) oder (b) oder (c)}
Zu zeigen: M = P

o 0e M:
Falls y = 0: (a) gilt. Falls y # 0: y = 0+ y, d.h. (b) gilt.

ocoxeM—zxz+1e M:

o Fiir z,y gelte (a), d.h. z = y.
Daraus folgt « +1 =y + 1, d.h. (¢) gilt

o Fiir z,y gelte (¢), dh. z=y+uwund u #0
r+1=(@y+u) +1=y+ (u+1),dh (c) gilt

o Fiir z,y gelte (b), dh. y =2 + v und u # 0
uA0=Jw:u=rw)=w+1
y=z+w+1l)=(+1)+w
Fall 1: w = 0: x+1,y erfiillen (a)

Fall 2: w # 0: x+1,y erfiillen (b)

Definition 2.10: Multiplikation von natiirlichen Zahlen
Setze in Korollar 1.2.2:
o G=a: Px P — P (Erinnerung: « ist die Addition)
oH:P—-Pxz—0
Dann gibt es eine Abbildung pu: P x P — P mit:
o u(xz,0)=H(x)=0

o pu(z,v(y)) = alz, u(z,y)) = v + p(z,y)

1 heisst Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen

Schreibweisenvereinbarung: | a - b := p(a, b)

Aus der Definition der Multiplikation folgt(sieht man) sofort:
ocx-0=0

ox-(y+l)=ata-y

Satz 2.11: Multiplikation mit Null von links

Sei (P, v,0) ein Peano-System.
Fir allex € P gilt: 0-x =0
Beweis:
Sei M ={z € P|0-z =0}
Zu zeigen: M = P
o 0€ M:0-0=0 (Definition von u bzw ,,-*)
ocozxzeEM—z+1=v(z)e M:
O(IJrl) :M(OJJ(I)) :a(onu‘(ovx)) :0+H’(va) :H’(va) =0-2=0
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Satz 2.12: Beidseitige Neutralitdt der Eins

Sei (P,v,0) wieder ein Peano-System.
Behauptung: z- 1= =12
Beweis:
ox-1=uax:
z-1=p(z,v(0) =alz, u(z,0) =+ pu(z,0)=c+z-0=2+0==z
ol-z=ux:
Sei M ={z € P|1-z =z}
o 0&€ M:1-0=0 (Definition von )

ocoxeM—x+1¢e M:
1-(x+1)=pl,v@) =al,pul,z)=1+pl,z)=1+1-z=14+2x=2+1

Satz 2.13: Rechtsdistributivitit

Sei (P,v,0) wieder ein Peano-System.
Dann gilt: (z+y) - z=a-24+y-z
Beweis:
Seien x,y fest aber beliebig.
Setze M ={z € P|(z+y)-z=z-2+y-z}
Zu zeigen: M = P
0o 0EM: (x+y) - 0=0=0+0=x2-0+y-0
oczxeEM—axz+1eM:
(+y) (z+1) =p((z+y),vz) =allz+y),n(z+y),2)=(+y) +(@+y) 2=(@+y) +z-2+y 2=
(xta-2)+(y+y-2) = alz, w(@, 2))+aly, uy, 2)) = ple, v(2)+uly, v(z) = zv(z)+yv(z) = 2 (2+1)+y (2+1)

Satz 2.14: Kommutativitdt der Multiplikation

Sei (P, v,0) ein Peano-System. Dann gilt: Ve, y € P:x -y =y - x

Beweis:

Waihle x beliebig aber fest.
Sei M ={y€Plz-y=y- -z}
Zu zeigen: M = P

o 0eM:z-0 0-z

= 0 =
~~ ~~
Defw.u I1.2.11
ocyeM —y+1leM

. 1) = 1) = = = . = =y —yz+lax = 1)-
z-(y+1) = p(z,y+1) = p(z, v(y)) = alz, w(z,y) = z+zy rtyz=yrtz=yart+lz (y+1)-z
Ind.ann. 1.2.13

Satz 2.15: Assoziativitat der Multiplikation

Sei (P, v,0) ein Peano-System.
Dann gilt: Vo, y,z € P: (z-y)-z=x - (y - 2) (ohne Beweis)

Satz 2.16: Kiirzungsregel der Multiplikation

Sei (P,v,0) ein Peano-System.
Dann gilt: Va,y,z € P: 2 #0= ((x - 2 =y - 2) = = = y) (ohne Beweis)
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2.3 Die natiirlichen Zahlen - Anordnung

Definition 3.1: Symbolik der Ordnungsrelation

Sei (P, v,0) ein Peano-System und z,y € P.
Dann definieren wir:

ox<y fallsue P:u#0und y=x+u
ocx>y falls Jue P:u#0undx=y+u
o x <y, falls x =y oder x <y

o x>y, falls z =y oder x >y

Satz 3.2: Trichotomie und Transitivitat

Sei (P, v,0) ein Peano-System und seien x,y, z € P.
Es wird behauptet, dass folgende Sachverhalte gelten:

(a) Trichotomie: (x < y)V (x =y)V (z > y)
(b) Transitivitit: ((zx <y)A(y<z2)) =z <z

Beweis:

(a) Siehe Satz 1.2.9

(b) Aus z < y und y < z folgt:
y=z+u,u#0
z=y+v,v#0

Wenn jetzt v + v # 0 wére, so wiirde gelten: z > x

Das lésst sich aber wie folgt sehen:

Da v # 0 gibt es ein k € P mit v = v(k) (Satz 1.1.3)

Daraus folgt: u +v = u +v(k) = a(u,v(k)) = v(a(u, k) =v(u+k) # 0
<~

}:>z:(x+u)+v:x+(u+v)

1.P.—Ax.

Satz 3.3: Totalitdat der Ordnung

< ist totale Ordnung auf P.
Beweis:

1. Reflexivitit
x < x nach Definition

2. Antisymmetrie

Sei <y und y<=zx
S—~— S—~—
=sz=yVe<y =zr=yVy<z
Annahme: z # y

=z < y und = > y %wegen Trichotomie

3. Transitivitét
Seien z < y und y < z.
Fallunterscheidung:

o (z=yhNy=z)=>z=z2=>c<z

o (x=yAy<z)=z<z=>z<z

o (z<yNy=z)=>z<z=>z<z

(
(
(
(

T <yAy<z)=uz<z (Satz 1.3.2(b))
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Die Totalitét folgert man so:
Seien z,y € P = r=yVe<yVze>y
Av M —~— —~—
Trichotomie =z<y =<y =y<z
Totalgeordnete Mengen sind i.a. nicht Peano-Systeme.
Beispiel: Anordnung der (als ,,bekannt“ vorausgesetzten) ganzen Zahlen. Die ganzen Zahlen

haben kein kleinstes Element. Die natiirlichen Zahlen sehr wohl:

Satz 3.4: Kleinstes Element von Peano-Systemen

In (P,v,0) ist 0 kleinstes Element.

Beweis:
Seixz € P,z #0.
Wegen . =0+ z, x # 0 gilt 0 < z.

Aber auch die Eigenschaft ein kleinstes Element zu besitzen als Zusatz zur Totalitdt einer
Ordnungsrelation ist nicht ausreichend um eine beliebige Menge mit einer darauf definierten
Ordnung als geordnetes Peano-System identifizieren zu kénnen.

Beispiel: [0, 00) C R ist total geordnet und hat ein kleinstes Element. Da aber mit zwei
verschiedenen Punkten in diesem Intervall immer das arithmetische Mittel dieser Punkte echt
zwischen ihnen liegt, ist es unmoglich die Nachfolgerfunktion auf diesem Intervall zu erkliren.
Die Aussage die den Widerspruch herstellt ist in Lemma 1.3.6(d) formuliert.

Satz 3.5: Wohlordnung der natiirlichen Zahlen

Jede Teilmenge S C P hat ein kleinstes Element.

Lemma 3.6:
(a) = <v(z)

b) z<vy)cz<y

(c) viz)<ye <y

(d) Es gibt kein z € P mit z < z < v(x)

Beweis:

(a) v(z) =x+1

(b) 7’<:
(z <y und nach (a) y < v(y)) = = < v(y)
=
Annahme: y < z,dh.z=y+u, u#0
u#0=>u=v@)=v+1
Doh. o =y+(u+1)=(y+1)+v
v=0z=v(y) v #0:z>v(y) %

(c) ,=“
Nach (a) ist z < v(z), daraus folgt diese Richtung nach einer kleinen Fallunterscheidung
(v(z) = y oder v(x) < y)
=t
Annahme: v(z) >y, d.h. v(z) =y +u, u#0
u=v(z)=z+1
Fallunterscheidung:

0 z=0v(@)=y+v0)=y+1=vy) = ==y (1)
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o 20 w(z) = y+u(2), 2 £ 0 w(w) = y+ () = vy + 2)
= T=yY+=z
~~
ving.
Das heisst aber y < z (2)
Somit haben wir die Kontraposition von ,,<=*“ bewiesen und diese Richtung ist bewiesen.
d) Seixz <z = <
(d) Seiz <z v(z) <z
()

Das war der Beweis des Lemmas.
Es folgt der Beweis des Satzes 1.3.5:

Beweis:
Annahme:
S C P,S#0, S hat kein kleinstes Element
Sei D={x€ P|Vse€ S:z<s}
o DNS=0(¥%
Fallsy € DN S :y <y %(Trichotomie, y = y)
Behauptung: D = P

Beweis:

o 0€eD:
Falls0¢ D :3s € S:s < 0= 0€ S Dann wire aber 0 sofort kleinstes Element von S, im Widerspruch
zur Voraussetzung.
ox€D—v(xr)eD
Annahme: v(z) ¢ D = 3s€ S :s <v(x)
reED=>x<s
Dann ist s = v(z) Weil aber S kein kleinstes Element hat nach Vorraussetzung, muss es ein t € S

l.Lem.(d)
derart geben dass gilt:
z <t <s=v(z) %(letztes Lemma, Teil (d))

o D.h. D = P daraus folgt DNS=PNS=S5
S # () nach Voraussetzung 4%(zu (*))

Definition 3.7: Wohlgeordnete Menge

(M; <) sei total geordnete Menge.
M ist wohlgeordnet, wenn jeder nicht-leere Teilmenge ein kleinstes Element hat.

Satz 3.8:

Es gibt wohlgeordnete Mengen, die nicht angeordnete Mengen eines Peano Systems sind.

Beweis:
Wir zeigen ein Beispiel fiir eine wohlgeordnete Menge die kein Peano-System ist.
Die betrachtete Menge ist:
P x {1,2}
Eine Ordnung wird wie folgt darauf definiert:
(z,9) < (y,7), falls
o i=1und j =2 oder
oi=jund z <y
Damit sind alle Elemente aus P x {1, 2} vergleichbar und diese Menge ist totalgeordnet.
Anders ausgedriickt: (P x 1,2, <) ist Totalordnung.
Ist (P x 1,2, <) auch wohlgeordnet?
Sei 0 £S5 C P x {1,2}
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Falls es in S ein Element (z, 1) gibt:

Setze M = {y € P|(y,1) € S}

M#0,daze M

M hat kleinstes Element z.

= (z,1) kleinstes Element in S.

Falls S C P x {2}:

Setze M = {y € P|(y,2) € S}, es folgt M # 0

Wenn z das kleinste Element von M ist, so (z,2) kleinstes Element von S.

Kleinstes Element der gesamten Menge S ist (0,1).

Falls P x {1,2} angeordnete Menge eines Peano-Systems ist, muss jedes (z,) # (0, 1) Nachfolger sein.
Aber: (0,2) ist kein Nachfolger!

Annahme: 3(x, ) mit v(z, i) = (0,2)

= (z,i) < (0,2), d.h. i =1

Nach dem letzten Lemma darf es kein Element geben das echt zwischen diesen beiden Paaren liegt.
Aber: (z,1) < (v(z),1) < (0,2)

Definition: a 3 b ist Kurzschreibweise fiir a < b A a # b.

Satz 3.9: Korrelation Nachfolger/Anordnung

M # () mit (Ordnungs-)Relation <.
Gelte:

(a) < ist totale Ordnung. (Reflexiv, Transitiv, Antisymmetrisch).

(b) Wohlordnungseigenschaft: Jede Teilmenge von M hat kleinstes Element.
Das kleinste Element von M: p

(¢) Fiir a € M gibt es ein b € M mit:

oazb

olstac soistb<c
(d) Fiir jedes a € M, a # p gibt es ein b € M mit

obZa

olIstcFa,soistc<b

Definiere o : M +— M: a+ b, falls (¢ Zbunda Fc) =b=<c
Dann ist (M, o, p) ein Peano-System, die Anordnung < ist die zum Peano-System gehérige
Anordnung.

Beweis:
o ist Abbildung, Eindeutigkeit von b in (c). Sei a € M, seien b, b’ € M, so dal b,b’ beide die Bedingungen in (c)
erfiillen. (a 2 b; a 2b') = (b< b/, b <b) = b=10

—

Antisymmetrie
Zu Beweisen ist nun, dass die Axiome eines Peano-Systems gelten.

o Va€ M: p+#o(a)

Angenommen: p = o(a) = a 3 p1, (i kleinstes Element von M)
o o injektiv.

Seio(a) =c=o0(b) >aFcAbZec

Totalitdt: a < bVb<a

Annahme: a Ab=bZa = b3 a3 cyDefinition von o)

b 4 a analog.

\é/ a=15b

Antisymmetrisch
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o (Induktionsprinzip) Sei (SC M: p€ Sunda € S=o0(a) €S)=S=M.dh M\S=0
Annahme: M\S # 0
= Es existiert kleinstes Element a € M\S
~~
Wohlordnung

Es ist a # p, da p € S nach Vorraussetzung. Wegen (d): 3b € M : b j a und ist ¢ ; a, so ist ¢ < b. Dabei ist
b> M\S,dh.beS=o0(b)eSs.
Behauptung: o(b) = a
Trichitonie
Annahme: o(b) #a dh. a Fo(b)Va=a(b)Va() Fa
—_ N —
(1) (2) (3)

(1) bz3ob),bga=oab) <at

(2) 4zur Vorraussetzung.
(3) Falls o(b) Fa: b3 o(b) $a%(Wohlordnung von b)

Wegen b€ Sist o(b) =a€ S 4%
= Es ist ein Piano-System.
Noch zu tun: Ordnung
<: Totale Ordnung des Peano-Systems (M, o, p1)
Behauptung: “<” = “<”
equiv. zu <SEE 2
Induktion Sei a € M. Setze S ={be€ M|la<b = a < b}. Zu Zeigen: S =M

o p € S: Falls a # pu: Ausage “a < p” falsch = Implikation richtig.

o Sei ¢ € S. Behauptung: o(c) € S.
Falls o(c) < a: Vorraussetzung der Induktion falsch, damit Implikation richtig.
Falls o(c) = a: = a < o(c) = ay/(Reflexivitaet)
ceM
Falls o(c) > a: Peano-System = a < ¢ = a < c. Aus dem und ¢ < o(c) folgt wegen Transitivitdt von
<:a < o(c).

2Weil totale Ordnung
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2.4 Die natiirlichen Zahlen - Monotonie der arithmetischen
Operationen

Einfiihrung

Dies wird ein sehr kurzer Abschnitt und ist in der Vorlesung nur sehr kurz gefasst. Vieles hier ist
recht leicht zu beweisen.

x <y wird fir “x <y Az # y” geschrieben.

Ab jetzt nehmen wir N als das “echte” Peano-System.

Satz 4.1: Erweiterbarkeit
(a) z<y=z+z<y+z.
b) z<yNz#0=zxz<y*xz

Beweis:

(a) y=z4+uu#0=y+z=(z4+u)+z=(z+2)tu=>z+2<y+=z

b)) y=z+u,u#0=>yxz=(x+u)xz=z*xz+tu*xz;uxz#0
N——
O]

u=v+1l,z=t+1,zxz=(vxt+v+t)+1#0

Korollar 4.2:
(a) z<yhz<t=ao+z<y+t
(b) z<ynO<z<t=az*xz<yxt

Beweis:

(@ z+z<ytz<y+t
(b) zxz<yxz<yxt
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2.5 Die natiirlichen Zahlen - Z3ahlen und Endlichkeit von
Mengen

Einfithrung

Eine wichtige Eigenschaft von N ist die Z&hlbarkeit. Der Ursprung der natiirlichen Zahlen wird
dort vermutet. Nach diesem Kapitel gehen wir weiter zu den ganzen Zahlen und streifen die
weiteren Zahlenbereiche, bis wir endlich zu den Gleichungen und Ungleichungen kommen.

Definition 5.1: Endlichkeit

Da wir in der Vorlesung Probleme mit dieser unintuitiven Definition hatten, schreibe ich hier
folgend mehrere hinein. Die “offizielle” ist die erste.

o Eine Menge M ist endlich, wenn es keine bijektive Abbildung F': M +— N gibt, N
irgendeine Teilmenge von M.

o Eine Menge M ist endlich, wenn es zu keiner echten Teilmenge N eine bijektive Abbildung
F: M~ N gibt.

o Eine Menge M ist unendlich, wenn 3N C M, dbijektive Abbildung f: M — N.
Beispiele:
o R+— R" geht.

o N+ N\{0} geht: f:n—n+1

Definition 5.2: Menge hat n Elemente
Sei n € N, M Menge. M hat n Elemente, wenn es eine bijektive Abbildung {1,...,n} — M gibt.

Satz 5.3: M endlich & M hat n Elemente

M ist endlich < 3n : n € NA M hat n Elemente.

Beweis:
Hierfiir brauchen wir mehrere Hilfssétze, wir werden zuerst die Richtung Rechts-nach-Links angehen und
nachfolgend die um Lingen schwerere Richtung Links-nach-Rechts beweisen.?

“ <’ Bijektive Abbildung f : {1,...,n} — M Lemma 5.6: {1, ...,n} endlich. Aus Lemma 5.7 folgt: M endlich.

“ =" Falls fiir alle n € N M nicht n Elemente hat: Das ist die Vorraussetzung von Lemma 5.8, also existiert
f N +— M injektiv. Mit Lemma 5.9 ist somit M unendlich.

Lemma 5.4: () ist endlich

(@ ist endlich und hat 0 Elemente.

Beweis:

{k]1 <k <0} =0=id:{1,..,0} — 0 ist bijektiv. Also hat () 0 Elemente.

() hat keine echte Teilmenge, daher gibt es keine bijektive Abbildung () und einer echten Teilmenge.
Damit ist () endlich.

3 Anmerkung: Den Beweis werde ich bereits hier geben, obwohl er in der Vorlesung (und logisch) nach den folgenden
Lemmas stand.
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Lemma 5.5: M endlich = M U {z} endlich
Sei M endlich, dann ist auch M U {x} endlich.

Beweis:
Falls ¢ € M: M = M U {z}, also endlich.
Falls ¢ M, also M C M U {z}.
Annahme: 3N : N C M U {z}, 3f : M U{z} — N bijektiv.
Sei y = f(x).
Bijektivitat
o Fallsy=a: f': M — N\{z}: 2z f(z) ist Abbildung.
f! ist bijektiv. N\{z} C M. Sei t € M U {z}\N
Wegen x =y € N: t #x,d.h. t € M,t & N\{z} 4(M endlich)
o Falls y # x: SEE*

o Fallsz ¢ N: f': M — N\{y} bijektiv auf echte Teilmenge. %
t t¢{zy}
oFallsze N:o: N—N:t— <z t=y bijektive Abbildung. (Vertausch z und y). Somit ist

y t==x
oo f:MUJ{z}+— N bijektiv. (o o f)(z) = o(y) = . Siehe Fall oben: %

Lemma 5.6: {1,...,n} endlich

Fiir n € Nist {1,...,n} endlich.
Beweis: Induktion
Sei S ={n € mN|{1,...,n} endlich }
o 0€S: Lemma 5.4
oneS=n+1eS8{1,..,n} ist endlich (n € S).
Aus Lemma 5.5 folgt {1,...,n,n + 1} ={1,...,n} U{n + 1} ist endlich.

Lemma 5.7: Bijektion zwischen endlichen Mengen

Seien M, N Mengen, es gebe eine bijektive Abbildung f : M +— N. Falls M endlich ist, dann ist
auch N endlich.
Beweis:

Annahme: N ist nicht endlich. Dann gibt es eine echte Teilmenge N’ C N und eine bijektive Abbildung
g: N — N’. Da f bijektivogibt es ein M’ = f~1[N']| C M

. M LN
Fmregel (1, Ww | 9bi
ist bij. % /
M' — N’
7\/

Nun kénnen wir bereits die eine Richtung beweisen.

4Vielleicht komplizierter als es miisste.
5Hier reicht die Injektivitit
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Lemma 5.8:

Sei M eine nichtleere Menge, die nicht bijektiv auf irgendein Anfangsstiick {1,...,n} von N
abgebildet werden kann.
Dann gibt es eine injektive Abbildung von den natiirlichen Zahlen in die Menge M.

Beweis:

Wenn es eine injektive Abbildung f : Ny — M von den natiirlichen Zahlen ohne Null in diese Menge M gibt, dann
gibt es auch eine injektive Abbildung g : N — M.

Idee: g := f ov (g injektiv als Komposition injektiver Abbildungen)

Da M nichtleer ist, wihle ein ¢ € M.

Setze N = M\{c}.

Behauptung: N # ()

Falls N =0: M = {c}

Dann wiire aber die Abbildung k: {1} — M : 1 — c bijektiv.

Aus diesem Widerspruch zur definitorischen Eigenschaft von M folgt dass M\{c} = N nicht leer ist.
Man kann deshalb eine Abbildung g folgendermafien angeben:

g: e(N)\{0} — N mit g(z) €z

und

_. oM w g(x) fallsx #0
g:p(N) —M:o { c fallsz=10

Verwende Satz 1.1.4 mit

S=pM),c=0

G N x p(M) — p(M) : (k, X) — X U{g (N\X)}
= 3AF : N — (M) mit:

e F(0)=c=0
« F(n+1)=G(nF(n) = F(n)U{g(N\F (n)

Erlduterung:

F0)=0

F(1)={g(N)} C N

F(2) = F (1) U{g(N\F (1)
F(3) = F(2) U{Z(N\F (2)
Definiere g : Ny — M : k — g (N\F (k— 1))
f ist Komposition von:

N1 — (M) :k— F (k)

g:p(N)—M

(D.h. f ist eine Abbildung)

Trivial ist:

FO)CF1)CF@2)C..

Behauptung:

({1 k}) = F (k)

Beweis:

Sei S ={k eN|f({1,...,k}) = F (k)}
Behauptung: S = N

o 0€S:{1,..,0}=0

NN

JCN
}CN

F(@)=0=F(0)
ok€S—k+1€S
F(k+1)=  F(k)  U{g(N\F(k)}=f{1, .., kk+1}) Annahme:
N~ —_—
=r({1, ., k}Y)  =fGED

Jk € N: F (k) nicht echt in N, d.h. F' (k) = N oder ¢ € F (k).
Sei K die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft.
Dannist 1< K:F(0)=0CN
Behauptung: F' (k) = N
Falls F(K)#N:ce F(k)=f({1,..,K})
=3 e{l,..K}:c=f()

_ c Lfalls N\F(I—-1)=90
FO=gMN\FU=1) =9 Mpa—1) . falls N\F(I—1)£0
Wegen f(I)=c: N\F(I—-1)=0
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Also F (I — 1) ist nicht echt in N.
| —1 <1 < K %zur Minimalitdt von K

Behauptung: Falls f (k — 1) C N ist, gilt: f ‘{1 k} injektiv.
3ty

Beweis:
Falls nicht injektiv: Ir,;s: 1 <r <s < K und f (r) = f (s)
f(s)=g(N\ F(s—1) )

—_———

f(r)ef({l,...,s—l})
s<k=s—-1<k-1
=F(s—1)CF(k-1)CN
= N\F(s—1)#£0
f(s)EN\F(s—1)7%
~—~—~ ——
f() EF(r)

Insbesondere:
F (K —1) C N (Minimalitét von K)
= f ({1 ) injektiv
)y
=g,k Lkl o N=F®)
bijektiv
_ c k=K+1
AL, K+1 M :
Bijektiv 4zur Voraussetzung des Lemmas.
Also: Vk e N: F (k) C N
= VkeN: f|{1,...,k} ist injektiv.
q.e.d.

Lemma 5.9: Unendlichkeit
Wenn es eine injektive Abbildung f : N +— M gibt, dann ist M unendlich.

Beweis:

Sei N = M\Bild(f) = M\ f[N].

M’ = f[N;]UN C M (echt: £(0) € M\M’)
T zeN
fk+1) == f(k)

g ist bijektive Abbildung (ohne Beweis).

g:Mw— M :z+—
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2.6 Die ganzen Zahlen

Man definiere sich eine Rechenaufgabe, die nicht (vollstdndig) lésbar ist. Nun erweitere man den Zahlbereich,
so dass diese Rechenaufgabe wiederum losbar ist. z.B. Reel ~ Komplex usw.

Einfiihrung

Seien z,y € N. Suche Zahl z mit: y = 2 + z In N existiert eine Losung genau dann, wenn x < y.
Dann gibt es auch genau eine Lisung:

Beweis: Eindeutig

Seiy=x+z=x+2 22z €N Falls2# 2 = FueNu#0:2"=z+uoder WeNv#£0:2z=2z2 +w.
sy=z+z=(@+2)tury=z+z=>u=0%

sy=z+z=(+z2)+vAy=z+2z' =v=0%

Also z = 2.

Rechenoperation, die nur teilweise definiert ist:

{(,y) eNx Nz <y} — N,

(r,y)—zmity=x+ 2

Erweitere® den Zahlbereich N so, daf8 diese Rechenoperation iiberall definiert ist!
2€Z;k,leN; z=k—1=(k+1)— (I + 1) ist nicht eindeutig, daher fithren wir eine
Aquivalenzrelation ein. Die Aquivalenzklassen sind dann die eindeutig bestimmten Elemente.
Nachfolgend ist ein Tupel immer (k,7) € N x N.

Satz 6.1: Aquivalenzrelation der ganzen Zahlen

Die Relation (k,1) ~ (r,s) < k 4+ s = r + [ ist eine Aquivalenzrealtion auf N x N.
Man kommt auf diese Definition durch folgende Uberlegung:
z=k—l=r—ssz+l+s=k+s=r+1
Beweis:

o Reflexivitit (k,1) ~ (k1) k+l=k+1+/

o Symmetrie Sei (k,l) ~ (r,s) = k+s=r+l=>r+l=k+s=(r,s) ~ (k). /

o Transitivitat Seien (k,l) ~ (r,s), (r,s) ~ (u,v).
=k+s=r+1 =r+uv=u+s

= (r+s)+(r+v)=0+1)+ (u+s)
= (k+v)+(r+s)=(w+)+(r+s)
= (k+v) = (u+1) Kiirzungsregel

= (k1) ~ (u,v) /

Definition 6.2: Ganze Zahlen

Die Aquivalenzklassen von ~g.; sind die “Ganze Zahlen”. Die Menge der ganze Zahlen heisst Z.
Die Aquivalenzklasse von (k,1) e Nx N: k —1

IM:NxNw— Z: (k1) — (k1) =k—1

Anmerkung: In diesem Kapitel nutzen wir die II-Schreibweise, weil k-1 wieder verwirren wuerde,
was wir bereits duerfen und was wir noch zu beweisen zu haben.

Satz 6.3: Erweiterung von N
o N+ Z:n + II(n,0) = n — 0 ist eine injektive Abbildung.

o Jede ganze Zahl hat einen Représentanten (n,0) oder (0,7n) mit n € N.

6 Altes bleibt so bestehen wie bisher.
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Beweis:
o (Injektiv): Seien n,m € N mit II(n,0) = II(m,0) = (m,0) ~ (n,0) dh. m=m+0=n+0=n.
o (Représentanten): Sei k — 1 € mZ. k,l € N. Wegen Trichitonie (Satz 3.2)
(a) Fall k <l: JueN:l=k+u,dh. k+u=0+1= (k1) ~ (0,u)
(b) Falk=1:k+0=k=1=0+1= (k1) ~ (0,0)
(¢) Falll<k:IweN:k=I1l4+v,dh. k+0=v+1= (k1) ~ (v,0)

Definition: k — [ € Z ist negativ, wenn (k,l) ~ (0,n) mit n € N,;n # 0, d.h. wenn k < [.
=k—1=0—n

Nachfolgend werden wir Rechenoperationen auf N x N und die Anordnung definiere, iiberpriifen
ob diese fiir Z passen und auch priifen, ob sie eingeschriankt auf natiirliche Zahlen so
funktionieren, wie die dortigen Rechenoperationen (Einbettung!).

Definitionen:

@: (NxN) x (NxN)+— (NxN): ((k,1),(r,s (k+rl+s)

) —
®: (NXN) x (NxN)+— (NxN): ((k,1),(r,s)— (kxr+1lxs,kxs+1xr)
Wir wollen ereichen: (k—1)+ (r—s) = (k+r)—(+s), (k—=1)*(r—s)=(k*r+1xs)— (k*s+1xr) wegen
der Distributivitat.

®((k,1),(r,8)) —— (k+r,l + 5)

(NxN)x (NxN)—— (N xN)

Satz 6.4: Rechtseindeutigkeit

Seien (k,1) ~ (K',1'), (r,s) ~ (', &)

= k+r)—(U+s)=FK+7)— ' +5)

Akr +1s) — (ks +1r) = (K'r' +U's") — (K's" +1'r")
Beweis:

o (Addition): (k,0) ~ (K',I')=k+U' =K +1,(r,s)~(',s)=r+s =r"+s

= k+)+@0r+s) = K+D+0" +5s)
= (k+r)+ U +5) = K +r)+(1+s)
= ((k+7),(+5)) (K" +7), (" + )

é

o (Multiplikation) in zwei Schritten:

(a) (k,l) wird festgehalten.

(k*r+1lxs,kxs+1x*r1) (kxv" +1xs' kxs +1x7")

[l 2

S(kxr+lxs)— (kxs+lx7) (kxv" +1xs)—(k*xs +1x7")

S (kxr+lxs)+(kxs' +1xr") = (kxr' +1xs)+(kxs+1lx*r)
Skx(r+s)+lx(s+r) = Ekx(@ +s)+1x(s"+r)
=r+s = s+
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(b) (r,s) wird festgehalten (analog).

Einige Wiederholungen:

Gegeben: k,l € N. Suche Zahl z: | =k + z.

In N x N haben wir die Aquivalenzrelation (k,1) ~ (r,s) <& k+s=1+7r
7 ist Menge der Aquivalenzklassen, Klasse von (k, 1) : TI(k,1) = k — [

N ist Eingebettet in Z: N+— N x N: k — (k,0) = II(k,=) =k —0
Definiert sind vertraegliche

47 TI(k, 1) + I(r, s) = (k47,1 + 5)

Tk, D)« (e, s) = (ks r +1xs,kxs+ 1)

Satz 6.5: (Z,0, 1,4+, —, *) kommutativer Ring

Z mit 4+, * ist kommutativer Ring mit 1.

Beweis:
o + ist Kommutativ II(k,1) + II(r,s) = II(k + r,l + s) = II(r + k,s + 1) = (r,s) + II(k,1)
o + ist Assoziativ s.o.
o 0-Element I1(0,0)7 T1(0,0) + I(k, 1) = I1(0 + k, 0 + 1) = TI(k, 1)

o Inverses Element von II(k,l) bzgl. + II(k,1) + II(l, k) =II(k + 1,1 + k) = TI( )
O RN )

0,0
(3) (4)
1) 4) (2) (3)
(k+D)+0=(01+k+ 0
o * Kommutativ I1(k, 1) «II(r,s) = (kxr+1l*xs,kxs+lxr)=T(r«k+sxl,r«l+sxk)=1II(r,s)«II(k,1)
o * ist Assoziativ

o # ist Distributiv (iiber +)
o Eins-Element ist I1(1,0) II(1,0) « II(k,!) = II(1 x k + 0« |, 1« I + 0« k) = II(k,1)

N ist Einbettung in Z

Beweis:
m,n €N:m+n, m«n €N
1I(m, 0),11(n,0) € Z
m®n = II(m,0) + I(n,0) =II(m +n,0) Zm+n
m®n=II(m,0)*«II(n,0) =II(m*+n+0+x0,m*x0+n=*0) =II(m=*n,0) Xm+n
T(k,l) € Z = Im € N: II(k,l) = II(m,0) ODER 3Im € N : II(k,1) = I1(0, m) (Eindeutige
Aquivalenzklassen-Darstellung)
>0 <0 <0
II(m, 0) * I1(0, n) = I1(0,m * n)

<0 <0 >0
11(0, m) * I1(0,n) = I(m * n, 0)

In Z wird die folgende Aufgabe gelost: Zu x,y € Z gibt es z € Z mit y = = + z.

(Anm Heiko: Verstehe ich jetzt zwar nicht mehr, aber mitgeschrieben:)
= Gilt auch fiir N.
= Beziiglich +-Gruppe, daher immer l6sbar.

x=TI(k,1), y =TI(r,s) Dann ist z = (r + 1,k + s).
c4+z=Ik+(r+0,l+(k+s)=Hr+(k+1),s+(k+1)=1(r,s) =y
Als néchstes kommt die Kiirzungsregel die daraus folgt, dass Z ein Integritdtsbereich ist.

Satz 6.6: Z ist ein Integritdtsbereich

7 ist ein Integritdtsbereich, d.h. axb=0=a=0Vb=0

Beweis:
a = II(m, 0) oder a = II(0, m)

"Wichtig wirklich anzugeben, nicht nur Existenz zu beweisen.
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b =1I(n,0) oder b =1I(0,n)
axb=20

o II(m,0) % II(n,0) = II(m *n,0) = I1(0,0) = m*n =0 = m = 0 oder n = 0.
o II(m,0) *I1(0,n) = I1(0, m * n) = I1(0,0) = m*n =0 = m = 0 oder n = 0.
o (...)
o (...)

Als niichstes besprechen wir die Anordnung der ganzen Zahlen. Achtung: “<” ist wieder
unabhiingig von dem fehlenden Strich zu lesen, genau genommen ist es ein “kleinergleich”.
Relation < auf N x N: (k1) < (r,s) <@ k+s<r+[(inN) < (k-1 <r—s)

Satz 6.7: Wohlefiniert
(k, 1) ~ (K',I') und (r,s) ~ (r',s') Dann (k,1) < (r,s) < (K',I') < (', )

Beweis:

oBdA geniigt eine Richtung zu Zeigen.

k+s<r4+l=k+s+l <r+l+l E K +s<r+l' = (K", U) < (r,s) = (K, U)=<(r',s)
—_——

analog
=k/+1l+s
= GroBenordnungen bestehen auf Aquivalenzklassen.

Definition 6.8: < auf Z

Hier gibt es zwei Moglichkeiten, die “offizielle” zuerst, die zweite stammt aus dem Publikum.
o II(k,1) <T(r,s) falls (k,1) < (r,s) ist eine Relation auf Z.

o II(k,1) <T(r,s), falls es ein n € N gibt mit II(r, s) = II(k,1) + II(n,0).

Satz 6.9: < ist totale Ordnung auf Z

Fir m,n e Nm <n < I(m,0) <I(n,0) < I(0,n) < II(0,m)
Fiir alle m,n € N: TI(0,n) < II(m,0)

Beweis: nicht vollstindig

o Reflexiv
o Antisymmetrisch II(k,1) < II(r, s) AI(r, s) < I(k,1)

k+s<r—+1

Pl <kts }:>k+s:r+l:>H(k,l):H(r,s)

o Transivitat
o Totalitat
o II(0,n) <II(m,0) 0=04+0<m+neN

Satz 6.10: Monotonie

(ohne Beweis, es gibt noch weitere Varianten)
Sei II(k, 1) <TII(r,s).

(a) VII(u,v) € Z : 1I(k,1) + (u,v) <I(r,s) + (u,v)

0 < I(u,v) = II(k,1) * II(u,v)

(b) VII(u,v) € Z - { =
M(u,v) <0=T(r,s) * H(u,v) <
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Ab sofort sind die Notationen wie die iiblichen zu ganzen Zahlen, z.B. a < b:<a <bAa #b.

Einschub: Definition “Einheit”

R Ring mit 1

u € R ist eine Einheit, wenn es ein v € R gibt mit u *x v = 1 = v * u. (ex multiplikatives Inverses)
Menge der Einheiten: R*

Anmerkung: Im Kérper ist alles ausser 0 eine Einheit.

Weiterer Einschub: 0 < 1 I1(0,0) < I1(0,1) < 0+ 0 <0+ 1
Alternativ: Alle Quadrate sind grosser/gleich 0: 1% 1 =1 ist Quadrat.

Satz 6.11: Einheiten in Z

7 ={+1,-1}

Beweis:

Existenz: 1x1 =1, (-1)*(-1)=1x1=1=1,-1€ZX

Seiuxv=1LuveEZ=>u#0,v#0

Fallsu < 0,v>0:uxv<0=1<0%

Analog u > 0,v < 0 %

Fallsu>0,u>0=u=z+1lv=y+1 z,y €N

=>l=usxv=z*xy+ax+y+1

2370::73>)<y-1—:73-1—yé;B:O/\y:O

u=04+1=1=w

Analog 0 > u,0 > v: 1 =uxv = (—u)* (—v) = (=1) * (—1)

u=—-1lv=-1

Nun kommen zwei charakterisierungen der ganzen Zahlen
(a) Aussenbeziehungen zu anderen Ringen (mit 1)
(b) Innere Eigenschaften

Hier fehlt eine Nummer in der Zihlung.

Satz 6.13: Eindeutiger Homom. (f : Z — R)

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Ringen mit
11—1)f:Z— R.

Beweis:

Existenz: Definiere rekursiv (Satz 1.4)

In/Aus 1.4: S=R,0€ S=RG: (NxS5)— }S?' (k) —ax+1
NxR

=3 F:F0)=0,F(n+1)=G(n,F(n)) =F(n)+1

F : N — R ist Homomorphismus beziiglich +.

Beweis: M = {l e N|F(k+1) = F(k)+ F(l)}

o 0€M F(k+0) = F(k) = F(k) + 0 = F(k) + F(0)
oleM=Il+1eM

Fk+(1+1)=F(k+)+1)=Gk+1L,F(k+1)=Fk+)+1=Fk)+Fl)+1=F(k)+ F(+1)
Analog: F': N+ R ist Homomorphismus beziiglich .

Definiere: ¢ . Nx N—— R: (k1) — F(k) — F(l)
_ 7
i -
- - f

z€Z,z=k—1f(z) = f(k—1) = F(k) — F(l) eindeutig!

Behauptung (k,1) ~ (k',1') = F(k) — F(l) = F(k') — F(I')
Beweis (k1) ~ (k',I') = k+1' =k +1= F(k) + F(l') = F(k+1') = F(k' +1) = F(k') + F(l)

f Homomorphismus
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o (+)z=k—1, t=r—s
fz+t) = fOI(k, 1) +T(r, 5))
= fM(k+rl+s))
= ®h+nrl+s)=Fk+r)—F(l+s)
= (F(k) = F(0)+ (F(r) = F(s))
= (k1) + D(r,s)
= Sk, D) + f(II(r, 5))
= fR+F0)

o fiir 0 usw

o (1) f(1) = f(I(1,0)) = (1,0) = F(1) - F(0) = F(1) = F(0O+ 1) = F(0) + 1 =1

Eindeutigkeit von f
Sei f' : Z — R ein weiterer Homomorphismus. Behauptung: f = f’.

Beweis: M = {n € N|(n) = f'(n)}

o 0€M f(0)=0= f(0) Ringhomomorphismus.

onmeEM=n+1eM fnt1)=f(n)+f(1)=f(n)+1=[f(n)+1=[f(n)+f(1)=Ff(n+1)
Damit fiir n € N gleich.

Fir ganze Zahlen: Sei z € Z

o zEN f(2) = F/(2)

°© z2€N-z€N, —f(z) = f(—2) = ['(=2) = = ['(2)
= f(z) =f'(2)

Satz 6.14: 1. Charakterisierung Z

Sei A ein kommutativer Ring mit 1 mit folgenden Eigenschaft:
(*) Wenn R ein kommutativer Ring mit 1 ist, gibt es genau einen Homomorphismus g : A — R
von Ringen mit 1.

Dann ist A isorri)rph Z.

Beweis:

Wende (*) auf R=Z an: g: A+ Z.

Wende 6.13 auf R =A an: f:Z— A.

Dann gilt Isomorphie durch die Eindeutigkeit und go f : Z +— Z = idy,

fog:A— A=1idy.

Das letzte Mal wurde die erste Charakterisierung von Z besprochen: R kommutativer Ring mit 1 = 3!f : Z +—
R Homomorphismus mit f(1) = 1.

Satz 6.15: 2. Charakterisierung Z

R sei total geordneter Integrititsbereich, Positivbereich RZ= {a € R|0 < a} sei wohlgeordnet.
=>R=Z

Beweis:

Vorher ein paar Bemerkungen. Die erste haben wir zwar schon mal bewiesen, aber wir wollen sicherzustellen, daf3

diese im richtigen Kontext bewiesen ist.
Behauptung: R:1>0

Beweis:
Annahme: 1< 0= -1>0=-1=-1%x1<0=-1<0%

Behauptung: 1 ist das kleinste Element von R=\{0}
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Beweis:

Annahme: 3r € R: 0 < r < 1 Wegen der Wohlordnung von R soll 7 das kleinste Element von RZ\{0} mit dieser
Eigenschaft sein. == 0<r?2 <r=7r2<r%

Wir wissen bereits, dass es genau ein Homomorphismus Z +— R existiert. (Z Integritéitsbereich = Z Ring mit
1)

Sei f : Z +— R der eindeutig bestimmte Homomorphismus mit f(1) = 1.

Zu Zeigen: f ist Isomorphismus Behauptung: f[N] = R

Beweis: Induktion

fIN] € R, S = {n € N|f(n) € RZ}
o 0€S8: f(0)=0>0

onc€S=n+qges f(n+1) f(n)+1 (n) > neso
~~

> f
<~

NP
mom. 1>0inR

Homom
Beweis:
R= C fIN]
Annahme: 3r € RZ :r & f[N] = {r € RZ|r € f[N]} # 0 hat kleinstes Element r mit r # 0, r # 1 = 1 < r.
Setze s =r — 1> 0. s < r. Wegen Minimalitit von r folgt In € N:s= f(n) = f(n+ 1) =f(n)+1=s+1=r4%

Behauptung: f injektiv
Beweis:

f injektiv genau dann, wenn nur 0 A 0, also |f~1[{0}]
f nicht injektiv =32 € Z,2 # 0, f(2) =0 = f(—2) =
Also 30 <n eN: f(n)=0

|=1.
0

>0inR
Sein=k+1,keN. Esfolgt 0= f(n) = f(k+1) = ;‘?1?)-1—1>f(k)20$(0>0)

Behauptung: f surjektiv

Beweis:

Sei r € R.

Fall » > 0: r € f[N].

Fall? <0: —r € RZ = 3In e N: —r = f(n) = r = f(—n)

Die nachfolgende Eigenschaft der ganzen Zahlen ist wichtig fiir das Rechnen in Z.

Satz 6.16: Division mit Rest in Z

Seien 0 < n € N, z € Z. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢ € Z, r € Nmit z = gxn+r.

Beweis: Induktion
M= {teZ|t> =z}
Damit wir die Induktion auch anwenden duerfen, muessen wir (positive) natiirliche Zahlen (ab 0) haben.Dies

erreichen wir durch Translation. Unsere Translation ist 7.
Tiz—ZL:x—x—(2+1), 7[M] =N

M ist wohlgeordnet!
N ={zx € M|3a € Z: x = a*n} # ( hat kleinstes Element. Falls z < 0: n € N Falls z > 0:
Setze S={t € N|[Ga € N:axn >t}
0 0eS:0<n=1x*n
oteS=t+1€S
n#0
Seit<axn.BEsfolgtt+1<ax*xn+1 < (a+1)x*n (archimedische Eigenschaft)
Es folgt mit M O N # (: N hat kleinstes Element z.
q Minim.
— ~~
rz=axn=(a—1)*n < z(Weil:(a—1)xn>z=(a—1)xne€ M, (a—1)*xn<zx?%)
Zz=q*n+r,r=z—qx*xn

=r
Behauptung 0 <r <n, z>gxn=2—(¢gxn) >0
Annahme r>nz—qgxn>n=z2>(q+1)*xn=axn=z €N Alsoxz > z 4.
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Eindeutigkeit
Seiz=qsxn+r=q¢«sn+r,0<rr" <n
Annahme r <7’ = (g—¢)xn=r"%r,0<r —r<r’'<n=0<(¢g—¢)*n<n}4
——
#0
Analog: r > 1’ 4

=r=r
= (q@—q¢)*n=0=r"—r=q—q¢d =0=qg=¢

Das war das letzte fiir Z, als nidchstes kommen die rationalen Zahlen. Wieder werden wir uns eine Aufgabe
stellen, die wir nicht (vollstindig) 16sen kénnen - ganz &hnlich wie bei der Einfiihrung der ganzen Zahlen. Wir
werden wieder den Zahlbereich vergrossern, damit die Aufgabe 1osbar sein wird.
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2.7 Die rationalen Zahlen

Einfithrung

Gegeben: z,t € Z.

Gesucht: Zahl v mit z = ¢ * u - siehe auch den Anfang von Z.

Falls t = 0, z # 0 ist die Aufgabe nie losbar!

Unsere Aufgabe: Vergrofierung des Zahlbereichs,

so dafl es zu z,t mit ¢ # 0 immer ein u gibt, mit z = ¢ % u.

Bei der Vergrolerung von N — Z konnten wir die Aufgabenstellung bereits partiell definieren,

diesmal ist es nicht so einfach. Daher versuchen wir es gar nicht erst.

Sei z =t*u =txu. Behauptung: u =uv": txu=1tu', t Z0, t(fu—uv)=0=>u—u'=0=u="1'
Seien z,t Zahlen. Suche Zahl “Quotienten” u : z =t x u, t # 0, die bestimmt ist durch z,t.

Dies ist nicht eindeutig: % =2:3=4:6=..

Satz 7.1: Aquivalenzrelation von Q

Auf der Menge Z x Nj ist folgende Aquivalenzrelation definiert: (z, k) ~ (t,1), falls z x| = t * k.

Beweis:

(unvollstéindig) Transitivitét Seien (z,k) ~ (¢,1), (t,1) ~ (u,m) Dann gilt z =t xk, t *m = u

=S zxklxtxsm=txkxuxl = (zxm)(t*l) = (uxk)=* (¢t 1) Durch Kiirzen (Fall ¢« [ # 0) erhilt man
Fall t #1 = 0: Es folgt aus { #0: t =0. Austsxm=u*xl=>u=0ANz2=0=z*xm = 0,uxk = 0, daher wiederum
Transitiv.

Definition 7.2: Q

Menge der Aquivalenzklassen der vorhergehenden Aquivalenzrelation bilden Q - die rationalen
Zahlen. Eine rationale Zahl ist eine Aquivalenzklasse.

I1:Z x Ny — Q: (z,k) — Z Aquivalenzklasse von (z, k).

z: Zahler

k: Nenner
Die iibliche Notation ist zwar eingefiihrt und wird verwendet, aber dennoch miissen wir sehr vorsichtig damit

umgehen.

Satz 7.3: Ausgezeichnete Element (gekiirzt)

Sei ¢ € Q. Dann gibt es unter allen Elementen der Aquivalenzklasse genau eines mit kleinstem

Nenner. Wenn (z, k) dieses Element ist, heisst es ¢ = 7 ist in gekiirzter Darstellung.

Beweis:

Sei Ng ={k € N1|32 € Z: g = }. Ng # (). Wegen Wohlordnung hat Ng ein kleinstes Element k.
Eindeutigkeit

Sei k das Minimum in Ng. Sei ¢ = § = %’, d.h. 2%k =2 xk < z =2 (k positiv, Z Integrititsbereich, daher
kiirzbar)

Lemma 7.4: Z ist eingebettet in

Durch z — § = II(2,1) wird Z injektiv in Q abgebildet. Bild ist die Menge rationaler zahlen, die
in gekiirzter Darstellung den Nenner 1 haben. (Beweis miindlich)
Identifiziere Z 5 2z = § € Q.

Dies ist eine Vergroflerung des Zahlbereichs.

(Anmerkung Heiko: In der Mitschrift nutze ich nachfolgend wenn moglich kein “*”

mehr, sondern schreibe

Buchstaben nebeneinander - dies ist als Multiplikation zu werten...)
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Satz 7.5: “gleiche” Briiche

Sei ¢ = £ gekiirzt. Dann gilt % =q& dneNyit=zmAl=km
Beweis:
o “&"y/
o “=" Dividiere [ mit Rest durch k: | = gk +r
Nun ist zu Zeigen: r = 0, dies ist ein héufiger Trick um zeigen zu kénnen, [ ist Vielfaches von k.
% =f,dhth=z21=z2¢k+t2r = (t—29)k=2r 0<r<k
Annahme r # 0: = 7 =
Also r = 0. Es folgt | = gk. Daraus folgt tk = zqk + 2r = 2qk = t = 2zq (kiirzen)
Aus | = gk + r folgt ¢ € Ny

t—zq
r )

aber r < k, aber % in gekiirzter Darstellung. %

Nachfolgend werden die Rechenstrukturen und die Anordnung der rationalen Zahlen durchgenommen und
auf Vertrédglichkeit mit der Einbettung der ganzen Zahlen iiberpriift.

Zur Erinnerung aus den ganzen Zahlen: Wir haben auf N x N die Operationen @, ® definiert und daraus
dann vertriigliche Operationen auf die Aquivalenzklassen herausgelesen. Analog auch hier. Auch haben wir,
wie nachfolgend wieder passiert, die “intuitiv” in Z bekannten Berechnungen genutzt um die Operationen zu
definieren.

(Auf Nachfrage:) Wir brauchen fiir dies hier noch kein Auswahlaxiom, da alle Mengen abzihlbar sind.

@:(ZxNy) X (ZxNy)— (ZxNy): ((z,k), (t,1) — (2l + tk,Kkl)
®:(Z xNy) x (ZxNy)— (Z xNy): ((2,k), (t,1)) — (2t, ki)

(Z x N1) x (Z x N;) —— (Z x Ny)

Vom sy < l IIxIT I l
Abb.?
QxQ- - EPL - ~Q

Satz 7.6: ®, ® Abbildung in Q

Seien (2, k) ~ (2, k), (t,1) ~ (t',1') in Z x Ny. Dann gilt TI((z, k) & (t,1)) = I((z/, k) & (&', 1))

Beweis:
2k’ = 2'k, tl’ = t'l, wir diirfen erweitern!
11 k t, 1) = II(zl + tk, k1) = II( zk" 1 t kK KIEY) =T1(2 I+t k' k'l
((z k) & (t,1)) (=l + tk, k) (& + ; ) (2" kW A+t ] R, kIR
z'k t'l
=T + VK EV) =T K @ (¢,17))
@ analog, wenngleich einfacher.

Im néchsten Satz verifizieren wir die Eigenschaften von +, % nutzen aber schon die “iibliche” Notation. Wir
werden ihn nur exemplarisch beweisen, die restlichen Teile sind Analog zu bereits bewiesenen Sétzen und
Teilen.

Satz 7.7: Q mit +, x ist (kommutativer!) Koérper

Q mit +, * ist (kommutativer!) Kérper. Die Rechenoperationen + und # lassen sich auf Z
einschréinken und ergeben dort die bereits vorhandenen (bekannten) Rechenoperationen.

Beweis:
Eine Auflistung der formalen Todos, die neutralen Elemente explizit benannt. Fiir die Inversen Element explizite
Rechenvorschriften gegeben.

+ kommutativ

+ assoziativ

+ hat neutrales Element: 0

Es gibt ein inverses Element beziiglich +
* kommutativ

* assoziativ
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* ist distributiv iiber +
* hat neutrales Element: 1

Es gibt ein inverses Element beziiglich *

Nachfolgend Beweise von einzelnen Sachen:

o O-ElementQB%:OGZ%—i—%:Okl'*:l:%

o Inverses Element beziiglich + Inverses von 7 ist _TZ

o 1-Element % =1

o Inverses Element von I # % beziiglich * (£ # % Sz #0)
Falls z > 0: %
Falls z < 0: :—’;

o Einschrinkung auf ganze Zahlen Z — Q ist Homomorphismus.
z 4oz zl+tl 24t
1T

11 1
Multiplikation analog.

Anordnung Ganz genauso wie bei den ganzen Zahlen eingefiihrt und wesentliche Eigenschaften
gezeigt. Wieder ist trotz Notation “kleinergleich” gemeint.
Definiere Relation auf Z x Ny: (2, k) < (¢,1), falls 2l <tk in Z. £ <1 & 20 <tk

Satz 7.8: Anordnung ist vertriglich mit Aquivalenzklassen

Seien (z,k) ~ (2/, k'), (t,1) ~ (t',1') in Z x Ny. Dann (z,k) < (t,1) < (2', k') < (t,1") (ohne
Beweis)
Relation auf Q: £ < ¢, falls (2, k) < (t,1).

Die Unabhéngigkeit vom Repréasentanten ist wichtig!

Satz 7.9: < ist totale Ordnung auf Q

< ist totale Ordnung auf Q. Einschrinkung auf Z ist vertraglich mit der bereits vorhandenen
totalen Ordnung auf Z.
Monotonie. Sei g < p:

oqgtus<ptu (VueQ)
ogxu<psru (VueQ,0<u)
ogtu>p+u (VueQ,0<—u)

Beweis: exemplarisch

o < transitiv (nachdem Reflexivitdt und Antisymmetrie bewiesen sei)
Gelten £ < %, % < =. Damit gilt: 20 <tk Atm < 2l
< zlm < thkm A tmk < zlk, da k,m > 0.
< zlm < zlk = zm < zk,d.h. 7 < ©
o Einschrinkung auf Z z <t (inZ) = 2x1 <tx1 (inZ) = § < % (in Q) v/
o Monotonie (3) ¢=%,p=4, u=2
0 < —u heiBt: 0 # u, d.h. z #0
0 < —u heift: 9 < =2
dh.0=0m < (—2)*1=—-2,dh.2<0inZ
g<pzxl<txk
qu= Z%, pu= 1
zzl fm > txk M kirzen,m > 0,z < 0
(z)z > (tk)z

36



In jeder Hinsicht ist nun Q eine Erweiterung von Z, doch ist die Aufgabe auch wirklich gelost?
z,teQ,t#0
Gilt wirklich Ju € Q : z = tu? Seien 2z = ,t = % Setze u=z*t" ' u= Z—é (Falls b > 0,

ansonsten analog ...)
Nachfolgend kommt noch diverses Brauchbares, Wissenwerten und Interessantes iiber rationalen Zahlen. Zu-

erst eine Charakterisierung von Q iiber externe Objekte, analog zur ersten Charakterisierung von Z. Es gibt
zwar eine Charakterisierung &hnlich der zweiten von Z durch interne Eigenschaften, doch diese ist schwerer.

Definition 7.10: Charakteristik von Ringen mit 1

(Siehe auch Algebra-Vorlesungen) Sei R ein kommutativer Ring mit 1 (Also 1 # 0!)
Die Charakteristik von R ist 0, wenn n % 1 # 0 fiir alle 1 < n € N ist.
Die Charakteristik von R ist p 1 <p € N, wenn {n € N|1 <n,nx1=0} # ) ist und p darin

das kleinste Element ist.

0
Notation: Char(R) =

Do
Bemerkung: Wegen 1 # 0 in R gilt: 1 %1 # 0, d.h. Char(R) # 1.

Die Charakteristik ist die wichtigste numerische Gréfle um Korper unterscheiden zu kénnen!

Auch wenn wir bislang nicht tiber Primzahlen geredet haben, werden wir diesen Begriff im nachfolgenden Satz
nutzen. [Anm: Dieser soll wie bereits in anderen Mathevorlesungen (Lineare Algebra I) verstanden werden.]
Definieren kann man ihn bereits mit den Mitteln der natiirlichen Zahlen.

Ausserdem sei anzumerken: Ein Kérper ist immer auch ein Integritdtsbereich.

Satz 7.11: K Kérper: Char(K) ist 0 oder Prim
Wenn R Korper ist gilt: Char(R) = 0 oder Char(R) = p mit p ist Primzahl.

Beweis:

Sei R Korper und Char(R) = p # 0.

Annahme: p ist nicht Primzahl.

Damit gibt es k,l < p mit p = kl. Dann ist kl # 0, [ * 1 # 0. Daraus folgt aber
0# (k+1)(l*1)=(kxl)*x1=px*x1=0 %m Integritidtsbereich

Satz 7.12: Charakterisierung der Charakteristik
Seien R Ring, F' : Z — R Homomorphismus. Dann gilt

(a) Char(R) = 0 < finjektiv

(b) Char(R) =p < |Bild(f)| =p
Beweis: (a)

“e” Seil<neN.nxlinR=0

nxl=fxf(1)=f(nx1)= f(n) # 0 wegen f injektiv.
“=” Annahme f nicht injektiv, etwa f(z) = f(t) mit 2,t €Z z#t. o0 BdAA 0 <z < ¢, dh. t—z €N
0=f(t)— f(z)=f(t—2)=(t—2)x1in R 4Char(R) =0

Beweis: (b)

‘=7 f‘{O, op— 1} ist injektiv (wegen p minimal). = |Bild(f)| > p. Sei z € Z. Division mit Rest durch p:

z=qp+r. f(z) =qx f(p) +f(r)=f(r)€ f{0,...p—1}], r €{0,...p -1}
N
=p*x1=0

“<” |Bild(f)| = p- £(0),..., f(p) sind p + 1 Elemente in Bild(f). = 30 <i < j <p: f(i) = f(j)
=0=f0)—f@)=fG—-9)=G—1)=*1(—19) €{l,...,p} = ¢= Char(R) < j— 4. Dann gilt |Bild(f)| = q,
also p = q.
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Lemma 7.13: Char(Q) =0
Char(Q) =0

Beweis:
Z +— Q injektiv.

Satz 7.14: Charakterisierung von Q

Sei K ein Korper der Charakterisierung 0. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus F': Q — K. Wenn L ein Korper ist mit: Fiir jeden Koérper K mit
Char(K) = 0 gibt es (genau) einen Homomorphismus L — K, dann ist L isomorph zu Q.
Beweis:

Existenz von F':

3!f : Z — K Homomorphismus mit 1 — 1. f ist injektiv, weil Char(K) = 0.

Definiere: (Wegen injektiv # 0, K Korper, daher existiert das Inverse.)

————> R: (k1) — f(2)* f(k)~!

o TR A (k,1) f(2)* f(k)
Ve
II e
e
7

Z
F existiert, falls gilt: Fiir £ = % in Qist f(2)* f(k)™r = f(t) = fF(1)~ .
Beweis:

fRrm™ = foro!
© fRf0) = fOf(k)
= fzl) = [(tk)
Gilt, weil zl = tk.

F(%) = Ff(2)f(k)~! unabhingig von Wahl des Repriisentanten.
Homomorphie nicht bewiesen.

F eindeutig

F|Z Z— K
Fllg:Z— K
Sei g = £ €Q Flq) = F() » F(k) ™" = f(2)f(k)~} = F/(:)F'(k) " = F'(q)

L isomorph Q Sei L wie in der Behauptung. g : L +— Q, h: Q — L. Char(L) =0

ing?
Iz L—=>0

inj!

Sei F’Q + K Homomorphismus. = } Nur ein Homomorphismus Z — K = Flz = F'|z

Weil es genau einen Homomorphismus von L +— L bzw Q — Q gibt:
hog:Lw L,idy, : L— L =1idy, =hog

goh:Q— Q,idg:Q+— Q=1idg=goh

= es ist Isomorphismus.

Zum Schluss noch zwei Eigenschaften der Anordnung. Erst das archimedisches Prinzip, dann “dicht geordnet”.

Definition 7.15: archimedisch

R sei ein total geordneter Ring (es geht auch Gruppe, nur die Addition wird genutzt).
R ist archimedisch, wenn gilt:
Fiir 0 < a,b € R gibt es natiirliche Zahlen r,s € Nmit a <r*b, b < s*a.
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Satz 7.16: Q ist archimedisch geordnet

Q ist archimedisch geordnet

Beweis:
Seien %,% > 0. oBdA

<t *
=tk < q(zl) + (1) = (¢ + {)(zl) = % <(g+1)%.

Es gibt auch Korper 2 Q, die archimedisch sind. z.B. die reelen Zahlen.

Definition 7.17: Dicht geordnet

Sei (M, <) eine total geordnete Menge.
M heisst dicht geordnet, falls: Va,b€ M :a <b=3dce M :a <c<b.

Dicht geordnet = es gibt keine aufeinander folgende Zahlen.
Jeder angeordnete Korper ist dicht geordnet, Z ist nicht dicht geordnet.

Satz 7.18: Q ist dicht geordnet

Beweis:
Seien z,y € Q, x < y. Sei x = %, y = % Dann ist zl < tk. (Kénnten direkt aufeinanderfolgend sein, wenn wir es
verdoppeln ist dieser Fall ausgeschlossen.)

_ oz _ 2zl 2z1+1 2tk _ t _
:>2zl<2zl+1<ztkéxfzfm< G <m777y

Der niéchste Abschnitt geht iiber die reelen Zahlen. Q haben wir in diesem Kapitel nicht vollstiandig erschépfend
behandelt, aber die Herangehensweise sollte klar und nun bekannt geworden sein. Auch die anderen Eigen-

schaften konnen axiomatisch gezeigt werden.
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2.8 Die reellen Zahlen

Einfithrung

[Anmerkung Heiko:] Die Zeichnungen in diesem Kapitel dienen zur Veranschaulichung und Heranfiihren, die
Beweise sind (bislang) nicht vollstindig daran gefiihrt worden.

Wieder wollen wir den Zahlbereich erweitern, auch hier kénnten wir die Rechenoperationen nutzen, um dies
zu erreichen. (z.B. mit der Quadratwurzel fiir alle rationalen Zahlen). Dies gehort aber eher in die Algebra-
Vorlesung. Fiir reele Zahlen stellen wir uns eine andere Aufgabe: Das Supremum.

Sei M eine nichtleere Teilmenge von Q. Gesucht: Vergroerter Zahlbereich in dem jede

nicht-leere Teilmenge ein Supremum hat.

Wir brauchen jetzt noch eine sinnvolle Einschréinkung, denn:

Sei M der Zahlbereich. Sei a das Supremum. a < a+1,a+1€ M = a+ 1 < a unmoglich.

Damit ist die Forderung unerfiillbar.

Also modifizieren wir unsere Forderung: Jede nach oben beschriankte nicht-leere Teilmenge hat

ein Supremum.

Einschub: Supremum (M, <) total geordnet, a C M Teilmenge. € M ist Supremum, von A,
y auch obere Schranke

falls: Va € A : a < x wedgeVy € M : ( m Y=<y

Frage: Ist Q bereits mit der Eigenschaft?

Beispiel: In Q gibt es nach oben beschrénkte nicht-leere Teilmengen, die kein Supremum haben.

Setze

M={zeQ0<zAz®<2}

o M#M:1eM
o M n.o. beschriinkt: Vo € M 12 <2 (Wennz >2:22>4>2=x¢ M).

Behauptung M hat kein Supremum (in Q)

Annahme M hat Supremum g € Q. Es ist 1 < g. Schreibe ¢ = % gekiirzt. Dann ist [ < k.
Annahme ¢ > 2: Weil Q archimedisch ist: 3N € N: N * (¢ — 2) > 2q. % >0.5ei0<r< %,
r e Q.

=>q2—2>2%*q>2rq

= ¢ —2rq+1r2>2

=(qg—1)2>2

=qg—r¢Mfiralle0<r< % = ¢ ist nicht Supremum von M. %

Annahme ¢ < 2: Weil Q archimedisch ist: 3N € N: N * (2 — ¢%) > 2¢ + 1.
=>2>q2+2%*q+% >q2+2%*q+%=(q+%)2 :q—k% € M = q ist nicht Supremum
von M. %

Also ¢?> =2, d.h. k? =22

Nun kann man mittels Primzahlen und Teilbarkeit argumentieren, wenn wir dariiber etwas gemacht hitten
(2|k2, ...). Wir nehmen das gleiche Argument, miissen aber bisserl drumherum labern.

Division mit Rest: K =2a+b, 0 <b < 2

Annahme: b=1k*>=4a> +4da+1=21> = 1=2(1> - 2a®> — 2a) = 2 € Z° = {+1,—1} (2 ist
Einheit) 4.

Also b =0 4a? = k? = 212 = 2a? = [? Analog wie oben: | =2 x¢, ¢ € N.

Also g = % = 3—2 =2, ¢ <, weil c+c = 1. 9(q gekiirzt)

=q¢Q

Nachfolgend die Konstruktion der reellen Zahlen...

Julius Wilhelm Richard Dedekind® (* 6. Oktober 1831 in Braunschweig; Tod:
12. Februar 1916 ebd.) war ein deutscher Mathematiker. [Anmerkung:
Zahlentheoretiker]

8http://de.wikipedia.org/wiki/Richard Dedekind
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Definition 8.1: Dedekind’scher Schnitt

Ein Dedekind’scher Schnitt in Q ist ein Paar (D, S) mit folgenden Eigenschaften:

o DCQ SCQ

o

D#0,S#0,DNS =0, |Q\(DUS)| <1 (letzteres kann auch anders gemacht werden)

o

VeeQVde D:xz<d=xz€D

o

VeeQvVseS:s<x=zes

o

D hat kein grofites Element, S hat kein kleinstes Element.

o D Untermenge, S Obermenge.

D S

O e
A4 »>

Menge der Schnitte wird Menge der reellen Zahlen. Es gibt viele andere Moglichkeiten die Reelle Zahlen
axiomatisch einzufiihren, z.B. mittels den Cauchy-Folgen (Ohne Limes), Konvergenz oder Dezimalfolgen, was
dann aber deutlich aufwéndiger ist. In Miinchen hat ein (spiterer) Kollege diesen Ansatz verfolgt und ein
ganzes Semester gebraucht um die reellen Zahlen einzufiihren...

Die “reellen” Zahlen nehmen wir nur als Hintergrundwissen, zum Teil sind die Eigenschaften redundant - im
Satz 8.3 werden sie genauer charakterisiert.

Beispiel 8.2: Dedekind’sche Schnitte
(a) Sei g€ Q. Dy ={z € Q|z < q}. Sq ={x € Q|¢ < z}. Es gelten die Eigenschaften. (/)

b) D={zeQz<0Ve>0A2?<2} S={zeQz>0A2*>2}

(Das ist M vereinigt mit den negativen Zahlen (s.o.), die Eigenschaften sind erfiillt.

Q\(DUS)|=0

Satz 8.3: Abhdngigkeit Untermenge < Obermenge
Sei U die Menge der Teilmengen Y C QQ mit:

oY £0
oVeeQWyeY:(z<y—z€eY)
o Q\Y #0
o Y hat kein grofites Element.

Sei O die Menge der Teilmengen Z C Q mit:
o 740
oVeeQvVzeZ:(z<x—x€Z)

o Q\Z #0

o Y hat kein kleinstes Element.
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Dann sind die Abbildungen

[Q¢: Menge der dedekind’schen Schnitte.]
Q“—-U:(D,S)— D
Q°—0O0:(D,S)— S

bijektiv.

Beweis:

Der Beweis wird nur fiir & durchgefiihrt.
Die Abbildung ist injektiv:
(D,S),(D',S")eQ°,D=D'

Setze S = Q\D

Falls S kein kleinstes Element hat:
(D,S) e Q°

S=85=¢

S,8'CS

Q\(DUS) <1

Q\(DUS) <1

DUS,DUS ' CDUS

Falls S #S:S =S U{q}

Dann ist q kleinstes Element von S
Sonst: Ix € S:x < q

Dann z € S alsoge S 4%

Also S =S (Ebenso: S8’ = S

Falls S kleinstes Elmement hat, etwa g:
S=SU{q}

Ebenso: S = S’ U {q}

=85=9

Damit ist die Injektivitit gezeigt.

Es bleibt die Surjektivitéit zu zeigen:
SeiY elU

Setze D =Y und
Q\Y |, falls Q\Y kein kleinstes Element hat

§= { (Q\Y)\{q} , falls Q\Yq als kleinstes Element hat

Satz 8.4: Dedekind’scher Schnitt ist beliebig nahe

Es sei (D, S) € Q°.

Dann gilt:

VseSVdeD:s—d>0

und

Fiir alle N € N gibtessNESunddNED:sN—dN<%

Beweis:

Annahme: 31 < N:Vse€ S:VdeD:s—d> %
Sei d € D fest gewéhlt.

Setze M = {l € N|d + ﬁ e S}

M # () = es existiert ein kleinstes Element k+1 € M.
k¢ M,dh.d+5LepD d+Bles

M #£0)

S #0, also Is € S

Zud,s € Qda € Ny : sa,da € Z

= 3N(sa — da) € Nj.

Wiéhle k € Ny : 3N (s — d)a < ka (Archimedizitét)
=s<d+ 3%

Satz 8.5: < auf Dedekind’sche Schnitte
(D, S), (D', 8") € Q°.
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Defniniere die Relation: (D, S) < (D', S’), falls D C D’
=< ist totale Ordnung auf Q°.

Beweis:

Reflexivitét und Transitivitét sind trivial zu sehen.(elementare Mengenlehre)
Wir gehen auf die Antisymmetrie ein:
(D,S) < (D',8") und (D', 5") < (D,S)
=D=D" = (D,S)=(D"5)
~~

Letztlich bliig‘f lfloch die Totalitédt zu zeigen:

Seien D, D’ € U(Menge der Unterklassen)

Sei D keine Teilmenge von D’ = 3d € D:d ¢ D’

Sei d' € D’ beliebig = d' <d (aus d' > d=d e D' %)
=d eD=D'CD

Satz 8.6: ¢ — (D, S,)

Die Abbildung Q — Q° : ¢ — (D, Sy) ist injektiv und ordnungserhaltend.
Desweiteren ist ihr Bild B = {(D, S) € Q¢||Q\(D U S)| =1}

Beweis:

Seien ¢,r € Q,q < r.

= Dy C D, weil ¢ € Dy, q ¢ Dy.

Damit ist schon die Injektivitdt und die Ordnungserhaltung gezeigt.
Falls [Q\(D U S)| = 1: {g} = Q\(D U $)

Dann ist Dy = D!

Erlauterung der letzten Zeile:
VvdeD:d<qg= D C Dy

Sei andererseits € Dy = = < g(natiirlich: z # q)
=zxeDVzeSFallszeS=qgeS4%=zxzecD.
=D, CD

q.e.d.

Satz 8.7: Q ist dicht in Q¢

Q ist dicht in Q°.

Beweis:

Seien (D, S), (D', 8") € Q%, (D, S) < (D', S")
=3¢eQ:qeD' Nq¢ D
SeireQ:q<rebD

= (D,S) < (D, Sr) < (D', 5)
q.e.d.

Wichtige Eigenschaft der Dedekind’sche Schnitte: Elemente kommen sich beliebig nahe.

Satz 8.8: Existenz von Supremum/Infimum
In Q¢ hat jede nach oben beschriankte nicht-leere Menge ein Supremum und jede nach unten
beschrankte nicht-leere Menge ein Infimum.

Beweis: Supremum
Sei M C Q¢ M # 0, 3(Do, So) € Q°. V(D,S) € M : (D, S) < (Do, So)-
Setze D := Up,syenm D-

Behauptung D € U

Beweis:

o D#O M #0. Sei (D,S)eM.=D#OADCD
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o Q\D # (0 Sei s € Sy. = s¢ D fiir alle (D,S) € M. = s ¢ D.
oSeideD,z<d=zcDdeD=3D,S)eEM:decD,z<d=xcDCD

o D hat kein gréBtes Element. Annahme d € D ist groftes Element. Dann gibt es (D, S) € M mit d € D.
D hat kein groBtes Element, also Ir € D:d<r=d<rcD}4%

Sei (D, S) der Dedekind’sche Schnitt mit Unterklasse D.
Behauptung V(D,S) € M : (D,S) < (D,S) /
Behauptung (D, S) ist kleinste obere Schranke

Beweis:

Sei (D’,S’) irgend eine obere Schranke.
—=¥(D,S)eM:DCD

=D=Uwp,s)emD D’
= (D,9) c(D',S") v

Die urspriingliche Forderung ist damit erfiillt, jetzt gehen wir an die Rechenoperationen heran. Als erstes die
Addition, die Multiplikation ist schwerer /komplexer.

D+ D' :={d+d|de D,d € D'}

Satz 8.9: Addition in R

Seien (D, S), (D', S") € Q°. Dann ist (D + D', S + 5’) ein Dedekind’scher Schnitt. Damit ist
(D, S),(D',S")— (D+D',S+5") = (D,S)+ (D', S") Verkniipfung.

Dann ist Q° mit dieser Verkniipfung eine abelsche Gruppe. Es gilt das Monotoniegesetz
(D,S) < (D',S") = (D,S)+ (D1,51) < (D',S") + (Dy, S1).

Die Verkniipfung 14t sich auf Q einschranken und gibt dort die bekannte Addition.

D+ D
D D
e L g T g+
0 0 _—
Beweis:

(D+ D', S+ S’) Dedekindscher Schnitt

o D+D' #0deD,d €D =d+d e D+ D’
S + 8’ # () analog
o (D+D')N(S+S") =0 Annahme falsch: Sei z € (D+ D')N(S+ S'). z=d+d =s+s'
=s—d=d —s =—(s-d)
—— ——
>0 >0

—_——
<0%

oczx<d+d,deD,deD =xeD+D x—-d <deD=z—-d €D

x=(x—-d)+d e€D+D’

z>s+s,s5€85,se€S =xeS+S5 analog

o D+ D’ hat kein gréfites Element Seid+d € D+ D’.Seid<r e D.Esfolgtd+d <r+d € D+ D’.
S + 5’ hat kein kleinstes Element analog

o [Q\((D+D")U(S+5")| <1 Annahme: z,y ¢ (D+D')U(S+S5),z <y.Seil <N €N mit x+% <y.
Nach 8.4: Zu % gibtesde D,d € D',se€ S,s' €5 s—d,s’ —d < ﬁ

d+d eD+D' s+se€S+8. (s+s)—(d+d)=(s—d)+ (s —d) < %.Dannists+s/<yoder
z<d+d.Damitz—d <d€eD=z—-d eD,z=(x—-d)+d €eD+D"%

(Analog: s +s' <y %)

Rechenregeln fiir Addition

o + ist assoziativ, kommutativ(analog
(D, S) + (D', 8) + (D", 8")
(D, S)+ ((D',8) + (D", 8"))

Unterklassen:
(D+D/) JrD”
D+ (D/ +DII)

} sind Dedekindsche Schnitte

}gleich, weil + in Q assoziativ
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o Neutrales Element (Do, So)
Nachrechnen: (D, S) + (Do, So) = D, S)
Unterklassen: D + Dg = D?

“C” Seide D, c€ Dg.dh. ¢c<0
= d+ ¢ < d (+ monoton in Q)
=d+ceD

“D” Seid € D. D hat kein grofites Element.
=3d eD:d<d
=d—d <0,dh.d—d € Dy
Schreibe d=d' + (d—d') € D+ Dy

o Inverses Element zu (D, S) € Q¢

-r | T
T | f

Setze D' = —S, S’ = —D. Damit (D', S’) € Q°.
(D, )+ (D', S") = (Do, S0)? d.h. D+ D' = Dy
“C” Seide D,d e D'=-S5,dh. —-d' € S=d< —-d =d+d <0,dh. d+d € Dg.

“D” Sei q € Do, d.h. ¢ <0.
Zu Zeigen: q=d—s,de€ D,s € S,dh. s=d —¢q
~

>0

Zu —qgibtesde D, s€e Smits—d< —¢g=>s<d—q=d—q¢€S. Damit g =d —

o Monotonie Sei (D, S) < (D', S").
Zu Zeigen: (D,S)+ (D",S8") < (D’,S") + (D",S")
dh. D+ D" C D'+ D". (/)

o Einschrénkung von + auf Q Seien ¢, r € Q. Seien zugehérig (Dg, Sq), (Dr, Sr) € Q°.
Behauptung: Dy + Dy = Dg4r

“g” (\/)
“D” Sei & € Dgqr. Sei @’ € Dgyr, & < a’. Es folgt 2’ —r < q, d.h. 2’ —r € Dy.
z= (@ —r)+(r+z—2)
—_— ————

€Dg €D,

Achtung: Nachfolgend entspricht (Dg, So) der 0 im Anschaulichen.

Korollar 8.10: Q¢ ist eine archimedisch angeordnete Gruppe

Q¢ ist eine archimedisch angeordnete Gruppe.

Beweis:

Seien (D, S), (D’,S’) > (Do, So) Suche M, N € N mit: (D’,S") < M
(D,S) < N=x(D',S").

oBdA (D,S) < (D',S") = (D,S) <2x (D', S").

In D: 0 < d. Wihle 0 < s’ € S’. Es gibt N € Ny : s/ < N xd.

= N xd ist in der Unterklasse von N * (D, S)

= ¢’ liegt auch darin = D’ C Unterklasse N x (D, S)

M —FacheAddition
* (D,S),

Multiplikation wird drastisch komplizierter, egal wie wir es anstellen wollen. Der Grund ist, dass es zwei
Monotoniegesetze (positiv und negativ) gibt, damit gibt es immer Fallunterscheidungen. Diese versuchen wir
aber moglichst zu vermeiden. Die Idee hinter den nachfolgenden Lemma und Sdtzen ist erstmal nur mit
positiven Zahlen zu arbeiten und einen monotonen Homomorphismus zu finden. Erst danach wird dieser auf

negative Zahlen ausgedehnt (wo er Antimonoton ist).
Nachfolgende sind die beiden nachfolgenden Notationen verwendet:
(@)~ ={(D,S) € Q°|(D,S) > (Do, S0)}

Q%)= ={(D,S) € Q°|(D, S) = (Do, So)}

Wir werden im néchsten Satz erstmal (D, S) festhalten und (A, B) variieren. Dies verhilt sich aber vollig

symmetrisch, so dafl wir nachfolgend die Kommutativitéit leicht beweisen kénnen.
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Lemma 8.11: Multiplikation im positiven

Seien (D, S), (A, B) € (Q°)=. Dann ist S * B € O (Menge der Oberklassen) Sei o(p gy(A, B) der
zugehdrige Dedekindsche Schnitt. Es ist o(p g)(4, B) € (Q%)=.
o(p,s)(A, B) = (Do, S0) < (D, S5) = (Do, So) V (A, B) = (Do, So)
Beweis: sx B € O
o SxB#0Wihles€ S,be B=sxbec S+B
Q\S+«B#0S,BCQ” =S+«BCQ”,0¢5+B
ox€SB,x<y=y€cSBSchreibex=sb. 1<% =s5<Lxs, dh LscSund L(sxb)=(L+s)xbecSB

[e)

o S x B hat kein kleinstes Element Seien s € S,be B = 3s' € S,b' € B:s' <s,b/ <b
= s'xb € SBAs %xb <sx*b

o(p,s)(A, B) € (Q%)Z, weil S* B C So

Beweis: axb=0<a=0Vb=0
“e” Sei (D, S) = (Do, So) = S * B = So.
Sei (A, B) = (Do, So) = S+ B = So.
“=” Seien (A, B),(D,S) € (Q°)~. Seien ¢,7 € Q” mit g€ S,r ¢ B = qgxr ¢ SB

Zu (D, S) € (Q°)=:

Wissen: o(p,g) : (Q%)Z — (Q°)=: (A, B) — o(p,s)(A, B)

Symmetrie zwischen (A, B), (D, S)

Man sollte grundsétzlich so frith wie moglich die Kommutativitdt beweisen.

Lemma 8.12: Multiplikation kommutativ und distributiv iiber Addition

(D,S).(D',8"),(A,B), (A, B') € (Q°)7
Dann gilt:

(a) o(p,s)(A,B) = oa,5)(D,S) (Kommutativ)
(b) op,s)((A,B) + (A", B") = 0(p,5)(A, B) + 0(p,s)(A", B) (Rechts-Distributiv)
(C) J((D,S)+(D’,S’))(Aa B) = 0(D,s) (A, B) + U(D’,S’)(A; B) (LinkS—DiStI‘intiV)

Beweis:

(a) klar (Symmetrisch)

(b) (A,B)+ (A",B")=(A+ A", B+ B'). o(p,5)((A, B) + (A’, B")) hat Oberklasse: S % (B + B')
o(p.5) (A4, B) : S B “+” 0(p 5)(A,B): S+ B! “=" SB+ SB'
S % (B + B') = SB+ SB’ (Distributivitit in Q)

(¢) Mit (a) und (b) klar.

Wissen

* Homomorphismus beziiglich Addition,

* Symmetrie zwischen (D, S) und (A, B).

Zu tun: Ausdehnen auf Gruppe der Dedekindsche Schnitte, da gibt es wieder verschiedene Moglichkeiten das
zu machen. Wir versuchen uns méglichst viele Fallunterscheidungen zu sparen, da diese sich (exponentiell)
vermehren.

Lemma 8.13: Wohldefiniertheit von ¢ (Homom.)

(Dv S) € (@C)Z; (Av B)v (Alv Bl)a (A27 B2)a (A37 B3) € (@C)Z' Sei
(A, B) — (Al, Bl) = (AQ, BQ) — (Ag, Bg) Dann gllt
o(p,s)(A, B) = o(p,s)(A1, B1) = o(p,s)(A2, B2) — 0(p,s)(As, B3)
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Beweis:

o(p,s)(A, B) + 0(p,s)(As, Bs) = o(p,s5)((A, B) + (A3, B3)) = 0(p,s5)((A2, B2) + (A1, B1)) =
o(p,s)(Az2, B2) + o0(p,s5)(A1, B1).

Wissen

o,sy + Q° = Q° (Z,T) — op,5(Z,T) = op,s)(A, B) — o(p,s)(A1,B1) = (A, B) — (A1, B1) mit
(A, B), (A1, B1) € (Q¢)2 ist wohldefiniert (8.13)

Auch nachfolgend gilt die Grundvoraussetzung: (D, S), (A, B) >0

[Heiko: Nachfolgendes Lemma ergab in der VL Probleme - diese Mitschrift sollte hier eigentlich alles wichtige
zusammengefasst haben.]

Lemma 8.14: 0(p 5)(Dy, Sy) konstant, o(p sy ordnungserhaltender
Isomorphismus

(a) o(Dy,s0) : Q° = Q° ist konstant auf (Do, So). (v/)

(b) Sei (D, S) # (Do, S0): 0(p,s)y : Q° = Q° ist ein ordnungserhaltender Isomorphismus.

Beweis:

o Homomorphismus
(Z7 T)7 (ZlvT/) U(D,S)((Zv T) + (Z/vT,)) = U(D,S)(27 T) + U(D,S)(Z/vT/)
(ZvT) = (AvB) - (AlvBl)
(2,7 = (4, B) - (g, B [ 70
o injektiv
7Zu Zeigen: O'(D’S)(X,T) = (Do, So) = (X, T) = (Do, So)
Sei o(p,s)(X,T) = (Do, So). Es folgt o(p,s)(—(X,T)) = (Do, So). Deshalb oBdA (X, T) > (Do, So).
o(p,s)(X,T) = (Do, So) & (X,T) = (Do, So) oder (D, S) = (Do, So) [4Vorraus.]
o monoton (X,T) < (Y,Z) = o(p,s)(X,T) < op (Y, Z)
Sei (A,B) =(Y,Z) — (X,T) > (Do, So). Dann ist U(D,S)(AvB) > (Do, So).
= 0(p,s)(Y,Z) = 0(p,5)(X,T) +0(p,s)(A, B) 2 o(p,5)(X,T)
o surjektiv Sei (X, T) € Q° Gesucht (A, B) mit o(p 5)(A, B) = (X, T)
Aquivalent: 3(A, B) mit op,s)(A, B) = (X, T) und 3(A’, B') mit o(p 5y(A’, B') = —(X,T).
(n&mlich: (A’,B") = —(A, B))
Damit oBdA (X, T) > (Do, So). (Beachte: o(p, g)(Do, So) = (Do, So))
Definiere B={rcQ|3t €T :Vs€ S:rxs >t}

—IO—_ttESE
i

Bemerkungen

BCQ~.

Fiir r € Q> ist 7 * S eine Oberklasse.
Behauptung B ist Oberklasse.

»

o B#( SeiteT. Wahle » € D. Setze r = L. Sei s € S. Es folgt rs =t o >t
~~
>1
o Q\B#00€e€Q\B
o Seibe B, g > b= ge B Wihle s € S beliebig. Dann gilt sq > sb > t, wobei t < S * b ist.

o B hat kein kleinstes Element Sei b€ B. Esgibt t € T : t < S*b. Sei 0 < t’ <t,t' €T. Dann ist
0<% <1Bsfolgt §b<b Sbe B Seis€S. = Fabrs>bi=t.
>t
(A, B): Dedekindscher Schnitt mit Oberklasse B.
Behauptung o(p 5)(4, B) = (X,T), dh. SxB =T

“C” trivial.
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“D” SeiteT.Sei0<t <t t' €T.Wihled € D, s € Smit: 1 < £ < L.
Betrachte%.
Zu Zeigen: & € B.Seiz € S.aly = Z ¢/ > ¢
u Zeigen: 5 € b.Selx €5. v 7 = E >t

—~
>1
—*SlstOberklasse E*sfg*t’ t,t’:t:»te%*SgB*S

Der néchste logische Schritt ist das Ausdehnen des Zahlbereichs auf negative (D, S), dies ist recht unproble-
matisch.

Lemma 8.15:

Sei (D, S) — (D1,51) = (D', S") — (D}, S]). Es folgt

V(X,Y)eQ: 9(D,S) (X,Y) - U(Dl,Sl)(X7 Y)= J(D’,S’)(Xv Y) - J(D’l,Si)(X7 Y)
(Anm: (D, S) in Variation > 0, Vergleiche mit Beweis von Lemma 8.13)

Damit: Sei (Z,T) € Q°. Schreibe (Z,T) = (D, S) — (D1, 51)

Definiere oz 1)(X,Y) = 0(p,5)(X,Y) — 0(p,,5,)(X,Y). (ist wohldefiniert!)
oz1) ist die Differenz der Homomorphismen o(p s), o(p,,s,) in der Gruppe der
Homomorphismen Q¢ — Q°.

Normalerweise: G, H abelsche Gruppen. f,g: G — H. (f + g)(z) = f(x) + g(x)

Satz 8.16: (Q°, (Dy, Sy), (D1,51),+,—,0,()") bildet einen Kérper

Mit Q¢ x Q¢ — Q% ((D, S), (A, B)) — o(p,s)(A, B) als Multiplikation ist Q° ein total geordneter
Korper. Die Multiplikation von Q¢ kann auf Q eingeschrinkt werden, dabei ergibt sich die dort
bereits vorhandene Multiplikation.

Wir wissen bereits viel vom Behaupteten, nachfolgend kommen die restlichen Schritte. Hierbei ist die Reihen-
folge durchaus wichtig. Standardverfahren fiir die Behandlung von negativen Zahlen ist die Darstellung als
Differenz. Dadurch bekommt man “oBdA”s, was eine Vereinfachung zur Folge hat.

Der Beweis der Assoziativitit ist an der Stelle miithsam, manchmal ist er aber auch einfacher als der Beweis
der Kommutativitét.

ACHTUNG: Nachfolgend sind die (Dgs,S;) (Beachte den Index z) nicht immer als Dedekind’scher Schnitt
der rationalen Zahl x zu werten. Bitte also mit Vorsicht lesen.

Beweis:

o *x kommutativ
(D,S) = (X,Y) - (leyl)v(Av B) = (U, V) - (Ulﬂvl) (aue > (Do,So))

op,s)(A,B) = oxy)(A B)—-ox,,v;)(A,B)
= oxy)(UV)=oxy) (U, V1) —ox, v (U, V) + ox;,v,) (U1, V1)
= owuwn)(X,Y)—ow, v)(X,Y) —owvy(X1, Y1) + o, vy ) (X1, Y1)
= 0(4,B) ( Y) —o(a,n) (X17Y1)
= U(A,B)(Das)

o x distributiv tiber +
Mult. von Links: U(D,S)((Aa B) + (Al,Bl)) \:/ O'(D“g)(A, B) + U(D,S)(AlyBl)
(s.u.)
o(p,s) ist Homomorphismus beziiglich +
o x assoziativ o4 p)(o(p,s)(F, F)) Oo(a.5) (D, ) (E, F)
(EvF)_(ElvFl) (E27F2)
oa,B)(0(D,s)(E1, F1) — 0(p,5)(E2, F2)) = 0(a,B)(0(D,s)(E1, F1)) — 0(a,B)(0(D,s)(E2, F2))
T p)(D,8) (B F1) =00, 1 (D,5) (B2, F2) =
Es geniigt daher: (E, F') > (Do, So)
(D, S8) = (D1, 51) — (D2, S2)

48



o(4,8)(0(Dy1,5)(E; F)) = 0(4,8)(9(Ds,5,) (B, F)) = UU(A,B)(Dlasl)(E’F) - UU(A,B)(D2a52)(E7F)
Es geniigt daher: (D, S) > (Do, So)

Analog: (A, B) > (Do, So)

(oBdA also alle > (Dg, Sp))

Oberklassen von o4, gy(0(p,s)(E, F)): B* (S * F)

Oberklassen von T(A,B)o(p.s) (E,F): (B*S)*F)

Da Oberklassen Mengen in Q sind, gilt B * (S * F') = (B * S) % F.. Damit gilt dies auch fiir o.
o 1-Element (D1,S1) =1

(A,B) = (X,Y) — (X1,Y7).

o(D1.50) (A B) = 0(0;,5)(X.Y) = 0(py 5y (X1, Y1) = (X,Y) = (X1,Y1) = (4, B)

oBdA (A, B) > (Do, So). Mit Oberklassen: S1 * B —~ B

“C” seSi,beB=>sxb>beB=sxbeB
~——
>1

2" Seibe B.Esgibt b/ € B,0<bH <b 1<}, dh 5 eSi=b=}xbeSi*B

o Multiplikativ-Inverses zu (A, B) # (Do, So)
Falls (X,Y) * (—(A, B)) = (D1,51): (—(X,Y)) % (A, B) = (D1, S1). Daher oBdA (A, B) > (Do, So)
o(A,B) ist Automorphismus von Q¢ (Lemma 8.14). Insbesondere ist es surjektiv, also
AX,Y) :00a,5)(X,Y) = (D1,51). Also ist (X,Y) multiplikativ invers zu (A, B).
o Monotonie (4, B) > (Dg, So)
(X,Y) <(Z,T) = 0a,5)(X,Y) <oa,B)(Z,T), weil 04,5y monoton, (A, B) > (Do, So). (Lemma 8.14)
o Einschrinkung der Multiplikation auf Q
Es gibt zwei verschiedene Moglichkeiten dies zu Zeigen. Erstens zwei nehmen und vergleichen und zwei-
tens wie hier es raffinierter aufzuziehen...

Q¢ hat Charakteristik 0
Beweis:

Sei (D, S) # (Do, So), 1 <n € N.

n*(D,S) = (n+*D,nxS)# (Do,So) (D,S)> (Do,S0) =d>0€ED=0€ED= Dy+#D.
——

n-fach addieren

Sei f: Q — Q¢ der eindeutig bestimmte Homomorphismus (Lemma 7.14).
Sei ¢ € Q. Dann ist f(q) = (Dg, Sq)!

f(0) = (Do, So), f(1) = (D1, S1) wegen Homomorphismus.

Sein e€N. f(nx1) =nx*(D1,S1) = (n*Di,nx*S1) = (Dn,Sn).
f(=nx1)=—f(nx1) = —(Dn,Sn) = (D—n,S—n).
SeinQ,q#O.q:%,l>0.

Ux f(q) = f(l*q) = f(k) = (D, Sk)

1 (Dthsq) = (Dl*q7sl*q) = (Dlmsk)

= .f(q) = (DQ7SQ)

Damit: f[Q] = {(Dg,Sq)lq € Q} ist Unterkérper von Q°.

Ab nun verwenden wir die Bezeichnungen/Notationen wie iiblich, es wird aber zum Teil vorkommen, dass wir
iiber Dedekind’sche Schnitte reden.
R := Q¢
reelle Zahlen := Dedekind’sche Schnitte.
Zum Schluss werden wir wie bei den anderen Zahlbereichen auch noch eine Charakteristik fiir die reellen
Zahlen zeigen: R ist der grofite archimedische Korper/Gruppe.

g g I PI

Hans Hahn?® (* 27. September 1879 in Wien, Tod: 24. Juli 1934 in Wien) war ein
osterreichischer Mathematiker und Philosoph, der vor allem fiir den Satz von
Hahn-Banach bekannt ist.

9http://de.wikipedia.org/wiki/Hans_Hahn
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Satz 8.17: Hahn’scher Einbettungssatz

(a) (additive Version) G abelsche Gruppe, archimedisch total geordnet. Dann gibt es
f: G — (R, +) injektiven, monotonen Homomorphismus. = ' Untergruppe von R

Ist g : G — (R, +) ein weiterer solcher Homomorphismus, so gibt es genau eine reelle Zahl
r>0mit g(z) =rx* f(z), x € G.

(b) (multiplikative Version) R archimedisch total geordneter Ring mit 1.
31f : R — R Homomorphismus von Ringen mit 1.
Der Beweis ist relativ ausfiihrlich, Teil b wird auf Teil a zuriickgefiihrt.
Beweis: (a)
Falls G = {0}: Es gibt genau ein Homomorphismus. G — (R, +). Sei jetzt G # {0}.

Wihle z € G, z > 0. (Anm: Damit gilt —z € G)
Sei z € G beliebig. Fir g € Q, ¢ = %:

g
g€ Dx, fallsk*xz <lxzx G

q€ Sx, fallskxz>1x*xx
= % > x, aber es wird keine Multiplikation verwendet! Im Nachfolgenden miissen wir beweisen, dass dies
nicht abhéngig von der Darstellung als rationale Zahl ist.

Erinnerung: % = % Skl =F1

BEN

Behauptung: (% = Il“—,,) = (K'z<lz & kz < lz)
Es geniigt die Replikation zu zeigen:
kz<lx=lkz<llr s Kilz<lle=kKz<lz
Seiy € G.

Archimedizitit
1. Fal: y >0 =3dN e N; : y < Nz

2.Fall y<0=y<1lx*xz
Also AN € Ny : y < Nz

Behauptung: IM € Z: Mz <y

Gezeigt: AM € Ny : —y < Mz

= (-M)*xz<y

Behauptung: (D;,S;) Dedekind’scher Schnitt
o Dy #0Sei M €Z: Mz <z = M€ Dy

0 Sz #0DSei NeNi:z < Nz2= N¢€S,
o DIOSI:(Z)Annahme%EDzﬂSz.Esfolgtk*z<l*x/\k*z>l*x$
o |Q\(Dz U Sz)| <1 Seien %,%Dm, % < ’lc—,l Behauptung: ’lc—,l € Sz.

kxz>lsxx=kxlUxz>Uxlxx, kxl' <k'*l.
ék’*l*z>k*l’*,’z’2l’*l*x
:>l’*x<k’*z:>’f—,€$m

o ’l“—,/ <%€Dz:>]l“—,, € D, analog fir S;
Ab hier wiirde es geniigen, nur iiber S; zu reden. Von Anfang an geht dies nicht, da wir bereits vorher
beides definieren - man also zeigen muss, dass das jeweils andere genau so ausschaut.

o D, hat kein gréfites Element Sei % €Dy, dh. kxz<lxzx
lxx —kx*z>0 Wegen Archimedizitdt: 3N € Ny : N(lxxz —k*2) > 2

k k
dh. Nlz — (Nk+1)z > 0= Ml e p, & < Nl

Definiere f: G+— R:z— (Dg,Sz)
z+ (D1,51) (z wird nach 1 abgebildet).
Wahl von z beeinflufit welchen Homomorphismus man bekommt.
o f monoton
x <yin G. Zu Zeigen: Dy C Dy
~—
wg. Inj
Beweis:
Sei £ € D,y dh kz<lz<ly=%*eD,
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o f Homomorphismus

z,y € G = f(z+y) = flz)+ fly)
Zu Zeigen: Dyty = Dy + Dy

kxz<lxzx
K xz<lxy
“C” Sei ¥ € Dyqy, dh. kz <I(z+y)

Wihle ]lc—, € Dyy, % < Ilc—, Sei ¢ € Dy mit £ + (]lc—, - %) € Sz (D,S beliebig nahe)

ak

Dann gilt 7 — < € Dy.

kz<lU(z+y) = k'slz <Usle+1Usly

Wr+k'sl—kl’

Wrtksl=kl's ¢ g,

d.h. (U'r+K'sl—kl's)z > sl'lx

k'slz — (I'r + k'sl — kl's)z < I'sly (hat kein  mehr = Element von D)

(kx 'ss—1x I'sr)xz<l' xsxl*g

j%_zzks—llreDy

E] E]

“<>" kep, kep,. } (k' + k'1)z < ' (z + ) (klar)

o f injektiv
Sei f(z) = (Do, So) = f(—z) = (Do, So) = oBdAz > 0.
Zu Zeigen: x =0
Annahme z > 0: Wegen der Archimedizitit gilt: 3N € Ny : z < Nz. Damit folgt 0 < % € Dy = Dy # Do,
d.h. %f(x) = (Do,So)

o f eindeutig
Sei g : G +— R ein weiterer Homomorphismus. Wegen Injektivititit und Monotonie folgt » = g(z) > 0 in R.
Sei z € G, sei % € Dq, g € S;. Es folgt % < flz) < % ér% <rf(z) < r%.

% € Dy = kz <lzx = kg(z) < lg(x)
& € Sz = pz > qz = pg(z) > py(x)

= %r <g(z) < %r.
Weil %, % beliebig nahe kommen und beide Ungleich gleich sind und gelten folgt:
g(@) = inf(r2|2 € S5} = rf(x)

Beweis: (b)
1 muss auf 1 abgebildet werden, eine beliebige positive Zahl kann als “Einheit” verwendet werden. Es gibt
“viele” Moglichkeiten die Abbildung zu definieren...

I S B
fk g\ﬁ\‘g
I

Abbildung f : R +— R entsprechend (a) mit f(1) = 1. Dies ist ein injektiver, monotoner
Additions-Homomorphismus mit f(1) = 1 (und damit Eindeutig, da g(1) =r * f(1) = 1).
Noch zu Zeigen: Seien z,y € R. Dann gilt f(zxy) = f(x)* f(y) (f ist ein Multiplikations-Homomorphismus.)
T =x1 — T2, Yy =y1 — Y2 mit x1,z2,y1,y2 > 0 (Dies geht gut, weil totalgeordnet.)
Falls die Homomorphieeigenschaft fiir Produkte von positiven Elementen gilt, folgert sich daraus:

J(@=y) [y xy1) + f(@2 xy2) — f(z1 xy2) — fz2 * 1)

= fl@)* flyr) + f(@2) * fly2) — f(z1) = fy2) — fz2) * f(y1)

(f(z1) = flx2)) * (f(y1) — f(y2))
fl@) = f(y)

Der Rest muss iiber die Dedekind’schen Schnitte laufen.
Ab jetzt gilt @,y > 0. Zu Zeigen ist: (Dg, Sz) * (Dy, Sy) = (Dzxy, Swxy)-
Seien % € Sz, % €Sy Esfolgt kx1>1l%x, pxl>qgxy=kspxl>lxqgsr*xy =

Exp
P € Spuy-

Seien0<%GDI,O<§€Dy.Esf01gt kxl<lxxz,pxl<qry=ksxpxl<lxqrx*xy= llc:;: € Dysy.
Damit sind die zwei Schnitte gleich.

Mit den reellen Zahlen kann noch viel gemacht werden, hier aber wollen wir sie nicht weiterfithren. Prak-
tisch sind wir mit diesem Kapitel dort angekommen, wo man in der Analysis beginnt. Die hier erwdhnten
Eigenschaften und Definitionen setzt man dort zum Teil stillschweigend oder iiberfliegend voraus.

Damit ist das Kapitel der reellen Zahlen abgeschlossen.
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2.9 Restklassenringe der ganzen Zahlen

Einfithrung

Die Restklassenringe der ganzen Zahlen spielen in der Anwendung eine bedeutende Rolle, da
Rechnungen in Thnen normalerweise explizit berechenbar sind. Wir fithren hier nur einige
einfache Rechenoperationen ein. Sehr wahrscheinlich ist dies das letzte Kapitel in diesem Teil.
In Algebra werden die Restklassenringe viel allgemeiner eingefiihrt, sie basieren auf
irgendwelchen Ringen und sind dort Ideale (...).

Hier bleiben wir aber ganz eng bei den ganzen Zahlen, wir fithren Aquivalenzklassen ein und
definieren dort dann die Rechenoperationen.

Gegeben seien immer Z und 2 < N € N.

Satz 9.1: Aquivalenzrelation/Repréisentantensystem
Relation auf Z: z ~ ¢, falls N | z — t (weil N ¢ = z % t)
o Dies ist eine Aquivalenzrelation
o {0,...,N — 1} sind ein Reprisentantensystem (= endlich, mit N Elementen)

o z liegt in der Aquivalenzklasse von r € {0, ..., N — 1} genau dann, wenn r der Divisionsrest
—_—

= “Restklasse”
von z bei Division durch NV ist.

Beweis:
o Reflexiv
N|z—2=0y
o Symmetrisch
N|z—t& N|t—zy

o Transitiv
Ty, Y~z
z—y=kxN,y—z=IlxN=>z—z=(x—y)+(y—2)=(k+1)* Ny
o Reprasentanten
(a) Seieni,j € {0,...,N — 1} mit ¢ ~ j. o0BdA 7 < j.

Behauptung: i = j

0<j—i=kxN

Annahme k >0: N> j>j—i>N4%

Es folgt: i = j

(b) Sei z € Z. Behauptung: 3r € {0,....N —1}: z~r
Dividiere z mit Rest durch N: z=¢*« N +r,r € {0,...., N —q} /

Unsere Aufgabe nun ist es die Rechenoperationen + und * zu definieren, so dafl ein Ring entsteht. Dabei
haben wir die Vorgabe, dal der Zusammenhang zu — N/Z bestehen bleibt.

Notation

Menge der (Rest-)Aquivalenzklassen: Z/(N) “Z modulo N”.
7N Z— ZJ/(N) ist die kanonische Abbildung 7y : 2 —Z = z+ (N) Aquivalenzklassen

fiir versch. Modulo
von z

(N): alle Vielfachen von N. :={kx N|k € Z}
Ideal in Z: z+4 (N)={z+k* Nk € Z} = [z]~ ist Aquivalenzklasse von z.
[z~t=2—t=kN=t=2+(—k)*N]
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a, B3, ... (griechische Buchstaben) werden fiir Elemente benutzt.

Ziel: +, x auf Z/(N) so zu definieren, so daf§ Z/N Ring (mit 1) und 7y Homomorphismus ist.
mn(a+b) =7nn(a)+ 7N (D).
Zur Verdeutlichung das Diagramm:

o, i)

WNXWNL lﬂ'N

Z/(N)xz/(N) __ EN)
(mn (a),mn (b) e att)

Lemma 9.2: Wohldefiniertheit (!)

Seien a, f € Z/(N)

a,a’ € a; b, €f
=a+b~a +b ANaxb~a xb
Beweis:

a—a =kxN,b—b =1xN

= (a+b)—(a/ +b)=(k+1)N
ab—a'b =ab—d'b+db—a't =(a—a)b+a' (b—0V)=0bkN+d'IN = (bk +da'l) * N

Definiere Verkniipfung auf Z/(N)
+:a+b=a+b
x:axb=ax*b

Satz 9.3: Z/(N) ist kommutativer Ring mit 1 mit Char(Z/(N)) = N
o Z/(N) ist kommutativer Ring mit 1.
o 7y : Z+ Z/(N) ist Homomorphismus.
o Char(Z/(N)) = N

o Z/(N) ist Kérper < N Primzahl.

Beweis:
(z.T. exemplarisch)
o 7 Homomorphismus
v (a(1)b) = a(1)b=a()b=mn(a)(D)mn ()
7'('N(1) =1
o + assoziativ, + kommutativ, 0-Element: 0, inverses zu a: —a
surjektiver Homomorphismus = Ringeigenschaften werden iibertragen.

o * assoziativ, * kommutativ

o * distributiv iiber + (stellvertretend bewiesen)
@b+c)=axbtc)=albtc)=axbtaxc=axbta*xc=a*xb+axc

o 1-Element
Txb=1%b=20

o Char(Z/(N) =N

TN SUT).
Char(Z/(N)) = |Bild(f)| = | Bild(mn)| =" N
o Korper < N prim

“=” Charakteristik Primzahl (0 geht nicht)
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“<" Ginge besser (und konstrukiver) mit dem Euklidischen Algorithmus, dieser wurde aber hier nicht
vorgestellt.
Seia € Z/(N), a # 0.
@:7Z/(N) — Z(N) : T — @ * T Homomorphismus beziiglich +
Eigentlich brauchen wir Surjektivitat, in diesem Fall reicht es die Injektivitdt zu beweisen, da bei
Endlichkeit(?) diese beiden Aquivalent sind.
Sei az = az = 0, d.h. ax ~ 0, d.h. N mod az. Da N Primzahl gilt N mod a oder N mod z. Damit
——
=a=0 % =7=0
wird nur 0 auf 0 abgebildet, damit ist es injektiv.
Also Kern(@) = {0}, @ injektiv. Da Z/(N) endlich, ist @ auch surjektiv.
Insbesondere 3% € Z/(N) : a& = a(Z) = 1

Satz 9.4: Abbildungen zwischen Restklassensystemen

R kommutativer Ring mit 1.
Dann gibt es hochstens einen Homomorphismus Z/(N) — R
Es gibt (genau) einen Homomorphismus < Char(R) mod N

Beweis:

o Eindeutigkeit
f,9:2/(N) — R Homomorphismus.
= fonn,gonN : Z+— R Homomorphismen
= fomy =gomy, da mn surjektiv folgt f = g.
(von Z gibt es nur einen Homomorphismus in Ring mit 1)
o Existenz
Setze Char(R) = p. Gelte p mod N. f : Z — R sei der eindeutig bestimmte Homomorphismus. Definiere
f:Z/(N) — R: f(a) = f(a).

f
Z—>R

7
WNl .
s —
o f

Z/(N)

o f wohldefiniert Sei @ = a/. Zu Zeigen: f(a) = f(a’).
a—a =kxN,N=1lxp. f(a) = f(a')=fla—a)=f(kxnx1)=f*«Nx 1 =kxlx(px1)=0
in R —0
F@(D)b) =F(a(D)b) = fa(1)b) = F@() F®)
fM)=f1)=1
o 2. Teil Es gebe einen Homomorphismus f : Z/(N) — R.
fomn : Z — R ist der eindeutig bestimmte Homomorphismus von Z nach R.
Char(R) = | Bild(f o )| = | Bild(f)] < |Z/(N)| = N
p = Char(R) # 0. Division mit Rest: N = gp + r. Zu Zeigen: r = 0.
— 1= (N - 1=N=x1— 1=0
(forn)(r) =r*1=(N—qgp)=* #1—qxpx
=0 —

(1) (2)
(1): Nx 1= (forn)(N) = F(N) = f(0) = 0
(2): Char(R) =p
0 < r < p, wegen Minimalitdt von p gilt: r =0

M mod N, Z/(N) — Z/(M) Homomorphismus

M mod N Was tut dieser Homomorphismus? Notation: z + (N)
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a+(N) - a+ (M)
Z/(N) Z/(M)

ist kommutativ wegen Eindeutigkeit und Homomorphieeigenschaften.
fla+(N)) = fonn(a)=mrm(a) =a+ (M)

Seien a,b € Ni. G := {c € Ni|c|a A c|b} Menge der gemeinsamen Teiler. Weil ¢ < min(a,b) ist G endlich.
Weil 1 € G ist G nicht-leer. Damit enthilt G ein grofites Element:

Der grofite gemeinsame Teiler =: gg'T'(a, b).

Wenn a, b Teilerfremd sind, gilt G = {1}.

Satz 9.5: chinesischer Restsatz (!)

Sei2< N =KL, ggT(K,L) = 1.
Dann gelten

odr,yeZ:1=aK+yL

o Die kanonische Abbildung ¢ : Z/(N) +— Z/(N) x Z/(N):
a+ (N)+— (a+ (K),a+ (L)) ist Isomorphismus.

Dies bedeutet es ist egal, wo ich rechne. Gleichungen kann ich z.B. statt in Z/(N) mit i.A. deutlich weniger
Aufwand in Z/(K) und Z/(L) lésen und die Ergebnisse mit einem logischen und verkniipfen.
Beweis: (b), unter Vorraussetzung (a)
|Z/(N)| = N =|Z/(K) x Z/(L)| = |Z/(K)|  |Z/(L)] = K * L = N
Daher geniigt es zu zeigen: Injektiv oder Surjektiv
Beweis der Surjektivitét: Wir suchen einen Reprisentanten zu Z/(K) X Z/(L) 5 (u + (K),v + (L))
=u(q+ (K),0+ (L)) +v(0+ (K),1+ (L)).
(1 —2K)+ (N)) = (1 —2K) + (K),yL + (L)) = (1 + (K),0 + (L))
(1 —yL) +(N)) = (zK + (K), (1 —yL) + (L)) = (0 + (K),1+ (L))
P(u(l —zK) +v(l —yL)) = (u+ (K),v+ (L) v
¢~ Hu+ (K),v+ (L)) = (u(l —2K) +v(l —yL)) + (N) mit 1 = 2K + yL.

(Wichtig) Damit hat man mit oben eine explizite (Um-)Rechnung!

Beweis (a): Allgemeiner durch folgenden Satz mit w = 1.

Satz 9.6: Charakterisierung des ggT

Seien u,v € Ny. Es gibt eine grofite natiirliche Zahl g € N, welche u, v beide teilt. (grofter
gemeinsamer Teiler, gg7 (u, v)) Sei w € N;. Dann gilt:
w=gs{zu+yvlz,y € Z} = Z*w.
Beweis:
(Reihenfolge wichtig!)
“=” Ja,b € Z:u=awAv=bw. Seien z,y € Z = zu+ yv = (za + yb)w. (C)
Setze vorraus: w = zu + yv; z,y € Z. Sei t € Z = tw = tazu + tyv. (D)
Zu Zeigen: 3z, y € Z : w = xu + yv.

Wegen w = g: a,b haben nur 1 als gemeinsamer Teiler. (Sei a = aj * ¢; b = by * c. Es folgt u = a1 (cw),
v = by (cw). d.h. cw gemeinsamer Teiler, cw > w. w = ggT (u,v) = c=1)

Falls 1 = za + yb : w = z(aw) + y(bw) = zu + yv.

Also oBdA: 1 = ggT(u,v).

Nun mit Induktion:

M={neNn=0V(n>0A firl1<rs<mn,1=ggT(r,s) gibt es Darstellung 1 = zr + ys}.

Beweis:
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0eM (V)

leM 1<r,s<1l=r=s=1=1=1r+0s (V)

neM=>n+1eM o Fallr=1:1=1r+0s

Fall s=1:1=0r+1s

Fall r = s: 4(r, s teilerfremd)

Fall r < s < n Induktion (/)

Fall s < r < n Induktion (/)

Falll <r <s=mn+1,r s teilerfremd.

Division mit Rest durch r: s =qr+¢, 0 <t <r.

Annahme: t =0: s=qr = 1<r=gg9T(r,s) %

Also t # 0. Wenn p gemeinsamer Teiler von r,t ist: r = rp; t =t1p = s = (gr1 +t1) *p d.h. p
gemeinsamer Teiler von 7, s, also p = 1.

Also: 1 <t < r < n+ 1 Die Induktion gibt 1 = zr + yt = zr + y(s — qr) = (z — qy)r + ys (surd)
o Fall1 < s<r=mn+1, r s teilerfremd: Analog.

O O O O ©o

“<” Wegen = gilt: Z * g = {xu + yv|z,y € Z} Nach Voraussetzung: Z x w = {au + yv|z,y € Z}
= Z* g = Z * w Insbesondere w = w1 * g, g = g1 * w.
= w= (w1 *xg1)w=wr*xg1 =1
=  w] = =1
1 =41

wi,91>0

Erinnerung: Was bedeutet das fiir den chinesischen Restsatz?
7Z/(N) = 7Z)(K) xZ/(L) K,L teilerfremd.

a+ (N)— (a+ (K),a+ (L)) q=zxK+yx*L
(yLb+zKc)+ (N) «— (b+ (K),c+ (L))

1<u,veN, g=ggT(u,v)
u=qu+r=g=ggT(v,7)

apg,a; >az >az > ..>ap =0
ai = qi * ai+1 + aiv2, 0 < a2 < @iy

9=99T(a0,a1) = ... = 99T (ag—2,ap-1) = ar—1
Qp—2 = (qr—2 *akg—1 + Q) = Afg—2 = Gk—2 * QK1
=9

~
-3 = qk—3 * Qp—2 + A1
=g=1xap_3—qr_3*ax_2

=g =X; xa; +Yi *A;42 Ai—1 = qi—1 * Q5 + Q541
S g=xi*a; +yi*(ai—1— qi—1 *a;)
=g=yi*ai—1+ (Ti —Yi*qi—1) *a;

Dies hat eine ziemlich geringe Komplexitit.
Beispiel: g = ggT(7896, 1593)

7896 = 4x1593 + 1524
1593 = 11524469
1524 = 22%x6946
69 = 11%x64+3
6 = 2x3+0

Durch Riickwirtsentwicklung kann man sich hieraus eine Darstellung der Zahl 3 als Linearkombination von
7896 und 1593 verschaffen:
3 = 1x69—11x%6

= 1%69—11x% (1524 — 22 % 69)

= 243 %69 — 11 % 1524

= 243 % (1 %1593 — 1% 1524) — 11 % 1524

= 243 %1593 — 254 * 1524

= 243 %1593 — 254 * (1 % 7896 — 4 * 1593)

= 1259 % 1593 — 254 x 7896
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Beispiel zum chinesischen Restsatz:

Sei N = KL mit ggt(K,L) =1

Z/(N) S 2/(K) x Z/(L)

Leicht zu beweisende Erweiterung des chinesischen Restsatzes:

Falls N = K * ... x K,. paarweise teilerfremd sind:

Z)(N)S Z)(Ky) % ... x Z)(K,)

Man kann N immer darstellen als N = p’fl % ... pFr wobei pi, .., p, Primzahlen sind.

Das heisst es gibt einen Isomorphismus Z/(N) = -, z/ ()

Da Z/(N) ein kommutativer unitérer Ring ist folgt das Z/(N)* ein abelsche Gruppe beziiglich
der Multiplikation ist.

Da ein Isomorphismus Z/(N) = [1/_, Z/(p¥*) vorliegt werden Einheiten wieder auf Einheiten
abgebildet:

Z/(N)* & Tl 2/ )

Zur Erlduterung:

Seien a, b Einheiten eines kommutativen unitdren Ringes R; und sei f ein Isomorphismus in
einen anderen kommutativen unitdren Ring Ro, so gilt:

f(1R1) = f(lRl * 1R1) = f(1R1) * f(lRl)

= f(1r,) = 1,

(Begriindung: 1 = 1% 1’ =1’ d.h. es kann in einem kommutativen unitiren Ring nur ein
Einselement geben)

Aus dieser Uberlegung folgt:

1r, = f(1r,) = flaxb) = f(a) * f(b)

D.h. ist a eine Einheit in R; so ist f(a) Einheit in Rs.

Mit einem analogen Argument zeigt man dass durch f~! jede Einheit in Ry auf eine Einheit in
R, abgebildet wird.

Deswegen kann man den allgemeinen Isomorphismus auch auf die Einheiten von Urbild- und
Bildring einschrinken.

Nun ist es interessant, wieviele Einheiten es in Z/(N) gibt.

Definition 9.7: Euler’sche p-Funktion
p:No = N:Nw—|Z/(N)*|

Korollar 9.8:

Sei N=KL,1=ggT(K,L),2<K,L
= @(N) = ¢(K) * o(L)
Begriindung:

[ Z/(N)*| = |Z/(K)* x Z/(L)*| = |Z/(K)* | * |Z/(L)*|
D.h. o(N) = @(p*) * ... * p(phr)

Satz 9.9:

Sei 1 < a < N. Dann gilt:
a+ (N)eZ/(N)* & 1=ggT(a,N)

Beweis:
Sei g=ggT(a,N) = Iz, y€Z:g=x*xa+y*xN
7’¢“
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zxa+yx N+ (N) 1+ (N)
zxa+ (N) = 1+(N)
zxa+ (N) (@ + (N)) * (a+ (N))

’7:>“

Zu a + (N) gibt es nach Voraussetzung = + (N) mit

1+ (N)=(a+ (N))x(x+ (N)) =(a*xx)+ (N)

=1l—ar=y=*NfireinyecZ

=1l=axx+yxN

=1=ggT(a,N)

Hinweis: Benutze bei dem letzten Schluss die Richtung ,,<=“ des Satzes iiber die Charakterisierung des ggT.
(Tipp: 1 = az + yN = t =t * (ax + yN) = (ta)z + (ty)NVt € Z)

Satz 9.10:

o(p")=(p—1)—p ! pPrimzahl, 1 <r €N
Beweis:

Z/(p")* ={a+ (@)1 <a<p”AggT(a,p") =1}

Es geht also um die Menge {1, ...,p" — 1}

Betrachtet man zunéchst welche Elemente in dieser Menge nicht teilerfremd zu p” sind so findet man als Antwort
die Menge der Vielfachen der Primzahl p bis p™ —p: {1 *p,2 % p,...,(p" "t — 1) x p}

Alsoist p(p")= (" —1)—(p" 1 =1)=p" —p" " t=(p—1)xp"!

q.e.d.

Beispiel: Nullstellenberechnung von Polynomen in Z/(N)

Sei Py € Z/(N)[ X1, ..., X/]

Dann hat das Polynom Py folgende Gestalt:

Sy, i (N) s« X1 o X

Gesucht: (a1 + (N), ..., ap + (N)) mit

22 iy, T (V) (a4 (N))™ %ok (a4 (V) =0

Der Trick den man heranzieht um dieses Polynom in Z/(N) zu losen ist, dass man es in zwei Polynome
jeweils eines in Z/(K) und Z/(L) aufspaltet und dort jeweils das Nullstellenproblem der neuen Polynome im
neuen, kleineren Ring 16st. Hat man dort die Losung so transformiert man diese iiber den Isomorphismus des
chinesischen Restsatzes wieder zuriick nach Z/(N) und erhélt so Lésungen des Ausgangspolynoms.

Die zwei neuen Polynome lauten:

P =3 (aiy... . + (K)) % X{ %o Xir

P, definiert man analog.

(61 + (K), ..., Br x (K)) sei Nullstelle von Pk und (y1 + (L), ...,y * (L)) sei Nullstelle von Pp,.
(a1 + (N),...,a, x (N)) ist Nullstelle von Py falls

a; + (N) — (B + (K),v + (L))

Beispiel: Zahlenbeispiel zur Nullstellenberechnung von Polynomen in Z/(N)
Sei N =825 =3%5%*1lalso K =3,L =52, M = 11.

Wir verzvenden also eine Form der Erweiterung des chinesischen Restsatzes:

Z/(N) S 2/(K) x Z/(L) x /(M)

Das Polynom das wir betrachten werden ist ein Polynom in Z/(825)[X]

Wir suchen die Nullstellen folgender Gleichung: X2+ X +1 =0

Wir wollen die Lésungen in Z/(825) finden.

Die Brute-Force Methode wire es jetzt alle 825 Zahlen einzusetzen und auszuprobieren bei welcher Einsetzung

0 herauskommt. Das mag fiir kleine Zahlen praktikabel sein(wenn man denn gerade einen Rechner parat

hat, ansonsten némlich auch nicht - viel Spass beim Rechnen). Aber fiir groe N ist es effizienter auch auf
Rechenmaschinen solche Gleichungen mit Hilfe des chinesischen Restsatzes wie folgt zu vereinfachen:

1. Schritt: Suche Losungen in Z/(3).

Da kein Koeffizient des Polynoms grofler oder gleich 3 ist muss keine Anpassung dieser modulo 3

vorgenommen werden. Wir rechnen das Polynom fiir die drei Elemente des kommutativen
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unitidren Ringes aus:

02+0+1=1
12 +1+1=3 2 ist also eine Losung in Z/(3)!
224241=7

2. Schritt: Suche Losungen in Z/(5)

Warum suchen wir nach Losungen in Z/(5)7?

Es gilt 25+ (5) = 04 (5), d.h. 5 mod 25. Deswegen gibt es einen Homomorphismus von Z/(25) nach Z/(5) wie
in einem Satz weiter vorne in diesem Dokument bereits diskutiert. D.h. jede Lésung von Pes = 0 in Z/(25) hat
als Bild unter diesem Homomorphismus eine Lésung von Ps = 0 in Z/(G) Man kann jetzt zwei Sachverhalte
schliefen. Zum einen, wenn man keine Lésungen in Z/(5) von Ps = 0 findet, so kann es auch keine Losungen
von Pps = 0 in Z/(25) geben. Andererseits findet man Losungen von Ps = 0 in Z/(5), so braucht man nur
noch Elemente a + (25) € Z/(25) betrachten, fiir die a + (5) = L + (5) ist fiir alle Losungen L € Z/(5).

Die Ergebnisse fiir {0, 1,2} sind dieselben wie im 1. Schritt, da die Koeffizienten sich von P3 im
Vergleich zu Ps nicht &ndern. Grund: Sie sind alle kleiner als 5.

42 +4+1=21

524+5+1=231

Man erkennt dass es in Z/(5) keine Losungen von Ps = 0 gibt. Deswegen gibt es auch keine
Losungen von Pys = 0 in Z/(25). Da aber der chinesische Restsatz ein Isomorphismus ist der fiir
jede Losung von Pgos = 0 eine Losung in jeweils P3 = 0, Pos = 0 und Py; = 0 generiert, kann
Psa5 = 0 keine Losungen in Z/(825) haben.

Beispiel: Zweites Zahlenbeispiel zur Nullstellenberechnung von Polynomen in Z/(N)
Wieder suchen wir nach Losungen in Z/(825), dieses mal aber von

X24+473x X +376=0

1. Schritt: Losungen in Z/(3)

Zuerst werden die Koeffizienten des Polynoms nach Z/(3) transferiert. P3 : X2 +2x X + 1
02+2x04+1=1

1242x1+1=1

22 +2%2+1=9 (Losung)

Es folgt dass 2 + (3) eine Losung von P3 = 0 ist.

2. Schritt: Losungen in Z/(5)

Ps:X24+3xX+1

Da P3 und Ps nicht identisch sind miissen alle Werte neu berechnet werden.
0243%0+1=1

124+3%1+1=5 (Losung)

2243x2+1=11

32+3x34+1=19

42 +3%4+1=29

Es folgt dass 1 + (5) eine Losung von Ps = 0 ist.

Wenn wir nun also die Losungen von Ps5 finden wollen miissen wir nur noch solche

a+ (25) € Z/(25) betrachten, fiir die gilt: a + (5) = 1 4 (5). Das sind nur noch die folgenden 5
Elemente von Z/(25):

Pos: X2 +23% X +112+23%1+1=25 (Losung)

62 +23 %6+ 1 = 175 (Losung)

112 +23 % 11 + 1 = 375 (Losung)

162 + 23 %16 + 1 = 256 + 230 + 138 + 1 = 625 (Losung)

2172 4+ 23 %21 + 1 = 441 + 483 + 1 = 925 (Losung)

Es folgt dass 1+ (25),6 4 (25),11 + (25),16 + (25),21 + (25) Losungen von Ps5 = 0 sind.
3.Schritt: Losungen in Z/(11)

P11 : X2 + 2

02+2=2
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124+2=4

2242=6
32 +2 =11 (Lésung)
424+2=18
52 42=27
62 +2 =238
7?2 4+2=51

82 4+ 2 = 66 (Losung)

STOP. Z/(11) ist ein Kérper und Polynome zweiten Grades haben iiber einem Kérper maximal
2 Nullstellen.

Es folgt dass 3+ (11),8 + (11) Losungen von Py; = 0 sind.

Jetzt miissen die Losungen in den kleineren Restklassenringen Z/(3), Z/(25) und Z/(11) noch
mit Hilfe des chinesischen Restsatzes in Losungen von Pgas in Z/(825) iiberfiihrt werden.

Bei der Riickiibersetzung muss allerdings ein kleiner Trick angewandt werden.

Wir leiten zunéchst die Umkehrabbildung des Isomorphismus

Z)(N) = Z)(K) x Z)(L) (K, L teilerfremd)

her. Da g¢gT' (K, L) = 1 folgt dass man z,y € Z findet, so dass gilt:

1l=a2K +yL

Will man, wenn man Z + (K) =a A Z + (L) = b erhalten, so ist die Behauptung dass man dies
mit Z = xK x b+ yL * a erreicht.

Beweis:

Z+(K) = azKsb+yLxa+ (K)
= (@K b+ (K)) + ((yL * a) + (K))
= yLxa+(K)
= (yL+ (K)) = (a+ (K))
= a4+ (K)

Die letzte Gleichung erhidlt man wenn man sich tiberlegt was herauskommt wenn man die Gleichung 1 = 2K + yL
auf beiden Seiten modulo K nimmt.
Exakt analoge Uberlegungen zeigen dass Z + (L) = b sein muss.

Es bleibt nach dieser Erlduterung also nur x,y € Z zu bestimmen fiir die 1 = 2K + yL ist. Dann
ist die Umkehrabbildung des chinesischen Restsatzes wie folgt:

f(a+ (K),b+ (L)) =zK+b+yLxa

(Wobei f der Isomorphismus des chinesischen Restsatzes ist)

Da wir jetzt aber blof} eine Riickiibersetzung fiir den Standard-Isomorphismus des chinesischen
Restsatzes beherrschen, miissen wir die Riicktransformation unserer gefundenen 3-Tupel
Nullstellen etwas anders machen.

Wir betrachten dabei die zwei Isomorphismen:

7)(75) S Z/(3) x Z/(25)  und

Z/(825) = 7)(75) x Z/(11)  Fiir den ersten Isomorphismus ist 1 = (—8) * 3 4+ 1 % 25. D.h. die
Riickiibersetzung findet mittels f~((a + (3),b + (25))) = (—=8) * 3 x b+ 1 % 25 x a + (75) statt.
Fiir den zweiten Isomorphismus ist 1 = 5% 75 4+ (—34) = 11. D.h. die Riickiibersetzung findet
mittels f~1((c+ (75),d + (11))) = 5% 75 x d + (—34) * 11 % ¢ + (75) statt.

Wendet man also die zweite Riickiibersetzung nach der ersten an, so erhélt man:

Y (a+(3),b+(25), c+(11))) = 375kc+(—374)*(—24xb+25%a)+(825) = 550xa+726b+375¢+(825)
Durch Einsetzen der bereits errechneten Losungen fiir a, b, ¢ in allen moglichen Kombinationen
erhélt man alle Losungen im Ausgangsring Z/(825).
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Exemplarisch wird eine Losung berechnet:

Zu (24 (3),6 + (25),3+ (11)) € Z/(3) x Z/(25) x Z/(11) gehort die Losung

550 % 2 4 726 % 6 + 375 % 3 + (825) = 1100 4 4356 + 1125 + (825) = 6581 + (825) = 806 + (825)
Man kann dies durch Einsetzen in das Ausgangspolynom verifizieren.
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3 Diophantische Gleichungen /
Ungleichungen

Einfithrung

Die grundsitzliche Fragen in diesem Teil ist die Losbarkeit und die Losungsmenge einer
Gleichung / eines Gleichungssystems. Wichtig hierfiir ist es, wo wir denn eigentlich suchen.
Die grundlegenden Dinge, die wir behandeln werden:

(a) lineare Gleichungssysteme
Axz=b AczZ’! beczF
(Hier: rang(A) = rang(erw) nicht hinreichend!)

(b) Polynome
3xx —1=0ist losbar in Q, nicht aber in Z.
2% — 2 = 0 hat keine Losung in Z, Q. 2 Losungen in R. In C gibt es sogar 4 Losungen.

Wir suchen hier ganzzahlige Losungen und Losungen in Restklassenringen. Wir beschrénken uns
auf ganzzahlige Koeflizienten.

Beispiel Restklassenring;:

PeZX1, Xy =Yy i+ (X1 % X0r)

2<NeN7n:Zw—Z/(N).

m(P) =Y m(v, i) * (X% . X)) € Z/(N)[ X1, ..., X;]

Sei (aq,...,a,) € Z" Losung von P. Dann ist (7(aq),...,m(a,)) € Z/(N)" Losung von 7w (P).

Beispiel 22 — 2:

(hat keine (rationale) Lésung in Q)

Annahme: ¢ € Q Losung: ¢ = %, 1<leN, 1=ggT(k,l)

b —2-0,dh k> -2 =0

m:Zw— Z/(3) Modulo 3

(k+(3)* =2 (+(3))

Quadratisch in Z/(3) (04 (3))2=0+(3), (1 +(3))>=1+(3), 2+ (3))2 =1+ (3)
=1+0B3)=0+3)=k+(3)

= 3| LA 3|k 4(teilerfremd)

Nachfolgend werden wir relativ einfache Diophantische Gleichungen behandeln.
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3.1 Lineare Diophantische Gleichungen

[0)

Wir suchen ganzzahlige Losungen, wir benutzen dabei die Ergebnisse aus der linearen Algebra fiir Q.
Sei M die Losungsmenge von A s x = b in Z,

Sei L die Losungsmenge von A x x = 0.

Es folgt: (Falls M # 0) M = a+ L, a € M beliebig. (a: partikuldre Losung)

Fragen: (vollstindig beantwortbar)

o Losbarkeit?
o Bestimmung einer partikuldren Losung?
o Bestimmung aller Losungen von A*X = (07
Bezeichnungen:
L Losungsmenge (im umgebenen System)
Lo Losungsmenge von A x X = 0 in Q!
7Z'C QY L= Lgsup 7' L Untergruppe von Z!.

Satz 1.1: Ly ist der von L erzeugte lineare Unterraum

Lg ist der von L erzeugte lineare Unterraum.

Beweis:
L,y ap = b?l (gleicher Teiler!) 1 < c € N.
Es folgt (b1,...,0;) € L, (a1, ...,a;) = £ (b1,...,b;)

T c

Sei (a1,...,a1) € Lg. a1 = &

Definition 1.2: Rang: rg(G)

(Ersatz fiir Dimensionsbegriff der linearen Algebra)

Sei G C Q' eine Untergruppe.

Dann ist rg(G) = dimg < G > ist der Rang von G.

< G >: von G erzeugter linearer Unterraum von Q'.

G ist frei, falls sie eine Basis hat. d.h. eine Folge (b1, ..., b,) mit:

o by,...,b, in Q' linear unabhingig.
o G wird von by, ..., b, erzeugt.

Nicht jede Untergruppe von Q! hat eine Basis. Q als Gruppe hat keine Basis!

Beispiel:

7! ist frei vom Rang [: Die kanonische Basis.

Beispiel:

(6,10), (10,15), (30,40) erzeugen Untergruppe G von Z2.

rg(G) =2

frei: G hat Basis (2,0), (0,5)!

(6,10) = 3 (2,0) + 2 (0,5) ...

Darstellung von (2,0), (0,5) als Linearkombination von (6, 10), (10, 15), (30, 40)!
(2,0) = 2% (6,10) — 4 (10, 15) + (30, 40)

(0,5) = 3 % (10, 15) — (30, 40)
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Satz 1.3: Jede Untergruppe G C Z! ist frei.

1 €N, G C Z' Untergruppe. Dann ist G frei.

Beweis: Induktion nach 1

=0
l=1 G={0} v, Basis: {}
G # {0}. In G gibt es eine positive Zahl. Sei go die kleinste positive Zahl in G.
Behauptung: go ist Basis von G. Zu Zeigen: gg erzeugt G.
Sei g € G. Division mit Rest: g =qgo + 7,0 <71 < go. r = g — qgo € G. Aus der Minimalitidt von go folgt
r=0.

I~ 141 Falls G CZ! x {0} (praktisch in Z! enthalten): Nach Induktion ist G frei.
Sei G € Z! x {0}. m: ZH1! +— Z Projektion auf die letzte Komponente. Daraus folgt: 7[G] C Z ist nicht {0}.
Fall | = 1 zeigt: 7[G] hat Basis, etwa a € Z (theoretisch vorraussetzbar: o > 0) o = w(f8), 8 € G.
Setze H = G sup(Z' x {0}) (Untergruppe von Z!). Nach Induktion: Es gibt eine Basis 71, ...,¥r. Dann ist
Y1y, ¥r 3 Basis von G!
——

linear unabhéngig
(3 ist nicht als Kombination von v; darstellbar, da Vi : v; = (...,0), aber 8 = (..., z) mit = # 0.

Damit ist 71, ...,vr, 8 linear unabhéngig.

G wird erzeugt: Sei g € G = 7w(g) =z, z € Z
=>7(g—28)=0=g—28€ (GsupZ! x{0}) =H = g—28=1t171 + ... + tryr.

Beispiel:
72 : (6,10), (10,15), (30,40) erzeugen Untergruppe G von Z2.
7m[G] C Z erzeugt von 10,15, 40. ggT (10,15, 40) : 5=15-10
7((10,15) — (6,10)) = 5
—_———
(4,5)

)

Erzeugendensystem fiir H = G'sup(Z x 0):

letzte Komponente 0, zusammen erzeugen sie H

+2 =ggT(—-2,-2,-2) = (2,0) Basis fiir H = (2,0), (4, 5) Basis fiir G.

Lemma 1.4: Homogenes diophantisches Gleichungssystem

Axx =0, AcZF L Losungsmenge.
Dann gilt I C Z! ist freie (abelsche) Gruppe von Rang: | — Rang (A)
——

lin.Alg.
Das algorithmische Problem ist nun: Basisberechnung.

Fiir den nachfolgenden Satz brauchen wir eine passende (rekursive) Definition vom ggT (fiir mehr als ein
Parameter):

ggT(0,0) =0

a, b nicht beide 0: ggT(a,b) =sup{n € N|n |a An| b}

ggT(a,...,ar) = ggT(ggT (a1, ....ar—1), ar)

Als Erinnerung den Satz 1.9.6: Fiir 1 < a,b € N gilt: {ua + vblu,v € Z} = Z * ggT(a,b), verallgemeinert:

ai,...,ar € Z: {urai, ...,ur,arlu; € Z} = Z x ggT (a1, ...,ar)
Satz 1.5:

a1 X1 + ... + @ X; = b ist 1osbar < ggT(ay,...,a;) | b.
Beweis:
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“=” Sei (x1,...,x;) € Z!' eine Losung. Es folgt z1a1 + ... + x;a; ist Linearkombination von a1, ...,a;. d.h.
b=uz1a1 + ... + zja; = Z x ggT(aq,...,a;)

“<=” Sei b= zxggT(a1,....,a;) € {urar + ... + wa;u; € Z}. d.h. Fz1, ...,z : b =z101 + ... + 2104

Nachfolgend eine lange Darstellung/Beispiel, die im Manuskript als Satz steht, wie man eine Losung eigentlich
bestimmt.

Eine Losung bestimmen

oBdA ay,...,a; # 0, b # 0.

g2 = ggT(a1,az)

g=q ggT(ai,...,a)

Dividiere b mit Rest durch g: b = qg + r.

Wenn r # 0: unlosbar.

Wenn r = 0: 16sbar.

Falls g = wiay + ... + wia; = b = (qui)as + ... + (qui)ay

Wie geht es nun algorithmisch? Unser Wunsch ist es eine Basis der Losungsgruppe anzugeben.

g1 = 1101
g2 = 22101 + X2202
g3 = zg2+ttas
g=ag = xna+..+rua

Lose a1x1 + ... + ajx; = 0: Basis der Losungsmenge.

ai,...,a; = 0: trivial, Losung=Z7!

Setze J = {i|a; # 0}, K = {i|a; = 0} Trennung in 2 Gruppen

ZiEK a;xr; = 0: Zl

>y aiw; = {x; € Z7|x; ist Losung} x Z*.

Daher geniigt es vorrauszusetzen, dass aq, ..., a; # 0. Also sei ab jetzt aq,...,a; # 0.
Suche in Z? Losung (21, x2) von a1z1 + asxe = 0 (Damit ist (21, 22, 0...,0) Losung von

aix1 + ... + qx; = 0) Losungsmenge Lo C 72. Freie Untergruppe mit rg = 1.

(x1,22) € Ly = a1x1 = —asws ist gemeinsames Vielfaches von aq, as.

kg: kleinstes gemeinsames Vielfaches (Produkt/ggT)

Schreibe kg = zay = tag = zay + (—t)az =0, d.h. (z,—t) € Lo.

Basis von Ly! Sei (21,22) € L. Es folgt ajx1 = —asxs = uks = uza; = utas = 1 = uz,
x9 = —ut. d.h. (1, 22) = u(z, —t)

L3: Losungsmenge von a1x1 + asx2 + asxs

ks = kgV(gg, a3) = Z/gg = t/ag = z’(xglal + .1322&2) = t/ag

/ / /
(Z To1, 2 Ta2, —t ) € L3
Strukturell: 2 Basis-Elemente
In der dritten Komponente einerseits 0, andererseits ungleich null, dann sind diese beiden Vektoren linear
unabhéngig.

Ly x {0} C L3, (z,—t,0), (2'wa1, 2’222, —t') Basis von Ls.
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Darstellbarkeit Sei (1,22, 23) € L3. x1a1 + x2a2 + x3a3 = 0, d.h.

r1a1 + T2ay = —XI3a3 = U,Ikg
————— ——
Vielfaches von gs VF von as

—x3a3 = uw'ks = u't'as = x3 = —u't’

v, ’ ’
u'(2'z01, 2' 222, —t') — (w1, 22, 73) € L3
= (W7 wo1 — x1,0/ 2" w90 — 22,0), d.h. (u'2'z2; — 1,0 2 weg — 12) € Lo
==v(z,—t)
. ’ /

(x1,22,23) = u/(2'wa1, 2" a0, —t') — v(z, —t,0)
Ab nun wird iteriert (Ly usw).
Induktiver Beweis, dass Untergruppe Linear Unabhéngig.
GCZ' 7w:7 —7Z
7|G] * a; o« = 7(B)
Gsup(Z'=1 x {0}) = H: v1, ...,
Y1, .-y Yr, 0 Basis von G
Das ist nun andersherum aufgeziumt gewesen:

Lo C 72

[ C 73 }von allen die letzte Komponente angeschaut, so klein wie mdglich von unten aufgebaut
.3 O 4°

Es fehlt nun wie man homogenes Gleichungssystem lésen kann, dies ist zuriickfithrbar auf obriges. (Oder mit
dem Durchschnitt der Losungsridume)
Axx =0 Zeilen von A: aq,...,ax

Bestimme Losungen von a;x = 0: My
Bestimme Losungen von asx = 0 in My: My
. (iteriert)

M frei mit rgl — 1, Basis vy, ..., vj_1,
dh. 7zt S M;i: (21, ...,Zl,l) — 2101 + ..o+ 2m1a—q
B

,—/—
21
az* | V1,..., U1 N =0
Rl-1

Aufgabe: Lose:
(az(vi,...,vi—1)) xx = 0: My C 71
(a3(vi,...,vi—1)) =0

. /.
Basis von Mj: wy, ..., wi_2
Basis von Ms: Bws, ..., Bw;_o
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3.2 Quadratische Reziprozitat

Einfithrung

Die quadratische Reziprozitét ist einer der Perlen der Zahlentheorie. Entdeckt wurde sie vor
rund 200 Jahren von Gauss.

Wenn man die diophantischen Gleichungen richtig allgemein behandeln will, ist dies extrem
kompliziert.

Hier haben wir wieder ganzzahlige Koeffizienten, diesmal aber mit Gleichungen: z? + axs = b;
a,b e

(11, 72) € Z% Losung < 22 — b = —axy

Fall a = 0: Lose 27 = b. Wenn b < 0 gibt es keine Losung. Bei b > 0 berechnet man Vb in R.
Wenn nun Vb € Z sind vb,-v/b Losungen.

Fall a # 0: (Generalvorraussetzung)

22 + azs = b & 23 — a(—x2) = b. (Wenn negative Losung, dann gibt es auch die positive
Losung), daher oBdA: a > 1

Fall a = 1: x; beliebig, setze x5 = —z7 + b. Dies ist immer losbar, die Losungsmenge ist klar.
Ab jetzt a > 2:

22 —b= —ary hat Losung < 31 : 22 —b € Zxa < InZ/(a):(z1 + (a))? = b+ (a)

Definition 2.1: Quadratischer (Nicht-)Rest

2<aeNbeZ
b ist quadratischer Rest modulo a, wenn b+ (a) in Z/(a) ein Quadrat ist.
Ansonsten heifit b quadratischer Nichtrest.

Vereinfachung

Mit dem chinesischen Restsatz gilt fiir a = p’fl % ... % pPr (Primfaktorzerlegung)

Z/(a) = Z)(p¥) x ... x ZL/(pkr) b ist quadratischer Rest modulo a

< b quadratischer Rest modulo pf fir alle 1.

Problem noch: Primfaktorzerlegung, diese wird aber spéter unnétig werden...

Sei a = p*, p Primzahl, k > 1.

Falls b = za, d.h. b+ (a) = 0 + (a) = (0 + (a))?: quadratischer Rest

p nicht teilerfremd zu b wird auf Teilerfremdheit zuriickgefiihrt.

Falls b kein Vielfaches von a: Sei p | b, dh. b=7p'*¢c, 0 <1 <k, ggT(c,p) = 1.

Falls b quadratischer Rest modulo a: 3z,y € Z: 22 +ay = b < 2% = b—ay
——
VF von p! nicht von pi+1
Maximale p-Potenz, die 22 teilt: gerade = [ = 2xm; x =p™ * z, p |/2

22 = (p‘fn )2 = ‘;—12 = ¢ — pF~ly = ¢ quadratischer Rest modulo p*~!

Die Argumente sind umdrehbar, die Aussage wird spéter verstirkt. Theoretisch ist dies alles relativ befriedi-

gend, aber zum richtigen Rechnen ist es noch nicht besonders gut geeignet.
¢ quadratischer Rest mit p*~! < b quadratischer Rest modulo p* = a

Noch zu behandeln: b, a teilerfremd

Ab hier fingt die Theorie von Gauss an, vorheriges war nur Vorgeplankel...

Satz 2.2:

a = pF, b € Z teilerfremd zu a.

(a) p =2 b quadratischer Rest modulo a < b = 1(mod 2¥) mit u = min {3, k}.
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(b) p ungerade b quadratischer Rest modulo a < b quadratischer Rest modulo p

Beweis: (a)
“=” Schreibe b = 22 + 2Fy. p, b teilerfremd. b ungerade = = ungerade, © =4 % z + ¢t mit t = 1 oder t = 3

1
2 _ 1622 2 — 42 _
=z 622 + 8z + t + t* = t*(mod 8) { 9 = 1(mod$8)
Falls k& > 3: b= 22 = 1(mod 8), 8 = 23 =2+
Falls k < 2: b+ (8) = 1+ (8)
k<3:2/(2%) — Z/(2F): k4 (2F) = 1+ (2F)
b= 1(mod 2F), 2F = 2#
“<=” b+ (2#) =14 (2*), Induktion nach k.
o k<3 p=~Fkalsob+ (2F) =b+ (2¢) =1+ (2#) = (1 + (2F))2.
o k~k+18Seib+ (2F) = (x + (2%))2 = 22 + (2%). Suche y € Z mit
b+ (281 = (4 2571« y)2 + (2Ft1). Sei y € Z beliebig. (x + 28 1y)2 = 22 4 2kay + 22(k—1) 4 42
b ungerade = x ungerade. x = 2z 4 1.
== g2 4 2k+ 1y 4 2ky 4 2k+12k=3y2 = 22 1 oky (modulo 2F+1)
Suche y mit : 22 4 2Fy = b (modulo 2++1)
22 —b=u2%, u € Z. Entweder u = 2v, oder u = 2v + 1
o u=2v: x2 —b=2Ft1y =0 (modulo 2*¥*+1) Setze y = 0 = 22 + 2¥y = b (modulo 2~+1)
o u=2v+1: 22 — b= 2Ft1y 4 2F = 25 (modulo 2¥+1) Setze y = 1 = 22 4+ 2Fy = b (modulo 2++1)
& 22 — 28 = b (modulo 2F+1)

Beweis: (b)

“e<” 1:7/(p*) — Z/(p) Ringhomomorphismus
b+ (pF) = (c+ (%)% b+ (p) = (c + (0))?
“=" Induktion nach k
o k=1
o k~k+10b+ (%) =2+ (")
Modifikation von x:
Suche y € Z mit: b+ (pFT1) = (x + pFy)2 + (pFT1) Sei y € Z beliebig. Dann gilt
(x4 pFy)? = 22 + 2pFay + p?Py? = 22 + 2p*zy (modulo pF+1)
Suche y € Z mit: 22 4+ 2pFxy = b (modulo pk+1)
Schreibe: 22 — b = up®. up® = 22 — b = —2pFxy (modulo pF+1)
= u = —2zy (modulo p)
Suche y € Z mit: u + 2zy = 0 (modulo p). Falls 2z + (p) # 0 + (p): Setze
y+(p) = (22 + (p)) " Lx(—u+ (p))
| —

darf

Beispiel 9393 Quadratischer Rest modulo 100007?:

10000 = 25 % 5°

9393 quadratischer Rest modulo 257 y = 3 = 9393 = 1(mod 8) /
9393 quadratischer Rest modulo 5°7?

< 9393 quadratischer Rest modulo 57 9393 = 3(mod 5)

< 3 quadratischer Rest modulo 57

2’2

0 kann eh nicht, da teilerfremd.

%mwwo‘m
I S =
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(Unter Beweis (b))

Es bleibt: b quadratischer Rest modulo p.

Es gibt es Gesetz, welches wir noch behandeln werden, welches nicht einfach zu sehen ist. Dieses wurde von
Gauss mit 21 bewiesen (1797 im “Grofiles Werk”)

Korollar 2.3:

a=p* b=cp',0< 1<k, 0<b<a (Ansonsten Division mit Rest)
Dann gilt: b quadratischer Rest modulo a < | = 2m und ¢ quadratischer Rest modulo a.

Beweis:

“=" c+(a) =2” +(a) > b+ (a) =cxp' + (a) =z %p™)* + (a) (V)
“=” Fiir | gerade gezeigt, ¢ ist quadratischer Rest modulo p*—!.

Zu Zeigen: ¢ quadratischer Rest modulo pk.

p ungerade ¢ quadratischer Rest modulo p*~! = ¢ quadratischer Rest modulo p = ¢ quadratischer Rest
modulo p¥*

p =2 Falls k — | > 3: ¢ quadratischer Rest modulo 2=!, s =3 = ¢ =1 (modulo 2#) = ¢ quadratischer

Rest modulo 2F.
1 i

—~ ~=
Falls k—l=1:0<b=cxs2F "l ok s c=12¢ quadratischer Rest modulo 2k

Falls k — 1 =2: 0 < b=c#2F2 < 2% ¢ ungerade.
Entweder ¢ = 1 quadratischer Rest modulo 2% (/)
oder ¢ = 3; 3 ist nicht quadratischer Rest modulo 22 = 2k—! 4,

Quadratische Rest in Z/(p), p ungerade. Wie ist die Struktur von Z/(p)*?

Pierre de Fermat! (* Ende 1607 oder Anfang 1608 in Beaumont-de-Lomagne; Tod:
12. Januar 1665 in Castres) war ein franzosischer Mathematiker und Jurist.

Fermat’scher Satz: 2™ + y" = z": Gibt es eine nicht-triviale Losung (n > 3)? Dieses Problem war bis 1990
offen.

Der nachfolgende kleine Fermat’sche Satz existiert in verschiedenen Formulierungen. In der Algebra-Vorlesung
wird er viel allgemeiner gezeigt, dafiir werden aber verschiedene Vorbereitungen notig. Dadurch wird der
eigentliche Beweis kiirzer.

Jeder einzelne Schritt des Beweises offenbart interessante Eigenschaften fiir Korper...

Satz 2.4: kleiner Fermat’scher Satz (1640)

Die Gruppe Z/(p)* ist zyklisch, d.h. 3a € Z/(p)* : {a, ...,aP™1} = Z/(p)*.
«: primitives Element, bzw. primitive Restklasse
Beweis: 1. Schritt
Falls K Koérper, P € K[X], 1 < deg(P) = d ist, dann hat P in K hdchstens d verschiedene Nullstellen.
Beweis:
Induktion nach d:
od=1+y
o d~» d+ 1 Annahme: Nullstellen ay, ..., a4+2 paarweise verschieden. P = (X — a442Q + R Division mit Rest
(wie in der Schule: Polynomdivision), R ist konstant. P(agy2) = 0, (ag+2 — ag+2) * Q(ag4+2) + R =0,

deg(Q) = d, Nullstellen: a1, ...,aq+1
0= P(ai) = (a; —agq2) *Qa;), 1<i<d+1
———— N

#0 ==0
= Q(a;) = 0 4Induktionsannahme

‘http://de.wikipedia.org/wiki/Fermat
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Beweis: 2. Schritt
Fiir alle a € Z/(p)* : a?~1 = 1. Seien B4, ..., Bp—1 die Elemente von Z/(p)* Es folgt a1, ...,aBp—1 sind Elemente
von Z/(p)*. Dann ist H,@Z =1L, aB8; = aP~ L[], B;. Es folgt: 1 = aP~ L.

i

——

£0
Fiir jedes a: Gibt es eine kleinste positive Zahl ro mit @ = 1. r heifit Ordnung von «, r = ord(«)
Esgilt a®* =1 rq | s.

Beweis:
“gn s:t*ra:oﬁ:(am)tzltzl

“=" Division mit Rest: s = g% 1o +t, 0 <t < rq
1=0a®=(a")?*al = a’. Es folgt wegen der Minimalitét von ro: t = 0.

Es gilt: Fiir n € N: rqu | rq.
Suche o mit Ordnungen ro = p — 1.

Beweis: 3. Schritt

Seien «a, 3 € Z/(p)*, k =kgV(ra,rg). Dann gibt es ein v € Z/(p)* mit ro = k.

Beweis:

Falls k = ro: v =, falls k = rg: v = 3. Ab jetzt also k # 74,73.

Mit g = ggT(rqlpha,rpeta): k = %’ * TR Ta9 = %1, k =kgV(ras,rg).

Nach Ersetzen von a9: oBdA 74,73 teilerfremd. Sei § € Z/(p)* Potenz o und Potenz von §: § = o* = (.
Sl
rs =rgv | rg

Setze vy = a*x 3. Sei v* =1 = a® = f7° Potenz von a und 8 = a® =1 = 5.

=rals,rgls=>k]|s

Y =akFxBF, k=14 *ta, k=rgx*tg

ok = (are)te 5 (7818 = 1

Beweis: 4. Schritt

Annahme: Behauptung falsch.

Dann ist Va € Z/(p)* :1a <p—1

=k=kgV{rala €Z/(p)*} <p—1

=VYa€Z/(p)*:aF —1=0

d.h.: Va € Z/(p)* : @ Wurzel von X* — 1, damit haben wir mehr Nullstellen als Grad. %

Der Schritt 4 bedeutet, dass wir eines haben. Es gibt aber iA viele primitive a.. Die Struktur ist zyklisch. Nun
definieren wir uns einen Homomorphismus von Z auf die Gruppe ...

[Heiko: Die Domainen habe ich nicht genau genug mitgeschrieben, also Obacht!]

a primitiv, ¢ : Z +— Z/(p)* : z — o7 ist ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist surjektiv, weil
« primitiv ist.

Kern(p) = Z(p — 1)

Z/(p—1) = Z)(p)*: a+ (p — 1) — a® Gruppenisomorphismus (surjektiv + injektiv)

Damit gibt es p—;l Quadrate, ”2;1 nicht-Quadrate.

Sei 8 € Z/(p)*: Ist B Quadrat?

Falls 3 = o, a gerade, a = 2b: 3 = (a?)?

Falls 3 = o, a ungerade, a = 2b+ 1: 8 = (a?)? x

Annahme: 3 =192 = a = (v * (a®)71)? 4( primitiv)

« primitiv = « kein Quadrat

Annahme: o = §2, o= = Pl =1¢

p ungerade
B = a® ist 1A schwer zu l6sen, wenn man nur die Eingaben (3, a hat! Dies wird als diskreter Logarithmus
bezeichnet, es ist ein imminent schwieriges Problem, so schwer, dass es Basis fiir manch ein kryptographisches
Verfahren ist.
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Adrien-Marie Legendre? (* 18. September 1752 in Paris; Tod: 10. Januar 1833

ebenda) war ein franzosischer Mathematiker.

Definition 2.5: Legendre-Symbol

p ungerade Primzahl, a € Z, p |/a

a \ |+l a quadratischer Rest modulo p
(7) B {—1 a quadratischer Nichtrest modulo p
Mit diesem Symbol kann man rechnen.

(Legendre-Symbol)

Lemma 2.6:

p wie oben

(a) pl/a A a=b(modulo p) = <L> = (i)
p p

(b) Wenn a + (p) in Z/(p)* primitiv. = <%> =-1

(¢) plaxb (= pllanpla)= < a;b ) = (%) * (%)

Beweis:
a+(p)=0a®, b+ (p) =at, axb+ (p) = ot

Nachfolgend dasr langangekiindigte Reziprozitéitsgesetz, der Hauptteil ist (a). Bewiesen werden die einzelnen

Teile spiter (mit Hilfe von Hilfsséitzen)

Satz 2.7: Quadratisches Reziprozititsgesetz

(a) p,q ungerade Primzahlen, p # ¢

(), (v :(_1)%*%: +1 poder ¢ =1 (modulo 4)
q P —1 pund ¢ = 3 (modulo 4)

(b) Erster Ergiinzungssatz: p ungerade Primzahl

N <__1> = (-1
p

(c) Zweiter Ergénzungssatz: p ungerade Primzahl

- (2 =(-1)P"-18 = +1 p=1,7 (modulo 8)
P —1 p=3,5 (modulo 8)

Beispiel:

9533 ungerade Primzahl
Frage: Ist 4785 quadratischer Rest modulo 95337 (4785 = 3*5%11*29)

Da <—> homomorph beziiglich der Multiplikation ist, kann man diese Fragestellung

vereinfachen:

’http://de.wikipedia.org/wiki/Legendre
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arss \ (3 N (s )L (L)L (2
9533 ) — \ o533 9533 9533 9533
3 9533 9533-1,3-1
<9533>*< 3 >_(_1) cor et
3 9533 9
p— = —_— p— —1
=\ 79533 > ( 3 ) ( 3 > L

4
= < 9;22 > = 41 = 4785 ist quadratischer Rest (modulo 9533)

Unser Problem: Wir brauchen Primzahlen, verallgemeiner 148t sich dieses Verfahren aber zum Jakobi-Symbol
(wo dann nur noch gefordert ist, dafl ggT = 1. Dieses hat aber eine andere Interpretation (wenngleich wir in

der gleichen Arithmetik damit arbeiten kénnen).

Wenn €, € {+1,—1} und € = ¢ (modulo p ungerade), dann gilt € = 4.
Satz 2.8: Euler-Kriterium
p ungerade Primzahl, p |/a.
. a —1
Dann gilt [— | =a®= (modulo p)
p

Beweis:
Sei o primitive Klasse modulo p. a + (p) = a”

( a )_ +1 r gerade
P —1 7 ungerade

-1 -1
(a+ @)z =a™"
1
Falls 7 gerade, etwa 2% s: o™ * 2 = (P~ 1) =1+ (p)
—1 -1
Falls r ungerade, etwa 2 * s + 1: ot =T = 1 + (p)

Der 1. Ergénzungssatz folgt sofort, fiir den Rest brauchen wir noch das Gauf3’sche Lemma.
Als erste Anwendung des Gaufi’schen Lemmas, beweisen wir den 2. Ergédnzungssatz.
Die verquere Beweisfolge liegt daran, dafl uns mehrfach die Zeit ausging...
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Beweis: 2.7 (b)
—1 -1
Wegen Euler-Kriterium gilt: (T) = (—l)pT modulo p

( 1);0_;1_ +1 p= 1(modulo 4)
St p = 3(modulo 4)

Lemma 2.9: GauBB’sches Lemma

|
f
O r—— p—1p

(4 at

p=1
-

p ungerade Primzahl, a € Z, p |/a. Definiere:
M={il<i<PAAEFkeZ: G <ai—rp<p—1)}

S N (_1)|M|

p
Beweis: 2.7 (¢)
P—l}

Gaufy’sches Lemma mit a = 2: {1, ..., ==
{2%1,...,2% prl} (Division mit Rest hier unnotig)

Wieviele Zahlen 25 liegen in {%1 +1,..,p—1}7

Wenn pT_l ungerade ist (p = 3 modulo 8, oder p = 7 modulo 8).
Damit sind prl +1, 7771 + 3,...,p — 1 gerade Zahlen.

Die Anzahl dieser ist: p4i

Wenn prl gerade ist (p = 1 modulo 8, oder p = 5 modulo 8).

Damit sind pT_l +2, %_1 +4,...,p — 1 gerade Zahlen.

Die Anzahl dieser ist: pr1

Mit Gauf:
1 -1 3
Fiir p = 3,7 modulo 8: (i) = (71)177 =
p +1 7
2 p—1 1 1
Fiir p = 1,5 modulo 8: (—) :(—l)pT T
p -1 5

Lemma 2.10: GauBB’sches Lemma

p ungerade Primzahl, a € Z, —(p | a)
. . 1 L p—1 .
M={il<i<E-ATkeZ: 5= <a-i-k-p<p—-1}

= (&) = (=D

Beweis:
a:=a+(p) €Z/(p)*
a:2/(n)* —2/(p)* B a- B
Setze N = {1,.., 251} M
Fiir j € N : s(j) Divisionsrest von (a - j) mod(p)
=1<s() <2t
Fiir j € M: r(j) Divisionsrest von (a - j) mod(p)
= <r()<p-1
Erweiterung von s : N — {1, ..., pT_l} zu
s’:NUM:{l,...,pT_l}H{l,...,pT_l :
. s(j) jeN
s'(j) = . .
v { p—r(d) jeM
1

rer
=1<5() < 25
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Behauptung: {s’(j)|1 <j < 77*1} ={1,.., PT*1}

Beweis:

S -1 -1
Injektivitdt von s’ : {1,..., 5=} — {1,..., 25~
Es gilt drei Falle zu unterscheiden.

1. Fall

Vi, k € N:s'(j) = s (k) = s(j) = s(k)

= a(j + (p)) = a(k + (p)) = @ ist injektiv =37+ (p) =k+ (p) = j=k
2. Fall

Vi, k € M :s'(j) = s'(k) = r(j) = r(k)

Analog zu Fall 1.

3. Fall

jENke M, s'(5)=s"(k)

aj=s@)tup=s()tup (wel)
a-k=rk)+v-p=-sk)+@wv+1)p, (veEZ)

a-(G+k)=("G)—s'FK)+(ut+v+1)-p
N—————
=0
=pla-(j+k)
=plasvp|j+k
=p<jt+k
j<est .
kg’%l =j+k<p-1=p<p-1%

Nun haben wir gezeigt das s’ injektiv ist. Somit in diesem Fall auch surjektiv.

Damilt erhalten 1wir:

p—1
Hi:21 = L i:21 s'(4)
s _

WP IL2 =112 a g = en sG) yens 70) = Tjen &' G) [ljens p— /() =
= (DM Tlen 'O jen ') = (=D)MI-TT;2, ¢'(§) (mod p)
Kiirze mod(p) mit Hp:Tl 'E o = (=DM (mod p)

E(%)(Satz’uonEule'r)
= (&) = (-p
q.e.d.

Satz 2.11: Reziprozitdtsgesetz

p, q ungerade Primzahlen p # ¢
PY.(9) = (—1)5 . 4=t

S () (4) = (-1)"F - 55

Beweis:

. . —1 L g—1 .
M={i1<i< G- A3keZ: 55 <p-i—k-q<qg—1}
A= M| = () = (~1)*
N={ji<j<?radiez: 2l <qj—1l-p<p-—1}
w=IN|= (1) = (-1
FiiriGM:a(i)istdieZahlmitq%l<p-ifa(i)-q§q71
Fiir j € N : 5(j) ist die Zahl mit 25 < q-j— (i) - p<p—1
Behauptung: 0 < (i) < pr3
(Analog zeigt man 0 < 3(j) < %3)
pri—ali)g<qg-1<g
=0<p-i<(at)+1) ¢
=a()+1>1>0
Annahme: «a(i) > pr1

. —1 . —1
1<i< % =>p<p-i<p- 5=

. . —1 —1
pricgal)<p ity —g =R -5 -4 =



1 p—1

pLvi
L={{z,y) €ZxZlz € M,y€e N}
p:M—L:i— (a(i)+1,1), I :=p(M)
$:N—L:j— (5,8()+1), A:=p(N)
Behauptung:
IF'={(z,y) € LI0<qg-z—p-y< q%ll}
A:{(x7y)€L|O<p~y—q~x§p%}
Q'xfp'Z/:O(Gerade:y:%.x)
q'x—P'y:qT (Gerade:y:%.x_ qQP)
Beweis fiir I'
Sei (z,y) €T, etwa (i) = (z,y), 1 € M
4l <pri—ali)-q<g-1
h <P'i*(a(i)+1)-q4g1go1
0<(a(i)+1)-q—p-i< i3 <4zt
= (a(@ + 1L, el
Sei nun (z,y) ganzzahlig € L,0<q-z—p-y < q;21
tr=o(y)+17
i < -9l <py—q-x<0
=% <py-qg@-1)<g-1
syeM, aly)y =z—1
E=TAA
|E| = T+ A
N——
verschiedene Seiten der Geraden

D)= |M| =X\ |Al=|N|=p
Definiere v: E — Z2: (z,y) — (
P T ey

g+l g—1
L
Behauptung: v(z,y) € F
(Ivy)er, d.h. 7%_1<q.xfp,y§ q%l

dh =B <q- (B —a)—p- (L -y <G 7

pt1l
2

Das mittlere ergibt:

E —qz+py

=P — %1 = 71751 = untere Abschitzung
P4 prl = q%l = obere Abschitzung
7% =idg = ~ bijektiv

Z7

m |

te kB

()



z t, falls z =t oder y(2) = ¢
Das ist eine Aquivalenzrelation.
Menge der Aquivalenzklassen: E
B :UCEE c

= Bl =2 e Cl
VCeEE:|C|=1V|C|=2

Falls |C] =1: (z,y) =C

o= Pl _ o= pt1
= €L
p = 3mod(4)
q = 3mod(4)

Falls p = 1mod(4) oder ¢ = 1mod(4):
|E| gerade, d.h. (=1)IEl = 41

Falls p = 3mod(4) und ¢ = 3mod(4):
|E| ungerade, d.h. (=1)IFl = —1
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3.3 Primzahltests

Einfithrung

Dieses Kapitel behandeln wir nicht erschépfend, es gibt weitaus mehr, wirklich viel mehr dariiber
zu sagen. Es gibt hierzu eine spezielle Vorlesung “Primzahlen”.

Die grundlegende Fragestellung ist die folgende:

x € N. Ist  Primzahl?

Diese Fragestellung hat weitreichende Konsequenzen, unter anderem basiert das RSA-Verfahren
(Kryptographie) darauf, dafi aus zwei sehr grofien Primzahlen das Produkt gebildet wird und
dieses ohne Gefahr veroffentlicht werden kann.

Es gibt ausser den hier vorgestellten auch definitive Verfahren, diese behandeln wir hier aber
nicht.

Der einfachste Test

Der einfachste Test ist es natiirlich, alle (Prim-)zahlen von 2 bis y/z auf Teilerfremdheit mit  zu
priifen. Bei geniigend groflen Primzahlen ist dieses Verfahren aber illusorisch schlecht.
Es reicht bis zu /& zu testen, da fiir alle z gilt: x =a*xb = a < /z Vb <z

Der Fermat-Test

Ein einfaches (semi-nichtentscheidbares) Verfahren fiir einen solchen Test, das schneller ist,
basiert auf den kleinen Fermat’schen Satz: Sei n ungerade Primzahl, 1 < a < n — 1. Dann ist
a1 =1 (modulo n)

Primzahltest
Gegeben: ungerade natiirliche Zahl n
Aufgabe: Ist n Primzahl?

Verfahren:
Wihle zufilliges @ mit 2 < a <n — 1.

(a) Berechne g = ggT(a,n)
Falls g # 1: n keine Primzahl
Falls g = 1: n eventuell Primzahl

(b) Berechne m = a™~! (modulo n)
Falls m # 1: n keine Primzahl
Falls m = 1: n eventuell Primzahl

(c) Falls n eventuell Primzahl, iteriere das Verfahren mit anderen a.

Dieser Test ist kein definitiver Test; wenn man ihn hierzu missbrauchen will, ist er schlecht.

Carmichael-Zahlen

N keine Primzahl, fiir @ mit ggT(a, N) =1 ist a™¥~* =1 (modulo N)
Dies ist sehr schlecht fiir den Fermat-Test, man stelle sich zwei sehr grofle Primzahlen p, ¢ vor
mit N = px*q und p # q.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, da3 der ggT-Test fehlschligt (= Keine
Entscheidung)?
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a, N teilerfremd < a+ (N) € Z/(p)*
1Z/(p)*| = p(N) = (p—1)(q — 1): Anzahl teilerfremder Zahlen
(pxq—1)—(p—1)(¢ — 1) = p+ g — 2: Anzahl nicht-teilerfremder Zahlen

Relativer Anteil: ’; J:;ff sehr gering

Anmerkung: Es gibt nicht besonders viele, aber unendlich viele Carmichael-Zahlen. Bei einer Carmichael-Zahl
ist mit dem Fermat-Test nicht (realistisch) feststellbar, ob eine Zahl x eine Primzahl ist.

Der Euler-Test

Verfahren:
Wihle zufilliges @ mit 2 < a <n — 1.

(a) Berechne g = ggT(a,n)
Falls g # 1: n keine Primzahl
Falls g = 1: n eventuell Primzahl

(b) Berechne e = a™= € {+1,—1} (modulo n)

Falls e # % ). 1 keine Primzahl
n

Falls e = <L>: n eventuell Primzahl
n

(¢) Falls n eventuell Primzahl, iteriere das Verfahren mit anderen a.
Anmerkung: Es gibt bei diesem Verfahren keine “Carmichael-Zahlen”, man kann sogar die Fehlerwahrschein-
lichkeit beliebig klein wihlen und so lange iterieren, bis diese erreicht ist. Dies ist ein probalistischer Test.
Nun haben wir aber ein Problem: Das Legrende-Symbol ist nur fiir prime n definiert, hier
brauchen wir es aber fiir beliebige. Daher definieren wir nachfolgend das Jacobi-Symbol (gleiche
Notation wie das Legrende-Symbol).
Fiir a, b teilerfremd, b ungerade, b = Hle p;t gilt:

(5) =)

Nun haben wir ein neues Problem: Wir haben fiir das Jacobi-Symbol haben wir noch keine
Rechenregeln. Es gibt aber ein identisch formuliertes Reziprozitéitsgesetz wie beim
Legrende-Symbol. Daher brauchen wir auch keine explizite Primfaktorzerlegung, die aber fiir
eine verniinftige Definition unabdingbar ist:

a b a71*%
(-
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3.4 Darstellung natiirlicher Zahlen als Quadratsummen

Einfithrung

Gesucht sind die ganzzahligen Losungen der folgenden Gleichung;:
a:%—l—xg—i—...—i—xi =a

Fiir a < 0: Keine Losung.

Fira=0:21=29=... =2, =0.

Also betrachten wir die Losungen fiir @ > 0. Im reellen ist dies sehr recht einfach 1osbar, dieses
Problem ist aber auch im ganzzahligen vollstéindig losbar.

Zuerst kann man anmerken: Wenn (1, ..., z,,) Losung ist, dann sind alle Variationen von
(+x1, ..., £2,) Losungen (2™ viele). Daher geniigt es Losungen fiir N zu betrachten.
Definieren wir also fiir n:

M, :={a € Ny|3x1,...,0, EN:a =22 + ... + 22}

Da 0 fiir beliebiges x; erlaubt:

My € My € M3 C My...
Mi: Quadratzahlen
M; C My:5=12+22,8=224+22 10 =12 + 32
My C Ms: 6=12+4+12422 11 =12 +1%2 432, 12 =22 422 4 22
My C My 7=12412+12 42215 =12 +12 + 22 + 3?2

Satz 4.1: Satz von Lagrenge (Vier-Quadrate-Satz)
My =N

Lemma 4.2:

Sei p ungerade Primzahl. Dann gilt 3z,y,m e N: 0 <m <pA 1+ 22 +y%2 =mp

Beweis: (nicht detailiert)
M ={0,.., 251}
©0:Mw—Z/(P):z+— 2?2+ (p)
Y:M—Z/(P):y— —1—y*+(p)
», ¥ sind injektiv (v/)
_ pt1
eI = } PIM] N $[M] # 0

wM]| = 252
Wihle z,y mit 22 4+ (p) = —1 —y? + (p) = 1 + 22 + y? = mp = 0 (modulo p)
Trivial gilt: m > 0, man kann abschétzen: m < p.

2. Nachfolgendes wurde sehr hektisch gemacht, ganz
korrigieren konnte ich nicht, sehr wahrscheinlich sind Fehler
vorhanden

Satz 4.3: M,

n € My < In der Primzerlegung n = pi* * ... * p;* ist r; gerade, falls p; = 3 (modulo 4).

Der Beweis ist methodisch interessant und wird noch nachgeschoben.
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Satz 4.4: M;

n € M3 < n nicht von der Form 4%(8b + 7) ist fiir a,b € N

Der Beweis hierzu ist schwer und wird nicht gemacht.

Beweis: Satz 4.1
a:x%+x%+x§+xi
b=y +y3+vi+ui
21 = x1Y1 + T2y2 + T3Y3 + T4Y4
22 = T1Y2 — T2Y1 + T3Y4 — T4Y3
23 = T1Y3 — T3Y1 + T2Y4 — T4Y2
Z4 = T1Y4 — T4Y1 + T2Y3 — T3Y2

2=12+1%2+02+02

Es geniigt also zu zeigen: Ungerade Primzahlen sind Summen von 4 Quadraten.

Mit Lemma 4.2 gilt: Im:0<m <p:3Jx,y:1+2?> +y2=mx*p

Also 30 < m < p: m* p Summe von 4 Quadraten. Wahle m minimal mit dieser Eigenschaft. Behauptung: m = 1

Annahme m # 1:

}a*b:z%+z§+z§+zz

nachrechnen.

1. Fall: m gerade m *p = x% + :73% + :73§ + xZ entweder 0,2 oder 4 davon ungerade
1 + x2 + x3 + x4 gerade oder oBda 1, z2 gerade oder keiner Gerade.

Es folgt: 1 + x2; 1 — x2; ©3 + x4; ©3 — x4 in jedem Fall gerade.
2 2

2 2
m*p,m*x? Ty — T2 T3+ T4 T3 — T4
2 2 2 2 2

N e N N e,
eN eN eN eN

4Widerspruch zu m minimal.

2. Fall: m ungerade, m > 3 Falls m | z1, 22,23, 24 4wegen Minimalitét

Also m kein gemeinsamer Teiler von 1, x2,x3, z4.

Mit Division mit Rest (leicht abgeéindert):

T =a;xm+ oy lyl <

0<y?+yd+y+yl <4x(Z)2=m?2

yi +y3 +y3 +yi =23 + a3 + 22+ 23 =0 (modulo m)

=lxm;0<I<m

p*m:x%+x§+x§+xi
Lem=yf +v3 + 3 +vj

(z; = a; *m +y;) = 21, ..., 24 sind Vielfaches von m

} siehe Anfang = lxm2xp =27 + 23+ 22 +22 =m?x (3 +...4+13)

zi:li*mél*p:l%—l—...—i—lz 4m minimal

Als letztes kommen noch die Summen von 2 Quadraten, deren Satz hérter zu beweisen ist, als der 4-Quadrate
Satz. Der Hammer ist aber der 3-Quadrate- Satz, fiir den alleine schon etwas 3 Wochen einzurechnen wéiren...
Der Beweis des 2-Quadrate-Satzes wird nicht vollsténdig in allen Einzelheiten durchgenommen.

Satz fiir M, (4.3 nochmal)

n € N ist Summe von 2 Quadraten < In der Primzerlegung n = p’fl % ... % pPr treten alle

Primzahlen p; = 3 (modulo 4) mit geradem Exponenten auf.

Definition 4.5: Z adjungiert ¢

Z[i] :== {a+ bi € Cla,b € Z} Ring der ganzen Gauf’schen Zahlen.
Beispiel: n = a? + b* = (a + bi)(a — bi)

:: C+— C: a+ bi — a — bi Konjugation, hat Einschrinkung auf Z[i].
N:C—R:a+bi=zr z+Z=a%+b> “Normabbildung”

Dies ist bis auf die Wurzel der euklidischer Abstand in R?

N : Z[i] — N C Z Einschrinkung.

N(zt) = N(z) * N(t) Homomorphie-Eigenschaft.

n ist Summe von 2 Quadraten < n € N[Z][i]]
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Satz 4.6:

Z[i)* ={1,-1,4,—i}

Beweis: um zu sehen, wie die Normabbildung benutzt wird
“2’7 \/

“C” Sel z € Z[i] %5 1 = zt;
1=N(1)=N(z)*N({t) = a2+ =N(z)=1,z=a+bi
~—— —~—
€N €N
=>=a=0;b=4+1Vb=0;a==+1
Z[i] ganz dhnlich zu Z, Euklidischen Algorithmus, Primzahlen, ...

nachfolgend jeweils nur schwach gezeigt (soweit wir es halt brauchen)

Sachen hiernach habe ich mit einigem Abstand getext, hoffentlich mache ich keinen Fehler...
Zuerst beweisen wir, dass Z[i] ein nicht anordnenbarer euklidischer Ring ist (daher nutzen wir die Norm).

Satz 4.7: Euklidischer Ring
z,t € 2|, t £ 0 = 3q,r € Z[il:z = qt +r AN(r) < N(t)

Beweis:

(N(z) <N(t): V)

Suche g : N(z — gt) < N(t) Ausflug nach C
N(E -9 <N({H=N1=1

(Es gibt eine Ecke mit Abstand < 1 zum Punkt)

Definition 4.8: © Primzahl

m e Z[i], m #0, m & Z[i]*

7 ist Primzahl, wenn gilt: 7 |uxv =7 |uV 7w |v

Primzahl * Einheit = Primzahl (assoziiert)

a,b € Z[i] assiziiert, falls es € € Z[i]* gibt: a = €b

Partition der Primzahlen (durch Assoziiertheit) - wihle einen Reprisentanten aus jeder
Partitionsmenge: 11

Teilweise hier Beweise
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Satz 4.9: Hauptidealbereich

Seien ay, ...,a, € Z[i] = Ja € Z[i]: Z[i] xa = Z[i] * a1 + ... + Z[i] * a,
Vergleiche mit dem ggT in Z.

Euklidischer Ring = Hauptidealbereich Z, K[X], Z[i]. Es existieren wenige euklidische Ringe.
Das kommt in der Algebra-Vorlesung (aber auch in Computeralgebral).

Satz 4.10: ,,Primfaktorzerlegung*

0 # z € Z[i] = Es gibt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Weise der
Darstellung z = emy * ... x w5 € € Z[i]*; 71, ..., mp € 1T

Beweis: Stichworte

Existenz: Induktion nach der Norm von z
N(z) <n ok

N(z) <n+1 = N(z) =n+1, wenn z Primzahl: hinschreiben. Ansonsten z = u x v (vgl. 4.10)
N(z) = N(u) * N(v) mit Induktion.
—— N~
<n <n
Eindeutigkeit: z = e*m) * ...k T = p* 0] *...%x 05 obDa r < s
Induktion nach r:

Vorgehen: Einen Faktor wihlen, kiirzen, Induktionsannahme nutzen.
Siehe auch Z.

Frage: Wie bestimmt man Primzahl in Z[i]?

Lemma 4.11: T Primzahl

7 € Z[i] Primzahl = 7 Primzahl

Lemma 4.12: N(7) einfache oder quadrat von Primzahl

7 € Z[i] Primzahl = N(7) = pV N(x) = p? mit p Primzahl in Z
Beweis:

obDa _
Seim«T=N(m)=lxm,ggT(I,m)=1=rw|lVa|lm=T|l(l=axm=l=]l=axT)
Angenommen 7 |m: 1l =ul+vm=m7|1%

m miisste Einheit sein %
N(r)=pF, 1<k

Angenommen k >3: w7 = N(w)= pP 4
——
2 Faktoren min 3 Faktoren

Lemma 4.13: Primzahlen berechenbar

p € N Primzahl, dann ist p Primzahl in Z[i] oder p ist Produkt von zwei Primzahlen in Z[i], die
zueinander konjugiert sind. (Nur ein Fall asso)

Wenn p = a * f3; o, 5 & Z[i]* folgt «, 3 Primzahlen und zueinander konjugiert. (Damit sind
Primzahlen ganz explizit berechenbar)

Beweis:

p keine Primzahl in Z[i]

p=oax*faf&L[i]*

p? = N(p) = N(a) * N(8) = N(a) = p A N(B) = p (weil p in Z Primzahl)

Sp=axa=0x*0

Behauptung o Primzahl, Annahme nicht: a = o/ * o/ p = N(a) = N(¢/)* N(a") 4
#1 #1

(... noch nachpolieren - keine Zeit, qed)
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Satz 4.14: Falle fiir p Primzahl

p € Z Primzahl, nachfolgendes alle Félle fiir Primzahlen in Z[i]:

Einziger Fall wo assoziiert ist

——
p=2 2= (1+14)(1 — 1) =—i(1+i)>=N(1+1)
p=3 mod 4 pist Primzahl in Z[i], N(p) = p?
p=1 mod4d p= N(a + bi) mit 0 < |b] < a

———
grofite Quadratzahl oft Realteil
Beweis:

(quadr. Reziproz.)
Fall 1: /

Fall 2: Annahme p keine Primzahl:
= 3r € Z[i] Primzahl: p = w* 7
T=a+Bi=>p=a?+p5%50<a,B<p
2
In Z/(p): 0* + () = =B+ () = (§) + () = (-1) + ()

= (%) = +1 4(1. Ergénzungssatz zur Quadratischen Reziprozitét)

Fall 3: nicht gemacht (wieder 1. Erginzungssatz)

Der erste Ergidnzungssatz hilft uns die Primzahl hier zu finden, er ist von einer ganz starken strukturellen
Bedeutung.
(Annahme irgendeine PZ: PZ oder PZ? ..))

Als krénender Abschluss beweisen wir nun noch den Zwei-Quadrate-Satz:

Beweis: Zwei-Quadrate-Satz

T
Piy..yPs =3 mod 4;
Ds41, -, Pr Z3 mod 4;
ki=2x[; firi=1,...;s
Fiir ¢ = 1...s gilt: pf" = p?l" = N(pil)
Fiir ¢ = s+ 1.7 gilt: p; = N(m;).
Gemeinsam folgt: a = N(pll1 . %L wffil P

,<=¢ Sela = N(z) = N(w]fl * .ok = N(w]fl) * ok N(mpom)
(entweder PZ oder quad. PZ)
= N(m) =p*p

*

Quintessenz - nicht leserlich *seufz
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