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1 EUKLIDISCHE GEOMETRIE 1

1 Euklidische Geometrie

1.1 Axiome fiir die Euklidische Geometrie

1.1.1 1. Inzidenzaxiome

I.1 Zu zwei Punkten x,y € &2, x # y gibt es genau eine Gerade G C ¢ mit x / G und
vIG.
xy: Verbindungsgerade von x und y.

[.2 Zu G C ¢ gibt es mindestens zwei verschiedene Punkte auf G

I.3 Es gibt drei verschiedene Punkte, die nicht kollinear sind.
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1.1.2 II. Abstandsaxiome
Es gibt eine Abbildung d : & x & — R= mit

IL1 d(x,y) =0<=x=Yy
1.2 d(x,y) = d(y,x)

IL3 d(x,y) >d(x,z) +d(z,y)

1.4 x,y,z € & sind kollinear
< d(x,y) =d(x,z) +d(z,y)
oder d(x,z) =d(x,y) +d(y,z)
oder d(y,z) = d(y,x) +d(x,z)

1.1.3 Definitionen

e 7 liegt zwischen x und y (x,y, z verschieden), wenn gilt: d(x,y) = d(x,z) +d(z,y)

e (x,y) ={z|zliegt zwischen x und y} ist die offene Verbindungsstrecke
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e [x,y] ={x}U(x,y) U{y} ist die abgeschlossene Verbindungsstrecke
o x,yE P xFy

— (x,00)y={z€ P |z€ (x,y) oderz=y odery € (x,2)}
(_°°7x>y - {Z S ‘@ |)C € (y,Z)}
offene Halbgeraden (Strahlen) mit Anfangspunkt x
= [x,00)y = (x,00), U {x}
(=00, 4]y = (—o0,x)y U {x}
abgeschlossene Halbgeraden (Strahlen)

1.1.4 1III. Anordnungsaxiome

III.1 Fiir jeden Punkt x € &2 und jeden Strahl mit Anfangspunkt x und jede reelle Zahl
0 < r gibt es auf dem Strahl genau einen Punkt y mit

III.2 Zu jeder Geraden G gibt es zwei Punktmengen & 1, &g, mit

a) P1#0, P62#0, P61NPcr=0
b) @GJU?GQZ{XE L |X,IG}
c) Sindx € P 1,y € P, so hat (x,y) einen Punkt mit G gemeinsam

d) Sind x,y € P, oder x,y € P, so schneidet G die Verbindungsstrecke
(x,y) nicht.

(@GJU{x|x1G}
Pi2U{x|x 1 G} abgeschlossene Halbebenen
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1.1.5 Definition

Eine Bewegung ist eine bijektive Abbildung ¢ : &2 — &, so daB d(@(x),¢(y)) =d(x,y)
ist.
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1.1.6 1IV. Bewegungsaxiom

Sind x,y,z,t € P, x # y,z #t. Ist d(z,t) = d(x,y), so gibt es genau zwei Bewegungen
@1, @2 mit @;(x) =z, ¢i(y) =1

Oi({ P51, Pry2}) = { P51, P72} D. h. durch @; wird die Menge der Halbebenen
auf die Menge der Halbebenen abgebildet.
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1.1.7 V. Parallelenaxiom

Zu G € 9 und zu x ] G gibt es hochstens eine Gerade H mitx I H, H || G.
Betrachtet man die Geometrie der Stiickgeraden, so sind Gy || G2

1.1.8 Definition

e Inzidenzgeometrien erfiillen: 1. (die Inzidenzaxiome).

Metrische Inzidenzgeometrien erfiillen: 1. + II..

Anordnungsgeometrien: I. + I1. + IIL

Absolute Geometrie (auch neutrale Geometrie): I. + II. + IIL. + IV.

Zyklische Geometrie: I. + II. + III. + IV. + V.

Hyperbolische Geometrie: 1. + II. + III. + IV. + X. (d.h. V. ist falsch)
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1.2 Inzidenzgeometrie
1.2.1 Satz

Zwei Geraden (verschieden) schneiden sich hochstens in einem Punkt.

1.2.2 Satz

Es gibt drei verschiedene Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen.

Beweis
Nach 1.3 gibt es drei Punkte, die nicht kollinear sind.
Xy, xz,zy verschieden

Falls r € XyNxzNZy, dann giltt # y&y,t € XyNyz = Xy = yZ = X, y, z kollinear.

Alternativer Bewelis:
X,y,z nicht kollinear
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1.2.3 Beispiele

1. & beliebige Menge mit | 2| > 3
¢: 2-elementige Teilmengen von &
Inzidenz: Elementbeziehung

2. K Korper
V K-Vektorraum, dim(V') > 2
P =V
¢ .= Menge der affinen Geraden
v,w € V, y # w, dann ist die affine Gerade: {Av+puw |A+u =1}
Inzidenz: Elementbeziehung

— Fiir K = R und dim(V') = 2 haben wir die Ebene: euklidische Geometrie!

— Fiir K = R und dim(V) = 3 haben wir den Raum, aber die Parallelenaxiome
gelten nicht mehr so wie wir es definiert haben, denn windschiefe Geraden
sind auch parallel.
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3. Sei (£,9,1) Inzidenzgeometrie
Sei &' C P Teilmenge, die drei nicht-kollineare Punkte hat.
Setze 9' ={G € ¥ | Ix,y e P : x#y&xy = G}
I'=(2" x9NI

4. (2,9,1) : R (d.h. die Ebene mit allen Punkten und allen Geraden)

1.3 Metrische Inzidenzgeometrie

1.3.1 Beispiele

1. (£2,9,1) vollstindiger Graph auf &2

1 fallsx+#y
d(x,y) = bcy = { 0 fallsx=y
x,y,z verschieden.
x,y,z kollinear <=
d(x,y) =d(x,z) +d(z,y)
d(x,z) =d(x,y) +d(yz)
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d(y,z) =d(y,x) +d(x,2)
Da eine Gerade in dieser Struktur nur 2 Punkte enthilt konnen 3 Punkte niemals

kollinear sein und die rechte Seite der Aquivalenz ist auch niemals erfiillt, denn
1#£1+1=2

2. (£,9,1,d) metrische Inzidenzgeometrie.
P'CP,GCYG, I =IN(P x4 Inzidenzgeometrie
Mit d' = d| g« o : metrische Inzidenzgeometrie

3. R?
d((x,y),(z1) =/ (x—2)*+(y—1)?
d ist eine Metrik (siehe Analysis)
Wir iiberpriifen jetzt die 4. Bedingung (3 Punkte kollinear <= ...)
y=x+A(z—x) A €(0,1)

d(x,z) =d(x,y) +d(y,2)

Falls d(x,z) = d(x,y) +d(y,2): x,y,z kollinear folgt nach Cauchy-Schwarz’scher
Ungleichung

x,yeR, x#y. (x,y) ={Ax+(1—=A)y| A € (0,1)}: Verbindungsstrecke
Halbgeraden:

(t.%), = {x+A(y—2) | A >0}

(—eou)y = {r+A(y—x) | 2 < 0}
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Keine metrische Inzidenzgeometrie:
d((x,y),(z,t)) =max{|x —z|, |y —t|} ist eine Metrik auf R? (siche Analysis)
d((x,y),(z,t)) = |x —z| + |y — | ist auch eine Metrik auf R?.

(

Ginhilssphire [iiv ol

éihh..'lSspkﬁrc }ﬂ:' ol
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d"((0,0),(1,1)) =2
d"((0,0),(0,1)) =1
d"((0,1),(1,1)) =1
d.h. (0,0), (0,1) und (1, 1) sind nicht kollinear
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1.3.2 Proposition

Wenn x zwischen y und z liegt, so liegt x auch zwischen z, y

Beweis:
x zwischen y, z = x € (y,z), d.h. d(y,2) = d(y,x) +d(x,2)
Verwende die Symmetrie der Metrik d(z,y) = d(x,y) +d(z,x) <= x € (z,y)

1.3.3 Proposition

Sind x,y,z € & verschieden und kollinear, so liegt genau einer der Punkte zwischen den
beiden anderen

Beweis:

Wegen x,y, z kollinear, gilt eine der Gleichungen:

d(x,z) =d(x,y) +d(y,2)

Setze a = d(x,y) >0, B =d(x,z) >0und y=d(y,z) >0

dh. a=8+y
p=a+y
y=oa+p

und nach II.4 gilt eine dieser Gleichungen.

Eine der drei Zahlen ist grofler als die beiden anderen = nur eine Gleichung
gilt.

Die liangste Strecke fiir 3 kollineare Punkte gibt die beiden Endpunkte an.
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1.3.4 Proposition

xX#ye S

(a) (x7 oo)y n (—oo,x)y =0

(b) (x,y) = <x7°°)ym (ya °°)x

Beweis: Siehe Proposition 1.3.5

1.3.5 Proposition
G.x,y€G,x#y

(a) <_°°7x)y A (x7°°>y =0
(b) (—o0,x)yU(x,00)y ={z€ G|z #x}

(C) ()C, oo)y N (ya oo)x = (x,y)

Beweis:

() 2 € (~oo,2)y heibtx € (7,2) ()
Z € (x,00), heit z € (x,y) oder z =y oder y € (x,z2)
Bedingung (*) kann nicht gleichzeitig mit einer der anderen drei Bedin-
gungen erfiillt werden. Damit folgt die Behauptung.

(b) (x,00)y ={x+A(y—x) |4 >0}
(=00, x)y ={x+A(y—x)| A <0}
Damit folgt:

(oo Ulros)y = (x+AG-x)]2£0)
{zeG|z#x}
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(c) z € (x,00)y heifit z € (x,y) oder z=y oder y € (x,z)
Z € (y,0), heiBt z € (y,x) oder z = x oder x € (y,z)
Falls z =y oder y € (x,z) gilt, kann z = x oder x € (y,z) nicht gelten.
Damit kann nur z € (x,y) < z € (y,x) erfiillt sein.

1.3.6 Frage

x,y € (a,b), d.h. x,y liegen zwischen a, b.
a,b,x,y verschieden.
= (x,y) C (a,b) ist das richtig?

Behauptung: Die Aussage ist falsch.

Gegenbeispiel:

oder
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d(x,y) =d(a,b) =2
d(a,x) =d(y,b) =d(a,y) =d(x,b) =1
Seien o, B,y € Z.

(o, B) < d(a,y)+d(y,B)?

Seid(a,pB) =2.

Falls Y = o oder ¥ = 3, dann ist es trivial.

Falls y # a&y # B = d(a,y),d(y,B) > 1, die Ungleichung gilt!
Annahme «, 8, y kollinear & verschieden. Dann gilt einer der folgenden Glei-
chungen:

d(“?Y) = d(OC,,B)—Fd(ﬁ,’)/)
d(a,B) = d(o,7)+d(y,B)
d(B?Y) = d(Bva)+d(a7 )

o, B,y 1 G G hat nur vier Punkte = entweder a,b € {a, 3,7} oder

x,ye{a,ﬁ,}/}
Seia,b e {a,pB,y} etwa o =a, B =b. Mit
d(a7ﬁ) = 2
dla,y) = 1
d(y,p) =1

folgt d(a, ) = d(a,y)+d(y,B).
Analog falls x,y € {a, 8,7}

%,y € (a,b) = (x,) C (a,b)

d(a,b) = d(a,x)+d(x,b) und analog fiir y
=2 —1 =1

a,b e (x,y)

d(x,y) = d(x,a)+d(a,y) und analog fiir b
=2 =1 =1
daa,b € (x,y) aber a,b ¢ (a,b) folgt dann (x,y) Z (a,b)

1.3.7 Proposition

c € (a,d) = (a,c) C (a,d)

Beweis:
Sei b € (a,c)
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a c ;
d(a,c) = d(a,b)+d(b,c)
d(a,d) = d(a,c)+d(c,d)

= d(a,b)+d(b,c)+d(c,d)
D.U.

> d(a,b)+d(b,d)

D.U.

> d(a,d)

damit d(a,d) = d(a,b) +d(b,d), d.h. b € (a,d) Voraussetzung b € (a,c) &
ce (b,d)

q 6 (o d

Folgt daraus b € (a,d) & ¢ € (a,d)?

Behauptung: b € (a,d) < ¢ € (a,d)

Beweis:
d(a,c) = d(a,b)+d(b,c)
d(b,d) = d(b,c)+d(c,d)

d(a,d)=d(a,c)+d(c,d) = d(a,b)+d(b,c)+d(c,d)

=]
x
of
ch

Seiae Z,0<reR.
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K(a,r) = {x|d(a,x)<r} offene Kugel
K(a,r) = {x|d(a,x) <r} abgeschlossene Kugel
K(a,r) = {x|d(a,x)=r} Sphire

Zwei Kreise haben 0, 1 oder 2 Schnittpunkte. Das gilt aber nur in der euklidischen Geo-
metrie.

Beispiel (zwei Kreise haben mehr als 2 Schnittpunkte):
P Menge, | 2| >3

¢: Menge der 2-elementigen Teilmengen von &
Inzidenz: €

d(xvy ) = 6)0’

Seien a,b € &, a # b. Dann gilt:

S(a,1)NS(b,1)| = [2] -2,

denn:
S(a,1) = {xe Z|d(a,x)=1}
= {xe Z}\{a} (d(a,a) = 64 =0)
S(b,1) = {xe Z}\{b} (d(b,b) =& =0)
damit also

S(a,1)NS(b,1) = ({xe ZI\{a})Nn({xe Z}\{b})
= {xe Z}\{a,b}

also |S(a, 1)NS(b,1)| = | 2| 2.

Grundlagen der Geometrie



1 EUKLIDISCHE GEOMETRIE 19

Sei (M,d) ein metrischer Raum. Sei C C M Teilmenge, C # 0.
dc: M — R=: x — inf{d(x,c) | c € C} stetig.

1.3.8 III. Anordnungsaxiome

III.1 Zu r € R= gibt es genau einen Punkt a, auf der Halbgeraden mit d(a,a,) = r.

a Q¢

1.2 Fiir jede Geraden G, ¢, 7 gilt:

a) PENPG=0,PL+0,P;+0

b) ZLUGUZ; =2

¢) Sindx € Pt ye Pz, sogilt: (x,y) NG #0

d) Sindx,y € ZZ oderx,y € P, so gilt: (x,y) NG =10

1.4 Satz

Jede Gerade, jede Strecke, jede Halbgerade hat o viele Punkte. Durch jeden Punkt gehen
oo viele Geraden.

Beweis:
(a,b), a# b (a,o)p: zu jeder Zahl r > 0: Punkt a, mit d(a,a,) =r

N

Wann ist a, € (a,b)?
Sei a, # a,b

a, € (a,b) & d(a,b) = (a,a,)+d(ar,b) < 0<r<d(a,b)
——

=r
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#Geraden durch r > #Punkte auf G.

1.5 Definition

Seien a, b, ¢ nicht kollinear. Das Dreieck mit Ecken a, b, c ist:

A(a,b,c) ={a,b,c}U(a,b)U(b,c)U(c,a)

offene Seiten: (a,b), (b,c), (c,a)
abgeschlossene Seiten: [a,b], [b,c], [c,d]

1.6 Satz von Pasch

Sind a, b, ¢ nicht kollinear, a, b, ¢ ¢ G. Falls G eine offene Seite schneidet, dann schneidet
G genau eine der beiden anderen offenen Seiten auch.
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Beweis:

OE:

G N (a,b) # 0. Dann folgt nach Axiom IlL.2c) a € P}, b€ .
¢ ¢ G. Dann folgt nach Axiom IIL.2b) ¢ € P oder c € 2.
Seice Pt

a,c € P, = nach Axiom I11.2d) (a,¢)NG =0

be P;,ce PE = nach Axiom IIL.2¢) (b,c) NG # 0

Fiir c € &, : analog

1.7 Satz

Seia € G, b ¢ G. Daraus folgt (a,), C P/ oder (a,), C P. (—,a), liegt in der
anderen Halbebenen.

Beweis:
?+
& &
- %
OBdA: b € @g
Seix € (a,);
1.Fall: x € G

dann folgt a,x € ab,a # x und a,x € G. Daraus folgt G = ab =
b € G im Widerspruch zur Voraussetzung b ¢ G.

2Fall: x € 7
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dann folgt: x, b liegen auf verschiedene Seiten von G.

Damit gilt nach Axiom IIL.2¢): (x,b) NG # 0

(x,h)) NG CxbNG = {a} = a € (x,b) = x € (—0,a),.

Daraus folgt (a,o0), N (—e0,a), = {x} im Widerspruch zu (a, ), N
(_°°7a)b =0.

Daher: x € L@g
Seix € (—o,a),

d.h. a € (x,b) = GN(x,b) # 0. Dann folgt nach Axiom III.2c):
x,b liegen auf verschiedenen Seiten von G = x € &

1.8 Satz

Seiena,ba#b,ac G,b¢ G,a¢ H, b€ H = (a,b)=abN P2N P,

DAY

Beweis:

(baoo)a N (aaoo}b = (a,b)
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Behauptung:
(a,00)p = abn gzg
Beweis: ,,C*

x € (a,»), = x € ab
b e (a,oo);,ﬂ,@g = (a,oo)b - ;@g
Also (a,), C abN 5,

(13
”2

Seix € abnN 2%
x € ab,x#a= x € (a,); oder x € (—,a),
~——r

CP
Da (—o0,a), in der anderen Halbebenen leigt, ist x € (—0,a),
unmoglich, d.h. x € (a,0),

Somit folgt:

(avb) = (b,oo)aﬂ(a,oo)b
= (abN 2% N (abN P%)

1.9 Satz

a, b, x, y verschieden und x, y € (a,b). Daraus folgt: a ¢ (x,y), b ¢ (x,y), d(x,y) < d(a,b)
und (x,y) C (a,b).

Beweis:

x,y € (a,b) = x,y € abN 2% = (a,),,
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Falls a € (x,y): (x,y) NG # 0 = x, y auf verschiedene Seiten von G. Im Wi-
derspruch zu x, y € @g.

Also a ¢ (x,y). Analog b ¢ (x,y).

a¢ (x,y) = x€(a,y)odery € (a,x)

b ¢ (x,y) = x€ (b,y) odery € (b,x)

Annahme: x € (a,y)

Sei K Gerade so dass y € K, K # ab

y = (a,b)NK = a, b liegen auf verschiedene Seiten von K (nach Axiom
I11.2¢))

OE:

ac f@,‘(", be Py:xe (y,0), C @;

Falls x € (b,y), dann x € ¢ (in der selben Halbebene wie b) Widerspruch!
Analog: es kann nicht gleichzeitig gelten: y € (a,x)&y € (b, x).

d(a,b) = d(a,x)+d(x,b)

- d(a,x) +d( 7y)+d(y7b)
~—— —
>0 >0
> d(x,y)
(x,) € (a,b) = (a,%)y N (b,0)q und x, y € F.
(x,y)NG =0 = (x,y) C P2, ebenso: (x,y) € Z.

1.10 Definition

a, b, ¢ nicht kollinear.
A°(a,b,c) = PN PL.N P

ist das Innere des Dreiecks A(a,b,c).
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1.11 Satz

a, b, ¢ nicht kollinear. u € A°(a,b,c) = aun (b,c) # 0.

Beweis:

u ¢ ab und au # ab. Fiir die Gerade #v haben wir 3 Moglichkeiten:

(1) wv schneidet (a,c)
(2) oder schneidet (b, c) (Satz von Pasch)
(3) oder geht durch ¢

(1),3): Seiw=uvNac = w € (a,»),
Annahme: v € (u,w)

Dann liegen u, w auf verschiedene Seiten von ab.
w, ¢ liegen auf derselben Seite von ab.
we X< = u¢ P Im Widerspruch zu u € A°(a, b, c)

Annahme: w € (u,v)
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Dann liegen u, v auf verschiedene Seiten von ac.
u, b liegen auf derselben Seite von ac = b, v liegen auf verschie-
denen Seiten von a@c. Aber v € (a,), = v € 2. Wiederspruch!

Alsou € (v,w).
u € (vyw)Nau = v, w liegen auf verschiedene Seiten von au (*)
Wir wissen:

w, ¢ liegen auf derselben Seite von au (**)
v, b liegen auf derselben Seite von au (**%*)

Aus (*), (**) und (**%) folgt dann: b, c liegen auf verschiedenen Seiten von
au. Nach Axiom III.2¢) folgt dann au N (b,c) # 0

(2): Sei w € (b,c) Nvu. Nach Satz von Pasch gilt:

aun (v,b) # 0 oder
aun (w,b) #0

aun (v,b) = 0 sonst @it = ab Widerspruch zu u € A°(a,b,c).
Also aun (w,b) # 0.

Sei x € aun (w,b). Es gilt noch (w,b) C ( )
Damit ist x € (b,c), d.h. aun (b,c) # 0, denn au = ax (wegen x € au haben
au und ax 2 Punkte gemeinsam).
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a LY b
| I |
T I T
0<A<1
0<A-d(a,b) <d(a,b)
d(a,ay):A-d(a,b)
1.12 Parametrisierung einer Geraden
¢ : R — G Homomorphismus (¢ bijektiv, ¢, ¢! stetig).
1.13 Definition von ¢
Seiena,b € G,a# b
¢ R= = [a,00), 17— @*(r) d(a, @™ (r) =7
¢ R = (—ealpir— @7 (r) dla,@(r)=r
r .. et r=0
o:R \a%/.r {go_(r) <0
a b
| |
1 |
I
- 0 +

1.14 Satz

¢ ist eine Parametrisierung.

Beweis:
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e ¢ injektiv
Sei ¢(r) = 9(s)

— 1. Fall:

o(r)=0¢(s)=a<=r=s=0

— 2. Fall:
o(r)=0(s) <(a,»)p <= 0<rs
und d(a,@(r)) =r,d(a,¢(s)) =s

— 3. Fall:
o(r) = @(s) € (—,a)p, == 1,5 <0
—r=d(a,@(r)) =d(a,@(s)) = —s<=r=s

e (¢ surjektiv
Seixe G
Seix=a:¢@(0)=x
Seix € (a,), x=@(d(a,x))
Sei x € (—e0,a), x=¢@(—d(a,x))

e ¢ bijektiv
¢ surjektiv und injektiv <= ¢ bijektiv

o ¢! stetig
_ d(a,x) x€(a,o)
1 _ ) )
¢ (X) B { _d(a7x) X € (—oo’a]b
M metrischer Raum, z € M
d;:M — R:z—d(z,t) stetig
FallsZ=M,Z # 0
d, M —R:z—inf{d(z,t)|z € Z} stetig

d,:G— R x—d(a,x) stetig

+1 x€(a,o)

G:GH{JA’_I}:xH{ —1 x €& (—o,d],

o-d, = @~ ist stetig.

e ( stetig
SeireR.Sei0 < €.
2Z.:30<6:9((r—96,r+9)) <K(o(r),e)
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— 1. Fall
r=0.Seie >0
Setze 6 = ¢
Falls s € (—¢,¢

E

s=0 ¢(s) = ¢(a
,0(s))

)=

x 1. Fall

Seis=r

¢(s) =o(r) € Ul(a,€)
x 2. Fall

r—e<s<r

d(a,@(s)) =s <r=d(a,(r)

d(a,0(r)) = d(a, ¢(s)) +d(¢(s), 9(r))

d(@(r),p(s)) =r—s<e
% 3. Fall
r<s<r—+e

d(a,@(s)) =s>r=d(a,(r)

dla, 9(s)) = d(a, ¢(r)) +d((r), ¢(s))

=s —r

Parametrisierungen:

(P+ . RZ - [a’oo)b

o R — (_oova]b

Es gibt einen Punkt b € G mit d(a,G) = d(a,b)
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1.15 Satz

Sei G eine Gerade und a ¢ G = 3z € G: d(a,z) =inf{d(a,z) | z € G}.

Beweis:

d,: P — R=: x+— d(a,x) ist stetig

Fir R % G % R> mit ¢ Parametrisierung ist d, o ¢ : R — R~ auch stetig.
Wihle y € G fest.

Sei x € G beliebig. Nach Dreiecksungleichung gilt:

d(x,y) <d(a,x)+d(a,y)

Damit folgt: d(x,y) —d(a,y) < d(a,x).

Wenn d(x,y) > 2d(a,y) ist, folgt dann d(a,x) > d(a,y).

M ={xe€G|d(a,x) <d(a,y)} ist eine beschrinkte und abgeschlossene Men-
ge. Damit ist ! (M) C R kompakt.

Daraus folgt: die stetige Abbildung d, o ¢ nimmt auf die kompakte Menge
@~ (M) ein Minimum an, etwa in p € R. Setze z = ¢(p).

Behauptung: d(a,z) = inf{d(a,x) | x € G}

Beweis:
Seix € G.
e Falls x € M: d(a,z) < d(a,x) nach Wahl von z.
e Fallsx ¢ M: d(a,x) >d(a,y) >d(a,z) =inf{d(a,x) | x € G}.

1.16 Folgerung

Offene Halbebenen sind offen.
Geraden sind abgeschlossen.
Das Innere eines Dreiecks ist offen.

Beweis:

e Offene Halbebenen sind offen
Sei G eine Gerade, @g eine offene Halbebene dazu.
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Seia € Pt Seize Gmit0 < p=d(a,z) =inf{d(a,x) | x € G}.
Sei K(a,5) C 2 (K(a,%) = Kreis mit Mittelpunkt a und Radius 5)
Seix € K(a,5). Fallsx ¢ 2}

1. x € G.dann d(a,x) < § <inf{d(a,y) | y € G}. Widerspruch!

2. x€ P5:3y€ (a,x)NG = d(a,y) < d(a,x) < 5. Widerspruch!
Damit sind offene Halbebenen offen.

e Geraden sind abgeschlossenn
G = P\ (PLUP;) = G ist abgeschlossen.
—_——

offen
e Das Innere eines Dreiecks ist offen
A°(a,b,c) = PN PENPL
~ =~ =~

offen  offen  offen

= A°(a,b,c) ist offen.

1.17 Bemerkung
Sei p, : A°(a,b,c) — (b,c): u— aun (b,c) (analog py, : A°(a,b,c) — (a,c)).

Dann ist die Abbildung p,, stetig.
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1.18 Bemerkung

Sei ¢ : R — bc eine Parametrisierung mit ¢ (0) = b und ¢(d(b,c)) = c.

Damit ist ¢ : (0,d(b,c)) — (b,c) ein Hombomorphismus.

-1
Ta: A°(a,b,¢) 28 (b,c) 2, (0,d(b,c)) ist eine stetige Abbildung.
Sei die Abbildung A°(a,b,c) — (b,c) x (a,c) mit u — (py(u), pp(u)). Und sei die Abbil-
dung (b,c) x (a,c) — (0,d(b,c)) x (0,d(a,c)). Dann ist diese Abbildung ein Homdomor-
phismus (d.h. die Abbildung (b,c) x (a,c) — (0,d(b,c)) x (0,d(a,c)) ist stetig und bi-
jektiv und die Umkehrabbildung ist wieder stetig).

Beispiel: Das Innere des Dreiecks ist homéomorph zu dem Inneren des Rechtecks.

1.19 Definition

Sei f: & — R definiert durch x — d(b,x) —d(a, x).
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a T

< 0 , wenn x naher bei b als bei a
Dann ist f stetig und es gilt f(x) ¢ =0 , wenn x von a und b gleich weit entfernt.

> (0 , wenn x nidher bei a als bei b

1.20 Satz

Seien a,b € & und G eine Gerade, so dass: a € G, b ¢ G = f hat auf G ein Maximum
bei a und ist auf beiden Halbgeraden bei Entfernung von a strikt monoton fallend.

Beweis:
Es gilt: f(a) =d(b,a)
Seix € G, x #a.

= a, b, x nicht kollinear
= d(b,x) <d(b,a)+d(a,x)
= f(a) <d(b,a) = f(a)

zu zeigen: x € (a,y) = f(x) > f(y)
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d(a,y) d(a,x)+d(x,y)

fy) = d(b,y)—d(a,y)
= d(b,y) —d(ax) —d(x,y)
< d(b,x)+d(x,y)—d(a,x)—d(x,y)
= f(x)

1.21 Folgerung

Auf G gibt es hochstens einen Punkt, der von a und b denselben Abstand hat.

Beweis:

& G

Annahme f(x) = f(y) =0,x #y=a € (x,y)

d(b,x)—d(a,x)=0
d =0

d(bvy) - (a7y>
d(b,x)+d(b,y)—d(a,x)+d(ay) =0
d(x.y)

d(b,x)+d(b,y) =d(x,y)
= X, Y, b kollinear. Widerspruch!
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1.22 Folgerung

Seix € &, f(x) =0 und a,b,x nicht kollinear. Sei u € A°(a,b,x) und H = au.

$ =0
W
",
ﬂ{a)co "o

= Dann gibt es einen Punkt y € H mit f(y) =0,y € A°(a, b, x).
Beweis:

Seiv=HnN(b,x).Es gilt: f(a) >0und f(v) <0 (da f(x) =0)
Da f(v) <Ound f(a) >0 ZHS uf (a,v) nimmt f den Wert O an (z.B. in y).

1.23 Definition

Seien s und ¢ Halbgeraden mit denselben Anfangspunkt a. Das geordnete Paar (s,7) ist
der gerichtete Winkel von s und ¢ : Z(s,¢). a ist der Scheitel und s, ¢ die Schenkeln des
Winkels.

Das Innere des Winkels ist: Z°(s,t) = LN P2
Der abgeschlossene Winkel ist: /(s,t) = Z(s,t) U Z°(s,t)

1.24 Bemerkung

Man soll speziell zwei Fille behandeln:
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Falls s = t: dann haben wir ein Nullwinkel und £°(s,t) = 0
Falls 5 =7, s # t: dann haben wir ein gestreckter Winkel und /°(s,t) = 22

s
oder £°(s,t) = P

1.25 Bemerkung

Seien a, b, c verschiedene Punkte. Sei s = (a,); und t = (a,).. Dann gilt: Z(bac) =
L(s,t):

1.26 Bemerkung

Man kann Winkeln nach ihrer Groe vergleichen. Beispiel:

L(s,t) > ZL(u,v)

1.27 Bemerkung(Winkelsumme in einem Dreieck)

Bis jetzt haben wir keine Methode kennengelernt um die Winkeln in einem Dreieck mit-
einander zu vergleichen.
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2 Absolute Geometrie

d(a,b) =d(c,d)

2.1 Bewegungsaxiom:

Es gibt zwei Bewegungen ¢ und y mit ¢(a) = ¢ = y(a) und @(b) =d = y(b).
Es ist (p(@%) = 9% und W(@%} =7

2.2 Satz
Sei ¢ : & — & eine Bewegung.

a) ¢ ist bijektiv

b) ¢ bildet Geraden auf Geraden, Halbgeraden auf Halbgeraden und Verbindungsstre-
cken auf Verbindungsstrecken ab.

¢) Istae G= ¢(a) € ¢(G)

Beweis:
a) ¢ bijektiv < ¢ injektiv & surjektiv
¢ injektiv:
Seia#b=d(¢(a),p(b))=d(a,b) >0= @(a)# ¢(b) = ¢ injektiv.
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b) Sei G Gerade. Seien a,b € G, a # b. Dann ist 9(G) = ¢@(a)@(b).
Sei x € G, x # a,b. Dann gilt:

d(a,b) =d(a,x)+d(x,b) = d(¢(a), (b)) =d(¢(a)
oder d(a,x) =d(a,b)+d(b,x) = oderd(¢(a),¢
oder d(b,x) =d(b,a) +d(a,x) = oderd(o(b),p

)

Damit: ¢(x) € (¢(a), @(b)) oder ¢(b) € (¢(a), 9(x)
Somit wird eine Gerade in eine Gerade abgebildet: ¢(x) € @(a)

dh. ¢(G) € @(a)e(b)
Frage: Ist ¢(G) = ¢(a)p(b)?
Von der Anordnungsaxiome wissen wir:

ot
)

Gibt es ein Punkt x auf ¢(a)@(b), so existiert ein Punkt ¢ € ab so dass:
d(c,a) = d(@(c), ¢(a)) = d(x,¢(a))
d(cab) = d((P(C)> (P(b)) - d(xv QD(b))
Damit ¢(G) = ¢(a), ¢(b)

a) @ surjektiv
Seiye £,y ¢ Bi(p). Sei G eine Gerade durch y. Es gebe z,t € G, z # ¢
mit z,¢ € Bi(¢).

Mit z = ¢(a) und t = @(b) folgt dann @(ab) = G = zi. Insbesondere
y € Bi(¢). Widerspruch!
Also |[GNBi(¢)| < 1 und Bi(¢Q) = oo.
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Seien x1,x; € Bi(¢) mitx; = ¢(a;) und x, = ¢(ay). Dannist ¢ (aja;) =
X1X2.

Wihle b1 € @j}Tz b~ € Prg = 3b:be (bt bh)Nar,a. Es gilt
dann @(b*) € P _und p(b™) € P

X1X2 Xpx2°
OE:ye 2

XX

Dann schneidet (y, (b™)) die Gerade X1x7 in einen Punkt 7. Sei yp (b~ ).
Dann gilt: 7 € yp(b~) und ¢ € X1x; C Bi(¢@). Damit sind auf yo (b~ ) zwei
verschiedene Punkte aus Bi(¢), ndmlich 7 und ¢ (b~ ). Widerspruch!

2.3 Folgerung

Die Menge der Bewegungen ist eine Gruppe.

2.4 Folgerung

Sei @ eine Bewegung. Dann gilt:

ay _ ¢(a)
a) ‘P(f@G) = gZ(p(G)

b) es werden Dreiecke auf Dreiecke, Winkel auf Winkel und Inneres auf Inneres ab-
gebildet.

2.5 Satz

Z sei die Menge aller Tripel (a,s,H ), wobei a € &2, s eine Halbgerade mit Anfangspunkt
a und H eine Halbebene zur Geraden 5 ist. Das Tripel (a,s,H) heifit Fahne.
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/

Zu (a,s,H) und (d’,s',H") gibt es genau eine Bewegung ¢ mit @’ = ¢(a), s' = ¢(s) und
H'= ¢(H).

Beweis:

Sei b € 5. Dann gibt es auf s’ genau ein Punkt 5’ mit d(a,b) = d(d’,b") (nach
der Axiomatik der Anordnungsgeometrie). Daraus folgt: es existieren zwei
Bewegungen ¢ und ¥ mita—— a’ und b —— D',

OF: ¢(H) = H' und y(H) £ H'

Dann gibt es eine Bewegung ¢ die a auf o', s auf s’ (denn @((a,);) =
(9(a),=)ep) = (@',20)) und H auf H' abbildet. Und diese Bewegung ¢ ist
eindeutig.

2.6 Satz
¢ Bewegung. Dann gilt:

e ctweder ¢ = id, oder
e Fix(¢) ist eine Gerade, oder
e Fix(¢) ist ein einziger Punkt, oder

o Fix(p)=0

a, b, c seinen nicht kollinear.

Wenn a,b,c € Fix(¢):

Es gibt genau zwei Bewegungen @y, ¢, mit @;(a) = a, @;(b) =D
¢ = @) oder ¢ = @

OBDA:

PU(P5) = P o1 =1id

0A(P) # P,

Wegen ¢(c) =c: ¢ = @

Sei @ # id
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Seien a,b € Fix(@),a# b

Wie eben existieren @y, ¢;.

In diesem Fall: ¢ = ¢,. Sei x € ab.
d(a,x), d(b,x) legen x eindeutig fest.

d(a,(x)) = d(@(a),9(x)) = d(a,x) d(b,¢(x)) = d(¢(b),9(x)) = d(b,x)
= x = ¢@(x) Die Gerade besteht vollstidndig aus Fixpunkten.

2.7 Definition

Bewegung ¢ # id ist eine Spiegelung, falls Fix(¢) eine Gerade ist, eine Drehung, falls
|Fix(¢)| = 1 ist, eine Translation, falls es eine Gerade G gibt mit ¢(G) C G, falls es
keinen Fixpunkt gibt, und wenn @( %) C 2.

Sei G eine Gerade.

e An G gibt es genau eine Spiegelung. Sie 148t jeden Punkt von G fest, vertauscht die
Halbebenen.

e ¢ Spiegelung = @2 = id. (¢ ist eine Involution.)
2.8 Satz
¢ Bewegung, ¢ # id.

a) Es gebe eine Halgerade s mit ¢(s) = s = ist eine Speigelung.

b) Wenn ¢ eine Gerade G, einen Punkt a € G und eine Halbebene @g auf sich selbst
abbildet, ist ¢ eine Spiegelung.

Beweis:

a) ¢(s) =s=@(a)=a
o(b)Es
d(a,@(b)) =d(a,b) = b= ¢(b)
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b) Annahme:

Auf G gibt es ein weiteren Fixpunkt b = ¢ ist eine Spiegelung an G.

Wiederspruch zu (2% ) = 2.

TR
[ @‘QSS
VIV IAIA |

sasss

=

Zwischenwertsatz
Jexy): f(t)=0
p(b)=c

¢(c)=b

1.Fall KNo(K)#0, etwa {u} = KNo(K)
={eu)}=0K)No(p(K)) = o(K)NK

= @u)=u

¢ hat 2 Fixpunkte: a, u, ¢ # id = ¢ Spiegelung.
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2.Fall LN (L) # 0 = ¢ hat zwei Fixpunkte.
3Fall KNQ(K)=0,INo(L)=0
{t} =KNL={o(1)}=9oK)No(L)

e(K)N(bt) =0=1t¢ @f¢([)
oL)N(c,t)=0=1t¢€ c@%

t € A°(b,c,p(t))

br(c, (1)) # 0
N—_——
KNo(K)

Widerspruch

2.9 Folgerung

G Gerade, a € G = 3! Spiegelung ¢ mit ¢(a) = a,9(G) = G, @(P) = P}

2.10 Folgerung

a,b e P,a+# b= 3! Spieglung @ mit ¢(a) =bund @(b) =a
Fix(¢) besteht aus den Punkten, die von a und b denselben Abstand haben.
Fix(¢) ist die “Mittelsenkrechte” von a und b.
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Beweis:

Zu den Punktepaaren (a,b) und (b,a) gibt es genau zwei Bewegungen ¢, v,
welche a — b und b — a abbilden. G = ab

Gelte:
O(PE) =P
W(25) =P

G ist nicht Fixgerade von ¢, y.
Sei m der Mittelpunkt von (a,b) = @(m) =m,y(m) =m
v hat sonst keine Fixpunkte = y ist eine Drehung.

¢ : Fix(¢) besteht aus Punkten, die denselben Abstand von a,b haben.
Insbesondere: |Fix(@)| > 2 = Fix(¢) Gerade, ¢ Spiegelung.

2.11 Satz

Seia ¢ G. Seien x,y,z € G verschieden = d(a,x),d(a,y),d(a,z) sind nicht alle gleich
Es gibt genau einen Punkt auf G der minimalen Abstand zu a hat.

2.12 Satz

Die Abbildung d, : G — R, x — d,(x) = d(a,x) ist strikt konvex.
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74

|
—— ,ﬁT__ _._TAA;,T, —,—eee

=

T4

@
N—

2.13 Satz

Seien s,7 zwei Halbgeraden, Anfangspunkte jeweils a = 3! Drehung ¢ mit ¢(s) = @(¢).

2.14 Satz

Sei a € G = 3! Drehung mit ¢(a) = a, ¢(G) = G. Es ist ¢ = id.

2.15 Satz

a) Jede Bewegung ist Komposition hochstens einer Translation, héchstens einer Dre-
hung und hochstens einer Spiegelung.

b) Jede Bewegung ist Komposition von < 3 Spiegelungen.

c(0cd)=29
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(c@)(a)=a
cCO=1T0Q
p=0c(cp)=0cTQ

2.16 Definition

M und N C & sind kongruent (M = N) <= 3 Bewegung ¢ : ¢(M) =N

2.17 Satz

(a,b) = (¢,d) <= d(a,b) =d(c,d)

2.18 Satz

In jeder Halbebene 32; und 3277 gibt es genau eine Halbgerade ' mit Anfangspunkt o,
sodaB /(s,t) = Z(s',1)
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(a,s, 27 Fahne
L (d. s, Pt = (1)
L(d. s, 25) 1 =y(r)

2.19 Satz

qC Z°(p,r)

q/ g éo(p/’r/)

i) Z(p,q)=Z(',4)
(i) Z(p,r)=Z(p',7)
(iil) Z(q,r) = Z(q',7)
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Wenn zwei Kongruenzen bestehen, besteht auch die dritte.

Beweis:

(1), (iii) sollen gelten.

Behauptung: (ii) gilt (auch).

¢ Bewegung mit ¢(£(p,q)) = £(p',q)

v Bewegung mit y(Z(q,r)) = Z(q',7)

¢(a)=d, y(a)=d

o(p)=r'", v(g) =4

o(q)=q, y(r)=r

Entweder ¢ = y oder ¢ und y sind die beiden verschiedenen Bewegungen,
dieging l'jbeffijhren.

O(P)) = P = 9(Pp) = DL w(Pp) = P4
o(p)=p', o(r)=y(r)=r

/

2.20 Satz
Seien a, b, ¢ verschieden

e nicht kollinear

Z(b,a,c) = L(c,a,b)

e kollinear

Z(b,a,c) = Z(c,a,b)

Beweis:

kollinear:

§ = (avoo)b

t = (a,),

s=t: Z(b,a,c) = L(s,t) = ZL(t,s) = Z(c,a,b)
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s#t: OBdA: d(a,b) =d(a,c)
¢ Spiegelung, die b und ¢ vertauscht. = @(s) =1,¢(t) =

nicht kollinear:

Wihle x € s,y € t mitd(a,x) =d(a,y)

Es gibt genau zwei Bewegungen @y, ¢ mit ¢;((a,x)) = (a,y)
0[P = P2, o) # P

o: Spiegelung die x, y vertauscht
o(a) =a, weil d(a,x) =d(a,y)

2.21 Satz: Kongruenz SWS

d(a,b) =d(d,b)
d(a,c)=d(d,c)
Z(b,a,c)= /(b ,d )
= A(a,b,c) = A(d,b,c)

Beweis:
¢ eindeutig bestimmte Bewegung mit :

o(ZL(b,a,c)) = Z(,d )
P((a,)p) = (d',00)
¢((a,0)c) = (@', 00)c
¢(b) € (d',00)y und
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d(alv (p(b)) = d((p(a>7 (P(b)) = d(a7b) = d(alab/)
=b =0

2.22 Satz: Kongruenz WSW

d(a,b) =d(d,b)
Z(b,a,c)=/Z(V',d )
Z(a,b,c) = Z(d b,
= A(a,b,c) = A(d b, )

2.23 Satz (Basiswinkelsatz)

d(a,b) =d(a,c) <= Z(a,c,b) = Z(a,b,c)

2.24 Definition

Seien p, ¢ und r Halbgeraden mit Anfangspunkt a.
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1. Wenn p #q:
r ist Winkelhalbierende von Z(p,q), falls:
Z(p,r)=Z(rq)und r € 2°(p,q)

2. Wenn p =g und p =gq:
r ist Winkelhalbierende von Z(p,q), falls:
r = p = q

3. Wenn p=gund p # ¢:
r ist Winkelhalbierende von Z(p,q), falls:
L(p,r) = £(rq)

2.25 Satz

Wenn Z(p,q) eine Winkelhalbierende besitzt und Z(p,q) nicht gestreckt ist, dann ist die
Winkelhalbierende eindeutig bestimmt.

Beweis:

@ sei eine Bewegung so dass Z(p,r) = Z(q,r) = ¢(a) =aund ¢(p) =gq.
Es gibt genau zwei Bewegungen mit der Eigenschaft, dass a auf a und p auf
q abgebildet werden. v sei eine weitere Bewegung, so dass:

Z(p,s) C L(q,s) = w(a) =a, y(p) =q.
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-

D.h. ¢(Z5) = Z; = Z; = y(2?;). Damit ¢ = y und aus r C Fix(¢) und
s C Fix(¢) folgt r = s.

2.26 Satz

Sei A(a, b, c) gleichschenklig, d.h. d(a,c) = d(b,c). Sei m der Mittelpunkt von (a,b) =
(¢,0),, ist Winkelhalbierende von Z(a,c,b)

Beweis:
(¢,0)m C £L°(a,c,b).

¢ sei eine Bewegung mit ¢(a) = b, ¢(b) = a und O(P=) = P2 sei eine
Spiegelung mit:

Fix(¢) = {x|d(a,x) = d(b,x)}

Mit ¢ € Fix(¢) und m € Fix(¢) folgt: ¢ ist eine Kongruenz Z(a,c,m) =
Z(b,c,m).

2.27 Folgerung

Sind a, b, ¢ nicht kollinear, so hat Z/(a,c,b) eine Winkelhalbierende.
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Beweis:

d(x,c) =d(y,c)

2.28 Satz

Der Winkel Z(p, p/) hat genau 2 Winkelhalbierende.

Beweis:

Es gibt genau 2 Bewegungen @, y mit ¢(a) =a, y(a) =a, ¢(p) =, y(p) =
P.9(P5) =Py w(Py)=P5.

@ ist also eine Spiegelung mit a € Fix(¢). Seien r,r Halbgeraden auf Fix(¢)
mit Anfangspunkt a so dass: ¢(Z(p,r)) = Z(p,r),r € 3”;.

Es gilt o(r') =7 und @(L(p,r)) = Z(p'.r). 7 € D5

s CFix(@) =s=r.

2.29 Definition

/(p,q) hat Nebenwinkel Z(p',q) und Z(p,q ) und Scheitelwinkel Z(p’,q)

Grundlagen der Geometrie



2 ABSOLUTE GEOMETRIE 54

2.30 Satz

e Z(p,q)=Z(p,q) (Scheitelwinkel sind kongruent)

[

e
/o q,

%

/

e /(p,q)=ZL(u,v) = é(p,q/) =/(u,v).

2.31 Definition (rechter Winkel)

Z(p,q) ist ein rechter Winkel, wenn Z(p,q) = Z(p ,q).
Geraden G und H stehen senkrecht aufeinander, wenn sie sich schneiden und eine Halb-

gerade auf G im Schnittpunkt mit einer Halbgeraden auf H einen rechten Winkel bilden.
GLlH

2.32 Definition (Lot)

Sei G eine Gerade und a ein Punkt.
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e a ¢ G: Eine Gerade H heifit Lot von a auf G, wenn @ € H und H L G ist. Schnitt-
punkt von H und G: FuBpunkt des Lotes.

e a € G: Eine Gerade H heil’it Lot auf G in a, wenna € H und H L G ist.

2.33 Bemerkung

Wenn Z(p,q) ein rechter Winkel ist, dann ist ¢ Winkelhalbierende fiir Z(p, p/) (Lot als
Winkelhalbierende)

2.34 Satz

Sei a # b. Sei G = ab, H die Mittelsenkrechte von (a,b) = H 1 G.

Beweis:
o Spiegelung mit 6(a) = b, 6(b) = a (Involution)

@

o(Z(p.g)=4(p.q)
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2.35 Satz

Sei a € G. Es gibt genau ein Lot in a auf G.

Beweis:

d(x,a) = d(ya)
Bestimme Mittelsenkrechte H. H L G.
Halbgeraden auf dem Lot: Winkelhalbierende von Z(p, p/) = Eindeutigkeit.

2.36 Satz

Sei a ¢ G. Dann gibt es genau einen Lot von a auf G. Der FuBpunkt z des Lotes ist
derjenige Punkt von G, der am nichsten zu a liegt.

Beweis:
o : Spiegelung an G (ac(a) ist Lot). Sei o eine Spiegelung an G. ac(a) ist

G(a)

Lot. Sei r € R, r > d(a,G), dann gibt es x,y € G, x # y mit d(a,x) = r =
d(a,y)

H: Mittelsenkrechte von (x,y) ==a€ H,H L G

Die Eindeutigkeit ist gegeben auf Grund der Eindeutigkeit der Winkelhalbie-
renden!
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#

d(a,p) < d(a,x)+1d(a,y) = r gilt fiir jedes r > d(a, G). Damit folgt d(a, p) =
d(a,G), also p ist der Punkt mit minimalen Abstand zu a.

2.37 Satz: Kongruenz SSS

¢

ﬁ b b

a o’

= Ala,b,c) =A(d ,b,¢)
Ziel beim Winkelmessen:

e Jedem Winkel soll eine reelle Zahl zwischen 0 und 7 zugeordnet werden.

e Zwei Winkel haben dasselbe Winkelmal} < Winkel kongruent.

2.38 Definition: Summe von Winkeln

Seien o und P zwei GroBenklassen von Winkeln. Die GroBenklasse v ist die Summe von
o und B (Y= a+ B), wenn gilt:

1. «, B haben Reprisentanten Z(p,q) und Z(q,r)

2. q C Z(p,r) (wobei Z = abgeschlossene /)

Z(p,r) ist dann Reprisentant von 7.
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2 éé
I/
P 8 AP

P s

2.39 Satz (Winkelsumme: wohldefinierte Operationen)

e Die Winkelsumme ist unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten

e Die Winkelsumme ist: assoziativ und kommutativ und hat ein neutrales Element(
die GroBenklasse des Nullwinkels Z(p, p))

¢
P %
N
1" .
a P

a=2(p,q) < ZL(p,r) =B L(p,q) + L(q,r) = £L(p,r)

2.40 Definition

Seien ot und 3 zwei GroBenklassen. o ist kleiner als 8 (o < ), wenn gilt: & und 8 haben
Reprisentanten /(p,q) und Z(p,r) mitg C Z(p,r) mit g #r

241 Satz

e Die Definition von ,,<* ist unabhédngig von der Wahl der Reprisentanten
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o  <“istirreflexiv, transitiv und total.

242 Satz

d(a,c) <d(b,c) < Z(a,b,c) < Z(b,a,c) (eigentlich die GroBenordnung)

Beweis:
Sei M die Mittelsenkrechte von (a,b) und o eine Spiegelung an M mit

Pﬂ'—L

o(Z(c,b,a)) = Z(c ,a,b)

1. Fall

/(b,a,c )= Z(a,b,c) < Z(b,a,c) = Z(a,b,c)
(a,00) 1 € 2°((a,%0)p, (a,0).)

veM
b, c auf verschiedene Seiten von M
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b, a auf verschiedene Seiten von M

Damit folgt, dass a und c¢ auf derselben Seite von M liegen.

Mit d(b,x) —d(a,x) > 0 fiir x = a und x = ¢, folgt d(b,c) > d(a,c)
2. Fall Z(a,b,c) = Z(b,a,c)

A(a,b,c) = A(b,a,c) (WSW)

Nb
Es gilt also (a,c) = (b,c), d.h. d(a,c) =d(b,c)

3. Fall Z(a,b,c) > Z(b,a,c)
Analog 1. Fall

2.43 Arten von Winkeln:

2.44 Satz

e Das Nebenwinkel eines spitzen Winkels ist stumpf

e Das Nebenwinkel eines stumpfen Winkels ist spitz

Jeder Winkel ist entweder Nullwinkel, spitz, recht, stumpf oder gestreckt.(ausschlieBliches

oder) Sei Z(p, q) # 0, nicht gestreckt und nicht recht. Dann ist Z(p, q) entweder spitz oder
stumpf.
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Beweis:
qC 2°(p,r)oder g C 2°(p ,r) dh. rC 2°(p,q)
q C £°(p,r) falls es noch ein s gidbe mit Z(p,s) recht und s C £°(p,q) =

sC Z%(p,r)

3Ng: Z(p,r) = Z(pr)
Ay Z(ps) = £(ps)
Es gilt:

¢:(a,p,7%) = (a,p ,P5)

v:(a,p, Py) = (a,p, )

wobei 9% = ,@[%. Daraus folgt, dass die beide Fahnen und beide Halbebenen
gleich sind.

Also ¢ und y bilden die Fahne (a, p, 9%5) gleich ab. Damit folgt ¢ = y.
Mit r C Fix(¢) = Fix(y) D s, folgt r = 5. Alsog C Z°(p,r) und r C £°(p,q).
Widerspruch! Also folgt dass der Winkel nicht gleichzeitig spitz und stumpf
sein kann.
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o, B,y Innenwinkel
0, €, @ AuBenwinkel

o, 3 und ¥, 8 Wechselwinkel
Y, € Stufenwinkel

245 Satz
L(u,s) = Z(v,t) = G||H

Beweis:

G, H schneiden sich im Punkt ¢ = ¢ ¢ K
ceU=b,ceKNH

0.B.dA:ce F¥

Auf v Punkt x: d(b,x) =d(a,c)

A(a,b,c) Z A(b,a,x)]
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d(a,b) =d(b,a)

d(a,c) =d(b,x)

L(b,a,c) = ZL(u,s) = £L(v,t) = L(a,b,x)

Z(a,b,c) = Z(b,a,x)

Kongruenzabb.:

(V) =w,0(u) =v=w=u= c,a,xkollinear = G = ca = ax = H. Wider-
spruch.

2.46 Satz (Aussenwinkelsatz)

A(a,b,c)
o,y<o

Summe von je zwei Innenwinkeln ist definiert und kleiner als ein gestreckter Winkel.

Beweis:
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zu zeigen: Y < 0

1. Fall y= §: Gleich groBer Wechselwinkel = ac||ab Widerspruch.

2. Fall Annahme y > &: Fahnen (b, p, 2}) 2 (c,u, 2%)
s=¢(q)N(a,b)

Wechselwinkel gleich = ab||cs. Widerspruch.

(a,(a,)p, Z<) = (b, p, ,@Z?) (Vergleiche Skizze zu Satz).
P S Z((b;%0)a, W((a; %))

2.47 Folgerung
Im A(a,b,c) sind mindestens zwei Winkel spitz.

Beweis:
Sei Z(a,b,c) stumpf oder recht = 9§ ist spitz oder recht.
o,y < 8= vy spitz.
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2.48 Satz (Kongruenz SSW)

Ala,b,c) = A(d b, )

falls:

d(a,b) =d(d V)

d(b,c) =d(b',c)

Z(b,c,a)=Z(V,c )

— kongruenter Winkel muss der grofite sein = kongruent?
d(a,b) > d(b,c)

_— ' X
\“‘“‘“-,i_ _\. \
P 9 T
f -~
249 Satz
\_
y \\\"\ ,//’/
L
E.- = ]
> ‘.// &
f_—
[~ Cr
N}

Falls Z(p,s) = Z(q,t): 5||t
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Beweis:

Annahme: 5, 7 schneiden sich, etwa in C. a, b, ¢ sind nicht Kollinear.
Falls ¢ nicht in 22§, = ZL: Z(p',s") = Z(4',1)

s', t' schneiden sich (s' =5, ' =7)

Schnittpunkt C liegt in der P, = @’G/

Ab jetzt: c € L = P,

AuBenwinkelsatz: Z(q,t) > Z(p,s) Widerspruch zur Voraussetzung.

2.50 Satz

a¢G3IH:acH, H||G

Beweis: Wihle b € G, K = ab
Fahne: (b,q, 7%) =F,
Fahne: (a,p, %) =F,
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3(!) Bewegung ¢ mit F, — F,
¢: ZL(g,t) = Z(p,9(1))
Z(q,t) = Z(p, ()

= G=1l|p()

2.51 Anforderungen an das numerische MaB fiir Winkelgrofen

o(Z(p,q)): numerisches Maf3

e 0(4(p,q)) €0, 7]

e 0(Z(p,p))=0,0( Z(p,p) )=m=m

gestreckter Winkel
o 0(£(p,q)) = 0(L(rs)) < £L(p,q) = £(n.s)
o w(£(p,q)+Z4(q,r)) = o(L(p.q)) + ©(£(q,r))

2(p,q) < £(rs) = 0(£(p;q)) < ©(£(r,5))

o(Z£(p,q)) = limy—@(Z(p,sn))
(s1)nen ist Folge von Halbgeraden mit: Z(p,s,) € Z(p,sp+1) € ... € Z(p,q)

limy, o8y, = q

2.52 Satz

Die Winkelsumme im Dreieck ist < 7
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Beweis:

Annahme: JA, in ddem die Winkelsumme > 7 ist.
A(ag, by, co) sei ein solches Dreieck.

Die Winkelsumme =7 +6, 8 >0

Winkel bei aop, b(), co: O, ﬁo, Y

o sei < Bo, 10

neues A(eg, bo, dy)

Vergleichen

Ziel:

Konstruktion A(ay, by, ¢;) mit Winkeln o, B, yund oy +B1+11 =7+ 6
und o < Ty

d(ao,d()) = d(e(),d())

d(do, co) = d(do, bo)

ZL(eg, doy, bo) = Z(ag, do, co)

Kongruenz SWS A(ay, doy, co) = Aleo, do, bo)

A(agp, by, eg) Winkelsumme

n+o=0o0+Po+w==2e++(Bo+n)
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€0+ 8 = 0 = min(g, &) < 30
a; = ep, by = by, c1 = ap

ay = ap, by = by, c1 = ¢

= Folge von A(ay, by, ¢,),n € N
O < 301 < 20 <. < 5
o, — 0mitn — oo

Wiihle n mit: o, < &
=>T4+0=0,+B+ %
=Bh+m=n+0—0o,) >7n
Aber: Summe von 2 Winkeln ist < 7

3 Euklidische Geometrie

3.1 Satz
Falls G || H, KNG #0= KNH # 0= Z(p,s) = Z(q,t)

Bewegung ¢ mit (a, p, Z%) — (b, q, P%)
¢(s): Halbgerade bei b in &7

@(£L(p.s)) = £(q,9(s))

L(p.s) = 2(q.0(5))

= G =75|o(s)

becH

H||G__

b e o(s)
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1
.,{ > ‘
o(s)||G
= H = ¢(s)
t, @(s) in derselben Halbebene bzgl. K
t=@(s)

3.2 Folgerung

= Z(p,s) = Z(q,t)

3.3 Satz

Winkelsumme im Dreieck: @
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Beweis:
o + B + y = gestreckter Winkel == 7

3.4 Satz
A(a, b, ¢)

(a) Die Mittelsenkrechten der Seiten schneiden sich in einem Punkt.
(b) Die Hohen schneiden sich in einem Punkt.
(c) Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem Punkt.

(d) Die Winkelhalbierenden schneiden sich in einem Punkt.

Beweis:

(a)
Falls Mab ’ ‘Mbc

A(My.Nbc, m, My.Nbc): Hat zwei rechte Winkel: £ (M, bc) und £ (M, be)(da
M p||Mp.) = Widerspruch
d(a,m)=d(b,m) =d(c,m) = m € My,

Grundlagen der Geometrie



3 EUKLIDISCHE GEOMETRIE 72

3.5 Definition

Ein Parallelogramﬂ ist_ ein_ Viireck (a, b, ¢, d), (keine drei Eckpunkte sin_d kollinear),
bei dem gilt, dass ab||cd, bc||da. Die Diagonalen sind die Strecken ac und bd.

3.6 Satz

In einem Parallelogramm sind gegeniiberliegende Seiten gleich lang. Die Diagonalen
schneiden sich in ihrem Mittelpunkt.

3.7 Satz

Sei G eine Gerade, r € R%. Dann ist

(a) fallsr=0,G = {a € Z|d(a,b) =r}
(b) falls r >0, {a € &|d(a,G) = r} besteht aus 2 Geraden H, und H,. Es gilt H,||G,
H)||G, 2 + L

Beweis:

(a) r=00K
(b) r=0

noch offen {a € & | d(a,G) =r} = {H,H,}
Seix ¢ Hy und x € Wg‘

1. Fall x € (y,2): d(y,z) = d(y,x) +d(x,z) und da d(y,z) = d(y,x) = r folgt,
dass d(x,z) = 0, also x = z und damit x € H|
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2. Fall y € (x,z) = x,z auf verschiedene Seiten von G. Im Widerspruch zu Wahl
von X

3. Fall z € (x,y) Analog Fall 1
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3.8 Satz (ersten Strahlensatz)

Werden zwei von einem Punkt ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten, so
verhalten sich die Maf3zahlen der Abschnitte auf dem eine Strahl wie die der entsprechen-
den Abschnitte auf dem anderen Strahl.

o

Beweis:
Falls zwei dieser drei Zahlen gleich sind, dann sind alle drei gleich.

®

M Mikelporaliele.

= d(l,m) =d(k,m)

d(0,x1/2)  d(0,x;)

d(O,Y1/2) d(07y1)
1 dOx)  d0yip) 1

2 d(O,X1> a d(07y1) 2
d(0,x174)  d(0,x174) d(0,x15) 1

d(0,x1)  d(0,x,) d(0,x) 4
d(x1/4,)C3/4) 1 d(O,X3/4) 3

d(xip,x1) 2 d(0x) 4

Seien €, ¢ unmittelbare Nachfolger und € < A < g
e =Y} (&5 mit & =0,1
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33'\'51

X2 < (xi:‘,xg') = by < (y€7yg')
(OXA
d(0,y;)

d(0,x¢) +d(xe,xy)
d(

0,ye) +d(ye,y1)
! d(()xl)

&.

d(0,xy) =d(0,x3) +d(xy,x,)

3.9 Satz (zweite Strahlensatz)

Werden zwei von einem Punkt O ausgehende Strahlen von zwei Parallelen geschnitten, so
verhalten sich die Mafzahlen der Abschnitte auf den Parallelen wie die der zugehdrigen
Scheitelabschnitte auf einem Strahl.

d(al,bl) _ d(O,al)
d(az,bz) d(O,az)

Beweis:
H||0by, dann folgt nach Strahlensatz:
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il T,
d(az,a1) _ d(a,0)  d(a1,0)
d(az,c)  dlaxba)  d(c,by)

(0,a1) _ d(e,by)
(0,612) - d(az,bz)

d
=

Da aber ajcbyb; ein Parallelogram ist folgt: d(aj,by) = d(c,b>)

(0,a1) __ d(ar,by)

. .d
Damlt fOlgt~ d(07a2) - d(a23b2)

3.10 Satz

d(0.a) _ d(0

b1)
Wenn 40,2 (0,02 = a1b1||a2b2

~—

Koordinatisierung:
Sei G eine Gerade und O ein Punkt mit 0 € G

Sei weiter e € G mit d(0,eg) =1
Parametrisierung: ¢ : R — G
Koordinatisierung: : G — R
0:R—G

0—0

1—eq

Fiir ¢(r) ist dann: d(0,¢(r)) = |r| und d(eg, @(r)) = |r—1|

v : R — H sei analog definiert.
Seien 7 = @ und 7y = y~!
Sei x € & so dass:
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G,||G und x € G,
H||H und x € H,

Seien x; = H,N G und x; = G, N H. Eine Koordinatisierung wird wie folgt definiert:

P — GxH— R?
x = (x1,x2) = (G (x1), Ty (x2))

R als Inzidenzgeometrie
— Punkte (x1,x)

— Geraden {x+A(y—x) |A eR}Lx,ye R, x#y

— Metrik: d(x,y) = \/(xl —y1)?+ (2 —y2)?

= (£,9,.7,d) Inzidenzstruktur

Koordinatisierung:

) 4 Hy

%

X Gy
&l

g * G
P — GxH
x = (x1,x2)

injektiv: x,y, (x1,x2) = (y1,y2)

HxﬂG:{xl}
HyﬂG:{yl}
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X1 =y1 € H,NH,

Hy||H||Hy

= H,=H,

Ebenso: G, = G,

= {x} =G:NH,=G,NH, = {y}
=x=y

sujektiv: OK

kG : G — R Koordinatisierung
Ky :H — R

K: P —GxH—R?

(x1,%2) = (KG(x1), Kn (x2))

Seien x,y € .
Sei z folgender Punkt:
falls x = 0: z =y falls y = 0: z = x falls x, y,0 kollinear:

°*x#y
d(z,x) =d(y,0)
d(z,y) = d(x,0)
[ ] x:y
d(z,x) = d(x,0),
7#0

falls x,y,0 nicht kollinear:

zistder O gegeniiberliegende Punkt des Parallelogramms, das von 0, x, y aufgespannt wird.
Dann gilt: x(z) = k(x) + k().

Exemplarisch: 0,x,y nicht kollinear k(z;) = x(x;) + x(y;) A € R
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E—s
y
° 3
H
2 3
X2, * "/"
A “/#/”
G
o 9 Y ) [
A=0:x; =0
A > 0:x) € (0,00), mit d(0,x;) = Ad(0,x)
A <0:xy € (—,0), mitd(0,x;) = —Ad(0,x)
W
(xa)p
s |
X e
0
e, G

Es gilt: k(x;) = Ax(x)

4= 40.x)  d0.(q)) _ K6((xa)1)

d(0,x) o d(0,x1) - kG((x)1)
Wie bildet man eine Gerade auf eine Gerade ab?
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L sei Gerade in der euklidische Geometrie. Ist k(L) dann Gerade im R??
k(L) = {Ax(x) | A € R} Gerade in R?

0 EM(),M()HM
k(M) = {1(x) + Ax(y) | A € R}

3.11 Definition

S P — st eine zentrische Streckung mit Zentrum zo € &2 und Streckungsfaktor
k € R*, wenn gilt:
a) istzo € G,soist (G) C G

b) ist P Halbgerade mit Anfangspunkt zg, so ist.#(P) C P, wenn k > O istund .’ (P) C
Pl, wenn k < 0 ist

¢) d(z0,(t)) = |k|d(z0,7)

Ahnlichkeitsabbildung
Komposition ¢-.%, mit . zentrische Streckung und ¢ Bewegung.

S (z) =z20+k(z—20)
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3.12 Satz

- Streckung mit Zentrum zg. Sei #( beliebiger anderer Punkt
7 und eine zentrische Streckung ( mit Zentrum ¢y, so dass .

Beweis:
U Zentrische Streckung mit Zentrum ¢y und Faktor &.

w(z) =to+k(z—1o)

rC

% to

d(ut10) = (1~ K)(0,10) (w = .#(0))
u € [tg,);,, falls 1 —k >0

u € (o0,fg),, falls 1 —k < 0
Translation 7: T(zofo) = 20,0

S =10l

= es gibt eine Translation
= TO ‘LL

20 = 7(20) = t(1(z0)) = Tlto + k(z0 — t0)) = 7((1 — k)to +kzo)

3.13 Satz

a) zu zp € & und k € R* gibt es eine zentrische Streckung

b) . hat genau einen Fixpunkt (das Zentrum), wenn .% #

id

c) Die Menge der zentrischen Streckungen mit Zentrum zg bilden eine Gruppe, welche

= R*(,,R mal®) ist

d) Ahnlichkeitsabbildungen sind Gruppe.

¢, ¥ Bewegungen; ., 1) Streckungen mit Zentrum zg, fo

poSoyon=@oSo(yor)od
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mit 1) = 7o ¥, Zentrum von ¥ : 2o

Soy = S 006100,003
!
= 07,000,003

/ /! !
= 610620630y

Koordinatisiere:

5{0 o (x1,x0) = .7 (x1,2a —x2) = (kx1,2ka — kxz) = & 0.7 (x1,x2)
o Spiegelung an der Geraden durch (0, ka), parallel zu G.
(po.#)"!' =7 1o~ = Ahnlichkeitsabbildungen sind Gruppe.

#: zentrische Streckung mit Zentrum Z und Faktor k # 1.

Seite Z,t¢Z.

Sei n die Streckung mit Zentrum ¢ und mit demselben Streckungsfaktor = Es gibt eine
Translation o mit . = con.
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Beweis:

Seiug=n (Z())

Sei o die Translation die u in z iiberfiihrt. u — z, fz = uz wird in sich abge-
bildet.

Erinnerung: Translation

e hat keine Fixpunkte

e ¢s gibt eine Gerade, die in sich selbst abgebildet wird und die Halbebe-
nen bzgl. dieser Geraden werden in sich selbst abgebildet

\\ \\"\»u\\\\\\'\ v H i 2
\'\/l/_—\\& ™~ ~
ZA\, \uptd TPy,
S =0oon
S (2) =
(con)(z) =0o(u) =z
k_ d(uJ) — d(vat) — d(y,z
d(z,t) — d(wt) — d(wz)
=7 (w)=y
und 6(n(w)) =o(v) =y

3.14 Satz

Seien a, b, ¢, d € &, a+# bund c # d. Es gibt genau 2 Ahnlichkeitsabbildungen ¢ und
¥ mit a — ¢ und b — d. Der Unterschied zwischen ¢ und y ist die Abbildung der
Halbebenen bzgl ab und cd.

Beweisidee:

Seien die Fahnen (a, (a,0)p, @%) und (c, (¢,0)4, @%)

Sei a eine Bewegung mit o/(a) = e (o ist die Bewegung die eine Fahne in
die andere Fahne iiberfiihrt).

d(d,c)

2a(b).0) und Zentrum ¢

Sei . ein Streckung mit Faktor k =
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3.15 Definition

Seien M, N C Z. M und N sind #hnlich, wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung ¢ gibt mit
(M) =N.

3.16 Satz

Wenn /(c,a,b) = Z(c’,d’,b") und Z(a,b,c) = £(d',b,c)
= A(a,b,c) dhnlich zu A(d',b’,c’)

Beweis: L
Da Z(d',@(b),9(c)) = £(d,b' /) = b''||o(b)p(c) und da . eine Stre-

/N R

////// mhe U5
\\
\\\

ckung mit Zentrum o’ und Faktor k = dg’(’l()f’zz’,‘;,) folgt, dass die beiden Dreiecke
zueinander dhnlich sind.
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3.17 Satz

Seien A(a,b,c), A(d',b',c’)

a) Z(c,a,b) = Z(c',d’,b') und j((a“/?) - j((a‘fﬁ,)) — Zhnlich.

dab) _ dbe) _ dlca) _ . 1
b) dldp) — dib ) — d(dd) = dhnlich.

3.18 Lemma

Sei A(a, b, c) mit Z(acb) rechter Winkel.
L.: Lot von ¢ auf ab mit FuBpunkt d.
Es gilt: A(a,b,c) dhnlich zu A(a, c,d) dhnlich zu A(b,c,d).

Beweis:

d € (a,b)

= X(c,a,b)+ ZL(a,b,c)+ Z(b,c,a)
= /(d,a,c)+ L(a,c,d)+ £(c,d,a)
= /(d,c,b)+ £(c,b,d)+ £(b,d,c)
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3.19 Satz (Hohensatz und Kathetensatz)

Sei A(a,b,c) mit Z(acb) rechter Winkel.
Sei weiter B =d(a,c),a =d(c,b),y=(a,b),.” =d(c,d),0 =d(a,d),e =d(d,b)

——————

a) Hohensatz
S?=5-¢

b) Kathetensatz
a’=y-¢
B*=v5

vg]
(¢}
£
@
)

AN

(wegen Dreiecksihnlichkeiten)

K Frim sl
I 5 I
-

6_ . 2_ .
a-B_%-6_§-5:>Y = § - £ = Hohensatz.

2_¢. Y = Kathetensatz.

S, M
I
= R

= O
= B? = § -y = Kathetensatz.

< [™RIK

3.20 Satz (Pythagoras)

Seien die Voraussetzungen wie im Satz 3.19. Dann gilt: y> = o> + 82

Beweis:
2 2 _ . Sy = =2
o+ = &y+6-y=(e+d)y=7y
Kathetensatz =y
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4 Hyperbolische Geometrie

Wird nicht axiomatisch behandelt.

4.1 Die obere Halbebene als Inzidenzstruktur

Obere Halbebene H: {c € C|Im(c) > 0}
Geraden

o Gy ={ccH|Re(c)=a};aeR
o ¢ G (die Punkte auf der reellen Achse gehoren nicht zur Geraden G,)

G,
v

o Goy,={ceH||c—o|=r};aecR,reR”

4.2 Satz

H ist eine Inzidenzstruktur.

Beweis:
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e Auf jeder Geraden liegen mindestens 2 Punkte. OK.
e Es gibt 3 Punkte die nicht auf einer Geraden liegen. OK.

e Durch 2 Punkte gibt es genau eine Gerade
Seien z,t € Hund u,v € H
Falls Re(z) = Re(t) = z,t € Gge(y)
Falls Re(u) # Re(v), konstruiere einen Halbkreis durch u und v mit Mit-
telpunkt auf der reellen Achse.

]

MWAR*Q

e Es gibt keine weitere Garade durch z und 7 und auch keine weitere Ge-
rade durch u und v

4.3 Satz

Sei G eine hyperbolische Gerade und z ¢ G. Dann existieren unendlich viele Parallelen
durch z zu G.

Beweis:

G'||G Klar.

G"||G wobei G” ist der Halbkreis durch z und o (@ ¢ G)
G"||G denn G"'NG =0

Hyperbolische Halbebenen
G :HN{(x,y)]x—o =0}
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w —

G

Gl &
e e 6l &

GIE

Gor 1 HO{(x,)](x — 00)? +3* = r?}

Darstellung als Nullstellenmengen von Polynomen
Gq: Nullstellenmenge von X — o
G- Nullstellenmenge von (X — o) +Y? — r?

4.4 Definition (Verbindungsstrecken)

o 2,1 €Gy

ahe'

Gllg"
6 ’/ (7 "

Zu G (hyperbolische Gerade) gibt es ein Polynom F (deg(F) = 1 oder deg(F) = 2) mit
G =Hn{(a,b) € R*|F(a,b) =0}, F € R[X,Y]

offene Halbebene bzgl. G: {(a,b) € H|F(a,b) > 0}, {(a,b) € H|F(a,b) < 0}

Fiir zwei Punkte z und ¢ definieren wir die Verbindungsstrecke dazwischen wie folgt:

Verbindungsstrecke (z,7) = {w|Im(z) < Im(w) < Im(t)} bzw. (z,t) = {w|Im(z) >

Im(w) > Im(t)}

o Z, t E Ga7r
Parametrisierung des Halbkreises
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¢:(0,nr) — H:0+—r-(cos(o),sin(c))+(B,0)

o(0op)=t,9(01) =2z, 09 < O]

dann ist die Verbindungsstrecke (¢,z) = {¢(0)|o € (0p,01)}

u liegt zwischen v und w, wenn u, v, w kollinear sind und u € (v, w) ist.

4.5 Satz

G hyperbolische Gerade, z, t ¢ G.
Dann z, 7 liegen in verschiedenen Halbebenen bzgl G < (z, 1) NG # 0

Beweis:

.= F(z) <Ound F(t) > 0 (OBdA)
Parametrisierung ¢ : (rg,r1) — (z,t) stetig.
= Fogiststetig, (Fo@)(rg) =F(z) <0, (Fo@)(r;)=F(t) >0
Damit folgt nach dem Zwischenwertsatz: 3r € (rg,r1) : (Fo@)(r) =0
=o¢(r)eG

, < Seien z, t in derselben Halbebene, d.h. (OBdA) F(z) >0, F(t) >0
Annahme (z, 1)NG # 0
=3Jue(z,t):Flu)=0
Parametrisierung ¢ von (z, 1)
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o Seiu=¢(r)=Fop(r)=0
o(r), (r) € (z, t) NG, falls r # 1’ existieren mit (Fo @)(r) =0, (Fo
¢)(r')=0

Damit folgt z# = G (2 Punkte gemeinsam) Widerspruch.
e (F o) hat Minimum bei r.

Z \

G||H

H( H( : Halbebenen bzgl. G

Hg ,HGM : Halbebenen bzgl. G, die ¢, bzw. M enthalten.
z liegt zwischen H und G, falls z € HY NHS

4.6 Definition (Riemannsche Zahlenkugel)

C=CU{e}
oo: Fernelement
C: Riemannsche Zahlenkugel.

SZQR:’)
0:8?\{N} -R?>=C

ai as aj az

_|_

a= (6117612,613) - (

1—a3’1—a3): 1—as ll—a3
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o1 C=R2— §2\ {N}.

2a; 2ap a?+a3—1
ad+as+1 a+a3+1 a3 +a3+1

)

c=a)+axi — (

6:8—-C:a— o(a) a#N

’ ) a=N
6_1'@—>S2'Cl—> Gfl(c) ceC
: : N C =

C ist homdomorph zu $%\ {N}

Die Topologie von §2 wird auf C mittels & iibertragen

6 erhilt nicht die Abstinde (denn in C konnen Punkte beliebigen Abstand haben wihrend
die Punkte auf der Sphire nur begrenzten Abstand haben), aber 6 erhilt die Topolo-
gie (offene Mengen werden auf offene Mengen abgebildet, entsprechend abgeschlossene
Mengen) und die Winkel.

Zw,v) = —=Z(v,w)
v =cos()e; + sin(t)en
w =cos(f)e; +sin(B)es
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sn(d
/]“ /

cos(Z(v,w)) =< v,w >=cos(a)cos(f) +sin(a)sin(f) = cos(f — a)

Wegen der Symmetrie des Skalarprodukts ist cos(Z(v,w)) = cos(Z(w,v))

sin(£(v,w)) = sin(B — &) = sin(B) cos(ax) — cos(B) sin(cx) = det( (Csif((g)) 2?;55))))
Seien f,g: (—1,1) — C zwei Kurven; f,g differenzierbar, f(0) = g(0) und f (0) =

g

1)

g (0) # (0,0) [ (0) und g (0) sind die Tangentialvektoren an den Kurven f bzw. g im
Punkt (0,0)]. Damit ist der Winkel zwischen f und g bei f(0) = g(0): Z(f (0,g (0))

Seien f1,g; : (—1,1) — $2 differenzierbare Kurven. Weiter gilt f;(0) = g; (0) und f (0) #
0, g/ (0) # 0. Die Tangentialvektoren liegen in der Tangentialebene an der Sphire in Punkt
0. Seien b1, by und ¢y, co zwei Orthonormalsystemen. Seien Y11, Y12, Y21, Y22 SO dass:

c1 = Ybi+v2b
2 = Yibi+ b

det( (ZM 3;12)) = 1 = Beide Orthonormalsystemen - denselben Winkel
1 Y22

det( (gll ?2) ) = —1 = Die Winkeln in einem Orthonormalsystem sind negative Win-
21 22

kel in dem anderen. Die Orthonormalsystemen haben verschiedene Orientierung.
In 1-dimensionalen Fall legt man durch den Wahl der 1 eine Orientierung fest.
In 2-dimensionalen Fall:
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A

Da b, links von b liegt und e; auch links von e liegt, bekommt man eine positive Deter-
minante bei der Ubergang von ey, e, — by, bs.

Bei der Ubergang von ey, e/2 — b1, b> bekommt man eine negative Determinante, da jetzt
el2 rechts von e liegt.
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In 3-dimensionalen Fall:

Wy,

positive Orientierung:

1. v, links von v; und v3 nach oben

2. vy rechts von vy und v3 nach unten (Rechte-Hand Regel)

____‘_14)‘_ /
/> - 8
T—

Grundlagen der Geometrie



4 HYPERBOLISCHE GEOMETRIE 96

Tangentialvektoren:

- O
Z
vs]
<
o)
S
%

4.7 Satz

Sei X C C. Dann sind dquivalent:

(a) X ist beschriankt

(b) X in C enthilt den Fernpunkt

Beweis: X sei unbeschrinkt.

Folge in X: (a,)n, |an| > n, a, = ay + iay,. Damit folgt:
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1 B 2a,, 2a,, an%—l—an% —1
° (an) N al+ai+1 a+a2+1" a2 +a,2+1
ni ny ni ny ni ny

B 2an 20, an)?—1
@+ 1 a1 fan >+ 1

Es gilt:

jan|* =1

—_ 1
a1

6~ !(a,) — N(konvergiert gegen der Nordpol) <

la,|>—1 _ n?—1
lan)>+1 ~ n?2+1

Seico€ X = N € o1 (X).
Sei (a)nen in X mit: (67 (ay,)), — N.
Falls (a,), unbeschrinkt ist = X ist unbeschrinkt.

4.8 Satz
Sei K = S?NE (E Ebene in R?) ein Kreis. Dann gilt:

a) ist N € K, soist 6(K\{N}) C C eine Gerade

b) ist N ¢ K, so ist 6(K) C C ein Kreis
D.h. Geraden und Kreise in C entsprechen Kreise auf S2.

zu b) Beweis:

Sei C C C Kreis. C: x> +y* +ax+by+c=0mita®> +b> —4c >0
o~ !(C) ist in einer Ebene enthalten!

Punkte x € 6~ !(C) erfiillen die Gleichung:

ax;+bxy+(1—c)x3+(1—¢)=0

Damit ist 6~ !(C) ein Kreis, der N nicht enthilt.

Sei K C S?\{N} Kreis. Seien a,b,c drei verschiedene Punkte des Kreises.
Dann folgt 6(a),c(b),o(c) € C sind drei verschiedene Punkte, die nicht auf
einer Gerade liegen.

Sei C C C Kreis durch 6(a),o(b),o(c).

o~ !1(C) C §? ist ein Kreis und enthilt a,b,c. Damit ist K = 6~ !(C). Also
o(K)=oc(c71(C)=C
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TNy

Sphiire C

P

& &

Es wird wie folgt abgebildet:

1. Meridiane auf S> — Ursprungsgeraden in C
2. Ecuator und Breitenkreise — Kreise mit Mittelpunkt 0 in C

3. Kreise durch N — Geraden in C

Sphiire

\

N

7 ™~

Vordere Hamisphere = Untere Halbebene
Hintere Hamisphere = Obere Halbebene

43

- >

-
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Wenn man Kreise auf S? mit selben Radius nimmt und lisst das Mittelpunkt gegen N
wandern, so bekommt man in C folgendes Bild:

N

A A +
C O R =RU{eo} = Meridian durch — 1, der N enthilt.

- ©

A

R = unendlich ferne Gerade Sei X C H (obere Halbebene)

(51

C AbschluB von X
R unendlich ferne Rand von X

XNR = oo !(X)Nnoo(R)
= o(o7'(X))no(o 1 (R))
= oo '(X)no~(R))

X C
Xn

Sei G eine hyperbolische Gerade. Dann gilt:

1. Falls G = Gy dann ist GNR = o, ot

I =

2. Falls G = Gg , dann ist GNR = B—nrB+r
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4.9 Satz

Seien a,b € HUR, a # b. Dann 3! hyperbolische Gerade G mit a,b € G

1IN

Beweis:

In S%: 6 !(a), 671 (b) € §?

Gesucht: Kreis K auf S? mit: 6~!(a), 67 !(b) € K und Mittelpunkt liegt in
der Ebene {r, = 0}. Kreis ist eindeutig bestimmt: schneidet den Meridian
{r> = 0} N S? senkrecht.

Projektion der hinteren abgeschlossenen Himisphere d.h. mit Meridian (1,—1)
senkrecht auf xyz—Koordinatensystem (Projektion — abgeschlossene Kreis-
scheibe)

[= =)

o

) TN

/\. \

G||H:

1. G,H sind ultraparallel, wenn G N A = 0 (griine Geraden im Bild)
2. G,H sind asymptotisch parallel, wenn GNH # 0 (rote Geraden im Bild)
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4.10 Satz
G||H. Dann sind dquivalent:

(a) G und H sind ultraparallel

(b) Es gibt eine hyperbolische Gerade K, die G und H senkrecht schneidet.

ey

4.11 Mobius-Transformation

o

s2%C

Die Homéomorphismen bilden eine Gruppe. Die Homdomorphismengruppen H omoeo(@)

und Homoeo(S?) sind zueinander isomorph.
Homoeo(C) = Homoeo(S?)

Aut(@): Homdoomorphismen, die Kreise in Kreise abbilden.
Aut (S?): Homdomorphismen, die Kreise in Kreise abbilden.
Aut(C) 5 Aut (S?) Gruppen

Falls ¢ € 0(3) : ¢|s € Aut(S?)
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4.12 Satz

(a) Sei @ : S? — S? eine Spiegelung an der Ebene {x, = 0}
= 6 0¢@o6 ! ist die komplexe Konjugation

(b) Sei v : S — S eine Spiegelung an der Ebene {x3 = 0}
= 6oyob !(c) =1, falls c € C*, 00 — 0,0 — oo Spiegelung am Einheitskreis (die
Punkte die im Inneren des Einheitskreises liegen werden nach Auflen abgebildet
und umgekehrt. Der Einheitskreis ist die Fixkurve der Spiegelung)

Beweis:
ceC,c=ci+ic

(a)
Gopob1(c)

2 2
A 2cy 2co cites—1
= o]
° (p(c%—l—c%—kl ’ c%—kc’%—H ’ c%—O—c%—l—l)

. A ( 261 —262 c%-i—c%—l)
c%—}—c%—b—l ’ c%—i—c%—i—l ’ c%—i—c%—}—l

— 1 ( 2cq —|—i( —2¢) ))

_ G+e3—1 N3+ ci+c3+1
F+cd+1
= c1—icy

(b) Goyob () =0
Goyob1(0) =00
Seic=c;—cyi €C*
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24 .2
A 261 262 C1+62—1
oo

IV<c%+c§+1 TA a3+ 3+ )

_ 6( 2cq 2¢o _C%-FC%—l)

c++17 cjHes+17 e+l

1 2cy —|—i( 2cy ))

L e (c%+c§+1 c+c3+1
F+cG+1
1 2 .
= ————(2¢c1 +i2¢
2(c%+c%) ( )

= <

|c[?
_ 1
= ¢

4.13 Rechnen mit «

oo+c:c+oo:oo,c€@
0071:()
071:()0
w0.c=c-o00 =00, ccC\{0}

2

P € C[T] Polynom
P:C—C:c—P(c),0—o,ccC

4.14 Satz

P ist Automorphismus von C <= deg(P) = 1

Beweis:

e Seideg(P) <0
= P|c ist konstant
= P nicht injektiv
= P ¢ Aut(C)
o d=deg(P)>2:
Firze C:
c1,c2€C: P(c)) =z=P(c2)
Fiir fast alle z:
c1 # ¢o = P nicht injektiv P ¢ Aut(C)
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e deg(P)=1:
P=a-T+Boa#0
Sei G C C eine Gerade
zu zeigen: P(G) ist Gerade
G={z|/lz+7tz+[4=0} lECx,uG]R
PR)=a-z+f=z=a (_()_ﬁ)_ _
z€G=A-a Y(P(z)—B)+ (z)—B)+u

=A-a 'Pz)+(Aa")(P(2) a 'B-Aa"'B+p)

)+
=A-a 'P(z)+(Aa~1)(P(z) + o' B+AaB)+ )

o T(P
(-2
(-

4.15 Definition

Sei P mit deg(P) = 1 und

o 1 c#0,0
J C—=C:c—<{ 0 c=o
o c=1(

Moeb™ (C): Untergruppe von Aut(C) die von diesen Abbildungen erzeugt wird. Die Ab-
bildungen in Moeb™ (C) heiBen Mobius-Transformationen.

Sei P C[T],deg(P)=1,P=0o-T+f

oo Z_OO

z zeC

Moeb(C) : erzeugt von M oeb™ (C) und .# heifien allgemeine Mobius-Transformationen.

M oeb+(@) erzeugt von J und den P sind gerade Mobius-Transformationen
)
Moeb(C) ist also eine Erweiterung von Moeb™ (C)

4.16 Satz

Moeb™ (C) besteht aus den Abbildungen
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. a b
WObelA—(C d)

Falls z = oo:
b
at; a
Z = = —
(PA( ) C—{-% c
Sei 7 # oo
Falls c-z+d =0:
a-z+b#0,weil det(A) # 0
aztb _
cz+d
Beweis:
@4 ist gerade Mobius-Transformation
@2 =PoJoQ
e c#0
_ d
o-1-¢
__ bc—a a
P =T+
e c=0
Pa(z) =%t =4a.74 L
P=a-T+p
PR)=530=0/ 4 5\
0 1
J@=1=%5=9,¢ 1\
(Vo)
Wenn {@4|A € GL(2,C)} Gruppe ist, dann Moeb™ (C)

A

GL(2,C) — Moeb™ (C) : A — ¢ ist Gruppenhomomorphismus.

Nachrechnen: A, B € GL(2,C)
QA= QA @B

GL(2,C) — Moeb* (C) surjektiv.
acC

o 0
aE_(O a)

Qac(z) = %ﬁ_—;? =2z, Q4 =1d
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Sei 4 = id, dh.Vz€ C:z= gu(z) = £L5
a b
=0 7)

Falls cz4+d #0
c?+(d—z)-z—b=0

= Nullpolynom ¢T + (d —a)T —b
=c=0,d=a, b=0

a O
:>A_(O a)

Moeb™ (C) = GL(2,C)/{a € |o € C*} = PL(2,C)

Projektive lineare Gruppe

Zu @4 inverse Mobiustransformation: @,

a b
=(04)

4.17 Elemente von Moeb(C)

QPIOKO@PrOoKO@P30KO...00,
QDiGMoeb+(@)

’“"P<a b ><Z>:cz‘+d—‘/’(
c d

Dabher:
Moeb(C) : ¢ € Moeb(C)
@ok, p € Moeb™ (C)

ol Qlf

Ul

Moeb™ (C)<Moeb(C)

< k> NMoeb™ (C) = {id}

< Moebt (C) U {x} >= Moeb(C)
Moeb(C) = Moebt (C)a < k >

) e} K‘(Z)
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4.18 Satz

Moeb(C)
+<@

besteht aus konformen Abbildungen (erhalten den Winkel im Absolutbetrag).
Moeb™ (C)

ist die Untergruppe der winkelerhaltenden Abbildungen.

Beweis:

Geniigt zu zeigen: Moeb*(@) hat ein Erzeugendensystem, das aus winkeler-
haltenden Abbildungen besteht.

Und ein Erzeugendensystem von Moeb(C) aus konformen Abbildungen be-
steht.

Kk konform (genauer: winkelumkehrend)

Gerade Mobiustransformation:
P,P=a-x+B,deg(P)=1

J
P:
e Falls B =0
(x:r~eig,0<r€R
P=¢ -y, y(z)=¢"2,0()=rz
e Falls B #£0
B :S.eiC
%:r.eig

P Komposition von:

z— ez
Zorz=zo g2
t—ztl=z— 5241
7 ez
7—sz=>z7—0-7+p

4.19 Satz
Qa(z) = &5
Falls ¢ = 0:
Pa(o0) =0

Sei §0A<°°) =oco=c¢=0
(pA(Oo):%’% C:O
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Fixpunkte sind Losungen von z = @4(z) = §-c+ g
(d—a)-z=b
Fallsd —a # 0:

b . .
z = 7=, ist Fixpunkt
Also zwei Fixpunkte: z = ﬁ und z = oo

Fallsd —a =0:

a 0

Damitist(p(a 0 =id

0 a

Falls ¢ # 0:
t=@(R) =%t s+ (d—a)z—b=0sz="%52 45 \/4bc+ (d —a)?

Entweder zwei verschiedene Fixpunkte oder ein doppelter Fixpunkt.

4.20 Satz

Eine gerade Mobiustransformation mit drei Fixpunkten ist identisch.

4.21 Definition ((scharf) n-fach Transitivitit)

Sei ¢ Gruppe, M eine Menge

¢ x M — M ist n-fach transitiv, wenn es zu je zwei n-Tupeln (xi,...,x,), (¥1,...,yn) ver-
schiedener Elemente von M ein g € ¢ gibt mit g(x;) = y;, scharf n-fach transitiv, wenn g
dabei eindeutig bestimmt ist.

4.22 Satz

Moeb* (C) operiert scharf 3-fach transitiv auf C.

Beweis:
Falls 3-fach transitiv: scharf 3-fach transitiv.
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(21,22,23) =2

(t1,1,13) =1t

Es gebe zu jedem Trippel (u1,uy, u3) eine Mobiustransformation ¢, mit ¢, (0) =
u, Qu(1) = g, Pu(e0) = u3

(Ov 1700) % (Z17Z27Z3)

2 (1,12,13)

1,[3:(P oo): c
Fallsu; =00 =d =0, Setzec=1,a=u3,b =ur — uj
Fallsup =0 =c+d =0, Setzec=1,a=u3,b = —u;
Falls uz = ...

up, uz, l/l3§£0
uy-d=">=
uy-ct+uy-d=a+b
uz-c=a

uz(up —uy)z+ug (u3 — uy)
(p —uy)z+ (uz —up)

= 0(z) =

Determinante der Koeffizientenmatrix # 0!

Inverse Mobiustransformation:

u1—>0
u, — 1
l/[3—>oo
I/[l:OO
Uz —up
7 —
—z+u3
]/[2:00
I—Uup
7 —
—z+u3
u3:OO
I—uj
7 —
up+u

Uy,uz,us 7éoo
I— U1 u3z-up

Z4+uz up—up

—
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4.23 Satz

Moeb™ (C) operiert transitiv (nicht scharf transitiv) auf der Menge der Kreise.

Beweis:

Xe *

i

@ € Moeb™ (C)

¢(a) =d
@(b) =b'
o(c) =

= o(K)=K
v € Moeb™ (C)
y(a)=d"
y(b) =0"
y(c)=c"

= y(K)=K'
V£

K,K'

Kreisscheiben dazu: 1,55, 5,5,
Es gibt ¢ € Moeb™ (C) mit ¢(K) =K' = (S1) = S| oder = S}

p:K—S
E
Sl_>{ e

o Spiegelung am Einheitskreis
co@p:K— S

€
Sl_>{8/
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4.24 Satz

Moeb(C) ist transitiv auf der Menge der Kreisscheiben

4.25 Satz
Aut(C) = Moeb(C)

Beweis:

Sei ¢ € Aut(C)

0— ¢(0)

1— (1)

o0 — @(c0) X

Wiihle y € Moeb™ (C) mit y(¢(0)) =0, y(¢(1)) =1 und y((x))
T=yoo cAut(C) = 7(0) =0, 7(1) = 1 und 7(c0) =
Falls T = id:

v =0,y ! € Moeb(C)

T(R)=R

Kreisscheiben zu R:

H (obere Halbebene)
H (untere Halbebene)

/

= 7(H) = H oder t(H) = H
Falls 7(H) = H: passt!
Falls 7(H) = H : ko 7 (wobei k¥ Mbius-Transformation):

KOT(O) :()7 KOT(l) = 1 und Ko T(OO) — oo
cor(H) = I
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0.B.d.A.: 7(H) = H
Behauptung: Vz € C: 7(z) =z

e 7 bildet Geraden auf Geraden ab
e parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet

e Wenn G € C Gerade und 7(G) = G ist, dann werden die beiden Halb-
ebenen jeweils auf sich abgebildet.

e Sei K ein Kreis mit Tangente 7 in z = 7(T) ist Tangente an 7(K) in
7(2)

e Sei K C C ein Kreis mit Mittelpunkt m = 7(K) ist ein Kreis mit Mit-
telpunkt 7(m)
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t(a) =a,t(b) =b, t(c) =cund 7(d) =d

t(K(d,r)): Kreis der ab in a beriihrt und bc in ¢ = Bildkreis hat Radius
r=1(d)=d

7(K(c,r)): Kreis der ab in b beriihrt

5 Klassifizierung von geraden Mobiustransformationen
und Normalformen

5.1 Definition (konjugierte Mobiustransformation)

@,y € Moeb™ (C) sind konjugiert, wenn es ® € Moeb(+)(C) gibt mit:

Pp=woyown !

Geometrische Interpretation: ¢ und v sind konjugiert bzgl. @, wenn die Operationen von

¢ auf C die Operationen von v auf a)((@) entsprechen. D.h. die Konjugation entspricht
das Koordinatenwechsel auf C.

Die Idee der Mobiustransformation Klassifizierung ist eine gegebene Mobiustransforma-
tion in eine Normalform zu konjugieren und dann die mégliche Normalformen zu klassi-
fizieren.

. _ az+b . _[(a b
Sei g4 = <57 m1tA-<c d)'
Sei ® € Moeb™ (C) mit @ = @p. Dann ist:

—1
WoPao® = QPgyp-1
Eine Matrix A ist dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform genau dann, wenn:

A 0 oder 1)

. -1 _
3B € GL(2,C) : BAB™! = (o "

A0 Al
— ; -1 _ -1 _
Falls A = u, dann ist BAB™" = ( l) oder BAB™" = ( 0 l)

]

Falls A # u, dann ist BAB~! = (g 2)
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Jede gerade Mobiustransformation ist konjugiert zu:

* P10 0 identische Abbildung
o %)

oder

0 A 0 1
oder

°* ¢ ( 1 1) ,denn z — z+ 1 entspricht @ (1 1) (parabolisch)

0 u
o heifit Multiplikator.
Falls o € § = die Mdbiustransformation ist elliptisch

Falls o ¢ S’ = die Mébiustransformation ist loxodromisch

L3N0 < A O) , 7 %z = oz (elliptisch oder loxodromisch)

. . a b
Sei ¢ = @(A) mitA = (C d)
O.E.seidet(A) =1

2 . . . 571a Silb
Falls det(A) = 6 # 1 ist, dann hat die Matrix s-le §5-14

Tr(A) = a+ d bezeichne die Spur der Matrix A und sie 7(¢) = 7(A) = (a +d)?

die Determinante 1.

5.2 Definition: 7

7 : Moeb™ (C) — C definiert durch 7(¢@4) = Tr(A)?, wobei @4 normalisiert ist, d.h. A ist
in Normalform.

5.3 Satz

Seien @,y € Moeb (C). Dann gilt: T(@oy) =t(wo @) und 7(¢) = T(Wo o y).

Beweis:
Fiir Matrizen gilt: Tr(BAB~') = Tr(A) (éhnliche Matrizen haben selbe Spur)
Damit folgt die Behauptung.

Sei ¢ eine gerade Mdobiustransformation. Dann gilt:

e ( parabolisch:
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¢ ist konjugiert zu y: z+— z+1
<(1) D ist dann die Matrix zu ¢
Damit ist 7(¢) =4

e ¢ elliptisch:

@ ist konjugiert zu z — oz mit |ot| = 1

0
a 0
det(o 1)—067&1

Mit o = B2 beschreibt die Matrix (g ﬁql

mation. Diese Matrix ist jetzt normalisiert.
Damit ist 7(¢) = (B + )% = (P )2, wobei = ¢® mit ¥ €
(0,7)

a 0) . . . C ..
( 1) ist dann die Matrix zu ¢, aber sie ist nicht normalisiert, denn

) dieselbe Mobiustransfor-

(@) = [(cos(®)—+isin(®))+ (cos(®) —isin())]?
= 4cos(9)?€[0,4) CR

e ¢ loxodromisch:
. . .. (A O . B 0
die Matrix von @ ist (O u) mit dem Normalform ( 0 B_l)
Damitist 7(¢) = (B+B7')?> mit B = pe®,0<p € Rund p # 1
Somit
() = (B+B7")°
= 24cos(20)(p*+p %) +isin(28)(p*+p ), p A 1= p +p 2 >2

. + —
— Falls 9 € {0,%}, soist (@) =24 (— 1)(p*+p~2)
% =0= 1(¢) > 4 und reell
¥ =7 = 1(¢) € Raber 7(¢) <0
— Falls © ¢ {0, 7}, soist 7(¢@) € C\R

Fiir ¢ eine gerade Mobiustransformation gilt:

e ( parabolisch:

nur 1 Fixpunkt
Fixpunkt: oo

e ¢ elliptisch:

2 Fixpunkte
Fixpunkte: 0,0
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parabolisch
id

A

Drehung um Winkel 24
e ¢ loxodromisch:

2 Fixpunkte
Fixpunkte: 0,0

Erst eine Drehung um Winkel 2% und hinterher eine Streckung um Fak-
tor p.
Kreise werden nicht mehr in sich selbst abgebildet.

fR—=C
t+— e®(cos(t) +isin(t)) mit Kk = 1n1(9p)’ B #0

o(f(1)) = f(t+290)
d.h. die Spirale bleibt fest unter der loxodromischen Abbildung.

Fiir ¥ = 0 werden die Geraden durch O-Punkt auf sich selbst abgebildet.
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N

Begriffe:Loxodromen, Mercator Projection

Der Begriff loxodromisch kommt vom Loxodrom, welches eine Kurve auf der Sphére
beschriebt, die alle latitudinal Linien unter dem selben Winkel schneidet. Zum Beispiel
alle longitudinal Linien sind Loxodromen aber es gibt auch andere Loxodromen. Die
Loxodrome bleiben unter loxodromische Mdobiustransformationen invariant.

6 Mobiustransformationen der oberen Halbebenen

Moeb(H) = {¢ € Moeb(C) | ¢(H) = H} Untergruppe von Moeb(C)
Moeb(R) = {¢ € Moeb(C) | p(R) = R} Untergruppe von Moeb(C)
Sei @ € Moeb(H). Dann folgt: ¢(dH) = JH (JH = Rand von H) und JH = R.
Es gilt:

Moeb(H) C Moeb(R) C Moeb(C)

6.1 Satz

¢ € Moeb(H) bildet hyperbolische Geraden auf hyperbolische Geraden ab.
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LN

Fahnen in der oberen Halbebenen:

e b

S N

[

e

6.2 Satz

Moeb(H) operiert scharf transitiv auf der Fahnen.

3! @ € Moeb™ (C): ¢(ay) = az, (by) = by, ¢(c1) =2

bicy wird auf byc, abgebildet, denn bicy,bycy; CR

J: sei Spiegelung am Einheitskreis: z — %

Falls die Fahnen nicht aufeinander abgebildet werden (falls sie auf falschen Halbebenen
abgebildet werden), konnen wir die Spiegelung am Einheitskreis verwenden.

Moeb(H) operiert transitiv auf H
Moeb(H) operiert nicht 2-fach transitiv auf H
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6.3 Satz

Moeb™ (H) ist 2-fach transitiv auf R aber nicht 3-fach transitiv.
Moeb(H) ist 3-fach transitiv auf R

H
m N
—[R

(—1,0,1) und (—1,e0,1) konnen durch eine gerade Mobiustransformation nicht aufein-

ander abgebildet werden.

Sei @ € Moeb(C)
© = @4 mit A normalisiert, d.h. det(A) = 1 (gerade Mobiustransformation)

oder ¢ = @4 o k¥ (ungerade Mobiustransformation)

. az+b
e geraden Fall: z — =

e ungeraden Fall: 7 — “Z:[s

QD:(PAmitA:C z).Dannist(p =@ mitA” = 7y (_dc _ab):<—dc _ab)

(dadet(A)=1)

Es gilt:
9(0) =g, <>=‘;is, o) = ¢
97(0)= 2 = o
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et (P70 79 Q00) 2 (p=p () + 0 O)0()

= c € Roderc iR

Falls ¢ € R, dann ist die Matrix A = <Ccl b) eine reelle Matrix

d

Falls ¢ € iR, dann ist die Matrix A = <Z ) rein imaginir

d
e 2. Fall: a=0undc #0

A rein imagindr oder reell
e 3Fall: a#0und c =0

A rein imaginir oder reell

6.4 Satz

@ € Moeb™ (R). Dann gilt:
@4 = @ € Moeb™ (R) < A reell oder A rein imaginir

Moeb™ (H) = {@ € Moeb™ (R) | (i) € H}, d.h. ¢(i) = o+ Bi mit B > 0

6.5 Bemerkung

atb 4 b, ¢, d € Roder € iR

MoebR : 7 — { ¢td _
{ fgj a, b, c, d € Roder €iR

¢(z) = <L dann ist (i) = 4t2

a, b, c,decR:
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c+d? c4d?
wird in die obere Halbebene abgebildet.

(i) = irb)ocitd)  (bdvac)tilad—be) \\n g da det (‘C’ Z) =1=ad—bc=1>0,dh.i

a, b, c,deciR:
o(i) = EZZIS; . EZ,’L]”% = (b/dura/i.,/;ﬂgd,_bld) , wobei a =id', b=ib, c =ic’ und d =
/ /
id', det (Z Z) = 1= —det (Z, Z,) damit ist a’d’ — b'c’ < 0, d.h. wird auf die untere
Halbebene abgebildet.
6.6 Satz
@ € Moeb(C) gehort zu Moeb(H) < ¢(z) = ?;is,a, b, c,deR, det <Ccl Z) =1, Moeb™ (H)
(orientierungserhaltend, gerade Mdobiustransformation)
oder
0(z) = if;fg,a, b, c,dciR,det (Cl Z) =1, Moeb(H) — Moeb™ (H) (orientierungsum-

kehrend, ungerade Mobiustransformation)

Erzeugendensystem von Moeb™ (H)
a 0 (1 b 0 —1
(6 ) aem (o 1) oer (0 )

Ungerade Mobiustransformation:
1 _ Oiz+li

Spiegelung am Einheitskreis: z — - = T215;

Klassifizierung der geraden Mobiustransformationen

e parabolisch: 1 Fixpunkt
e clliptisch: 2 Fixpunkte

e loxodromisch: 2 Fixpunkte

Sei ¢(z) = Zéis — z, dann gilt: ¢z> + (d —a)z—b =0
e Fallsc=0

oo ist Fixpunkt
(d—a)z=—b
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- Falls (d —a) #0
7= dL — 2 Fixpunkte

—a

a b
— d#a:A:(O d>

0<d<l<a
7(A) = (a+d)?* > 4 loxodromisch
- Fallsd—a=0,b+#0
(d —a)z = b keine Losung
nur ein Fixpunkt = parabolisch
- Fallsd—a=0,b=0
C besteht aus Fixpunkten, als ¢ ist id.

e Fallsc#0
(oo ist kein Fixpunkt)
22 = (0 —d) £ /{d— )+ dac)
(d—a)>+4ac= (a+d)?—4=1(A)—4= <‘cl 3) — ad — bc
- 1.Fall: T1(A)—4=0:
nur ein Fixpunkt = ¢ parabolisch
® /1 1\ konjugiert zu ¢ in Moeb™ (C)
0 1)
0, (p<1 1\ konjugiert in Moeb(I), nicht in Moeb™ (H)
0 1>

Die Mobiustransformation (parabolische Mobiustransformation) bildet den
blauen Kreis auf den griinen Kreis ab — beide gehen durch den Fixpunkt.
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- 2.Fall: t1(A)—4>0
2 verschiedene reelle Nullstellen
Kreise die durch die Fixpunkte gehen werden durch die elliptische Mobi-
ustransformation auf Kreise abgebildet die wieder durch z; und z, gehen.

- 3.Fall: 7(A)—4 <0 B
2 verschiedene komplexe Nullstellen, eine in H, die andere in H.
Durch Konjugation: Fixpunkt in H: i
- ai+b

T citd
. a b cosy —sint
3 Winkel 9 (c d> o (sin19 cos® )

Sei (z) = g—fj, ungerade Mobiustransformation mit a, b, ¢, d € iR
Seia=id,b=ib',c=ic’ undd = id’
P() = ¢
oo ist Fixpunkt < ¢ =0
¢ = 0: Weitere Fixpunkte: z = <2, wobei z = x + iy
Dann folgt:

. a .q b a 4 a a 4 b
xtiy=gx—igytgx=pxt+zy=—yy => 7=1=>x=—x+37 = x=57,y
beliebig.
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LY

7 Bogenlange und Metrik in H

e 1. Schritt
Bestimme Linge von stiickweise ¢!-Wegen in H.
w:la,b] - H
a=agy<a;<..<a,=»b
Wi, 1.a 1St c!

e 2. Schritt
Definiere Metrik
dp(a,b): Infimum der Langen aller Verbindungen von a und b.

Seien w : [a,b] — C stiickweise ¢! und & : C — R stetig.
Dann ist die Lange wie folgt definiert:
le(w) = ff(é ow)(t) - |w(¢)|dr (Integral von & entlang w).

Sei ¢ : [c,d] — [a, b] eine Umparametrisierung. ¢ sei bijektivund ¢, ¢! ¢!-Abbildungen.
Dann gilt £z (wo @) = g (w)

Sei ja,b] LHAHSR

Ziel: Bewegungen zu haben. Bewegungen #ndern die Abstinde nicht! Gesucht ist & so
dass: £g(w) = Le(pow), U € Moeb(H).
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Differenzierbarkeit von Mobiustransformationen

Falls i € Moeb™ (H): dann ist y komplex differenzierbar
_ aztb _ dleztd)—(aztb)e _ ad—bc _ 1
u(z) = f§+d = W(z) = (az+d)? - (iz—i—d)c2 " (cz+d)?

p(x+iy) = p(x,y) +i- pta(x,y)

Ungerade Mobiustransformation:
_ = __iz+i0
uz)=-z= lg—ll)

i-0-7+i(—
2 (xay) -
ta(x,y) =y
8(9;;1 (x,y) =1 und a—’;l(x,y) =0

%2 (x,y) =0 und %2 (x,y) = 1

1
0 1

Ce(pow) = [PE(u-w(r))-|(u-w)(r)|dt

= [T E(wow(®)) - |(' (w(t)) - w(¢)|dt

= [PE(mow(r))- (1! (w(r))| - W (r)|dt

Falls £g(w) = Lg(Low) = Le(w) —Leg(pow) =0, d.h.:
J2Ew(e)) - W (t)ldt — [2E(mow(r)) - |(W (w(t))| - W (¢)|dr =
JPEW(E) — [2E(mow(t)) - [(1' (w(t))]) - |W(£)|dt =
:>C§(w) 0 fiir jedes w

=VzeH:8(z) = &(1(2) - |1 (2)|

Seien Uy, Uy € Moeb(H), dann gilt:

(&0 (o)) (z) - [(p o p2) (2))]

=& (mou2))(2) - [ (1 (12)) (2)] - |15 (2))|
=& (12(2)) - 5 (2))

£(2)

Erzeugendensystem fiir Moeb(H)

e z+——a’-z,acR>
e z—2z+b,beR

o z+— —1 erzeugen Moeb™ (H)
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Sei p(z) =z+b, p'(z) =1
VzeH:&(z) =& (u(z)) =S (z+b)
& ist konstant auf den Geraden parallel zu R. D.h. £ hingt nur vom Imaginirteil ab (x).

H

g lcstont

Sei u(z) = a®-z, a € R wegen (%)

E(iy) =& (2) =& ()W (2)] = E(a’2) - a* = glia*y) -a* = E(ia’y) = 5E(iy)

H

L 3

=
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Setze y = 1, dann folgt: £ (ia®) = aizéj(z)
Seiz€ H = z=x+ia?

£(z) = E(ia?) = & (i 1m(z))

- al_zé(’) - Iml(z)é:(i)

Setzec=E&(i) eR,E>0,E£0 = E(i)=ceR”

7.1 Satz

Ist £(2) = 755> 0 < ¢ € R, dannist ¢ (w) invariant unter Moeb(H).

Beweis:
Invarianz bzgl 7 +—— — %, 7 —— —z miissen noch iiberpriift werden. Nachrech-
nen!

7.2 Definition

. . 1

'3 A '\

7.3 Definition

lg(w) = ff E(w(r))- W (t)|dt = [? WM’(I) |dt ist die hyperbolische Linge von w.

a Im
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7.4 Definition

tr(a,b) = Inf{lm(w)|w stiickweise C!, w: [a, 8] — H, w(a) = a, w(B) = b} ist der
hyperbolische Abstand von a, b.

7.5 Satz

dy ist Metrik auf H.
Fiir a, b € H ist dg(a,b) = ¢i(v), wobei v : [0, 1] — H eine Parametrisierung der hyper-
bolischen Verbindungsstrecke von a, b ist.

Beweis:

Metrik

dg(a,b) > 0 OK

dy(a,b) =0, falls a = b OK
Umkehrung: zum Schluss des Beweises

Symmetrie: dy(a,b) = dg(b,a) OK

Dreieicksungleichung: dy(a,c) < dp(a,b)+dm(b,c)
Annahme: dyg(a,b) +dy(b,c) < du(a,c)

Setze € = dy(a,c) —du(a,b) — dg(b,c)

w:[0,1] = H, w(0) = a, w(1) = b und lg(w) —du(a,b) < §
v:[1,2] = H, v(1) = b, v(2) = cund by (v) —du(b,c) < §

Dann ist

u:[0,2] = H: ufjg =wund uljgy =v

Cr(u) = L (w) + Ly (v)

du(a,c) < ly(u) = lu(w) +lu(v) < dula,b) + 5 +du(b,c) +5 = du(a,c)
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Widerspruch

Falls dy(a,b) = ¢y (v) ist (wie im Satz) a # b, v : [0, 1] — H Parametrisierung
der Strecke o zaagyy |V (0)]dt > 0, V(1)) > 0

Im(v

Behauptung: fg(v) > £l (w)
1. Fall: v([0,1]) C iR

Sei s = Max{t|v(t) = i},

t =Min{t|v(t) =Bi &t > s}
V= V|[s,r]

l(v) > g (V') > by(w)
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2. Fall: v([0,1]) ¢ iR

Jo sy VIO F 5 (1)

Abstand von i und if3:
dy(i,if) = |In(B)| (integrieren von a nach b)

7.6 Satz

(H, dp) ist Modell der absoluten Geometrie.

Beweis:
Falls a, b, c kollinear, etwa b zwischen a, ¢

/ﬁb\

Dann ist dyy(a,c) = dy(a,b) +dy(b,c)
Annahme a, b, ¢ € iR (sonst verwende Mobiustransformation). Rechne dann
die Abstidnde auf /R nach.
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Sei

= N v>20 It

Bewegungsaxiom

dH(aab) = dH(Cad)

Es gibt genau 2 Bewegungen die ab auf cd abbilden.

3! Bewegung (durch Mobiustransformation), die die Fahne bei a, b in die
Fahne bei c, d iiberfiihrt.

Hyperbolische Geometrie ist sehr wichtig fiir ihre Anwendungen in der Physik.
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