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INHALTSVERZEICHNIS 1

Beispiele in der Differentialgeometrie:

e R— Rt (1,1%)

Abbildung 1: Parabel

e R — R?: ¢+ (cos(t),sin(t))

Abbildung 2: Kreis
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e R—-R%t— (tz,sin(ts))

0,57

-0,54

o R2 = Rit(x,y) — x> +y°

Abbildung 3: Kegel
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o R? — R3: (5,¢) — (cos(t) cos(s),cos(t)sin(s),sin(t))
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Abbildung 4: Einheitssphire in R?

o R? = R3: (x,y) — ((a+rcos(x))cos(y), (a+rcos(x)) sin(y), rsin(y))
mita >r >0

Abbildung 5: Torus
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e Losungsmenge von (x? +y?)3 —4x?y? =0

Abbildung 6: Rosenkurve (Niveaugraph zum Niveau 0)

e Losungsmenge von (x? +y?)3 —4x%y? = 1

Abbildung 7: Rosenkurve (Niveaugraph zum Niveau 1)
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o [iR* =R (x,y) = (¥ +y%)° — 4%y’
Hohenlinien (Niveaulinien): £~!(r), mit » € R

Abbildung 8: Rosenkurve (Hohenlinien)

e Nullstellen von y2 — x> +1x, 1 € R variabel

—t=1

3

X=X —x (P = +x=0=y> =

— %)
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-t=0

— Ubergang von t = 0 — ¢ = 1 fiir der Niveauliniengraph
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o C C IR" eine Kurve
Tangente(geometrische Beschreibung)

[ >

Tangente

Tangente an C in x: T,(C)

- {(x,y) e R"xR"|x € Cundy € T,(C)} heiBit Tangentialbiindel iiber C und
ist eine Fliche in R"

- {(x,y) ER"xR"|x € C und y € T;(C)*} heift Normalenbiindel ist eine Fliche,
die in R?" liegt, und hat dim: n

Fragen iiber Kurven und Flachen

e Welche Daten werden benétigt, um eine Kurve oder Fliche eindeutig festzulegen?

o Wie kann man den Unterschied zwischen zwei Kurven(oder Fldchen) beschreiben?

lokale dim =0

%

N

I

insgesamt dim=1
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e Wie kann man den Grad der Kriimmung einer Kurve oder Fliche beschreiben?
Kriimmungsinformationen kann man mit Hilfe der Approximation mit Kreise ge-
winnen

Abbildung 9: die Kurve links hat eine groflere Kriimmung als die Kurve von rechts, daher
hat den Kreis von links einen kleineren Radius als den Kreis von rechts

e Seien zwei Punkte x, y auf einer Fliche gegeben. Gibt es eine Kurve kleinster Lénge,
welche x,y verbindet(die Kurve liegt auf der Flidche): ,,geoditische Linien*?

Beispiel: 2 Punkte auf einen Kreiszylinder

— 1. Fall:
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— 2. Fall:

— 3. Fall:
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Teil I

Kurven

1 Parametrisierte Kurven

1.1 Definition

I C R Intervall, I° # @ (verboten ist also, dass / einpunktig ist). Eine parametrisierte Kurve
der Klasse Ck, k e NyU {0}, ist eine Abbildung w : I — R”" der Differenzierbarkeitsklasse
ck.

Eine stiickweise glatte Kurve der Klasse C¥ ist eine stetige Abbildung w : I — R” so dass
es endlich viele Punkte a; < ... < a, inI gibt, mit w|,, 4., von der Klasse Ckist,i=0,...,r
mit ap = inf(I) und a1 = sup(I).

aj+1

a0 a1 a2 a3 ad

Beispiele:

2 . e
o wi:R—R?:t— (t,t3) ist stiickweise C*-Kurve

Differential Geometrie
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e wy:R—R?2:t— (t,¢'(cos(t),sin(t)) ist C*-Kurve (und sogar analytische Kurve,
d.h. mit Hilfe der Potenzreihen darstellbar).

e w3:R —R3:t— (cos(t),sin(t),at), a > 0 ist Schraubenlinie auf einem Zylinder.

Differential Geometrie
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1.2 Definition

Seienw: I — R", w; : I} — R" parametrisierte Kurven von der Klasse Cck. wy geht aus w
durch Umparametrisierung hervor, wenn es eine Abbildung ¢ : I} — I gibt mit

® Wy =woQ
e ¢ bijektiv

e ¢, ¢! differenzierbar von der Klasse C¥

@ ist orientierungserhaltend, wenn ¢'(¢) > 0 ist fiir alle ¢ € I}, orientierungsumkehrend,
wenn ¢ (1) < O ist fiir alle 7 € I.

e Aus der Analysis bekannt:
pop~ ' =id
L= (poo (1) =0'(¢7 (1) (0" (1)
S ve: @ (1), (9 1) (1) #0
¢ (¢~ 1(1)), (¢~ 1) (¢) haben dasselbe Vorzeichen

e Sei w:I — R" C*-Kurve, ¢ : J — I bijektiv und ein Parameterwechsel, ¢, ¢!

Ck-Abbildungen, dann ist wo ¢ : J — R” eine Umparametrisierung

Beispiele:

o wi:R—R?:t— (cos(t),sin(t))

Differential Geometrie
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o wy: R —R?:t— (sin(t),cos(t))
Parameterwechsel:
¢ R—-R:it—5—1

2

o
[ L L L L L L LN DL L L L L L L L L e

Rk 1 05

o w3 : (=21 2pi) — R?:t — (cos(t),sin(t))
(keine Umparametrisierung, umléduft den Einheitskreis 2mal)

o wy:R —R?:t — (cos(t?),sin(t?))
(keine Umparametrisierung, umliuft den Einheitskreis unterschiedlich schnell, Rich-
tungsinderung)

o ws: R —R?:t— (cos(t? +3t),sin(t> +3t))
Parameterwechsel:
os:R—>R:t -1 +3¢
@L(t) =32 +3>0= g5 diffbar,C

1.3 Definition

w: I — R" ist diffbare Kurve.

w'(¢) heiBt Tangentialvektor von w bei 7.

R - w/(¢) heiBt Tangente.

Falls w'(1) #0: % heif3it Tangenteneinheitsvektor.
Falls w/(¢) # 0 Vr € I, so heiBt w regulire Kurve.

Falls ||w/(r)|| = 1Vt € I, so heiit w normale Kurve.

Differential Geometrie



1 PARAMETRISIERTE KURVEN 14

Bemerkung

Der Tangentialvektor gibt die momentane Geschwindikeit zum Zeitpunkt ¢ an. Dabei be-
schreibt w(t) eine Bahn in Abhingigkeit vom Zeitparameter t.

Beispiel:

w:R — R?:t— (cos(t),sin(t)) ist eine normale Parametrisierung.
w'(1) = (=sin(1),cos(t)) (IIw'(1)]| = 1Vt € R)

054

N
L L N A I N BN B N L B o E I B BN N N B N

Rk 1 05

Beispiel:

wiR—=R>:t— (21,2 —1)

w/(t) = (2t,3t> — 1) # (0,0)Vt — die Kurve ist regulir parametrisiert aber nicht normal
parametrisiert.

w'(1) =(2,2)

w'(=1) =(=2,2)

Der Nullpunkt wird 2mal durchlaufen mit der Geschwindigkeit ||w/(1)|| = /8.

Differential Geometrie
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057

05 3 05 1
057

Beispiel:

wiR =Rt — (£2,13)
w/(t) = (2t,3t?) nicht regulir.

1.4 Satz

w: I — R reguldr, ¢ : J — I Umparametrisierung = Vs € J : Tangente von wo @ bei s
stimmt tiberein mit der Tangente von w bei ¢(s).

Differential Geometrie
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Beweis:
Kettenregel

Bogenlinge der stetig diffbaren Kurve w : I — R” auf dem Stiick [a,b] C I: | ab W' (2)]|dt

1.5 Satz

Seiw: i — R" regulédr parametrisiert. Dann gibt es genau einen Parameterwechsel ¢ : J —
I, sodass w o @ normal parametrisiert ist. Dieser Paramterwechsel ist orientierungserhal-
tend.

Beweis:

wihle 19 € 1

y:I—-R:t— ftg W (7)||dT

y ist streng monoton wachsend, da ||w'(¢)|| >0Vt € 1
w stetig — v stetig, ¥/ (1) = ||w/(¢)]]

Sei J = y(I) C R Intervall

v : I — J bijektiv

Sei ¢ : J — I die Umkehrabbildung

= ¢ diffbar, ¢'(s) = dos

zu zeigen: w o @ ist normal parametrisiert

(wo )'(5) = W/(9(5)) 0 @'(s) = W (9(5)) sy = T iil]y Liinge = 1

w normal parametrisiert:

toel: fylwr)ldt= Jidt=1t—1

w ist nach der Bogenlidnge parametrisiert.

w: I — R" sei normal parametrisiert

¢ : J — i orientierungserhaltender Parameterwechsel
w o @ auch normal parametrisiert <= @(s) =s+c

Beispiele:

e w:R —R?:t— (cos(t),sin(t)) normal

o w:R—R3:t— (cos(t),sin(t),at), a >0
w (1) = (=sin(t),cos(t),a)
W' ()]l = v1+a
w(t) = L IW()lde = VT oy = V¥ 1
o:R—-R:5— \/%7
w-@:R—-R:s5s— (cos(\/liaz),sin(

\/lia2 ) (\/11612 )s)

Differential Geometrie
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e w:R —R?:t— (acos(t),bsin(t)), 0 < ab w'(t) = (—asin(t),bcos(t))
W (2)|| = \/aZsin(t)? + bxcos(t)?
w(t) = J§/a2sin(t)? + b2cos(t)2dt

2 Ebene Kurven

Geradensegmente: w: 1 — R?:t — at +b, a,b € R?
w regulédr <= a # 0, d.h. w nicht stationér (konstant)
w(t)=a

Sei v : J — R? regulir mit konstanter Tangente.
OBdA: v normal parametrisiert

Damit ist V/(r) = a konstant = v(¢) = at + b

w: [ — R? Ck-Kurve
w I — R2 Ck1_Kurve )
()

w sei regulir, dann ist die Tangente Einheitsvektor: va:'w =e(t) =e(t).
Ergénze e (t) durch e, (t) zu einem positiven ONS(e, () =Normaleneinheitsvektor n(t))

Differential Geometrie
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et 4
T €,
| >

€ T (XBY)
e, ~(-¥,X)

¥

I — R? x R?

t = (e(t),n(r))
diese Abbildung heiit Frenet’sches 2-Bein.

2.1 Satz
w sei normal parametrisiert = w' () = e(¢) und w”(¢) Le(r)

Beweis:
[ <w’(;),w’(t)> —1=0= 2<w’(t),w”(t)>

und damit w'” () Lw'(t)

2.2 Definition

Die Kriimmung von w bei ¢: k(¢) mit x(¢)n(r) = w”(t). Nach wie vor w ist normal para-
metrisiert.
Es gilt: k(1) = (W"(t),n(t)) diffbar von der Klasse C¥~2

Interpretation der Kriimmung einer Kurve:
Die Kriimmung ist die Grofie der Bechleunigung.

Die Kurve w wird bei ¢ durch Taylor-Polynome approximiert:

S — 2 N 3 "
w(s) = w(t)+ (s— 0w (0)+ . 2” W (1) + 3!” W () + ..

(s _2t P ety + .

= w(t)+(s—1)e(t)+

w(t) = 0 und e(t),n(t) Basis, damit folgt:
w(s) = (s—1)(1,0) + 5L k(1) (0, 1) + ..

Differential Geometrie
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Fiir 1 = 0: w(s) = s(1,0) + 5 x(0)(0,1) + ...
Die Approximation:

1. Ordnung: liefert die Tangente
2. Ordnung: liefert die Schmiegeparabel (die Parabel die unter allen anderen
Parabeln die Kurve am besten annéhert)

Schmiegeparabel

Beispiele:

e w:R—R2:t+—at+bmitacS!
w(t)=a

W (t)=0=k()=0

o w:R —R?:t r(cos(t),sin(t)), r >0
w (1) = r(—sin(t),cos(t)) = ||W(¢)|| = r (keine normale Parametrisierung)
Normale Parametrisierung: v : R — R? : 1 — r(cos(%, sin(L))
e(t) =V (t) = (—sin(%),cos(L))
n(t) =v"(t) = L(—cos(L), —sin(L))
Damit &(t) = ('(t),n(t)) = 1, also konstante Kriimmung.

Differential Geometrie
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e(t) \\

nit)
kit)=0

Fiir ein Kreis:

N

w

k(=L

Das Vorzeichen der Kriimmung héingt von der Richtung in der die Kurve durchlau-
fen wird.

w sei regulir.

Sei ¢ : J — I positiver Parameterwechsel
v = wo @ normal parametrisiert
Seitel,s=¢ 1(t)

e(r) =e(s) e(t) =
O —1 w!(t
n(t) =n(s) n(t) = (1 0)) W

= ¢'(s) = HW rda |IV/(s)]| = 1 wegen der normalen Parametrisierung.
Kriimmung Von w bei ¢ = Kriimmung von v bei s = (V'(s),n(s))

Differential Geometrie
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¢
V(o )9 (0 (1)
WO =V ) e —
=
"o ~—1 _ / 1 2W// 1 —1 w/ 1 "o —1
VTl (1) = @'(7 ') W' (1) + ' (97 (1)) (t)¢/(<pf1(;))"’<"’ (1))
- ||w/(t)||2wﬂ(t)+"’”("’ How' (1)
0 (),n() "2 (s (1) + 9 (0 ()W (0),n(0))
Beachte: (w/(¢),n(r)) =0
Damit:
06 = ot (GO0, s (w0 w’<r>>>
B (1 O R O T,
_ det(W (1),w" (1))
W' (1)]?
Beispiel:
wiR—=R2: = (6,03 =) w'(t) = (1,3t> = 1)
D,B: w0
"o o) links Kurve

LI LI
1 05
rechts Kurve

/ 4 'BE Wendepunkt
w(t) = (0,61)

el L0,
32 -1 6 o

k(1) = (V2190 —6:2)3 - (V2+9r4—612)3

Differential Geometrie
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die Kriimmung: kit)

05 1 15

2.3 Definition

Sei w : I — R? regulir von der Klasse C?
Seit €. Beit:

e Rechtskurve: x(t) <0

e Linkskurve: k(7) >0

e Wendepunkt: k(¢) =0

Bei einem Kreis:

v

.

negativen Durchlauf

positiven Durchlanf

w

Differential Geometrie
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Scheitel: falls k bei t ein lokales Extremum hat.

2.4 Definition

Sei w : I — R? regulir

Sei f : R? — R diffbar mit (Df)(x) # 0, falls f(x) =0

V(f) = {x e R?| f(x) = 0}

V(f) beriihrt w bei ¢ von der Ordnung k, falls fiir F = fow gilt: F(t) =0, F'(r) =
0,..F®(1)=0

Beispiel:

e f affin-linear f : R> > R:x—<a,x > +c
(Df)(x) =a, V(f) C R? ist eine Gerade.
V(f) beriihrt w bei ¢ von 1.ter Ordnung: V (f) ist Tangente von w bei ¢

° Seif:]RZHR:xH<x—a,x—a> 2 r>0
V(f) ist ein Kreis mit Radius r um a

2.5 Satz

Seien w und f wie in Definition 2.4.
¢ : J — I sei Parameterwechsel und s € J, t = @(s) € [, v =wo ¢.
Dann folgt: V(f) beriihrt w bei r mit derselben Ordnung wie v bei s.

Beweis:
Kettenregel

2.6 Satz

w: I — R? sei regulir und # € I mit x(¢) # 0. Dann gibt es genau einen Kreis, der w bei
t von 2.ter Ordnung beriihrt: Schmiegekreis, mit Mittelpunkt = Kriimmungsmittelpunkt
und Radius = Kriimmungsradius = m

Differential Geometrie
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Kriimmungsmittelpunkt: w(z) + ﬁn(t)
Die Kurve, die aus den Kriimmungsmittelpunkte besteht, heiit Evolute: ¢ — w(z) + #t)n(t),
wobei w normal parametrisiert ist.

Formel fiir die Evolute auch im Fall einer nicht normalen Parametrisierung:
w : J — R? normal parametrisiert

Qo:1—J

vl —R?

w=vo@

Sei s = ¢(t)

Kriimmungsmittelpunkt von v(w) bei #(s): m,(t) = m,,(s)

my,(s) = w(s) + ﬁn(s)

V' 3
m(t) = v{0) + gy Tt (404 0)

=v(t)+ #%(—v’z (1),v](¢)) ist Kriimmungsmittelpunkt und auch Formel fiir

die Evolute fiir eine nicht normal parametrisierte Kurve.

Sei w: I — R? eine Kurve und ¢ € I: k(t) # 0.
Es gibt dann genau einen Kreis, welcher die Kurve von 2-ter Ordnung beriihrt. O.E.: w st
normal parametrisiert.

Beweis: f:R? > R:x—<x—a,x—a> —r?

Dann ist V(f) Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius .
F=fow
F(t) =0,F'(r) =0,F"(¢t) = 0 heiBt Beriihrung 2-ter Ordnung.

F(r) =0 heiBt w(z) € V(f)

F'(t) =0 = F'(1) = (fow)'(t) = (Df) (w(r))W(r)

F'(t) =0 heiBt w'(¢) L(Df)(w(t))

(Df)(w(t))L Tangente an Kreis im w(7)

also F'(t) = 0 < Tangente an w in ¢ = Tangente an V (f) im w(r)

Differential Geometrie
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Abbildung 10: k() < 0 = w(t) — a zeigt in die Richtung des Normalenvektors

F"(1) = 0F" (1) = ((Df)(w(t))w') =< (D> )(w(t))w' (1), w'(£),w'(t) >
+ < (Df)(w(t)),w"(z) >

(Df)(x) =2(x—a)

@nw=(g 9)

Damit ist F"(r) =2 < w/(t),w'(t) > 42 < w(t) — a,w" (1) >=
2(14+ < w(t) —a,w'(r) >)

Wegen normaler Parametrisierung ist w” (¢)k(7)n(r)

Damit, aus F"(t) =2(1 + x(t)) <w(t) —a,n(t) > und F"(r) =0
folgt:

w(t) —aln(t) = w(t) —a= an(t)

Also folgt:

F'"(t) =2(1+ ax(t))

F'(t)=0< 1+ax(t) :O@a:#})

Da a Mittelpunkt des Kreises ist < w(f) —a = Radius des Kreises.

Somit ist o@ = #}) Radius des Kreises mit eventl. Vorzeichen wegen der
Kriimmung der Kurve.

Man kann jetzt den Mittelpunkt des Kreises berechnen:

a=w(t)—an(t) =w(t)+ ﬁn(r)

Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.

Mit diesem Mittelpunkt und Radius ist die Beriihrung 2-ter Ordnung gezeigt.
o = oy > 0 falls k(1) <0

a:ﬁ})<0falls x(t) >0

Differential Geometrie
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Schmiegekreis

¥

k()=0

Der Schmiegekreis liegt immer auf der inneren Seite der Kurve.
Mittelpunkt des Schmiegekreises bei 7:
a(t) =w(t)+ %n(t) falls w normal parametrisiert

=+l ()

, o/
Bei beliebige Parametrisierung: a(t) = w(t) + %% ( W%S ))

Wenn man sich an den Wendepunkt von links oder von rechts annédhert, wird der Radius
des Schmiegekreises immer groer. Nach dem Wendepunkt, wechseln die Kreise von ei-
ner Seite auf die andere Seite der Kurve.

, !
Die Kurve a(t) = w(t) + % ( wv};%t(; ) heiBt Evolute. Sie wird von den Mittel-

punkte der Kriimmungskreisen (Schmiegekreise) beschrieben.

Differential Geometrie
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Beispiel:

wiR—=R?:t e (1,1%)
w (1) = (1,2t)
w (1) = (0,2)

ey

(V14423 (V14+42)3
k() # 0 Vr (d.h. es gibt keinen Wendepunkt auf der Parabel)

Evolute: a(r) = (t,2) + 3 (1 +412)(=2t,1) = a(t) = (—43,3> + 1)

die Parahel

die Evolute der Parahbel

Beispiel:

w:R — R?:t — (acos(t), bsin(t)), 0 <a<b
w (1) = (—asin(t), bcos(t))

w'(t) = (—acos(t), —bsin(r))

e ()" (1) _ ab
K(t) o IWOIP \/@2sin(t)2+b2cos(1)?

Differential Geometrie
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\/L12s1'rz(l‘)2—bzcos(l‘)3 ( —bcos(t),—asin(r) )

ab \/azsin(l)2 —b2cos(t)

W -(=bcos(t),—asin(t))

= (acos(t),bsin(t)) +
= (acos(t),bsin(t)) +

2.7 Satz (Frenet’sche Gleichung)

w : I — R normal parametrisiert, (e(),n(t)): Frenet’sches 2-Bein
=t)=w'(t)=x(t) n(t),n(t) = —x(9-e(r)

Beispiel:

w : I — R? hat konstante Kriimmung x # 0 <= w(I) ist in einem Kreisbogen enthalten.
OE: w ist normal parametrisiert

Beweis:
=
OK

=
Kriimmungsmittelpunkt: a(f) = w(t) + Ln(r)

zu zeigen: a(t) konstant

(dann folgt: |w(t) —a| = |<n(t)| = nep d-h. w(t) liegt auf dem Kreis um a mit

1
|x
ius L
Radius T )

Differential Geometrie
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Dazu: Ableitung
dt)=w(t)+Ln'(t)=e(t)— L -Kk-e(t)=0
d'(t) konstant 0 = a(¢) konstant

Bemerkung

Alle Ableitungen w")(¢) sind durch Kriimmung , (e(r),n(r)) auszudriicken:

w®) (1)
— k(1) (1) elt) — k(0P (0) + K (0) - mlt) + (1) (1)
— k(1) (1) elt) — k(1) () + K(0) mlr) — €(e) - K1) (1)

2.8 Satz

Sei k : I — R eine C!-Funktion

= 3 diffbare normalparametrisierte Kurve w : I — R?, so dass & deren Kriimmung ist.
Sei wy : I — R? eine weitere solche Kurve, dann gibt es eine eigentliche Bewegung ¢ des
R? mit w = @ ow,

Beweis:

Seitygel

Gesucht: Kurve w mit: w(zg) =0, w'(¢9) = (1,0)
Frenet’sches 2-Bein bei #: (e(ty),n(tp) = ((1,0),(0,1))
e(t) = (cos(a(t)), sin(a(t)))

n(t) = (=sin(a(r)),cos(a(1)))

Suche o(7)!

Falls w existiert:

e(t)=x(t) -n(t) = (t)(—sin(a(t)),cos(a(r)))
k(1) -n(t) = x(t)(—sin(o(t)),cos(c(t)))

Differential Geometrie
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a(r) = f, x(t)dt

wi(t) = cos(ftf) k(t)dt

wh(t) = sin(ftg k(t)dT

Definiere wy (1) = f, cos(f; k(t)dT)ds

wo(t) = fzi) sin( [, k(o)do)ds

mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: w ist die gesuchte
Kurve.

Beispiel:

K:R—=R:t—1t
to=0

a(t) = [§ k(t)dT = 112
wi(t) = J; cos(%rz)d’t)
wa(t) = [ sin(%fz)dr)

Spinnkurve

Differential Geometrie
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3 Der Vier-Scheitel-Satz

3.1 Definition

Ellipse:
4 Scheitelpunkte

Sei w : [a,b] — R? eine Kurve,

w(a) = w(b)

Definiere # : R — R? in der folgenden Weise: zu ¢ € R gibt es genau ein Intervall g, - (b —

a)+ [a,D), welches ¢ enthilt (n, € Z)
Setze w(t) = w(t —n,(b—a)).

w

N

w

w ist eine geschlossenene differenzierbare Kurve, wenn auch w differenzierbar ist.

Differential Geometrie
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w(a)

b)

(

Einfach geschlosssen: w/| [a,p] Injektiv, d.h.
w(a) und w(b)).

jeder Punkt wird nur einmal durchlaufen (ausser

Cim)

w

w geschlossen differenzierbar = w hat endliche Linge

Linge der Kurve = [ ||w/ ()| dt

3.2 Definition

w: I — R2 Kurve, I C R offen.
Sei [a,b] C I.
Totalkriimmung von w auf [a, b]:

[ x

1) [[w'(2) dt

Differential Geometrie
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3.3 Satz

w: I — R? Kurve, ¢ : J — I positiver Paramterwechsel, v=wo ¢ : J — R?
la,b] C1,c= @7 (a),d =9~ (b)
= Totalkriimmung von w auf [a, b] = Totalkrimmung von v auf [c,d]

Beweis:

2w, (1) - W (1) dt

= [2xu(@(5)) - W (9(s))]| - @' (s)ds
= [P xu(s) - [V (s)||ds

3.4 Lemma

Sei f: [a,b] — R*\{0} stetig = 3 stetige Abbildung 8 : [a,b] — R mit:
£(6) = 1F )]l (cos(8(1),sin(6(1)))

Dabei ist 8(b) — 0(a) unabhéngig von der Wahl von 0

Falls f differenzierbar ist, dann ist auch 6 differenzierbar.

Beweis:

Setze g(r) = H%;H

Falls Aussage fiir g richtig, dann auch fiir f
S'cC=R?
St »sliz—¢

2

H x>0
Hy:x>0
H;:x1 <0
Hy:xp <0
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" f(a)

f(a)

0.5

o Gy

05 1 05

[a,b] kompakt = 3 Teilungspunkte ap = a < a; < ap < ... < a, = b, so dass
das Bild von [g;_1,a;] unter f jeweils vollstindig in einer Halbebene liegt.

f(t) = fi(1), fa(1)
Wihle o € (=5, %)
0(t) = arcsin(f>(t))

3.5 Lemma
Sei f : [a,b] — R?\{0} stetig = 3 stetige Abbildung 6 : [a,b] — R mit:
F@) = 1f @Il (cos(6(2)),sin(6(1)))

Falls f differenzierbar ist, dann ist auch 0 differenzierbar. 6 ist eindeutig bis auf Addition
von 2nn, n € Z. 6(b) — 0(a) ist unabhingig von der Wahl von 6.

Beweis:

O.E.: |f()] =1

Falls 0, 6 zwei solche Abbildungen sind, folgt:

6 — 0 : [a,b] — R stetig.

Fiits € [a,b]: (cos(0(t)),sin(0(t))) = (cos(0(t)),sin(0(t))) = 0(t)—0(t) =
2nn, n € 7,

Damit ist & — 6 konstant.

Seietwa O = 0+27nn = 6(b)—6(a) = 06(b) —6(a)

Differential Geometrie



3 DER VIER-SCHEITEL-SATZ 35

r
[ab] > S'CIRM\0}
hY
Ay
*
LN
. t—= (cos(t),sin(t))
3
IR
Hi:x1>0
Hy: x>0
H;:x1 <0
Hy:x <0
(Z£,%) — S'NH, : t — (cos(t),sin(t)) invertierbar durch arcsin.

arcsing : S'NHy — 27n+ (55, %) @ (x1,x2) — 27n+ arcsin(x;)
arcsin, : C* (d.h. arcsin,, ist holomorph = durch Potenzreihen darstellbar)

f(a,)

f(a)

a,
o

-
T rr rr1r 1) 11 11 -1 1 1T [1

05 I 05

f

T . =N

=
o

01 (t) = arcsin,(f2(r)) mit ap —27n € (5, F).
re [007a1]
a1 < az, f(lar,a2]) CHyNS!

(0,7) — S'NH,
t — (cos(t),sin(t))
(x1,x2) — arccos(xy)
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0,(t) = arccosy(f1(x)), wobei k so gewihlt wird, dass 7 € [a;,a], 62(a;) =
0, (al) ist.

3.6 Folgerung

f wie in Lemma 3.4. Zusitzlich f(a) = f(b) = 6(b) — 0(a) € {2nn|n € Z}

Beweis:
(cos(0(b)),sin(0(b))) = f(b) = f(a) = (cos(0(a)),sin(6(a))) = Behaup-
tung.

3.7 Definition

f wie oben, 6 wie in Lemma 3.4. 0 ist Polarwinkelfunktion von f. Wenn f(a) = f(b) ist,
heil3t

6(b) —6(a)
2n

die Windungszahl von f.
Geometrische Bedeutung:
Windungszahl = Umlaufszahl

w

w:il —R2
w' : I — R? Tangentenbild.
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3.8 Satz

w:l — R? regulire Kurve, 6 Polarwinkelfunktion zu w'.
Sei [a,b] C I = 6(b) — 6(a) ist die Totalkriimmung auf [a, b].

Beweis:

O.E.: w ist normal parametrisiert.

t € la,b]:e(t) = (cos(0(t)),sin(0(t))),n(t) = (—sin(0(z)),cos(0(1)))
1. Frenet’sche Gleichung:

e (t) = x(t)n(t).

0'(r)(—sin(0(t)),cos(0(t))) = k(t)n(t) = x(t) = 0'(¢)
Totalkriimmung:

Jy ®@)|w (0)||de = [ x(t)dr = [ 6/ (t)di = O(b) — 6(a)

a
(|[W'(2)|| = 1 wegen Parametrisierung)

f(b)

w'(b . )
/—\T : q :
\[i/ \u

3.9 Definition

Sei w eine geschlossene Kurve mit Definitionsintervall [a,b]. Dann ist

1
27

b
| @)

die Umlaufzahl von w.

Beispiel:

w:R — R2:t+ (acos(t) + bsin(t)) mit 0 < a < b
W (t) = (—asin(t),bcos(t))

Differential Geometrie



3 DER VIER-SCHEITEL-SATZ

38

k(1) = ab 3
\/azsin2 (t)+b%cos(t)
Auf [0,27] ist die Umlaufzahl von w:

ab

2m
dt.
/0 \Va2sin(t),b2cos?(t)

Sei ¥ Polarwinkelfunktion fiir w’. Dann ist:

1
27

[ ROl = 9(2m) - 500)

w'(0) = (0,b)=w(27)
w(n/2) = (—a,0)
w(m) = (0,—b)
w' (37/2) (a,0)
8(0) = g+27m0
¥ (m/2) = mw+27mn
d(w) = 37” +27n,
¥ (37/2) 2w+ 27n3
8(2n) = §+27m4

Also ¥ wiichst strikt monoton.

Wihle 9(0) = £ = &(n/2) = &, ¥(n) = 3£, 9 (3F) =27, ¥(27n) = L + 21
¥ (2m) — ¥(0) = 2w = Umlaufzahl: 1

Normierung des Tangentialvektors auf 1 = Umlauf auf dem Einheitskreis
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Beispiel:

w.[0,27] — R? : ¢+ (cos(t),sin(2t))

05

05

Wenn die cos-Funktion eine halbe Periode durchliuft, durchlduft die sin-Funktion eine

ganze Periode.

w'(t)
W”(l) —

k() =

(—sin(t),2cos(2t))
(—cos(t),—4sin(2t))
4sin(t)sin(2t) + 2cos(t)cos(2t)

damit ist die Umlaufzahl:

\/sin2(t) + 4cos2(2t)3

[ inin @) + 2coscos(z),
0

\/sin%(t) +4cos?(2t)

05

w () =a(0,1) & sin(t) =0t =nn
Dann ist & = 2cos(2nn) =2
() erreicht den Punkt (0,—1) nicht!

W (@)l
Damit 9 (t) # 3£ + 27n fiir alle ¢ (*)
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3(0) =%

Wegen Periodizitit folgt: ¥(27) = § 4 27n

Da ¢ stetig ist, werden nach Zwischenwertsatz (ZWS) alle Werte zwischen ¥ (0) = 7 und
¥(27m) = & +27n angenommen. Damit ergibt sich folgende Fallunterscheidung:

Falls n > 1: folgt mit dem ZWS: 3¢ : 9(t) = 3F Wlderspruch zu (*)
Falls n < —1: folgt mit dem ZWS: 3¢ : ¥(t) = —F Widerspruch zu (*)
Falls n = 0: ist die einzige Moglichkeit. Also folgt Umlaufzahl =0

3.10 Lemma

Se w: [a,b] — R? eine normal parametrisierte geschlossene Kurve. Dann gilt VA, B, C € R:
b
/ (Awy(£) + Bwa(r) + C)k' (1)di = 0
a

Beweis:

Es wird gezeigt dass [” Aw, (1)’ (t)dt, [ Bwy(1)x’(t)dt und [P CK'(1)dr alle
Null sind. Dafiir betrachten wir folgendes:

Sei ¥ : [a,b] — R Polarwinkelfunktion fiir w’

w'(1) = (cos(D(1)),sin(D(1)))

w/10) = K0n(o) = K0)sin(9(0) cos(0(0)

oder auch w”(1) = (W/(1))" = ©'(t)(—sin(d(1)), cos(B(1)))

Damit folgt: k(z) = ¥(¢)

i) ab Cx'(r)dt = C(x(b) — k(a)) = 0 wegen geschlossene Kurve (Priodizitiit)

4] ¢

keine geschlossene geschlossene
Kurve Kurve

SE(k()W (1) + K (0w (1)) di = [ (ewn ) (1) = 0
J2 R @wi(0)de = — [P k(o)wi (0)dr = — [Pw()de = 0
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Konvexe Kurve:

Eine konvexe Kurve ist eine reguldare Kurve und

D D

konvexe Kurve keine konvexe Kurve

d.h. fiir jede zwei Punkte aus der Inneren der Kurve, liegt die Verbindungsstrecke zwi-
schen diese beiden Punkte wieder in Inneren der Kurve. Aquivalent zu dieser Bedingung

ox

konvexe Kurve keine konvexe Kurve

d.h. in jedem Punkt w(r) liegt die Kurve vollstindig in einer der beiden abgeschlossenen
Halbebenen, die durch die Tangente bestimmt sind.

3.11 Satz (Vier-Scheitel-Satz)
Jede einfach geschlossene konvexe Kurve hat mindestens 4 Scheitel.

Beweis:

K ist nicht konstant O (sonst verlduft w auf einem Geradensegment und ist
nicht einfach)

Kk konstant # 0 = alle Punkte sind Scheitel! x nicht konstant

O.E.: w normal parametrisiert

[a, D] Definitionsintervall

K : [a,b] — R differenzierbar und x(a) = x(b)

K hat absolutes Maximum und Minimum = 2 Scheitel

Seien p; = w(Qy), po = w(o) die beiden Scheitel.

O.E. o =a
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Y =w([on o))

6 = w([op,b])

G: Gerade durch p; und p», p| # p> (sonst wire Kk konstant nicht 0)
Behauptung: y und 6 liegen jeweils vollstdndig in einer abgeschlossenen
Halbebenen bzgl G

Beweis:

Annahme: dies ist falsch! O.E. y enthilt Punkte aus beiden offenen Halbebe-
nen
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Es gibt dann einen Punkt o3 € (0, ) w(os) = p3 € G.

Einer der drei Punkte liegt zwischen beiden anderen:

Umnumerierung: {q1,92,93} = {p1,p2,p3} so dass g» zwischen ¢g; und g3
liegt.

T: Tangente in ¢;

wegen Konvevitit: g1, g3 liegen in derselben abgeschlossenen Halbebenen =-
T=G

verhoten wegen Konvexitét

G ist Tangente auch in g; bzw. g3
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verboten da qu schneidet
die Kurve bei 9, Ty

Falls ¥ C G: K |[g,,0,)= O (konstant 0) aber x(a), k(cr2) absolutes Maxi-
mum/Minimum =- x iiberall konstant 0 Widerspruch
Wenn K (t) fiir t € [a1, @] nicht konstant 0 ist, s0 ist w' |, o,] nicht konstant.

9w ( |33)

w(bh=xe
wip)=1q

x liegt auf y zwischen ¢ und g, oder zwischen g, und gs.
0.B.d.A.: x liegt zwischen ¢, und ¢3.

Sei ¢} der letzte Punkt auf G, so daB x zwischen ¢ und g3 liegt.
OB.dA.:¢h=q
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Sekannte q,.x

firx — g geht T, — T, = G

T.NG — q

Fiir x nahe bei ¢,, x # ¢g»: T, N G zwischen g, und g3 = ¢ und g3 liegen auf
verschiedenen Seiten von 7, Widerspruch zur Konvexitit von w.

= 6 und y miissen in verschiedenen Halbebenen liegen.
Falls y und 9§ in derselben Halbebene liegen:

dann liegen p; und p, auf verschiedenen Seiten von 7" Widerspruch zur Kon-
vexitit. Damit miissen ¥ und & auf verschiedenen Seiten von G. Wir haben
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also fiir die konvexe, einfach geschlossene Kurve w : R — R? auf dem Inter-
vall [a, b] Scheitel bei p; =w(ay) und pp = w(ap) mit a; =aund o, € (a,b)
und ¥ = w([ay, ®]) und 6 = w([op,b]) liegen in verschiedenen Halbebenen
bzgl der Geraden G.

Seien A,B,C € R mit:
G={xcR?|Ax; +Bx,+C =0}

Annahme: x hat Extrema nur bei o und o5.

Daraus folgt: k" hat auBer ot und @, keine Nullstellen. k’ hat auf (o, @) und
(ap,b) konstantes Vorzeichen und wegen dem Verlauf sind die Vorzeichen
entgegengesetzt.

(Awy (t) + Bws(t) + C) K’ (r) hat iiberall konstantes Vorzeichen > 0 oder < 0
Nach Lemma 3.9 ist Integral=0 = (Aw (¢) + Bw, () + C)x’(¢) konstant 0 =
tiberall ist ein Faktor = 0.

Falls Aw(t) + Bw;(t) + C auf einen Teilintervall (B;f3;) konstant O ist: w
verlduft auf G in (B ,) = An jeder Stelle ¢ € (1 ;) hat k lokale Extrema.
Widerspruch zur Annahme

Also k’(¢) = 0 auf dem gesamten Intervall auBer evtl. isolierten Mengen von
Punkten.

K’ stetig = &’ konstant 0 = Kk konstant = jeder Punkt ist lokales Extremum
fiir k. Widerspruch zur Annahme.

Also 3oz # o, 0: K hat bei o3 lokales Extremum.(x” hat Vorzeichenwechsel
bei a3)
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Bei o1 und b hat die Kriimmung derselben Verlauf wegen Periodizitidtsgriinden.
0.B.d.A. bei @ - lokales Minimum =- bei o - lokales Maximum.

Fall 1: bei o - lokales Minimum = Joy s.d. bei oy lokales Maximum; ot
zwischen o und Q3

Fall 2: bei o - lokales Maximum = Joy s.d. bei oy lokales Minimum; 0y
zwischen oz und o

4 Raumkurven

Zunichst: Kurven normal parametrisiert
w:il —R3
<wW (@)W (t)>=1=0=2<w(t),w () >=w()Lnw" (1)

4.1 Definition

k(1) = ||w"(t)]| ist die Kriimmung einer Raumkurve.
Wendepunkt: k(z) =0

Bemerkung:

Hier ist die Kriimmung immer positiv. Bei ebenen Kurven hingt das Kriimmungsvorzei-
chen von der Orientierung der Kurve ab.
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4.2 Definition Frenet’sches 3-Bein (keine Wendepunkte)
ONS:

e(t) = w'(r) Tangenteneinheitsvektor (wegen normale Parametrisierung)
!

n(t) = HW Eg\l Hauptnormalenvektor
b(t) = e(t) A n(t) Binormalenvektor

Die Kurve e : I — R heif3t Tangentenbild. Entsprechen hei3en die Kurven n : I — R Haupt-
normalenbild und 4 : I — R Binormalenbild

4.3 Satz Frenet’sche Gleichungen

Beweis:
*¢! (1) = k(t)n(t) klar!
;n’(t.) = —x(t)e(t) +1(t)b(1)

W (1) =< 1(t),e(t) > e(t)+ < n'(t),n(t) > n(t)+ < ' (£),b(t) > b(t)
es gilt: < n(t),e(t) >=0
= 0=<n/(t),e(t) >+ <n(t),e) >
= <n'(t),e(t) >=— <n(t),e(t) >= —k(t)
definiere 7(¢) :< n'(t),b(t)
Damit folgt: n'(t) = —«(t)e(r) + ©(2)b(t)
*b'(t) = —1(t)n(r) beweist man analog

4.4 Definition

7(¢) ist die Torsion einer Kurve w in . (Diese gibt an wie stark die Kurve bei ¢ abweicht
in einer Ebene zu liegen)
Ableitungen von w:
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Berechnung der Torsion einer Kurve w an der Stelle 7:
ACHTUNG: hier ist w normal parametrisiert!
d t / t /! t , /11 t
UL ORGORTG)
[[w" (@)l

Bei nicht normal parametrisierten Kurven:

(1) = det(W (£),w" (t),w" (1))
[w'(£) Aw" (1)

Bemerkung (Herleitung von 7(7))

3. Frenet’sche Gleichung:

bt) = —z(t)-n()

T(t) = —<b(t),n(t) >=<b(t),n(t) >
<b(t),n(t)> = 0
=0 = <bt),n(t)>+<b(t),n(t) >
B W”(t)
0= ]
D AR = (i )
b(t) - (t)/\ (t) (t)/\ ||W//(t)||
o — W (0) WO =w" (1) - 5 iy -2 < w(0),w" () >
T EOIE
_ HW”(I‘)HZWW(I)— < w”(t),w”’(t) > -W”/(l‘)
W ()]
=1(t) = HW"L)H“ <w (&) AW (1), W' -w" () — < w"(2),W" (1) > W' (t) >
1 / /! 11
= Wdet(w (£),w"(t),w" (1))
Bemerkung
Sei f: R} = R.
Sei V(f) die Nullstellenmenge von f.
x€V(f) = (Df)(x) #O0.

Seiw:I=R3
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Beriihrordnung & bei ¢ bedeutet:

(fow)r) = 0
(fow)(r) = 0

(fow)'(t) = 0

(Fow () = 0

Die Kurve w ist beliebig parametrisiert.

4.5 Satz

Sei f: R3 — R nicht konstant, affin-linear.

Seiw: 1 — R?und ¢ € I mit w(t) kein Wendepunkt.

Die Beriihrordnung von wund V(f) ist 2 < V(f) = w(t) + Re(t) + Rn(r).

D.h. es gibt genau eine Ebene welche die Kurven von 2ter Ordnung bei ¢ beriihrt.

Beweis:

e 1. Bedingung:
(fow)(t) =0 w(r) € V(f)
f lasst sich wie folgt darstellen:
fix—<ax>+cmita € §?
Damit: w(t) e V(f) ©<a,w(t) >= —
e 2. Bedingung:
(fow)(t)=0

(fow)'(t) =< (Df)(w(1),w'(1) >=<a,w'(t) >=<a,e(t) >
Damit (fow)'(t) =0 < ale(r) & w(t)+Re(r) CV(f)

e 3. Bedingung:

(fow)"(1) =0
(fow)'(t) =<a,w > (t) =<a,w’ > (t) = x(t) < a,n(t) >
(fow)’(t) =0
& <a,n(t) >=0 (x(r) # 0, da w(r) kein Wendepunkt)

w() +Re(t) +Rn(r) C V(f)

w(t) +Re(t) +Rn(tr) = V(f) (wegen Dimensionsgriinden beschrei-
ben sowohl V(f) als auch die Gleichung auf der linken Seite eine Ebe-
ne)
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4.6 Definition

Sei w: I — R> und ¢ € I mit w(t) kein Wendepunkt bei ¢. Dann heift die Ebene w(t) +
Re(t) +Rn(r) Schmiegeebene bei ¢.

Die Ebene w(t) + Rn(t) + Rb(¢) heiit Normalebene.

Die Ebene w(t) + Re(r) +Rb(t) heibt rektifizierende Ebene oder Streckebene.

e Es gilt: b(r) L Schmiegeebene.

o Anderungen des Binormalenvektors b(t) entsprechen Anderungen der Schmiege-
ebene (Anderungen des Binormalenvektors entlang der Kurve).

e Die Ableitung von b bestimmt Anderungen von b. (Es indert sich nur die Richtung
von b, niemals seine Linge, d.h. die Anderungen von b sind Drehungen).

e b'(t) = —1(t)-n(t) - damit beschreibt die Torsion die Anderungen von b und domit
die Anderungen in der Lage der Schmiegeebene.

e Konstante Schmiegeebene < 7(1) =0

4.7 Satz

w : I = R3 ohne Wendepunkte. w(t) liegt in einer Ebene genau dann, wenn die Torsion
konstant 0 ist. Diese Ebene ist die Schmiegeebene.

(Die Kriimmung gibt an, wie stark die Kurve von einer Gerade abweicht, die Torsion gibt
an, wie stark die Kurve von einer ebene Kurve abweicht).

Beweis:

Seiw(l) CE={xcR3| <ax>=<aw(t)>,tcl, acs}

Die Abblidung f: 1 — R: s =< a,w(s) > ist konstant =< a,w(t) >.
0=f'(s) =<a,w(s) >=<a,e(t) >

<a,w(s) >=<a,w(t) >

<a,w(s)+Re(s) >=<a,w(t) >= w(s)+Re(s) CE

0=71"(s) =<a,w >'(s) =< a,w > (s) = x(s) < a,n(s) >

w(s) +Re(s) +Rn(s) CE

Vs : E ist die Schmiegeebene bei s = Schmiegeebene konstant.

Die Gerade | zur Schmiegeebene entsteht aus R - a

= b(s) € R-amit ||b(s)|| =1

= b(s) =a oder b(s) = —a

Wegen der Stetigkeit von b = b konstant = a oder = —a und damit ist T
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konstant 0.

Sei 7 konstant 0.
b'(s) = —1(s) -n(s) = O fiir alle s = b(s) konstant = a.

<a,w > (s) =<a,w(s) >=<b(s),w(s) >=< b(s),e(s) >=0
Damit ist die Abbildung / — R : s —< a,w(s) > konstant.

Bemerkung

Sei t € I und w(t) kein Wendepunkt.
OE:
t=0

=w()=0

(Umparametrisierung und Bewegung des euklidischen Raumes): w/(r) = (1,0,0)
e(t) =w'(r) = (1,0,0)

n(t) =(0,1,0)

b(t)=(0,0,1)

Dann lésst sich w(z) wie folgt darstellen:

l2

w(t) = w(0)+w'(0)+ EWH(O) + gwm(O) +R(1)
2 3

— ter+ %K‘(O)ez + %(—KZ(O)el + K (0)ez +7(0)e3) + R(1)

e Projektion in x3 = 0 (also in die Schmiegeebene)
t— (1, @ -t2)+ Terme hoherer Ordnung.
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401
3n§
zng
mg Parabel

Approximation der Projektion in die
Schmiegebene

e Projektion in x; = 0 (Approximation der Projektion in die Normalebene)

3

t — (k(0)5 + K/(0)%, x(0) - &)

Or TT T T T T T T T T T T T rrrrn

i 1 2

3 4

Semikubische
Parabel

Approximation der Projektion in die
Normalebene

e Projektion in x; = 0 (Approximation der Projektion in die rektifizierende Ebene)
r— (t— K(O)zﬁ 7(0) - %)—f— Terme hoherer Ordnung.

67
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1004

Kubische 1
Parabel ;]

L B S =TT T T T T T T T T 1

4 1 2 4

504

100

Approximation der Projektion in die
rektifizierende Ebene

Beispiel:

w:R —R3: 1t — (ccos(at),c sin(at),at) mit o # 0 und 0 < c.

a’ - +d® 1 < normale Parametrisierung
e(t) = W)= (—acsin(at),o c cos(at),a)
WOl = Vi +a?
= 1(= normal parametrisiert)
w'(t) = (—a?ccos(ar),—a? ¢ sin(at),0)

w”(1) = (& csin(at),—a’ c cos(at),0)

Keine Wendepunkte, da w” (1) # 0 Vr.

K@) = W0
= oa’c
~det(W(t),w" (1), W (1))
T = TOIE

a o c?-cos(at)?+a a c?-sin(at)?
at c?

= 0a

Die Kriimmung und die Torsion bestimmen eindeutig eine Kurve. Deshalb ist jede Kur-
ve mit konstanter Kriimmung und konstanter Torsion eine Schraubenlinie. Die Lage der
Kurve im R? kann variieren.
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Sei0<keR, TeR.

Wihle o mit @ = k2 + 72,

Setze ¢ = 7.

Wiihle a mit a® = xziﬁ’ o > 0und sign(a) = sign(t) (denn o -a muB gleiches Vorzeichen
haben wie 7)

Mit o, ¢ und a berechnet man x und 7. Damit gibt es zu jeder Wahl von x und 7 eine
Schraubenlinie mit den Parametern ¢, ¢ und a wie oben, die diese Kriimmung x und
diese Torsion 7 hat.

Ab jetzt:

w: I — R reguldr.
¢ : J — I positiver Parameterwechsel mit v = w o ¢ normal.

4.8 Satz

SeiseJ, t =@(s).
Dann hat v einen Wendepunkt bei s < w/(z), w” () linear unabhéngig.

4.9 Satz
* )
W)
=y
(b)
() = <w'(t),w(t) > w'(t)— < w(t),w'(t) > W () e (t)
V WO W@ A ] "
“ /1) AW (1)
w(t w(t
P = ey ey~
@ I () AW )
w () AW ()]
56 =E e
(e)

_det(W'(1),w"(2),w" (1))
5 = T A (O

=: T, (1)
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)
€y

n

(h)

Beweis (a):

!/
w

e,(t) = W (O)]] - K (£) e (8)
(1) = = (1) - W' ()] - 0 (t) + T (1) - (1w ()] - B (1)

b, (1) = =W ()] T ()m (1)

V(s) = (wo ) (s) =w(@(s)) - ¢'(s) =w'(t) - ¢'(@~ (1))

= ¢'(¢7'(1) =

Beweis (b):

_ iy
m($) = )]

1
W (@)l

“0) W (1) 9" (@7 (1) =W (1) i+ (1)@ (07! (1)

o<W (1) W (1) >
">  <w ()W (t)>
WO (0> Wl
oo () _ _¢ot)-<w ()W ()> _ < (@) w'(6)>
(o= 1)(r) REGIE [w ()]

V”(S) _ W (0w ([O)>w" (1) —<w () W (1) > (1)

I (0)11*

) (S) _ <w(1),w (£)>w" (t) —<w/ (£) W (t)>n' (1)

< (1) (1) > (w7 (1) =< 2w (6)> 27 |

(1)

t
t

. . W,
ituation: =
Situatio W)

ROl

fIw

ol
AW (1)
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Beispiel:

wiR—=R: t — (1,12,1%)

w!(t) = (1,2t,3%)

w'(t) = (0,2,61)

(Wendepunkt-frei, w'(z), w”(¢) linear unabhingig.)
w"(t) = (0,0,6)

k() = 2:V14+924941*

V42 49%
_ 3
() = 14924914
4.10 Satz

w1 — R3 regulir, g € I, x(t) # 0, 7(19) # 0
= J! Kugel, die w bei ty mit 3. Ordnung beriihrt (,,Schmiegekugel*).

Beweis:

O.E.: w sei normal parametrisiert

Sei f:R?—=R:x—<x—ax—a>—r’mit0<r
Nullstellenmenge: V (f) ist die Kugel um a mit Radius r
Beriihrung O-ter Ordnung:

(fow)(t) = 0 heiBit w(rp) € V(f), d.h. w(tp) liegt auf der Kugel
Beriihrung 1-ter Ordnung:

(f ow)'(t0) =0

(fow)(to) =2 <w(ty) —a,w(to) >

a=w(ty) + Ae(ty) + un(ty) + vb(to)

(fow)(to) =0 A =0

Beriihrung 2-ter Ordnung:

(fow)"(10) =0

(fow)) () = 2<w(t),wW(t)>+2<w(t)—aw'(t) >
24+2<w(t)—a,k(t)n(t) >

(fow)"(t0) =0 & 2<w(t)—a,k(t)n(t) >= -2
& < —un(ty) — vb(ty), k(t)n(t) >= —1
= ,uK'(t()) =1
1
7 E k)
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Kriimmungsachse: Gerade durch w(z) + ﬁn(to) in Richtung b(t9) Der

fo
Kreis in der Schmiegebene mit Mittelpunkt w(zy) + K(lto)n(to), und Radius

m heifit Kriimmungskreis.

Beriihrung 3-ter Ordnung:

(fow)" (o) =0

(fow)"(ty) = 2<w(t),k(t)n(t) > +2 <w(t) —a, k' (t)n(t) > +
+2<w(t)—a, x@)n'(t) >
~—
—x(t)e(t)+7(1)b(r)
= 2<w(t)—a, k' (O)n(t) > +2 <w(t) —a,—x>(1)e(t) + k(1) T(t)b(r) >
(fow)"(ty) = 0=
1

0 = <— K'(to) I’l(l‘()) - Vb(l‘()), —K‘(l‘())ze(l‘()) + K’(l‘o)n(l‘o) + K(to)T(to)b(to) >
= — ’i((:(()))) —vK(t9)T(to)
Damit ist v = ——Kz('i;()tgzlo)

Also der Mittelpunkt a ist gegeben durch:

a = w(to) + gien(to) — et b(to)
a ist der Mittelpunkt des Schmiegekugels.

Der Teil Z;()tf;zto) ist zustdndig fiir die Abweichung der Raumkurve von einer
Ebenenkurve.

Beispiel:

wiR =Rt (¢,62,13)

Projektion in die Schmiegebene: (¢,7%) normale Parabel
Projektion in die Normalebene: (¢,1°) neilsche Parabel
Projektion in die rektifizierende Ebene: (¢,73) kubische Parabel

e([) _ (1,2l,3[2)
V14414912
(—2t+913,1-9t* 3t +-61)

n(t) = V114219511921 9/
b(t) _ (3[2,731‘,1)
T V1492494
K(t) _ 2\/H—9t2+9t4
\/1+14r2+9r4
(1) =3 14012401
1 / _ kK (t)
(K‘(l‘)) (t) k()
~ K (1) 3 (14242 431) V1441294
K2(r) 2 V1492494
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.. / 2 4 7 7
Damit ist — 21< ) _ %(1+24t +31%) V14412491
K2(0)T(r) V14924914

4.11 Satz

I C R Intervall

i : 1 — R ist eine C'-Abbildung.

7 : 1 — R ist eine C°-Abbildung, also stetig.

Seien g € I, xg € R?, (eg,ng,1p): positives ONS in R3.

= 3! normal parametrisierte Kurve w : I — R> mit

o (3

e w(fy) =xo

(ew(t0),mw(0),bw(t0)) = (€0, n0,b0)

e K,=K
©T,=T
Beweis:

w: I — Rist normal parametrisierte Kurve, Frenet’sches Dreibein (e,,, 1y, byy)

Frenet’sche Gleichungen: ¢], = K, - n,,

nl,=—Ky-ey+ Ty by b, =—T, ny

Sei w in Klasse C*
Dann gilt:

ey = w’}n Cck-1
My = oy in ck=2
K, in Ck—2

b,, in Ck=2

b, in Ck=3

T, in CK=3

Seien die 3 x 3-Matrizen (e, ny, by,) und (€, n,, b)) mit e,,, n,y, by, €, ., b,

als Spalten. Zwischen diesen Matrizen gilt die folgende Beziehung:

0 —-x, O
(e(/wn(/wb:v) = (eW7nW7bW> KW O _TW
0 T 0

Also ist F/ = F - K ein System homogener linearer Differentialgleichungen.
= J genau ein Losung (e,n,b) : I — R3>*3 mit (e,n,b)(ty) = (eo, 1o, bo)
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Damit liegen die Kriimmung und die Torsion des Frenet’schen Dreibeines
fest. Damit (eg,ng, bg) ein Frenet’sches Dreibein ist, ist noch zu zeigen: (eq, ng, bo)

ist ONS.
Beh: (e,n,b)(s) ist ONS
F = (e,n,b)
(F'-F)(s) = (F')-F(s)+F-F'(s)
= (F)Y-F(s)+F"-F'(s)
= (F-K)-F(s)+F"-(F-K)(s)

K'(F'-F)(s)+ (F'-F)-K(s)

System von DGLn fiir F' - F, homogen, linear

(F'-F)(to) = (eo,n0,b0)" - (e0,n0,b0) = E

Eine Losung des Systems von DGLn ist konstant E.

linke Seite: E’(s) = 0 rechte Seite: (K" -E)(s) + (EK)(s) = K'(s) + K(s) und
weil K schiefsymmetrisch ist, ist K’(s) + K(s) = 0. Wegen der Eindeutigkeit
von Losungen: F' - F(s) = E = F(s) orthogonal.

(jetzt: Priifen der Positivitét einer Matrix/ONS mit der Determinante)

Weiter gilt: det o F : I — R stetig, Bi(deto F) C {£1}.

Mit Stetigkeit und Bild ist die Abbildung det o F konstant (sonst: nach ZWS
muf} 1x die 0 angenommen werden).

(det o F)(t9) = det(eg,no,bp) = 1

und damit ist (e,n,b)(s) positiv orientiert.

Definiere w: I — R’ : s — xo+ [’ e(0)do

w' =e € s> = w normal parametrisiert
Ow'=é =x-n

(i)n'=—x-e+7-b

(i)' =—7-n

(1) - (iii) ist aus DGL

V)w =e,=e
Ve, =ky-n,=€ = n=n,, (Vi)n, = —Ky,-ey,+ Ty by (Vii) b, = =1, -n,,
(iv) - (vii) aus der Kurventheorie, aus (iv) und (v) folgt b = b,,

Kk=<é,n>=<e,n, >=K,
T=—<b,n>=—<bl,n, >=1, (folgt aus b = b,,)

Die Eindeutigkeit der normal parametrisierten Kurve folgt aus der Eindeutig-
keit der DGLn.
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Beispiel

Wenn eine Kurve konstante Kriimmung und Torsion hat, dann ist sie eine Schraubenli-
nie. Die Lage im Raum kann verschieden sein. Der Radius des Zylinders bestimmt die
Kriimmung und die Torsion.

Teil 11

Flachen

1 Der Begriff der Flache

Sei U C R? offen.
Sei f: U — R3 von der Kalsse CK, k> 1, f = (f1, /2, f3)

Funktionalmatrix = Jakobi-Matrix Beiu € U :

G () ()

) )
PP e D B
u(f) = Juty (u) Juts (w) | €

E) )

G () 5w

(Df), : R?> = R3: x — J,(f) - x ist Differential von f bei u, Rg(Df), <2
(Falls f1, f2, f3 als reelle Funktionen (also U — R) alle an der selben Stelle x ein Exremum
haben, so sind die zugehorigen Gradienten an der Stelle x Null. Damit ist Rg(Df), < 2).

f ist eine Immersion bei u, falls Rg(Df), = 2.
f ist eine Immersion, falls es bei jeder Stelle eine Immersion ist.

(Es handelt sich um eine Immersion, falls zwei Zeilen der Jakobi-Matrix linear unabhéngig
sind.)

1.1 Definition

Sei U C R? offen. f: U — R? ist ein paramtriesiertes Flichenstiick, wenn gilt:

e f injektiv

e f ist Homéomorphismus aufs Bild
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e f ist diffbar und Immersion

M C R3 ist ein Flichenstiick, wenn es ein parametrisiertes Flichenstiick f: U — R> gibt
mit M = f(U).

Definition

f : U — R? parametrisiertes Flichenstiick, u € U, a = f(u) und M = f(U).

T,(M) = Bi((Df),) heift Tangentialraum von M bei a.

Sei f : U = R parametrisiertes Flichenstiick. Sei V C R? offen, ¢ : V — U Diffeomor-
phismus (¢ Diffeomorphismus: ¢ bijektiv, ¢ und ¢! beide differenzierbar).

Dann ist auch fo @ : V — R? ein parametrisiertes Flichenstiick.

Frage

Ist f o ¢ eine Immersion?

veV, u=e(v)

(Dfo@)r = (Df)uc (D@), (D@), ist bijektiv = Rg(D@), = 2)
Also ist f o ¢ eine Immersion.

Weiter liefern f und f o ¢ denselben Tangentialraum bei a = f(u) = (fo @)(v).

Denn: R2 S (Df), R? (Df), R?
(Weil Df eine surjektive Abbildung ist, haben f und f o ¢ dasselbe Bild.)

Bemerkung (Beschreibung des Tangetialraumes mit Hilfe von Kur-
ven)

Sei M C R? ein Flichenstiick und a € M.
Seiw: (—¢&,e) — M C R? Kurve von der Klasse C!.

w(0) =a

w'(0) € T,(M) (Wenn man alle Kurven durch den Punkt a, die auf M verlaufen nimmt
und deren Tangentialvektoren berechnet (im Punkt @), so spannen diese eine Ebene, die
Tangentialebene auf.)

U C R? offene Teilmenge.

f: U — R3: Homdomorphismus aufs Bild und Immersion.
M=fU), fluy=aeM, T,(M) =Bi((Df),)

V C R? offen.
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¢ : V — U Diffeomorphismus

fo@:V—>MCR3

¢: Umparametrisierung

Ju(¢) € GL(2,R)

det(J,(¢)) #0,d.h. > 0 oder <0

det(J,(@)) > 0: @ ist positiv = orientierungserhaltend
det(J,(¢)) < 0: @ ist negativ = orientierungsumkehrend

Sei U’ C U offen
= flyr: U — M = f(U") C M C R? parametrisiertes Flichenstiick

Sei f:U—-MCR3 g:V—>MCR?
Paramtrisierungen des Flidchenstiickes M:

-1

o: UL My
1. g !

o V=M—-U

zueinander inverse Homdomorphismen. fo@~! = fo(flog) =g

zu zeigen: @, @~ ! sind Diffeomorphismus.

Es geniigt zu zeigen (wegen dem Satz iiber inverse Funktionen): ¢ ist diffbar (oder: ¢ 1)
ist diftbar.

SeiaeM, a= f(u) =g(v)

Ju(f): Rang 2 = 2 Zeilen linear unabhingig.

etwa Zeilen:

(35 (), 92 () (32 (u), 5% (u)) linear unabhiingig, i # j

p : R?* — R? Projektion auf die Komponenten (i, )
pof:U — R? diffbar

9fi i
Jpof) = (3;%;(”) 33%(”))

a—ul(”) 8_141(”)

Ju(po f) invertierbar.

Satz tiber inverse Funktionen:

3 offene Umgebungen U’ C U von u, W C R? von po f(u) = p(a)
po fly: U — W ist Homéomorphismus.

(po fly)~': W — U’ ist diffbar,

Jp(a)((pof|U’)71> - Ju(l)Of)il

po flU": U' — W ist Diffeomorphismus.

T(M) = T(M), F(U) =M’

Seiw: (—¢,€) — U Kurve mit w(0) = u
= fow:(—€,&) =M CR3 fow(0)=a
(Fow) (1) = (Dt oW (6) = Jyi () /(1)
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t=0
Bi((Df)n) = Tu(M) = (fow)'(1) € Tu(M).

Seiv: (—€,&) — M Kurve mitVv'(0) =a
=v=fo(pof)topov

of)—1
(—e,e) mEw ™y ly
(pof)topov:(—e &) — U ist diffbar, 0 — u

v(0) = (Df)ul(pof) = opov)(0) € Tu(M)

Seix e R
wy:(—€,6) > U
t—u+tx
u
w C R?2
p:RISRELMCR3
veV' =g Y (Mnp~1(w)) CV offen.
v—2  svap'w)
P Homéomorphismus
W

pogly: diffbar

Jy(pogly’) invertierbar

denn: J,(g): Zeilen i, j linear unabhingig
Insgesamt folgt:
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f
UCyU———— »MCR————————— P R
Ul
W

& Diffeomorphismus
VoV

Diffeomorphismus

1.2 Beispiele

a) U C R? offen, f — R differenzierbar
F:U —R>:uw (u,f(u)) (Bild: Graph von f)
Flichenstiick: Homdomorphismus aufs Bild: Gr(f) — U : (u, f(u)) — u
1 0
Immersion: J,(F) = 0 1 hat Rang 2
5w Fhw
2

Juy (
Tangentialebene bei a = f(u): Erzeugnis der Spalten von J,(F)

b) f:R?2 = R3: (a,B) — (cos(at)cos(B),cos(B)sin(a),sin(B)) ist eine surjektive
Abbildung auf die Sphire, also Bi( f) = §* C R3
f ist differenzierbar mit:
—cos(B)sin(a) —sin(B)cos(a)
Jia,p)(f) = | cos(B)cos(a) —sin(P)sin(c)
0 cos(B)

Wann hat J o gy(f) Rang 2? D.h. wann ist f eine Immersion?

— keine Immersion falls cos(f) = 0; Falls cos(f) # 0 = Immersion
Also: keine Immersion < cos(B) =0« B € 5+ {nm|n e Z}
Die Punkte (a, 5) werden auf Nordpol und (&, —7% ) auf Siidpol abgebildet.

Mogliche Parametrisierungen der Sphiire
SeiU = (—m, ) X (—%,%)

f|lu: U — 8% C R? ist injektiv
Homdomorphismus auf f(U)?

B fest:

Breitenkreis fest und o variieren lassen = laufen auf dem Breitenkreis
o fest:
Meridian fest und f3 variieren lassen = laufen auf dem Meridian

f(U) ist die Sphire ohne dem 180° Meridian und ohne Nord- und Siidpol.

FirV = (0,27) x (=%, %)
f(V) ist die Sphire ohne dem 0° Meridian und ohne Nord- und Siidpol.

Differential Geometrie



1 DER BEGRIFF DER FLACHE 66

\. 5
Sowohl f |y als auch f |y beschreiben Flichenstiicke in R3
Projektion in die (des Tangentialraumes):
x1 —xp Ebene cos(B) # 0 & sin(B) # 0 (x)

x1 —x3 Ebene cos(B) # 0 & sin(cr) # 0 (xx)
xp —x3 Ebene cos(B) # 0 & cos(a) # 0 (x* )

fR?-R3 L, R2 (p ist Projektionsabbildung)

Jia,p)(po f) hat Rang 2

Jiap)(Pof) = J(ap)(P)(ap)(f)

p:R¥ = R%: x — (x1,x), dann ist die Funktionalmatrix von p:

(01 0)
(x) sin(B) =0

Wir befinden uns auf dem Aquator und in jedem Punkt auf dem Aqua-
tor steht die Tangentialebene senkrecht auf die Ebene der ersten beiden
Koordinaten. Also kann nicht bijektiv in der x; — x; Ebene abgebildet
werden. Also sin(f8) = 0 muss ausgeschlossen sein.

(xx) sin(a) =0

Wir befinden uns auf dem 0° oder 180° Meridian, d.h. die Tangential-
ebene steht senkrecht auf der x; — x3 Ebene. Also sin(c) = 0 muss aus-
geschlossen sein. Denn die Tangentialebene wird auf eine Gerade und
nicht auf eine Ebene durch die Projektionsabbildung abgebildet.

(%) cos(at) =0

Wir befinden uns auf dem —%, 7 Meridian, d.h. die Tangentialebene

steht senkrecht auf die x, — x3 Ebene
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c) G:Sz\{N}—>R2:xl—>(]x_l L) )

—x37 1—x3
2 2
—1.m2 ) . 2x1 2x x7+x5—1
. . —
© R* =S \{N} X (x%—l—x%—i—l ’ x%+x%+1 ’ x%—i—x%—ﬁ—l
—2)6%4-2)6%-‘1-2 —4xlx2
(x2+x3+1)2 (x%z—i-x%—}z— 1)2
— — 2x7—2x5+2
J.(oc~! 4x1.2 | 2%
x( ) (x%+x%+1)2 (x%+x%+1)2
4x; 4x;

(F+3+1)2  (F+3+1)?

—x%—i—x%—I—l —2X1X2
Frage: Sind —2x1X2 und x% — x% + 1 | linear unabhéngig?
2x1 2x>
—x% —|—x% +1 —2x1%
det —2x1x2 x% —x%—i—l = —x‘f+x%x%+x%+x%x% —xg —x% —x%+x%+ 1 —4x%x%

2x>

= —x‘f —x‘z‘ — Zx%x% +1

1= (xf +23)*

det =0 & (x]+x3)? = 1 & x} +x3 = | < auf dem Einheitskreis

Wenn wir uns nicht auf dem Einheitskreis befinden, ist immer eine Immersion (die
2 Vektoren sind linear unabhingig)

Die gesamte Sphdre ohne Nordpol ist ein Flidchenstiick. Ebenso ist die gesamte
Sphére ohne Siidpol ein Flichenstiick. Damit kann man die gesamte Sphire durch
2 Fliachenstiicke iiberdecken.

Beispiel (b)
(a,B) — (cos(a)cos(B),cos(B)sin(c),sin(p))

B fest halten = Breitengrad fest halten
o fest halten = Léangengrad fest halten
B = 5 = wird die Gerade auf einem einzigen Punkt: Nordpol abgebildet
B = —% = wird die Gerade auf einem einzigen Punkt: Siidpol abgebildet
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Beispiel (c)

Durch die Abbildung 6! werden die Linien wie folgt abgebildet:

kartesische
Koordinaten in

1.3 Definition

-~

wird auf dem
Siidpol abgebildet

wird auf einem

Breitenkreis abgebildet

Sei M C R? Teilmenge. M ist eine Fliche, wenn es eine offene Uberdeckung durch
Flichenstiicke gibt.

Bei Kurven
Lokale Eigenschaften: Kriimmung, Torsion, ... (charakterisieren die Kurven lokal)
Vier-Scheitel-Satz: spricht iiber eine globale Eigenschaft der Kurve.

Flachenstiicke sind Fldchen
Sei M eine Fliche und M’,M" C M Flichenstiicke.
Falls M’ N"M" £ 0:

V=

(UM nM") C U’ offen
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V" = (f//)_l(M/ﬂM") C U" offen
V' —=MnM"
f// |V”: V// N M/ OM”

Parametertransformation
¢ : V" — V' (Diffeomorphismus) Ubergangsabbildung mit: f” |y»= f’ |y 0@

Beispiel:

2 ist kein Flichenstiick.
Annahme: S ist Flichenstiick
Dann gibt es eine Parametrisierung f : U =82 Homd&omorphismus

U C R? offen, nicht kompakt, aber 52 kompakt = Widerspruch denn U und $2 konnen
dann nicht homéomorph sein.

Damit gibt es keine Parametrisierung

Uberdeckung von S? durch offene Flichenstiicke

o S2\{N} und $2\{S}

o H;

: nordliche Hemisphire
Hz:
H 3.
Hy:
Hs:
H(,Z

stidliche Hemisphire
Ostliche Hemisphire
westliche Hemisphére
rechte Hemisphére
linke Hemisphére

iR = RZ x — (x1,x2)
Pl Hy — {(x1,x02) [ ¥ 425 < 1}

P s {(x,x) [ +23 < 1} — Hi: (x1,x2) = (x1,%,

1 —x%—x%)
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Beispiel: (Torus)

f:R? = R3: (ug,u2) — ((a+bcos(uy))cos(uz), (a+bcos(uy))sin(uz), bsin(uy)) mit 0 <
b<a

A%

/ >,

Zentralkreis des Torus

X3

Immersion aber nicht bijektiv aufs Bild
Die Projektion des Torus in der Ebene der ersten beiden Koordinaten:

Q’

Torus ist eine Rotationsfldche
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Torus als Nullstellenmenge:
P=(a®—b*+x}+x3+23)° —4a*(x3 +x3)

V(P) Nullstellenmenge von P

Damit kann man folgern, dass der Torus kompakt ist:
V(P) ist abgeschlossen, denn P ist stetige Abbildung
Beschrinktheit von V (P):

(@® = b* +x7 +25 +33)” = 4d* (x] +13)

ist beschrinkt: linke Seite wichst in dem 4. Potenz; rechte Seite wichst nur in dem 2.
Potenz.

1.4 Satz

UC R3 offen, f : U — R differenzierbar.
Seic e f(U). Dannist M = {x € f~1(c) | (Df)x # 0} eine Fiiche

Beweis (mit Satz iiber implizite Funktionen):
Seia e M.
O.E. g—j;(a) = 0 (die dritte partielle Ableitung an der Stelle a ist # 0)

Es gibt offene Umgebungen U C R? von (a;,a;) und V von a in R? mit:

M NV ist Graph einer differenzierbaren Funktion ¢ : U — R

Damit ist M NV Flédchenstiick (als Graph einer differenzierbaren Funktion)
und somit ist M eine Fliche.

Veranschaulichung:
f:R3 =R, ceBi(f), f(c)

Beispiel

Torus ist Nullstellenmenge von:
P=(a®—b*+x3+x3+x3)° —4d* (X3 +x3)
P : R — R ist eine Polynomabbildung

Behauptung: P~!(0) ist eine Fliche!
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diesen Stiick der Kurve

kann man nur auf der
y-Achse projezieren (vgl.
Satz iiber implizite
Funktionen)

den Punkt muss
man herausnehmen

diesen Stiick der Kurve kann sowohl auf
die x-Achse als auch auf die y-Achse
projeziert werden

Beweis (mit Hilfe von Satz 1.4)
9P (x) = 4x) (63 + 43 + 13 —a® — b?)

dx|
g—f;(x) = 4xp (%3 + X3 +x3 — a*> — b?)
9 () =43 (F + 3+ +a> — 1)

Bemerkung: Der Gradient kann verschwinden, aber er darf nicht O sein, an
den Stellen wo der Polynom (Funktion) verschwindet.

P (x)=0

8x1 -

x1 = 0 oder
x%—i—x%—kx%—az—bz =0

x%—f—x%—l—x%—az—bzzo

x3 = 0 oder
A+ +x3+a>—b*=0

Falls x; =x; =x3 =0

Dann ist P = a® — b* # 0, also (0,0,0) ¢ P~1(0)
Falls x; #0

Dann: x} +x3 +x3 —a®> — b* = 0()

und x2 +x5 +x3+a> —b*=2a> A0 = x3 =0
und P(x) = (a® — b> +x3 +x3)> —4a*(x} +x3) =0
@(gz — b 4x] —l—xi)2 = 4a*(x} +x3)

2a?
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Also 4a* = 4a®(x} +x3 = a*> = x7 + x5 im Widerspruch zu (), denn dann
folgt: b> = 0 aber b # 0 nach Voraussetzung
U.S.W.

Bemerkung

Wegen Kompaktheit ist das eine Fliche und kein Flichenstiick (Flachenstiicke konnen
nicht kompakt sein).

Beispiel:

Z={xeR3|x}+x3 =r*} mit r > 0 (Kreiszylinder)
Wir definieren das Polynom P(x) = x% —l—x% und betrachten die Menge P~!(r?) C R?. Die
Funktionalmatrix von P an der Stelle x ist gegeben durch:

Jx(P) = (2x1,2x7,0)

Es gilt: J,(P) =0 < x; =xp = 0. Da aber (0,0,x3) ¢ Z, ist Z eine Fliche.

Bemerkung zum Torus

Mit Hilfe der Parametrisierung, stellt man der Torus als Nullstellenmenge eines Polynoms
dar und mit Hilfe dieser 2-ten Darstellung, kann man leicht beweisen das der Torus eine
Fldche ist. Falls man von der Parametrisierung ausgeht und direkt zeigen mochte, dass der
Torus eine Fliache ist, kann dies sehr mithsam sein.

1.5 Satz

Sei M eine Fliche und a € M. T,(M) = (Df); ist der Tangentialraum bei a von M (f wie
im Satz 1.4)

Beweis
Sei w € (—¢€,€) — M eine Kurve mit w(0) = a. Dann ist:
fow:(—€g,e) =R
konstant mit Wert c. Es gilt a/lso:
0= (fow)'(0) = (Df)woyw (0) = w'(0) L(Df)a (w(0) = a)
Damit: 7,(M) C (Df)j
Da (Df), # 0 = dim((Df),) = 2 = dim(T,(M)) und damit ist T,(M) =
(Df)z-
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2 Differenzierbare Funktionen und Abbildungen

Frage: Welche sind die wichtige Abbildungen, wenn wir iiber eine Fliche sprechen?

2.1 Definition

Sei M C R eine Fliche. f: M — R ist eine differenzierbare Funktion, wenn gilt:
VYa € M3¢ : U — M’ C M(parametrisiertes Flichestiick)

@ heiBt Parametrisierung von M mit a € M’ und die Komposition fo ¢ : U — R ist diffe-
renzierbar.

Bemerkung

M C R3 Fliche, f: M — R
f ist differenzierbar, wenn es zu jedem Punkt a € M ein parametrisiertes Flachenstiick
@ :U — M’ gibt mit: a € M’, f o ¢ differenzierbar.

2.2 Satz

Sei f: M — R eine Abbildung.

f ist differenzierbar < Fiir jedes parametrisierte Flichenstiick ¢ : U — M’ ist f o ¢ dif-
ferenzierbar.

Beweis:

»=" trivial

= Sei @ : U — M’ ein parametrisiertes Flichenstiick.
Zu zeigen: Yu € U : f o ¢ differenzierbar bei u.
SeiucU,a=f(u)eM CM
f differenzierbar = 3y : V — M": Parametrisierung eines Flichenstiicks
mita € M", fo y differenzierbar.
Setze: Mo = M' N M" C M offen.
Up= @' (Mp), Vo = w1 (My) C M offen.
¢ : Uy — My und y : Vy — M) sind parametrisierte Flichenstiicke.
f oy ist differenzierbar. Dann gilt: fo @ = fowo y~! o @ ist differen-
zierbar, wobei f o y differenzierbar und y~! o ¢ ein Diffeomorphismus
1st.
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2.3 Satz

Sei C¥(M,R) die Menge der C*-Funktionen.
C*(M,R) ist ein Ring (sogar eine R-Algebra)

Bemerkung

Sei M C R3 eine Fliche. f:M— R¥ ist eine differenzierbare Abbildung, wenn fiir alle
K=1,...,k gilt:

feipeof: M—RF SR (xy,...,x¢) — xi ist differenzierbar

Bemerkung

Seien M,N C R3 Flidchen und f M — N eine Abbildung. f ist differenzierbar, wenn

M i> N — R3 differenzierbar ist.

Beispiel

Sei F : R? — R differenzierbare (Abbildung) Funktion.
M C R3 Fliiche = F |y ist differenzierbare Funktion.

Begriindung:
Sei @ : U — M’ C M Parametrisierung eines Flichenstiicks. Dann gilt: Fo @ : U — R ist
differenzierbar (wegen der Kettenregel!).

Beispiel
¢ : U — M parametrisiertes Flachenstiick.

@~ : M — U ist differenzierbar, denn ¢ ! 0 ¢ = id,, und id,, ist differenzierbar.

2.4 Satz

Seien M,N C R3 Flichen und f : M — N eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(a) f ist differenzierbar.
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by VaeM 3o :U —>M CMmitae M und 3y :V - N CN: f(M') CN und
v Lo fo g differenzierbar.

Beweis:

(@) — (b)

@ :U — M’ C M sei eine Parametrisierung mit « € M’ und fo ¢ : U — R?
differenzierbar.

Sei y : V — N’ Parametrisierung mit f(a) € N'.

Sei M" = f~1(N"), U" = f~1(M") dann: f : U"” — M" ist eine Parametrisie-
rung,a € M", f(M") CN'

OE..U=U"und M =M"

Wahl von y:

vV =R (vi,m) — (vi,v2,g(v1,v2)) mit g : V — R differenzierbar.

Die inverse Abbildung y~! ist die Einschrinkung von p : R? — R?: (x1,x2,x3) —
(x1,x2). Damit ist y~! auf ganz R? definiert. Dann:

v 'oflyop=pofluoe

mit £y o @ differenzierbar von U — R3 und p differenzierbar von R? — R?
(Komposition differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar).

(b) — (a)

Zu zeigen:Ya € M 3¢ :U — M' C M mitac M’ : fo@:U — R differen-
zierbar.

foo=yoy lofop

mit y differenzierbar von V — R3 und y~! o f o ¢ differenzierbar von U — V
nach Vorauss. in (b).

Also f o ¢ ist differenzierbar nach der Kettenregel.

2.5 Satz

Sei f: M — N, g: N — P differenzierbar. Dann ist g o f differenzierbar.

Beweis:

Seien ¢ : U — M', w:V — N, 7: W — P’ Parametrisierungen mit a €
M, f(M") C N und g(N') C P

(goflop=goyoy loyog

mit ¥~ o fo @ ist differenzierbar nach Satz 2.4 von U — V, go y ist diffe-

renzierbar von V — R3.
Damit folgt mit der Kettenregel: g o f ist differenzierbar.
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3 Tangentialraume und Normalenraume

Sei M C R? Fliche und a € M. Dann ist T,(M) C R? eine Ebene und N, (M) = T,(M)~*
ist der Normalenraum bei a.

Beispiel

f: U — R differenzierbar.
Graph Gr(f) ist ein Fldchenstiick.
Parametrisierung: F : U — Gr(f) :u— (u, f(u)) (mitu = (uy,up) und (u, f(u)) = (uy,uz, f(ur,uz))).

1 0
Ju(F) = ] 0 ; 1
S 5w

Die Spalten von J,(F') bilden eine Basis von T, (Gr(f))
d d d d
(1,0, 52 (w)) A (0,1, SL(w) = (=55 (w), $L(w), 1)

) 7au2

(= (det(Zeile2,Zeile3),det (Zeilel,Zeile3),det (Zeilel, Zeile2)))
ist der Normalenvektor.

Beispiel

Sei f: R — R : (x1,%2,x3) — X7 +x3 —r> mit 0 < r.

£71(0) ist ein Kreiszylinder Z mit Achse e3 und Radius .

Sei a € Z dann ist (Df),LT,(Z). Damit ist (weil (Df), # OVa): Ny(Z) =R (Df), und
To(Z) = (Df)y
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(Df)q = (2a1,2a3,0). Dann sind (0,0, 1) und (—ay,a,0) orthogonal zu (Df),
Damit sind (0,0, 1) und (—az,a;,0) € T,(Z) linear unabhingig.

Bemerkung
e Sei f:U — R¥und U C R" offen. Dann sind:
Tu(f) € RV
(Df)y : R" — R¥ linear

e Sei M C R3 eine Fliche und a € M.
Seien:U - M, aecM', a= ¢(u), f: M — R" differenzierbar.
Dann gilt:

- (D@), :R* - R"
— (D@), : R? S T,(M) (Isomorphismus)

- A(Dy), ! : T,(M) — R>.

3.1 Definition

—1 o
(Df)a: Ty(M) (D2} g2 PLPl gin it das Differential von f beia.

3.2 Lemma

Seien @ : U - M mitae M', a=@(u)und y:V — M" mita € M", a = y(v) Parame-
trisierungen. Dann gilt:

1 o
T, (M) P2 g2 PLopl

und

sind gleich.
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Beweis:

OE:M =M"

v~ lo@: U — V ist Diffeomorphismus mit (y~' o @)(u) = v
@ = yo (y~!o @) ist differenzierbar und

(DQ)u = (Dy), o (DY~ 0 9),

Also (Dy ' o @), = (Dy), ' o (Dg),
fop=foyoy log

mit f oy differenzierbar von V — R” und y~! o ¢ Diffeomorphismus von
Uu—V.

(Dfo@)uo (D), = (Dfoyoy og),o(Dg),"

= (Dfoy)yo (DY~ 09),0(Dp), !

= (Dfoy)yo (DY )yo (D@)yo (De), !

mit (D), o (D), ' = id.

3.3 Lemma

Seien M, N Fliachen und f : M — N differenzierbar
(Df)q: Tu(M) — R?
Dann ist Bi((Df)a) € Tp(q)(N).

Beweis:

0:U—-M,aeM, a= f(u)

ViV N, F(M) SN, fla) = ()

f=woy lofopoe!istdifferenzierbar mit ! o fo @ ist differenzierbar
nach Satz 2.4.

(Df)a= (Df o @)yo(D@), ' : T,(M)
(Df)a= (Dyoy 'ofo),o(De),": T,(M
(Dyoy~lofop)y=(Dy)yo(Dy~'ofop),

x4y L zmitx ,Y,Z Vektorrdume, o, 3 lineare Abbildungen: Bi(f3 o o) C
Bi(B)

Damit folgt:
Bi((Df)a) € Bi((DY)y) = Tp(a)(N)

(D9)~" o (Dfop)
—

) (09) ! i (Dyeylofop) s

3.4 Satz (Kettenregel)

Seien f: M — N und g : N — P differenzierbare Abbildungen zwischen Flichen. Dann
ist g o f differenzierbar (nach Satz 2.5) und (Dgo f)q = (Dg) f(a) © (Df )a
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Berechnung von Differentialen

Sei f: M — Nmita € Mund (Df)y : To(M) — T () (N) linear.
Sei ¢ : U — M’ mit a € M’ in der Nihe von a eine Paremtrisierung eines Flichenstiicks,

a=@(u).
Dann gilt:

(Df)a= (Dfo@)uo (D), = (Dfo@)u=(Df)ao (DP)y

) und 8—f (u) sind die Spalten der (Df), und bilden eine Basis von T, (M).

L(u
3
(D f) (aul( u)) = (Df)go (D@)y(e1) = (Dfo@),ler) = aafTol(p(u) ist die erste Spalte von
(Dfo@)u

Beispiele

(a) S2CR? R*?CR3
p: 87 — R? Projektion.
Seia € §* und (Dp)y: Tu(S?) — Typ)(R?) =R?
(Dp), sei die Einschrinkung der Projektion von R? — R? C R3
T,(S?) erzeugt von
(—az, ay, 0)
( as, 0 al)
(Oa —as, a2)

(b) Seien S?\{N,S}, Z = {x € R3x? +x2 =1}

Sei f:S?\{N,S} =Z: x—(

denn f sogar analytisch.

T T
NN

i) differenzier sogar in C*,

X X
\/x1 337 \/xxd /x4

AN

x;-X3 Ebene Xy-Xp Ebene

Diese Abbildung spielt eine wichtige Rolle in der Kartographie. Die Erdoberfldache
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wird durch eine Sphire modelliert. Mit f wird diese auf einen Zylinder projeziert
und weiter kann man diesen Zylinder abrollen um eine Karte zu bekommen.

3.5 Definition

Sei M C R? Fliche. Sei a € M und T, (M) der Tangentialraum und N, (M) der Normalen-
raum.
T™ = {(x,y) e R* x R3|x € M&y € T,(M)}

hei3t Tangentialbiindel. Entsprechend:
NM = {(x,y) e R* x R3|x € M&y € N,(M)}

heiflt Normalenbiindel.

RS x IR3 > R (X¥Y)—x
\

T™ Proj. p

Bemerkung

Sei f: M — N differenzierbar. Dann ist:
Tf:TM—TN: (x,y) = (f(x),(Df)«(y))

Bemerkung (Kettenregel)

MLN&PT
Tgof: TM L TNIETP: (x,y) = (f(x), (Df)x()) = (0 (%), (Dg) ) (Df)x(y)) mit

(Dg)f(x)(Df)x(y)) = (Dgo f)x(y)

Bemerkung

¢ : U — M C R3 parametrisiertes Flichenstiick.
fiUXR?—=TM: (u,y) — (¢(u),(D@).(y)) Falls ¢ eine C>-Abbildung ist, so ist f eine
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differenzierbare Abbildung. Manigfaltigkeiten sind hoher dimensionale Gebilde. Sie sind
nicht komplizierter als die Fliachen (2-dim Gebilde). Die Sitze und Bemerkungen lassen

sich leicht von den Fldchen auf Manigfaltigkeiten iibertragen.

3.6 Definition

Sei M C R? Fliche und sei X : M — R3 ein Vektorfeld auf Graph Gr(X) C M x R3 C

R? x R?
Tangentenfeld, falls X (a) € T,(M)
Normalenfeld, falls X (a) € N,(M)

Sei ¢ : U — M’, a € M'. Dann bilden die Spalten von J,,(9):

(82)
92 (u)

eine Basis von T, (M) und

e e
bildet eine Basis von N, (M).
Dann bilden die Vektoren
92 (u)
20
72(”)
und 5 5

duy . dur
eine Basis des Vektorfelds.

0 J 9 p)
(X 0 9)(1) = a(u) 3 () + B u) 5y () + ¥10) 5 0) A 5 ()
Fiir alle u: falls y(u) = 0 =- Tangentenfeld, falls ot(u) = B(u) =0 =- Normalenfeld.

X ist differenzierbar, falls ¢, 8 und 7y differenzierbar sind.

Beispiel

f:V =R,V CR? offen.

Sei ¢ € R regulirer Wert (d.h. ¢ € £(V) und fiir alle x € f~(c) ist (Df), # 0).
Also f~1(c) ist eine Fliche.

(Df)x € Ne(f~(c)) Normalenfeld.

Normalenfeld als Abbildung:

)= NfHe) s x— (x,(Df)x)
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Bemerkung

SeiM C R
X : M — R? Tangentenfeld und a € M.

Gesucht:

Kurve w: (—€,+€) = M
w(0) =a

w'(t) € Ty (M)

w () =X(w(t)) Vt € (—€,+¢€)

w: Trajektorie oder Losungskurve

OE: M Flichenstiick

¢ : U — M Parametrisierung

v=¢ low: (—&,+e)—=U

v(0) =9~ (a) =u

(Do~ ow), = (DO~ 1)y) W (1) = (DO ™)) - X (W(1)) (DO~ 1)y - (X-0) - (- w) (1)
mit (D(p_l)w(,) (X-9)=y,y:U—R3und (¢~ 1-w)=v

Suchev: (—g,+€) = U
v(0)=0
V(1) =y(v(r))

4 Orientierung

Erinnerung

Sei V ein reeller Vektorraum.
(vi,...,vu) = Bund (wy,...,w,) = C sind Basen von V.

B ~ C (B ist dquivalent zu C) wenn eine Basistransformation eine positive Determinante
hat.

~ ist eine Aquivalenzrelation mit 2 Aquivalenzklassen (Orientierungen): Determinante
positiv oder Determinante negativ.

Seien (V,B) und (W, D) orientierte Vektorraume und dimV = dimW .
f:V — W ist orientierungserhaltend = positiv, wenn f(B) ~ D
f:V — W ist orientierungsumkehrend = negativ, wenn f(B) ~ D
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Bemerkung

Sei M C R3, a € M. Dann hat jeder Tangentialraum 7, (M) zwei Orientierungen.

Sei @ : U — M’', a € M ist Parametrisierung in der Nihe von a.
C d d

(DQ)u B2 S Ty (M) (e1,e2) — (22 (u), 22 (u)

(e1,e>) ist Orientierung auf R?

(g—Z(u), g—:f;(u)) ist Orientierung auf T, (M)

Die Orientierung wird also auf Ty, (M) iibertragen.

Sei y : V — M’ eine andere Parametrisierung.
C
(Dy)y : R? = Tl/l(v) (M)
¢(u) =a=y(v)
(e1,e2) — (g—:’;(v), 3—;’;(\/)) ist eine andere Orientierung.

v lo@: U — V ist Diffeomorphismus.
(DY o @)= (DY) y-1(pw) © (DP)u
bi= (Dy~' o 9)(e:)

(by,by) ist Basis des R?

(e1,ey) ist Basis des R?

Orientierungserhaltend: det(Dy ' o @), >0
Orientierungsumkehrend: det(Dy~' 0 @), <0
U—R: u—det(Dy'og@),ist stetig.

Fazit: Falls U zusammenhéngend ist, sind die Orientierungen mittels ¢, y iiberall gleich
oder iiberall entgegengesetzt.

4.1 Definition

M ist orientierbar, wenn es eine offene Uberdeckung von M durch zusammenhingende
Fldchenstiicke M; und es auf jedem Flichenstiick eine druch eine Parametrisierung defi-
nierte Orientierung gibt, so dass gilt: Ist a € M; N M, so sind die durch M; und M; auf
T,(M) gegebenen Orientierungen gleich.

4.2 Satz

M orientierbar < Es gibt ein stetiges Einheitsnormalenfeld.
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Beweis:
=
M = |J;c; M; sind offene zusammenhidngende Flachenstiicke.
¢; : Ui — M; ist Parametrisierung.
Ian Ta(M%: Falls a € M;, A;[ ; dann geﬁnieren ¢;, ¢@; dieselbe Orientierung.
3—2’{(”), 37‘5’2’(@ = ni(u) = ?(fj(u) A aaf;( )
Pj Pj Qi 4
Fu (W) o, () = mj(u) = 72 () A 0 (u)
ni(u),n;(u) € T,(M)*\{0}
ni(u) = oyjn j(u)
o;; > 0, da Orientierungen gleich sind.
29; 29
det (Gt (u), Gat(u),ni(u)) >0
29 pr
det (52 (u), 9% (u).n;(w) > 0
ni(w) _ _nj(u)
il = T ()]
Seia € M, a € M; mit M; Flachenstiick.
¢; : Ui — M;, ¢;(u) = a ist eine Parametrisierung.

T E ;” ist der Einheitsnormalenvektor in # und hingt nicht von M; ab.

ni(u)
n:M— R :a— g

=

Sei n: M — R stetiges Einheitsnormalenfeld.

Seien M = J;c; M; offene zusammenhéngende Flichenstiicke.
@; : Ui — M; ist Parametrisierung.

2¢; 29
9_'41( )7 duy

det(g—:fl"(u) %(u), n(@;(u))) > 0, dann wird ¢; nicht verindert.

> duy

det(g—:fl"(u), g—ffzi(u), n(g;(u))) < 0, dann wird ¢; verindert wie folgt:
o : R? — R? ist Spiegelung an der 1. Achse.
O'(U,') LN Ui ﬂ M;
(D@io6)y = (DPi)su) - (DO)u (DPi) o) (Do)uler) = (DPi)s(u)(e1)
(D@i)o(u) - (DO)ule2) = (DPi)(u) (—e2)
Durch geeignete Wahl der ¢; gilt:

J; do;
det (32 (u), 92 (u), n(¢i(u))) >0
Seia € M; M, dann gilt:

d i d i Io; J d i . J i . 99; .

(500, 2(0)) ~ (G ), G2 a)) mit 52 ) = b, G5 () = b, G0 (u) =

1, g—fg(u) =0
c1 =ayby +azb;
¢y = ag1by +axnb;
apy ap
a ay
0 <det(cy, c2, n(a))

(u) ist Basis des Tangentialraums.

ist Transformation des Basisiibergangs C — B
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=det(ay1by +anby, ax1by +anb;, n(a))
:det( an ZZ ) -det(by, by, n(a))

as
Da (b1, by, n(a)) > 0 folgt:
arr a2 )
ai ax
4.3 Satz

Sei f : U — R diffbar mit U C R offen. c sei regulirer Wert von f. Dann gilt:

M = f~1(c) ist orientierbare Fliche.

Beweis:
SeiaeM
(Df)i = Ta(M)’ d.h. (Df)a € Na<M)
d.h. N,(M) =R (Df),
(Df

= Tl ist Einheitsnormalenvektor.

Beispiele
von orientierbaren Flichen:

e Rotationsflachen

Sphéren

Zylinder
e Tori

Flachenstiicke

von nicht orientierbaren Fldachen:

e das Mobiusband ist nicht orientierbar

0 :Rx(—¢,4+&) = R>: (uy,up) — ((1+up -cos(%5))-cos(uy), (14+uz-cos(%))-

sin(uy), upsin(5))
0<ex<l

(Das Normalenfeld dreht sich um auf dem Mobiusband, deshalb ist das Mobiusband

nicht orientierbar.)
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Seien:

¢1:(0,27) X (—€,+€) — M,

0 : (m,37m) X (—€,+€) — M

zwel Fliachenstiicke (iiberschneiden sich in nicht zusammenhéingendem
Bereich) die das Mobiusband iiberdecken

(m,27) x (—€,+€) 2N

(m,2m) x (—€,+¢€) 2 3

(0,27) x (—¢,+€) 2 N,

(2m,37) x (—€,+€) 2N,

Aber der Durchschnitt M; N M, ist nicht zusammenhéngend.

e die reelle projektive Ebene ist nicht orientierbar.

—

(Man nimmt die Sphire im R? und identifizert diametral liegende Punkte miteinan-
der.)

e Kleinsche Flasche:

KF(u,v) = ((a+ cos(
(a+cos(5)sin(v

)sin(v) — sin(5)sin(2v))cos(u),
—sin(5)sin(2v))sin(u)),

[\SIES

~—

sin(5)sin(v) + cos(5)sin(2v)

ist nicht orientierbar

e Steinersche romische Fliache:

a2
SRF (u,v) = 7(sin(2u)(c0s(v))2,sin(u)sin(2v),cos(u)sin(Zv))
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ist nicht orientierbar

Rl
At
AR
‘\\::\‘\{{\\\\\\\f\' HiS

\&\\
‘,‘n\s’.:
PR
o R

5 Die erste Fundamentalform

SeiM CR3>undaeM

5.1 Definition

Die Einschriinkung des Standardskalarprodukts von R? auf 7, (M) ist die erste Fundamen-
talform von M bei a. (Bezeichnung: 1,)

Bemerkung

e [, ist eine symmetrische positiv definite Bilinearform.
o (T,(M),1,) ist euklidischer Raum.

e Sei TM C M x R3 (TM: Tangentialbiindel von M)
™Y R3
und seien (a,x), (a,y) € TM (a Punkt der Fliche und x, y € R? mit (a,x), (a,y) €
™)
dann ist I, (x,y) =< x,y >

e Matrix zu I,

- : | 1a(b1,b1) Ii(b1,b2)
Basis von T,(M) : (by,b;), dann folgt: (Ia(bz,bl) Lo(ba. bo)

Sei@p:U— M, aeM, a= @(u)eine Parametrisierung.
Dann ist (2 (u), 92 (u)) eine Basis von T,(M).

’ 8142
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Bemerkung

Die erste Fundamentalform ist unabhingig von der Einbettung und von der Parametrisie-
rung, sie hingt nur von der Fliche ab.

Bemerkung

Mit (g—;pl(u), %(”)) Basis von T,(M) ist die Matrix zu I,:

d d d d
<a_,2( )va,z(”)> <a,2(”)> () >\ ( E(u) F(u) )
20 d d =
< Go(), g () > < F2(w), 52(uw) > F(u) Glu)
Sie ist von der Parametrisierung abhéngig und heil3t Maf3tentor.

Diese Darstellung (MaBtentor) zeigt, dass alle Eintridge der Matrix stetig partiell diffbar
und abhanglg von dem Flachenpunkt sind. Und es gilt:

E(u) = || 32 (u)|?
G(u) = || 52 (u)|?

S

U
S5

Bemerkung

Seiw:I — U Kurve mits € 1
(D@), (W () € T,(M) mitw(t) =uecU, p(u)=aeM
Dann ist:

(( @)u(W'(t)), (Do
L,((D )M(<Wll(t)) ( (
L(wy (t)(D (61

mit (D(p)u(e 3
E(u)w) (£)* + ( )W'l(f)w'z(f)+G u)wh(1)?

\‘/‘e
S

Beispiel

Sei M C R? affine Ebene (Bild einer affin linearen Abbildung).
Sei ¢ : R? — M C R3 affin-lineare Abbildung.

Y1
O(x1,x) =A ( il ) + | vy |, wobeid e R3*2
? V3
ar
d
a—;’j(x) azl
asi
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5 aip

o) | an
asy

Damit sind:

_ 2 2 2
E(x) = ayy + a3, + a3,
F(x)= aan —21-6121(1222 +aziaxn
G(x) = ap, +ay +az,
Man kann die Parametrisierung ¢ so einrichten, dass man die Einheitsmatrix bekommt.
Man wihlt fiir A eine orthogonale Matrix.

Beispiel
U C R? offen, f: U — R diffbar, ¢ : U — Gr(f) CR>: u— (u, f(u))
1
Dann ist g—lﬁ(u) =1 0
()

und

0
99 (1)) —
a_uz(”) = 8f1

duy (Lt)

und somit:

E(u)zl—I—g—L{1 u

Beispiel

¢:(—mm)x (% %) -S> CR?

u — (cos(up)cos(uy), cos(up)sin(uy), sin(uz))

Eine Parametrisierung der Sphére ohne N- und S-Pol und dem Meridian bei 7
somit:

E(u) = cos(uz)?

F(u)=0

Gu)=1
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Bemerkung

Sei w : I — R3 eine parametrisierte Kurve.
Sei [a,b] C I, dann gilt:

b
Ja W' (2)]|dt
Parameterbereich = Zeitintervall
Momentane Geschwindigkeit = w'(z)
Die GroBe der Geschwindigkeit = ||w/(7)||

Dann ist die Lénge der Kurve von a nach b gegeben durch [ f W (2)]|dt

Bemerkung

Sei Bi(w) € M und w'(t) € T,,;(M)
Dann ist die GroBe der Geschwindigkeit gegeben durch |w'(¢2)|| = +/I,(W(£),w'())

Bemerkung

Sei M Fliachenstiick und ¢ : U — M eine Parametrisierung.
Setzev=¢@ low: I —U:t—u

Damit ist w = ¢ ov und

W O = Vi (0)2E () +2v) () (1) F () +v3 (1)*G (u)

Beispiel

¢:R?—R*und0<bh<a

(s,t) — ((a+ bcos(t))cos(s), (a+ bcos(t))sin(s),bsin(t))

; —(a+bcos(t))sin(s)

a_‘f(s,t) = (a+bc0sét))c0s(s)

) —bsin(t)cos(s)

—(f(s»t) = | —bsin(t)sin(s)
bcos(t)

E(s,t) = (a+bcos(t))?

F(s,t)=0

G(s,t) = b?

Lingenberechnung mit Hilfe der ersten Fundamentalform:
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Seiv:I—R?>undw=@ov:I— T CR3 (hierist T ein Torus)

Seien ¢ < B in [

JB|w(7)| drist die Linge von w zwischen w(a) und w(p)
———

<w'(1),w'(7)>

VW (T),wW (1) > = V/<@ov(t),pov(t)>

- e () 6 (46)

= \/(a + beos(w(1))) 2V, (T)? 4+ bV, (1)?

Seiv:R—R2 7+ (1,37)
Dann: v} (7) = 1 und v4(7) = %

Winkelberechnung mit Hilfe der ersten Fundamentalform:

Seien a,b € R?, a,b # O, dann ist cos(Z(a,b)) = me

Falls M C R? Fliche mit x € M und a,b € T,(M), so ist:
I(a,b)

VIi(a,a)\/1(b,b)

cos(£(a,b)) =

Seien weiter:

vil — M,v(sp) =x
wiJ — Mw(ty) =x

Dann sind v'(sg) und w/(0) in T,,(M).
Es gilt dann: Z(v,w) = Z(V/(s0),w (1))

Abbildung 11: diese Konstruktion ist nicht zuldssig

Die Parameterbereiche werden soweit eingeschrénkt so, dass sich die Kurven nicht selber
schneiden, bzw. sich nicht mehrmals im selben Punkt schneiden.
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Bemerkung

Seiop:U—MunducU

v:(—¢€,€) = U, T+ (u; + Te,up) eine Parametrisierung in der Nihe des Punktes u auf
die 1-te Koordinatenlinie

w:(—¢&,€) = U, T (ur,up + Tey) eine Parametrisierung in der Néhe des Punktes u auf
die 2-te Koordinatenlinie

" v;(p o und ol = (g0 0 pon) (0

cos(Z(@ovpow)) = V(T 0 ¢=3) ) k()0 (oorT 0)

(@) (0) = (D@)uer = 55 ()

(@ow)'(0) = (D@)ues = 5% ()

damit ist cos(Z(@pov,pow)) = \/— \/— der Cosinus des Winkels zwischen den Ko-

ordinatenlinien
Falls F (u) = 0 ist, so stehen die Koordinatenkurven senkrecht aufeinander.

Beispiel:

Sei ¢ : R x (—%,%) — $*\{N,S} Parametrisierung der Sphire

(o, B) = (cos(B)cos(at),cos(B)sin(c),sin(p))

Koordinatenkurven:

Langenkreise(Meridiane)(a konst.)

Breitenkreise(f8 konst.)

Die Koordinatenkurven stehen senkrecht aufeinander.

Beispiel:

Sei 67! : R? — S?\N eine andere Parametrisierung der Sphiire
X ( 2x1 2x> X%-HC%—I )

x%—i—x%—i—l ’ x%—o—x%—i—l ) x%—i—x%—o—]
Auch hier stehen die Koordinatenkurven senkrecht aufeinander.

Beispiel:

¢ : R? — Z Parametrisierung eines Krieszylinders

(a, B) = (cos(a),sin(a), B)

Koordinatenlinien: Breitenkreise
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Linien auf dem Zylindermantel
Die Koordinatenlinien stehen senkrecht aufeinander.

Beispiel:

UC R? offen, f: U — R differenzierbar
¢©:U — Gr(f): u— (u, f(u)) Parametrisierung

d d
Flu) = 2L (u) 2L (u)
Sei 3L (u) =0Vu e U = F(u) =0
Falls 5—1{1(@ =0 VYu € U, dann ist Gr(f) eine Regelfliche

—

A

v

Abbildung 12: Geradenstiick entlang einer Kurve bewegen = Regelfldche

5.2 Definition

Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung mit M, N Flichen im R>.

e f ist eine lokale Isometrie, wenn fiir alle @ € M und x,y € T,(M) gilt: IM(x,y) =
I}V(a)((D f)a(x),(Df)a(y)) (Interpretation: Unter eine lokale Isometrie bleiben die

Messungen (wie Winkel, Linge), die die erste Fundamentalform bendétigen un-
veridndert)

e f ist eine Isometrie, wenn es sich zusitzlich um einen Diffeomorphismus handelt

e fisteine konforme Abbildung, wenn fiir x,y € T,(M) gilt: Z(x,y) = Z((Df)a(x),(Df)a(y))
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Bemerkung

Unter Isometrie bleiben die Winkeln und die Lingen gleich. Unter konforme Abbildung
nur die Winkeln werden erhalten.

Beispiel:

Isometrie

konforme
Abbildung

Jedoch es gibt keine konforme Abbildung die ein Quadrat in einen Rechteck iiberfiihrt
(die Winkeln miissen erhalten bleiben)

Beispiel:
¢:Rx(-%,%)— S2\{N,S}
¢(o, B) = (cos(B)cos(ax),cos(B)sin(a),sin(B))

Behauptung: ¢ ist nicht konform
Beweis:
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5 —cos(B)sin(a) ; —sin(fB)cos(a)
5= cos(B)cos(ct) | und —g = | —sin(B)sin(cr)
0 cos(B)
E(a,B) = cos(B)?
F(a,p)=0
G(a,B)=1 .
Sei (o, f) € Rx (—4, %) und seien a,b € R?
cos(£(a,b)) = b1 +azba
V@ +a3\ b+ 3
(D(p)(a,ﬁ)(a)/, (D(p)(oc,ﬁ)(b)l € Ty(ap)(s?) (Tangentialraum)
A —d
cos(B)*a1by + azb,

cos(L(c,d)) =
\/cos(ﬁ)za% +d3 \/cos(ﬁ)zb% + b3

Falls cos(B) = 1 (d.h. wir befinden uns auf dem Aquator), dann sind die
Winkel gleich: Z(c,d) = Z(a,b).

Mita = (1,1) und b = (1,0) ist cos(£(a, b)) = \% und
cos(B)#1

#  cos(Z(a,b))

— cos(B)* _ [/ _cos(B)
COS(Z(C,d)) N Vcos(B)2+1|cos(B)| —V 1+cos(B)?

Bemerkung

Die stereographische Projektion ist eine konforme Abbildung. Die Winkel bleiben erhal-
ten aber die Lingen nicht. Betrachte Geraden durch den O-Punkt: sie haben unendliche
Lédnge und werden auf Meridiane auf der Sphire abgebildet. Die Meridiane der Sphire
haben aber die Linge 27. Somit werden die Lingen nicht erhalten.

5.3 Satz

Sei U C R? offen, ¢, Y Parametrisierungen

Eg(u) Fw(”)) _ (Ew(u) Fw(“)>

f ist Isometrie < VYu € U: <
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Beweis:

f ist ein Diffeomorphismus da ¢~
Sei f Isometrie
y=foo

(DY)u = (D) p(u) (DP)u

Mit ey, e, in R? d1e kanonische Basis, gilt: (Dy),(e;) = a—;’:(u)
d
(DW)ule2) = 2 (u)

und damit:

'und v Diffeomorphismen sind.

NS

B v ay
Ey(u) = < 8_141(u)’8_u1(u) >

0
= < (Df)<p(u)a—:z(u), (Df)(p(u)a_ul<u) >
[ Isometrie a_(P a_(P
- < aul (u)> al/ll (M) >
= Evarphi(”)

Fy (i) =< ¥ (u), 5L (1) >= Fp(u)
Gy(u) =< 3£ (u), 5£ (1) >= Gy(u)

”¢“
zu zeigen: (Df)y(,) dndert die erste Fundamentalform nicht.
Seiey,ep € R?2 dle kanonlsche Basis
Seia e R, a=aje; +arer
Loy (D®)u(a),(DQ)u(a)) = a1 Eg(u) + 2a1a2Fp (u) + a3 G (1)
Tt () (LS o) (DP)u(a), (Df ) o) (DP)u(a)) = atEy(u)+2a1ayFy (u)+
N, s’ TV TV
v(w (DY)u(a) (DY)u(a)
a3Gy (u)
Nach Koeffizientenvergleich folgt:

Ep(u) = Ey(u)
Fo(u) = Fy(u)

Go(u) = Gy(u)

Bemerkung

Seien b, ¢ Bilinearformen von den Vektorrdume V bzw. W mit dimV =dimW und f:V —
W, dann gilt:
VeV :ibv,y)=c(f(v),f(v))

Differential Geometrie



5 DIE ERSTE FUNDAMENTALFORM 98

Betrachten wir weiter:

b(v+w,v+w)=b(v,v)+2b(v,w)+b(w,w)und c(f(v+w), f(v+w))=c(f(v),f(v))+
2¢(f(v), f(w) +c(f(w), f(w))

mit b(v,v) = c(f(v), f(v)) und b(w,w) = c(f(w), f(w)) folgt:

b(v,w) = c(f(v),f(w))

Dies gilt unter dieVoraussetzung dass 2 # 0, d.h. der Skalarkorper hat nicht Charakteristik
2.

Bemerkung

Seien M, N Flichen und seien zwei numerische Funktionen:

AM ‘M —R

AN ‘N —>R

Wenn ¢ :U — M’ CMund y:V — N’ C N lokale Parametrisierungen sind, ist Ay (@ (u)) =
B(Ey(u),Fyp(u),Go(u)) und Ay (y(v)) = B(Ey (v), Fy(v),Gy(v)), wobei B: R? — R eine
Abbildung ist und f: M — N eine lokale Isometrie ist. Dann ist Ay = Ay o f.
Bedeutung:

Gibt es zwischen zwei Flichen eine lokale Isometrie und zwei Abbildungen die nume-
rische Werte annehmen, dann hiingen diese zwei Abbildungen unter die obigen Voraus-
setzungen nur von den Koeffizienten des MaBtensors und der Isometrie ab. Die numeri-
sche Werte stimmen dann iiberein. Numerische Groflen, die nur von der Koeffizienten des
MaBtensors abhingen bleiben unveridndert unter eine lokale Isometrie.

5.4 Satz

f:M — N ist konform <
324 : M — R differenzierbar mit: Va € MVx,y € T,(M): I 1) ((Df)a(x), (Df)a(y)) = A2(a)l,(x,y)

Beweis:
,,<=":(konform = Winkelgeichheit)

fira € Mund x,y € T,(M): cos(Z(x,y)) = %
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Iy ((Df)a(x), (Df)a(¥)))

cos(Z((Df)a(x),(Df)a(y))) =
T @0 000 (01120 (D)

12() a(x,y)
a)|\/1a(x,%)| A (a)[\/1a(y,)
I, (x,y)
Va(%,%)\/1a(3, )

= cos(Z(x,y))

=t

Sei g : V — W ein winkelerhaltenden Isomorphismus zwischen euklidischen
Vektorrdume derselben Dimension

Sei (vy,....,v,) ONB von V. Diese ONB wird durch g auf eine Orthogonal-
basis von W abgebildet, also w; = g(v;)

Fiirv e V\{0}: 4, = I8t > 0

Behauptung

Ay, = Ay, Vi,

Vergleiche cos(Z(vi,vi+v;)) mit cos(Z(g(vi),g(vi+v;))).

Sie sind gleich und = A,, = 4, Vi j

Setze A = A, =..=4,,

SCIVEV\{O}ﬁl =1

Stelle v als Linearkombination der Basisvektoren dar:
V=YY", <>

HZ L <vvi > g(v H
||Z”1<vvl>v,H

Ty <wvi >2<g(vi),g(vi) > ||
HZ 1 <V > <v,,v,>H

Ay =

=1

denn A2||vi]|? = A% < v;,v; >= A

Bemerkung

Seiae M. (Df),: T,M =5 Ty()N ist winkelerhaltenden Isomorphismus
Es gibt Aq > 0: [[(Df)a(x)|* = A7 [1x]1>
Daraus folgt:

< (Df)a(x), (Df)a(y) >= 2% <x,y >
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Noch zu zeigen: A : M — R: a — A, differenzierbar
Sei ¢ : U — M’ C M parametrisiertes Flidchenstiick.

)L2

I
|Q.J cu|

damit ist A2 differenzierbar von u abhiingig

A2 ist positiv und reell = A, ist differenzierbar

Bei Isometrien zwischen zwei Tangentialraume bleiben Winkeln und Léangen erhalten.
Bei konforme Abbildungen ist eine Streckung zugelassen, jedoch derselbe Streckfaktor
in allen Richtungen, so dass die Winkeln erhalten bleiben.

6 GauB-Abbildung und Kriitmmung

Sei M C R3 eine orientierbare zusammenhingende Fliche.
Wiihle eine Orientierung: (d.h. wihle ein Einheitsnormalenfeld) N : M — $?2 CR3

6.1 Definition

N i1st die GauB3-Abbildung. N ist differenzierbar, mit:
(DN)a : Ta(M) — Ty(q)(S°)

6.2 Satz

(DN), ist ein Endomorphismus von 7, (M)

Beweis:
T.(M) = N(a)® = Ty(4) (%)

6.3 Definition

L,=—(DN),: T,(M) — T,(M) heifit Weingarten-Abbildung oder Form-Operator.

6.4 Satz

L, ist selbstadjungiert bzgl. 1,,.
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Beweis:

zu zeigen: Vx,y € T,(M): I,(Ly(x),y) = L, (x,La(y))

Es geniigt zu priifen fiir x,y Basisvektoren von T, (M).

Sei x = g—‘p( Jundy = a ( ) (Behauptung ist klar fiir x = y)

< N(@(u)), 52 (u) >= 0
0=2 <No@, 22 > () =< 20 (1), 22 (u) > + < (No @) (u), 72 (1) >
wobei: 2520 (u) = (DN) g(u) (52 () = Loy (52 (1))

$<L¢<u><§—"j<u>> 20 (u) >=< N(9(w)), 5o (u) >

Seii+# j:
d d 9>
< Lot (G, (). 5, @) = SN, g ) >
Symmetrie

<N(‘P(”))»m(”) >

<Ly (2w, 52 w) >

Symmetrie d ()

m ¢
= < a_uj(u)vL(p(u)(a_ui(u)) >

Indizes vertauschen

Damit folgt die Behauptung

6.5 Definition

11, : T,(M) x T,(M) — R: (x,y) — I,(Lq(x),y) heiit zweite Fundamentalform. Sie ist nach
vorherigen Satz symmetrisch.

1, : T,(M) x T,(M) — R: (x,y) = I(La(x),La(y)) = L(L2(x), ) heiBt dritte Fundamen-
talform.

Matrixdarstellung von /7 bzgl. ¢:

(e(“) / <”>> wobei:

(u) glu)
<>—n (52 (1), 52 (u))

0 Lo (52 (1)), 52 (u))
)

SO FACk
) =< N(@()), 322 (u) >
§(u) =< N(p(w), $(w) >
Damit ist:
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(e(u) f@)) _ [ <N (), 5 ( )>  <N(o(w), aflzg’u (u) >
flu) g(u) N(@W), 728 () > < N(p(u)), 2% S8 () >
mit < N(@(u)) = —”zul E:; aéi:;”

det (52 (u), §7<‘;<u> 9515;2< ))

<N(o(u)), 858@( ) >= Ha (W)AIZ ()|
uj M]

In diese letzte Formel kommt die Gaul3-Abbildung nicht mehr vor und damit kann man
die Matrixdarstellung von /7 bzgl. ¢ direkt aus der Parametrisierung berechnen.

Sei (a“ 0612) die Matrix der Weingarten-Abbildung Ly,) bzgl £9 und . Diese

01 022
Matrix ist symmetrisch und es gilt:

Il(p(u)(a_m(”)7a_u2(”)) = I(p(u)<alla_bt1(u)+ 218 z(u)aa_uz( ))
) 90 0 ¢ I
= oc111<p<u>(a_m< )’8 ( ))+a211(p(")(3_bt2< >7&_’42( )
= o1 F(u)+ a1Gu)
Somit gilt:
(e f) - (Om 0521) (E F)
fg)” 12 0 F G
~—_—— S

transponierte Matrix der Weingarten-Abbildung Maltensor

~1
a1 0p e f E F
Also: =
<0612 0622) (f g) (F G)
Die Matrix der Weingarten-Abbildung hingt nur von u mit der Klasse C<=2 ab, wenn ¢
eine C*-Abbildung ist.

Hauptachsentransformation:
ONB: (vy,v2) von T, (M) mit: vi,v, Eigenvektoren von L.

6.6 Definition

Die Eigenwerte von L, sind die Hauptkriimmungen von M bei a, k| (a), k»(a). Die Ei-
genvektoren v; und v sind Hauptkriimmungsrichtungen zu ki (a) und x»(a).

Das Produkt k(a) = k) (a) k> (a) heifit GauBsche Kriimmung und die arithmetische Mittel
H(a) = %(Iq (a) + k2 (a)) heit Mittlere Kriimmung.

Differential Geometrie



6 GAUSS-ABBILDUNG UND KRUMMUNG 103

Bemerkung

Die Hauptkriimmungsrichtungen sind immer zueinander orthogonal. Dies ist durch die
Hauptachsentransformation gegeben.

Bemerkung

Die Gauf3sche Kriimmung bleibt unverindert unter isometrische Abbildungen. Minimal-
flachen haben mittlere Kriimmung Null.

Bemerkung

) o o
L, Matrix: i 12
01 02

X—a; —og
= det
AL ( -0y X—0p

B X —xi(a) 0
= det( 01 X Kz(a)>
(X —xi1(a)) (X = Kk2(a))

= X?—-2H(a)X +x(a)

D.h. falls man GauBlsche und Mittlere Kriimmung kennt, stellt man das charakteriscti-
sches Polynom ), auf und die Nullstellen von y;,, sind die Hauptkriimmungen:

ki2(a) = H(a) - \/H(a)? — x(a)

2
HZ—K':O <~ @—KHKZZO
2
K1 — K
(K1 ; 2)”

— K=K

Falls k1 # k» haben wir differenzierbare Abhingigkeit.

6.7 Definition

Sei M eine Flache und a ein Punkt aus M. a ist:
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elliptisch, wenn x(a) > 0 ist

parabolisch, wenn x(a) = 0 ist und H(a) # 0 ist

hyperbolisch, wenn x(a) < 0 ist

Nabelpunkt, wenn ki (a) = k»(a)

— eigentlich, wenn K (a) = x»(a) # 0
— Flachpunkt, wenn K (a) = k2(a) =0
Beispiel

Sei f : R? — R differenzierbar mit £(0) = 0 und (Df)y =0
¢ :R> >R u (u, f(u))

1
Dann gilt: 3—;”1(u) = 0 und a—(‘[;(u) = 1

. (-52w) —5Lw 1)

N((P(u) \/1+aauf1 (u)z-l—;sz(u)z
2
E(u) =14 55 ()% e(u) = 54 (w) 5
i 2
G(u) = 1+ 2L (u)? g(u) = 375 )
wobei n(u) = \/1 + anI(”)Z + 871‘2(”)2
Dann ist

' 9 92
(e(u) f(u)> S s
n(uw) 2
fl) g\ G2 Ghw)
Die Matrix der Weingarten- Abblldung 1st
)
)

e(u) f(u) (u) F(u) B 1_|_(37f2(u))2 _ﬁ(”)g—,{z(u)
(s ) (it ) rﬁmHesse(f)u< (

G(u)

Bei 0: Die Matrix der Weingarten-Abbildung ist Hesse( f)o

o f:RZ-R: x»—>x1—|—2x2
Hesse(f)o = ((2) 2) also 0 ist elliptischer Punkt
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Es handelt sich hier nicht um eine Rotationsfliche. Die Hauptkriimmungsrichtun-
gen sind e; und e;, die kanonischen Basisvektoren.

) f:R2—>]R:x|—>x%

Hesse(f)o = (g g) also 0 ist parabolischer Punkt

Hesse(f)o = (3 _02> also 0 ist hyperbolischer Punkt

N \\‘\‘é““‘
\\\‘\‘:‘:‘:‘:‘:“‘ X ’
LY
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o [R5 R:x—xI+x3

Hesse(f)o= <§ g) also O ist eigentlicher Nabelpunkt(spezieller elliptischer Punkt)

i

DL
o, 7

o

Wit

SN O 4
o %z‘,..':

Hier handelt es sich um eine Rotationsfiche
o f:R? —>R:xn—>x?+2x%

Hesse(f)o = (8 8) also 0 ist Flachpunkt

Bemerkung

Flachen die elliptische und hyperbolische Punkte besitzen, besitzen nach dem Zwischen-
wertsatz auch parabolische Punkte.

Beispiele

e Ellipsoid: besteht nur aus elliptische Punkte
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e Hyperboloid: besteht nur aus hyperbolische Punkte

e Torus: besitzt elliptische, parabolische und hyperbolische Punkte

05 parabolischer
Punkt

elliptische Punkte

hyperbolische
Punkte

08 parabolischer
Punkt
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Interpretation

Elliptische Punkte: die Fliche liegt auf einer Seite der Tangentialebene
Hyperbolische Punkte: die Tangentialebene wird die Flidche schneiden
Parabolische Punkte: die Tangentialebene enthilt eine Gerade der Flache

Bemerkung

Sei M Flichenstiick mit 0 € M, Ty(M) = R?> CR?*. M = Gr(h) mith: U — Rund U C R?
offene Umgebung von 0. Sei weiter ¢ : U — M: u — (u,h(u)). Es gilt: g—Z(O) = ey,
d

52(0) = e2 und N(0) = e3.

Seiw: (—&,€) — M, w(0) =0, regulédr, w = @ ov, wobei v: (—¢€,€) — U mit v(0) = 0.
Es gilt weiter:

W)
ew(0) = oy

¢/,(0) = K(0)n,(0)

Mit e,, L N(w(t)), beide normiert ist N(w(t)) A e, (1) = s,,(¢) der Seitenvektor von w bei .
Der Seitenvektor s,,(¢) steht senkrecht auf dem Vektor N(w(t)). Damit befindet sich s,,(¢)
in der Tangentialebene und der Seitenvektor und der Tangenteneinheitsvektor bilden zu-
sammen ein ONS der Tangentialebene.

Damit ist (e,,(¢),s,(t), N(w(t))) ein ONS der R3.

e, (1) =< eiv(t)jew(t) ;ew(t)+ < (t),s(t) > sy(t)+ < €, (t),N(w(t)) > N(w(t)
< él,(t),en(t) >=0denn < e,(t),e,(t) >= 1 und durch ableiten: § < €},(t),e,(t) >=0
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6.8 Definition

Kwn(t) =< €,(t),N(w(t)) > heiBt Normalkriimmung von w bei ¢

King(7)

Il
QU
[
~

Ki,¢ heiit geoditische Kriimmung von w bei ¢

6.9 Satz von Meusnier

Die Normalkriimmung héngt nur von der Tangente der Kurve ab.

Bemerkung

Seic € Tp(M), ||c]| = 1

—

E.=Rc+ Rej
E.NM = Bild der Kurve a : (—€,€) — M: ¢ LAPPRA o(ct)
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Ken(0) :
Bi(a) C E. = o ist ebene Kurve

6.10 Satz

Betrag der Kriimmung der ebenen Kurve ist gleich der Betrag der Normalkriimmung

ke (0)| = [Kc(0)]

Beweis:

ONS in E.: c,e3

a'(0)=c

€y (0) = kg (0)ez = Kk (0) =< €, (0),e3 >

Ken(0) =< e, (0),e3 >

Damit k4 (0) = ,(0)

Mit einer anderen Orientierung des ONS, éndert sich das Vorzeichen von
Kq(0). Damit |4 (0)| = |k, (0)]

Satz

Die Normalkriimmung kann mit Hilfe der zweiten Fundamentalform ausgedruckt werden
Ken(0) = Iy(c,c)
Beweis:

Sei w: (—€,€) — M normal parametrisiert mit w'(0) = ¢ und w(0) =0
KCJ?(O) =< W//<O)7N(O) >=< W//(O)ae3 >
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Es gilt: <w/(0),N ow(0) >= 0. Damit:

0 = <w’(0),N(w(0)) >+ <w(0),(DN),)(w(0)) >
= <w'(0),N(0) >+ <c,—Lo(c) >
= Ken(0) —1Iy(c,c)

Also k. ,(0) = Ily(c,c)

Bemerkung: Satz 6.9 und Satz 6.10

Sei M ein Flachenstiick und 0 = a € M. Sei weiter w : (—€,€) — M mit w(0) = a und
c= %. Der Normalschnitt mit der Ebene ist duch N(0) und ¢ gegeben. Sei v eine
Ebene Kurve mitv: (—¢€,€) — M und v(0) = 0. Dann nach Satz 6.9 und Satz 6.10 gilt:

|Ke.n| = [1,(0)] = Ho(c, ¢)

6.11 Definition

Die Menge
+
{ceT,(M) | Il,(c,c) =—1}

heiBit Dupin’sche Indikatrix. Diese Menge ist die Vereinigung von 2 Kegelschnitten.

6.12 Satz

Die Dupin’sche Indikatrix ist:

o Ellipse, falls a elliptischer Punkt
e 2 Hyperbeln, falls a hyperbolischer Punkt
e 2 parallele Geraden, falls a parabolischer Punkt

e (, falls a Flachpunkt

Beweis:
Seien ¢} und ¢, € T,(M) die Hauptkriimmungsrichtungen.

Die Matrix von /1, bzgl. ¢; und c; ist: (’8 ’(C) )
2

Fiir ¢ € T,(M) ist ¢ = yic1 + 1ac2 und damit I1,(c,c) = yi k1 + oKz
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° K1,K» 2 0 = II,(c,c) ist Ellipse
e k1 > 0und k, < 0 (oder umgekehrt) = I1,(c,c) ist Hyperbel

NSNS
AN /TN

Hyperbel fiir M (c,c} = -1 Hyperbel fiir II,(c,c) = 1

e a parabolisch = k; =0 oder kK, =0 = II,(c,c) = 7227(2 oder I1,(c,c) =
ylz K1 also 2 parallele Geraden

e a Flachpunkt = I1,(c,c) = 0 = Dupin’sche Indikatrix = 0

Ubergang von Ellipsen zu Hyperbeln durch Parabeln (Veranschauli-
chung mit Kegelschnitte)

Bemerkung

Sei 0 € M und T,(M) = R2 C R3. Sei h : U — R? differenzierbar mit 0 € U C R? offen,
©:U—M:u— (u,h(u)) und M = Gr(h).

2%h 2%h
THO) F22o(0)

2%h 2%h
Togar (0 S20)

Die Matrix von [ ist:
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Falls e; und e, € R? die Hauptkriimmungsrichtungen sind, dann ist die Matrix von I1,:

kit O
(5 )
Weiter gilt: h(x) = h(0) + (Dh)ox + 3x'"Hesse(h)ox + R(x), wobei deg(R(x)) > 2 und
%
R(x) —0
Damit: h(x) = 1x'"Hesse(h)ox + R(x) = 11Iy(x,x) + R(x)
Fiir € klein betrachten wir die Menge 4~ (¢)
x € h™ (&) & Iy(x,x) = 2(€ — R(x)) und damit, weil R(x) — 0, folgt: Ilp(x,x) = 2¢

Beispiel:

Torus
Tangentialebene bei ¥ und e}

Verschiel der T: tialeb

Man erhiilt also 2 konzentrische Kreise, die in 2 parallele Ebenen liegen (also 2 parallele
Geraden, denn Kreise sind spezielle Geraden). Damit sind die Punkte v; und v, paraboli-
sche Punkte

7 Das Theorema Egregium

Sei ¢ : U — M ein parametrisiertes Flachenstiick.
T WA )

. p) 9 du Juy MU

Bei ¢(u): a—lﬁ(u), a—;’;(u), N(o(u)) = Hgil(u)/\gj(“)u
uq upy

92 0 d

92 10 2 9
auz(;Pul :lea_,:ﬁ+rzla—£+ﬁN((P(u))

92 1 9 2 0

a;t](;’)uz = Flza_fl‘Frua—z +YN(@(u))
d J d
2 =T g0 + 1550 +ON(p(u))

814%
2
e a8 ey
9I*(Nog) _ 99 99
8u2 - _alzaul - (XZZ 3142
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7.1 Definition

Fﬁ i heiflen Christoffel-Symbole.
__ 9%
o =< B_M%’
AnalogB=y=fundo =g

Weil alles 2-mal stetig partiell differenzierbar ist, folgt aus:

N(¢(u)) >= e (erste Koeffizient der zweiten Fundamentalform 71,)

I  d%
8u18u2 N 8u28u1

= l—%l = F%z und 1—%1 = 1—‘%2

7.2 Satz

Die Christoffel-Symbole hingen nur von den Koeffizienten des MaBtensors: E, F, G ab.

Beweis:
d o dJo 1 a(P a(P 2 a(p a‘P 1 2
< ==, t>=I1 <=, — >+ <—,—>=IE+ F
du? ' duy 11 aul’al yll\ 914278141 ) 11 m
2 ;E ;;
¢ Jdo 1 2
<G aw o= TnF+mo
usw...
Weiter ist: o
JE _ o9 09
duy =2< du?’ duy
IE _ 29 99
8u2 o 8u18u2’ 8u1
2
IF 9°¢ 9 29 I*¢
5 >+ < =5 >
duy 8u18u2’8u1 B duz’? Juy
10E
2 duy
1 0E __ vl 2
2ou —TuE+MMF
OF 109E _ 11 2
29w =L uF+1mo

Analog fiir F}z, F%z, Féz, F%z.

Bemerkung

Numerische GroBen die nur von den Koeffizienten des MaB3tensors und Christoffel-Symbolen
abhiéngen, hingen nur von MaBtensor Koeffizienten ab und sind somit invariant unter lo-
kalen Isometrien.
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7.3 Satz: Theorema Egregium

Sei M eine Fliche der Klasse C>. Die GauBsche Kriimmung  ist invariant unter lokalen
Isometrien.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass k allein von E, F, G und l“ff ; abhidngt!

k = det(—(DN),) = W) (_(pN), ist die Weingarten-Abbildung)

det(I,)
Sei ¢ : U — M eine C3-Parametrisierung
Po _ _Po_ _
8u2¢9u% duidurdu;
AL AL

8u18u% o 8u28u18u2 =
I(Nop) _ INop) _
&ét]auz auzaul
d d d
3_;? = F%la_fl +F%1a_,z+e(NO‘P)(*)
2¢ 1 0 2 0
aula(Puz = lea_fl +F21a—,z + f(No@)(xx)
Nochmal ableiten ergibt die Gleichung:

oL e

Al—+B1=—
18u1+ lauz

+Ci(Nog)=0

g—;’)l, g—lz, (N o @) linear unabhingig = A;,B;,C; =0
(*) partiell nach u, ableiten
() partiell nach u; ableiten
Dann zusammenfassen zu dem Ausdruck
09  » 99

Ai=— +B;j— +C{(N =0
18u1+ 18u2+ 1(Noo)

Schaut man sich nur der Koeffizient B an, so hat man:

1 2 1 12 oy _ il 2 2 1l org
Ui+ I — ome+ 50 = Pl + 10, — 001 f + 52
weiter:

U~ U ) & THE = IR = SR = Ik = SISt
=y =Ty = 5 0l + TRl + 52 =+

AuBerdem gilt:

(o e)-( G 6
0 0 fg)\F G
* = e — 01 f
_ e f
= EdEG(F§
et(1l,
=E det(1,)
=FEx
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Da auf der linke Seite nur Christoffel-Symbole stehen, hingt die Kriimmung
nur von E, F, G und Ffj

Bemerkung

Das Theorema Egregium begriindet, warum es nicht moglich ist, eine Sphire Malstab-
getreu in der Ebene abzubilden. Eine Sphire besitzt nur elliptische Punkte und damit hat
GauBsche Kriimmung x # 0 aber die Ebene besteht nur aus Flachpunkte, also k¥ = 0.
Aus der Tatsache, dass die Gauflsche Kriimmung invariant unter lokale Isometrien bleibt,
folgt, dass es keine Isometrie zwischen eine Sphire und eine Ebene geben kann.

Andere ist die Situation bei einem Zylinder. Der Zylinder besteht aus parabolische Punk-
te, also k¥ = 0 und die Ebene besitzt nur Flachpunkte, damit auch k¥ = 0. Also ein Zylinder
kann MaBstabgetreu in der Ebene abgebildet werden (ACHTUNG: Dies folgt nicht aus

der Theorema Egregium)

durch
abrollen

—

Mercator Projektion wird fiir die Navigation verwendet. Bei der Mercator Projektion
schneidet eine gerade Linie alle Breitengrade und Lingengrade unter denselben Winkel.

Geoditische sind kiirzeste Verbindungslinien auf einer Fldche. Sie lassen sich durch Dif-
ferentialgleichungen mit Christoffel-Symbolen beschreiben.
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