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Statt einer Leerseite . ..

Es gibt sogenannte Mathematiker, die sich gerne ebenso fiir Gesandte der Weisheit
gehalten wissen wissen mochten als manche Theologen fiir Gesandte Gottes und
ebenso das Volk mit algebraischem Geschwitz, das sie Mathematik nennen, als
jene mit einem Kauderwelsch hintergehen, dem sie den Namen biblisch beilegen.

]

Dieses ist so gewiB, als (a — x) - (a + ) = a?

— 22 ist.

Georg Christoph Lichtenberg
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To solve a well-conditioned problem with
an ill-conditioned method is a numerical
crime.

W. Gautschi

Was will Numerische
Mathematik?

Viele Probleme aus der “realen” Welt lassen sich mathematisch formulieren und dann entweder
von Hand oder unter Zuhilfenahme eines Computers 16sen. Dabei stellt man im allgemeinen die
folgenden Forderungen an ein Losungsverfahren:

Interpretierbarkeit: Ein potentieller Anwender will die Losung interpretieren konnen. So ist
beispielsweise m oder RootOf ( x"13 - 12 x°7 + 9 x°3 - 1 ) in vielen Fil-
len nicht ausreichend.

Effizienz: Die Losung soll innerhalb einer bestimmten problemabhéngigen Zeitspanne (Echtzeit?)
geliefert werden.

Genauigkeit: Die berechnete Losung soll innerhalb einer bestimmten Toleranzschranke um
die gewiinschte Losung liegen.

Um die ersten beiden Forderungen, also Interpretierbarkeit und Verfiigbarkeit gewéhrleisten
zu konnen, mufl man sich meistens mit einer Ndherung an die exakte Losung zufriedengeben.
Numerische Mathematik beschiftigt sich mit

e der Konstruktion von Verfahren zum Auffinden von “Ldsungen”.

e der Analyse dieser Verfahren beziiglich Effizienz und Storungsanfilligkeit.

Oftmals gibt es natiirlich mehrere Losungsverfahren fiir ein Problem, die zudem fiir einen Prob-
lemtyp sehr gut, fiir einen anderen sehr schlecht sein konnen. Natiirlich gibt es auch Verfahren,
die immer schlecht sind.

AuBerdem sind viele “Verfahren”, die man so in “reinen” Mathematikvorlesungen kennen-
lernt, in der Praxis mit einiger Vorsicht zu genieen. Wir werden uns mal ein paar Beispiele
ansehen.

1.1 Berechnung der Ableitung
Die Ableitung einer Funktion f € C*(R) ist bekanntlich definiert als
Fa) — tim TE D) = @)

h—0 h

, r e R.
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o\°
o\°

Diffl.m (Numerik I)

o\°
o\

o\
o\

Berechnung der Ableitung

%% Eingabe:

%% fn Name der Funktion
%% b4 Stelle

%% N Schrittweite 27 (-N)

o\°
o\°

Nur fuer Octave!

function res = Diffl( fn,x,N )
h =1;
for i = 0:N
res = ( feval( fn,x+h ) - feval( fn,x ) ) / h;
h = h/2;
printf( "2°{-%d} : %$lle\n", i, res );
end
$endfunction

Programm 1.1 Diff1.m: Differentiation

Um diesen Grenzwert auszurechnen, verwenden wir Diff1 .m. Tatsdchlich sieht man aber
beim Aufruf

Diffl( "cos", 1, 55 );

daf sich die Werte zuerst dem korrekten Wert —. 841471 anndhern, dann aber wieder davon
entfernen und schlieBlich . 00000 werden und auch bleiben. Es ist also von entscheidender
Bedeutung, mit dem Limes friih genug aufzuhoren.

1.2 Losung eines linearen Gleichungssystems

Wir betrachten eine Matrix A € R™ " sowie b € R™ und suchen nach z € R", so dal Ax = b.
In der Linearen Algebra lernt man ein “Verfahren”, um x zu berechnen, namlich die Cramersche
Regel. Dazu definieren wir die Matrizen

a1n ... 4141 b1 1541 ... Qin

A;(b) =

Ap1 ... Apj—1 bn Qpj+1 --- Qpn

Satz 1.1 Die Losung x von Ax = b ergibt sich als

=T =1,...,n. 1.1
'CE] detA I j ) ’n ( )
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Die Determinanten kdnnen wir nun nach der Leibniz—Regel berechnen:

n

det A= (=1)"Y (=) ajdet Ay,  j=1,....n,

k=1
wobei
apn ... G1k-1 a1 k+1  ---  Qin
A, — aj-11 -+ Gj_1k-1 Qj-1k+1 --- Qj—1n
jk —
Aj+1,1 - Qi+Lk-1 Qj+1k4+1 - Qjtln
| Qn1 <o An k-1 QA k41 <o Ann

diejenige Matrix ist, die man aus A durch Streichung der j—ten Zeile und der k—ten Spalte
erhilt. Das fiihrt zu folgendem “Algorithmus’:

1. Berechne a = det A.

2. Ist a = 0, dann ist das Problem unldsbar, ist a # 0 berechne die Werte z;, j = 1,...,n,
nach (1.1).

Zu dieser “Losungsmethode” kann man einiges sagen:

e Der Test a = 0 setzt voraus, dafl det A in einer exakten Arithmetik berechnet wird,
denn ansonsten kann man sich fast sicher sein, dal durch Rundungsfehler der Wert leicht
verdandert und somit # 0 wird.

e Die Determinantenberechnung ist sehr aufwendig: sei f(n) die Anzahl der Rechenopera-
tionen, die man fiir die Berechnung einer n x n Determinante bendtigt, dann sagt uns die
Leibniz—Regel, da f(2) = 3 und f(n) = 2nf(n — 1), also

f(n) = 22"71!

Wir werden spiiter sehen, daB “verniinftige” Vefahren zur Berechnung der Losung C'n?
Rechenoperationen bendtigen.

Dies wird besonders heftig, wenn man die Determinante in exakter Arithmetik (z.B. in
MAPLE) berechnet.

e Die Berechnung von Determinanten ist extrem anfillig gegen kleine Storungen der Ele-
mente, also instabil

Wenn man also ein Problem praktisch 16sen will, ist es, im Gegensatz zur “theoretischen” Math-
ematik wirklich wichtig, wie man es macht.



6 1  WAS WILL NUMERISCHE MATHEMATIK?

1.3 Berechnung der Varianz

Die Berechnung von Mittelwerten und Varianzen ist eine hiufig auftretende “Arbeit” in der
Statistik, die so monoton und stupide ist, dal man sie besser dem Computer iiberld3t. Dabei
kann man aber durchaus einiges an Fehlern einbauen, wenn man sich nicht auch um die Nu-
merik kiimmert.

Definition 1.2 Es sei X = (x1,...,zy) € RY ein Vektor von Zahlen (Mefwerten . ..). Der
Erwartungswert F(X) ist definiert als

1 N
B(X) = > (1.2)
j=1

und die (empirische) Standardabweichung als

1

S(X) = mZ(ﬂfj—E(X))Q- (1.3)

j=1
Die Grifle V(X) = S?(X) bezeichnet man als Varianz.

Das Problem bei der naiven Berechnung der Varianz besteht nun darin, dal man die MeBw-
erte zweimal durchlaufen miisste, zuerst bei der Berechnung des Erwartungswerts und dann bei
der Berechnung der Abweichung vom Erwartungswert. Dies wiirde es notig machen, die Mel3w-
erte zwischenzuspeichern, was bei vielen, vielen MeBwerten ein zusitzlicher Programm- und
Speicheraufwand wire. Daher sucht man nach Methoden, die mit nur einem Durchlauf durch
die Daten auskommen.

In vielen Statistikbiichern findet man die folgende, sehr ansprechende Formel:

1 [ (Y
— 2
J=1 7j=1
Damit ergibt sich die Berechnungsvorschrift
So = Q=0 (1.5)
Sj = Sj_l—l—l'j, Qj :Qj_l—i—l‘?, jzl,...,n (16)

und

2
S<X):\/ﬁ (QN—SWN), (1.7)

Ubung 1.1 Beweisen Sie die Formel (1.4).

So schon diese Formel ist, so schon kann man damit auf die Nase fallen.
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o\°
o\°

Varianzl.m (Numerik 1)

o\
o\

o\
o

One-pass Varianzberechnung auf die ‘dumme’ Art

o\°
o\

Eingabe:
X Vektor

o\
o

function V = Varianzl ( x )
N = length( x );

S = 0;
Q = 0;
for = 1:N
S =35 x (1) ;
Q=0 + x(1)72;
end

V =sqgrt( (Q -S"2 / N ) / (N-1) );
$endfunction

Programm 1.2 Varianz1 .m: Varianzberechnung nach (1.5), (1.6) und (1.7).

Beispiel 1.3 (C—Programm Var . c) Um die Effekte richtig sichtbar zu machen verwenden wir
ein C—Programm, bei dem in einfacher Genauigkeit (float ) gerechnet wird.

1. Wir betrachten X = (5000, 5001, 5002). Man sieht leicht, dafs E(X) = 5001 und S(X) =
1. Das Programm liefert aber' den ziemlich falschen Wert S(X) = 0.707107.

2. Noch besser wird es fiir X = (10000, 10001, 10002): Das Ergebnis wird dann NaN (not a
number), d.h., es gibt keine Standardabweichung mehr oder diese ist eine komplexe Zahl*

Fiir ein stabileres Verfahren setzen wir X = (1, ..., x;) und bestimmen die Werte
My=E(Xy) und  Qp=(k— 1)V (Xp)’ (1.8)
mittels der Berechnungsregeln My = )y = 0 und

. 2
Qj = Qj—l + (j — 1) <x;_ Mjil) ) .] = 1a cee,n, (19)

M.
My, + 225070 o1 (1.10)
J

M ;

J

! Auf (m)einem Pentium II unter Linux, SuSE Version 6.0 — also schon ein klein wenig veraltet in Zwischenzeit.
ZWas ein klein wenig im Gegensatz zu (1.3) steht, wo lediglich nichtnegative Zahlen aufsummiert werden.
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/ *
Var.c
Berechnung der Varianz einer Folge

Compile: gcc —-o Var Var.c -1m

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>

float sgr( float x ) { return xx*x; }

float Var( unsigned N, float =*data )
{

float s1 = 0, s2 = 0;

unsigned nj;

for (n = 0; n < N; n++ )
{ s1 += sqgr( datal[n] ); s2 += dataln]; }
sl —= sqr( s2 ) / N; sl /= (float) ( N - 1);

return (float)sqgrt( sl );

main ()

{
static float data[l111l1];
unsigned N, n;

/* Einlesen */

scanf ( "%d", &N );
for ( n = 0; n < N; n++ ) scanf( "%f", data + n );

/* Ausgeben */

printf( "var = %f / %f\n", Var( N, data ) );

Programm 1.3 Var. c: Das erste, letzte und einzige C—Programm. Es berechnet die Varianz
nach (1.5), (1.6) und (1.7) in einfacher Genauigkeit.
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o\°
o\°

Varianz2.m (Numerik 1)

o\
o\

o\
o\°

One—-pass Varianzberechnung auf die ‘clevere’ Art
Eingabe:
X Datenvektor

o\°
o\

o\
o

function V = Varianz2( x )
N = length( x );

M=0Q = 0;

for = 1:N
Q=0+ (1 -1) % (x(1) —-M)"2 / i;
M=M=+ ( x(1) - M) / 1i;

end

V = sgrt( Q / (N-1) );
endfunction

Programm 1.4 Varianz2 .m: Varianzberechnung nach (1.9), (1.10) und (1.11).

Das Ergebnis ist dann

Qn
N-—-1
Dieses Schema berechnet die Variation aus Beispiel 1.3 korrekt zu V' (XX') = 1.00000.

V(X) = (1.11)

I"Jbung 1.2 Beweisen Sie, das M}, und @)y, aus (1.8) tatsdchlich den Rekursionsformeln aus (1.9)
und (1.10) geniigen.

Satz 1.4 Numerik ist zu wichtig, als daf3 man sie den Statistikern iiberlassen sollte.

1.4 Aber sowas passiert doch nicht wirklich . ..

Beispiel 1.5 (Borse von Vancouver)

Der Aktienindex der Borse von Vancouver wurde in den friihen 80ern mit Computern berechnet.
Im Januar 1982 wurde der Aktienindex mit dem Wert 1000 gestartet und landete im Novem-
ber 1983 bei einem Stand von 520, obwohl allem Anschein die individuellen Aktien eigentlich
ganz gut standen. Grund: Der Index wurde auf drei Dezimalstellen berechnet und dann wurde
abgeschnitten anstatt zu runden. Dieser Index wurde (wohl aus dem “alten” Index und den
individuellen Differenzen der Aktien) mehrere tausend Mal pro Tag upgedated und jedes Mal
wurde abgeschnitten anstatt zu runden. Nach einer Neuberechnung mit Rundung verdoppelte
sich der Aktienindex beinahe.
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Unwissenheit ist der schlimmste Fehler.

Persisches Sprichwort

Fehleranalyse

Eine besonders schone, elementare und lesenswerte Einfiihrung in das Wesen und Unwesen der
Rundungsfehler und deren Konsequenzen ist die Arbeit von Goldberg [17] — aus ihr stammt
auch der Beweis der Kahan—Summation (Satz 2.25).

Zuerst wollen wir uns aber mit den grundlegenden Problemen beim Rechnen mit endlich-
er Genauigkeit auf heutigen (digitalen) Computern befassen. Dabei werden zwei Typen von
Fehlern untersucht.

Definition 2.1 Es sei c eine Zahl und ¢ die berechnete Grijfse.
1. Der absolute Fehler ist der Wert
€abs = €q ‘= |é - C| )

2. der relative Fehler (fiir ¢ # 0) ist

¢ =

€Crel — € 1= ‘C| .

Wie der Name schon sagt, gibt uns der absolute Fehler die absolute Genauigkeit des Ergeb-

nisses an, wiahrend uns der relative die Anzahl der korrekten Ziffern im Ergebnis angibt.

Ubung 2.1 Zeigen Sie: wird die B—adische Zahl © = .z125 - - - 2o, X B, z;€{0,...,B—1},
e € Z,durch & = .21%y---Too X B, 2; € {0,..., B — 1}, mit einem relativen Fehler von ¢
angenihert, so stimmen praktisch® immer die ersten — log € Stellen von x und 7 iiberein.

2.1 Gleitkommazahlen und -operationen

Alle heutigen Rechner verwenden eine sogenannte Gleitkomma-, FliefSpunkt-, Gleitpunkt- oder
Flieffkommaarithmetik (engl. “floating point”).

3Es gibt ein paar mehr oder weniger pathologische Ausnahmen — diese kann man sich im Rahmen eines
Losungsversuchs ja herleiten!
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Definition 2.2 Die Menge F = F (B, m, E) von Gleitkommazahlen zur Basis B € N, mit
Mantissenldnge m € N und Exponentenbereich &/ C Z besteht aus allen Zahlen der Form

+(Y d;B7| B, dje{0,....B—1}, ecE.
j=1

Wir schreiben diese Zahlen auch als
+.dy---d,, x B°.
Die Ziffern d; - - - d,, bezeichnet man auch als Mantisse.

Normalerweise sind Gleitkommazahlen bindir, das heillt, B = 2. Schematisch sehen dann diese
Zahlen so aus:

’ + \dl'--dm\ er- ey ‘
T T T

Vz Mantisse Exponent

Der Exponent wird in einem ‘“ganz normalen” vorzeichenbehafteten Ganzzahlformat (Einer-
oder Zweierkomplement?) dargestellt. Achtung: damit wird der Exponentenbereich normaler-
weise nicht symmetrisch sein.

Bemerkung 2.3

1. In obiger Darstellung kann es die Zahlen 40 und —0 geben und diese konnen sehr wohl
unterschiedlich sein.

2. Fiir die GroBe des Zahlenbereiches ist die Linge des Exponenten verantwortlich, fiir die
Genauigkeit der Rechenoperationen hingegen die Mantissenlinge.

3. Der darstellbare* Bereich von T ist das Intervall
D(]F) — [_BmaxE, _BminE71:| U [BminE'fl,BmaxE} U {O}

Entsteht beispielsweise durch Rechnung eine Zahl x mit |x| > B™*%  dann spricht man
von Uberlauf (diese Zahlen haben den Wert 0o), bei |x| < B™"E~1 spricht man hingegen
von Unterlauf.

Definition 2.4 FEine Gleitkommazahl v = .d; - - - .d,, x B¢ € F heifst normalisiert, wenn d; # 0.

Eigentlich sind normalisierte Gleitkommazahlen auch die “verniinftigen” Gleitkommazahlen:
Wenn man schon nur endliche Genauigkeit zur Verfiigung hat, macht es ja nur wenig Sinn, Zif-
fern damit zu vergeuden, da3 man fiihrende Nullen mitschleppt.

4Soist die Aussage nicht ganz richtig: es ist moglich betragsméBig kleinere Zahlen darzustellen, nimlich bis hin
zu £B™ E=m Qolche Zahlen, deren erste Ziffer 0 ist und bei denen der Exponent gleichzeitig minimal ist, beze-
ichnet man als subnormal. Allerdings wiirde eine detailliertere Betrachtung unter Beriicksichtigung subnormaler
Zahlen die Darstellung verkomplizieren, ohne viel zu bewirken.
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Definition 2.5 Die Zahl u = %B 1=m heift Rundungsfehlereinheit (unit roundoff).

Der Name Rundungsfehlereinheit kommt daher, dafl dies der relative Fehler ist, der auftritt,
wenn man von einer darstellbaren rellen Zahl x zur nichstgelegenen FlieBkommazahl z € F
iibergeht.

Proposition 2.6 Fiir jede Zahl x € D (F) gibt es eine normalisierte Gleitkommazahl & € F
und ein 6 € [—u,u), so dafs
T=x(149).

Beweis: Wir schreiben x in seiner normalisierten B—adischen Entwicklung als
o0
xr = +B° E z;B™ | = £x29- - X B,
j=1

wobei x; # 0, also B¢~! < |z| < B¢. Ohne Einschrinkung knnen wir auBerdem annehmen,
dall x > 0 ist.
Es seien

Ty =212 X B°€F  und  zp = (@12, + BT x B €T,

dann ist z; < x < z; und einer der beiden Werte |z — x| und |z — 4| ist < 1B™™, denn
sonst wire ja
BE™ = Ty — T = (iET — l') + (l’ - -Ti) > B,

Wihlt man & € {x, x4} passend, dann ist also

w—2| _1Be™ 1,
< - =-pB ™
2| =2 BT 2

Fiir einen alternativen Beweis fiir gerade® Werte von B setzen wir

B
Z, Tm1 < 9 e
= e—m— = . "'m"'OOXB.
Yy {$+B2 1’ $m+12§-} Yo-Y1 Y Y
Dabei kann es zwar passieren, daf} iy = 1 ist (z.B. beim Aufrunden von .995 auf zwei Stellen),
aber dann muBl y; = - - - = y,,, = 0 sein. Nun setzen wir
4o Y1+ Ym X BC Yo = 0,
Yo Ym—1 X B! Yo = 1,

>Man kann sich relativ leicht klarmachen, warum die Basis eine gerade Zahl sein muf3: Nachdem man ja immer
die B Ziffern 0, ..., B — 1 zur Verfiigung hat, rundet man im Falle einer geraden Basis gerade die Hilfte der
Ziffern auf und die Hilfte der Ziffern ab, ist hingegen B ungerade, so mufl man bei Auftreten der Ziffer % die
Entscheidung, ob auf- oder abgerundet werden soll, auf die néachste Ziffer “vertagen”. Und wenn die wieder %
ist ...
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(Achtung: Z = .yo - - - Y X B¢ day,, = 0!). Dann ist

A _$m+1Be_m_17 Tmt1 < 8 o - Re—J
j=m+2
Also definieren wir 5
€y 1= Tm+1 Tyl < 3,
m Tmt1 — g Tmt1 > %a
und da B gerade ist, ergibt sich
Em ~ Em =~ 5
+1 5 +1 5
und somit
j=m+2
B B!
< B¢B ™! ——1 B—-1)————
< wp((G-1)+ @02
= lBe’lBl’m < 1\x|Blfm = ulx|
2 -2 ’

Das Interessante am zweiten Beweis ist die Tatsache, da wir zur Bestimmung von Z nur die
ersten m + 1 Ziffern von x kennen miissen®. U

Ubung 2.2 Zeigen Sie: Bei Verwendung einer ungeraden Basis B kann man unter Verwendung
von m + 1 Ziffern nicht mit der gewiinschten Genauigkeit v auf m Stellen runden. Funktioniert
es mit m + k Stellen fiir irgendein £ > 1?

Definition 2.7 Die Gleitkommaoperationen
{9,6,8,0} :FxF—>F
werden wie folgt ausgefiihrt:

1. Addition (®,©): Schiebe die Zahl mit kleinerem Exponenten so lange nach rechts’, bis
die beiden Exponenten gleich grof3 sind, fiihre dann die Operation aus, normalisiere das
Ergebnis und runde auf die ndiichste Zahl aus F.

2. Multiplikation (®, ©): Addiere/subtrahiere die Exponenten, fiihre die Operation hinre-
ichend exakt aus und normalisiere.

Ubung 2.3 Zeigen Sie, daB die Gleitkommaoperationen nicht mehr den Korperaxiomen geniigen.

6Und das funktioniert eben nur, wenn die Basis B eine gerade Zahl ist
"Diese Operation erhoht den Exponenten.



14 2 FEHLERANALYSE

Bemerkung 2.8

1. Die obige Definition legt nicht fest, in welchem Format die Operationen exakt gerechnet
werden (Akkumulator).

2. Die naive Anschauung “Fiihre die arithmetische Operation exakt durch und runde dann”
ist natiirlich vollig unrealistisch. Trotzdem werden wir sehen, daf; sie unter gewissen (ein-
fachen) Annahmen an die Arithmetik gemacht werden kann.

3. Die kritischste Operation ist die Subtraktion, die zeitaufwendigste die Division (bis zu
Faktor 20 langsamer).

4. Istx = .dy---d,B°undy = dy - d,, B dann fdllt bei der Addition der betragsmdfig
kleinere Operand unter den Tisch falls |e — é| > m.

Beispiel 2.9 Sei B = 10 und m = 3.
1. 123 x 10° @ .306 x 10~!, mindestens vierstelliger Akkumulator:

1230
+ .0306
1536 — 154

2. 123 x 10° @ .306 x 107, dreistelliger Akkumulator:

123
+ .030
153 — 153

3123 x 1005 .122 x 10° ergibt

123
— .122
.001 — 100 x 1072

Die letzten beiden Ziffern sind Phantasieziffern!/ Diesen Vorgang bei der Subtraktion beze-
ichnet man als Ausloschung.

Ubung 2.4 Zeigen Sie: die Multiplikation zweier normierter Gleitkommazahlen liefert wieder
eine normierte Gleitkommazahl.

Beispiel 2.10 (IEEE 754) Die in heutigen PC—Prozessoren verwendete Gleitkommaarithmetik
entspricht dem IEEE® 754-Standard. Die dabei verwendete Basis ist 2 und die arithmetischen
Datentypen sind als

81EEE = Institute of Electrical and Electronical Engineers
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Typ ‘ Mantisse ‘ Exponent ‘ Roundoff ‘ Groflenordnung
float | 23+ 8 27 =596 x 107° 10538
double | 52+I 11 279 =1.11 x 1071¢ 10%308

festgelegt. Das eigentlich interessante am Standard ist aber die Festlegung des Rundungsver-
haltens und die Existenz und Verarbeitung von NaNs”.
Der Standard IEEE 854 ldft iibrigens als Basis 2 und 10 zu!

Jetzt sehen wir uns an, wie eine kleine Anderung der AkkumulatorengroBe das Verhalten der
Subtraktion beeinflussen kann.

Satz 2.11 Der relative Fehler bei der Subtraktion mit m—stelligem Akkumulator kann B — 1
sein.

Beweis: Wir setzen p = B — 1 und betrachten die beiden Zahlen

r = .10---0x B= B!
= ppxB'=B"'(1-B"),

also ist
r—y=B"'(1-1+B™)=B"""

Das berechnete Ergebnis hingegen ist

10---00
J— ‘Op.--pp
.00---01 — 10---0 x B~ = B,

Der relative Fehler ist somit

B—™ _ B—m—l
- B—m—1

er =B-—1.

g

Satz 2.12 (Guard Digit) Der relative Fehler bei der Subtraktion mit (m + 1)—stelligem Akku-
mulator ist hochstens 2u.

Beweis: Der kritische Fall ist die Subtraktion zweier Zahlen z, y gleichen Vorzeichens. Nehmen
wir an, daB z,y > 0 und daBl x > y. Letzteres ist keine Einschrankung daz ©y = © (y © x)
und da Vorzeichenumkehr exakt durchgefiihrt werden kann (Vorzeichenbit!). AuBBerdem kdnnen
wir die Zahlen so skalieren, daf3,

T= e an x B also y= gy X BT =000k Ghom

Not a Number, Ergebnisse von unzulissigen Operationen wie Wurzeln aus negativen Zahlen
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fiir ein £ € Ny und 21, g1 # 0.

Im Fall £ > m + 1 haben die ersten m + 1 Stellen von y, die bei der Rechnung verwendet
werden, den Wert 0 und daher ist  © y = «. Der Fehler dabeiisty < B~ 'unddax > B!,
iste, < B =21B"" <.

Sei also &£ < m und

9=000kt1 " Um+1

die “Akkumulatorversion” von y (also auf m + 1 Stellen abgeschnitten). Ist & = 0, dann wird
die Subtraktion sogar in einem m-stelligen Akkumulator exakt durchgefiihrt (kein Shift!), ist
k =1, so sorgt die “Guard Digit” dafiir, da die Subtraktion im Akkumulator exakt ausgefiihrt
wird und Fehler konnen also nur durch Runden auftreten. Diese sind aber, nach Proposition 2.6
hochstens u. Die folgende Tabelle zeigt, was passiert:

H.xl To -+ T ‘ 0 HO...O
E=0|.y1 v - Yn | 0]0...0
E=10|.0 vi - Yn-1|Yn|0...0
Sei also £ > 2. Dann ist
m+k m+k k—2 —
. Lo . DB-1 . B—-11-B'"*
Yy—y= jBJ§<B_1)ZBJ:Bm+2 ZB]:BWH—? 1—B-1° 2.1
j=m+2 j=m+2 =0
Nun ist der berechnete Wert z © y gerade
roy=rd,(r—9y)=x—9—0,
wobei'” |§| < ZB~™~! < 1B~™. Der relative Fehler bei der Subtraktion ist damit
—y)—(r—g—9¢ y — 4]
o, =By —@—§=0d)_|§-y+9| 2.2)
|z =y |z =yl
Wir schreiben 2 = o — y = .21 - - zmqr X B° (exakte Darstellung!) und unterscheiden drei

Fille:

1. 2 —y > B! (also z; # 0): dann liefert (2.2) zusammen mit (2.1) die Abschitzung

. . B—-11-B'"k pB™m
e < B|y—y+5|SB(|y—y|+|§|)§B(Bm+2 ———+ )

B-11-B"% 1 B—-11-B"F 1
:Bl—m - :Bl—m -
e ra) - ()
1 1 2\ 1
_ Bl—m(_+__B—k>§(1+_) §Bl_m§2u.

2 B B
——
<2 -

10 Achtung: § ist hier der absolute Fehler bei Rundung auf m Stellen, nicht der relative Fehler wie in Proposi-
tion 2.6 betrachtet! Daher auch der um einen Faktor B kleinere Wert.
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2. ¥ — § < B~!: das Ergebnis aus dem Akkumulator muB beim Normalisieren um min-
destens eine Stelle nach links geschoben werden und daher passiert beim Runden nichts
mehr, also ist 0 = 0. Der kleinstmdgliche Wert fiir x — y ist nun

k—1
o 0= 0--- e p = -2(B _ —=J
10---0—.0---0p---p=.0p---p0---01 > B (B 1)' B,
k m k—1 m—1 ]:0
also i
B—-11-B"
|z —y| > 3 1 (2.3)
Setzen wir (2.1), (2.3) und 6 = 0 in (2.2) ein, so erhalten wir
B—-11-B'* B? 1-pB1 1— B 1
r < . =B ™M —— _ < B ™M _Blm—y.
“=pm21_p1 B-11-B* 1-B* =9 "

3. 2 —y < B tund x — § > B~!: dies tritt genau dann auf, wennx — j = B~! = .10---0
und es ist wieder 6 = (. Damit konnen wir aber wieder die Abschitzung aus Fall 2
verwenden.

g

Ubung 2.5 Beweisen Sie Satz 2.12 fiir den Fall, daB z und y unterschiedliches Vorzeichen
haben. Zeigen Sie, dal} diese Aussage sogar ohne Verwendung einer “guard digit” giiltig bleibt.

Definition 2.13 Das Standardmodell der Gleitkommaarithmetik setzt voraus, daf3
wobei . = 2u. Dieses Standardmodell ist mit Hilfe von Guard Digits immer zu realisieren.

Bemerkung 2.14 (Standardmodell der Gleitkommaarithmetik)

1. Das Standardmodell spiegelt die Annahme wieder, daf} die jeweilige Rechenoperation
exakt ausgefiihrt und dann das Ergebnis gerundet wird. Wir haben aber gesehen, dafs, bis
auf den Faktor 2 diese Annahme auch mit endlicher Arithmetik realisiert werden kann.

2. Das Standardmodell hat noch eine interessante Konsequenz: ist'' x -y # 0 und ist 4 < 1,
dann ist auch der berechnete Wert, © ® vy, von Null verschieden. Grund: wdre x © y = 0,
dann widre der relative Fehler der Berechnung

rOy—x-yl _|r-yl
[z -y |z -y

~

1>u

Ubung 2.6 Zeigen Sie, daB Multiplikation und Division das Standardmodell erfiillen.

Wir wollen im weiteren immer annehmen, daf3 wir eine Gleitkommaarithmetik zur Verfiigung
haben, die dem Standardmodell (2.4) geniigt.

"Eine Arithmetik ohne diese Eigenschaft macht ja auch wenig Sinn
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2.2 Fortpflanzung von Rundungsfehlern

Im Normalfall wird bei numerischen Berechnungen nicht nur eine Operation ausgefiihrt, son-
dern mehrere hintereinandergeschaltet. Dabei kann die Reihenfolge, in der die Operationen
ausgefiihrt werden, einen dramatischen Einflu auf das Ergebnis haben.

Beispiel 2.15 Wir wollen fiir x,y € F den Wert 2> — y? berechnen.

1. Berechnung in der Reihenfolge (r ® x) © (y ® y). Also ist

zoz)eyoy) = *(1+ea)oy’(1+e) = (2*(1+e) -y’ (1+e2)) (1+¢3)
= JJ2 2) 1+€3 (€1$C —€2y2) (1+€3),

was zu der pessimistischen Abschdtzung

a9 2 .2

fiihrt, die beliebig schlecht werden kann, wenn |x| ~ |y| ist.

2. Berechnung in der Reihenfolge (x & y) ® (x © y). Dann ist

(z@y)e@oy) = @+y)(l+e)@ @ —y)(1+e)
= (z+y)(I+e) x(x—y)(1+e))(1+e3)
= (IQ—y2)(1+€1>(1+€2)(1+€3),

was die wesentliche bessere Fehlerschranke

(z@y) @ (zroy) — (2 —y?)|

pE— < 304 30° + 0* ~ 3d (2.6)

ergibt.

Nun muB} (2.5) an sich noch nichts schlimmes bedeuten: wir haben lediglich eine obere Ab-
schitzung, die sich schlecht verhilt. Doch leider ist die Realitiit auch nicht besser!

Beispiel 2.16 Wir betrachten
B =10, m =3, r=.334 und y=.333.

Dann ist x* = 112, y* = .111, also hat x* — y? die normalisierte Darstellung .100 x 1072,
Das korrekte Ergebnis hingegen wiire .667 x 1073, der relative Fehler ist ~ 0.499, also 100w/
Dies ist schlimm genug, allerdings iibertreibt Formel (2.5) den relativen Fehler mit einem Wert
~ 333 schon etwas.
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o\°
o\°

SkProdl.m (Numerik 1)

o\
o\

o\
o\°

Berechnung des Skalarprodukts
Eingabe:
X,y Vektoren

o\°
o\

o\
o

function sp = SkProd( x,y )
xdim = length( x );
ydim = length( vy );

sp = 0;
for i = 1l:min( xdim, ydim )
sp = sp + x(1i) * y(i);
end
%$endfunction

Programm 2.1 SkProdl .m: Berechnung des Skalarprodukts

Als ein weiteres Beispiel von Rundungsfehlerfortpflanzung wollen wir uns das Skalarpro-
dukt zweier Vektoren z,y € R" ansehen. Dies berechnen wir nach der Regel

SOZO, Sj:ijl@(ajj@yj), jzl,...,n,
wobei 27y = s,,. Da die Addition von Null unproblematisch ist, ist dann

S1 = T1 (1 -+ 51)
sy = (s1+ 222 (1+62)) (14 &2)
= xy1 (14 01) (1 + &2) + 22y2 (1 + 62) (1 + &2),

wobei |§;], |¢;| < 4. Der weitere Gang der Dinge ist nun leicht zu erraten.

Lemma 2.17 Fiirj = 2,...,n gilt

J
Zxkyk (L+a) [J(1+2), 2.7)
=k

wobei e, = 0.

Beweis: Induktion iiber j. Die Fille j = 1,2 haben wir ja schon betrachtet. Sei also (2.7) fiir
ein 7 > 2 bewiesen. Nun ist

sjv1 = 85O (i1 @ Y1) = (85 + Ty (L +0541)) (1 +€541)
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= 55 (14+egjp1) + 201y (L+65401) (1 +€541)

J J+1
= > a (L0 [T+ ) + zjmme0 (14 6550) (14 540)
k=1 =k
1 1
= > mu(+a) [J(1+a).
k=1 =k

Damit erhalten wir den absoluten Fehler

Z%‘y]‘ ((1 +o;) [T +er) - 1) |

=Jj

e, = |sn—:cTy‘:

< Dl (L) - 1)
j=1
- . . n—j+2\. .

= ) |zl ((n—3+2)u+< ; )u2+---+u" ]+2)
7j=1

< (n+1)a Yy |yl + 0 ((n)?).

j=1

Definition 2.18 (Landau—Symbole)
Sei ¢ : R — R stetig in einer Umgebung von 0. Ein Ausdruck 1(u) ist ein O von ¢(u), in
Zeichen v = O(¢(u)), falls

lirilj(l)lp ‘% < Q. (2.8)
Entsprechend schreiben wir 1) = o(¢(u)) falls
o (u)

Da der Rundungsfehler 4 immer als sehr klein (im Vergleich zu n) angenommen wird, also
nu < 1, werden wir O ((ni)?)-Terme immer unter den Tisch fallen lassen. Somit haben wir
die folgende Aussage liber die Stabilitdt der Berechnung des inneren Produkts.

Satz 2.19 Der relative Fehler bei der Berechnung des Skalarprodukts x7y, x,y € R, erfiillt die
Ungleichung
N Z?:l |w]y]’

< nu
l2Ty| |27y

|mTy—sn}
€r = ————

+ O ((na)?) . (2.10)

I"Jbung 2.7 Erklaren Sie, wie man von der Konstante n + 1 auf n kommt.
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Noch ein Wort zur Abschitzung (2.10): ist das Skalarprodukt sehr klein (d.h., die Vektoren
sind fast orthogonal), nicht aber die Summe |z1y1| + - - - + |2,y |, dann kann die Abschitzung
und damit die Genauigkeit des Ergebnisses beliebig schlecht werden. Aulerdem muf3 min-
destens einmal Ausloschung auftreten

Wir sehen auch noch eine weitere “Faustregel”: die Koeffizienten z;, y; sindjaann — 5 +1
Operationen beteiligt (eine Multiplikation und n — j Additionen) und “sammeln” bei jeder
dieser Operationen einen Fehler auf. Da insgesamt n kombinierte Multiplikationen/Additionen
auftauchen, ist es nur plausibel, daB3 der Gesamtfehler die Gro3enordnung n haben wird. Er-
staunlicherweise kann man dieses “Naturgesetz” umgehen, wie wir noch sehen werden.

2.3 Rilckwartsfehler

Wir konnen Gleichung (2.7) mit ; = n noch auf eine andere Weise interpretieren: den berech-
neten Wert x © y = s,, konnte man dadurch erhalten, dal man exakr rechnet, aber die Aus-
gangsdaten stort. Anders gesagt:

A

TOY=1-y=114,

wobei
z;9; = z;y; (1 + ;) H 1+ek).
k=j

Wir interpretieren Fehler aus der Berechnung also jetzt als Fehler in den Eingabedaten. Diese
Idee, die auf Wilkinson [52] zuriickgeht, hat die folgenden Vorteile:

e Rundungsfehler und Datenungenauigkeiten (hat da jemand 0.1 eingegeben?) werden
gleich behandelt.

e Man kann jetzt auf den reichen Fundus der Stérungsrechnung zuriickgreifen.

e Die Sensitivitdt der Rechnung beziiglich individueller Daten wird beriicksichtigt (x1, y;
sind wesentlich stirker mit Fehlern behaftet als x,,, 4/,,).

Definition 2.20 Es sei f : D C R" — R™ eine beliebige Funktion und f : D — R™ ein
numerisches Verfahren dazu. Der Riickwartsfehler p des Verfahrens ist die kleinste Zahl, so daf}
es fiir alle v € D\ {0} ein & € R™ mit der Eigenschaft f(x) = f () gibt, so dap die relative
Fehlerabschdtzung

(2.11)

erfiillt ist. Der komponentenweise Riickwirtsfehler p € R™ ist analog als kleinste Fehler-
schranke in

L <pi,  j=1,....n, (2.12)

definiert.



22 2 FEHLERANALYSE

Schematisch ist die Idee des Riickwirtsfehlers wie folgt:

r — f N )
I g = f(z)
T — f 7

Beispiel 2.21 Nach Lemma 2.17 hat der Riickwdrtsfehler fiir das Skalarprodukt mit vorgegeben-
emy € R" als Abbildung von R" — R" den Wert p = nu, der komponentenweise Riickwdirtsfehler
hingegen p = (nu,nu, (n — 1)a, ..., 24).

Definition 2.22 Die Konditionszahl ; einer Berechnung f : D — R™ (in Abhdngigkeit von
den Eingabewerten x € D) ist eine Schranke fiir das absolute oder relative Anderungsverhalten

If (& +0) = F@)| < rp(@)l0fl, o €RY,

bzw.
1f (z+0) = f(o)ll < [[f@)llss(z)]0ll, 6 €R®, flz) #0,

wobei ||6]| als sehr klein angenommen wird.
Bemerkung 2.23
1. Mit der Konditionszahl ergibt sich die “beriihmte” Regel

Fehler < Konditionszahl x Riickwartsfehler.

2. Diese Aufspaltung ist noch in einer anderen Hinsicht interessant: die Konditionszahl
héiingt nur von f, also dem Problem, aber nicht von f dem Verfahren ab und sagt lediglich
etwas dariiber aus, wie Storungssensitiv das Problem ist. Die Verfahrensfehler werden
iiber die Riickwdrtsanalyse in den Riickwdrtsfehler gesteckt, wo sie sich mit den Daten-
fehlern verbiinden konnen.

3. Ist f € C* (D), dann liefert die Taylorentwicklung
1
[z +0)=fx) + Dff(x)d+ 5 D*f(0)[6.9], 16—l <]

Ist die Bilinearform D?f halbwegs verniinftig beschrinkt, dann ist der letzte Term ein
O (||6|1*) und die Konditionszahl erfiillt

wy(z) ~ DS, (2.13)

wobei || - || eine geeignete Norm ist.



2.3 Riickwirtstehler 23

Abbildung 2.1: Riickwirtsfehler und Konditionszahl. Zuerst findet man ein (natiirlich
moglichst gutes) Z so daB f(z) = f (&), der Riickwirtsfehler ist dann der Radius eines
(moglichst kleinen) Kreises um x, der auch Z enthilt. Dieser Kreis wird nun durch f auf
ein anderes Gebiet (hier der Einfachheit halber ebenfalls ein Kreis) abgebildet und das
Verhiltnis aus dem Radius dieses Gebildes und des Ausgangskreises ist schlieflich die
Konditionszahl.

Beispiel 2.24 (Konditionszahl fiir das Skalarprodukt)
Halten wir y € R" fest und betrachten die Abbildung

fy :R" = R, fy(@) =aTy = ijyj.
j=1

Also ist

fy . . :
Df = (a—;;:jzl,...,n> =(yj:j=1,....,n)=y
Auf der anderen Seite ist fiir das obige Summationsverfahren ||6|| < ntl||z|| (Riickwdrtsfehler)
und damit haben wir die Abschdtzung

|27y — su| < nallz]| Ilyll.

Alle Fehlerabschitzungen, die auf Konditionszahlen und Riickwértsfehlern beruhen, sind
a priori—Abschitzungen, das heifit, sie sind von den Eingabedaten unabhingig. Einerseits ist
das vorteilhaft, weil keine weiteren Voraussetzungen beachtet und eingehalten werden miissen,
andererseits haben aber solche “allgemeinen” Aussagen immer den Nachteil, daf sie in vielen
Einzelfillen zu einer Uberschatzung des Fehlers neigen. Bessere, das heit schiirfere Resultate
erhilt man zumeist durch die sogenannte runnig error analysis'?, oder iiber statistische Meth-
oden, die dann von einer gewissen Verteilung der Eingangsdaten ausgehen und normalerweise
Aussagen tiber mittlere Fehler liefern.

12Zumindest der Name sollte einmal gefallen sein.
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2.4 Summation

Es ist leicht zu sehen, daf3 fiir z € R™ der “naive” Summationsalgorithmus
S(]:O Sj:Sj_l@SL’j, jzl,...,n,

zur Berechnung von 271, = 2 + -+ -+ 2, 1, = (1,..., 1)T als Spezialfall des Skalarprodukts
die Fehlerabschitzung

Tln — °n T‘l— Zj
|70 — sl _ 3 ] 2.14)

T —_—
[l ‘Z?:l Lj

erfiillt. Beim Aufsummieren riesiger Datensétze (z.B. in Statistiken) kann n durchaus grol3 wer-
den, also ist es moglicherweise nicht sonderlich gut um das Ergebnis der Summation bestellt.
Die Frage ist also: “Kann man die Konstante n in der Fehlerschranke verbessern?”” Die Antwort
ist die “compensated summation”-Formel von Kahan. Der Algorithmus ist allerdings etwas
aufwendiger:

s1 = Xy, 01:()
Y = I‘j@Cj_l, T:Sj_l@Y, Cj:(T@Sj_l)@Y, Sj:T, j:2,,n

Die Idee dieses Verfahrens ist, dall die Folge c; die Rundungsfehler aufsammelt und immer
wieder in die Rechnung steckt und so ein wesentlich besseres Fehlerverhalten bekommt. Den
Satz beweisen wir nicht, wer sich fiir den voll und ganz nichttrivialen Beweis interessiert, findet
diesen in [17].

Satz 2.25 (Riickwdrtsfehler fiir Kahan—Summation)
Die berechnete Summe s,, der Kahan—Summationsformel erfiillt

sn= xi(1+6,)+0na*)Y |z, 1§ <2a,j=1,....n (2.15)
j=1 j=1

Korollar 2.26 (Vorwdrtsfehler fiir Kahan—Summation)
Die berechnete Summe s,, der Kahan—Summationsformel hat den relativen Fehler
[+ Lj=r |l

Sn . R
T ’ < (2u+0(nu2))

(2.16)

Ubung 2.8 Zeigen Sie: Man kann das Skalarprodukt mit einem Riickwirtsfehler von 3a+O(4?)
berechnen.
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CompSuml .m

o° oo

Compensated Summation
Eingabe:
X Datenvektor

o o° o° o oo

o° o° o°

function sum = CompensatedSum( x )
xdim = length( x );
S = x(1);

end

sum = S;
endfunction

Programm 2.2 CompSuml . m: Compensated Summation
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% Breite und Linge zusammen sind 7
Handbreiten, Linge und Breite
zusammen sind 10 Handbreiten.

Babylonisches Gleichungssystem in zwei
Unbekannten, Susa, 2. Jahrtausend v. Chr

Lineare
Gleichungssysteme und
numerische Losungen

Ein lineares Gleichungssystem besteht aus einer Matrix A € R”*" und einem Vektor b € R™;
das Ziel ist es, einen Vektor z € R" zu finden, so daf3

Ax = 0. 3.1

Dieses Problem ist genau dann fiir alle rechten Seiten b € R™ losbar, wenn A den Rang m
hat, also muB, da dieser Rang < max{m,n} ist, insbesondere n > m gelten. Die Losung z ist
genau dann eindeutig, wenn m = n ist und die (dann) quadratische Matrix A nichtsingulér oder
invertierbar ist, das heif3t, wenn det A # 0 ist.

3.1 Beispiele fur lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme treten zum Beispiel auf bei

Interpolation: Es sei .%, ein n—dimensionaler Vektorraum und fi, ..., f, eine Basis von .%,,.
AuBerdem seien Punkte x4, . . ., z,, gegeben. Das Interpolationsproblem besteht nun darin,
zu vorgegebenen Werten v, . . . , ¥, eine Funktion f = Z?Zl a; f; zu finden, so daf3

f(Ij):yj, ]:17,n
Anders gesagt,

Zakfk(wj):ij j:17"'7n>
k=1

oder eben
Ifj (ze) g k=1,....,n] a=y. (3.2)

Diskretisierung von Operatorgleichungen: Es sei .# ein (moglicherweise unendlichdimen-
sionaler, z.B. . = ([0, 1]) Vektorraum und ein linearer Operator G : .% — .%. Gesucht
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wird, zu vorgegebenem g € .7, eine Funktion f € .# so daB Gf = g. Dieses un-
endlichdimensionale Problem versucht man nun durch endlichdimensionale Probleme
anzunihern. Dazu wéhlt man n—dimensionale Teilrdume .%,, und zugehorige Projektio-
nen P, : F — %, (Projektion heiBt, daB P> = P,, daB also die Abbildung P, auf .7,
wie die Identitit agiert) und sucht eine Funktion f,, € .%,, so daB

Das heifit, wenn f7', . .., f" eine Basis von .%,, ist, dann sucht man Koeffizienten ay, . . . , a,,
so dal}
P.g = P,G (Zakf;;> => (P Gf!) .
k=1 k=1

Da P,g € .%, kann man es als
Pag =29 f}
j=1

schreiben und ebenso, fiirjedes £k = 1,...,n,

n
P G = g fi-
N~ =
S8
N——
EFn

Die Matrix G,, = [g;x : j, k = 1,...,n] ist die Diskretisierung des Operators G fiir .%,.
Alles in allem erhalten wir also das lineare Gleichungssystem

=G, | @ |. (3.3)

Achtung: dies ist der “triviale” Teil der sogenannten Galerkin—Methoden. Das wirk-
liche Problem besteht darin, gute Diskretisierungsraume .%,, zu finden, so daB das Gle-
ichungssystem (3.3) stabil und schnell zu losen ist. In realistischen Anwendungen sind
GroBenordnungen wie n ~ 10° keine Seltenheit.

Bei den Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme unterscheidet man zwischen direk-
ten Methoden (die das Problem in einer endlichen Anzahl von Schritten 16sen) und iterativen
Verfahren (die sich mehr oder weniger langsam an die Losung herantasten). Auflerdem gibt
es Verfahren, die die spezielle Struktur bestimmter Matrixtypen ausnutzen, um das Problem
schneller oder stabiler zu 16sen.

Die meiste Information iiber das Losen linearer Gleichungssysteme findet sich in [18, 20],
aus denen auch die Kapitel iiber numerische Lineare Algebra entnommen sind.

Um die Sache einfacher zu machen, werden wir uns im wesentlichen mit quadratischen
Matrizen A € R"*" befassen.
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3.2 Normen und Konditionszahlen

Um “verniinftige” Aussagen iiber Fehler und die “numerische Qualitdt” eines linearen Gle-
ichungssystems machen zu konnen, benotigen wir MaB3e fiir die “Groe” von Vektoren und
Matrizen, daher ein bilchen Information iiber Normen fiir Vektoren und Matrizen.

Definition 3.1 Eine Abbildung ||-|| : R" — R heifit (Vektor—) Norm, wenn

1. ||z|| > 0 und ||z|| = 0 dann und nur dann, wenn x = 0. (Positivitiit)

2. |lex|| = |¢| ||z, ¢ € R. (Positive Homogenitit)

3. lz+yll < ||zl + ||yl (Dreiecksungleichung).

Ubung 3.1 Beweisen Sie die weniger bekannte “Dreiecksungleichung nach unten”:

[z = yll = ll=l] = [lyll -

Beispiel 3.2 Klassische Beispiele fiir Normen sind
1. Die 1-Norm (Manhattan—Norm)

n
lzlly =l
j=1

2. Der euklidische Abstand

||$||2 =

3. Die co—Norm (Worst—Case—Fehler)

], = max [z;].

.....

4. Das sind alles Spezialfiille der sogenannten p—Normen (1 < p < 00):
n 1/p
by~ (Shar)
j=1

Ubung 3.2 Es sei A € R™ " eine symmetrische positiv definite Matrix, d.h., AT = A und
2T Ar > 0,2 € R™\ 0. Zeigen Sie:

||| 4 :== VaT Az, x € R",

ist eine Norm und plotten Sie fiir einige A die Einheitskugeln {z : ||z| , = 1}.
Analog zu Vektornormen kann man auch Matrixnormen definieren.
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Definition 3.3 Eine Abbildung ||-|| : R™*" — R heif3t (Matrix—) Norm, wenn
1. ||Al| > 0 und ||A|| = 0 dann und und nur dann, wenn A = 0. (Positivitiit)
2. ||cAll = || ||A]l, ¢ € R. (Positive Homogenitit)

3. ||A+ Bl < ||All + || B|- (Dreiecksungleichung).

Beispiel 3.4 Bei Matrixnormen haben wir schon eine viel grofiere Auswahl:

1. Vektornormen: Man faf3t die Matrix als einen Vektor in R™ auf und verwendet eine be-
liebige Vektornorm, z.B. die co—Norm

1Al = max faj

oder die 2—-Norm

n
> lagl.

J,k=1

1Al =

Die Norm ||-|| - heifst Frobeniusnorm.
2. Operatornormen: zu einer beliebigen Vektornorm ||-|| definiert man die Operatornorm

| Al
<

|Al| = max
z#0

3. Beispiele fiir die Operatornormen zu den p—Normen:

Spaltensummennorm:
n
Al = kg}aXnZ |aji] -
7=1
Zeilensummennorm:

.....

Ubung 3.3 Zeigen Sie: Ist 1/p + 1/q = 1, dann ist || A||,, = HATHq.

Definition 3.5 (Konsistenz und Vertrdiglichkeit)

1. Eine Matrixnorm || - || heif3t konsistent, falls

[AB| < [[A[[IBI| -
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2. Eine Matrixnorm || - || s und eine Vektornorm || - ||, heifien vertréglich, wenn

[Azlly < 1Al Nlzlly -

Ubung 3.4 Zeigen Sie: Jede Operatornorm ist konsistent und mit der zugehorigen Vektornorm
vertriglich.

Ubung 3.5 Zeigen Sie: Die Norm
4] = max

ist nicht konsistent.
Ubung 3.6 Zeigen Sie: Es gibt keine Matrixnorm || - || so daB |[AB|| = ||A| ||B] fiir alle
A, B € R™™,

Definition 3.6 Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A € R"*" beziiglich der Norm
| - || ist definiert als
w(4) = [|47]] fAl-

Im Falle der p—Normen schreiben wir r,(A).

Als niéchstes zeigen wir, da3 die so definierte Konditionszahl tatsidchlich das erfiillt, was wir
von einer Konditionszahl erwarten.

Satz 3.7 Fiir Matrixnormen || - ||, die von einer Vektornorm || - || abgeleitet sind, gilt

, [(A+E)™ — A7
k(A) =lim sup : (3.4)
=0 B|1<e) 4 e f|A=|

Fiir den Beweis brauchen wir erst eine Hilfsaussage.

Lemma 3.8 Zu beliebigen Vektoren x,y € R™ mit ||z|| = |ly|| = 1 gibt es eine Matrix A €
R™™ 5o daf3 y = Az und | Al| = 1.

Beweis: Wir bezeichnen den dualen Vektor zu x mit 2/, d.h.,

| und max ‘sz'| =1.
llzll=1

Solch ein Vektor existiert immer (Satz von Hahn-Banach). Dann setzen wir lediglich A = ya'?
und es ist Az = y (z'"z) = y und

41 = max [[A4z] = [}y (="'} | < 1] = 1,

und da ||Az|| = [jy|| = 1, ist ||A]| = 1. O
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Beweis von Satz 3.7: Aus der (formalen'?!) Entwicklung

-1 -1

= A7) (-1 (BATYY

J=0

(A+E)"' = (I+EA YA =A"(I+EA™

erhalten wir mit || E|| < ]| A]|, daB
(A+E)" —A'=-ATEAT + 0 (&Y.

DaB3 diese Vorgehensweise fiir hinreichend kleine ¢ korrekt ist, wird Lemma 3.11 zeigen. Wir
missen nun nachweisen, daf3

sup ||[ATTEATY| = ||A*1HQ, (3.5)
1)<
denn dann ist
[(A+ B — A7 _ Al 147+ 0 ) |
=||A[[ [|[A™|| + O
s M e AT Al A7 +0 )

woraus (3.4) folgt. Nun ist “<” in (3.5) einfach:

|A7 EAT| < A7)

E

Il < qa

\/\{

1

Fiir die Gleichheit wihlen wir y € R™, ||y|| = 1 so, daB
lATH] = A7)

(was geht, weil wir eine von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm haben) und setzen auf3er-
dem

_ Al

A

Dann ist ||z|| = ||ly|| = 1 und

|ATTEATY| = maXHA 'EAT || = |[ATTEATY|| = ||AT B ||ATY] 3.6)

l[=lI=1
Nach Lemma 3.8 gibt es eine Matrix £ € R"*", so daf || F|| = 1 und Ex = y und somit ist
|47 Bx| = A7y = [lA7]- 3.7

Setzt man (3.7) in (3.6) ein, so ergibt sich schlieBlich (3.5). ]

3Das heiBt, wir betrachten Reihen ohne uns um deren Konvergenz zu kiimmern — also das, wovon man in den
Analysis immer getrdumt hat.
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3.3 Eine allgemeine Fehlerabschatzung
Die (Riickwirts—) Fehleranalyse wird uns spiter Resultate der Form
Az =1 (3.8)

fiir die berechnete GroBe 7 liefern, wobei die Matrix £ = A — A in einem gewissen Sinne
“klein” sein wird. Aus diesen Eigenschaften 146t sich dann eine Abschitzung fiir den relativen
Fehler von 7 herleiten. Zu diesem Zweck bezeichne |-|| eine beliebige Vektornorm wie auch
die zugehorige Operatornorm.

Satz 3.9 Es sei A € R"*" invertierbar und es gelte
|ATE||=p<1 (3.9)

sowie
IE] <o [IA]l. (3.10)

Dann gilt fiir den relativen Fehler die Abschditzung
|7 — | 0

el = 1=p

k(4),  zeR"\{0}. (3.11)

Bemerkung 3.10 Wir konnen die beiden Bedingungen (3.9) und (3.10) zu einer “griffigen”
(aber etwas schdrferen) Forderung kombinieren, ndmlich daf3

k(A) <! (3.12)
sein soll. In der Tat, wenn man den “Extremfall” § = ||E||/|| A|| annimmt'*, dann ist auch

r(A)
1Al

Il _
1Al
—~—

=0

p =47 B[ < ||a7 | 1EI = S 1B <6 1o = 1.

Man kann aber (3.12) auch so au[fassen, daf3 das Problem nicht schlechter konditioniert sein
darf als die Genauigkeit, mit der A berechnet werden kann, denn ansonsten kann man (heuris-
tisch) davon ausgehen, daf3 das Ergebnis der Rechnung unsinnig ist. Diese Eigenschaft wird
librigens in Programmen wie Octave oder Matlab tatscichlich iiberpriift'> und das Pro-
gramm liefert eine Warnung, wenn sie nicht erfiillt ist.

Um Satz 3.9 zu beweisen, erst einmal ein paar Betrachtungen iiber A.

“Was fiir A # 0 ja kein Problem ist.
15Allerdings wird dort nicht die “exakte” Konditionszahl bestimmt, was eine O (n3)—Geschichte wire, sondern
“nur” eine Néherung, die mit einem Aufwand von O (nz) bestimmt werden kann. Details findet man in [2].
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Lemma 3.11 Es sei A € R"*" invertierbar. Unter der Voraussetzung (3.9) ist auch die Matrix
A = A — FE invertierbar und es gilt

JA~
IL—p

< (3.13)

Beweis: Wir betrachten R
A=A-E=A(I-A"E)
und stellen fest, daB fir N € N

(I—A'E) (i ) i Y i (AT'EY =1— (A'E)™ . 314

Jj=0 j= j=1
Da
H(A_lE)NJrlu S HA_lEHNJrl S pN+1
konvergiert die rechte Seite von (3.14) gegen [ fiir N — oo und damit ist

(I-A"E)" =% (A'E), (3.15)

J=0

weil die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert:

i) =[S aoey] <5
7=0
Also ist
A1 -1 17! HA_IH
|4 <ha o -ame) ) < T
L—p
O
Beweis von Satz 3.9: Es ist
Fox=A! (b—ﬁx) — A (b—(A—E)a)= A (b— Av + Ex) = A Ex,
also, mittels (3.10) und (3.13)
~ ~_ d _
Il < [ 1Bl < 32 1A Al el
woraus (3.11) sofort folgt. O

Bemerkung 3.12 Die implizite Voraussetzung in Satz 3.9, ndmlich, dafs die Matrixnorm die
von der Vektornorm induzierte Operatornorm'® ist, lift sich etwas abschwéichen: Lemma 3.11
setzt lediglich voraus, daf3 die Matrixnorm konsistent ist, im Beweis von Satz 3.9 verwenden
wir, dafs die Vektor— und die Matrixnorm vertrdglich sind. Dies ist aber ohnehin eine natiirliche
Minimalbedingung, um Vektornormen iiber eine Matrixnorm beschreiben zu konnen.

1oMan muB schon Mathematiker sein, um das Wort “Norm” dreimal in einem Halbsatz unterzubringen
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Vergebens predigt Salomo
Die Leute machens doch nicht so.

Wilhelm Busch

Direkte Methoden fur
lineare Gleichungssysteme

Die “klassische” Methode zur Losung von Gleichungssystemen ist die Gauf;—Elimination, die
auf der sogenannten LU—Zerlegung basiert, bei der das Losen eines Gleichungssystems auf das
Losen einfacherer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt wird.

4.1 Dreiecksmatrizen

Wir beginnen mit Gleichungssystemen von besonders einfacher Form, die man mehr oder
weniger sofort 16sen kann.

Definition 4.1 Eine Matrix A = [a;, :j,k=1,...,n] € R™" heif}t untere (bzw. obere)
Dreiecksmatrix, wenn aj, = 0 fiir j < k (bzw. j > k).

Ubung 4.1 Zeigen Sie: das Produkt zweier unterer (oberer) Dreiecksmatrizen ist wieder eine
untere (obere) Dreiecksmatrix.

Dreiecksmatrizen definieren besonders einfach zu l6sende lineare Gleichungssysteme, bei
denen man die Variablen schrittweise eliminieren kann. Ist beispielsweise

L=[ly:jk=1,...,n]

eine untere Dreiecksmatrix, dann lautet das zugehorige Gleichungssystem

(1 2y = by,
Uy 1+l 2o = b,
€n1 T + €n2 Ty ... + gnn Tn = bna
was sofort
Ty = 51/5117

To = <b2 - 521561) /522,

Ty = (bn - gnlxl - gn,nflfﬂnfl) /gnna
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VorElim.m (Numerik 1)

o° oo

Vorwaertselimination, ueberschreibt b
Eingabe:

L untere Dreiecksmatrix

b rechte Seite

o o° o° o° o oe

o° o° o o°

function x = VorElim( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n

%% Inneres Produkt!

b(3) = (b(J) - L( 3,1:3-1 ) = Db(1:3-1) ) / L(F,3);
end

X = b;
endfunction

Programm 4.1 VorE1lim.m: Vorwirtselimination nach (4.1).

ergibt. Die Formel

7—1
wp= b= Gean | [l G=1...m, @
k=1

bezeichnet man als Vorwdrtselimination, das Gegenstiick fiir obere Dreiecksmatrizen U =
[wjr = 7,k =1,...,n], ndmlich

g= (b= D wpwn ) fuy,  j=n L (42)
k=j+1

bezeichnet man als Riicksubstitution.

Zuerst ein paar Uberlegungen zum Aufwand des Verfahrens: im j—ten Schritt von (4.1)
werden j — 1 Multiplikationen, 5 — 1 Subtraktionen und schlieBlich eine Division ausgefiihrt,
also insgesamt 25 — 1 FlieBkommaoperationen, oder kurz flops . Insgesamt sind das also

n

Z(Qj—l):2Zj—n:n(n+1)—n:n2

Jj=1 Jj=1

flops und genau dasselbe natiirlich auch fiir die Riicksubstitution.

7Fiir floating point operations
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o\°
o\°

RueckSubs.m (Numerik 1)

o\°
o\

o\
o\

Ruecksubstitution, ueberschreibt b
Eingabe:

o\°
o\

o
o\

U obere Dreiecksmatrix
b rechte Seite

o\°
o\°

function x = RueckSubs( U,b )
n = length( b );

b(n) = b(n) / U(n,n);
for 3 =n-1 : -1 : 1
b(j) = ( b(3) — U( J,d+1l:n ) = b( J+1l:n ) ) / U(I,I);
end
x = Dby
endfunction

Programm 4.2 RueckSubs . m: Riicksubstitution nach (4.2).

Bemerkung 4.2 Das Ziihlen von flops zur Messung der Komplexitit numerischer Verfahren
stammt aus der “Ur- und Friihgeschichte” des Computers, als Programmierer noch echte Pro-
grammierer und Flief)kommaoperationen aufwendig waren. Andere Aufgaben, wie beispiel-
sweise Indizierung und Speicherorganisation waren im Vergleich dazu vernachldssigbar. Dank
der modernen Flieff(kommakoprozessoren ist diese Annahme jedoch nicht mehr richtig und da-
her ist das Zihlen von flops auch nur noch von eingeschrinktem Wert.

4.2 Naive GauB-Elimination

Nachdem also Dreiecksmatrizen sehr einfach zu behandeln sind, ist es sicherlich eine verniinftige
Strategie, die Losung eines allgemeinen Gleichungssystems auf die Losung von Dreieckssyste-
men zurilickzufiihren. Genauer gesagt besteht das Ziel darin, die Matrix A in

A=LU
zu zerlegen und dann die beiden einfacheren Systeme
Ly=1b und Ur=y
durch Vorwirtselimination und Riicksubstitution zu 16sen.

Bemerkung 4.3 Die Berechnung einer LU—Zerlegung hat noch einen weiteren Vorteil: ist das
Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b zu losen, so muf3 man die Zerlegung nur
einmal durchfiihren und braucht dann nur noch Dreieckssysteme zu losen.
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Bevor wir das enstprechende Resultat formulieren konnen, erst mal ein bilchen Terminolo-
gie.

Definition 4.4 Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnen wir mit A,,, m = 1,...,n, die m—te
Hauptuntermatrix
Ap = lajr: J,k=1,...,m] € R™™.

Die Zahl det A,,, bezeichnet man als m—te Hauptminore von A.

Satz 4.5 Fiir A € R™" seien alle Hauptminoren ungleich Null, d.h. det A, # 0, m =
1,...,n. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L € R"™" und eine obere Dreiecksmatrix
U € R"™" so daf

A=LU und ;=1 j=1,...,n. (4.3)

Bemerkung 4.6 Die LU-Zerlegung liefert uns auflerdem ein wesentlich effizienteres und sta-
bileres Verfahren, um die Determinante einer Matrix zu berechnen, denn in diesem Fall ist ja

det A =det (LU) =det L detU = Hujj'

=1 j=1

Korollar 4.7 Eine Matrix A € R"™" hat genau dann von Null verschiedenen Hauptminoren
det A,,, m = 1,...,n, wenn es eine untere Dreiecksmatrix L € R"*" und eine obere Dreiecks-
matrixU e R " mitl;; =1, 7=1,...,n,unduj; #0, j=1,...,n, gibt, sodaf3 A = LU.

Beweis: Hat A von Null verschiedene Hauptminoren, so liefern uns Satz 4.5 und

0#det A=det L detU = [[¢; [Jwi=]]ws (4.4)
j=1

j=1 =1

=1

die gewiinschten Eigenschaften. Fiir die Umkehrung bemerken wir, da A,, = L,,U,, (siehe
(4.5) fiir Details), also

detAm:Hujj%O, mzl,...,n.
j=1

U

Wir werden uns zwei Beweise fiir Satz 4.5 ansehen: der erste ist etwas “direkter” und fiihrt
zur Doolittle-Methode, der zweite ist auf den ersten Blick etwas “abstrakter” und wird zur
GauB-Elimination fiihren, die wir spiter auf beliebige Matrizen erweitern konnen.

Beweis von Satz 4.5: Die Zerlegung A = LU ist equivalent zu

n
Ak = E Ejrurk’a jvkzlv"'ana
r=1
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und da ¢;, = O falls » > j und u,, = 0 falls r > k, hei3t das, da}

min{j,k}

a]k‘ = Z Ej?”“”r’k? ],k: ]_,...777/. (45)
r=1

Aus dieser Indentitidt bauen wir sukzessive die Spalten von L und die Zeilen von U auf; dazu
nehmen zuerst einmal an, dal wir fiir m = 1,...,n die ersten m — 1 Spalten von L und die
ersten m — 1 Zeilen von U, also die Matrizen

Lmi=[:j=1,....,nk=1,...,m—1] € R

und R
Upn1=[ujp:j=1,....m—1,k=1,...,n] e R" "

kennen und daf3

a1q ce a1,m—1 A1m ce A1p
= = Am—-11 -+ Am—-1m—-1 aAm-—1 P ¢ oy |
melUmfl — m 5 m ,m m ,m m ,n . (4.6)
(0751 Ce Qm,m—1 * Ce *
| an1 c. Qpm—1 * . * |

(fiir m = 1 ist dies keine Bedingung!). Nun setzen wir ¢,,,,,, = 1 und betrachten (4.5) fiir j = m
und k > m, also

m m—1
Amk = § gmrurk = E gmrurk + Emm Umk
~—~
r=1 r=1 -1

Das 16sen wir nach u,,;, auf und erhalten

m—1
Uk = Amk — E Lo U, k=m,...,n. 4.7
r=1
Wire nun
m—1
Umm = Amm — E Emrurm = O,
r=1
also

m—1
Qmm = E gmrurm = <Lm71Umfl) )
7 mm
r=

dann wire, zusammen mit (4.6), A,, = (Zm,l ffm,l) , aber da diese beiden Matrizen jeweils

m
nur Rang m — 1 haben, konnte A,,, nicht invertierbar sein. Also, der langen Rede kurzer Sinn,
mub ,,,, # 0 sein.



4.2 Naive GauBB—Elimination 39

Doolittle.m (Numerik I)

o° oo

LU-Zerlegung a la Doolittle
Eingabe:
A Matrix

o o° o o oe

o® o o°

function [ L, U ] = Doolittle( A )
n = length( A );
L = zeros( n );
U = zeros( n );

for m = 1:n
L(mm) = 1;
for k = m:n
U(m,k ) =A(mk ) - L(m1l:m-1) = U( 1l:m-1,k );
end
for 3 = m+l:n
L( jym) =A( jym) — L( j,1l:m-1 ) » U( 1l:m-1,m );
L( jym) =L( jm) / U(mm);
end
end
% endfunction

Programm 4.3 Doolittle.m: LU—-Faktorisierung nach der Methode von Doolittle, (4.7)
und (4.8).

Damit konnen wir den Spie3 umdrehen und uns (4.5) fiir 7 > m und k = m ansehen, was

m m—1
Qjm, = E gjrurm = E gjrurm + gjmumm
r=1

r=1

und damit )
Uiy = | Qjm — Z CirUrm, | [ Umm, j=m-+1,...,n, (4.8)
r=1

liefert. AuBBerdem ist das Ganze so gebaut, daf jetzt (4.6) auch mit m anstelle von m — 1 gilt. []
Das Doolittle—Verfahren ist in Doolittle . m realisiert.
Bemerkung 4.8 Das Doolittle—Verfahren verwendet zur Berechnung eines Eintrags von L oder

von U gerade den entsprechenden Eintrag von A sowie vorher berechnete Eintrdiige von L und
U. Das erlaubt es, den Eintrag a;j, mit

gj 1>k
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zu tiberschreiben. Dabei wird die Matrix gemdf} folgendem Schema aufgebaut:

— 1] = i
- [3] =
A — L]
L4 i

Beispiel 4.9 Sehen wir uns doch einmal die Funktionsweise des Doolittle—Verfahrens anhand
der einfachen Matrix

an. Um unsere LU-Zerlegung zu bestimmen, miissen wir also eine 3 X 3—Matrix auffiillen. Wir
beginnen mit der ersten Zeile, deren Eintrdge w1, u12 und w3 sich nach (4.7) als

0
Uy = Q1p — g Ciptyy = ayg, k=1,2,3,

r=1

=0
bestimmen. Also erhalten wir die erste Zeile unserer “Ergebnismatrix” LU'S als
210
LU=1|- - -

Jetzt also an die erste Spalte. Nach (4.8) erhalten wir, daf3

0
a; .
gjl = (Gjl - E gjrurl) /U11 = _317 J=2,3,
r=1

U1
=0

und somit

210
LU= %

0

Und nun wieder eine Zeile, bei der uns zur Abwechslung (4.7) die Regeln vorgibt

Uk = @ —iﬁ U — Uz = a22—£21U12=—%,
2k 2k - 2rUrk, Ugs = gy — o1 Ups = agg = 1.

18Tm “oberen” Dreieck dieser Matrix, die Diagonale eingeschlossen, findet sich U, im “unteren” Dreieck die
Marix L. Da deren Diagonalemente £;; ja sowieso alle den Wert 1 haben, brauchen wir fiir sie keinen Speicherplatz
zu vergeuden.
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Tragen wir das ein, so erhalten wir

LU =

o
N =

O DN

Nun also zur zweiten Spalte, die, nun wieder vermittels (4.8), den Wert

r=1

lgr = <a32 _ izgr uﬂ) Jrizs = (@53 — lg1 112) fuzs = (1—0) / (-%) — 9

erhdlt, ergo

2 1 0
0 —
Wie sich die Zerlegung schlieflich zu
2 1 0
Lu=|1 -11
0 -2 2

vervollstingigen ldf3t, ist jetzt kein Rditsel mehr. Tatsdchlich kann man das Doolittle—Verfahren

auch ohne jedewede Form mathematischer Kenntnisse durchfiihren, solange man sich nur an
das einfache Schema aus Abb. 4.1 hdilt.

Das Programm 4.4 Doolittle2 .m realisiert das Doolittle—Verfahren mit sofortigem Uberschreiben
von A, also auf speicherplatzsparende Art.

Bestimmen wir schlieBlich noch den Rechenaufwand des Doolittle—Verfahrens: um, fiir ein
festes m den Wert w,,,;, zu berechnen brauchen wir m — 1 Multiplikationen und ebensoviele
Subtraktionen, also insgesamt 2m — 2 Operationen. Fiir die Eintriige ¢;,,, sind, wegen der Di-
vision jeweils 2m — 1 Operationen notig. Fiir jedes m sind aulerdem die n — m + 1 Eintrage
von U und n — m Eintréige von L zu berechnen (da /;; = 1), also brauchen wir fiir ein festes m
insgesamt

(n—m-+1)2m —2) + (n —m)(2m — 1) = 4nm — 4m* + 5m — 3n — 2

Summiert man nun m = 1, ..., n, dann ergibt sich
2 4 1 5, 11
-n’—= —n—2
3 Tt

fiir den Rechenaufwand des Doolittle—Verfahrens.

Bemerkung 4.10 Generell betriigt der Aufwand bei Faktorisierungsverfahren O (n?), das wird
bei der Gauf3—Elimination auch so sein. Dies ist eine Grofsenordnung mehr als bei der Vorwdrtselimination
und der Riicksubstitution.
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| X

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Doolittle—Verfahrens. Bei der Bestimmung
der m—ten Zeile wird der neue Eintrag dadurch bestimmt, dal man vom “Originalwert” der
Matrix A das innere Produkt der beiden (farbigen) (m — 1)—Vektoren am Anfang der Zeile
und der Spalte, in denen sich der Eintrag befindet, abzieht. Bei der Bestimmung einer Spalte
geht das ganz genauso, nur wird zusétzlich noch durch den Wert des Diagonalelements
dividiert.

Nun zur GauB3—Elimination.

Definition 4.11 Eine GauB3—Transformation oder Gaull—Matrix ist eine Matrix der Form
F 0T

M, =1 — ye}, y:[ ]z 0 ., JER™F k=1,....,n—1.

Yk+1

Yy O

L Yn
Bemerkung 4.12 (Gauf3-Transformationen)
1. Gauf—Transformationen sind untere Dreiecksmatrizen der Form

- -

B —Yn 1 B
2. Die Inverse der Gaup-Transformation I — yel ist I + yel:

(I—yez) (I—i—yef) :]—yeg%—yef—y ezy e;‘f:[.
~—

=yr=0
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Doolittle2.m (Numerik I)

o° oo

Doolittle-Methode mit Ueberschreiben
Eingabe:
A Matrix

o o° o° o oo

o° o° o°

function LU = Doolittle2( A )
n = length( A );

for m = 1:n
for k = m:n
A(mk ) =A(mk ) —-2A(m1l:m-1 ) «» A( 1l:m-1,k );
end
for j = mt+l:n
A( j,m ) =A( j,m ) — A( j,lm-1 ) = A( l:m-1,m );
A( Jym) =A( jm) / A(mm);
end
end
LU = A;
% endfunction

Programm 4.4 Doolittle2.m: Doolittle-Methode mit Uberschreiben von A.
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3. Fiir eine Matrix

ai
A= :
a,
mit Zeilenvektoren al ... al ist
(IZ T
k
A1 — Ye41 Qg ’
T T
L an - yn ak .
das heif’t, von den Zeilen a;-p, j =k+1,...,n, wird das y,~fache der Zeile a] abgezogen.

Beweis von Satz 4.5: Die Strategie besteht darin, Gau—Transformationen
Mj:]—y(j)ejr, j=1...,n—1,

zu finden, so da3
Mn—l tee MlA =U

eine obere Dreiecksmatrix ist, denn dann haben wir sofort die Zerlegung

A=M" M1 U (4.9)
~—_———
=:L
Dazu konstruieren wir induktiv die Gau3—Transformationen M, M, . .. so, dal
U, Bn B
Mm~~M1A—{ 0 Am}, m=20,...,n—1, (4.10)
wobei )
U, e R™M™™ B, e RM"™ A, eR—mxn—m (4.11)

und (U),;; # 0, = 1,...,m. Dann ist mit Ay = A die Bedingung (4.10) fiir m = 0
erfiillt. Nehmen wir also an, wir hitten fiir ein m > 0 die Zerlegung (4.10) bestimmt. Da die
Hauptminoren die Beziehung

_ _ Bm
Amir = (M, 1"']wrnl)rmrl [ 0 A, ] +1

erfiillen, ist also

0 # det A, 1 = det { ({)m g: }erl = det [ 0 <A’:Z> . ] = <f~1m> u H (Um)jj7
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und somit muf3 <%~1m> 2 0 sein. Damit setzen wir
11

0 7=1....m+1
y " =S (An)
J — = omal =m+2,...,n
(Am 11 J
und M, 41 = I —ymHel 41 und erhalten (4.10) fiir m + 1 anstelle von m. Bleibt nur noch zu
bemerken, da3 M,, = I 1st O

Bemerkung 4.13 Auch hier erhalten wir wieder aus der Invertierbarkeit der Hauptminoren,
daf3 die Diagonalelemente

Uj; = (Am,1> % 0
11
sein miissen.

Sehen wir uns noch kurz die Matrix L aus (4.9) an.

Lemma 4.14 Fiir Gauf3—Transformationen M; = I — y(j)e;; gilt

1
i
m _ m . Z . 1
[[Mit =1+ 99 = 4 (m) : (4.12)
j=1 j=1 ym+1 tot ym—i—l 1
| y7(11) . yﬁbm) 1

Beweis: Induktion iiber m, m = 1 ist klar. Aulerdem ist, per Induktionsannahme

m+1 m+1

HM l= (I#—Zy” > (I +y™ el 1) —]+Zy e +Zy(3 € ym“) e -

(m+1)
Y; =0

Bemerkung 4.15 (Realisierung der Gauf3—Elimination)

1. Nach (4.12) erhalten wir die Matrix L einfach dadurch, dafs wir die zu den jeweiligen
Gaufi-Transformationen gehirigen Vektoren y9) aufsammeln.

2. Damit konnen wir die Gauf3—Transformation wieder durch Uberschreiben der Werte in A
berechnen.
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o\°
o\°

Gaussl.m (Numerik 1)

o\°
o\

o\
o\

Gauss—-Elimination mit Ueberschreiben
Eingabe:
A Matrix

(ohne Pivot)

o\°
o\

o
o\

function LU = Gaussl( A )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+l:n
y =A( 3,m) / A(mm);
A( j,m ) = y;
A( j,m+l:n ) = A( j,m+l:n ) -y * A( m,m+tl:n );
end
end
LU = A;

[

% endfunction

Programm 4.5 Gauss1 .m: GauB—Elimination mit Uberschreiben der Ausgangsmatrix.

Beispiel 4.16 (Implementierung der GauB—Elimination) Nachdem wir unseren ersten “richti-
gen” Algorithmus hergeleitet haben, sehen wir uns doch einmal an, wie man sowas in Octave
umsetzt. Es ist immer gut, sich erst einmal interaktiv anzusehen, was man eigentlich macht, also
nehmen wir uns mal eine zufillige'®, aber nicht zu grofle Matrix vor:

octave> A = rand(5)

A =
0.9225764 0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260
0.5163327 0.3250707 0.9407548 0.1423454 0.7346591
0.9691272 0.2264440 0.8408027 0.0108411 0.5356029
0.0816184 0.7742376 0.9738590 0.4147111 0.0869881
0.5917631 0.8076336 0.5608915 0.5655123 0.9978877

So, was passiert jetzt gleich wieder bei der Gauf3—Elimination? Richtig, wir ziehen passende
Vielfache der ersten Zeile von allen folgenden Zeilen ab, und die Faktoren sind die Werte der
ersten Spalte dividiert durch den Wert “oben links”. Nachdem A (a:b, c:d) ja die Teilmatrix
mit den Indexmengen (a:b) und (c:d) liefert, konnen wir uns recht einfach die Zeile und
die Spalte holen:

Das ist natiirlich bei jedem Ausprobieren eine andere Matrix, also nicht erschrecken!
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octave> y = A( 1,1:5 )
y:

0.9225764 0.7304416 0.0053629

octave> x = A( 1:5,1 ) / A( 1,1 )
X =

.000000
.559664
.050457
.088468
.641425

O O O

0.4718802

0.5500260

47

Man beachte: Zeile und Spalte passen. Die Elimination besteht nun darin, daf3 wir die Matrix*

X * vy von A abziehen:

octave> A - Xx*y

ans =
0.00000 0.00000 0.00000 0.
0.00000 -0.08373 0.93775 -=0.
0.00000 -0.54085 0.83517 -0.
0.00000 0.70962 0.97338 0.
0.00000 0.33911 0.55745 0

00000 0.
12175 0.
48485 -0.
37296 0.
.26284 0.

00000
42683
04218
03833
64509

Was ist nun mit unserer ersten Zeile passiert? Nun, wenn wir sie von sich selbst abziehen,
dann muf3 ja Null rauskommen. Das konnen wir mit y (1) = 0 ganz einfach korrigieren, aber
warum sollten wir denn eigentlich iiberhaupt die erste Zeile verdndern, denn eigentlich findet
die Elimination ja sowieso nur in der 4 X 4—Submatrix “unten rechts” statt — wenn wir uns mit
x nicht blod angestellt haben, miissen wir in der ersten Spalte ja Nullen bekommen. Der langen
Rede kurzer Sinn: Wir operieren nur auf der unteren Matrix und machen es ein bif3ichen anders.

octave> y = A( 1,2:5 )
y:

0.7304416 0.0053629 0.4718802

octave> x = A( 2:5,1 ) / A( 1,1 )
X =

0.559664
1.050457

20Spalte mal Zeile gibt eine Matrix!

0.5500260
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0.088468
0.641425

eliminieren im 4 x 4-Teil

octave> A( 2:5,2:5 ) = A( 2:5,2:5 ) - xxy

A =
0.9225764 0.730441¢6 0.0053629 0.4718802 0.5500260
0.5163327 -0.0837311 0.9377534 -0.1217489 0.4268294
0.9691272 -0.5408538 0.8351692 -0.4848490 -0.0421760
0.0816184 0.7096170 0.9733845 0.3729649 0.0383285
0.5917631 0.3391105 0.5574516 0.2628368 0.6450875

und schreiben das “kleine” x in die erste Spalte:

octave> A( 2:5, 1 ) = x

A =
0.9225764 0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260
0.5596639 -0.0837311 0.9377534 -0.1217489 0.4268294
1.0504574 -0.5408538 0.8351692 -0.4848490 -0.0421760
0.0884679 0.7096170 0.9733845 0.3729649 0.0383285
0.6414245 0.3391105 0.5574516 0.2628368 0.6450875

Und das war auch schon der erste Schritt Gauf3—Elimination mit Uberschreiben! Jetzt miissen
wir das nur noch auf die Teilmatrizen anwenden, das heif3t, alle vorherigen Schritte wieder-
holen, aber eben nicht bei 1, sondern bei 2, 3,4 anfangen. Das ist dann auch in Algorithmus 4.6
implementiert.

Bestimmen wir noch schnell den Aufwand der GauB—-Elimination: fiir festes m kostet die
Elimination einer Zeile 2(n — m) Operationen und auferdem 1 Operation fiir die Bestim-
mung von y. Insgesamt sind n — m Zeilen zu eliminieren, was also einen Gesamtaufwand von
(n—m)(2n—2m+ 1) ergibt. Insgesamt, nach Summation iiber m, kostet die GauB-Elimination
also

flops .

4.3 Das fertige Losungsverfahren

Nun konnen wir aus den Losungen der Teilprobleme schlieBlich ein Verfahren basteln, das die
Losung des Gleichungssystems Ax = b berechnet:

1. Bestimme die Zerlegung
A=LU

mittels GauB—Elimination oder nach Doolittle.

(4.13)
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Gauss2.m (Numerik 1)

o° oo

Gauss—-Elimination mit Ueberschreiben
(ohne Pivot, aber mit mehr Matlab-Features)

o o® o° o° o oe

o° o° o o°

Eingabe:
A Matrix
function LU = Gauss2( A )

n = length( A );

for m = 1:n-1

a=~A(mm); % Pivotelement
y = A( m,m+tl:n ); $ Zeile
X =A( m+l:n,m ) / a; % Spalte (normalisiert)
A (mtl:n,m+l:n ) = A( mtl:n,m+tl:n ) - xX*xy;
A (m+tl:n,m ) = x;
end
LU = A;

[o)

% endfunction

Programm 4.6 Gauss2 .m: GauB—Elimination nach Beispiel 4.16.
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LoesAx-bl.m (Numerik 1)

o° oo

Loesen eines Gleichungssystems (ohne Pivot)

o0 o® o° o° o oP

%

% Eingabe:

% A Matrix

% b rechte Seite

function x = LoesAxbl( A,b )
LU = Gaussla( A );
y = VorEliml ( LU,b );
RueckSubs ( LU,y );
% endfunction

X

Programm 4.7 LoesAxb1 .m: Losung eines Gleichungssystems nach (4.13)—(4.15).

2. Bestimme die Losung y von
Ly=1» (4.14)

durch Vorwartselimination.

3. Bestimme die Losung = von
Ur=y 4.15)

durch Riicksubstitution.

Bemerkung 4.17 Man kann auch Vorwdrtselimination und Riicksubstitution direkt auf die in
einer einzelnen Matrix gespeicherte LU—Zerlegung anwenden, wenn man nur die Vorwdrtselimiation
so modifiziert, daf3 sie alle Diagonalelemente als 1 annimmt, wie in Programm VorEliml .m
gezeigt.

4.4 Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns nun Abschitzungen fiir den Riickwdirtsfehler der GauB3—
Elimination ansehen, wie man daraus einen relativen Fehler “bastelt”, ist ja aus Satz 3.9 bekan-
nt.

Definition 4.18 Zu einer Matrix A € R"*" definieren wir die “Betragsmatrix”
|A| = [laji| 7,k =1,...,n].

Zu Matrizen A, B € R™" definieren wir die Halbordnung®' “<” als

Al als

A<B — ajkgbjk, j,k?:L...,TL.

21Zur Erinnerung: Bei einer totalen Ordnung sind je zwei Elemente = # y vergleichbar, das heiBt, es ist entweder
x < y oder z > y, bei einer Halbordnung muf} dies nicht der Fall sein.
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VorEliml.m (Numerik 1)
Vorwaertselimination, ueberschreibt b, Diagonale = 1!!!
Eingabe:

L untere Dreiecksmatrix

b rechte Seite

o o° o° o° o oe
o o® o° o° o° o°

function x = VorEliml( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n
b(3) = by
end

J) - L(3,1:3-1) * b(l:3-1);
X = b;
endfunction

Programm 4.8 VorE1liml .m: Vorwirtselimination unter der Annahme, daf} alle Diago-
nalemente von L den Wert 1 haben.

Lemma 4.19 Fiir A, B € R™*" gilt
AB| < |A]|BI.

Beweis: Firl < j, k <n,

(AB)] = D as bor| < Y- lal Ionel = (141 1BI),,
r=1 r=1

g

Bemerkung 4.20 Wir machen von nun an die generelle Annahme, daff nu < 1 ist (sonst
ergibt diese Form der numerischen Linearen Algebra sowieso keinen Sinn) und schreiben nur
noch O (4*) anstelle des (korrekteren) O (ni?)

Wenden wir nun das Verfahren (4.13)—(4.15) an, dann erhalten wir also zuerst eine ndherungsweise
LU-Zerlegung Lund U dann eine Néherungsldsung ¥ (die aus L nicht aus L berechnet wird!)
und schlieBlich ein berechnetes 7 (das aus Uundy y berechnet wird). Die Riickwirtsfehleraussage
fiir dieses Losungsverfahren lautet dann wie folgt.

Satz 4.21 Sei A € F"*" LU~zerlegbar und t die mittels Gauf3—Elimination, Vorwdrtselimination
und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine Matrix A, so dafs

Az =b (4.16)
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und

A a| <na(3141+5L] |O]) +0 (@) 4.17)

Bemerkung 4.22 Die Forderung A € F"*" ist nur marginal. Fiir beliebiges A bekommen wir
noch einen (fast vernachldssigbaren) Fehler ) mit

|E| <4 |A|
dazu.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 4.21 beginnen, sollten wir uns kurz iiberlegen, was er uns
eigentlich sagen will. Immerhin ist es ja das erste?? Beispiel fiir eine ernsthafte Bestimmung
eines Riickwdrtsfehlers. Bei dieser Riickwértsfehleranalyse im Sinne von Definition 2.20 fassen
wir die Losung x des linearen Gleichungssystems Az = b als Funktionxz = f (A, b) von Aund b
auf, wihrend das numerische Verfahren bestehend aus Gauf3—Elimination, Vorwirtselimination

~

und Riicksubstitution uns den berechneten Wert © = f (A, b) liefert. Nun schieben wir alle

Rundungsfehler auf den ersten Parameter A und bestimmen eine Matrix A, s0daB T = f (A\, b)

ist, und dann schitzen wir ab, inwieweit sich A und A unterscheiden — das ist gerade (4.17).
DaB alle Fehler ausschlieBlich auf A geschoben werden ist zuerst einmal total willkiirlich®,
zumindest aus der Sicht der Riickwirtsfehleranalyse konnten wir genausogut auch einen Teil der
Rundungsfehler als Storung von b interpretieren. Es gibt allerdings einen guten Grund, das nicht
zu machen: Die Losung ist ja x = A~'b und so gesehen kénnen wir unser Problem genausogut
als numerische Invertierung von A und folgende exakte Multiplikation von b auffassen und die
Konditionszahl dieser Operation ist gerade x(A), also auch eine GroBe, die wir “kennen”.

Bleibt noch die Frage, wie man sowas macht, wie man Riickwértsfehler eines Verfahrens
bestimmt. Die generelle Vorgehensweise ist eigentlich immer dieselbe: Man geht sein Ver-
fahren Schritt fiir Schritt durch und bestimmt fiir jeden dieser Schritte die Rundungsfehler
beziehungsweise eine moglichst scharfe obere Schranke fiir diese. Das ist auch schon die Idee
des nun folgenden Beweises, alles weitere ist Handwerk und eine sorgféltige Analyse des Ver-
fahrens; ein weiterer Vorteil einer Rundungsfehleranalyse ist es tatsdchlich, da man dabei
neben gesicherten Fehleraussagen auch oftmals Schwachstellen oder kritische Punkte des Al-
gorithmus findet.

Jetzt aber endlich zum Beweis selbst. Zuerst einmal sehen wir uns den Fehler bei der
Vorwirtselimination und Riicksubstitution an. Dazu wird es opportun sein, auch das alterna-
tive Modell der Gleitkommaarithmetik zu verwenden, das annimmt, daf3

— ol<a, -=+4,— . 4.1
1+57 | ’—u’ +’ 7><7/ ( 8)

rTOY =

Diese Annahme ist (ohne Beweis!) durchaus sinnvoll, denn mit & = 4u kann man auf alle Fille
garantieren, da3 (2.4) und (4.18) gleichzeitig gelten.

Ubung 4.2 Zeigen Sie:

22Und gliicklicherweise auch einzige.
23 Aber das ist die Auswahl von Siindenbocken eigentlich immer
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1. Zujedem 0 # x € D(FF) gibtesein 0 # z € I, so daB

T=x(1+90), 18] < w.
2. Zu jedem § € [—u,u) gibt es ein ¥ € [—u, 2u], so daB

R P
TO=Ty

Jetzt aber zum Riickwirtsfehler der Vorwirtselimination.

Proposition 4.23 Die durch Vorwdrtselimination (Riicksubstitution) berechnete Lésung & von
Lxr =b, (Uxr =0b) L,U € R"™", erfiillt Lt = b (Ux = b), wobei L (U) ebenfalls eine untere

(obere) Dreicksmatrix ist, die

|L—L| <ni|L]+0 (@), (4.19)
beziehungsweise

0 -U| <ni|U]+0 (@), (4.20)
erfiillt.
Beweis: Wir bezeichnen mit #/ = [(;,:k=1,...,5—1] € RI~! den Anfang des j-ten
Zeilenvektors von L?*. Mit der Vorwirtselimination bestimmen wir nun Vektoren 77 € R,

j=1,...,n,durch 4 4 4
= (b] @gj_l ®© fi'J_l) @ fjj, ZL’O = O,

wobei 2" = 2. Nun wissen wir von den Skalarprodukten (Beispiel 2.21) bereits, daB fiir x €
Fi-t

j—1 Jj—1
O oi =Y Ly (L+0) = (14 0) b, @,
k=1 k=1

wobei |0,,| < (j — 1)a. Mittels (4.18) bekommen wir somit, daf3

b o4t
PO B CL In,| < 24,
(1+m5)
da n); den Fehler einer Subtraktion und einer Division aufnimmt. Wir brauchen also nur noch
glk: { (1+5jk’>£jka j<k‘
’ (1 +n;) €55, j=k,
zu setzen und erhalten sogar, daf}
‘E—L‘ <max{2,n—1} @ |L| + O (a?) @21

24 Also das, was unterhalb der Diagonalen steht



54 4 DIREKTE METHODEN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

gilt, also insbesondere (4.19).
Der Beweis fiir die Riicksubstitution funktioniert natiirlich ganz analog. U

Ubung 4.3 Geben Sie ein Verfahren an, das die Vorwirtselimination bzw. Riicksubstitution mit
einem von n unabhingigen Riickwirtsfehler ausfiihrt.

Bemerkung 4.24 Gehen wir nur vom Standardmodell (2.4) aus, dann ist (4.21) mit der Kon-
stante max{4,n — 1} erfiillt, was fiir n > 5 auch kein Beinbruch ist.

Jetzt aber zur Fehleranalyse der GauB3—Elimination selbst.

Proposition 4.25 Sei A € F"*". Wenn alle Hauptminoren von A invertierbar sind, dann erfiillt
die berechnete LU-Zerlegung L U die Bedingung

‘A - Zﬁ‘ < 3ni (\Ay + ‘Z‘ ‘[7)) +0 (i2). (4.22)

Beweis: Durch Induktion iiber n. Im Fall n = 1ist U = A, L= 1, und (4.22) ist trivialerweise
richtig (die linke Seite hat Wert 0!).
Sei also (4.22) fiir ein n > 1 bewiesen und sei A € R*1*"*+1 das wir schreiben als

T

. a1; | W n nxn
A_{v B}, v,w € R", B € R™™. (4.23)

Nach Annahme, a1; # 0, konnen wir fiir den ersten Schrltt der GauB3—Elimination den Vektor
@\(1) =0vQ an und die Matrix A1 = Boy 7N @ w? als Niherung des “eliminierten” A,
B —y ® wT berechnen. Dabei ist

’@\(1) _ y(l)’ <1 ’y(l)‘ =1u i
- ’an‘
sowie
T ] <20 ] 0 ).
also

Ay - Ay <30 |41 +0 (). (4.24)

Nach Induktionsannahme ergibt die (numerische!) Zerlegung von ﬁl dann Matrizen Zl, U 1, SO

da3 L
A - Ll )+0(@).

< 3ni (’21

+ ’El

o

Wir erhalten dann, daf3
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wobeli die erste Zeile von (7 wegen der 1 “oben links” in I exakt ist. Damit erhalten wir, daf3

~ [ ayy ‘ wt aiy ‘ w”
A—LU| = —
‘ v | B ] [an/\(l)’\(l)wT%—L U,
|0 | 0
n vV —an @\()‘B L1U1 v—a11 1)‘A1—L1U1
< =] H | ol
N ay (Y — ‘Al Ay v—apny! ‘Al LUy
S |l
<
L @11 U’U‘/ ’alll ‘ Al Al 0 ‘ L1U1
0 0 0] 0
< 3 + 3nu
. [|v| |A1\] 0| 141 +|Li| |0n]
< 30 na [Pl =30+ i 141+ 2] |0]).
n U EN R PN =3(n
- ol 14l + L] [01]
Und das war’s dann auch schon. ]

Beweis von Satz 4.21: Aus Proposition 4.23 erhalten wir, dal

(E+F>g:b, ((7+E>55=y,

wobei R R
|E| < nalU|+ O (4%), |F| < na|L|+ O (4%,
also .
(LU+G)9?::b,
wobei R R R
Gl =|LE + FO + FE| < 204 +0 (i2).
Nach Proposition 4.25 ist damit Af = b, wobei
‘E—A‘ - ‘G+Eﬁ—A §|G|+‘A—E(7‘
< 2na|Z] |0] +3na 7)) +0 (@)
< na<3yA\+5 Z‘ ’17()+0(a2).

4.5 Pivotsuche

Was sagt uns Satz 4.21 nun iiber die numerische Stabilitdt der GauB—Elimination? Nun, Einset-
zen in die allgemeine Fehlerabschitzung (3.9) ergibt das folgende Resultat.
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Korollar 4.26 Fiir eine Vektornorm || - || und eine konsistente, mit der Vektornorm vertrigliche
und “verniinftige”’*> Matrixnorm sei y so gewdihlt, daf3

|12 2] ] <vian (4.25)

Dann ist . .
|z — x| < na (3 + 5v)

|zl  — 1—nu(3+57)k(A)
vorausgesetzt, dafs nu (3 + 5v) k(A) < 1.

k(A), x #0, (4.26)

Bemerkung 4.27 Setzt man B = |A|, dann ist |A| < |B| < |A|, also, fiir eine monotone
Matrixnorm, ||A|| < ||B|| < ||A|| und damit ist || |A| || = ||A||. Wegen

2} (0] = 2] = |
wird v in (4.25) einen Wert > 1 haben.
Leider kann der Wert «y sehr schnell sehr grofl werden.

Beispiel 4.28 Fiir B = 10, m = 3 und abschneidende Arithmetik wird die Matrix

4 [ 100 x 1072100 x 10!
| 100 x 10 200 x 10!

durch Gaufs—Elimination zerlegt in

7 _ [ 100 % 10' .000 x 10° - | 100 x 1072 .100 x 10
| .100 x 10* .100 x 10* |’ | .000 x 10°  —.100 x 10*
Dann ist
70— [ 100 x 1072 .100 x 10!
| .100 x 10Y .000 x 10° |’
aber

=~ |+ 001 1

2 17= | oo
Der Eintrag “rechts unten”, néimlich 2000, ist iibrigens von der Gréfienordnung 20 17!, da
@ = B~ =1/100.

Wo liegt nun das Problem? Normalerweise werden bei der GauB3—Elimination Vielfache
von Zeilen von A von “weiter unten liegenden” Zeilen abgezogen. Dieses Vielfache wird dann
betraglich sehr grof3, wenn der (Diagonal-) Wert, durch den dividiert wird, sehr klein wird.
Daher empfiehlt es sich, Strategien zu suchen, die den Divisor nicht zu klein werden lassen.

2 Der korrekte Begriff ist der einer monotonen Matrixnorm, d.h., eine Norm mit der Eigenschaft [4| < |B| =
Al < 1Bl
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Definition 4.29 Das Element a,, einer Matrix A € R™*"™ bezeichnet man als Pivotelement.

Definition 4.30 Eine Matrix P € R™ " heifit Permutationsmatrix, wenn
Pe{0,1}"  und Y pw=Y pp=1 jk=1...,n (4.27)
r=1 r=1

Die Vertauschungsmatrix P[j, k], j,k = 1,...,n, ist definiert als

1

P[j, k] = =1 —(ej—ex)(e; —ex)”

Wir bezeichnen mit
I, ={P[j, k] : 1 <j<k<n}

die Menge aller Vertauschungsmatrizen. Diese erzeugen dann auch die (multiplikative) Gruppe®s
der Permutationsmatrizen.

Ubung 4.4 Zeigen Sie:
1. Jede Permutationsmatrix P ist als Produkt von Vertauschungsmatrizen darstellbar und
jedes Produkt
k
I[P, Pel. keN
j=1

ist wieder eine Permutationsmatrix.

2. Die Menge der Permutationsmatrizen bildet eine Gruppe.

Bemerkung 4.31 Fiir P = P[j, k] € 11, und A € R"*" ist PA diejenige Matrix, bei der die
Zeilen j und k von A vertauscht werden und AP diejenige Matrix, bei der die Spalten j und k
von A vertauscht werden. Auferdem ist P?> = I fiir jedes P € 11,

Damit haben wir das allgemeine Resultat zur GauBB—Elimination.

26Jede Permutation hat eine Inverse und das Produkt zweier Permutationen ist wieder eine Permutation.
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Satz 4.32 Sei A € R"*" invertierbar. Dann gibt es Permutationsmatrix P € R"*", eine untere
8
Dreiecksmatrix L € R™™" mit {;; = 1 und eine obere Dreiecksmatrix U € R"*", so da3

PA = LU. (4.28)

Korollar 4.33 Eine Matrix A € R" " ist genau dann invertierbar, wenn es eine Permuta-
tionsmatrix P (d.h., eine Umordnung der Zeilen) gibt, so dafs alle Hauptminoren (PA), ,
m =1,...,n, von PA invertierbar sind.

Beweis: Korollar 4.7 und Satz 4.32. O

Bemerkung 4.34 (Losungsverfahren)

1. Da Ax = b dquivalent zu Pb = PAx = LU ist, konnen wir, sobald die LU-Zerlegung
und P bestimmt sind, das gesuchte x wieder iiber die Gleichungssysteme Ly = Pb,
Uz = y bestimmen.

2. Da Permutationen exakt bestimmt werden konnen, ist die Fehleranalyse von (4.28) exakt
dieselbe wie die fiir die naive Gauf3—Elimination.

3. Satz 4.32 ergibt als Verfahren die Gaull—Elimination mit Spaltenpivotsuche, alternativ
konnte man auch Zerlegungen

“Zeilenpivot” AQ = LU, Q € ll,,

“Totalpivot” PAQ = LU, P,Q eI, (4.29)

untersuchen. Die zugehorigen Losungsmethoden sind

Ly =0, Uz =y, r=Qz,
Ly = Pb, Uz =y, r=Qz.

4. Aus det P = 1 und (4.28) folgt, daf3

0#det A= (det P)™" det L det U = [ ] uy;,

N—— .
-1 =1 7j=1

alsouj; #0,j=1,...,n.

Beweis von Satz 4.32: Wir gehen im wesentlichen wie im “naiven” Fall (zweiter Beweis von
Satz 4.5) vor und konstruieren wie dort GauB—Transformationen }/; und Permutationsmatrizen
Piell,,j=1,...,n,s0dal

m Bm
A<M>::Mum--.M1P1A:[U(; I ] m=0,...,n, (4.30)
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wobei U,,, B,, und Zm wie in (4.11) sind.?” Nehmen wir also an, wir hitten fiir ein m > 0 so
eine Zerlegung (fiir m = 0 ist dies keine Bedingung, also wieder mal ein trivialer Induktion-
sanfang), dann betrachten wir die erste Spalte von A,,, und wihlen k so, daf3

lagi] > [anl,  j=1,...,n—m. (4.31)

Ist dy; = 0, dann hat A die Form

Uu,|lb B
Am — |0 [0 T
00 A

und damit bestenfalls den Rang n — 1, ist aber auf keinen Fall invertierbar, was aber nach der
Voraussetzung ausgeschlossen ist. Ansonsten setzen wir P,,, .1 = P[m + 1, m + k|, das heift

PAM — { Un Bum } . C:=P[l,KkA,,
0 Cn N—
EHTL
sowie
(m+1) 0, j=1,....m+1
BTl e jE=mt2,.n,

und M, ;1 = I — y™m+Hel +1- Dain der Matrix C' das betragsgrote Element der ersten Spalte

an c;; stand, ist insbesondere
(m+1)

| <1. 4.32)

AuBerdem ist, genau wie in der naiven GauBB—Elimination nun

m+1 B
A(m+1) — Mm+1pm+1A(m) _ U, +1 Pm+l :
0 Am+1

so daB} die Zerlegung aus (4.30) auf den Fall m + 1 erweitert ist. Nach n Schritten haben wir
dann also, daf3
M,P,---MPA=1U, M,=PFP,=1, (4.33)

und damitist A = (M,, 1P, 1--- MlPl)_1 U. Was wir noch zeigen miissen, ist, daf} es eine
untere Dreiecksmatrix L € R™*" und eine Permutation P gibt, so da$3

(My_Py_y---MP) " =P M - P,_ M} =PL, (4.34)

denn dann ist
P 'A = P*lPle1 e Pn,anjllU =P 'PLU=LU (4.35)

und natiirlich ist P~ auch wieder eine Permutation.

?Dies ist genau das Gegenstiick zu (4.10).
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Bleibt also nur noch (4.34); das funktioniert, weil wir Gau3—Transformationen und Permuta-
tionen in einem gewissen Sinne vertauschen konnen, solange nur die Indizes zusammenpassen.
Dazu schreiben wir M; = M; (y“)) und verwenden die Indentitit

M; (y9) Pk, 0] = Pk, 0] M; (P [k, )y, 1<j<k<(<n, (4.36)

aus der (4.34) unmittelbar folgt. Aber auch (4.36) ist nicht schwer zu beweisen: unter Verwen-
dung der Kurzschreibweise y = y'9), M = M; (y'9)) und P = Pl[k, (] erhalten wir, daB

PMP = P([—ye}r)szi—(Py) e;p (I—(ek—eg)(ek—eg)T>

=I ~ v~ o

—p
= I —(Py) e;‘-F + (Py) (e]Tek — e;ffeg) (ex — eg)T = M (Py),
—_—— N
—M(Py) =0 =0

und das war’s dann auch, wenn man bedenkt, da P = P! und damit M P = PM (Py) ist. O

Beispiel 4.35 Wir betrachten® die Matrix

A:

=~ N =
N = O
_ w o

und fiihren die Gauf3—Elimination mit Spaltenpivotsuche von Hand durch. Das Pivotelement in
der ersten Spalte ist natiirlich ays, also zerlegen wir

0 0 1 1 0 0] 4 2 1
P[1,3]A=|0 1 0 21 3|=1213
1 00| [411] | 1 00
in o _ _
1 4 2 1 4 2 1
MP[1,3| A= | —3 1 213|=[0 0 2
- 01][100] [0 —5 —%
Jetzt miissen wir sogar vertauschen und erhalten
4 2 1
P2, 3]MiP[1,3] A= |0 —3 -1 |,
0o 0 2
was schon eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist
4 2 1
A=PL3I7" M PR30 -5 —1 |,
Y Y 0o 0 2
=P[1,3] =P[2,3] 2

28Es wurde ein Beispiel “mit Zahlen” geiinscht.
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wobei
00 171 171 0 0]
P[1,3]M;'P[2,3] = |0 1 0 1 00 1
(1 00| [ 01][010]
o0 17100771 i
= 010 001 11
1 00][010]|3 01]
1
= P[L3]P2,3] | 1 1
5 01

Die entscheidende Aktion der “neuen” Gauf3—Elimination ist die Spaltenpivotsuche in (4.31):
man bestimmt eine Permutation P, = P[m + 1, k], k > m + 1, so da}

MamAW) C j=m42...n (437

> ’ (Pm+1A(m))

m+1,m—+1 7,m+1

Analog bestimmt man bei der Zeilenpivotsuche eine Permutation Q,,,11 = Plm + 1, k], k' >
m + 1, so da

‘(A(m)Qm+1)m+1,m+1‘ 2 )<A(m)Qm+1)m+LJ‘ ’ j=m+2,....m (4.38)

und bei der Totalpivotsuche sogar zwei Permutationen P,, ;1 = Plm + 1, k|, Q1 = Plm +
1K), k, k" > m+1, sodaB

j, 7 =m+2,...,n. (4.39)

‘ (PmHA(m)Qm“)mH,mH

> ’(Pm—&-lA(m)Qm—ﬁ—l)j’j/ )

Die GauB3—Elimination mit Spaltennpivotsuche ist in Gaus s SP . mrealisiert, das endgiiltige
Losungsverfahren unter Berticksichtigung der Permutation in LoesAxb2 . m.

Der einzige Unterschied zur Gau3—Elimination ohne Pivotsuche besteht darin, daf bei der
Pivotsuche Zeilen vertauscht werden miissen und die entsprechende Permutationsmatrix zu spe-
ichern ist. Diese beiden Operationen sind natiirlich exakt durchfiihrbar. Daher haben wir sofort
die folgende Fehleraussage.

Korollar 4.36 Sei A € F"*" und & die mittels Gau3—Elimination mit Spaltenpivotsuche, Vorwdrtselimination
und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine Matrix A, so daf

Ai=b (4.40)

und

A 4| <na(3141+52] |O]) +0 (@) (4.41)

Bemerkung 4.37 (Beliebte Mif3verstdndnisse)
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o oo

o o° o° o° o oo

o® o° o o°

fu

o

°

GaussSP.m (Numerik 1)

Gauss—-Elimination mit Ueberschreiben,
und Matlab-Features

Eingabe:
A Matrix
nction [ LU, p ] = GaussSP( A )
n = length( A );
p = [1l:n];
for m = 1:n
% Suche Pivot
piv = abs( A(m,m) );
pivj = m;
for j = mt+l:n
if abs( A(j,m) ) > piv
piv = abs( A(j,m) );
pivj = J;
end
end
% Vertausche
J=p(m); p(m) =p(piv] ); p( piv] ) = J;
x =A(m,: ); A(m,: ) =A( pivi,: ); A( pivi,:
% Eliminiere
w=A( mmt+tl:n );
for 3 = m+l:n
A( Jym) =A(3Jm) / A(mm);
A( j,m+l:n ) = A( j,m+l:n ) — A( Jj,m ) *x w;
end
end
LU = A;
endfunction

Spaltenpivotsuche

Programm 4.9 GaussSP.m: GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche. Der Vektor p

enthilt die Permutation: k = p () bedeutet, da Pej, = e;.
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o\°
o\°

LoesAxb2.m (Numerik 1)

o\
o\

o\
o

Loesen eines Gleichungssystems (mit Pivot)

%% Eingabe:
%% A Matrix
%% b rechte Seite

function x = LoesAxb2( A,b )
[ LU,p ] = GaussSP( A );

for j = l:length(d)
bb( j ) =Db( p(J) );
end

y = VorEliml ( LU,bb );
x = RueckSubs( LU,y );
% endfunction

Programm 4.10 LoesAxb2.m: Losung eines Gleichungssystems vermittels Gaul3—
Elimination mit Spaltenpivotsuche.

1. “Pivotsuche liefert immer genauere Ergebnisse”
Die Matrix

1
A= 2
3

~ NGV RN V)
T W

ist singuldr, was eine Gauf3—Elimination ohne Pivotsuche auch erkennen wiirde, die (mit

Uberschreiben) die Folge

1 2 3 1 2 3
AN =2 -1 —2 - AD — |2 -1 -2
3 -2 —4 3 2 0

liefert. Duch die Pivotsuche wird aber zuerst durch 3 geteilt und die dabei entstehen-
den Rundungsfehler sorgen dafiir, daf3 die Matrix “ein bif3ichen invertierbar” aber lausig
konditioniert wird.

2. “Durch Pivotsuche wird das Produkt |L| |U| kleiner”
Wir betrachten die Matrix

& 0 0 1 = 0 0
1 100 100 | =] ¢ 1 100 100
0 0 1 0 01 1
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Insbesondere ist A = |L| |U|. Mit Pivotsuche miissen wir die Zeilen 1 und 2 vertauschen
und erhalten die LU—-Zerlegung

1 100 100 1 1 100 100
& 0 0 |=]5 1 —90 —90
0 0 1 0 01 1
und
1 1 100 100 1 100 100
LI U= | & 1 90 90 | = | & 180 180
0 01 1 0 0 1

Merke: Zeilenpivotsuche sorgt nur dafiir, daf alle Eintréiige von | L| einen Wert < 1 haben.
|U| kann dafiir ganz nett wachsen.

4.6 Verbesserung der Genauigkeit — Skalierung

Eine typische Fehlerquelle fiir lineare Gleichungssysteme besteht in schlechter Skalierung,
bei der verschiedenen Gleichungen in verschiedenen Skalen (beispielsweise in m und cm)
angegeben werden, was zu Gleichungssystemen der Form

100 0O - 100
0 1 1
fiihrt — die Losung ist natiirlich [1, 1]7, aber die Gleichungen sind schlecht skaliert. Der Ansatz

zur Behebung dieses Problems, die Skalierung, basiert auf der Beobachtung, daB fiir beliebige
Diagonalmatrizen D, Dy € R}

Az =b = D1AD;! Dox = Db = By = c. (4.42)
=:B =y =:c

Man 16st also zuerst By = c und bestimmt dann & = D, '§; sind die Diagonaleintriige in D,
und D Potenzen der Basis B der Rechnerarithmetik, dann konnen die zusétzlichen Operationen
exakt ausgefiihrt werden, es gibt also keine weiteren Rundungsfehler.

Die Bedeutung dieses Ansatzes liegt darin, dal man durch “cleveres” Skalieren die Kondi-
tionszahl einer Matrix deutlich verbessern kann.

Beispiel 4.38 Wir betrachten, fiir o € R, die (zeilenskalierte) Matrix

A= l Cl)‘ 10010 o ] — | Al = max {1001 o, 2},
mit Inverser
1 1000 ] .
ATt = { 99a 99 } —  fla =20t
999a 999 999
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Damit ist

1001
%(100()&%—1), a > 2/1001,
"ol =9 2000 4+ 201 ¢4
+ 207
—_— < 2/1001,
999 o<
was fiir « = 2/1001 den minimalen Wert
3001
o(A) =—-~3
meo(4) = g9

annimmt. Fiir o = 1 ist die Konditionszahl hingegen > 1000/
Allerdings ist es nicht einfach, die beste Skalierung zu finden: Der “naive” Ansatz hditte wohl
a = 1/1000, also

[ 1/1000 1
=

gewdihlt, was eine nicht optimale® Konditionszahl von ~ 4 geliefert hditte. Nicht schlecht aber
halt auch nicht optimal!

Es gibt auch komplexere Pivotstrategien, die zu impliziter Skalierung filhren. Man bestimmt
(bei Zeilenvertauschungen) das m—te Pivotelement (also eine Zeile) durch

i) i
= max . (4.44)
_max ag:n) k=m,...,n _max al(;’”)

Satz 4.39 (J. M. Peria)
Ist A eine invertierbare Matrix mit PA = LU und hat diese LU~Zerlegung die Eigenschaft,
dafp LU = |L| |U|, dann wird sie von Gauf3—Elimination mit der Pivotstrategie (4.44) geliefert.

4.7 Verbesserung der Genauigkeit — Iteratives Verfeinern

Die zweite Methode zur Verbesserung der Genauigkeit des Ergebnisses basiert auch wieder auf
einer einfachen Idee: ausgehend von einer berechneten Losung = sehen wir uns das Residuum

leb—A.@.

an. Ist der berechnete Werte #; so gut, daB |#;| < ni|1,|*°, dann kénnen wir nichts besseres
erwarten, andernfalls berechnen wir eine Korrektur y; als Losung von Ay = 7y, setzen £; =
Z 4+ 77 und betrachten

o = b— A.ﬁfﬁl,

2 Aber gar nicht so schlechte . . .
3Die Losung 7 ist also bis auf unvermeidbare Rundungsfehler exakt!
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LoesAxb3.m (Numerik 1)

o° oo

Loesen eines Gleichungssystems
(mit Pivot und k—-facher Nachiteration)

o0 o® o° o° o o° o oP

%

% Eingabe:

% A Matrix

% b rechte Seite

% k % Nachiterationen

function x = LoesAxb3( A,b,k )
[ LU,p 1 GaussSP( A );

VorElim2 ( LU,b,p );
RueckSubs ( LU,y );

Yy
X

for 7 = 1:k
r = b - AxXx;
disp( norm(r) );

y = VorElim2 ( LU, r,p );
d = RueckSubs( LU,y );

X = x+d;
end
o

% endfunction

Programm 4.11 LoesAxb3 .m: Gau—Elimination mit textttk—facher Nachiteration.

was wir solange fortsetzen bis (hoffentlich) irgendein r, klein genug wird.
Iteratives Verfeinern’! (iterative refinement ) berechnet also, ausgehend von &, = , eine Folge

P =bCA®E;_, ; =2;_1® Solve (Azx =1y), JEN, (4.45)

in der Hoffnung, daf 7; — O (oder zumindest klein genug wird).

Bemerkung 4.40 Beim “klassischen” iterative refinement werden die Operationen aus (4.45)
in doppelter Genauigkeit, also mit einem relativen Fehler von hichstens 242, berechnet.

Was bringt uns nun die Nachiteration? Ganz einfach: Anstatt die komplexe Aufgabe des
Losens eines linearen Gleichungssystems in hoher Genauigkeit durchzufiihren, tun wir das

31 Auch als Nachiteration bekannt.
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VorElim2.m (Numerik 1)

o° oo

Vorwaertselimination mit Permutation, ueberschreibt b,
Diagonale = 1!!!
Eingabe:
L untere Dreiecksmatrix
b rechte Seite
P Permutationsvektor

o o® o° o° o o° o o

o o° o° o° o° o°

function x = VorElim2( L,b,p )
n = length( b );

bb = Db

for J
bb (]

end

b = bb;

|| ~e

l:n
)

for j = 1:n
b(j) = b(J) - L(3,1:3-1) » b( 1:3-1 );
end

X = b;
endfunction

Programm 4.12 VorE1im2 .m: Vorwirtselimination mit “integrierter” Permutation.

67
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schneller’?> und nehmen einen gewissen Fehler in Kauf, der dann mit der Nachiteration be-
seitigt wird. Und bei der Nachiteration miissen nur Matrix—Vektor—Produkte berechnet werden,

was deutlich billiger ist, als ein Gleichungssystem zu 16sen.
Eine typische Fehlerabschitzung ist beispielsweise das folgende Resultat (als leichte Ab-

schwichung einer Aussage aus dem Buch von Higham [20]).

Satz 4.41 Erfiillt die invertierbare Matrix A € R™*" die Bedingung 2(C + 1)nk(A) < 477,
dann bestimmt iterative Verfeinerung ein & mit einer relative Genauigkeit

2

’ (4.46)

<
S >

6~ ol { ~
[ 2+ Vi A, i~

o0

32Es gibt Prozessoren, die in Spielekonsolen verwendet werden (Stand der Technologie: 2006), bei denen
einfach—genaue Rechnung um den Faktor 25 schneller ist als doppelt—genaue, und da lohnt sich das dann schon.
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Es wird also wahrscheinlich richtig sein,
das Gattungsmdflige gemeinsam zu
behandeln [. . .] Was aber nicht so ist,
muf3 man einzeln behandeln.

Aristoteles, Die Methodik der
Naturforschung.

Spezielle lineare
Gleichungssysteme

Bevor wir uns spezielle Systeme ansehen, erst eine kleine Variation von Satz (4.32).

Satz 5.1 Eine Matrix A € R"™ " ist genau dann invertierbar, wenn es eine Diagonalmatrix
D € R™ ", eine Permutationsmatrix P, sowie eine untere Dreiecksmatrix L € R"™™ und eine
obere Dreiecksmatrix U € R"*" gibt, sodaf3 {;; = u;; =1,d;; #0,j=1,...,n, und

PA = LDU. (5.1)

Beweis: Nach Satz (4.32) gibtes P, L, U’ so daB PA = LU"und v; # 0, j = 1,...,n. Dann
setzen wir
D :=diag [uj; : j=1,...,n] und U=D'U,

was (5.1) liefert. O

5.1 Cholesky—Zerlegung

Die Cholesky—Zerlegung beschiftigt sich mit symmetrischen, (strikt) positiv definiten Matrizen.

Definition 5.2 Eine Matrix A € R™ " heifft symmetrisch, wenn AT = A und (strikt) positiv
definit, wenn
a" Az > 0, z e R"\ {0}.

Ist lediglich x* Az > 0, dann nennt man A positiv semidefinit.

Bemerkung 5.3 Die Terminologie zu positiver Definitheit ist gefihrlich mehrdeutig! Zwei Punk-
te sind hier besonders zu beachten:
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1. Man kann entweder wie in Definition 5.2 zwischen “positiv definit” und “positiv semidefinit”

unterscheiden®, oder aber die Begriffe “strikt positiv definit” und “positiv definit” ver-
wenden*. Deswegen empfielt es sich immer, genau zu priifen, wie die Begriffe verwendet
werden.

2. Oftmals beinhaltet die Definition von “positiv definit” auch bereits, daf3 die Matrix sym-
metrisch ist. Der Grund ist, daf; fiir A € C"*" die Bedingung

2T Ax > 0, reC

insbesondere bedeutet, daf3 2T Ax eine reelle Zahl ist, und das ist wiederum nur dann der
Fall, wenn A eine hermitesche Matrix ist, also A" = A ist. Und fiir reelles A heifst das
natiirlich Symmetrie!

Satz 5.4 Ist A € R"*" symmetrisch und positiv definit, dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix
G € R™", so daf3
A=GGT. (5.2)

Beweis: Zuerst bemerken wir, dal A genau dann positiv definit ist, wenn alle Hauptminoren
Ay, m=1,... n positiv definit sind. Gébe es ndmlich ein 1 < m < n und ein y € R™ so daf3

T _ [T Y
0>y Any = [y O}A{O},

dann wire dies ein Widerspruch zur positiven Definitheit von A. Insbesondere sind alle Haupt-
minoren von A invertierbar und damit gibt es, nach Satz 5.1, Dreiecksmatrizen L, U mit Diag-
onale 1 und eine Diagonalmatrix D, so daf3

LDU=A=AT =U"DL"

und wegen der Eindeutigkeit der LDU—Zerlegung ist U = LT. Also ist

A=LDL"
und L, D haben vollen Rang n. Fiir j = 1, ..., n ist aulerdem
0< (L77e))" A(LTe;) = T L' LDL" L™ "e; = ¢! De; = dj;.
Damit ist
D=EE", E = diag [\/@:sz...,n],
und G := LFE liefert die gewlinschte Zerlegung (5.2). U

33Was meistens in der deutschsprachigen Literatur geschieht.
3Wie in der englischsprachigen Literatur. Richtig verwirrend wird es dann, wenn Deutsche in Englisch
schreiben und ihre gewohnte Begriffswelt beibehalten.
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o\°
o\°

Cholesky.m (Numerik 1I)

o\
o\

o\
o

Berechnet Cholesky-Zerlegung

o\°
o\

Eingabe:
A Matrix

o\
o

function G = Cholesky( A )
= length (A);
G = zeros( n );

o]
|

end
%$endfunction

Programm 5.1 Cholesky .m: Das Cholesky—Verfahren nach (5.4) und (5.5).

Um die Cholesky—Zerlegung A = GGT zu bestimmen, gehen wir genau wie beim Doolittle—
Verfahren vor und nutzen die Symmetrie von A und die Beziehung

Ak =Y Giger, 1<j<k<n, (5.3)

aus. Das liefert uns, daf3

0 i=1...n (5.4)
r=1
J—1

grj = (akj - Z%«%) /95 1sj<ks<n (5-5)
r=1

5.2 Bandierte Systeme
Eine Matrix A € R™*" wird als (p, ¢)—bandiert bezeichnet, wenn

ajr =0, j>k+p, k>j+q. (5.6)
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Der Speicheraufwand fiir eine (p, ¢)-bandierte Matrix ist nur O ((p + ¢ + 1)n)*, das heiBt, fiir
p + ¢ < n kann man solche Matrizen sehr 6konomisch speichern. Und diese Okonomie wiirde
man gerne auf die LU—Zerlegung iibertragen.

Satz 5.5 Besitzt die (p, q)—-bandierte Matrix A € R"*"™ eine LU-Zerlegung A = LU, dann ist
L eine (p,0)-bandierte Matrix und U eine (0, q)-bandierte Matrix.

Bemerkung 5.6 (LU-Zerlegung fiir bandierte Matrizen)

1. Es ist (leider) klar, dafs eine Zerlegung wie in Satz 5.5 nicht mehr existiert, wenn man
Zeilen— und/oder Spaltenvertauschungen durchfiihren muf, da dies normalerweise die
Bandstruktur der Matrix zerstoren wird.

2. Besonders gut geeignet fiir so eine Zerlegung sind Matrizen, die offensichtlich eine LU—-
Zerlegung besitzen, z.B. strikt (Spalten—) diagonaldominante Matrizen.

Beweis von Satz 5.5: Induktion iiber n; n = 1 ist klar. Sei also A € R"™*"*1 eine (p, ¢)—
Bandmatrix, geschrieben als

A-| oW a#0,v,weR", BeR™™
U B ) ) ) ) )
wobei vy = - = v, = 0, Wgy1 = -+ = w, = 0, und B eine (p, ¢)-bandierte Matrix ist.

Nach einem Schritt GauB—Elimination ist dann

4 { 1 0 } [ a wl ]
= v ’U’LUT .
a In] [0 B—*-]
Da -
Diwy; - NWy
vw! =
VpWy1 ot UplWy

0

ebenfalls (p, ¢)-bandiert ist, besitzt die (p, ¢)-bandierte Matrix B — vw? /a eine (p, 0)- bzw.

(0, g)-bandierte LU-Zerlegung
T

B g,

=il 6 ]

—_——— ——
=:L =U

und daher ist

wobei L eine (p, 0)-bandierte Matrix und U eine (0, ¢)-bandierte Matrix ist. O

Eine bandierte Version der Gaul3—Elimination findent sich in BGauss . m.

3Fiir Erbsenziihler: Es sind n? — ("_p)(g_p_l) - ("_q)(;_q_l) Eintriige
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BGauss.m (Numerik I)

o° oo

Gauss—-Elimination fuer bandierte Matrizen
(ohne Pivot, aber mit Matlab-Features)
Eingabe:

A Matrix

p,ad Bandbreite

o0 o® o° o° o° o° oo

o o° o° o° o°

function LU = BGauss( A,p,qd )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+tl:min( n,m+p )
A( Jym) =A(Jm) / A(mm);
r = min( n,m+q );
A( j,m+l:r ) = A( j,m+l:r ) — A( j,m ) = A( m,m+tl:r );
end
end
LU = A;
$endfunction

Programm 5.2 BGauss . m: Gau—Elimination fiir bandierte Systeme mit Aufwand O (n2)
solange p, ¢ < n.
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5.3 Total positive Systeme

Total positive Matrizen verhalten sich, was die Gau3—Elimination angeht, besonders brav und
tauchen noch dazu in wichtigen Anwendungen auf. Das Standardwerk zu diesem Thema ist mit
Sicherheit das Buch von Karlin [23].

Definition 5.7 Fiir A € R"”" und I,J C {1,...,n} mit #1 = #J (= k ) bezeichnet

. Qivgi - Qiggy . .
ik :> S ) i< e <,

A(I,J):A(“"' = . .
B < <k

jla"'?jk

Qi1 oo Qg gy,

die durch I, J indizierte quadratische Teilmatrix, bei der Zeilen und Spalten aber immer noch
in derselben Reihenfolge angeordnet sind wie in A.
Aufserdem verwenden wir die Abkiirzung N = {1,...,n}, also

A=A(N,N).
Definition 5.8 Eine Matrix A € R™*™ heifit total positiv, wenn
det A(1,J) > 0, I,JCA{L,....,n}, #I=4+J, (5.7
und total nichtnegativ, wenn
det A(1,J) >0, I,JC{l,...,n}, #I=4%#J, (5.8)
Bemerkung 5.9 Ist eine Matrix A total nichtnegativ, dann ist
a;i > 0, L k=1,...,n.

Beispiel 5.10 Die Pascal-Matrizen

P, = {(j—ﬁk_2> :j,kzl,...,n}
j—1

sind symmetrisch und total positiv. Sie sind auflerdem exponentiell schlecht konditioniert:

16"
K9 (Pn> ~ E

Die Bedeutung total nichtnegativer Matrizen fiir Eliminationsverfahren ergibt sich aus dem
néchsten Satz.

Satz 5.11 Ist A € R™*" eine invertierbare und total nichtnegative Matrix, dann gibt es eine
untere Dreiecksmatrix L € R™*"™ und eine obere Dreiecksmatrix U € R"*", so daf

A=LU und L>0, UZ>0. 5.9
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Bemerkung 5.12 Kombiniert man Satz 5.5 mit Satz 5.11, so sind total nichtnegative, stark
bandierte (d.h., p+q < n) Matrizen besonders effektiv und stabil mit Gauf3—Elimination losbar.
Und solche Matrizen treten in der Praxis tatsdchlich auf, ndmlich bei der Splineinterpolation,
siehe Satz 8.6.

Lemma 5.13 Ist A € R™™" total nichtnegativ und invertierbar, dann ist a1 > 0.

Beweis: Angenommen, es wire a;; = 0 und a5 > O fiir ein £ > 1. Da A total nichtnegativ ist,
ist fiir jedes m > 1

0<det A{L,mp {1, k) =| " = _apam =  am =0
Am1  Omk
Das heifit, wenn a;; = 0 ist, dann ist entweder a;, = 0, Kk = 1,...,n,oder ax; = 0, k =
1,...,n, oder sogar beides, aber auf alle Fille ist dann A nicht invertierbar. O

Lemma 5.14 Sei A € R™™" total nichtnegativ und invertierbar. Dann ist die Matrix A, die man
nach einem Gauf3—Eliminationsschritt als

1) . an UT A s . _ n—1xn—1
A— AY = 0 g , A—[ajk.j,k:—Q,...,n]eR .

erhdlt, auch total nichtnegativ und invertierbar.

Beweis: Fiir beliebige 7, J C {2,...,n} betrachten wir

det A (1,J) = —— det AD (TU {1}, U {1}). (5.10)

a1

Mit

ist

und damit

aj (JU{1})

aj, (JUA{1}) = ayaf (JUA{1})

AV (Tu{1},Ju{1}) = (5.11)

oT (JU{1}) - anal (J U{1})



76 5 SPEZIELLE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Da die Determinante invariant unter Addition von Vielfachen von Zeilen ist, haben wir also,
daB
ai (JU{1})

det A® (U (1T U (1)) = | ™ <J:U{1})

=det A(JTU{1},JU{1}),
az, (JU{1})
und setzen wir dies in (5.10) ein, dann erhalten wir, daf3

det A(1J) = —det A(TU{1},JU{1}),  LJC{2. .0}, #I1=#J (.12

ai

Damit ist A total nichtnegativ und auBBerdem ist

det A = LdetA>0

a11

und damit ist A auch invertierbar. O

Beweis von Satz 5.11: Induktion iiber n, der Fall n = 1 ist trivial. Fiir beliebiges n > 1 machen
wir wieder einen Schritt Gaul3—Elimination, erhalten

A(l)_{aél A({1},{%...,n})]7

wenden die Induktionshypothese auf Aan (das geht nach Lemma 5.14) und erhalten L>0Ound
U > 0sodaB A = LU. Dann ist aber

{ al_llA({Q,l. .kl % ],\[ a(lJl A({l}’{%'”’”}) ]/’

~ ~

:;L :ZU

A:

und esist L, U > 0. Ol

Korollar 5.15 Die LU-Zerlegung aus (5.9) erhdlt man durch Gaufs—Elimination ohne Pivot-
suche (oder durch Doolittle).

Da nun
’Z‘ ‘(7‘ <|L| |U| + (‘Z—L‘ + )ﬁ—U’) — (140 (a2)) 4],

ist auch o
2] 2] = t+ 0 @) 4l

und wie erhalten die folgende, sehr gute Fehleraussage.
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Korollar 5.16 Es sei A € R™*" total nichtnegativ, invertierbar und erfiille
Koo(A) < a7t

Dann gilt fiir die mit Gauf3—Elimination ohne Pivotsuche berechnete Losung & zu Ax = b die
Abschdtzung
|z — x| 8nu
ol 1 = dkoo(A)

Foo(A). (5.13)

Anstelle von Satz 5.11 gilt sogar die folgende, schirfere Aussage.

Satz 5.17 Eine Matrix A € R"*" ist genau dann invertierbar und total nichtnegativ, wenn es
total nichtnegative Dreiecksmatrizen L,U € R™", {;; =1, u;; #0, j = 1,...,n, gibt, so daf}
A=1LU.
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Nur eine Weile muf3 vergehn;

Dann ist auch dieses iiberstanden.
Dann wird mit hell euch zugewandten
Augen das Neue vor euch stehn.

Joachim Ringelnatz, “Uber eine Weile—"

Iterative Verfahren fur
lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten wieder eine invertierbare Matrix A € R™*" und ein Gleichungssystem
Ax =b.
Ein iteratives Verfahren besteht aus einer Berechnungsvorschrift
20D — (x(j))

mit der Hoffnung, da #\/) — x fiir j — oo. Im Gegensatz zu den direkten Verfahren berechnen
wir also keine “exakte” Losung®® mehr, sondern versuchen, uns niher und niher an die Losung
“heranzutasten”.

Ist x die Losung von Az = b, so gilt fiir beliebiges invertierbares B € R"*"

b=Ar=Br+(A—-B)x — t=B"b+ (I - B 'A)x,
also ist z ein Fixpunkt von
F(z)=B'b+ (I - B 'A)x. (6.1)

Damit haben wir das Problem “Losen eines linearen Gleichungssystems™ also in ein Problem
der Form “Bestimme den Fixpunkt einer Funktion” umgewandelt. Das hat dann auch einen ganz
unmittelbaren Vorteil: Wenn ein Iterationswert V) eine exakte Losung des Problems, also ein
Fixpunkt ist, dann wird die Funktion /' diesen in sich selbst abbilden — das Losungsverfahren
“verwirft” einmal gefundene Losungen nicht wieder.

Die Fixpunktsuche kann aber eine recht einfache und automatische Sache sein, wenn F’ eine
bestimmte Eigenschaft hat.

Definition 6.1 Eine Abbildung F' : R™ — R™ heifst Kontraktion beziiglich einer Norm || - ||,
wenn es eine Konstante p < 1 gibt, so daf3

[F(x) = Fl <plle—yll,  =yeR™ (6.2)

%Bei exakter Rechnung (z.B. in Computeralgebrasystemen) wiirden die direkten Verfahren ja nach endlich
vielen Schritten eine exakte Losung liefern.
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Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz fiir den R™)
Ist F: R" — R"
x* und fiir jedes x\°) konvergiert die Folge

20 =F (z9),  jeN, (6.3)
gegen x*.

Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit: wiren x*, y* zwei verschiedene Fixpunkte, also
||z* — y*|| > 0, dann wire

= =yl _ [1F @) = F ol _p 2" =y

1= = <
[l — | [l =y [l =y

=P

ein Widerspruch zu p < 1.
Jetzt zur Existenz. Fiir j > 1 ist

26D — 20| = ||F (29) = F (2U)|| < p|2D — 20| < -+ < o/ [|2® — 2|

und daher, fiir N > 0,

N N-1
209 — 20| < Z 209 — U1 < prc |2V — 2|
k=0
< ot =2 WZp Hw(” 2.

Also ist 1), j € Ny, eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen einen Grenzwert z*, fiir
den fiir beliebiges j € Ny die Ungleichung

|F (z*) — 27| < ||F (z*) = F (2V) 2t — gD

gilt und da die rechte Seite fiir j — oo gegen 0 konvergiert, ist F' (z*) = x*. O

Jetzt aber zuriick zu (6.1). Das daraus entstehende Losungsverfahren wird also die Iteration
20 = B+ (I — B7'A) 2V (6.4)

verwenden. Die dabei verwendete Funktion F' ist offensichtlich genau dann eine Kontraktion,
wenn die Iterationsmatrix (I — B~' A) eine Kontraktion liefert. Die Ziele dieses Kapitels sind
also:

e Bestimmung von “guten” Matrizen B (einfach zu invertieren und einfach aus A zu gewin-
nen).

e Beschreibung, wann (I — B~ A) eine Kontraktion ist.

e Bestimmung von Matrizen A (und passendem B), so dal (6.4) konvergiert.
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Bemerkung 6.3 Wenn die Iteration (6.4) gegen x* konvergiert, dann ist
¥ =B+ (I - B A)a".

Dies gilt sogar fiir jede lineare Iteration der Form
20D — (x(j)) = Gz + g

mit G € R™" und g € R"™. Schlieflich ist ja fiir jedes j € N

lz* = F (z")|| < |
=) o = a0 <)

xF — x(j+1)H + HF (z*) — x(j+1)H

z* — U+ |G| [|z* — =]

und da die rechte Seite fiir j — oo gegen Null konvergiert wihrend die linke Seite von j un-
abhdingig ist, muf3 x* = F (z*) sein.

6.1 Der Spektralradius und ein allgemeines Konvergenzkriterium

Der entscheidende Begriff fiir iterative Verfahren ist der des Spektralradius.
Definition 6.4 Das Spektrum S(A) einer Matrix A € R™*"™ ist die Menge
S(A)={A e C : ker cn (A— X)) # {0}}

ihrer Eigenwerte. Der Spektralradius p(A) ist definiert als

A) = Al
p(A) = max |\
Proposition 6.5 Es bezeichne || - || eine beliebige Vektornorm auf dem R™ sowie die zugehirige

Operatornorm. Der Spektralradius p(A) bestimmt sich als

p(A) = lim sup HAj Hl/j (6.5)
Jj—ro0
und erfiillt somit p(A) < ||A]|.
Beweis: Wir erweitern das Problem auf C”, es sei also jetzt || - || eine Fortsetzung der Vek-

tornorm auf C"*’.
Sei A € S(A) und = € C" ein dazugehoriger Eigenvektor mit ||«|| = 1. Dann ist

147 = [ ]| = AP Jla]l = AP

und damit ist '
lim sup HAj||1/] > p(A).
Jj—o0

¥Die p—Normen lassen sich beispielsweise ohne Anderung auf C" iibertragen, nur spielt der Betrag jetzt eine
etwas wesentlichere Rolle.
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Fiir die Umkehrung gibt es eine invertierbare Matrix S € C"*", die A in ihre Jordan—Normalform
Al *
STIAS = J = Co <<l = e {01,
An,1 *

An

tiberfiihrt. Fiir jedes € > 0 sei auerdem

1
€
Lk:: s
é\n—l
dann ist
Al *
D.JD;' = ' . x€{0,¢}
An—l *
An
und daher

|D-TD2| = Mol + 7). £ € CR), £(0) =0.

Somit ist, fiir festes € > 0,

[47] < st (s~ a8)|[ 1574 = x(S) | 7]] < () & (D) || (DT D2’
< w(S) k(Do) [|DT DM = w(S) k(Do) (Mal + £(2))
also ist , '
lim sup || 47| < Timsup (5(S) % (D))" (|A] + £(2)).
Jj—o0 Jj—o0 :1

und damit »

. ; 7

IIEILSOSPHAJH < Alélsél(}j)‘)\’+f(€)’
was mit € — 0 den Beweis vervollstiandigt. U

Bemerkung 6.6 (Spektralradius)
1. Es ist schon wichtig, komplexe Eigenwerte mitzuberiicksichtigen: die Matrix
0 -1
Sy
hat die (konjugiert) komplexen Eigenwerte +1, ihr reelles Spektrum ist hingegen leer.
Trotzdem ist p(A) = 1, was man auch aus (6.5) erhdlt, da A*> = —1I ist.
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2. Der Vorteil von (6.5) besteht darin, daf3 wir hiermit den Spektralradius einer Matrix mit
“reellen Mitteln” bestimmen konnen.

3. Auflerdem ist (6.5) von der gewdhlten Norm unabhdingig. Dies kann man auch ganz
einfach direkt einsehen, indem man sich daran erinnert, daf3 auf dem R"™ alle Normen
dquivalent sind.

Nun aber zum angekiindigten Konvergenzkriterium.

Satz 6.7 Das Iterationsverfahren (6.4) konvergiert genau dann fiir jeden Startvektor (9 € C",

wenn
p(I-B'A) <1. (6.6)

Beweis: Ist (6.6) erfiillt, dann gibt es einen Index m > 0, so dal H(I — B_IA)mH < 1, das
heil3t, die Abbildung
F(z):=(I-B"A)"x

ist eine Kontraktion und konvergiert, nach Satz 6.2 gegen einen eindeutigen Fixpunkt z*, d.h.,
firj=0,...,m—1gilt
F* (2)) = 20H0m) 5 g

also konvergiert auch die ganze Folge.

Nehmen wir umgekehrt an, dal das Iterationsverfahren (6.4) gegen z* € C" konvergiert und
sei y € C" ein Eigenvektor von (I — B~'A) zum betragsgroBten Eigenwert ). Setzen wir
2 = 2* 4y, dann ist

eV —a*=(I-B"A) 20 +B - (I-B'A)a" =B b= (I - B 'A)y =)y,

sowie allgemein A _
20 — * = Ny,

und Konvergenz liefert |\| < 1. O

Fiir unsere Zwecke ist die folgende reelle Aussage hin— und ausreichend.

Korollar 6.8 Das Iterationsverfahren (6.4) konvergiert fiir jeden Startvektor z(°) € R™ wenn
1. p(I-BA) < 1.
2. |[I — B*A|| < 1 fiir eine Operatornorm || - |.

Man kann sogar Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit machen und es diirfte nicht
iiberraschend sein, daf} die Konvergenz umso schneller ist, je kleiner der Spektralradius ist.

Satz 6.9 Die Matrix A € R"" erfiille p (I — B~*A) < 1 und es sei v die Losung von Az = b.
Dann gilt, fiir jeden Startvektor z'©),

[+ — ][\
limsup | —=———+ <p ([ — B_lA) . (6.7)

oo \ 2 =2
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Beweis: Nach Proposition 6.5 gibt es fiir alle ¢ € (0,1 — p(I — B~*A)) einen Index j, € N
und eine Konstante C' > 0, so daB3

|(=Bray| <cerpi-Bra) <1 >,
und somit ist
o9l = (1= 574y (o0 =) < (1= 7AYo -4
< Ce+p(I—BrA) 29—z,  j> o,
also »
N (E= ) R
und da £ beliebig war, folgt (6.7) 0

6.2 GauB-Seidel-lteration und Jacobi-lteration

Erinnern wir uns an unsere Anforderungen an die Matrix B fiir die implizite Iteration
Bzt = — (A — B)z.
Der einfachste Fall ist sicherlich
B:dlag [ajj . jzl,...,n],

vorausgesetzt natiirlich, da a;; # 0, j = 1,...,n. Und das ist auch bereits das Jacobi—
Verfahren, in der deutschsprachigen Literatur auch gerne als Gesamtschrittverfahren bezeich-
net:

0 a12 oo A1y

ail . . .
i 21 t- T : i
gt = p — g (6.8)
. * . * . a _
Ann n—1,n
Ap1  --. QGpn-—1 0
beziehungsweise

x](gj+l) f— (bk — Zakrmgj)) /ak’k‘a k’ - 1, P ,n. (69)

r#k

Bei der Gauf3—Seidel-Iteration, dem Einzelschrittverfahren, setzt man

aiq 0

Apl .- Qpp
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also
0 a ... Qlp
aiy 0 . ” . 1
: LU0+ S ' ), (6.10)
Apn—1.n
(7% Ann ’
! 0
beziehungsweise
' k—1 n
x}(gJJrl) _ <bk _ Zaer£j+1) _ Z aer,ﬁj)> Jagk, k=1,...,n. (6.11)
r=1 T:k—‘rl
Es gibt noch eine andere Interpretation von (6.11), ndmlich daf} bei der Bestimmung von :1:,(3 +1)
noch die “alten” Komponenten x,(fll, ..., 2%, aber schon die “neuen” Komponenten ng o :c,?jll)

verwendet werden, die man ja gerade eben berechnet hat. Man verwendet also “alte” Werte nur
noch dort, wo noch keine aktualisierten Werte vorhanden sind.
Was ist nun der Vorteil von solchen iterativen Verfahren?

1. Der Rechenaufwand je Iterationsschritt hiingt linear von der Anzahl der Elemente a;;, # 0
ab. Damit sind solche Verfahren gut geeignet fiir grol3e, diinnbesetzte Matrizen.

2. Wenn die Matrix “gutartig” ist (also das Iterationsverfahren schnell konvergiert), kann
der Rechenaufwand weit besser als O (n?) sein: jeder Iterationsschritt hat ja “nur” O (n?)
Operationen durchzufiihren — und der Fehler fillt dabei immerhin wie p (I — B~1A)’,
was bei gut konditionierten Matrizen® sehr schnell zu sehr guten Niherungen fiihren
kann.

3. Das Jacobi—Verfahren ist noch dazu sehr gut parallelisierbar: Die Berechnungen der einzel-
nen Eintriige von zU+1) sind (nahezu) unabhiingig voneinander, nur der Vektor z\9) muf}
“gespiegelt” werden. Fiir das Gau3—Seidel-Verfahren hingegen ist das Parallelisierungspo-
tential sehr eingeschrinkt.

Was aber helfen uns diese schonen Verfahren, wenn wir nicht wissen, ob und wann sie
funktionieren. Natiirlich kann man immer die Spektralradien testen, aber das ist nicht so einfach.

Satz 6.10 Ist A € R™"™ symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das Gauf—Seidel—
Verfahren.

Beweis: Wir schreiben
A=L+D+ L' |
—— =

-B —A-B
wobei L eine strikte untere Dreiecksmatrix ist, das heit, /;; = 0, j = 1,...,n. Wir miissen
nun also zeigen, daf3

p(G)=p(BHB—-A)=p(-(L+D)"'L") < 1. (6.12)

38 Also solchen mit kleinem Spektralradius
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JacobiIt.m (Numerik 1)

o° oo

Jacobi-Iterationsschritt

o o° o o° o° o oo

%

% Eingabe:

% A Matrix

% X Naeherung fuer Loesung
% b rechte Seite

function y = JacobilIt( A,x,b )
n = length( A );
zeros( n,1 );

=
Il

z = Db ) — A( j,1:93-1 ) * x( 1:3-1 ) — A( J,Jj+l:n ) % x( j+l:n );
v(3j) =2z /273,73 );
end
$endfunction

Programm 6.1 JacobiIt .m: Eine Jacobi—Iteration nach (6.9).

Wegen der positiven Definitheit von A ist d;; = aj; > 0, j = 1,...,n%, und damit ist die
Matrix (1, definiert durch

G, = DY?*GD7'Y?=_p'? (L + D)fl 1T p-1/2
—_D/2 (L + D)—l pY2p-1/21T p-1/2
= — (DAL + D)D) (DALY = — (14 L) LT

::Ll

wohldefiniert und éhnlich zu G und hat deswegen auch dieselben Eigenwerte wie G*°. Sei nun
x € C", 2z = 1%, ein Eigenvektor von (G; zum Eigenwert )\, dann heift dies, da

—LTe =X (I+L)x

und somit

— R :)\(1+:1:HL195) .
———

=(Iiz) a=@H L) =27 L1a

”&mawmeﬁij§0ﬁhdnj
401st y ein Eigenvektor von G' zum Eigenwert ), dann ist D'/2y ein Eigenvektor von G'; zum Eigenwert A und
umgekehrt.

Nl = [z

T; - j:l,...,n]T
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Jacobi.m (Numerik 1)

o° oo

Jacobi-Verfahren

Eingabe:
A Matrix
b rechte Seite

o0 o° o° o° o° o° oo

o0 o° o° o° o°

tol Genauigkeit

function x = Jacobi( A,b,tol )
n = length( A );

x = zeros( n,1l );
nrm = norm( A*x — b );
while ( nrm > tol )

disp( nrm );
x = JacobiIt( A,x,b );

nrm = norm( A*x — b );
end
$endfunction

Programm 6.2 Jacobi .m: Das Jacobi—Verfahren.




6.2 Gaul3—Seidel-Iteration und Jacobi—Iteration 87

GaussSeidelIt.m (Numerik 1)

o° o

Gauss—-Seidel-Iterationsschritt mit Ueberschreiben von x

o o° o° o° o o° oo

% Eingabe:

% A Matrix

% b rechte Seite

% X Naeherung fuer Loesung

function y = GaussSeidelIt ( A,x,b )
n = length( A );

for 3 = 1:n
(3

z = Db ) — A( j,1:9-1 ) * x( 1:3-1 ) — A( J,Jj+l:n ) % x( j+l:n );
x( 3 ) =2z /A( 3, ); %% x statt y !!!
end
y = %;
%$endfunction

Programm 6.3 GaussSeidelIt .m: Eine GauB3—Seidel-Iteration nach (6.11).

GaussSeidel.m (Numerik 1)

o° oo

Gauss-Seidel-Verfahren

Eingabe:
A Matrix
b rechte Seite

o0 o° o° o° o° o° oe

o o° o° o° o°

tol Genauigkeit

function x = GaussSeidel( A,b,tol )
n = length( A );
X = zeros( n,1 );
nrm = norm( A*x — b );

while ( nrm > tol )
disp( nrm );
X = GaussSeidellIt( A,x,b );

nrm = norm( A*xx — b );
end
%$endfunction

Programm 6.4 GaussSeidel .m: Das Gau—Seidel-Verfahren.
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Schreiben wir 27 L1z = a + i3, dann ist

2_ 042"’52
C142a4a®+ 8%

A2 = ' —atif (6.13)

1+a+if

Auf der anderen Seite ist A und damit auch D~Y/2AD~'2 = [ + L, + LT symmetrisch und
positiv definit*?, also

0< (I+L1+Lf)x: 1+wHL1x+xHfo: 14 2a,
W_/ H/—/

=a+if =a—1if3

was, in (6.13) eingesetzt, |\| < 1 liefert. U

Definition 6.11 Eine Matrix A € R™"™ heifit (zeilenweise) diagonaldominant, wenn die Diag-
onalelemente den “Rest” der Zeile im Abosultbetrag dominieren, wenn also

aijZ|Cij|, j:].,...,n,
kj

gilt. Diagonaldominante Matrizen haben insbesondere nichtnegative Diagonaleintrdige.

Satz 6.12 (Diagonaldominanz und Konvergenz)
Ist A € R"™" zeilenweise strikt diagonaldominant, so konvergieren das Jacobi- und das Gauf3—
Seidel-Verfahren.

Beweis: Fiir die Zerlegung aus dem Jacobi—Verfahren (B = diag A) gilt

1
|7 - B*1A||OO = max —— Z ||
! =

=Lon |y
und im Falle strikt diagonaldominanter Matrizen ist somit
p(I-B'A) <|[I-B 4| <1
Fiir GauB3—Seidel miissen wir uns ein biBchen mehr anstrengen. Hierzu schreiben wir
A=L+D+U, li; = u;; =0,
wobei d;; # 0 ist, und setzen L; = —D 'L, U; = —D~'U. Die zu betrachtende Matrix ist

I-B'A = I-(L+D)""(L+D+U)=I1~(~DL+D)"" (L+D+U)
= I-(I-L) 'DYL+D+U)=1—-(I—L) "(I-L —U)
= I-I+(I-L) ' Uy=(I-Ly)"'U,=H,

4Zur Erinnerung an die Lineare Algebra: Bei einer komplexen Matrix gehort es zur Definition von positiver
Definitheit, da} die Matrix hermitesch ist. Bei rellen Matrizen fordert man es oder eben auch nicht . . .
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auBerdem schreiben wir J := L; + Uy = [ — D7'A. Da ||1,||,, = 1, ist (wg. der strikten
Zeilendiagonaldominanz)
1L < ) Lo < L

und da |J| = |Ly| + |Uy], ist
\Ur| 1 = ([J] = [La]) 1 < ([[J][o T = |La]) L (6.14)
Ly und | L | sind strikte untere Dreiecksmatrizen und damit nilpotent, das heift,

(I—L)) '=I+L+---+ L

LY =1L"=0 — z —
£ = 1] {(I—|L1|)1:—7+|L1|+"‘+|L1| '

und damit ist
(I= L) = [T+ L4+ L < T L]+ 4 L = (I = L))" (6.15)
Mit (6.14) und (6.15) ist demnach
HI 1 < | =L) 7|0 L < U= L) (Ml L= L)) 1a
= (I= L) U= L]+ (]l = D) 1a
-1
= it (Ul =)= |L])" 1

~
<0 >1

< I+l =DD) 1o < ], 1, < L.

Alsoist |H| 1,, < 1, also alle Zeilensummen von |H| kleiner als 1 und damit ist || ||« < 1,
also auch p(H) < 1. O

6.3 Relaxationsverfahren

Offensichtlich hingt die Qualitét eines Iterationsverfahrens von der Wahl der Matrix B ab, die ja
auch die Konvergenzgeschwindigkeit, also p (I — B~ A) beeinfluBt. Die Relaxationsverfahren
sind Variationen der GauB—Seidel-Iteration, bei denen eine Familie B(w) betrachtet wird, wobei
man w > 0 als den Relaxationsparameter bezeichnet. Genauer: man setzt, fir A =L+ D + U

1
B(w)=—(D+wL),
w
also ] ]
~(D+wl) 29 =b— = ((1 —w)D +wU) z9, (6.16)
w w
das heif3t,
‘ k—1 n '
Z‘](CJ—H) =w (bk — Z aer£j+1) — Z aergj)) Jagr + (1 — w) x,(g), (6.17)
r=0 r=k+1

und betrachtet den Spektralradius von H(w) := I — B(w) ' A.
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RelaxIt.m (Numerik 1)
Gauss—-Seidel-Relxation-Iterationsschritt

mit Ueberschreiben von x
Eingabe:

A Matrix

b4 Naeherung fuer Loesung

b rechte Seite

r Relaxationsparameter

o0 o o0 o o° o° o° o° o°
o o o o° o° o° o° o° o°

function y = RelaxIt( A,x,b,r )
n = length( A );

for 3 = 1:n
z=Db (3 ) —-—A( J,1:3-1 ) » x( 1:3-1 ) = A( J,j+1l:n ) % x( j+l:n );
x(j)=1r 2z /A(3,F) + (I-r) » x( 3F );
end
%$endfunction

Programm 6.5 RelaxIt .m: Iterationsschritt (6.17) des Relaxationsverfahrens.

Bemerkung 6.13 (Relaxationsverfahren)
1. Istw < 1 spricht man von Unterrelaxation, andernfalls von Uberrelaxation.
2. Fiir w = 1 erhdlt man das Gauf3—Seidel-Verfahren.

3. Fiir bestimmte Matrizen®, fiir die das Gauf3—Seidel-Verfahren konvergiert, ist die Funk-
tion w — p(H(w)) monoton fallend auf einem Intervall [1,)|, hier bringt also SOR
( “Successive OverRelaxation” wirklich etwas.

4. Man kann zeigen™, daf3
p(H(w)) = |w—1],

also macht w < 0 und w > 2 keinen Sinn.

6.4 Konjugierte Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten ( “conjugate gradients” ) ist auf symmetrische,
positiv definite Matrizen zugeschnitten. Ist A € R™*"™ symmetrisch und positiv definit, dann

“3Tm wesentlichen sollen L, U > 0 sein.
44Das Resultat geht auf Kahan (wieder mal) zuriick.
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o° oo
o)
0]
—
Q
b
3
zZ
c
3
0]
=
'_l -
o
i

Gauss-Seidel-Relaxations-Verfahren

o o° o° o° o° o° o o°

% Eingabe:
% A Matrix
% b rechte Seite
% tol Genauigkeit
% r Relaxationsparameter
function x = Relax( A,b,tol,r )
n = length( A );
x = zeros( n,1 );
nrm = norm( A*x — b );
while ( nrm > tol )

disp( nrm );
X = GaussSeidelIt( A,x,b,r );

nrm = norm( Axx — b );
end
%$endfunction

Programm 6.6 Relax .m: Gaull—Seidel-Relaxationsverfahren.
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gibt es nach Satz 5.4 eine invertierbare untere Dreiecksmatrix G € R™*", so dal A = GGT und
damit ist auch A~! = G~TG~! symmetrisch und positiv definit. Wir betrachten die Funktion
F :R"™ — R, definiert als

F(z) = % (Az —b)" A7 (Az —b). (6.18)

Da A~! positiv definit ist, ist
F(z)>0 und F(z)=0 <= Axz=hb,

das heillt, man ersetzt das Losen eine linearen Gleichungssystems durch das Auffinden des
globalen Minimums einer quadratischen Funktion. Da
L 7 T Lo n
F(x):§x Az —x b+§bA b, r e R",

ist das z, das [’ minimiert genau dasselbe wie das z, das den Ausdruck z — %xTAx —xTh

minimiert. Aus diesem Grund werden wir den konstanten Term %bTAflb bei F' mal mitfiihren
und mal weglassen, je nachdem, was gerade niitzlicher ist*. Das Ziel wird es sein, eine Folge
@), 7 € N, zu konstruieren, so daf}

F@V) < F(Y)  ud  lim F(29) =0,

J—00
und zwar durch Losen eindimensionaler Optimierungsprobleme.
Lemma 6.14 Fiir x,y € R" nimmt die Funktion

f(t) =F(z+ty)

ihr Minimum an der Stelle

- A
t = % (6.19)
an.
Beweis: Die Funktion
t2
f(t) = F(z) + 3 y Ay +t (2" Ay — y"b) (6.20)
>0
hat genau ein Minimum und
0=f(t)=ty" Ay — (yTb — xTAy) =ty' Ay —y" (b— Ax)

liefert (6.19). O

Das liefert uns bereit das allgemeine Iterationsverfahren:

0der dem Zeitgeist entspricht.
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SteepDesc.m (Numerik 1)

Steilster Abstieg, N Iterationen

o o° o o° o° o oo
o o° o o° o o o°

Eingabe:
A Matrix (SPD)
b rechte Seite
N % Iterationen

function x = SteepDesc( A,b,N )
n = length( A );
X = zeros( n,1 );
r = b - AxXx;

Xx = x + (r" % r) (r’ « A % r) * r;

$endfunction

Programm 6.7 St eepDesc.m: Methode des steilsten Abstiegs.

1. Setze r; := b — Az (Residuum!)

2. Ist 7; = 0, dann ist 1) eine Lésung von Az = b, andernfalls wihle y € R™ \ {0} und

setze
L) — ) L Y

Ist nicht gerade y L r;, dann ist tatséchlich F' (zU*V) < F (219)). Die erste Idee wire sicher-
lich, y als Richtung des steilsten Abstiegs , also

y=—-DF(z)=—-Az+b=ry

(Gradient!) zu wihlen, was das Iterationsverfahren SteepDesc.m liefert. Leider kann es
sehr schnell passieren, daf} dieses Verfahren beliebig langsam, das heif3t numerisch gar nicht,
konvergiert.

Lemma 6.15 Es seien \; < ... < \, die Eigenwerte von A. Dann ist

FE) < (1) F@),  jete (621)

n
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Beweis: Fiir j € Ny ist

. ) 1 rlr. 2 T )
F(20t)) = F(2) + 3 (r-TJA;‘]) rlAr; + rTjA Jro (AzY) —b)
J J
—
N 10 1713 S 1
_ @MDYy - N33/ @y - - "ol Gy - —_1"all2

. =Ty ]‘T _ 1 ]‘T _ A1 _
= F(;L’(j))—§ J)\n I§Tj (A 1—)\—nI>Tj§§Tj (A 1—>\—nA 1>Tj

Der letzte Schritt ist wegen 27 A~ 'z < A\ '2Tx richtig. O

Ubung 6.1 Zeigen Sie: Ist A € R™*™ symmetrisch und positiv definit und ist A der grofte
Eigenwert von A, dann ist
T Ar < Mlz[3,  zeR™

Dieses Verhalten kann man auch praktisch in Mat 1ab sehen: man startet mit einer zufilligen
nxn-Matrix A = rand( n ) und startet die Methode des steilsten Abstiegs mit einer Matrix
der Form

A" A+ t eyes( n )

fiir verschiedene Werte von t > (. Je groBer t ist, desto besser wird die Methode funktionieren
und konvergieren, fiir t = 0 hingegen kann man normalerweise nicht mehr von Konvergenz
sprechen (die Matrix wird fast singuldr). Warum das so ist und was die geometrische Interpre-
tation ist, sieht man einfach am folgenden Beispiel.

Beispiel 6.16 Wir betrachten

1 0 1
A:lo 10_3] und b:{l}.

Die Lissung ist natiirlich z = [1,1000]". Fiir Vektoren x = [x1,x,]" mit moderatem x5 ist dann

o o . ].-ZEl ~ 1-[[’1
r:=—DF(z)=5 Ax—[l_mgx?}w[ ] }

und
ot 1+(1—;z:1)2
T Ay (1—121)°

[0

4Der groBte Eigenwert von A~ ist AL
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Ist nun x1 ~ 0 oder x1 ~ 2, dann ist o« ~ 2 und damit ist

T 1— T o 2 — T
T+ ar {xz}—i-Q{ 1 }_l@""Q}
Starten wir also mit x°) = 0, so werden die Werte xgj ) anfangs zwischen 0 und 2 pendeln*’ und
die Werte ng ) 7 sein. Kommt dann das Verfahren richtig “in Fahrt” (also gegen Ende des
Verfahrens), dann wird auch die Konvergenz deutlich schneller.
Geometrisch bedeutet dies, daf3 sich das Verfahren an “flachgedriickten” Ellipsen entlang-

hangelt, siehe Abb. 6.1.

Abbildung 6.1: Verfahren des steilsten Abstiegs fiir Beispiel 6.16 (nicht maf3stabsgetreu).
Beachte: mit dem “richtigen” Startwert (nicht ganz zufillig ein Eigenvektor von A) wiirde
das Verfahren nach einem Schritt erfolgreich terminieren.

Wir brauchen also etwas anderes. Die Idee der konjugierten Gradienten besteht nun darin,
sukzessive Richtungen vy, vy, ... € R™ und Punkte

zU) e V; = span {vy,...,v;}, @ =0
zu konstruieren, so daf3
F(z9) =min{F(v) : v €span{vi,...,v;}} (6.22)

und dies auch noch durch Losung von eindimensionalen Optimierungsproblemen wie in Lem-
ma 6.14. Kaum zu glauben, aber das funktioniert tatséchlich, wenn nur die Vektoren v;, j € N,
richtig gewihlt werden.

Definition 6.17 Sei A € R™™" und V' C R". Ein Vektor x € R™ heifst A—konjugiert zu V/, falls
2T AV =0, d.h. TAv=0, veV.
Lemma 6.18 Ist v; 1 A—konjugiert zu V; und erfiillt 2" die Bedingung (6.22), dann erfiillt

, 4 rlo;
L0 — 0) A AE (6.23)

T
Vi1 AV

ebenfalls die Bedingung (6.22)*.

4TIn Wirklichkeit sind sie stets etwas groRer als 0 und etwas kleiner als 2 und dieses “etwas” wichst.
“8Natiirlich mit j + 1 anstelle von j.
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Beweis: Da

4 4 12 , .
F (x(j) +tvj) = F (x(j)) + EU;TFHAUJ-H + tvaHAm(J) —tv] b=F (m(])) + f(1)
=0

ist das Optimierungsproblem in eines auf V; und eines beziiglich v;,; entkoppelt. Nach (6.22)
minimiert () den ersten Teil und f’(t) = 0 ergibt den Anteil beziiglich v, nimlich

T
bTU' 1 TSV . .
J+1 T
t= = : da (AzD)" vy, = v Az = 0.
Vi AV v A

g

Die so konstruierten 2U), bzw. die davon erzeugten Residuen haben eine schone Eigen-
schaft: es ist ndmlich fiir £ < j

j T j
rl o, = b—AZ b, ) v = bl w —Zﬂ oA v, =0T, — b, =0
j k 'UEAUE 0 k k U;A/Ug 14 k k k )

=0p.¢

also
TV =0, jeN. (6.24)

AuBerdem erhalten wir die Rekursionsformel
Tji+1 = b— AI(J+1) =H—-A (ZE(J) + J—]HU]‘+1> =T — ’UJ—JHAU]‘_Fl, (625)

Fiir ein funktionierendes Verfahren miissen wir jetzt also “nur” noch einen konjugierten
Vektor finden. Das geht aber.

Proposition 6.19 Es seien vy, ...,v; A—konjugierte Vektoren, das heiflt, vy Av, = 0,1 < k #
¢ < j. Dann ist der Vektor

. :rl_U}—‘Aijl

A ! v;pAvj !

(6.26)
A—konjugiert zu V.
Zuerst halten wir fest, da3 diese Iteration “normalerweise” kein v;; = 0 erzeugen kann.

Lemma 6.20 In (6.26) ist

Vi1 € ‘/J <~ Vjp1 = 0 <~ ;= 0.
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Beweis: Istv;;; € V; oder vj;; = 0, dann ist, mit (6.24),

T .
Y2 T gl
Uj AUj \,O./

T T
O=r;vjp=1;15 —

die Umkehrungen sind trivial. U
Um Proposition 6.19 beweisen zu kdonnen, miissen wir uns erst einmal die Struktur der so

erzeugten Rédume V; ansehen.

Lemma 6.21 Sind die durch (6.26) erzeugten Vektoren vy, . .. ,v; # 0, dann erfiillen die Ridume
Vi
Vi=span {r; : k=0,...,5—1} =span {Akb ck=0,...,5—1}. (6.27)

Beweis: Induktion iiber j. Fiir 7 = 1 ist, nach (6.26)
V1 =Ty = b,

also ist (6.27) trivialerweise richtig.
Sei also (6.27) fiir ein 7 > 1 bewiesen, dann sagt uns die Rekursionsformel (6.25), daf3

bTUj
T; Ti_

= 1= 5
J 4,./ UTA’U]'

Av; €V;+AV,
J

eV; e —
€EAV;

also, nach (6.26), auch
vi € Vi + AV

und nach der Induktionsannahme ist damit
Vit C {Akb ck=0,....5}.

Die Gleichheit ergibt sich aus Dimensionsiiberlegungen, denn nach der Voraussetzung und
Lemma 6.20 sind vy, . . ., vj41 linear unabhiingig. U

Beweis von Proposition 6.19: Es ist

T )

vi Ar; 0 k=
T T i3 T Js
vioAvg =1 Avg — v Avg = ]
L TR T TR U]T v; ? F {TJTAUk k<37,

und nach Lemma 6.21 ist A v, € Vi1 C Vj (da k < 7) und somit ist, nach (6.24) auch

riAvg =0, k=1,...,5—1.

Damit kdonnen wir unser Verfahren fiir konjugierte Gradienten zusammensetzen.
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o\°

ConjGrad.m (Numerik 1I)

o° oo
o\

o\
o\

Conjugate Gradients

%% Eingabe:

%% A Matrix (SPD)
%% b rechte Seite
%% N % Iterationen

function x = ConjGrad( A,b,N )
n = length( A );

X = zeros( n,1 );

r = b;

A4 b;

1:N
norm( r ) );

for j
disp
x = + (xf xv )/ (v xA*x v ) *x Vv;

r = - AxX;

B O X ~ |

v o= - (v
end

%$endfunction

Programm 6.8 ConjGrad.m: Die CG-Methode ( Conjugate Gradients ), Version 0.

1. Setze 0 = 0,1 = b, v, = b.

2. Fiir j € N berechne

T
. ‘ Ti_1U;
_ —1Yj
20 = U IJ‘TUJ
?}j Uj
r; = b— Az
v] Ar;
Viy1 = T — v
J J U]TA (% J

Satz 6.22 In exakter Rechnung terminiert das CG—Verfahren spditestens nach n Schritten mit
einer Losung von Ax = b.

Beweis: Jedes v;, das in (6.26) ist von V;_; linear unabhiéngig oder 0. Da es im R™ héchstens n
linear unabhéngige Vektoren geben kann, ist also spétestens v, 1 = 0, also, nach Lemma 6.20,
war bereits 7, = 0 und damit 2™ eine Losung von Az = b. U
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o° oo

o o° o o° o° o oo

o o° o° o° oe

ConjGrad.m (Numerik 1I)

Conjugate Gradients verwende b (siehe Skript)

Eingabe:
A Matrix (SPD)
b rechte Seite
N % Iterationen

function x = ConjGradl( A,b,N )

n =

X
r
v

length( A );
zeros( n,1 );
b;
b;

for 7 = 1:N

disp( norm( r ) );
X =x+ (b *»v) / (v * A x v ) x v;
r = b - Axx;
v=r- (v xAxr )/ (V' * A *x V) *x Vv;
end
$endfunction

Programm 6.9 ConjGradl .m: Theoretisch dquivalentes CG—Verfahren.

Bemerkung 6.23 (Konjugierte Gradienten)

1.

Gedacht war das CG—Verfahren urspriinglich als ein exaktes Verfahren. Wegen der all-
gegenwdrtigen Rundungsfehler berechnet es aber keine exakte Losung. Deswegen iteriert
man einfach auf gut Gliick weiter, bis die gewiinschte Toleranz erreicht wird.

Die Verwendung von TjT anstelle von bT stabilisiert die Rechnung entscheidend: Zwar
sind beide Werte theoretisch gleichwertig, aber bei nicht exakter Rechnung ergeben sich
erhebliche Differenzen, siehe ConjGradl.m.

Durch Umformungen und Einsetzen der Rekursionsformeln kommt man auf die einfacheren
Iterationsvorschriften

T
, TS _4Ti—
— —1'5-1
U7 ¢ I,
v; A v,

rj = b— Az

20)
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ConjGrad2.m (Numerik I)

o° oo

Conjugate Gradients, Abbruch nach Toleranz

Eingabe:
A Matrix (SPD)
b rechte Seite

o o° o o o° o oo

o o° o° o° oe

tol vorgegebene Toleranz

function x = ConjGrad2( A,b,tol )
n = length( A );

X zeros( n,1 );

r = b;

v

( rn > tol )

(rn );

X +rn/ (v * A % v ) % v;
r = b - Axx;

r

end
$endfunction

Programm 6.10 ConjGrad?2 .m: Etwas schnelleres CG—Verfahren.

Vjy1 = Ty + fvj

was zu ConjGrad?2 .m fiihrt.
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And now for something completely
different . ..

Monty Python’s Flying Circus

Polynome

Bei vielen praktischen Problemen (z.B. CAD) ist es wichtig, Funktionen ndherungsweise durch
“einfache” Funktionen (die mit endlich viel Information dargestellt werden konnen) zu reprisentieren
oder zu approximieren. Die beiden wesentlichen Anwendungen sind

Modellierung: Man versucht, durch Veridndern von Parametern eine Kurve (oder Fldche) zu
erhalten, die (zumindest ndherungsweise) die gewiinschte Form hat.

Rekonstruktion: Aus endlicher Information (z.B. Abtastwerte) soll eine Kurve (oder Fléiche)
gewonnen werden, die diese Information reproduziert (z.B. interpoliert).

Die einfachsten und idltesten Funktionen fiir diese Zwecke sind die Polynome.

Definition 7.1 Eine Funktion der Form

p(z) = Z a;a’, a; € K,

Jj€No
heif3t Polynom iiber dem Korper K, falls
degp:=max{j € Ny : a; # 0} < 0.
Die Zahl deg p nennt man den Grad von p, mit
I1, = {p: p Polynom, degp < n}

bezeichnet man den Vektorraum aller Polynome vom Grad hichstens n und mit I1 = K[z| den
Vektorraum aller Polynome.

Bemerkung 7.2 (Polynome)

1. Die Vektorrdume 11,,, n € N, und 11 sind K-Vektorrdume, also abgeschlossen unter Mul-
tiplikation mit K.

2. Esist
dimIl, =n + 1, n € Ny

und die Monome {1, z, ... x"} bilden eine Basis von 11,,.
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3. Il ist sogar eine Algebra: Das Produkt pq zweier Polynome p, q € 11 ist wieder ein Poly-
nom.

Ein groBer Vorteil von Polynomen ist, daf} sie in den stetigen Funktionen auf jedem kom-
pakten Intervall dicht liegen, das heil3t, da} wir mit ihnen jede stetige Funktion beliebig genau
anndhern konnen; das ist der beriihmte Satz von Weierstrass (1885), siehe [49].

Satz 7.3 Es sei I C R ein kompaktes Intervall und f € C(I). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
p € 11, so dafs

1f = pll; = max|f(z) — p(z)] <e. (7.1)

Beweis: Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, da / = [0, 1]. Dann konnen wir eine
Folge von approximierenden Polynomen explizit angeben, nimlich die Bernsteinpolynome®

B0 =3 st/ () (1= 2y e, 02

J/

—B7 ()

Nun ist
S8 =3 (1)e -0y = k1) =1,
=0 =0 \J
sowie
- J - J TZ' i n— - (n_1)| n—
= Bl (z) = = o (1—a)"7 = , —al (1 —a)"
;n ’ = ngtn =) ;(J—l)!(”—J)'
SR R Ve R
T (1—2x) szZBn (x) ==
_ | — ) J
und

= = o g =J)!
n—1g (n—2)! : on—1 2
= . —2’ (1 —2)"7 = 22y B ()
n ;(1—2)!(71—])! n ]ZO ’
—1
= n 332.
n

“Der Name kommt daher, daB der Beweis im Original von S. Bernstein [3] stammt, dem iibrigens die
wahrscheinlichkeitstheoretische Idee durchaus klar war.
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Mit diesen drei Identitéiten erhalten wir, daB fiir jedes = € [0, 1]

i(%—xYB?(x) = i(i—z—ij—i-%)B?(x)

=0 =0
V2 T N R B .
= Z( > +ﬁ—2ﬁx+x B} (z)
=0
-1 1 1
== 2+ —x—22° + 27 =~ 2(l — 2)
n n n

Diese Formel erlaubt es uns nun zu zeigen, daf} die Basispolynome recht gut lokalisiert sind:
fir § > Ound z € [0, 1] ist

1~ (J 2 1— 1

Ve

Das war’s dann auch schon fast! Sei nun f € (0, 1], dann ist f ja nicht nur stetig, sondern
sogar gleichmdpf3ig stetig, das heil3t, fiir alle ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0 so dal3

r-yl<s = @ -f@)l<s

Sei also € > 0 vorgegeben und § > 0 passend gewihlt. Dann ist, fiir beliebiges = € [0, 1],

n

[f(z) = Buf(@)] = D (fx) = f(i/n) <er f(i/n)| B} (x)

=0
= Y [f@) = fG/n)] Bpx) + Z [f(x) = f(i/n)| B} (x)
|7-el<s <e/2 R E
e\ Il e I
< SN B LIEA IV ,
=2 ;0 0T 52 =2 T 2ne
Die rechte Seite ist nun unabhingig von = und < £ sobaldn > e~ 672 || f]|,. O

Der Beweis zeigt uns, dafl die Approximationsgeschwindigkeit (also der Grad, der fiir eine
bestimmte Approximationsgiite notwendig ist) entscheidend davon abhéngt, wie gleichmiBig
stetig die Funktion f, denn der Wert 6 = () kann beliebig schnell fallen. Dies ist ein weiterer
Beleg dafiir, daf Stetigkeit allein oftmals nicht genug ist, ein generelles Prinzip bei Anwendun-
gen.

7.1 Darstellungen polynomialer Kurven und Auswertungsverfahren

Die wichtigste Operation beim praktischen Rechnen mit Funktionen ist sicherlich die Auswer-
tung dieser Funktion an einer Stelle x € R. Dieses Auswertungsverfahren hingt sicherlich von



104 7 POLYNOME

T €2

Y

T €2

Y

Abbildung 7.1: Idee des Beweises von Satz 7.3: Auf dem farbig unterlegten d—Intervall um
den Punkt = weichen die Funktionen um maximal € voneinander ab, und diese Abweichung
ist wegen der gleichmiBigen Stetigkeit unabhingig von der Lage des d—Fensters”, auf dem
Rest des Intervalls hat die (blaue) “Maskierungsfunktion” hingegen so einen kleinen Wert,
daB der Fehler dort machen kann, was er will.

der verwendeten Darstellung ab. Im CAGD*° verwendet man nicht nur polynomiale Funktionen
sondern polynomiale Kurven.

Definition 7.4 Eine Abbildung

n
p=| : : R R
Pa

heif3t polynomiale Kurve vom (Hochst—) Grad n, falls p; € 11,,, j = 1,...,d. In diesem Fall
schreiben wir auch p € T14.

Bemerkung 7.5 Jede polynomiale Kurve p € 11¢ lif3t sich schreiben als

aip +an + -+ apa” ayo a1 A1n
p(z) = : = |+ etk | "
aqo + agir + -+ + ag, " aqo aqy Adn
—_—— - — ——
=an =ai =an

S0Computer Aided Geometric Design.
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n
_ § J
= a; T,
Jj=0
; d ; _
wobeia; € R j=1,...,n.

Proposition 7.6 (Horner—Schema)
Ist

n
p(r)=> a;x’ e 117,
=0
und setzt man

a’(r) = a, (7.4)
a(r) = ra ' (2)+a, j=1,...,n, (7.5)

dann ist a"(x) = p(x).
Beweis: Schreibe p(z) als
px)=ap+z (a1 +z(-z (a1 +za,) - --))

und werte von innen nach auf3en aus. O

Das Hornerschema findet sich in Horner .m.
Mit genau derselben Faktorisierungsidee funktioniert das Horner—Schema auch fiir eine
groBere Klasse von polynomialen Funktionen.

Korollar 7.7 Es seien
gj(.lf):Oéjl‘_ﬂj €H1, Ov/j 7é07 jEN?
und>!

Ek(fﬂ), ] € N07

3
S

||
—

B
Il
—

sowie

S

p(r) =) a;pi(z) e 11,

.
o

Dann liefert, fiir jedes x € R die Rekursion

a’(z) = a, (7.6)
a(z) = lyju(x)d(z)+a,;, j=1,...,n, (1.7)

als Ergebnis a™(z) = p(x).

SDabei ist pg = 1. Das entspricht der Konvention, daf} leere Produkte den Wert 1 haben.
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Horner.m (Numerik 1)

Hornerschema

Eingabe:
a Koeffizientenmatrix (vektorwertig!)
X Stelle

o° o° o° o° o° o
o0 o® o° o° o oe

function y = Horner( a,x )
n = length(a);
b =a(:,n);

for 3 = n-1:-1:1
b=xxDb+ a(:,3);

end

y = b;
$endfunction

Programm 7.1 Horner .m: Das Hornerschema fiir vektorwertige Polynome.

Als nédchstes sehen wir uns die numerische Stabilitidt des Hornerschemas an, und zwar fiir
die allgemeine Form.

Satz 7.8 Sei x € . Wenn es eine Konstante n > 0 gibt, so daf
a;j @z f; =Lli(x) (14 90;), 0;| <nau, j=1,...,n, (7.8)
dann erfiillt der mit dem Hornerschema berechnete Wert
p(r) = a;p;(x)
§=0
die Ungleichung
a; —a;] < (L+ (n+2)j) @+ O(i?)) |ay] - (7.9)

Bevor wir den Satz beweisen, erst einmal ein paar wichtige Bemerkungen:

1. Gleichung (7.8) ist eine wichtige Bedingung, die im wesentlichen verlangt, dal nicht ger-
ade ajx ~ (% ist. Allerdings: So dramatisch ist es auch wieder nicht, denn beispielsweise
in den Fillen

o o —1,

2Stichwort: Ausloschung!
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e =0,
e affxr<O

ist (7.8) automatisch erfiillt, zum Teil sogar mit 7 = 1.
2. Im Falle des “klassischen” Hornerschemas ist sogar n = 0 (die “Rechnung” ist exakt).

3. Die Fehlerabschitzung (7.9) sagt uns, daf die Koeffizienten eines Polynoms unterschiedlich
zum Rundungsfehler beitragen und zwar umso mehr, je hoher der Grad des zugehorigen
Monoms ist. Generell hei3t das auch, da3 wachsender Grad die Auswertung von Poly-
nomen instabiler machen wird.

4. Es gibt auch Beschreibungen des Hornerschemas fiir multivariate Polynome [31, 32], also
Polynome in sagen wir s Variablen, bei dem man die rekursive Natur so ausnutzen kann,
daB der Riickwirtsfehler linear im Grad n und nicht in der Anzahl der Koeffizienten>
("T®) ~ n* ist — fiir groBe Werte von s ist das ein ganz gewaltiger Unterschied.

Beweis: Aus den Rekursionsformeln (7.6) und (7.7) sehen wir sofort, daf3

j k
a’(z) = Z An—j+k Hgn—jw(x),
k=0 r=1

und behaupten, daf}

J k
al(x)=> al_, . [[teier(@), (7.10)
k=0 r=1
wobei
al =14 Gjur, Ml SA+M+2R)a+0 (@), k=0,....4 (@7.11)

Fiir j = 0 sind (7.10) und (7.11) wegen (7.6) trivialerweise erfiillt. Ansonsten haben wir nach
(7.7),daB fir j =0,...,n — 1

FN@) = o) ® & (@) ® an g
= (log(@) (1+0) @ (@) (1 +2) + any1) (
= Loj(x) (A+8)(L+e)(1+0)a’(x) +(
wobei |§| < na und ||, |0] < w; also ist, fiir ein v mit |y| < (n + 2)a,
@ (z) = (1+7+0(@?) loj(x)@ (x) + (1 +0) an_;

+0)

1
1+ 9) Ap—j—1,

J

k
- (1+~y40(a%)) aghj%Hzn_(jH)Hrﬂ)(x) +(1+460)anj
r=0

N

k=0 ~~ :
i+l g+l —.gqitl
=8 k=0 1) (e ) Fn—(i+1)
J+1 k
_ ~j+1 )
= > @ e ][ - (@),
k=0 r=1

33Und damit Rechenoperationen!
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wobei, flirk=1,...,5+1
@ e = (LH7+0(@) (1+71) @ rnyn
= (1 + V-1 + 7+ O(ﬁz)) QAp—(j4+1)+k = (14 ) An—(j+1)+k>
mit
el < et |+ [+ 0 (8%) <1+ (n+2)(k—1)+(n+2)+0 (2°) = 1+ (n+2)k+0 (a°) .
Fiir £ = 0 ist (7.7) offensichtlich. Il

Im CAGD wurden das Hornerschema und damit die monomiale Darstellung von polynomi-
alen Kurven aber inzwischen von etwas anderem verdringt. Der Grund ist, daf} die Koeffizien-
ten a; = %p(j )(0), j =0,...,n, kaum geometrische Information iiber die resultierende Kurve
geben und dafl das Design mit diesen Koeffizienten praktisch unméglich ist.

Definition 7.9 Es sei [ = [to,t1] C R, —o0 < ty < t; < 00, ein nichtdegeneriertes kompaktes
Intervall’* und x € R. Die baryzentrischen Koordinaten

w(a [ 1) = (uo(x | 1), us(z | 1))
von x beziiglich I sind definiert als
x=ug(z|I) to+u (z|I) ty, wo (x| I)+uy (x| I)=1. (7.12)
Bemerkung 7.10 (Baryzentrische Koordinaten)

1. In(7.12) wird z als affine Kombination von t, und t, dargestellt. Eine affine Kombination,
bei der beide Koeffizienten > 0 sind, bezeichnet man als Konvexkombination.

2. Die baryzentrischen Koordinaten bestimmen sich als

tl—l’ I—to

uo(x\f):tl_to und ul(x|I):t1_t0. (7.13)
3. Aus (7.13) folgt sofort, daf3
Uo (t] | I) = 50]' und Uy (tj ’ I) = 51]'7 ] = 0, 1. (714)

4. Die baryzentrischen Koordinaten> beschreiben das Verhdltnis, in dem der Punkt x das
Intervall I teilt, siehe Abb. 7.2.

5. Es gilt
wo(z | I),uy (x| 1) >0 = xel.

54 Also das, was sich der “Mann von der Strafe” so unter einem Intervall vorstellt.
3Der Begriff bedeutet ja nichts anderes als “Schwerpunktskoordinaten”.
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- ul i u0 -

t0 X t1

Abbildung 7.2: Baryzentrische Koordinaten als (normiertes) Teilungsverhiltnis.

6. Ist I =|0,1], dannistup(x | I) = (1—x) und uy(x | I) = x. Baryzentrische Koordinaten
transformieren also das Intervall I in [0, 1].

Mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten konnen wir ein anderes Auswertungsverfahren
fiir Polynome angeben.

Satz 7.11 Es seien by, ..., b, € R% Fiir v € I liefert der Algorithmus von de Casteljau®,
b)(r) = by, k=0,...,n, (7.15)
b (x) = wo (x| 1) bl(x)+u (x| 1) b, (), k=0,....n—j5—1, (7.16)

als Ergebnis den Wert

by(r) = 3 b, (?) W (@ | 1)l (] 1) @.17)

-

=:B}(x | I)

der Bézierkurve®’
B.b(x) := By (bo, ..., by) (x) = > b; B} (x| I)
j=0

an der Stelle x.

Definition 7.12 Die Koeffizienten b = (b, . .., b, ) bezeichnet man als Kontrollpunkte, die von
ihnen gebildete stiickweise lineare Funktion als Kontrollpolygon.

Die schematische Arbeitsweise des Algorithmus von de Casteljau ist in Abb. 7.3 dargestellt.

Die Polynome Bf (x | I) sind im Falle I = [0, 1] “alte Bekannte”, nimlich genau die Poly-
nome, mit deren Hilfe wir die Bernsteinpolynome im Beweis von Satz 7.3 gebildet haben.
Tatsdchlich ist ja B, f auch nichts anderes als eine Bézierkurve, nur eben mit b, = f(j/n),
j = 0,...,n. Aus disem Grund bezeichnet man die Polynome B} (z | I) auch als Bernstein—
Bézier—Basispolynome.

Ubung 7.1 Zeigen Sie, daB jedes stetige Vektorfeld f : I — R? auf dem kompakten Intervall
I C R gleichmiBig durch polynomiale Vektorfelder approximiert werden kann.

36Paul Faget de Casteljau, Mathematiker, in den 60ern bei Citrden in der CAD-Entwicklung titig.
STPierre Bézier, t 29.11.1999, Ingenieur, in den 60ern bei Renault in der CAD—Entwicklung titig.
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e e e O—e

Abbildung 7.3: Der Algorithmus von de Casteljau: Die Teilungsverhiltnisse von I
beziiglich = werden auf die Streckenziige libertragen, die die Koeffizienten verbinden.

Lemma 7.13 Die Bernstein—Bézier—Basispolynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. (Rekursionsformel)
B (x| 1) =uo (x| 1) Bf ' (a|I)+uw (x| 1) Bl (x|I). (7.18)

2. (Teilung der Eins)

Y Bz |I)=1. (7.19)
j=0

3. (Nichtnegativitdt) Fiir x € I ist B} (z | I) > 0.

Beweis: Die erste Identitit, (7.18), folgt aus®

n - n—1 n—1 -
Bl (x|I) = | . u”_]u]:(( , )—1—( ))un_juj
pein = (Mara = (") (00))) e
N e A IT n=1\ nj -1
= uo( i )uo uy + uq (j _q Uy ~ U7

= wo (x| 1) By " (x| ) 4w (x| 1) B (z]1).

33Hier und im Folgenden verwenden wir die Kurzschreibweise u; = u; (z | I), z € 1.
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DeCasteljau.m (Numerik I)

o° oo

DeCasteljau fuer [0,1]

o o® o° o° o oe

% Eingabe:

% b Kontrollpunkte (Matrix!)
% X Punkt in [0, 1]

function y = DeCasteljau( b,x )

n = length(b);

for j = 1:n-1
for k = 1:n—73
b( k) = (1-x) » b( :,k ) + x x b( :,k+t1 );
end
end

y =b( :,1);
$endfunction

Programm 7.2 DeCastel jau.m: Der Algorithmus von de Casteljau mit Referenzinter-
vall I = [0, 1].
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Fiir (7.19) verwenden wir (7.18) und erhalten mit der Konvention B", = B}/ ; = 0, dal

iBJ’-L(xH ZUOB“ 1+Zu13“ P=(up+u)> B =1
j=0

mittels Induktion iiber n. Die Nichtnegativitit folgt direkt aus (7.18). U

Ubung 7.2 Beweisen Sie die kombinatorische Identitit
G)-C)+ (o)
= . +1 . .
J J Jg—1
Beweis von Satz 7.11: Wir zeigen durch Induktion iiber 7, da3
Zbk+T (z|I), k=0,....,n—j, zeR, (7.20)

was fiir j = n die Formel (7.17) liefert und fiir j = 0 gerade (7.15), also per Definitionem
richtig ist. Fiir j > Ound £ = 0, ...,n — j — 1 verwenden wir schlieBlich die Rekursionsformel
(7.16), um mit Hilfe der Induktionssanahme

J J
bg;rl (QZ) = Ug b?c(l’) + Uy bi_,_l = Ug Z karrB,J,' -+ Uy Z bk+r+1Bg

r=0 r=0
Jj+1 Jj+1
= Up Z bk+7«B + uq Z bk—i—r r—1 — Z bk+r UOB] + UlB )
]—Hr 0 r=0
= > b B (| )
r=0
zu erhalten, was die Induktion fortsetzt. O

Bemerkung 7.14 (Eigenschaften der Bézierkurven)
1. ( “Convex Hull Property” ) Da fiir x € 1

0<Bf(z|I) und > Bi(x|I)=1,

§=0
ist jeder Punkt B,b eine Konvexkombination von by, . . ., b, und damit liegt die Kurve>
B,b(I) in der konvexen Hiille von by, . . ., b,. Dies ist beispielsweise fiir die Schnittbes-

timmung von Kurven wichtig: Man priift zuerst einmal, ob sich iiberhaupt die konvexen
Hiillen (also Polygone®®) schneiden, bevor man ein kompliziertes Verfahren zur Schnit-
tberechnung von Kurven anwirft.

¥ Genauer: ihr Graph.
60Zur Bestimmung des Schnitts von Polygonen sind eine Vielzahl von sehr effizienten Algorithmen, Stichwort
“Clipping”, verfiigbar.



7.1 Darstellungen polynomialer Kurven und Auswertungsverfahren 113

2. ( “Endpoint Interpolation” ) Ist ug (x| I) = 1, dann ist b}(x) = by, j = 0,...,n, also
auch B,b(x) = by; entsprechend natiirlich auch B,b(x) = b, wenn uy (z | I) = 1. Die
Bézierkurven interpolieren also an den Endpunkten des Kontrollpolygons.

3. ( “Linear Precision” ) Liegen alle Kontrollpunkte b;, j = 0,...,n, auf einer Gemden,
so ist B,b(I) ein Streckenzug auf dieser Geraden: Fiir alle x € R mit b (x) und by, (x)

liegt auch der Zwischenpunkt b{jl (x) auf der Geraden. Allerdings ist im Normalfall die
Kurve B, b(x) anders parametrisiert als der Streckenzug. Zum Beispiel durchliiuft fiir

one[g) -]

die Kurve Byb den Streckenzug “hin und zuriick”, siehe Abb. 7.4.

4. Die Form des Kontrollpolygons beschreibt “ungefihr” die Form der resultierenden Kurve.

Abbildung 7.4: Eine Bézierkurve, deren Graph ein Streckenzug ist, der aber zweimal durch-
laufen wird.

Auch der Riickwirtsfehler des Algorithmus von de Casteljau hilt sich in verniinftigem Rah-
men.

Satz 7.15 Kann man die baryzentrischen Koordinaten von x mit der Genauigkeit
G =u; (x| I)(1+¢g;), lej| <na, j=1,2,

bestimmen, dann ist der berechnete Wert

wobei
b, =b; (1+;), 0;| <n(n+2)a+ 0 (a%). (7.21)
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Beweis: Aus der Rekursionsformel (7.16) folgt, da3 fir j < nund £ =0,...,n—j5—1

j+1 . ; R ;
b, (v) = t®bl(zr) @i @b, ()

= (a0 BL@) (1 +0)) + i by (2)(1+6)) ) (1+ )
— by () (1+05) (14 ;) + ttoby(x) (1+6)) (14 7,) .

Aus dieser Identitiit zeigt man dann per Induktion®', daB®?

. i N i
b(x) = by(x) (j)a%"” iy =Y by(x) B} (i), (7.22)

wobei y ‘
b(x) =bl(x) (L+0;,), 10| <2ju+0 (a?). (7.23)

Da aulerdem
B (i) = (j) (14 20) wo (| D)™ (14 1) w (2| D)
= (1+e)"?(A+ea) Bl (x|I)=1+¢) Bl (x| ),

wobei |e| < nn 4 + O (4?), ergibt sich (7.21). O

Neben den ansprechenden geometrischen Eigenschaften haben Bézierkurven auch gute nu-
merische Eigenschaften.

Definition 7.16 Es sei &2, = {po,...,pn} eine Basis von I1,, und I C R. Die globale Kondi-
tionszahl x; (22, ist deﬁmert als

k1 (£,) = max max Z lcj pi(z)| = maxz Ipj(x (7.24)

z€l Jej|<14

Satz 7.17 (Konditionszahlen und Fehler)

1. Sei x € I und erfiille der mit einem numerischen Verfahren berechnete Wert p(x) fiir ein
n > 0 die Bedingung®

p(x) = a;pi(x), aj=a;(1+5,), |6 <ni, (7.25)

S'Wer es nachvollziehen will: Die Sache wird einfacher unter der (abwegigen) Annahme, daBl 4y + 47 = 1,
ansonsten gibt’s aber auch nur einen O (ﬁQ)—Term.

62]ch denke mal, daB mir niemand bose ist, wenn wir die Details hier weglassen, die Sache ist wirklich “straight-
forward”.

% Nichts anderes als ein Riickwirtsfehler.
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dann ist®
p(z) — p(x)| < ki (po,---.p;) Nt |al, (7.26)
wobel
|a|:(jr%z.m.>.<n|ajk| : kzl,...,d), a; = (a;,k=1,...,d).
2. Fiir I =1[0,1] ist
kr(Lz,...,2")=n+1 (7.27)
und
ki (By(z | I),...,B)(z|I)) =1 (7.28)

Beweis: Es ist

<77aZ|p] )| < k1 (po,---,p;) Nt a.

Ip(z) —p(z)| = j

AuBerdem ist das Polynom p(z) = 1 + z + --- + 2" monoton steigend auf [0, 1], also ist
kr(lyz,...,2") = p(1) = n+ 1 und (7.28) ist nichts anderes als (7.19). O

Bemerkung 7.18 Man kann sogar zeigen, daf; die Bernstein—Bézier—Basis optimale Stabilitdit
besitzt, das heift, daf3 sie fiir numerische Rechnungen die hochste Genauigkeit liefert [15, 14].
Allerdings mit Einschrinkungen: Dies gilt nur, wenn man die Polynome auf dem baryzen-
trischen Einheitsintervall betrachtet®® und man muf3 von Anfang an in dieser Basis rechnen.
Eine Konvertierung von Polynomen aus einer anderen Basis, beispielsweise der Monombasis,
in die Bernstein—Bézier—Basis verursacht grofiere Fehler, als man durch die Wahl der besseren
Basis vermeiden konnte. Es gibt eben nichts umsonst.

7.2 Interpolation — der Aitken—Neville-Algorithmus

In vielen Anwendungen spielt das folgende Interpolationsproblem eine wichtige Rolle:

Gegeben seien Punkte xy, . .., x, € I C R, I ein kompaktes Intervall. Zu vorgegebe-
nen Werten f, ..., f, € R finde man eine stetige Funktion f : [ — R so daf

f(xj):fﬁ 7=0,...,n.

%Dies ist eine Abschiitzung fiir den absoluten Fehler der Auwertung; der relative Fehler in Komponente j kann
beliebig iibel werden, wenn p;(x) ~ 0.

65 Also immer im Referenzintervall bleibt — sobald man dieses verldBt, verschlechtert sich die Situation drama-
tisch.
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Derartige mathematische Aufgaben entstehen oder enstanden zum Beispiel bei der Erstellung
ballistischer Tabellen, bzw. bei der Approximation heuristischer (d.h. gemessener) Tabellen

Natiirlich hat das obige Interpolationsproblem unendlich viele Lésungen. Die “prominen-
teste” und “klassischste” sind sicherlich Polynome.

Satz 7.19 Zu vorgegebenen Knoten o < x; < --- < x, und Daten f, ..., f, gibt es genau
ein Polynom p € 11, so dafs

p(z;) = f;, j=0,...,n. (7.29)

Der “Standardbeweis” fiir die obige Aussage verwendet die Lagrange—Darstellung
r — T
DI E
k#J

die aber numerisch hochgrading instabil ist. Wir wollen hier einen anderen, algorithmischen
Weg gehen. Dazu schreiben wir

I,Z::[xk,xkﬂ], k=0,....n—j,7=1,...,n.

Satz 7.20 Fiir vorgegebene 1o < 11 < --- < x, € Rund f,, ..., f, € R liefert der Aitken—
Neville-Algorithmus®

i) = fi.  k=0,...,n (7.30)
FN@) = wo (x| B fl)+u (v Y (), k=0,....n—j—1, (131)

als Endergebnis ein Polynom p(x) = f{(z) € 1% mit der Interpolationseigenschaft

p(v;) = f; j=0,...,n. (7.32)

Der Algorithmus von Aitken—Neville sieht eigentlich ganz genauso aus wie der Algorithmus
von de Casteljau — mit einem kleinen, aber feinen und signifikanten Unterschied: In jedem
Schritt von Aitken—Neville wird ein anderes Referenzintervall verwendet! Trotzdem ist Aitken—
Neville, wie auch der Algorithmus von de Casteljau, ein sogenanntes “Pyramidenschema’. Der
Name stammt daher, dal das Auswertungsschema, grafisch dargestellt, eine auf dem Kopf ste-
hende Pyramide ergibt, wenn man mit den Ausgangsparametern beginnt und dann Zeile fiir

%Genau diese Problematik fiihrte I. J. Schoenberg zur “Erfindung” der Splines withrend seiner Titigkeit in den
“Ballistic Research Laboratories”, Aberdeen, Maryland, wihrend des zweiten Weltkriegs.

67Zuerst von A. G. Aitken (1932) eingefiihrt und spiter auch von E. H. Neville (1934) untersucht, siehe [1, 27].
Insbesondere wird in [27] explizit auf [1] verwiesen.
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AitkenNeville.m

o° o

Aitken-Neville-Interpolation

o o° o° o° o° o oo

% Eingabe:

% f Funktionswerte

% X Interpolationsknoten
% b4 Asuwertungsstelle

function y = AitkenNeville( £f,X,x )
n = length( £ );

for j=1:n
for k=1:n-j
t=(X(k+3 ) - x) / (X(k+t] ) - X( k) );
f(:,k ) =t » £ :,k ) + (1-t ) = £( :,k+1 );
end

y = £ :,1);
$endfunction

Programm 7.3 AitkenNeville.m: Der Algorithmus von Aitken—Neville. Die Matrix
enthilt die zu interpolierenden Werte, der Vektor X die Punkte, an denen interpoliert werden
soll.
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Zeile die Zwischenwerte des Verfahrens auflistet.

fO fl s fn—l fn
I | g 1
fo(z) filr) .. faa(@) ful@)
e e
fo(z) foa(@)
4 4
0 (@) 1 (@)
N
fo(x)

Die folgende Aussage beweist nicht nur Satz 7.20, sondern sogar etwas mehr . . .
Proposition 7.21 (Eigenschaften von Aitken—Neville)
1. Die Abbildungen x — fi(x), k=0,...,n— jsind Polynome vom Grad < j.
2. Fiirj=0,...,nund k=0,...,n—jgilt:
Fil(@m) = Fons m=k,.. .  k+7j, (7.33)
insbesondere gilt also (7.32).

Beweis: Eigenschaft 1. folgt sofort aus (7.30), (7.31) und der Tatsache, dal w; (- | 1) € I,
J =1,2, fiir jedes I C R.

(7.33) beweisen wir durch Induktion iiber j, wobei der Fall ; = 0 genau der Initialisierungschritt
im Algorithmus von Aitken-Neville ist. Sei also (7.33) fiir ein 5 > 0 bewiesen. Dann ist, nach
(7.30) und der Induktionsannahme,

fﬁl (zx) = uo ("Ek’ | IIZH) ﬁc (zr) +uy ("Ek‘ | IIZH) iﬂ (7x) = i,
f 0
=1 =f =

sowie

o N N
ﬁf (Thijr1) = uo (xk+j+1 | I;T )}ﬁ (Thyjr1) + (xk: | ]ljc+ )ﬂ:H (Thijr1) = fk+j+1-

J/

-~ -~ -~
=0

=1 =Frtit

Fir m = k + 1,...,k + j haben wir schlieBlich nach Induktionsannahme daf} f{c (Tm) =
fi1 (xm) = f,, und daher

fﬁl (Tm) = ug (xm | IIZH) f?c (m) +u ($m | ]Ig+1) i+1 (Tm)
=f —f
= (uo (2w | ") + s (2 | B)) £ = Fn

~~

=1
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also gilt (7.33) auch fiir 7 + 1, womit der Beweis beendet ist. O

Beweis von Satz 7.19: Die Existenz eines Interpolationspolynoms haben wir, wenn auch etwas
umstéindlich, bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Tatsache, daB jedes Polynom
vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen das Nullpolynom sein muf3: Sei p € II,, und sei (ohne
Einschriinkung) a,, # 0. Nach dem Satz von Rolle hat dann die Ableitung p'/) mindestens
n + 1 — 7 Nullstellen, also gibt es (mindestens) ein x € R, so dal

(n)
0= p <x) = Qp,
n!

was einen Widerspruch liefert. U

7.3 Interpolation — der Newton—Ansatz

Der Algorithmus von Aitken—Neville ist eine feine Sache, wenn es darum geht, den Wert eines
Interpolationspolynoms an einer Stelle x zu berechnen. Er hat aber auch seine Nachteile:

1. Wenn man das Interpolationspolynom formal manipulieren will (ableiten, zu einem an-
deren Polynom addieren und so), braucht man eine explizite Darstellung des Interpola-
tionspolynoms.

2. Jede Auswertung mit Aitken—Neville hat einen Rechenaufwand von O (n?), was deutlich
mehr als das O(n) des Hornerschemas® ist. MuB man also ein Interpolationspolynom
sehr oft auswerten, kann sich eine andere Darstellung lohnen.

Definition 7.22 Es seien g < 1 < -+ <z, und f = [f,, ..., f,] € R&>"H,

1. Der Interpolationsoperator L,, : R¥>*"*t — T1¢ st definiert als das eindeutige Polynom
L, f € 1% mit der Eigenschaft

Lnf (zj) = f;, j=0,...,n.
2. Fiir feC (]R)d konnen wir L, f ganz einfach erweitern, indem wir

f mit [f (1:0) LA f (1:71)]
identifizieren.

3. Die Newton—Darstellung von L, f hat die Form
Lof(z) = Z)‘j (f) (x—z0) (. —3j-1),
5=0

fiir passende Koeffizienten® \;(f) € R<.

%8Der Aufwand von de Casteljau ist iibrigens O (n?).
%Die wir natiirlich noch bestimmen miissen.
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Bemerkung 7.23 (Newton—Darstellung)

1. Die Newton—Darstellung eines Interpolationspolynoms L, f lifst sich mit dem verallge-
meinerten Horner—Schema aus Korollar 7.7 recht (riickwiirts—) stabil auswerten: da wir
nur eine Subtraktion bei der Berechnung von (;(x) ausfiihren miissen, kommen wir mit
1n = 1 aus.

2. Die Newton—Darstellung erlaubt das einfache Hinzufiigen von Punkten: Sind ein weiterer
Punkt x,, 1 und ein weiterer Wert f, | gegeben, dann ist

L1 f(2) = Lo f(2) + Aoa (F) (& = 20) - - (& — ).

3. Das “hinzugefiigte” Polynom (x — x¢) - - - (z — x,,) hat (nicht zufiillig) die Eigenschaft,
das (bis auf Konstante) eindeutige Polynom kleinsten Grades zu sein, das an xy, . .., %,
verschwindet.

Machen wir uns jetzt also an die Konstruktion der Koeffizienten \;(f) in der Newton—
Darstellung. Dazu bemerken wir zuerst, daf} uns die Interpolationsbedingungen das Gleichungssys-
tem

SN (e —w0) - (wh—x0) = fr,  k=0,...,n,
=0

also
r n—1 7]
1 To — Xo (iL’O —.1'0> (iL’O —.1'1> (.l’o-lj)
o1 Mo (f) fo
1 21—z (x1—mo) (21 —21) ... (x1 — ;) A (f) B fi
j=0 : o :
N Mmoo L
1 zp—x¢ (xp—x0)(Tf—21) ... (xn — ;)
L 3=0 i

Die Matrix auf der linke Seite ist eine untere Dreiecksmatrix, also ist

1 Ao (f) fo
- N ||
I ox ... % An () fn
also héngt \;(f) nur von f, ..., f; und xo, ..., r; ab und zwar linear in f, ..., f,.
Definition 7.24 Die dividierte Differenz [z, . . ., x,] f zu einer Matrix f € R>"! oder einer
Funktion f € C (R)* ist rekursiv definiert als
1 f = f;=F(x)), j=0,....n (7.34)
2o, ... 2] = ol f ol malf g (735

Lo — Tjt1
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DivDiff.m (Numerik I)

o° oo

Dividierte Differenzen (Vektorwertiqg)

o o® o° o° o oe

% Eingabe:
% £ Matrix der Funktionswerte (Vektoren!)
% X Knotenvektor

function y = DivDiff( £,X )
n = length( X );

for j = 1:n-1
for k = 1:n—73
f(:k ) = (£ (k) = £ (:,k+1 ) ) / (X(Ck ) = X(k+3) );
end
end

y = £ :,1);
$endfunction

Programm 7.4 DivDiff.m: Berechnung der dividierten Differenzen iiber ein Dreieckss-
chema aus der Rekursionsformel (7.35).
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NewtonKoeff.m (Numerik 1)

o° oo

Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der
Newton-Darstellung (nicht optimal!)

o o° o o o° o oo

o o° o° o° oe

Eingabe:
f zu interpolierende Werte
X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeff( £,X )
n = length( X );

for 3 = 1:n

F( :,3 ) = DivDiff( £, X( 1:3 ) );
end
$endfunction

Programm 7.5 Newt onKoe f £ . m: Naive Berechnung des Koeffizientenvektors fiir das In-
terpolationspolynom, jede dividierte Differenz wird separat berechnet.

Satz 7.25 Es seien xy, ..., z, € R alle verschieden und f € R>"*! oder f € C(R)% Dann
ist

3

L.f(x)= [zo,..., x| f (. —x0) - (x —xj-1), r € R, (7.36)
=0

und auflerdem

f@)=Lof(x) = (x —x0) - (x —x,) [z, 20,...,2,] ] (7.37)

Bevor wir uns mit einigen Konsequenzen aus der Newton—Darstellung des Interpolation-
spolynoms und natiirlich dem Beweis von Satz 7.25 beschiftigen, sehen wir uns erst schnell an,
wie man so ein Interpolationspolynom mit Mat 1ab bestimmit.

Zuerst brauchen wir natiirlich die Koeffizienten, also die dividierten Differenzen. Der naive
Ansatz wire also, wie in NewtonKoeff.m die dividierten Differenzen sukzessive zu bes-
timmen. Das ist aber hochgradig ineffizient: Auf dem Weg zu Berechnung von [z, ..., z;| f
brauchen wir ja alle dividierten Differenzen [z, ..., x| f, k < j. Deswegen packen wir alles



7.3 Interpolation — der Newton—Ansatz 123

NewtonKoeffl.m (Numerik 1)

o° oo

Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der
Newton-Darstellung (schon besser)

o o° o o° o° o oo

o o° o° o° oe

Eingabe:
f zu interpolierende Werte
X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeffl( £,X )
n = length( X );
F = £f;

for 3 = 2:n
for k = n:-1:7

F( :k ) = (F(:k-1) -F(C=:k) )/ (X(k=3+1 ) = X( k) );
end

end

$endfunction

Programm 7.6 NewtonKoeff1.m: Effiziente Berechnung des Koeffizientenvektors mit
Uberschreiben. Beachte: Der Aufwand zur Berechnun aller dividierten Differenzen fiir das
Interpolationspolynom ist geanu derselbe wir fiir die Berechnung des hochsten Koeffizien-
ten [xg, ..., zy] f.

in ein Schema mit Uberschreiben:

[zo] f [z0] f e [zo] f [z0f]
¢
(1] f | = | [zo, 2] f oo | o] f [xo, 21] f
¢
[zo] £ | = | [21,22) f [0, x1, 22| f [0, x1, 22 f
¢
¢
[ZL‘n_l] f — [l’n_g, J,’n_l] f . [ZL‘O, .. ,l’n_l] f [ZL‘O, .. ,l’n_l] f
N\ ¢
o] F | = | [T, z0] f [z, ... x,] f = | [xo,. ..,z f

Wegen des Uberschreibens muf} jede Spalte von unten nach oben abgearbeitet werden. Der
Code hierzu findet sich in Newt onKoeff1.m. Sind also eine Datenmatrix £ und ein Vektor
von Interpolationspunkten X gegeben, so liefert uns der Mat 1ab—Aufruf

F = NewtonKoeffl( f£,X );
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NHorner.m (Numerik 1)

o° oo

Hornerschema bezueglich Newton-Basis

o o° o o o° o oo

% Eingabe:

% f Koeffizientenvektor
% X Interpolationspunkte
% x Stelle

function y = NHorner( £f,X,x )
n = length( X );
y = £( :,n);

for 3 = n-1:-1:1

Y (x = X(J) )~y + £(C:,3);
end
$endfunction

Programm 7.7 NHorner .m: Das Hornerschema fiir die Newtondarstellung eines Poly-
noms.

den gewiinschten Kooeffizientenvektor. Um das Interpolationspolynom an der Stelle x auszuw-
erten, rufen wir schlieflich mit

NHorner ( F,X,x )
die Newton—Variante des Hornerschemas aus NHorner . m auf.
Jetzt aber zuriick zur Theorie . . .

Korollar 7.26 Die dividierten Differenzen sind symmetrisch in den Argumenten: Fiir jede Per-
mutation o : {0,...,n} — {0,...,n} ist

[ZEU(O), Ce ,l‘g(n)} f = [1‘0, Ce ,:L"n] f (738)
Beweis: Nach (7.36) ist

L.f(x) = [zo,...,xz,] F 2" + q(z), qgelIl,_,

und da L,, f invariant unter Vertauschung der Interpolationspunkte (bei gleichzeitiger Vertauschung

der zu interpolierenden Werte) ist, folgt die Behauptung. U

Das folgende Resultat zeigt uns, was der Newton Ansatz algorithmisch macht: In jedem
Schritt wird versucht, durch geeignete Interpolation des Fehlers”® die Genauigkeit des Inter-
polanten Schritt fiir Schritt zu erhdhen.

"00hne die vorher bereits erzielten Interpolationseigenschaften zu zerstoren.
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Korollar 7.27 Es seien xy, ..., x, € R alle verschieden und f € R¥>"*! oder f € C(R)%.
Dann ist"!

3

(& —20) -~ (& —25-1)

L, = —L;_ ; 7.39
f(x> — (-f J 1-f) <x]> ('Tj _ xo) . (xj _ x].il) ( )
Beweis: Nach (7.37) mitn = j — 1und z = x; ist
e (F-Liaf)(z) .
[zo, ..., x| f = @ — o) (@ — 2, 1) j=0,...,n.
O

Beweis von Satz 7.25: Wir beweisen (7.36) und (7.37) simultan duch Induktion tiber n.
Firn = 0ist Lof(z) = f, = f (x) und

f(@) — f(20)

(x — x0)

f(@) = Lof(x) = f(z) = f (o) = (z — xo)

= (x — x9) [z0, 2] f.

Seien also (7.36) und (7.37) fiir ein n > 0 bewiesen. Wir setzen

n+1

Poif(x) = Z[wo,...,xj]f (x —x0) -+ (z —xj_1)

J=0

= P.f(x)+ [0, T f (v —20) -+ (2 — ).
Nach der Induktionsannahme erhalten wir aus (7.36) und (7.39)72, da3

(x —x0) - (x — )

(xn—H - .730) T (xn—&—l - xn) .

Pn+1f(x> = Ln.f@j) + (f - Lnf) (anrl)

Damit ist, fiir j = 0, ..., n,
P f (l‘g) =L,f (%) = fj

und auferdem

Porf (2ny1) = Lo f (1) + F(0n1) = Lo f (tn11) = f (Tn1) = Frs1s

also P11 f = L,+1f und (7.36) gilt auch fiir n+ 1. Andererseits ist mit dem gerade bewiesenen
und nochmals der Induktionsannahme

f(@) = Loy f(x) = (f(2) = Lo f(2)) = (Lpa f(2) — Lo f (7))

= (x—z9) - (r—x,) [T,20,..., 20| f—(x —x0) - (x — ) [T0,. .., Tn, Tps1] [
= () (5 — T) [T, 20, .., 20| F — [0y s Ty Tpya] F

T — Tpy1
= (@—=0) (¥ — Tny1) [#, %0, Tpi1] [,

7]Mit Lfl(l‘) =0.
Da (7.39) direkt aus (7.37) folgt ist dessen Verwendung zulissig!
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nach der Rekursionsformel (7.35). O
Ubung 7.3 Zeigen Sie:
pell, — [zo,...,2klp=0, zo<---<uzk, k>n.

SchlieBlich noch eine Aussage iiber den Interpolationsfehler fiir hinreichend oft differen-
zierbare Funktionen.

Satz 7.28 Seien xy, . .., x, alle verschieden und f € C""Y(R). Dann gibt es fiir jedes v € R
ein & € [xo, ..., Tn, 7], der konvexen Hiille von xy, . . ., x,, x>, so daf

FO(E)

(x —x9) (v — ). (7.40)
Dieses Resultat gilt nur fiir d = 1, also skalare Funktionen. Fiir Vektorfelder f wird es im
Normalfall fiir jede Komponente f;, j = 1,...,d, ein “eigenes” {; geben, so daf (7.40) gilt.
Auf alle Fille liefern uns die Fehlerformeln (7.40) und (7.37) auch noch eine Aussage iiber
die dividierten Differenzen differenzierbarer Funktionen.

Korollar 7.29 Es sei f € C™(R). Zu beliebigen verschiedenen Punkten xy, . . .,x, € R gibt es

ein§ € [xg,...,x,), so daf
(n)
(o, ... x,) [ = / '<£)
n!
Beweis von Satz 7.28: Fiir z & {xy,...,z,} setzen wir
__ f@) = Laf(=)
o = )
(x —x0) - (x — )
definieren

9() = fy) = Lufly) —aly—xo)---(y —zn),  yER,
und bemerken, dal g (z;) = 0,7 = 0,...,n, sowie g(x) = 0. Nach dem Satz von Rolle hat

also g") mindestens n + 2 — j Nullstellen im Intervall [xg, ..., 7,,7],j =0,...,n + 1, es gibt
also mindestens ein & € [z, ..., x,, x|, so daB
N L (n+1) dn+1
0 = gf() = ") = Lnf @) —a s (= w9) -+ (2 = )
\—f_/ N D)
= —(n1)!
= [ —a 1)l
alsoist = f"+D(€)/(n + 1)L O

73 Alternativ: das kleinste Intervall, das zo, . . ., z,, und z enthilt.
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7.4 Approximationsgute von Interpolationspolynomen

Wir beginnen mit einer (trivialen) Folgerung aus Satz 7.28.

Korollar 7.30 Fiir f € C"™(R) und xy,...,z, € I C Rist

1,

IF = Laflls = max|f(z) = Luf ()] < S0

max |x — zg| -+ - |z — x| . (7.41)
el

Wollen wir nun, daB der Interpolant L,, f die Funktion f gut approximiert’*, dann haben wir

nur eine Wahl: Wir miissen die Interpolationspunkte zg, . . ., x,, so wéhlen, dal der Ausdruck
max |z = |-+ 2 = 2] = [[(- = o) -+ (- = @),
moglichst klein wird. Wenn wir uns auf [ = [—1, 1] beschrinken, kénnen wir diese Punkte

explizit bestimmen, fiir beliebige Intervalle a, b verwendet man dann die Transformation

z+1
T +— a-+

(b - a)?
die [—1, 1] linear auf [a, b] abbildet.

Bemerkung 7.31 Es bezeichne &2, C 11, die Menge aller Polynome vom Grad n mit mono-
mialem Leitterm:

pE P, = plz) =2"+q(z), qell,_;.

Ist also p* das Polynom, fiir das

g
Il = i [l

gilt, dann sind die Nullstellen’ von p* optimale Interpolationspunkte.
Unser Ziel wird es nun sein, fiir alle n € Ny so ein optimales p* zu finden.

Definition 7.32 Das n—te Tschebyscheff-Polynom’® T},, n € N, ist definiert als
T, (z) = cos (narccos x) .

Und, kaum zu glauben, aber wahr, die Tschebyscheffpolynome sind die Losung unseres
Problems.

"4Das wiire ja wohl das, was man als “gute Rekonstruktion” bezeichnen wiirde.
7>Man sollte aber schon nachweisen, daB diese Nullstellen auch alle einfach und rell sind!
7SEs gibt eine Vielzahl von Transkriptionen des Namen “Tschebyscheff”, z.B. auch Chebychev, Chebychov.
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Satz 7.33 Die Polynome 2'~"T,, gehéren zu P,, n > 17", und es gilt

HQl_nTnH[_Ll] = préllyri || p ||[—171] : (742)

Die Nullstellen von T, "%, n € Ny, sind alle einfach und rell und damit optimale Interpola-
tionspunkte fiir 11,,.

Korollar 7.34 Sei L der Interpolationsoperator an den Nullstellen von T,, 1. Dann ist
e
[7171}

1f = Lpflliqy < ECESR (7.43)

Um einzusehen, daf} tatsdchlich 7,, € 11, ist, brauchen wir etwas mehr Information iiber die
Tschebyscheff—Polynome.

Lemma 7.35 Die Tschebyscheff—Polynome T),, n € N, erfiillen die Rekursionsformel

To(z) = 1, (7.44)
Ti(z) = =z, (7.45)
Toii(x) = 22 T,(x) — T, 1(x), n € N. (7.46)

Beweis: Die Anfangsbedingungen (7.44) und (7.44) folgen trivialerweise aus der Definition
(und cos0 = 1).

Wir setzen x = cos @, d.h., § = arccosz, also T),(x) = cosnf. Durch Addition der Additions-
theoreme

cos(n+1)8 = cosnf cosf + sinnf sinf

cos(n—1)0 = cosnf cosf — sinnf sinf

erhalten wir, daf

cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos 6 cos nb,

_— _— N ——
= 7L+1(1') = 7L71(Z) = :Tn(CC)
also (7.46). Ll
Als nichstes Information tiber die Nullstellen.
Proposition 7.36 Die Nullstellen von T}, sind
27 —1
vj=cost_—r  j=1,....n (7.47)
2n

"TDer Falln = 0 verlangt den Faktor 1 und nicht %, siehe (7.44); andererseits hat Tj auch keine Nullstelle und
ist daher ohnehin zur Bestimmung von Interpolationsknoten ungeeignet.
78Siehe (7.47).
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o\°
o\°

TschebNodes.m (Numerik 1)

o\
o\

o\
o

Tschebyscheffknoten
Eingabe:

o\°
o\

)

n % Knoten

o\
o

function X = TschebNodes( n )
X = zeros( 1,n+1 );

for j=1l:n+1

X( 3 ) = cos( (2x3-1)/(2xn+2) xpi );
end
$endfunction

Programm 7.8 TschebNodes . m: Knotenvektor der Tschbyscheffpolynome.

Aufserdem sind die Nullstellen von T),

CL‘-:COSlﬂ', 7=1,...,n—1, (7.48)
n

(7 mitzy = —1, 2/, =1,

und es is
T, (z) = (=1)"*, j=0,...,n. (7.49)

Also ist insbesondere || T, || _, ; = 1.

Beweis: Es ist

27 —1 27 —1
T, (z;) = cos (narccos cos ]2 71') = cos ‘]2 m =0, j=1,...,n,
n

und mehr als n Nullstellen kann 7}, ja nun mal nicht haben, denn T},(x) = 2" 12" + --- # 0
nach (7.46). Deswegen sind die Nullstellen auch alle einfach. Auflerdem ist

sin (n arccos x)

@ =

und da 7, # —1,1 und sin j7 = 0, j € Ny, istauch T} (z;) = 0,j = 1,...,n — 1. Also sind
die potentiellen Extrempunkte von 7,, auf dem Intervall [—1, 1] die Punkte

/ /
—]_,LUI, .. ,l’nfl, ]_.

Wenn man genau ist: fiir n > 1.



130 7 POLYNOME

Aus (7.46) erhalten wir sofort, daB 7,,(—1) = (—1)" und 7,,(1) = 1 und dariiberhinaus ist

woraus (7.48) folgt. O

Beweis von Satz 7.33: Dal} T), einfache, reelle Nullstellen hat, wurde ja in Proposition 7.36
bewiesen. DaB 21~"T,, € &, folgt aus der Rekursionsformel (7.46). AuBerdem wissen wir, daf3
12! T, ||, ;) = 2' 7" Nehmen wir also an, es gibe ein p € &, so da

| p H[—LI] <2

und setzen wir ¢ = 2'7"T;, — p. Da 2'""T,,,p € Py, ist ¢ € II,_;. An den Stellen 2, j =
0,...,n%, ist dann

q(a?;) = (_1>j21_n_p($j) = (—1>j,uj, j=0,...,n,
wobei i; > 0, j = 0,...,n. Damit muB aber ¢ zwischen 2 und 2, ,, j = 0,...,n — 1,

mindestens eine Nullstelle haben, also hat ¢ € II,,_; mindestens n Nullstellen und ist damit das
Nullpolynom. Dann fiihrt aber 2!~"7}, = p und somit

27 > I p gy = HQl_nTnH[_m =2

zum Widerspruch. O

Tatsédchlich liefern die Tschebyscheffknoten entscheidend bessere Interpolanten als beispiel-
sweise gleichverteilte Knoten.

Beispiel 7.37 Wir betrachten die geschlossene polynomiale Kurve, die durch die Punkte (Mat 1ab—

Vektor £)

0
0

O lw
— |
— D=
—

1 0
1 1

= O
= O

N
= =
INJTSUI
o O

1
0

O

auf dem Rand des Einheitsquadrats geht (siehe Abb. 7.5). Als Parameterbereich wiihlen wir
[—1, 1] und interpolieren einmal an gleichverteilen Punkten mit

auxPlotNewton( £, (-1:1/8:1), (-1:.01:1) )
und einmal an den Tschebyscheffknoten:
auxPlotNewton ( f, TschebNodes( 16 ), (=1:.01:1) )

Die Ergebnisse sind, wie Abb. 7.6 zeigt, sehr unterschiedlich.
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o o o o o
3 .
. 3
. o
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Abbildung 7.5: Interpolationsdaten fiir die Kurve. Frei ist noch die Wahl der zugehdrigen
Parameter (=Knoten).

7.5 Die schlechte Nachricht

Da man also so toll, einfach und halbwegs stabil mit Polynomen modellieren (Bézierkurven)
und rekonstruieren (Interpolation) kann, werden es ja wohl alle CAD—Systeme und numerische
Anwendungen verwenden, oder? Die Antwort ist ja und nein: Bézierkurven sind in den meisten
Zeichenprogrammen tatsdchlich als ein Mittel zum Freihandzeichnen enthalten und polynomi-
ale Interpolation versteckt sich tatsidchlich hinter einigen numerischen Verfahren. Aber:

e Komplexitit und Instabilitdit wachsen mit dem Grad des Polynoms an. Beispielsweise
dauert die Auswertung einer Bézierkurve mit 100 Kontrollpunkten doch schon ein bi3chen.

e Polynome sind global. Die Anderung eines einzigen Kontrollpunkts indert die Kurve
iiberall.

e Interpolationspolynome haben einen krankhaften Drang, zu oszillieren, wie Abb. 7.7
zeigt. Allerdings sieht man dort auch, daf} es so richtig schlimm erst aulerhalb der kon-
vexen Hiille der Interpolationspunkte wird, aber auch in deren Inenren wird die Oszilla-
tion fiir wachsenden Grad immer heftiger

Noch schlimmer ist aber die Empfindlichkeit polynomialer Interpolation gegen Stérungen.
Dazu ein Beispiel.

Beispiel 7.38 Wir betrachten die Parabel®' p(x) = xz(1 — ) und interpolieren an den 21 gle-
ichverteilten Punkten 0, %, ..., 1. Das Interpolationspolynom ist auch kaum von der Parabel
selbst zu unterscheiden (Abb. 7.8). Stéren wir aber jeden Datenwert zufiillig um < 0.1%, dann
erhalten wir bereits eine ziemlich unogliche “Flugbahn” (Abb. 7.8), storen wir gar den Scheit-
elpunkt um 1%, so wird der Interpolant endgiiltig wiist, siehe Abb. 7.9. Auf der anderen Seite

80Wir nehmen also die Grenzen +1 mit dazu.
81Ein Schuft ist, wer an GeschoBbahnen dabei denkt.
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Abbildung 7.6: Interpolation der “Quadratkurve”, einmal mit gleichverteilten Parameter-
werten fiir die Interpolationspunkte, einmal unter Verwendung der Tschebyscheffknoten.

zeigt Abb. 7.10, daf3 sogar wesentlich heftigere Storungen ~ 1% weggesteckt werden, wenn die

Tschebyscheffknoten verwendet werden.

Das Problem ist nur leider, dal man sich in der Praxis die Interpolationspunkte nicht aus-
suchen kann, sondern daf} diese beispielsweise von den physikalischen Eigenschaften des Mel3prozess-
es vorgegeben werden. Auflerdem ist das Hinzufiigen von Punkten nicht mehr so einfach: die

Polynome 7}, und 7}, ; haben keine gemeinsamen Nullstellen®!

82Wohl aber T}, und T5,, — was auch in manchen Verfahren ausgenutzt wird.
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Abbildung 7.7: Interpolationspolynom, das den Wert 0 an +1,4+2 und 1 an der Stelle 0
interpoliert. Nicht ganz das, was man gerne hitte.

Parabel an 21 Punkten Parabel an 21 Punkten, zuf lige St rung, < 0.1%

o 02 04 06 0a 1

Abbildung 7.8: Interpolanten vom Grad 20 fiir die Originaldaten und leicht (< 0.1%)
gestorte Werte.

Parabel an 21 Punklen, -1% am Schefel Parabel an 21 Punkten, +1% am Schettel

Abbildung 7.9: Interpolanten vom Grad 20 fiir Stérung des Scheitelpunkts um +1%.
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Abbildung 7.10: Zufillige S6rungen an allen Interpolationspunkten um < 1% tun bei Ver-
wendung der Tschebyscheffknoten bei weitem nicht so weh. Auch die Oszillation ist nicht
so groB, aber dafiir wird das Gefille aulerhalb von [—1, 1] umso steiler.
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Im Wort Gelehrter steckt nur der Begriff,
daf3 man ihn vieles gelehrt, aber nicht,
daf3 er auch etwas gelernt hat.

Lichtenberg

Splines

Um die Probleme polynomialer Kurven, insbesondere Interpolanten, also

e Globalitit,
e (Oszillation,

e hohe Komplexitit,

zu umgehen, brauchen wir eine Kurvenkonstruktion, bei der der Wert der Kurve nur lokal von
einem Teil der Koeffizienten abhingt. Um die Lokalitdt beschreiben und (flexibel) kontrollieren
zu konnen brauchen wir ein biBchen Terminologie.

Definition 8.1 Seien n > m > 0%.

1. Eine Punktmenge T' = T,,,, = {to, ..., thtm+1} C R heifit Knotenfolge der Ordnung m,

falls
to<t; < <t < <tpymyr 8.1
und
tj < tj+m+17 7 =0,...,n. (8.2)
2. Die Knoten tg,...,t, bzw. t 11, ..., thime1 heiffen linke bzw. rechte Randknoten, die
Knoten t,, 1, ...,1, heiflen innere Knoten.

3. Dasjenige 11 > 0%, fiir das
b1 <ty =r++=Tjrp-1 <ljty
gilt, heif3t Vielfachheit des Knotens t; = - -+ =t ,_1.
4. Das Intervall 1 ]’“ ist definiert als

If:[tj7tj+k]7j:07"'>nv k:17"'>m'

83Das ist formal ausreichend. Die “Vorstellung” ist allerdings, daB n > m und m sehr moderat (etwa m = 3)
ist.
84Wie “pultiplicity”
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8.1 Der Algorithmus von de Boor

Als nichstes definieren wir uns auf algorithmische Weise die Kurven, die uns interessieren
werden.

Algorithmus 8.2 (de Boor)
Gegeben: Knotenfolge T' = T,,, ,, Kontrollpunkte dy, .. ., d,, € R*und x € [t,,, ..., tn:1].

1. Bestimmer € {m,...,n}sodafx € [t,,t,,1).%

2. Setze
d}(z) = dy, k=r—m,...,r
3. Fiirj =1,...,m berechne
di () = uo (2| ;"7 &7 (2) + wy (2|17 @7 (2), k=r—m+j,...,r

(8.3)

4. Ergebnis: N, rd(z) = d"(x).

e o0—0@—e—0—0C = Ooe—O0e—e—0—=0 O—O0®o—e—0—0 = &—00o—e—0—0
oOe—O0®—O0—e—0 = OO —eo—O0—e—0 e—0ee—O0—e—0O = O—e o —O0—e—O
O-O—e—60—0—0—=o O———0—0—e

oO—eo o —-—C—70 === | O— @& ——0—0

Abbildung 8.1: Der Algorithmus von de Boor fiir m = 3 und einen einfachen sowie einen
doppelten Knoten.

Die Abbildung 8.1 zeigt, was beim Algorithmus von de Boor passiert: im j—ten Schritt
werden alle Intervalle abgearbeitet, die m — j + 2 Knoten und den Punkt  enthalten. Der Index
r aus Schritt 1 im obigen Algorithmus ist eindeutig, solange x nicht gerade mit einem Knoten
iibereinstimmt.

85Ein solches r existiert nicht, wenn tnt1 =+ = tptmy1 ein (m + 1)—facher Randknoten und x = ¢,,41 ist.
Wir kénnen uns aber dadurch behelfen, dafl wir uns in diesem Fall irgendein ¢,, 41, +2 > ¢y, m+1 dazuerfinden und
mit r = n + m weitermachen.
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deBoor.m (Numerik 1)

o° oo

Algorithmus von de Boor

Eingabe:
d Kontrollpunkte (vektorwertig!)
T Knotenvektor
X Stelle

o0 o® o° o° o° o° oP

o o° o° o° o°

function y = deBoor( d,T,x )
n = length( d );
m = length( T ) - n - 1;

[o)

% Finde Knoten

r = m+l;

while (r < n ) & ( x > T( r+1 ) )
r =r + 1;

end

o)

% Behebe Problem mit rechtem Randpunkt bei (m+1)-fachen Knoten

end
Qo

% Schleife (mit Ueberschreiben)

for 3 = 1:m

for k = r:-l:r-m+j
u= (T( ktm=3+1 ) = x ) / ( T( kdm=3+1) = T( k ) );
d( :,k ) =u * d( :,k=-1) + (1-u) » d( :,k );
end
end

y = d( :,r );
$endfunction

Programm 8.1 deBoor .m: Der Algorithmus von de Boor mit Uberschreiben des Koef-
fizientenvektors.
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Bemerkung 8.3 Der Index r, der durch die Forderung x € [t,,t,,1) in Algorithmus 8.2 fest-
gelegt ist, beeinfluft nicht die Berechnungsformel, sondern lediglich, welche Kontrollpunkte
zur Berechnung zu verwenden sind. Man konnte auch den folgenden, modifizierten Algorithmus
verwenden:

1. Setze
dg(x):dk, k=0,...,n.

2. Fiirj =1,...,m berechne

di () = up (2|7 & () 4wy (2|17 @ (@), k=j,...,n. (84)

3. Wiihle die r—te Komponente aus dem Ergebnisvektor (d]'(z) : k =m,..., n).

Aber: der Rechenaufwand dieses Verfahrens ist wesentlich héher, nimlich O(nm) Operationen
im Gegensatz zu O (m?) im Algorithmus von de Boor. Und normalerweise ist n. > m/!

Definition 8.4 Die Kurve N,,, vd : [t 1, 1] heift Splinekurve der Ordnung m®.

Als néchstes ein paar einfache Eigenschaften der Splinekurve, die sofort aus dem Algorith-
mus folgen:

1. Die Splinekurve ist nur auf dem Intervall [t,,, t,1], das von den beiden innersten Rand-
knoten gebildet wird, definiert. Die anderen Randknoten beeinflussen aber natiirlich den
Wert der Splinekurve, zumindest in der Nihe des Randes®’.

2. Esist selbstverstindlich nicht verboten, die Randknoten alle identisch, also (m+ 1)—fach,
zu wihlen. Im Gegenteil, dieser Fall hat eine nette Eigenschaft: fiir x = ¢,,, (also r = m)
istdann fiir j = 1,...,mundk =r —m+j,...,r = j,...,m® das Intervall

I;Zn_jﬂ = [ty thrm—jr1] = [tms thrm—jri)

zu betrachten®® und somit ist

Uo (x|],:,n_j+1) = (tm | [tm, thtm—jr1]) = 1, k=r—m+j,...,7, j=1...,m,
also auch ' '
& (@) = d0) =

insbesondere ist also dy = d), (t,,) = Nyr (). Da dasselbe fiir den rechten Rand
gemacht werden kann, besitzen also die Splinekurven die Eigenschaft der Endpunktinter-
polation, wenn wir (m + 1)—fache Randknoten verwenden.

3. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir Randknoten: An jedem m—fachen inneren Knoten ¢; =
-++ = tj4m—1 wird der entsprechende Koeffizient d;_,, interpoliert, d.h. N,, 7d (t;) =
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Abbildung 8.2: Der de Boor-Algorithmus an einem m—fachen Knoten ¢; (nur “auseinan-

dergezogen” gezeichet), fiir m = 3. Die Zwischenpunkte in jedem Schritt sind die Kon-
trollpunkte und am SchluB bleibt nur d;_, iibrig.

d;_p,. An einem m + 1-fachen Knoten werden also sogar d;_,,, und d;_,, interpoliert,
die Kurve wird dort also normalerweise nicht mehr stetig sein.

4. Spezialisieren wir noch ein bilichen: Ist obendrein noch m = n, haben wir also

tOZ"':tn<tn+1:"':t2n+17

dann ist der Algorithmus von de Boor nichts anderes als der Algorithmus von de Casteljau
und es ist

N,rd = B,d.

5. Fiir alle z € (t,,t,,1)” werden dieselben Bezugsintervalle I, ~I*! verwendet und damit

8Qder der Ordnung m + 1! Es gibt hier (mindestens) zwei konkurrierende Terminologien. Daher ist bei der
Verwendung von Splineliteratur oder von Spline-Toolboxen (z.B. in Mat 1ab) erhohte Vorsicht angesagt.

87Genauer: auf den beiden Intervallen [t,,,, t,, +1] und [t,,, t,11]

8Wegen r = m

$SchlieBlichistt; =+ =tp, i =1,...,m.

P Achtung: Ist t,. = t,, 1, dann ist (¢,.,t,,1) = (!
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ist ijd](tr bt) ein Produkt von m affinen Funktionen, also ein Polynom vom Grad
< m. Anders gesagt:

Splinekurven sind stiickweise Polynome!

6. Da
Nm,T (O[d + Bd,) = Nm7Td + B Nm7Td/

konnen wir d als

und damit die Splinekurve als Linearkombination
Nprd(z) =Y d; N" (z|T) . (8.5)
j=0

schreiben.

7. Wie erhalten wir also die sogenannten “B—Splines”? Ganz einfach: Wir lassen den Algo-
rithmus von de Boor auf die skalaren Kontrollpunkte d; los.

Definition 8.5 Die Funktion N}" (+|T), aus (8.5) heif3t j—ter B-Spline der Ordnung m beziiglich
der Knotenfolge T

8.2 Splines und Interpolation

Im Zusammenhang mit dieser Vorlesung wollen wir uns im wesentlichen mit der Frage be-
fassen, ob und wann es moglich ist, mit Splines zu interpolieren. Das wesentliche Resultat, mit
dessen Beweis wir uns den Rest dieses Kapitels beschiftigen werden, ist wie folgt.

Satz 8.6 Es seil’ = T, , eine Knotenfolge und es seien vy < 1 < --- <z, € R.

1. ( Schoenberg—Whitney ) Das Interpolationsproblem
Nprd (z5) = £, 7=0,...,n, (8.6)
ist genau dann fiir alle f € R>"*! eindeutig losbar, wenn
b <2 <tjpmet, 7=0,...,n. (8.7)
2. Ist (8.7) erfiillt, dann ist die Kollokationsmatrix
NS (z; | T) : 5, k=0,...,n] (8.8)

(m, m)-bandiert und total nichtnegativ.
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Bemerkung 8.7 1. Die Bedingung (8.7), die die Knoten und die Interpolationspunkte miteinan-
der in Beziehung setzt, kann man auch anders schreiben, wenn man j durch j — m — 1
ersetzt und das Ergebnis, t;_,,, 1 < Tj_pm_1 < tj, mit (8.7) zu

Tj—m—1 <tj < zj, j=m+1,...,n, (8.9)

zusammenfasst, was gerade Bedingungen an die Lage der inneren Knoten liefert, siehe
Definition 8.1.

2. Zusammen mit (8.7) kann x; € (tk, tkrms1) aber nur dann gelten, wenn
j<k+m wund j+m<k = k—m<j<k+m
ist. Da, wie wir in Lemma 8.14 herausfinden werden, der B-Spline N (- | T') aber nur im

offenen Intervall (t,tysmi1) von Null verschieden®' ist, liefert diese Beobachtung auch
bereits die (m, m)-Bandiertheit der Kollokationsmatrix (8.8).

Bevor wir uns daran machen, uns die Splines genauer anzusehen, erst einmal ein einfaches
Beispiel, das Satz 8.6 ein bilchen illustriert.

Beispiel 8.8 Wir setzen m = 1 und betrachten eine Knotenfolge T =T, 1 =tg < -+ < tp2°%

1. Im Algorithmus von de Boor miissen wir einen Schritt berechnen, bei dem die baryzen-
trischen Koordinaten von x beziiglich des Intervalls [ty, ty, 1| verwendet werden, um dy,_,

und dj, zu kombinieren, k = 1,...,n. Damit ist aber N, rd nichts anderes als die
stiickweise lineare Funktion mit “Bruchstellen” an t,, ..., t,, die die Punkte d, ..., d,
verbindet.

2. Damit konnen wir Ny rd als

Nl,Td = Z dj le (|T)

j=0
schreiben, wobei
0 r <ty
x—t;
. —Jt- T e [tjatj-i-l]a
1 Jj+174
Nj (z|T)
’ Lita—e € [ti1,tj12]
titz—lj+1 & B tival

x > tj+2.

?1Und sogar strikt positiv!
92Es sind jetzt also alle Knoten, auch die Randknoten, einfach — aber nur um der Einfachheit willen.
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d4
do

d3

d2
d1

)

| | | | | | |
[ I I I I I |

0 tl t2 t3 t4 t5 6
Abbildung 8.3: Die lineare Splinekurve (Ordnung m = 1).

3. Was bedeutet nun die Schoenberg—Whitney—Bedingung (8.7)? Zuerst einmal muf3 der In-

terpolationspunkt x; im offenen Intervall [t;,t;,2], also im Triger von N, liegen. Das
garantiert also schon einmal, daf} aller Basisfunktionen beim Interpolieren mitmachen
diirfen — iibrigens, wdre das nicht der Fall, dann hdtte die Kollookationsmatrix eine Nul-
lzeile, wdire nicht invertierbar und damit das Interpolationsproblem unlosbar.

Umgekehrt garantiert (8.7) aber auch, daf} in jedem Knotenintervall hochstens zwei In-
terpolationspunkte liegen — sehr verniinftig, denn durch zwei Punkte ldfit sich gerade
noch eine Gerade legen. Drei oder mehr Interpolationspunkte in einem Knotenintervall
ergdben im allgemeinen wieder ein unlosbares Interpolationsproblem.

Liegen auflerdem zwei Punkte im Inneren eines Knotenintervalls, dann darf in den be-
nachbarten Intervallen nur jeweils ein Knoten liegen, ldgen ndmlich in zwei benachbarten
Intervallen zwei Interpolationspunkte, dann ist es einfach, die Interpolationsbedingun-
gen an diesen Punktpaaren so festzulegen, daf3 sich die beiden Streckenziige nicht in dem
dazwischenliegenden Knoten schneiden — und damit ist dann auch der Spline futsch.

. Insbesondere liefert (8.7) aber auch, daf} le héchstens an x;_1, xj und x;,, einen von

Null verschiedenen Wert hat (und wenn verschieden, dann > 0). Also hat die Kolloka-
tionsmatrix die Form

ist also (1,1)-bandiert oder tridiagonal. Die totale Positivitiit ist allerdings nicht so of-
fensichtlich.
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f I I I I I |

0 tl t2 t3 t4 t5 6
Abbildung 8.4: Die zugehorigen vier B—Splines zur Splinekurve aus Abb 8.3.

5. Es gibt noch einen besonders einfachen Fall: x; = t;,1. Dann ist die Kollokationsmatrix
sogar die (0,0)-bandierte Einheitsmatrix und d; = f j» aber so einfach ist’s halt nicht
immer.

Als Folgerung aus dem Satz von Schoenberg—Whitney kénnen wir einen besonderen Splinein-
terpolanten herleiten.

Satz 8.9 Seim = 2r+1 € Nund'T' = T, ,, eine Knotenfolge mit einfachen Knoten. Dann gibt

es zu vorgegebenen Werten f;, j = 0,...,n —m + 1, einen Spline Ny, v d, so daf3®
Nm,T d(tm-l—j) = -fj7 j:O,...,n—m+1, (810)
N¥d(t) = 0. k=r+1,...2rl=mn+1 8.11)

Ist n > m + r, dann ist dieser interpolierende Spline eindeutig.

Definition 8.10 Der** Spline, der die Bedingungen (8.10) und (8.11) erfiillt, heif3t “natiirlicher
Splineinterpolant” an den Knoten t,,, ..., t,.1.

Beweis: Nach dem Satz von Schoenberg—Whitney, Satz 8.6, ist bei einfachen Knoten das
Splineinterpolationsproblem fiir

Ty = tj-i—r—‘rl € (t]a tj+27"+1) ) j = 07 s N

eindeutig 16sbar. Dabei verwenden wir, zusétzlich zu den n +2 —m = n+ 1 — 2r Bedingungen
aus (8.10) noch Interpolationsbedingungen an den “letzten” r linken und den “ersten” r rechten

% Der Spline interpoliert als an den inneren Knoten und den innersten Randknoten.
94Fiir n > m + r ist es “der”, sonst nur “ein” ... ..



144 8 SPLINES

Randknoten; insgesamt sind ja auf jeder Seite m + 1 = 2r + 2 > r Randknoten. Seien nun

S_y,...,8, die Losungen des Interpolationsproblems, das man erhilt, wenn man zusitzlich zu
(8.10) noch

1 7 <0und k =r—j,

sj(xgp) =< 1 j>0undk=n+j—r, E=0,....tr—1,n+1,...,n+r,

0 sonst,
fordert. Alle diese Splines interpolieren an den Punkten ¢,,,...,%,+1, aber haben ein unter-
schiedliches Verhalten an den 2r zusitzlichen Punkten ¢,,1,...,¢,—1und t,,19, ..., thiri1: So
verschwindet dort, wiahrend s_1, . .., s_, jeweils an einem der linken ‘“Zusatzknoten”, sy, ..., s,

an einem der rechten ‘“Zusatzknoten” den Wert 1 annehmen, siehe Abb. 8.5.
Diese m = 2r + 1 Splines sind # 0 und linear unabhénging. Betrachten wir nun das lineare
Gleichungssystem fiira_,, . . ., a,, das gegeben ist durch

T

Zajsék)(tg)zo, k=r+1,....2r,{=m,n+1,

j=-r
dann sind dies 2r Gleichungen in den 2r + 1 Unbekannten a_,,...,a,, und es gibt immer
(mindestens) eine nichttriviale Losung a* ., ..., ay, die entweder a*, + --- 4+ ar = 0 erfiillt,

oder die man so normieren kann, daf a*, + - - - 4+ a; = 1. Auf alle Fille setzen wir

r

J— * .
S = E CLjS]

j=—r

unddafirj=0,...,n—m+1
S (tmﬂ) kZ_T Qg Sk (tj+m) fg kz_r ag,
:fj
ist s entweder eine Losung von (8.10) oder ein Losung des homogenen Problems® zu (8.10),
je nachdem, ob ) a; den Wert 1 oder 0 hat, aber erfiillt immer auch zusitzlich (8.11). Wir
haben also entweder unseren gewiinschten Spline gefunden, und die Eindeutigkeit folgt aus dem
nichsten Resultat, das auch die Namensgebung rechtfertigt, oder aber eine nichttriviale Losung
des homogenen Problems. Nach Satz 8.11 wire dann aber s+ = 0, also s ein Polynom vom
Grad r — ein Trivialfall, der nur eintreten kann, wenn wir zu wenige innere Knoten haben, also
wieder, wenn n < m + r ist. In diesem Fall existiert aber unser interpolierender natiirlicher
Spline trivialerweise: er ist der polynomiale Interpolant vom Grad n — m/! U

Fiir k € Ny und I C R definieren wir die “Energienormen”*®

) 1/2
\f|k,1=(/l O ()| d:c) . fecw.

% Also mit rechter Seite 0.
%Die allerdings nur Halbnormen sind.
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™

tfr+1] tfm-1 [n+2] tin+r+1]

s/—-11 ... sl-ri sf11 ... slr]

Abbildung 8.5: Das erweiterte Interpolationsproblem aus dem Beweis von Satz 8.9.
Auf dem unterlegten Bereich interpolieren alle Splines die vorgegebenen Werte, an den
“Zusatzpunkten” hat genau einer von ihnen den Wert 1, alle andere den Wert 0; nur sg
verschwindet an allen dufieren Punkten.

Im Spezialfall £ = 2, der, wie wir gleich sehen werden, zu m = 3 gehort, ist dies das In-
tegral iiber das Quadrat der zweiten Ableitung, eine Ndherung fiir die Biegeenergie. Daher
iibrigens auch der Name “Spline”®’: Ein Spline®® ist ein Kurvenlineal, bei dem ein mehr oder
weniger beweglicher Streifen mit Hilfe von Gewichten durch gewisse Punkte gezwungen wird,
siehe Abb. 8.6. Da der Streifen sich so legt, daB die Biegeenergie®® minimiert wird, bezeichnet

' £ Magabu
P ‘
]

* e
Abbildung 8.6: Ein “richtiger” Spline, also das Kurvenlineal. Die moderne Form beste-
ht aus einem nicht allzu flexiblen Plastikstreifen und (richtig schweren) Gewichten, die

die Interpolationspunkte fixieren. Vielen Dank an Herrn Dr. Hollenhorst vom Hochschul-
rechenzentrum der JLU Giefen, der diesen Spline freundlicherweise zur Verfiigung stellte.

97Wenn man es genau nimmt, ist also ein Spline gar kein Spline.
%Im Schiffsbau als Straklatte bezeichnet.
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man den kubischen'® Spline mit den den Randbedingungen aus Satz 8.11'°! als “natiirlichen
Spline”, weil er das “natiirliche” Objekt “Spline” simuliert. Dabei ensteht die “Natiirlichkeit”
aus den Randbedingungen (8.11) fiir m = 3, also r = 1, also aus

Ny d(ty) = NJ 7 d(tnpr) =0 (8.12)

am ersten und letzten Interpolationspunkt, sieche Abb. 8.7. Hierbei kann man (8.12) so inter-

Abbildung 8.7: Die natiirliche Randbedingung des kubischen Splines: Rechts vom letzten
Knoten und damit Interpolationspunkt werden auf das Lineal keine Biegekrifte mehr aus-
geiibt und es nimmt den energieminimalen linearen Verlauf an.

pretieren, daf links von ¢,,, und rechts von ¢, die Kurve N, r linear fortgesetzt werden soll,
was auch genau das ist, was ein elastisches Material wie der Plastikstreifen tun wird, wenn keine
weiteren Anstrengungen unternommen werden, ihn zu biegen.

Satz 8.11 (Minimalititseigenschaften) Es sei m = 2r +1 € Nund T' = T, ,, eine einfache
Knotenfolge. Fiir f € C"™(I) sei Sy = N, v d ein Spline, der (8.10) und (8.11) erfiillt. Dann

st
|Sf|r+1,1 < |f|r+1,j (8.13)

Beweis: Wir beginnen mit

=51, = [ (1@ = (5 @) da

%Und die entspricht dem Quadratintegral iiber die zweite Ableitung, solange die Kriimmung im Vergleich zur
Ableitung klein ist.

100Zyeite Ableitung!

101Dje gerade fiir die Minimalitiit sorgen werden.
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= / (FC D @) — 27D @) (@) + (59 (1)) d

= =2 [ (1@ = (507 @) (5 @) de = ISy (514

Fiir j = m, ..., n verwendet man partielle Integration, um zu zeigen, dafl

tj1

/ (f(’"*l)(x) _ S](CTH)(x)) SJ(CTH)(x) dx

tj

ti+1
r r tj+1 r r r
= (M@ -5P@) sy = [ (1) - 5P @) 57 @) da
tj
i -1 (r=1) (r=10) (r+i+1) tj+1
= YT (@) = 7 @)) ST @)
1=0 /
tj+1
(=1 / (f“—“(x)—s}“k)(x)) STt (@) dr, k=11
—_———
L =ofiirk=r

tir1
9

= Z(—l)’”_l (f(r—l)(x) _ S}(f*l)(x)> Sj(cr+l+l)(x)

=0

i
Summation iiber j = m, ..., n liefert dann, daB3'*?

/(f(r-&-l)(x) _ S}TH)(:I:)) SJ(:T+1)(93) du

1
tn+l

= 0.

r

= Z(_Dr—l (f(r—l)(x) _ Sf:“”(:):)) S}r+l+1)(x)

=0

tm
Beachte: Der Term fiir [ = r verschwindet, weil S; die Funktion f an den Stellen ¢,,, %,

interpoliert, die Terme fiir [ = 0, ..., — 1 hingegen wegen (8.11). Einsetzen in (8.14) liefert
schlieBlich

|Sf’z+1,l = |f|72~+1,1 —|f - Sf‘?q—l,] < \f|3+1,1-
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn f — Sy € II,.
Das zeigt auch die Eindeutigkeit des natiirlichen Splineinterpolanten wenn n > m + r: Ist f
irgendeine andere Minimallosung des Interpolationsproblems, dann ist f — .Sy € II,, muf} aber
an mindestens r + 1 Stellen (den Interpolationspunkten) verschwinden. Also ist f = Sy. U

Ubung 8.1 Was sind die kleinsten Zahlen p, ¢, so daB die Kollokationsmatrix zum natiirliche
Splineinterpolant der Ordnung m = 2r + 1 eine (p, ¢)-bandierte Matrix ist. O

Bei de Boor findet man zu diesem Thema die folgende Aussage:

12Dje Werte an den inneren Knoten tauchen stets zweimal, aber mit unterschiedlichen Vorzeichen auf.



148 8 SPLINES

Die Extremaleigenschaft des interpolierenden Splines wird hiufig fiir die groBe
praktische Niitzlichkeit der Splines verantwortlich gemacht. Dies ist jedoch glatter
“Volksbetrug” . . ..

8.3 Eigenschaften der B-Splines

Bevor wir uns mit B-Splines befassen, sehen wir uns in Abb. 8.8 erst einmal ein paar davon an.

L]

Abbildung 8.8: Eine kleine Kollektion kubischer B—Splines (mm = 3) mit vierfachen Rand-
knoten. In linken Bild sind die inneren Knoten gleichverteilt, im rechten Bild in der linken
Hilfte konzentriert.

Das erste wichtige Resultat ist eine Rekursionsformel fiir B—Splines, mit deren Hilfe man
B-Splines der Ordnung m aus B—Splines der Ordnung m — 1 berechnen kann. Diese Formel
geht auf Carl de Boor zuriick.

Satz 8.12 (Rekursionsformel fiir B-Splines) Sei T" = T, ,, eine Knotenfolge.

1. Die B-Splines der Ordnung 0 haben die Form

1 x € [tj,tit1) :
0 _ _ Jrvg+1) —
N; (2|T) = Xit; 400 (T) = { 0 vl t), j=0,...,n+m. (8.15)
2. Fiirt > 1 gilt
NE(@T) = g (2|) NI (@|T) + uo (x]15,,) Niit (2]T), (8.16)

7=0,....,n4+m— /.

Bemerkung 8.13
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1. In den Ausdriicken Nf (+|T) sollte man T = T,,,, als T = Ty nym—e auffassen. Und
damit gibt es eben auch nicht n sondern n + m — { B-Splines der Ordnung { zu einer
vorgegebenen Knotenfolge T' = T, ,.

2. Explizit geschrieben lautet (8.16)

_fl___i_jvffl(aﬂjy +___1i£il__jf_]v€;%(aﬂjh)7 (8.17)

N (z|T) =
i (elT) tive =t 7 tivers —tjpn ’

7=0,...,n4+m— /.

3. Die Formel (8.17) ist fiir { + 1—fache Knoten nicht definiert — kein Wunder, da dann auch
der Spline N f’l oder N f;ll nicht mehr verniinftig definiert ist'. In diesem Fall liif3t man
den entsprechenden Term in (8.17) einfach wegfallen.

Lemma 8.14 Die B—Splines sind nichtnegative Funktionen mit kompaktem Triger. Genauer:
N]m ($|T) >0, =€ (tj7tj+m+1); und N]m <1'|T) =0, =z g [tjytj—l—m—l—l] . (8.18)

Beweis: Wir erinnern uns, daB zur Bestimmung des Wertes an der Stelle x € [t,,¢,,1) gerade
die Kontrollpunkte d,_,, . .., d, verwendet werden. Um N}" (z|T') # 0 zu erhalten, muf3 also
je{r—m,...,r}oderebenr € {j,...,j + m} gelten. Damit verschwindet der B-Spline
N7 (z|T) auBerhalb von [t;, ¢, 1] Gilt andererseits x € (¢,,t,1) undistr € {j,...,j+m},
dann sind wegen

tivtivm_ , J=r—m-+k,. ..,
() € { (o) g

alle baryzentrischen Koordinaten in (8.3) strikt positiv und damit ist auch
di(z) = ug (x| I]") di_y () +uy (z|1]") ) (x) = uy (z|I*) >0
dj—1=0 dj=1
=d;_,= =d;=

sowie
dj i (x) = u (z|I7%) d)(x) +uy (2] I]}) di(x) =g (z|I]%) > 0.
d;=1 d;1=0
=d;= =djt1=

Mit demselben Argument!*

ergibt sich dann, daf
di(z) >0, k=3j,....5+4

Also ist auch NJ* (2|T) = d;"(x) > 0,dar € {j,...,j +m}. O

103Genauer: Der Spline wiire, wie wir gleich sehen werden, nur auf der leeren Menge von Null verschieden.
1%Man ersetzt d} (x) durch d™ (x)
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Lemma 8.15 Die B-Splines bilden eine nichtnegative Teilung der Eins, d.h.

S ON(IT) = 1. (8.19)
=0
Beweis: Istdy = --- = d,, = 1, also d)(x) = 1, k = 0,...,n, dann ist, nach (8.4) und

Induktion iiber 7,
di(x) = o (2L di7) (2) +ua (2 L) 7 ()
= (m|I,T_j+1) + Uy (x|],7€n_j+1) =1, k=3j,...,m.
O

Beweis von Satz 8.12: Nach Lemma 8.14 haben die B-Splines N} (-|T'), j = 0,...,n+m, als
Trdger das Intervall [¢;,¢,,1), insbesondere sind also die Triger der verschiedenen B—Splines
disjunkt und Lemma 8.15 liefert (8.15).

Um NJ"* (-|T) mit Hilfe der B-Splines der Ordnung mn — 1 ausdriicken zu konnen, benutzen wir
die Zwischenpunkte d}(a:), j=1,...,n,aus (8.4) und schreiben

Ny, rd(z Zd N (2]T) = Zdl ) N7t (2| T) . (8.20)

Ist insbesondere d; = 0, dann ist, nach (8.3)

uy (x| I}") j =k,
di(x) = ug («|I]") dj—y +uy (x|1") dj = < ug (x| I) j=k+1, (8.21)
0 sonst.
Setzt man (8.21) in (8.20) ein, dann ergibt sich
N (2|T) = uy (z|I*) NP (@] T) + uo (@] I],) N (2]T) . (8.22)

8.4 Der Splineraum

Das “B” bei den B—Splines kommt natiirlich nicht von ungeféhr: die B—Splines bilden eine
Basis eines bestimmten Raums von stiickweise polynomialen Funktionen.

Definition 8.16 Zu m € N und einer Knotenfolge T' = T,,, ,, ist der Splineraum S,,,(1") definiert
als Menge aller

1. stiickweisen Polynome'®

fe€S,(T) — f\(tﬁtm) ell,, j=m,...,n, (8.23)

105Nicht vergessen: Eingschriinkt auf die leere Menge hat jede Funktion jede Eigenschaft, deswegen — vorsicht-
shalber — die offenen Intervalle.
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2. die an einem pi—fachen Knoten t;, t;_ < t; = --- = tj;,1 < tji,, differenzierbar von
der Ordnung m — | sind:

f € Sm<T) — f e CcmH (tj—btj-‘ru) . (8.24)

Offensichtlich ist S,,(7) ein Vektorraum, das heiBt,
fr9 € Sn(T) — af +Bg €Snu(T), o,BeR

Satz 8.17 (Curry-Schoenberg) Fiir jedes m € N und jede Knotenfolge T' = T, ,, sind die
B-Splines N7 (+|T') eine Basis von S,,(T).

Fiir diesen Satz ist mehr zu beweisen, als man zuerst denken mag: zwar folgt (8.23) sofort
aus dem Algorithmus von de Boor, aber wir miissen trotzdem noch zeigen, daf3 die B—Splines
linear unabhdngig sind, die gewiinschten Differenzierbarkeitseigenschaften haben und daf} die
Dimension von S,,(7") tatsdchlich n + 1 ist. Es gibt einen sehr schonen Beweis von Satz 8.17,
bei dem man die Kontrollpunkte zu einer stiickweise polynomialen Kurve direkt angeben kann,
aber dieser beruht auf dem sogenannten “Blossoming Principle” und ist eher etwas fiir eine
Spezialvorlesung!®. Hier wollen wir den direkten Weg gehen. Dafiir miissen wir aber eine
zusitzliche Annahme machen, indem wir fordern, daf}

tn <tmer und  tp < tair, (8.25)

daB also kein Randknoten als innerer Knoten auftritt'%’. Dies ist insbesondere fiir (m + 1)—fache
Randknoten der Fall.

Eine sehr hilfreich Aussage, die uns mit ein biBchen Rechenarbeit konfrontieren wird, ist
eine Formel fiir die Ableitung eines B—Splines.

Lemma 8.18 Sei m € Nund T' = T, ,, eine Knotenfolge. Dann ist, fiir v € R\ T,

d . m o m
NP () = NP () -

- N (x|T =0,...,n.
dx J thrm t] ('T‘ )7 ] ) an

tiomet — g1 T
(8.26)
Ist ¢; oder ¢;,; ein Knoten der Vielfachheit m + 1, dann macht (8.26) zuerst einmal keinen
Sinn. Allerdings ist in diesem Fall auch das Trédgerintervall des betreffenden B—Splines V. jm_l
oder NV }7}51 auch eine einpunktige Teilmenge von 7', was die Division durch 0 wieder kompen-
siert.
Beweis: Induktion iiber m, wobei der Fall m = 1 sich sehr einfach “von Hand” iiberpriifen
lisst. Da N" auf jeder offenen und konvexen Teilmenge U C R\ T"'% ein Polynom ist, konnen

1061¢ider . . .
107K lingt irgendwo plausibel.
108Wir bleiben also immmer in einem der “Stiickchen”, in die T die relle Achse zerlegt.
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wir immer und iiberall nach Herzenslust differenzieren. Unter Verwendung von (8.17) ergibt
sich dann

(37 1)) @

_ (% (t-—_thjml (|T) + L = me <~|T))> ()

j+m — tj tjtm+1 — L+
1 1
= —— N™'Y(T) - Nt (T
xr — tj d

t; —x d
—— (N (T ottt T8 2 (N (|T)) (2). (8:27
T (9T D) (@) 4 Rt (NI (D) (2): 8.27)

Unter Verwendung der Induktionshypothese und mit (8.17) ergeben sich dann
T — tj d
thrm — tj dx

T m—1 N2 ([T —
Ligm —t; \ ¢ 7

(N7 (D) (@)

m—1

NI (alT))

j+m—1 — 1j Ljtm — i1

m—1 T —1 9 Livm — 9
= N2 (2|T) + ———N"7? (2|T)
titm — j \(tj#ml —t; 7 tivm — Tj11 g+ ;

=N («|T)

m—1 tiim — T T —t;
_ ( J+ + J ) erri;2 <$|T)
tivm =t \tjrm —tje1  Ligm —tj11 /)

=(tj+m—t;)/tj+m—tj+1)

m—1 m—1

= —— N (@|T) - N™2 (2] T) (8.28)
bjvm — 1 j4m — iy
und
tiymyr —x d 4
ittt T @ armet (7)) (o
tj+m+1 _ tj-i-l dx ( J+1 ( | )) ( )
litm+1 — X ( m —1 m—2 m—1 m—2 >
= N’ z|T) — ——— N x|T
tibmtt = tie1 \Ejem — tir1 T ) tivmir = Lo 07 (x[T)

B S S
titmst = bt \bjm =1 tjem — L) T

(. J/

~
=tj+m+1—tj+1)/(j+m—tj+1)

—1 —t; Eivmal — -
. m <tm g1 Nm2($|T)—|—leNﬁ22(x|T))

tiemerr = it \bjem =t 7 tjtmt1 = tj42
=NT (@IT)
m—1 _9 m—1 -1
= T N () - — T NP (a]T). (8.29)

titm — Tjt1 titmt1 — tit
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Einsetzen von (8.28) und (8.29) in (8.27) ergibt dann

(e @)

= ﬁ%’"‘l (2|T) — mN}LI (2|T) + mmm—__ltjjv;n—l (2|T)
_#N]’if (x|T) + #Nﬁf (z|T) — #Nﬁll (|T)
- #Nﬁ“l (2|T) — ﬁf\%l (2|T),
und somit (8.26). O
Ubung 8.2 Verifizieren Sie (8.26) fiir m = 1. Was bedeutet das geometrisch? %

Damit wissen wir auch, wie die Ableitung einer Splinekurve (bis auf die Werte an den
Knoten) aussieht.

Korollar 8.19 Es sein m € Nund T = T,, ,, eine Knotenfolge. Dann ist, fiir alle v € R\ T,

d i d; —d;
—Nprdx)=mY LN (z|T), (8.30)
o (x) jzotj+m—tj i (2|T)

wobei d,, 1 = d_, = 0'.
Beweis: Mit Lemma 8.18 ist

d " <Nm1<x|:r> N;ifuT))

. mr d(z) = mZd

titm — t; tit1+m — tip

- mz “N}M(]T).

Ljvm — 1

Proposition 8.20 Sei m € N und T' = Ty, . Dann ist NJ* (-|T) € S;,(T), j = 0,...,n.

Beweis: Induktion iiber m''°. Fiir m = 0 miissen alle Knoten einfach sein (maximale Vielfach-
heit ist m 4+ 1 = 1) und die B—Splines sind stiickweise konstante Funktionen und gehéren damit
trivialerweise zu C~1(R).

Firm — 1 — m, m > 1, folgt die stiickweise Polynomialitit direkt aus dem Algorithmus von
de Boor, wir brauchen uns also nur noch um die Differenzierbarkeit zu kiimmern. An einem

19Und wieder N7~ (2|T) / (tj4m — t;) = 0.
10wWie soll man Rekursionsformeln auch sonst ausnutzen?
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m + l-fachen Knoten liefert uns ja bereits der de—-Boor—Algorithmus die Unstetigkeit: Der
Spline muR an dieser Stelle den Wert 1 und 0 haben. Hat hingegen ein Knoten ¢ € (¢;,¢;4,41)""!
die Vielfachheit 1 < m, dann konnen wir in einem offenen Intervall U mit U N T = {t}
differenzieren und die Ableitungsfunktion ist nach (8.26) wohldefiniert (auch an der Stelle ¢)
und in U nach Induktionsvoraussetzung (m — 1 — p)-mal stetig differenzierbar. Also ist NT* in
U (m — p)—mal stetig differenzierbar. U

Lemma 8.21 Seim € Nund T, , eine Knotenfolge. Dann sind die B-Splines NI (-|T) linear
unabhdngig.

Beweis: Induktion iiber m. Der Fall m = 0 ist trivial, da die B—Splines alle disjunkten Tréager
haben. Fiir den Schlufl m — m + 1 nehmen wir an, kein Knoten hétte Vielfachheit m + 1 und

es gibe einen Knotenvektord = (d; : j = 0,...,n), so da
0=Nprd=>Y dj NJ'(|T). (8.31)
=0

Ableitung beider Seiten liefert fiir alle z € R \ T, daB

d i —d
0= —Nprd=m}) L—2N"1(T).
dx T jZO tj—i—m - tj J

Nach Proposition 8.20 ist die rechte Seite stetig!!?

schlieBlich d; = d;_, sein, also

und nach der Induktionshypothese muf}

Ozdozdl:dgz"‘:dn:dnJrl:O.
u

Ubung 8.3 Ergiinzen Sie den Beweis von Lemma 8.21 um den Fall (m + 1)—facher Knoten.
(Hinweis: Jeder (m + 1)-facher innerer Knoten zerlegt die Splinekurven in Teilkurven, und
man kann alles auf den Fall (m + 1)—facher Randknoten zuriickfiihren)

Lemma 8.22 Fiir m € Ny und eine Knotenfolge T" = T,,, , ist
dim S,,(T) =n+ 1.

Beweis: Auf dem, nach (8.25) nichtleeren Intervall I,,, = (¢,,,t,,11) definieren wir ein be-
liebiges Polynom p,,,. Sei nun ¢,,, 11 = typq42 = -+ =ty < Lngps €in Knoten der Vielfach-
heit 4. Wir betrachten ein Polynom p,,, 11 auf (¢,,41, t4,+1) und schreiben es als

m

Q. .
Pm+1 = Z J_jl ($ - tm+1>J .

j=0

"' Also im Inneren des Tégers des B-Splines N/ (-|T').
"2Wir haben keine (m + 1)-fachen Knoten mehr.
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Die Differenzierbarkeitsbedingungen sind nun

B () = s () = g0 3= 0, — g

Also hat der Raum aller stiickweisen Polynome mit der geforderten Differenzierbarkeit auf den
erstem beiden Intervallen die Dimension m+ 1+ — die vollen m—+1 Freiheitsgrade von p,, und
die p noch freien Parameter von p,,;. Hat nun ¢,,, 1 seinerseits Vielfachheit v, so kommen
weitere v freie Parameter hinzu und so weiter. Wir haben also fiir die Knotenfolge

TZ = {tma cee atm+€+1} y tm < thrla tm+€ < tm+€+1a

(plus geeignete Randknoten), daB dim S,,, (7;) = m + ¢ + 1. Fiir £ = n — m folgt dann die
Behauptung. U

Beweis von Satz 8.17: Der Beweis ist jetzt ein einfaches Spiel mit den schon bewiesenen
Bauklotzen: Nach Proposition 8.20 ist

span {NJ" (:|T) : j=0,...,n} CSy(T),

aber da wegen der linearen Unabhingigkeit der B—Splines (Lemma 8.21) und wegen Lem-
ma 8.22 die Dimension der beiden Vektorraume jeweils n+-1 ist, miissen sie halt auch iibereinstimmen.
O

8.5 Knoteneinfligen
Definition 8.23 Eine Knotenfolge T* =T, .~ heif3t Verfeinerung von T' = T, ,,, falls

Lot =to, ... t5 =t

* _ * j—
2. tn*+1 — tn_l’_l, oo 7tn*+m+1 — tn+m+1,

3.esgibtt:{m+1,....,n—1} = {m+1,...,n" — 1} monoton steigend, so daf t*
tj,jzm—l—l,...,n—l.

7(5)

Formal schreiben wir das als T C T*.'13

Da Polynome unendlich oft differenzierbar sind, insbesondere an “zusitzlichen” Knoten, ist
Sm (T) C S, (T*), wann immer 7" C T*. Anders gesagt, fiir jeden Vektor d = (dy, ..., d,)
gibt es einen Vektor d* = (dy, ..., d.), so daB

Npr d = Zd N (|T) = Zd* N (-|T*) = Ny d*. (8.32)
7=0
€ Son(T) € S (T)

3Dje obigen Bedingungen bedeuten eine “C”-Relation, die Vielfachheiten beriicksichtigt.
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Die Preisfrage ist natiirlich: “Wie bestimmt man d*?”. Nun, im entscheidenden Fall des Einfiigens
eines Knotens (und natiirlich 1dBt sich jede Verfeinerung einer Knotenfolge darauf zurtickfiihren,
indem man Knoten fiir Knoten einfiigt) kann man das Verfahren angeben.

Sei also, fiirein j € {m,...,n—1}

tog...gtjgt*ét]urlS"'Stn+m+l>

und
tk k:Oa"'7j7
T"={ty :k=0,....n+m~+2}, tp=4 ¢t k=j+1,
te—1 k=7+2,...,n4+m+ 2.

(8.33)

Der folgende Satz wird normalerweise Boehm!!'* zugeschrieben, alternativ spricht man beim

Knoteneinfiigen auch gerne vom Oslo—Algorithmus'".

Satz 8.24 (Knoteneinfiigen) Seil™ eine Verfeinerung der Knotenfolge I' = T, , gemdif3 (8.33).
Dann ergibt sich das Kontrollpolygon d* als

dk, k:(),...,j—m,
dp = uo (1) di—1 + wy (| 1}") dy, k=j—m+1,...,7, (8.34)
d,_q, k‘:j—i-l,,n—i—l
o000 (O 0000 L S = B 2 J@F X X

Abbildung 8.9: Zwei Beispiele fiir Knoteneinfiigen bei kubischen Splines, m = 3.

Beweis: Ubungsaufgaben. U

Ubung 8.4 Beweisen Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen:

[0, ..., 2] (fg) = Z[xo,...,xj]f [Tj,..., %] 9. (8.35)

14Wer ihn nicht kennt, hat auch nicht so viel verpasst.
15Das Gebiet ist noch jung genug, um Priorititenkonflikte zu erlauben.
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Ubung 8.5 Die abgebrochene Potenz (- — y)'y ist definiert als

n { 07 ajéya

($ - y) ) r>y.
Zeigen Sie: Zu einer Kontenfolge T' = T}, ,, ergibt sich der j—te B—Spline als

N;”(x]T):[tj,...,thrmH] (—SL’)T, j:(),...,n,

Hinweis: Verwenden Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen, (8.35), um nachzuweisen,
daf die rechte Seite des obigen Ausdrucks die Rekursionsformel fiir B-Splines erfiillt.

Ubung 8.6 Es sei T die Knotenfolge, die entsteht, wenn der Knotent; < t* < t;,,inT = T, ,
eingefiigt wird. Zeigen Sie, daf} dann

NP (T, k=0,....5—m,
NP CT) = wa (E[T) N CIT™) + uo (877 Nty (1T7) k=j—m+1,...,7]
N ([T, k=j+1,....n,

mit J;" = [t}, ;] und folgern Sie daraus die Formel zum Knoteneinfiigen.
Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des B—Splines als dividierte Differenz von abgebroch-
enen Potenzen.

8.6 Die Schoenberg—Whitney—Bedingung

So, jetzt machen wir uns also an den Beweis des Interpolationssatzes von Schoenberg und
Whitney, also Teil 1 von Satz 8.6. Dazu bezeichnen wir mit

N (Z|T) =[N (z;]T) : 5,k=0,...,n]
die Kollokationsmatrix des Interpolationsproblems, das dann die Form
N (Z|T)d=§f

annimmt und genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn det N,,, (2" | T')) # 0. Eine Richtung von
Satz 8.6 ist jetzt recht einfach.

Proposition 8.25 Sei m € Ny und T' = T, ,, eine Knotenfolge. Ist das Spline—Interpolations-
problem an Stellen x, . .., x, immer eindeutig losbar, so istt; < x; < tjimi1, 7 =0,...,n

Beweis: Nehmen wir an, es gébe ein 7, so dal die Schoenberg—Whitney—Bedingung (8.7), also
tj < xj < tjims1, verletzt ist. Dann ist entweder x; < ¢; oder x; > t;4,,+1. Im ersten Fall gilt,
da der Tréger von N;" (-|T") das Intervall [ty, tx1m+1] ist, die Beziehung

N (z4]T) =0, k=j,...,n,
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also haben die ersten j 4 1 Zeilen der Kollokationsmatrix die Form

N()(ZB()|T) Nj_1($0|T) 0 ... 0

No(2|T) - Nji(x,T) 0 ... 0
und sind damit linear abhingig, also ist det N, (:Z°|1") = 0. Im anderen Fall, x; > ¢,,,41, ist
N (z;]T) = 0, k=0,...,7,
und, da z; < 7, j < [, gilt natiirlich auch
NP (@|T) =0, k=0,....5,l=7,...,n.

Damit haben die ersten j + 1 Spalten von N,, (27|T") die Form

Ng* (wo|T) ... N (xo|T) 7
N (@j|T) ... Nj*(zja|T)
0 e 0 ’
| 0 e 0 i
sind also ebenfalls linear abhiingig. U

Bemerkung 8.26 Die Idee dieses Beweises lif3it sich auf eine viel allgemeinere Situation an-
wenden. Sieht man ndamlich mal genau hin, dann haben wir nur ausgenutzt, dafs die B-Splines
einen wohldefinierten kompakten Triger haben, und sonst nichts.

Die Umkehrung ist etwas aufwendiger, gibt aber gleichzeitig auch mehr Information iiber
Eigenschaften der Splinefunktionen.

Definition 8.27 Seid = (dy, ..., d,) € R""1.11 Eine Teilmenge > = {04, ...,01} C {0,...,n}
heif3t Signatur beziiglich d, falls

dy,ds,, , <0, [=0,....k—1 (8.36)

Ol+1

Mit 3(d) bezeichnen wir die Menge aller Signaturen fiir d und definieren die Anzahl der echten
Vorzeichenwechsel von d, in Zeichen S(d), als

— 5.
S(d) Jnax #

Wir zeigen zuerst, daBl die Zahl der Vorzeichenwechsel durch Knoteneinfiigen nicht vergroBert
wird.
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N

N /
N /
N /

N /

D /

N ’

N
V

Abbildung 8.10: Die Beweisidee von Lemma 8.28. Die Variation des gestrichelten Poly-
gons auf der rechten Seite, also S (d*), ist kleiner als die Variation des durchgezoge-
nen Polygons (es werden ja zusitzliche Ecken dazwischengeschoben) mit schwarzen und
weillen Ecken, bei dem man wiederum die schwarzen “Ecken” vergessen kann, weil sie auf
Verbindungsgeraden liegen.

Lemma 8.28 Ist T* eine Verfeinerung von T = T, ,, und ist d* € R™"™" der durch Knotene-
infiigen aus d enstandene Koeffizientenvektor, dann gilt

S(d*) < S (d).

Beweis: Es geniigt natiirlich, sich auf Verfeinerungen zu beschrinken, die nur einen Knoten
einfligen, allgemeine Verfeinerungen ergeben sich durch Iteration. Sei also

tog"'gtjgt*Stj+1§"'§tn+m+1

und 7% = T'U {t*}. Nach Satz 8.24 ergeben sich die Koeffizienten als

dk k:(),...,j—m,
dy = < g (1) dig—1 + wy (E5]1}7) dy k=j—m+1,...,7,
dk—l k:]+1,,n+1
Sei
d = (do, . ,dj_m,d;f_m+1,dj_m+1,d;f_m+2, . ,dj_l,d;f,dj,djﬂ, . ,dn).
Da dj, eine Konvexkombination von dj,_; und dj ist, k = j —m +1,..., 7, ist

S (dkflv dl:a dk) =S (dkflu dk) )
also S (d') = S (d). Andererseits ist

d = (do, ... djms iy Al dyy djyy, - dy)

» Wi
eine Teilfolge von d' und damit ist S (d*) < S (d’') = S (d). O

Definition 8.29 Ein Punkt © € R heift isolierte Nullstelle einer Funktion f € C (R) falls
f(z) = 0 und es fiir alle kompakten Intervalle I > x mit nichtleerem Inneren einen Punkty € I

gibt, so daf f(y) # 0.

16Wir betrachten jetzt also skalare Splinekurven, den Fall d = 1.
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Bemerkung 8.30 Isolierte Nullstellen miissen nicht einfach sein: f(x) = x°" hat eine 2n—
fache isolierte Nullstelle an x = 0. Umgekehrt hat die abgebrochene Potenz'!” (- — mo)i war
Jjede Menge Nulstellen, néimlich (—oo, x|, aber keine davon ist isoliert.

Lemma 8.31 Sei k > 0, T = T,,,, eine Knotenfolge und d € R™"! ein Kontrollvektor so daf3
d =0,1¢{j,...,J7+k} und so, daf3 die Splinefunktion N,, rd auf keinem Teilintervall von
I :=[tj, tj+k+m+1] verschwindet. Dann hat N,, rd hichstens k isolierte Nullstellen in 1.

Beweis: Da N,,rd|, € 11, J = [to, tg41], £ = j,...,j + k + m, kann diese Funktion nur
entweder vollstandig verschwinden oder (im Inneren) isolierte Nullstellen haben. Da der Spline
auBlerhalb von [ verschwindet, sind die Nullstellen am Rand nicht isoliert!

Nach Lemma 8.14 ist N,, rd(z) = 0, falls x ¢ 1. Sei also z* eine Nullstelle von N,, rd im
Inneren von [. Falls « ¢ T fiigen wir 2* als m—fachen Knoten in die Knotenfolge 7" ein, falls x
mit einem p—fachen Knoten (1 < m) iibereinstimmt, dann erhéhen wir dessen Vielfachheit auf
m. Dies liefert eine Knotenfolge 7™ mit zugehorigem Kontrollvektor d*. Nun ist aber

Hlrel°: Nyrdz) =0t =#{x eI Nyprdi(z)=0} < S(d) < S(d)< k.

AuBerdem kann eine isolierte Nullstelle durch Knoteneinfiigen offensichtlich nur dann entste-
hen, wenn vorher ein Vorzeichenwechsel da war. O

Beweis von Satz 8.6, “<”: Nehmen wir an, es gibe einen Vektor 0 # d € R""!, so daB
Ny, (Z'|T) d = 0, das heifit, daB N,,, 7 (z;|7T") = O,j =0,...,n. Istnunfiireinj € {m,...,n}

0= Nprdl, = Z de NI (T,

k=j—m
dann ist nach dem Algorithmus von de Boor
dj_m:~~~:dj:0
und N, rd zerfillt in
j—m—1
Ny = Z AN (-|T) + Z AN (-|T),
k 741
;?1 —1f2

die die disjunkten Triger [to,?;] und [t;i1,t,4+m+1] haben. Auf diese Art und Weise konnen
wir alle Teilintervalle, auf denen der Spline identisch verschwindet, entfernen und schlieBlich
annehmen, dafl wir nur noch isolierte Nullstellen haben: Gibe es ndmlich ein nichttriviales
Teilintervall von irgendeinem /;, auf dem der Spline verschwindet, dann miifte er, da er ja auf
I; ein Polynom ist, auf ganz /; verschwinden.

Also konnen wir einen Kontrollvektor d finden, so da N, (Z°|T) d = 0, und es j und k
gibt, sodaB d; = 0,1 & {j,...,7 + k} und N,, rd hat im offenen Intervall (¢;, ¢, j4m+1) nUr

isolierte Nullstellen. Nun liegen aber in diesem Intervall die Interpolationspunkte x;, ...,z 1,
also miiite IV, rd dort k 4 1 isolierte Nullstellen haben, was aber Lemma 8.31 widerspricht.
Also ist die Matrix N,, (£ | T') nichtsinguldr. O

17Bei de Boor: “Stutzfunktion” — klingt auch nicht besser.
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8.7 Totale Nichtnegativitat der Kollokationsmatrix

Beweis von Satz 8.6, 2: Sei ¢; ein Knoten der Vielfachheit < m und ¢; < ¢t* < t,,. Nach
Satz 8.24 ist dann fiir die durch Einfiigen von ¢* entstandene Knotenfolge 7™

n+1
N (IT) = N (-1T7) (8.37)
=0
wobei
5l€€ 6207...,k_m,
Qe =< ug (I]") Opo—1 4wy (TI]") O l=k—m+1,...k,
Ok 0—1 {=k+1,...,n+1.
Insbesondere gilt''8, da
ape #0 = te{k,k+1}. (8.38)

Wir setzen
2 ={x; : iel}, ICH{0,...,n},

und definieren die Spaltenvektoren
NI (27|T) == [N/ (a;|T) - i € 1], j=0,...,n, 1CH{0,...,n}.
Dannist, fir I, .J C {0,...,n}, #I = #J = k,'°

det N,,, (Z°|T) (I, J) = det [N* (23|T) : j € J]
= det [N (21|T),N" (2:|T) - j € I\ {j1}]

n+1

= det | Y aj o N (Z5|T*) , N7 (23T 5 € T\ {in}
l1=0

n+1

= > e det [N (25|T) NP (231T) < j € T\ {jr}]
£1=0
n+1 n+1

= Z Qjy oy - Z Qo det [N (20| T™) cr = b, .o U]
01=0 £,=0
n+1 n+1

= Z-~~Zo¢jl,gl'--ozjhgkdetNm(%\T*)(I,{fl,...,ék}).
£1=0 £=0

"8 Wegen der beteiligten dy, ¢ und & 1.
"9Zur Erinnerung: N,,, (£2°|T) ist die Kollokationsmatrix und fiir eine Matrix A bezeichnet A(I, J) die Teilma-
trix, die durch die mit I bzw. J indizierten Zeilen bzw. Spalten gebildet wird.
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Da, nach (8.38), ), ,, = O falls ¢, & {j,, j-+1},und da'*® j; < --- < ji, miissen die Elemente
jeder Indexmenge L = {/1,...,{;} in der obigen Summe auf alle Fille die Bedingung ¢; <
-« < {, erfiillen. Tritt aber irgendwo Gleichheit ein, d.h. ist /. = /,., 1, dann enthilt die Matrix
N (Z'|T*) (I, L) zwei identische Spalten und damit ist die Determinante gleich Null. Damit
lduft die Summe iiber alle /1 < - -+ < {4, also tiber alle L C {0, ..., n+ 1}'*! mit #L = k. Mit
anderen Worten, fiir

k
a(/,L):=[Jeje, =0,  JC{0,...,n}, LCH{O,....n+1}, #J=4#L,
r=1

haben wir, daf

det Ny (Z|T) (1,J) = Y a(J,L)det N, (Z|T*) (I, L) (8.39)
#L=k

Fiigen wir nun noch einen Knoten ein, dann ergibt sich enstprechend fiir die neue Knotenfolge
T**

det N, (Z°|T)(1,J) = > o(J,L)det N, (2'|T*) (I, L)
#L=k

= Y a(J,L) Y oL, L)det N, (2T (I, L)

#L=k #L'=k

= > > a(J,L)a(L,L')det N, (Z|T™) (I,L').

#L'=k #L=k

J

-~

=:a2(J,L")

In diesem Sinne haben wir, fiir beliebiges N € N, nach Einfiigen von N Knoten'??, fiir das
resultierende 7°V*,

det N,,, (Z'|T) (I, J) = Y o (J,L) det N,,, (2|T"*) (I, L), (8.40)
#L=k
wobei

N+1

oNLy= > - > J]erLi),  Lec{0,...ontryr=1,...,N
#L,=k #Ln_ 1=k r=1
(8.41)

Wir wihlen nun 7V*!% 5o dicht, daB zwischen je zwei Interpolationspunkten x; und z; min-
destens m + 1 Knoten liegen und daher, fiir k =0, ..., n,

N (T #0 = NM@|T) =0, [(+#k

120Djes ist die kanonische Annahme, daB8 J aufsteigend numeriert ist

121 Achtung: Der Index kann jetzt auch n + 1 werden!

122gg geniigt, wenn diese Knoten einfach, also ¢t < ¢5 < --- < t}; und neu, also t; ¢ T, sind.
123Genauer, die eingefiigten Knoten.
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Also hat jede Spalte jeder der (oberen Dreiecks-) Matrizen N,, (2°|T™*) (I, L), L C {0,...,n+
N}, hochstens einen von Null verschiedenen Eintrag. Liegt wenigstens einer davon nicht auf
der Diagonale, dann ist det N,, (2'|T"*) (I, L) = 0, andernfalls ergibt sich

k
det N,,, (2'|TV*) (I, L) = [ Ni" (a5, 1T%) > 0.
r=1 >"0

Setzt man das in (8.40) und beriicksichtigt man (8.41), dann heifit das gerade, dab det N,,, (Z) (I, J) >
0. U
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Il epos marnp mavrwr

Der Krieg ist der Vater aller Dinge

Heraklit, Frag. 53

8.8 Eine kurze Geschichte der Splines

Auch wenn man gerne die Arbeiten [40, 41] von Schoenberg aus dem Jahr 1946 als die “Geburtsstunde”
der Splines bezeichnet, waren die B—Splines “wahrscheinlich Hermite und sicherlich Peano”
(Schoenberg in [42]) bekannt. Will man noch weiter in der Geschichte zuriickgehen, so kann

man sich auf die exponential Euler splines berufen, die bereits 1755 von Euler, aber natiirlich

nicht unter diesem Namen, untersucht wurden. Eine Zusammenfassung der “Ur- und Friihgeschichte”
der Splines gibt beispielsweise die Arbeit von Butzer, Schmidt und Stark [8].

Doch kehren wir wieder zuriick zu Isaac J.'** Schoenberg, einem der profiliertesten und
vielseitigsten angewandten und nicht nur angewandten Mathematiker dieses Jahrhunderts. Im
Rahmen seiner Titigkeit im War Department at Aberdeen Proving Ground wihrend des zweit-
en Weltkriegs begann er, ausgehend von Approximationsproblemen, mit der Untersuchung von
Splines. Es ist einer der wenigen positiven Aspekte des Kriegs, daB3 zur selben Zeit auch Haskell
B. Curry, ansonsten eher der Algebra und abstrakten Logik zugetan, von diesem Ansatz Ken-
ntnis bekam und ihn gemeinsam mit Schoenberg weiterentwickelte. Eine Kopie eines Briefes,
in dem Curry von diesen Entwicklungen erzéhlt, findet sich im Buch von Micchelli [25] (das
sich beispielsweise mit den Themen Subdivision, Splines mit verallgemeinerten Differenzier-
barkeitseigenschaften, multivariaten Splines und Blossoming befaflit und schon deswegen sehr
empfehlenswert ist). Trotzdem beschiftigte sich auch Schoenberg zuerst einmal lange Zeit mit
anderen Dingen, so daf} die beriihmte Arbeit von Curry und Schoenberg [12] erst mit fast
20—jdhriger Verspidtung im Jahre 1966 erschien. Einer der Griinde, warum Schoenberg seine
Resultate iiber Splines wieder “aus der Schublade” holte, war wohl die Tatsache, da} inzwis-
chen auch andere Mathematiker, allen voran Carl de Boor, die Splines entdeckt hatten und so
Schoenbergs Interesse neu weckten. Natiirlich bestand einer der Griinde fiir das aufkeimende
allgemeine Interesse an Splines im Bedarf an “guten” Typen von Kurven im Zusammenhang
mit den CAD-Systemen und den numerischen Berechnungen, die durch die Entwicklung der
Computertechnik in ganz neuen GréBenordnungen durchgefiihrt wurden. Auf der anderen Seite
waren und sind Splines auch ein wichtiges theoretisches Hilfsmittel bei der Untersuchung von
n—ten Weiten, wo sie eine wichtige Rolle als Minimallosungen bestimmter Funktionale spielen.
Inzwischen ist die Literatur zum Thema “Splines” gigantisch. Die beste, umfangreichste und
via Internet zugéngliche Bibliographie stammt von de Boor und kann beispielsweise iiber seine
WWW-Homepage http://www.cs.wisc.edu/ deboor abgerufen werden.

In den meisten “klassischen” Lehrbiichern iiber Numerische Mathematik werden Splines
(oft nur kubisch, das heifit von der Ordnung m = 3) als Losung eines Interpolationsproblems
an den einfachen Knoten t,,.1, . . .,t, eingefiihrt und beschrieben. Nicht, da} das irgendetwas

124Tacob
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schlechtes wire, denn gerade in diesem Zusammenhang zeigen die Splines ein den Polynomen
weit liberlegenes Verhalten, da sie das oftmals katastrophale Oszillationsverhalten der Interpo-
lationspolynome nicht mitmachen. Auf alle Fille hat man es aber in diesem Rahmen wegen
der einfachen Knoten stets mit Funktionen aus C™ ! zu tun. Eine Basis des zugehérigen Splin-
eraums ist dann schnell angegeben: sie besteht aus allen Polynomen vom Grad m sowie den
abgebrochenen Potenzen

(t—ti)Tz{(t_Ot") iii i=m+1,...,n—1.
Klar — diese Funktionen sind alle linear unabhéngig, stiickweise polynomial und m—1 mal stetig
differenzierbar. Damit haben wir also m + 1 Polynome und n — m — 1 abgebrochene Potenzen,
also n Basisfunktionen, und da wir, dank der B—Splines, wissen, da3 der Splineraum Dimen-
sion n hat, sind diese Funktionen ebenfalls eine Basis. Allerdings eine Basis mit Nachteilen:
die Basisfunktionen haben unendlichen Triger! Deswegen war man interessiert an einer Basis
des Splineraums dergestalt, da3 alle Basisfunktionen mdoglichst kleinen Trager haben — und das
fiihrte zu den B—Splines. DaB3 diese Funktionen dann auch noch iiber eine Rekursionsformel
verkniipft sind, wie Cox [11] und de Boor [4] zeigten, macht sie nur noch sympathischer. Zu-
dem haben die Basisfunktionen mit kompaktem Triger noch einen weiteren Vorteil, den bereits
Schoenberg weidlich ausnutzte: da zur Berechnung von IN™ (%) stets nur die m Knoten “links
von ¢t” und die m Knoten “rechts von ¢”, sowie die m + 1 zugehorigen Kontrollpunkte verwen-
det werden, gibt es iiberhaupt keine Schwierigkeiten, auch unendliche Knotenfolgen ¢;, © € Z,
mit unendlichen Kontrollpolygonen d;, ¢ € Z, zu betrachten. Und das ist mit einer Basis aus
Polynomen und abgebrochenen Potenzen nun doch etwas unschon, da hier an jedem Punkt
eine unendliche Anzahl von Basisfunktionen beitrdgt. Aber besser noch: sind die Knoten gle-
ichverteilt, also z.B. t; = i, 1 € 7Z, (das sind genau die Cardinal B—Splines von Schoenberg
[42]), dann sind die B—Splines lediglich verschobene Kopien voneinander, genauer

N™(z) = Ni*(z — 1), 1€ Z,

und man hat eigentlich nur einen B—Spline.

Aus den 70er und 80er Jahren gibt es eine Vielzahl von Arbeiten iiber Splines, die fiir einige
Zeit ein richtiges “Modethema” waren. Einen gewissen Uberblick aus unterschiedlichen Per-
spektiven und von unterschiedlichen Zugingen her bieten beispielsweise die Biicher von de
Boor [5], Schumaker [43] oder Niirnberger [28]. Auf alle Fille fand man eine Vielzahl von
Problemen und Gebieten, wo sich die Splines als mehr oder weniger niitzlich erwiesen.

Trotzdem geschah noch einmal das Wunder, dal auf einem eigentlich “abgegrasten” Feld,
das die (univariaten) Splines in den 80er Jahren mit Sicherheit waren, noch einmal zarte Bliiten
(engl. “blossoms”) sprossen. Es war iliberraschenderweise wieder de Casteljau, der zuerst auf die
Zusammenhinge mit polaren Formen aufmerksam machte [9], wenn auch in sehr schwer les-
barer Form. Die Anwendung von “Blossoming” auf Splinekurven geht wohl auf Lyle Ramshaw
[34] zuriick (siehe auch und vor allem [35]). Die Darstellung in diesem Skript folgt in groben
Ziigen [37], die ihrerseits auf einer Arbeit von Hans—Peter Seidel'® [45] basiert, welche im

125Hat nichts mit GauB—Seidel zu tun. Und so selten ist der Name “Seidel” ja nun auch wieder nicht.
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wesentlichen fiir meine Begeisterung fiir dieses Gebiet verantwortlich ist. Seidels Ziel war es
iibrigens, die neuen Einsichten, die das Blossoming gewdhrte, auch auf Flichen (generell, auf
den multivariaten Fall) zu iibertragen. Obwohl da einige Dinge ganz entschieden anders sind
als bei den Kurven, gelang es doch, Splineflachen von hochgradiger Flexibilitdt zu konstru-
ieren. Aber das ist eine andere Geschichte, die nur in einer Spezialvorlesung erzihlt werden
kann ...
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Also daf3 Rechnen ein fundament und
grundt aller Kiinste ist / Dann ohne zal
mag kein Musicus seinen Gesang / kein
Geometer sein Mensur vollbringe / auch
kein Astronomus den lauff des Himmels
erkennen.

Adam Riese [36]

Nichtlineare Gleichungen

Das Thema dieses Kapitels ist die Losung beliebiger, auch nichtlinearer Gleichungen der Form

F(z)=0, F:R"—>R" peN, 9.1)

wobei [ natiirlich gewissen Voraussetzungen zu gentigen hat, und zwar mindestens stetig, meis-
tens sogar differenzierbar sein soll. Dal} die rechte Seite von (9.1) den Wert 0 hat, ist natiirlich
keine Einschriinkung: Fiir beliebige rechte Seite G/(z) ist ja!?

F(z) = G(z) = (F—G)(z) =0.

Beispiel 9.1 Die Berechnung der Quadratwurzel einer rationalen Zahl 0 < y € Q war schon
in der griechischen Antike ein wichtiges Problem und gelost. Die dazugehorige nichtlineare
Gleichung ist

fl@)=0,  flz)=2"—y,

und kann tiber die oft als Heron—Verfahren bezeichnete Iteration

1
2@ =y, 0D = = (:c(“ + L) , keNy, 9.2)
2 z(k)

gelost werden, die'*’ sogar schon den Babyloniern bekannt war:

Das Heron—Verfahren kann auch geometrisch interpretiert werden, ndmlich als Konstruktion
flichengleicher Rechtecke, die in der Grenze ein Quadrat ergeben, dessen Seitenlinge die
gewiinschte Wurzel ist — starten kann man ja mit dem Rechteck mit den Seitenlingen y und
1. Ein Konstruktionsschritt ist in Abb. 9.1 beschrieben.

Die Durchfiihrung des “Iterationsschritts”, das heifjt die Berechnung der Seiten eines Rechtecks
aus threr Summe und der Fldche des Rechtecks, ist als babylonischer Keilschrifttext iiberliefert,

126Das setzt natiirlich voraus, daB auch G eine “gute” Funktion im Sinne eines funktionierenden numerischen
Verfahrens ist.
127Siehe z.B. [16]
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siehe [33, S. 125—127]. Laut [29] sind Keilschrifttexte wesentlich stirker algebraisch als ge-
ometrisch orientiert — ganz im Gegensatz zu den Rechenmeistern der Renaissance, siehe z.B.

[22].

Abbildung 9.1: Ein Iterationsschritt (9.2) des Heron—Verfahrens geometrisch: Konstruiere

zu vorgegebenen Seitenlidngen o und b das flichengleiche Rechteck mit den Seitenldngen

a+b 2ab
5 und 75

Eigentlich ist das alles aber noch viel einfacher mit der geometrischen Heuristik und Recht-
fertigung des Heron—Verfahrens. Wir wollen ja ein Rechteck in ein flaichengleiches Quadrat
konvertieren. Hat dieses Rechteck nun Fldche y und eine bekannte Seite der Linge =, dann hat
die andere Seite offensichtlich Lange y/x. Ist unser Rechteck kein Quadrat, dann ist x entweder
zu kurz, und damit y /2 zu lang oder x ist zu lang und y/x zu kurz. Ein besserer Wert als z liegt
also immer zwischen z und y/x und konnte somit als

x*:ozac+(l—oz)%, a € (0,1), (9.3)

geschrieben werden. Es gibt sogar ein “magisches” «, das genau das gewiinschte Quadrat liefert,
aber das zu bestimmen ist nicht einfach. Also wihlt man etwas universell passendes, nimlich
a = % und schon ist man bei der Heron—Iteration! Sollte zufillig x so gewihlt gewesen sein,
daB wir schon ein Quadrat haben, dann liefert (9.3) fiir jedes o auch dieses = zuriick — das ist
eben die Fixpunkteigenschaft.

Ubung 9.1 Zeigen Sie, daB das Heron—Verfahren immer gegen die Quadratwurzel von y kon-
vergiert. Hinweis: Bestimmen Sie die Fixpunkte der Iteration.

9.1 Terminologie

Definition 9.2 Ein iteratives Verfahren z®) € R", k € Ny, mit limy_oo 2% = x hat die
Konvergenzordnung p > 1, beziiglich des FehlermaBes'® ¢, > 0, k € N, limy_,o, £ = 0 wenn

128Normalerweise definiert durch Abschéitzungen der Form ¢, > Hx(k) — a:H
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es eine Konstante C' > 0 gibt, so daf

lim sup €k;1 =C. 9.4)
k—o00 €

Ist p = 1, so muf3 auflerdem C' < 1 sein.
Anschaulich heif3t das, da} 5, wir C ppk fiir ein 0 < p < 1 gegen Null konvergiert.

Definition 9.3 Sei X ein metrischer Raum. Ein iteratives Verfahren x® e X ke Ny, heifit
global konvergent, wenn es fiir jeden Startwert x(°) konvergiert und lokal konvergent, wenn es
eine offene Menge U C X gibt, so daf3 das Verfahren fiir alle Startwerte (%) € U konvergiert.

9.2 Das Bisektionsverfahren

Das einfachste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist das Bisektionsverfahren, oder Ein-
schlufiverfahren, das eine Nullstelle mit beliebiger Genauigkeit ermittelt, vorausgesetzt, man
kennt Stellen, an der die Funktion einen positiven und einen negativen Wert hat. Sind also z(*)
und y© so, daB'?

dann setzen wir, fiir £ € N,

2
(k)
(k+1) _ x f(z) >0,
T { p £(2) <0, 9.5)
) — { z f(z) >0,
y*) f(z) <0.

Ist zufillig f(z) = 0, dann haben wir ohnehin die Nullstelle gefunden.
Satz 9.4 Ist f € Cla,b] und sind 9,y € [a,b] so daf3

fE9) <0, fH9) >0,

dann konvergieren die Folgen ©*) y® L € Ny, definiert durch (9.5) von linearer Ordnung
gegen eine Nullstelle x von f.

Bemerkung 9.5 (Bisektionsverfahren)

1. Der grofse Vorteil des Bisektionsverfahrens ist seine Einfachheit: Es ist fast schon trivial
zu programmieren und verlangt auch keine grofien mathematischen Fdhigkeiten, was es
besonders populdr macht.

129%Wire f an einer der beiden Stellen = 0, dann kénnen wir uns das Verfahren sparen!
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S

%# Bisekt.m

%# Bisektionsverfahren
%# Daten:

S f Funktione

S# X Startwert - £ (x)
S# y Startwert - f(y)
S# t Toleranz

< 0
> 0

function xx = Bisekt( f,x,vy,t )
while norm( x —y ) > t
z = .5 % (x +vy);
fz = feval( £,z );

if fz > 0O
Y = Z;
else
X = z;
end
end
XX = X;
%$endfunction

Programm 9.1 Bisekt .m: Das Bisektionsverfahren.
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2. Die Konvergenzaussage gilt'>® nicht nur fiir Intervalle, sondern fiir beliebige konvexe

metrische Riume, also insbesondere fiir Funktionen f € C' (R").

3. Man kann sogar zeigen, daf fiir die Nullstellensuche bei beliebigen stetigen Funktionen
das Bisektionsverfahren optimal ist — es gibt keine bessere Konvergenzrate. Allerdings
liegt das nicht daran, daf3 das Bisektionsverfahren so genial ist, sondern daran, daf3 die
stetigen Funktionen so eine grofie Klasse bilden und dafs man fiir “bessere” Verfahren
immer eine hinreichend pathologische stetige Funktion finden kann, bei der Bisektion
dann doch wieder besser abschneidet.

4. Der hauptsdchliche Nachteil ist die relativ langsame, “nur” lineare Konvergenz, die im
wesentlichen unabhingig von der Funktion ist. Auf der anderen Seite ist diese “Un-
abhdangigkeit” aber auch genau der Grund, warum das Bisektionsverfahren optimal auf
der Klasse der stetigen Funktionen ist.

5. Auflerdem muf3 man zuerst einmal ein Intervall finden, in dem ein Vorzeichenwechsel stat-
tfindet. Sind in diesem Intervall dann mehrere Nullstellen, wird es schwer, vorherzusagen,
welche Nullstelle gefunden wird.

Beweis von Satz 9.4: Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, daB z(© < y(© ist'3!, und
halten fest, dall das Bisekstionsverfahren ausgehend von ag = 2 und by = y(o)

e entweder Intervalle I}, = [ay, by] bestimmt, so daB g (ax) < 0, g (bx) > Ound |by, — ai| =
27%(b - a),

e oder abbricht, weil g (ax) = 0 oder g (b;) = 0 (oder beides) fiir ein & > 0 ist.

1132

Da g stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz im ersten Fall’°“ immer eine Nullstelle

ty € (ax,by), und da

b—a . b—a
o sowie b —t, < by —ai < o

by —ar < b, —a, <

ist, konvergieren sogar beide Folgen gegen eine'?* Nullstelle. Die lineare Konvergenzordnung
ergibt sich aus dem Fehlermal ¢, = |by — 2*| bzw. ¢, = |a, — x| als

bk — 2% ag — 27
v

1
|br — x| lax, — x| 2

ist. O

1300hne echten Mehraufwand im Beweis.

131 Andernfalls funktioniert der Beweis ganz genauso!

132Und nur der ist interessant, denn im zweiten Fall haben wir ja schon eine Nullstelle gefunden.

133Vorsicht: nicht die! Man denke nur an ein ganzes Nullstellenintervall im Inneren oder an die Nullstellen einer
Funktion wie 2 sin < in der Nihe der Null.
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9.3 Regula falsi und das Sekantenverfahren

Das nichste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist ein “Klassiker”, namlich die regula falsi.
Der Name stammt von Fibonacci (Leonardo Pisano, 13. Jhdt.), der sie aus dem Arabischen als
Elchataym iibernahm und lateinisch als

regula duarum falsarum positionum

bezeichnete. Bei ihm ist sie die Methode, mit der alle mathematischen Probleme gelost werden
konnen, siehe [46, Kap. 13, S. 447]. Zur Erkldrung des Namens sagt laut [16, S. 245] der
Rechenmeister Peter Bienewitz (1527)

Vnd heisst nit darum falsi dass'* sie falsch und unrecht wehr, sunder, dass sie auss
zweyen falschen vnd vnwahrhaftigen zalen und zweyen liigen die wahrhaftige vnd
begehrte zal finden lernt.

Typischerweise wurde die Regula Falsi in der Renaissance genutzt, um /ineare Gleichungen
zu 16sen, was sie in einem Schritt tut — wir werden sie als Iterationsverfahren fiir beliebige
nichtlineare Gleichungen verwenden. Vorher aber ein Beispiel aus [36]:

Item einer spricht / Gott griif euch Gesellen alle dreissig. Antwortet einer / wann
unser noch so viel und halb so viel weren / so weren unser dreissig. Die frag wie
viel ihr gewesen'®.

So, jetzt aber aus der Spall und zuriick zur Mathematik. Die Regula Falsi ist ndmlich eine
Verallgemeinerung des Bisektionsverfahrens: sind z(*) und y*) zwei Punkte mit

f (x(k)) f (y(k)) <0,

dann unterteilt man nicht am Mittelpunkt des Intervalls [z*), y], sondern an der Nullstelle =

der Geraden ¢ mit
() =), ) = 1Y),

z=(1-a)z® 4 ay®, a=

und der Iterationsschritt ist wie beim Bisektionsverfahren

L) _ { W@ @®) F@) =00y { y O T W) f(z) >0,
2 f(=®) f(z) <0, fy®) f

Ubrigens wurde die Regula Falsi auch dazu benutzt, Gleichungen in zwei Unbekannten zu 16sen.
Hier ein Beispiel aus [36]:

134Was zeigt, wie progressiv die Rechtschreibreform 1999 wirklich war.
135Fiir die, die es nicht gleich begriffen haben: Zu Iosen ist die Gleichung g:x = 30 und tatsdchlich kommt — nach
Adam Riese — auch 12 heraus.
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Abbildung 9.2: Geometrische Interpretation der Regula Falsi.

Item / zween wollen ein Pferdt kaufen / Als A. vid B. fiir 15. fl. Spricht A. zum B. gib
mir deines gelts ein drittheil / so will ich meins darzu thun /vnd das Pferdt bezahlen.
Spricht B. zum A. gib mir von deinem gelt ein viertheil / so wil ich mit meinem gelt

hinzu das pferdt bezahlen. Nun frage ich / wie viel jeglicher in sonderheit gelts
hab ? 13

Ubung 9.2 Zeigen Sie, daB die Regula Falsi in einem reellen Intervall konvergiert und Konver-
genzordnung 1 hat.

Allerdings erbt die Regula Falsi immer noch ein Problem des Bisektionsverfahrens: Um kon-
vergieren zu konnen, brauchen wir Startwerte 2(°) und %), an denen f verschiedene Vorzeichen
hat. Das Sekantenverfahren umgeht dieses Problem, indem man zur Berechnung von z(*+1) die
Gerade (Sekante!) verwendet, die f an den Stellen z(*~ und 2 interpoliert , die Regel lautet
also

2 _ pk=1)

f@®) = f (z=1)

ihre Herleitung ist wie die von (9.6). Das Schone am Sekantenverfahren ist nun, daf} es lokal
konvergent mit einer hoheren Konvergenzordnung als 1 ist.

LB+ () _

f(a®), (9.8)

Satz 9.6 Es sei z € R eine einfache Nullstelle von f € C? (U,) fiir eine offene Umgebung U,
von x. Dann ist das Sekantenverfahren lokal konvergent gegen x und die Konvergenzordnung
ist mindestens p = % (1 + \/5)

Die Zahl p = % (1 + \/5) bezeichnet man als den goldenen Schnitt und ist der Grenzwert
zweier aufeinanderfolgender Fibonacci—Zahlen. Der goldene Schnitt spielt als Proportion eine
zentrale Rolle in Kunst und Architektur, aber auch in der Natur.

136Als0 z + 3y = 12 + y = 15 und damit z = 1012 und y = 12-3. Die wesentlich interessantere Frage, wie

man % beziehungsweise 1—31 einer Wihrung bestimmt oder erhélt, wird von Adam Riese leider nicht beantwortet.
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Abbildung 9.3: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens.

Beweis: Fiir ¢ > 0 bezeichne
Be(z) ={yeR : [y —af <e}

die Kugel vom Radius € um z. Wir wihlen ¢ so klein, daB B.(z) C U,; dann gilt fiir die Zahl

1
M. — ") |
y'eBe(x) | 2f"(y)
daB3 ,
lim M, = f(x) .
Y= o)

Also gibt es ein ¢, so dal fiir alle ¢ < ¢
B(z)CU, und eM.=:v<1 und 0¢ f' (B:(x)).

Wir fixieren nun ein solches ¢ < g¢. Dann ist aber x die einzige Nullstelle von f in B.(x): Die
Taylor—Formel um z fiir y € B.(x)

(y —2)?
—~~ 2

f7(€), € lx,y] C B(x),

liefert

f = o (14 15558,

2 f'(x)

also

y—z ")
2 f(z)

01 = by =l )] (1- ‘ D > Jy — 2l | (@)] (1 - eMy) > 0.
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Wir starten nun mit (9, z(1) ¢ B.(x) und iterieren nach (9.8). Dann gilt fiir & € N unter
Verwendung der dividierten Differenzen, siehe [38, Definition 7.23], solange'?” x(*=1) 2(*) £

x(k) — x(k_l)
f(a®) = f(a=D)

- () <1_f<fv“”>—f<x> | )

20—z [2*D, 20 f

N x(k)’q; f

)

(a’;(k) — :U) (w(k_l) — x) [m(k_1)7 :U(k)] f — [m(k)’x] f
[m(kfl)’ x(k)] f x(kfl) — X

- 4

£ ) g =2 — f(z®)

(k+1) _ — k) _ _ T\ )
o [0, ] 7

g

=[2(=1) (k) 2]
[l*(kfl)’ l'(k), .CC:| f
20, 20 f

Sind nun z*~Y 2®) ¢ B, (), dann ist

[x(kil), QJ(k)} f = f/ (51) ) [x(kil)a x(k)7x} f - %fﬂ (52) ) §1,& € Bz—:(x)7

und damit ist

‘x(km — | = ‘x(k) — | |x(’H) 7] ‘w < e2M, < e, 9.9
—_— 2" (&) |
< <e —

also ist auch z**V € B_(z). AuBerdem ist

gk x| < eM. ‘:17(’“) —z| < (eM.)? ‘x(k_l) —x| <o <A ‘x(o) —x

N——
<e

9

also konvergiert die Folge 2*) — z fiir k — oo.

Bleibt noch die Konvergenzordnung. Dazu konnen wir annehmen, da z(*) # z, k € Ny, denn
sonst hiitten wir ja Konvergenz nach endlich vielen Schritten. Wir definieren £, = M, |z — 2|,
k € N, und erhalten aus (9.9), daf3

Buer = M, o) — | < M2 [o) — o] [o%) — o] < By By,

Mit £ = max {EO,Ei/p} ist B, < EP* fiir k = 0,1, und generell folgt fiir & > 1 unter
Verwendung der Identitit'3® p? = p + 1, daB

By < By By < BPHTT = prtierh) — gt gttt

137 Ansonsten sind wir sowieso fertig und haben die Nullstelle gefunden!
138Sie definiert den goldenen Schnitt.
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Also ist

E,. FE"
WS L e

k

o) ] =

und damit c

k+1 p—1
— = MP—.
€k

g

Zum Abschluf} dieses Abschnitts noch eine “Gebrauchsanweisung” fiir die Regula Falsi, natiirlich
wieder von Adam Riese personlich [36, S. 57,58]:

Regula Falsi oder Position.

Wirdt gefaf3t von zweyen falschen zahlen / welche der auffgab nach / mit fleify ex-
aminirt sollen werden / in massen das fragstiick begeren ist / sagen sie der warheit
zu viel / so bezeichne sie mit dem zeichen + plus / wo aber zu wenig / so beschreib
sie mit dem zeichen — minus genannt. Als dann nimb ein liigen von der andern /
was da bleibt / behalt fiir den theiler / multiplicir darnach im Creuz ein falsche
zahl mit der andern liigen / nimb eins vom andern / vad das da bleibt theil ab mit
fiirgemachtem theiler / so kompt berichtung der frag.

9.4 Das Newton-Verfahren und Fixpunktiterationen

Das Sekantenverfahren kann fiir beliebige stetige Funktionen durchgefiihrt werden — die zweima-
lige stetige Differenzierbarkeit brauchen wir “nur”, um die Konvergenz und die Konvergenzord-
nung zu beweisen. Ist f € C'(R) (beziehungsweise auf einem Intervall, in dem die Nullstellen-
suche durchgefiihrt werden soll), dann kann man die Sekante auch durch die Tangente an f in
2®) ersetzen und mit deren Nullstelle weiteriterieren. Das Iterationsverfahren lautet jetzt also

Abbildung 9.4: Geometrische Interpretation des Newton—Verfahrens.

(k)
B+ (k) S (@) keN,, 29 eR; (9.10)
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offensichtlich gibt es Schwierigkeiten an Punkten mit Ableitung 0, also mit horizontaler Tan-
gente. Die ist nicht unerwartet, denn Geraden, die parallel zur x—Achse verlaufen, lassen sich
sehr schwer mit selbiger schneiden. Die Konvergenzaussage fiir das Newton—Verfahren ist sogar
noch besser als fiir das Sekantenverfahren.

Satz 9.7 Es sei x € R eine einfache Nullstelle von [ € C? (U,) fiir eine offene Umgebung U,
von x. Dann ist das Newton—Verfahren lokal quadratisch konvergent gegen .

Beweis: Die Bestimmung von M, ist genau wie im Beweis von Satz 9.6. Uber die verallge-
meinerte Definition!*® der dividierten Differenzen mit mehrfachen Knoten,

f(x)

ZE,...,ZL’fI:T7

ist nun ganz analog

g® ) g = g

i :U(k)’x f
= (a:( ) _ ) (1 - —[a[c(k),x(k})] f)

f (w(k)) f (x(k)) - f(z)
9y = (@ - 2) (1 RN <w<’“>>>

(@® —2)" [1®a®] 7= oW ] f gy 2 [pWa®a]
CEERF; (2 ) = 00 =0 T
w2 &)

=) S p ey

Der iibrige Konvergenzbeweis lduft wieder wie bei Satz 9.6, die Konvergenzordnung ergibt sich
aus

2" — a7 (2)
koo |z(k) — g|? C2f (o))
O
Das Newton—Verfahren ist eine Iteration der Form
2 =0 (™), keN, (9.11)

und das Auffinden einer Nullstelle von f ist nichts anderes als das Auffinden eines Fixpunkts
von @, das heifit, falls f'(x) # 0, dann ist

fz)=0 < x:q>(a;);:x_;,(<?).

Die “Standardaussage” iiber die Existenz eines Fixpunkts ist der folgende Satz, den wir jetzt,
als Gegenstiick zu der Version aus Satz 6.2 mal fiir allgemeine metrische Riume formulieren'4°.

139Diese Erweiterung ist konsistent! Siehe z.B. [38, Korollar 7.28].

140Den Banachschen Fixpunktsatz kann man gar nicht oft genug beweisen und eine schone Wiederholung ist’s
allemal.
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Satz 9.8 (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei X ein vollstandiger metrischer Raum und ® : X — X eine Kontraktion, das heift,

d(®(z),®(y) <vd(zy), 0<y<l, xyeX.
Dann besitzt ® einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x* = ® (z*) und fiir jeden Startwert (%) €
X konvergiert die Folge x*+1 = & (x(k)), k € Ny, gegen x* und es ist

d(c,2) < == d (2", 2"). 9.12)

Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit. Fiir zwei Fixpunkte z*, y* € X ist
d(z*,y") =d (P (z"), P (v")) <yd(z*y") — =y
Fiir die Existenz des Fixpunkts bemerken wir zuerst, daB} fiir £ € N,

d (@™, 2V) = d (@ (V) @ (z*7V)) <7 (@™, 2"Y) <

und somit, fiir m > 0,

m—1 m—1
d(karm d (k+s+1). k+j))<,ykd( M, (0)) V< o d(x(l),ﬂf(m)a

Il
=]
—_
|
2

i=0 j

.

also ist ¥, k € Ny, eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstindigkeit'#' von X gegen einen
Grenzwert z* konvergiert, fiir den offensichtlich (9.12) gilt. Weil fiir beliebiges k£ € N

d(®(z),2") < d(CD (x*),CD( )) —I—d( (k+1) (k)) —i—d(m*,x(k))
< (1+7) d(z2z®) 44 d(x(l),x(o))
und weil die rechte Seite fiir £ — oo gegen 0 konvergiert, ist z* der gesuchte Fixpunkt. U

Nun konnen wir ein einfaches Konvergenzkriterium fiir Fixpunktverfahren mit Funktionen

® : R" — R" geben. Dafiir erinnern wir uns an die Definition des Spektralradius einer Matrix
A e R™™ als

p(A) = max {|A| : ker cn (A — AT) # {0}} = lim inf || 4" . 9.13)

siehe z.B. [38, Definition 6.3, Proposition 6.4]. AuBerdem bezeichnen wir die Jacobi—Matrix'*?

einer differenzierbaren Funktion @ : R" — R™ mit .J [®]:

00,

T(e = |52

5L k=1,...,n|.

141Wie man sieht wird in diesem Bereich wirklich jede Voraussetzung gebraucht!
142Dy ist nun schon die zweite Jacobi—-Matrix, die hier auftaucht, aber, Kontext sei Dank, Verwechslungen sollten
eigentlich ausgeschlossen sein.
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Proposition 9.9 Ist ® : R — R" auf einer offenen Menge U C R" stetig differenzierbar
und gibt es einen Fixpunkt x € U, so daf$ x = ®(x) und p(J[®] (z)) < 1, dann ist das
Iterationsverfahren x*t9 = & (93(’“)), k € Ny, lokal konvergent gegen x.

Ubung 9.3 Zeigen Sie, daB es fiir jede Matrix A € R™*" und zu jedem ¢ > 0 eine Vektornorm
|||l gibt, deren zugehdrige Operatornorm die Bedingung ||A|| < p(A) + € erfiillt.

Beweis: Ist p(J[®] (z)) < 1, dann gibt es'* eine Vektornorm ||-||, so daB ||J [®] (x)|| < 1
und wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ® und der Stetigkeit der Norm gibt es fiir jedes
I|J [®] (z)|]| <y < 1leine > 0, so daB

sup || [®] (y)] <.
yEBe ()

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Intgralrechnung ist fiir y, vy’ € B.(x)

v - 0l) = [ Gow -y d= [ Getr -y @

_ / Dy (ty+ (1— )y dt
= /0 (J[@](ty + (1 =t)y)) (y—v) dt,

also

I2(y) =@ W)l < max T[S lly —y'll =~y =]l
und damit ist ® auf B.(x) eine Kontraktion, die nach Satz 9.8 fiir alle Startwerte z(*) € B_(z)
gegen den eindeutigen Fixpunkt = konvergiert. Nur der Vollstindigkeit halber: DaB fiir () €
B.(x) die Folge * immer in B.(z) bleibt sieht man daran, dal

o — ] = o (o) ~ @ @) <7 a0 ] < e <

Bemerkung 9.10 (Zu Proposition 9.9)

1. Der Trick beim Konvergenzbeweis bestand darin, die Norm so geeignet zu wdhlen, daf
wir beziiglich dieser Norm eine Kontraktion erhalten und so den Banachschen Fixpunkt-
satz anwenden konnen. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R™ konvergiert dann
das Newton—Verfahren aber auch fiir jede beliebige andere Norm.

143Siehe Ubungsaufgabe 9.3.
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2. Die Existenz eines Fixpunkts muf3 angenommen werden und folgt nicht automatisch.
Beispielsweise ist die Ableitung der Abbildung ®(x) = x* + 1 auf dem Intervall (—l l)

kleiner als 1 und damit ist auch |®(z) — ®(z)| < |z —y| fiir z,y € (—3,1), aber mit

1) = 0 erhalten wir die divergente Iterationsfolge
2+ = 1, 72 — 2, 73 — 5,

Die Funktion ®(z) = z* — 1 hat hingegen zwei Fixpunkte, niimlich % (1 + \/5) aber
keiner von beiden liegt im Kontraktivititsbereich. In diesem Fall erhalten wir sowohl
oszillierende Folgen z**) = 0, 2"+ = —1, wie auch divergente: Ist x = 1 (1 £ /5) +
y=:21+y y >0, dann ist

O(r) = —1+ 27 20y +9° = o1 + 2wy + 1y > 21 + 2y,
——
=x1

und damit divergiert die “Fixpunktiteration” fiir jeden Startwert “rechts von” x; — von
lokaler Konvergenz kann also nicht die Rede sein.

Man kann aus Fixpunktiterationen auch unter gewissen Voraussetzungen die Konvergen-
zordnung ablesen: Ist ndmlich

r = ®(x) und DF®d(z) =0, k=1,...,p—1,
aber -2 ®(x) # 0 fiir mindestens einen Multiindex o € N7, dann ist nach der Taylor—Formel

oz

e D =@ (x(k)) -

p—1 j
= 3 Y @ -2+ Y SR (6% = )" + 0 ([ ).

al Oz~

und wenn z*) — x fiir k — oo, dann ist

N U T
im su max z)|,
boe 20 — [, = leizp | D20

was auf Konvergenzordnung > p schlieBen lisst!**

Mit dieser Theorie konnen wir jetzt auch das Newton—Verfahren fiir Systeme nichtlinearer
Gleichungen, also unser F'(x) = 0 aus (9.1), in Angriff nehmen. Ist ndmlich F' : R" — R”
differenzierbar, so konnen wir die Iteration

2B =2® — g (@W) F (W), keN, «YeR, (914

verwenden. Und siehe da — dieses Verfahren konvergiert!

144Das ist nicht ganz konsistent mit unserer Definition von Konvergenzordnung, aber erstens machen es alle
Biicher so und zweitens konnen alle die es nicht glauben, gerne die Details selbst ausarbeiten.
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Satz 9.11 Ist F' : R" — R" zweimal stetig differenzierbar und ist © € R" eine einfache
Nullstelle von F', das heift,

F(z) =0, und det J[F)(z) # 0, (9.15)
dann ist das Newton—Verfahren (9.14) lokal konvergent gegen x.
Beweis: Nach Proposition 9.9 miissen wir “nur” zeigen, daf die Iterationsfunktion
O(x) =2 — J ' [F](x) F(z), z eR",

die Bedingung p (J [®] (z)) < 1 erfiillt. Aus der zweimaligen Differenzierbarkeit von F' werden
wir sogar mehr bekommen, ndmlich

J[®] (z) = 0. (9.16)

Da F' zweimal stetig differenzierbar ist, ist fiir y € R”

0
F(rx+vy)=F(x)+J[F)|(z) y + {Qy L%" gik Er)|ly - L=1,...,n|,
—0 N J —~— )

=:G(z,y)

wobei §;, € [z,x+y|,j,k=1,...,n,und

lim {‘92 (&in )}:[ OF (m)} = H[F)(z), (=1,...,n,

y—=0 | Ox;j0xy, Ox 0z,

weil F' zweimal stetig differenzierbar ist!*

stante C' > 0 gibt, so daf}

. Daraus konnen wir nun folgern, dafl es eine Kon-

0%F,
[ : <x>] H Iyl ©.17)
X k 0

1G9l <C max

Damit erhalten wir, daf3

Oz + ) ®(z) = (v+y) = J ' [Fllw+y) Fla+y) —a+ J ' [F](z) F(z)
— JF)(@) (F(z+y) = F(2)) + (J7'[F)(z) = T [Fl(z +y)) Fz +y)
= y— J[Fl(x) (J[Fl(z) y + G(a,y))
+(J7F)(@) = T F)(@ +y)) (F(2) +J[F](€) v)

= —J ' F)(x) G(z,y) + (JF)(x) — g Fl(z +y)) JIF](E) v,

4Die n x n-Matrix H [f] = { af-Qaka i k=1,... ,n} bezeichnet man (bekanntlich ?) als Hesse—Matrix der
J

skalarwertigen Funktion f.
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wobei ¢ € [z,z + y]. Die Funktion J~![F] existiert in einer Umgebung von z und ist dort
differenzierbar (weil J[F] differenzierbar ist), also gibt es eine Konstante D > 0, so daB

|77 F)@) — T @+ )]l < Dyl
also ist, fiir hinreichend kleine y
[T [F)) = T [l + ) JIF)E) |, < (D +2m) [T[Fl@)ll Tyl (918)
Aus (9.17) und (9.18) folgt nun, daB es eine'*® Konstante £ > 0 gibt, so dal
[2(z +y) — 2(x)

oo
Ie(z +y) - (@)l < Elyls, = vl < Ellyllo -

Dies bedeutet aber nichts anderes als daB ¢ an z differenzierbar ist und J[®](x) = 0. O

Korollar 9.12 Das Newton—Verfahren (9.14) konvergiert fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen F' lokal von quadratischer Ordnung gegen eine einfache Nullstelle x von F'.

Bemerkung 9.13 (Newtonverfahren)

1. Die grofe Schwiiche des Newtonverfahrens (und eigentlich aller Fixpunktiterationen) ist
die lediglich lokale Konvergenz, weswegen die Wahl eines guten Startwerts entscheidend
ist. Im Falle eines “falschen” Startwerts kann die Folge divergieren, oszillieren oder auch
gegen eine andere Nullstelle konvergieren.

2. Die hier vorgestellten Newton—Verfahren sind sehr empfindlich gegeniiber doppelten Null-
stellen.

3. Bei der praktischen Ausfiihrung des Newton—Verfahrens miissen Ableitungen oder, im Fall
n > 1 eine volle Jacobi—-Matrix bestimmt werden. Das ist nicht so schlimm im Falle von
Polynomen, deren Ableitungen beim Hornerschema einfach mitberechnet werden konnen,
bei komplizierteren Funktionen hingegen muf3 man numerisch differenzieren, was den
einzelnen Iterationsschritt sehr aufwendig machen kann.

4. Beim Broyden—Verfahren [7] wird dieses Problem umgangen, indem man aus einer niherungsweisen
Jacobi—Matrix By, an ™ iiber die Iteration

g* D = 2™ N BS'F (x(k))
1

T
R a:(k')H; (AF — ByAz) (Ax)"

Biy1i = Bp+

eine neue niherungsweise Jacobi-Matrix By, bestimmt, wobei AF = F (ac(k“)) —
F (x(k)) und Az = 5D —2(®)_ Die Schrittweite \j, wird dabei iiber ein Minimierungsprob-
lem bestimmt, wenn sie aber “zu klein” wird, bleibt auch nichts anderes iibrig, als By,

durch numerische Differentiation zu bestimmen. Mehr Information hierzu findet sich in
[47, S. 246-249] und vor allem auch in [26].

14610t7te . . .



9.5 Eine Anwendung — das Bierkastenproblem 183

5. Fiir n = 1 gibt es eine einfache Methode zur Konvergenzbeschleunigung von lItera-
tionsverfahren, die auf Aitken zuriickgeht. Setzt man Axz™®) = x*+) — ) ynd kon-
vergiert die Folge ©*) mit Konvergenzordnung'” > 1 gegen x, dann konvergiert die
Folge

(k))? (k1) _ z(k))?
gm0 _ (Az) _ k) ( v ™)
A2 (k) 2542 _ g (k1) 1 4 (k)
schneller gegen x, es gilt ndmlich
(k) _
lim £_——" — .

k—o00 :L'(k) — X

Details finden sich beispielsweise in [47, S. 274-279].

9.5 Eine Anwendung — das Bierkastenproblem

Es ist vielleicht einmal ganz illustrativ, zu sehen, wie man von einem realen Anwendungsprob-
lem zum Newtonverfahren und dessen ganz praktischen Schwierigkeiten kommen kann. Das
folgende Problem stammt aus der Automatisierungstechnik und beschiftigt sich mit Robotern,
die Getriinkekisten, genauer Stapel von Getriinkekisten'*®, bewegt und zwar ber ein Hinder-
nis hinweg. Um dieses Hindernis zu umfahren, muss die Bahn des Roboters durch einen bes-
timmten Punkt hindurchgefiihrt werden. Aus technischen Griinden'#’ ist die Bahn eine Kombi-
nation aus Geradenstiicken und Kreisbdgen mit einem festen Radius . Damit die Bierkisten

Abbildung 9.5: Eine zuldssige Bahn durch den vorgegebenen Punkt. Die Kreise mit dem
vorgegebeben Radius sind eingezeichnet.

nicht umfallen muss die Bahn ausserdem im Anfangs- und Endpunkt eine senkrechte Tangente
haben, siehe Abb. 9.5. Die Aufgabe ist nun:

147 Achtung: Das bedeutet bereits exponentielle Konvergenz.
8 Daher der interne “Codename” des Projekts: Das Bierkastenproblem
14980 ist das Ding halt einfach gebaut.
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Wie bestimmt man den kiirzesten derartigen Weg.

Dabei iiberlegt man sich zunéchst, da} sich das Problem ziemlich vereinfachen lédsst. Da der
Pfad senkrecht beginnt und endet, besteht er immer aus einem Halbkreis und zwei Geraden,
siche Abb. 9.6. Die beiden Mittelpunkte sind durch Anfangs- bzw. Endpunkt und Radius ein-

Abbildung 9.6: Die Kreis- und Geradenanteile. Genau genommen interessiert einen also
nur ein Pfad vom ersten Kreismittelpunkt iiber einem Punkt, dessen Abstand zum “Auswe-
ichpunkt” mit dem Radius iibereinstimmt zum Mittelpunkt des zweiten Kreises.

deutig bestimmt, der einzige “Freiheitsgrad” besteht also in der Wahl des Punktes, an dem sich
die beiden Linienstiicke treffen und dieser muss auf einem Kreis mit dem Radius 7 um den
Ausweichpunkt c liegen, sieche Abb. 9.7, und zwar so, dal der Gesamtweg minimal wird. Das

Abbildung 9.7: Das wirkliche Optimierungsproblem.

Optimierungsproblem besteht also darin, einen Punkt = auf dem Kreis so zu wihlen, daf3 der

Gesamtweg minimiert wird, also

minw(z) := min ||z —al|, + ||z — b|,, |z —cl|l, =T (9.19)
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Das Gemeine an der Sache ist, dal man hier wirklich w, also die Summe der beiden Streck-
enlingen zu minimieren hat und nicht den sehr populiren Wert ||z — al|3 4 ||« — b]|5. Durch die
unscheinbare Quadrierung wird das Problem deutlich einfacher, allerdings ist halt dann auch
die Losung eine andere.

Wir bemerken zuerst einmal, da3 das Minimum eindeutig sein muss, es kann also nur genau
einen Punkt geben, fiir den der Weg am kiirzesten ist. Das ist eine Konsequenz aus der (strikten)
Konvexitit der Norm, die besagt, daf3

T+
2

1
< 5 (llly + ll'll,)

2

ist. Wiren nun z, 2’ zwei Punkte auf dem Kreis, fiir die der Weg w(x) = w (2’) minimal ist,
dann ist

w(mzx’): xzx'_GQ :c+2x’_b2
_ H%[(:p—a)—i—(z'—@)] 2+H%[(x—b)+(x’—b)} i

1 1
< gz —ally +lla" = all, + [lz = bll; + [l2" = blly) = 5 (w(z) + w(z)),

und der Weg iiber den Mittelpunkt wire kiirzer. Nun liegt der Mittelpunkt aber im Kreis, doch
wenn wir ithn mit dem Kreiszentrum verbinden und diese Gerade wieder mit dem Kreis schnei-
den, dann erhalten wir sogar einen noch kiirzeren Weg.

Mit demselben Argument erhalten wir auch, daB w(x) keine lokalen Minima auf dem Kreis
haben, also “auf und ab” gehen kann. Gébe es einen Punkt z, so dal zwischen x und der Min-
imalstelle x* groBere Werte als w(x) auftauchen, dann gibt es einen “néchstgelegenen” Punkt
2/, s0 daB w(z) = w(z’) < w(y) firalle y € [x,2’] ist, was aber fiir den Mittelpunkt £ (z + )
nicht zutrifft. Mit anderen Worten: w(x) féllt monoton bis w (z*) und steigt von dort aus wieder.

Abbildung 9.8: Parametrisierung und Koordinatensystem.

Nun parametrisieren wir x als
sin ¢

:c:c—l—r{cos(b

}, o€ -7,



186 9 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

nehmen der Einfachheit an, daB r = 1 ist'”°, und erhalten, daB
w(z) = w(p)=Llu(@)+ ()
= \/(cl +sing —a;)* + (ca + cos ¢ — ay)”

+\/(01 +sing — by)” + (ca + cos g — by)”.

Dann ist
p _ 2(cp—ai+sing)cosd —2(cy — ag + cos @) sin ¢
a((b) - 2£a(¢)
_ (a—ai)cosg — (c2 — ag)sing
B la(9)
und somit

oo (e—a)T @) (c—b)T () [ sing
O =TT T he “@‘[am¢}

Auf der anderen Seite ist aber auch

Ei(qb) = (c1 +sing — a1)2 + (cg + cos ¢ — a2)2
(c1—a1)” +2(c1 — ay) sing 4 sin® ¢ + (cy — az)? + 2 (¢z — az) cos ¢ + cos® ¢
= I+ fe—al3+2(c—a)"s(¢) = 1+ |lc—all; +2 fa(9),

also

£(9) .\ 4(9)

it lem B+ 2£8) 1t le—bIE+2(0)

Der Nenner dieses Ausdrucks ist # 0 wenn ||¢c —a|| > 1 und |jc — b|| > 1 sind, was auch
geometrisch—anschaulich eine verniinftige Annahme darstellt: Anfangs- und Endpunkt liegen
ausserhalb des Kreises um c.

Damit konne wir unsere Bestimmungsgleichung 0 = w’(¢) fiir das Minimum in

0=9(¢) = 6,(0) fo(@) + Lal9) f5(0)

w'(9)

umformen. Da

9 () = l,(9) £o(@) + £(9) [5(0) + L(9) f3(0) + La(®) £ (9)

ist, konnen wir nun (versuchen,) ¢ iiber eine univariate Newton—Iteration oder iiber Bisektion
zu bestimmen.

Betrachtet man die Menge der Punkte z, fiir wie w(x) konstant ist, also die Niveaulinien
von w, dann ist dies gerade eine Ellipse mit den beiden Brennpunkten a und b. Diese Ellipse hat
die beiden Halbachsen o und 3, die die Bedingung o + 2 = ||a — b||” erfiillen. Jeder Punkt
auf der Ellipse hat dann in der Summe den Abstand 2« von den beiden Brennpunkten und die
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Abbildung 9.9: Beriihrellipse an die Kugel und der zugehorige kiirzeste Weg.

Suche nach dem kiirzesten Weg ist dquivalent zum Auffinden der Beriihrellipse mit der gro3en
Halbachse «a, siehe Abb. 9.9. Dazu empfiehlt es sich, ein paar Vereinfachungen zu machen. Wir
setzen e = |la — b, und wihlen a = [—e, 0], b = [0, e] und legen damit den Ursprung in die
Mitte zwischen den beiden Punkten. Die Gleichung fiir die Ellipse ist dann

22 P 2
EtmEel o == lab, (9.20)
und die der Kugel ja bekanntlich
(z—c1)’ + (y— ) =712 (9.21)

Dieses Gleichungssystem aus (9.20) und (9.21) hat im allgemeinen vier Losungen, beispiel-
sweise, wenn ¢ = O und f < r < « ist. Zwei der Losungen sind anschaulich sofort klar,
ndmlich der nachste Punkt wie in Abb 9.9 und die Beriihrellipse an den fernsten Punkt des
Kreises. Die beiden anderen Losungen entsprechen Ellipsen mit negativer Halbachse, deren
“Mittelpunkt” im Unendlichen liegt, was zu Beriihrhyperbeln an den Kreis fiihrt. Das wird sich
auch in unserem Fall nicht dndern, und wir miissten « so bestimmen, daf3 es zwei komplexe und
eine doppelte reelle Losung des Gleichungssystems gibt. Dieses Problem ldsst sich mit Metho-
den der Computeralgebra angehen, ist da aber dann schon ein echter Hirtetest, siche [39].

Um das Problem ausgehend von dieser geometrischen Uberlegung numerisch anzugehen,
verwenden wir die parametrischen Darstellungen von Kugel und Ellipse als

sin ¢
cos ¢

a siny

| Bw=|gmb]. svelnal

Wir miissen also «, ¢ und 1 so bestimmen, dal wir einen Beriihrpunkt erhalten, daf} also die

Tangenten
K@) =-r| 0] Bo=] o

—sin¢

K<¢>=c—r[

15050 viel Normalisierung kann und darf schon sein.
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kollinear sind: K'(¢) = AE'(¢), A # 0. Da die Tangentialvektoren nie = 0 sind, konnen wir
ohne weiteres A\ # 0 fordern. Setzen wir s4 := sin¢, ¢, := cos ¢ und dasselbe fiir ), dann
erhalten wir das Gleichungssystem

0 = ¢ =715y — sy,
0 = co—1rcy— By,
0 = Aacy —rcy,
0 = ABsy —r1sy,
zusammen mit den Nebebedingungen
22
= Sy +C5— 1,
22
= sytc,—1

— 2 pr_e

Und das sind nun wieder sieben Gleichungen in den sieben Unbekannten sy, g, Sy, Cy, 0, B, A,
die sich sehr einfach und schnell mit dem Newton—Verfahren 16sen lassen (etwa fiinf bis sechs
Iterationen fiir die optimale Genauigkeit von 10716). Insbesondere ist die Jacobi—Matrix sehr
einfach und kommt ohne komplizierte oder numerisch ungenaue Operationen aus.

Ein wenig trickreich ist hierbei allerdings die Wahl des Startwerts. Eine verniinftige erste
Néherung ist der Schnittpunkt der Verbindung zwischen ¢ und dem Mittelpunkt (0, 0) der El-

lipse mit dem Kreis. Dieser Verbindungsvektor ist gerade 0 — ¢ = —c und der Schnittpunkt
y:c—Lc::c—r{Sd’} = [Sd’}zi.
lellz Co Co €2

Der zuriickgelegte Weg w(y) ist

o= =0, =)l + Iy — (0, )l

ly — (0, =€)l + lly = (0, e)ll, = 20, = 5

woraus wir § = v/a? — €2 und die Ndherungen fiir

~ C1 — TSy ~ Co — T'Cy
Sy = ————— Cp = ————
11) a ? 7/1 ,6
erhalten. Das konnen wir noch zu
Sy Cy
Sy = =5 | =2 und Cp = =% | =
Ch + Cy 5y + Cy

normieren und haben so den Winkel in der Ellipse angenihert. Nachdem die Tangenten gegenldufig
sind, ist A = —1 ein ganz gut geratener Wert. Das Ganze funktioniert gut, solange ¢ zwischen
den Brennpunkten liegt, genauer, wenn sich die Projektion von c auf die Verbindungsgerade
der Brennpunkte zwischen den Brennpunkten befindet. Ansonsten divergiert gelegentlich das
Verfahren oder konvergiert gegen die andere Extremldsung, ndmlich den Kreispunkt, der zum
ldngsten Weg gehort.
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9.6 Nulistellen von Polynomen

Eine Schwierigkeit des Newton—Verfahrens, die wir bisher noch gar nicht so recht in Betracht
gezogen haben, ist die Bestimmung der Ableitung. Wenn man diese nicht gerade explizit kennt,
wie beispielsweise bei Sinus und Cosinus, ist es normalerweise schwierig und aufwendig, sie
zu bestimmen — gliicklicherweise mit einer Ausnahme, das sind die Polynome.

Dazu erinnern wir uns an das Hornerschema zur Auswertung eines Polynoms

7=0

an der Stelle ¢ € R. Die Berechnungsregel lautet

Gn = Pn; G =¢&) =8¢ +p, Jj=n-1,...,0 (9.22)
wobei dann p(&) = qo(€).
Lemma 9.14 Fiir £ € R erfiillt das Polynom

n—1
g(z) =) @&, weR,
7=0

die Bedingung
p(x) = @) +(z —&qlz), zeR (9.23)

Beweis: Iteration von (9.22) liefert, dal

n—j
quzp]-‘rkgk’ j:O,...,n,
k=0

also ist
n—1 n—1 n—1
(=8 a(x)+q = (x—¢) ZQJHQE +q =G+ Z%Hl’]ﬂ - Zf%ﬂ(f) x,
j=0 7=0 j=0
=g’
§=0
und
n—1 n—1n—j—1 n—1 n—j
quﬁl(@ vo= pip1arl = ks @’
j=0 7=0 k=0 7=0 k=1
n n—j n n
= > piat 2 =D pia? =D qial — pla)
j=0 k=0 7=0 7=0
N——
=q;
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S#

%# Horner2Z.m

$# Hornerschema mit Ableitungsberechnung
%# Daten:

S# p Koeffizientenvektor

S# x  Punkt

function [qg,r] = Horner2Z( p,x )

n = length(p);

for j=n-1:-1:2
= xxq + p(J);
r = Xxr + J;

Q
|

g = xxq + p(l);
$endfunction

Programm 9.2 Horner2Z .m: Das zweizeilige Hornerschema.

Korollar 9.15 Fiir £ € R ist
P (&) =4q(&). (9.24)

was mit x = & sofort (9.24) liefert. O
Um ¢ auszuwerten kann man nun wieder auf das Hornerschema zuriickgreifen und die ger-

ade berechneten Werte ¢;(£) verwenden. Das fiihrt zum zweizeiligen Hornerschema

Tn = Gn = Pn, q; = &qj+1 + Dj, r; = &rjp1 + qj, j=n-—1,...,0. (9.25)

Korollar 9.16 Fiir ein Polynom p € 11,, und £ € R berechnet das zweizeilige Hornerschema
(9.25) die Werte p(§) = qo und p'(§) = 1.

Unter Verwendung des zweizeiligen Hornerschemas konnen wir nun sehr einfach das Newton—
Verfahren fiir Polynome programmieren und so die Nullstellen von Polynomen bestimmen.
Unter gewissen Voraussetzungen kann man sogar “extreme” Nullstellen finden.
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S#
$# PolyNewton.m
$# Nullstelle eines Polynoms mit dem Newton-Verfahren
%# Daten:
S# p Koeffizientenvektor
S# x0 Startwert
# t Toleranz

o°

function x = PolyNewton( p,x0,t )
x = x0; x0 = 1-x0;
[f,ff] = Horner2Z( p,x );

while ( abs(f) > t ) && ( abs(x—x0) > t )

x0 = x;
x =x - f/ff;
[f,ff] = Horner2Z( p,x );
end
%$endfunction

Programm 9.3 PolyNewt on . m: Nullstellen von Polynomen mit dem Newton—Verfahren.

Proposition 9.17 Sei p € II,, ein Polynom mit n reellen Nullstellen &, < --- < &,. Dann
konvergiert fiir alle Startwerte (0 > &, bzw. 0 < & das Newton—Verfahren gegen &, bzw.

&1

Beweis: Wir bemerken zuerst, daB nach dem Satz von Rolle alle Nullstellen von p’, p”, ...,
zwischen &; und &, liegen. Da p keine weiteren Nullstellen hat, ist entweder p(z) > 0, z > &,,
oder p(z) < 0, x > &,. Nehmen wir den ersten Fall an'>!. Da, fiir z > &,

0<pl)=pE) () (r=&),  E€lnal,

und da p’ rechts von &, keine Nullstelle mehr hat, ist also p'(z) > 0, z > &,. Seinun &' < &,
die groBte Nullstelle von p/, dann ist fiir z > &, > £ auch

0<p(z)=p () +p"()(x—-¢), el ],
——

=0

das heift, p”(z) > 0, z > &,, und mit Iteration dieses Arguments erhélt man, daf}

sgnp (z) = sgnp(x), r>&, j=1,...,n

51Das ist keine Einschriinkung, ansonsten ersetzen wir p durch —p.
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Insbesondere ist p rechts von &,, konvex und damit ist

L) k) P (™)
p (z®)
——

>0

solange z(*) > &,. Bleibt zu zeigen, daB auch z(**Y) > ¢ . Dazu bemerken wir, daf

_ k)2
(% : ) e

(. J/
'

>0

0 = p&)=p ")+ (&G —2®)p (™) +

> p (x(k)) 4 (gn — x(k)) P (x(k))

und, nach der Iterationsregel, p (z®) = (2®) — zk+1) p/ (2*)), also

0> (a® — 20D 4 g, — 2®) 5 (20 = (g, — 2*+D) ' (2®),
0
>

und damit z*+Y) > ¢ Da die Folge (*) monoton fallend und > &, ist, muB sie einen Grenzw-
ert z* besitzen und da

(k)
p/(35 ) = 2D — 28| - 0
P (x®)
konvergiert, muf p (z*) = 0 und damit z* = ¢, sein. O

Damit haben wir eine “Strategie”, alle Nullstellen eines Polynoms zu finden: Man startet das
Newton—Verfahren nach Moglichkeit “weit genug” rechts oder links, findet eine Nullstelle'>?,
dividiert diese ab und sucht weiter, bis man schlieflich alle Nullstellen gefunden hat. Das Ab-

dividieren von Nullstellen ist nicht weiter schwer: Fiir £ € R ist

n n—2 n—1
Z a; ¥ = a, 2" (2 — &)+ (an_1 + a,€) a:”fl—l—z a; 1) =a, 2" (v — f)—l—z b; o
= — i~~~ g

=:bp—1 =:b;
die zugehorige Funktion ist in DivideZero.m implementiert. Um nun alle Nullstellen zu
finden, dividiert man eine gefundene Nullstelle ab und verwendet sie gleichzeitig'> als Startwert

fiir das nidchste Newton—Verfahren.

Beispiel 9.18 Leider ist die hier vorgestellte Variante des Newton—Verfahrens nicht iibermdfig
stabil, insbesondere das Abdividieren fiihrt zu Problemen.

1. Betrachten wir das Polynom
13
p(a:):H(x—Q_j), r € R,
j=0
siehe [47, S. 259-260]. Startet man das Newton—Verfahren mit der grofiten Nullstelle
2 = 1, dann erhiilt man die folgenden Nullstellen'>*

152 Am besten natiirlich die betragsgroBte oder betragskleinste.
153In der Hoffnung, daB sie eine extremale Nullstelle war.
154«_y» pedeutet, daB die Rechnung nicht mehr terminiert, also das Verfahren sich “authingt”.
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$# DivideZero.m
$# Abdividieren einer Nullstelle, gibt gemachten Fehler als zweiten Wert
$# zurueck

%# Daten:
S# p Koeffizientenvektor

S# x Nullstelle

function [g,err] = DivideZero( p,x )
n = length( p );
q = zeros( 1,n-1 );
for 3 = n:-1:2
t =q9( J-1) =pC3J);
p( J-1 ) = p( J=-1 ) + t=*x;
end

err = p( 1 );
$endfunction

Programm 9.4 DivideZero.m: Abdividieren einer Nullstelle.
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$# PolyZeros.m
$# Finde Nullstellen eines Polynoms mit
$# Abdividieren

%# Daten:

S# p Koeffizientenvektor

SH x0 Startwert

S# t Toleranz

function z = PolyZeros( p,x0,t )
n = length( p );
z = zeros( 1,n-1 );
x = x0;

for 3 = 1:n-1

z( j ) = x = PolyNewton( p,x,t );
disp (x);
p = DivideZero( p,x );
end
$endfunction

vorgegebener

Programm 9.5 PolyZeros.m: Newton—Verfahren mit Adividieren.

Toleranz und durch
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e=10""° e=1
Exakt | Berechnet | rel. Fehler | Berechnet rel. Fehler
1 1 0 1 0
0.5 0.50580 | 0.011600 0.5000 | 2.6645 x 10715
0.25 —0.13001 1.5201 0.25000 | 2.1575 x 10~
0.125 —0.24151 2.9321 0.12500 | 1.1627 x 10~¢
0.0625 — 0.062352 0.0023729
0.03125 0.039506 0.26421
0.015625 —
der Startwert ) = 2 liefert sogar das noch weniger begeisternde Ergebnis
e=10"° e=1
Exakt | Berechnet rel. Fehler Berechnet rel. Fehler
1 1.0000 | 8.5183 x 10710 | 1.0000 | 2.2204 x 1016
0.5 0.50580 0.011592 0.50000 | 2.4125 x 10712
0.25 —0.12996 1.5199 0.25000 | 1.3175 x 1078
0.125 —0.24163 2.9330 0.12500 | 3.1917 x 107°
0.0625 — 0.058106 0.070300
0.03125 0.054892 0.75654
0.015625 —
2. Ein anderes “Monster” ist das schon klassische Wilkinson—Polynom
plx)=(x—-1)---(x—-20), zek,
mit den ganz sauber getrennten Nullstellen 1, . .., 20. Dieses Polynom hat die Rundungs-

fehleranalyse sehr stark motiviert und beeinfluf3t, siehe [53]. Die Details sind in [50, 51]
ausgearbeitet. Die Koeffizienten dieses Polynoms sind sehr grof3 (bis zur Grofienordnung
10'8), was relative Fehler unvermeidlich macht, und das Problem ist extrem schlecht kon-

ditioniert beziiglich dieser Nullstellen. Deswegen ist eine numerische Berechnung prak-
tisch unmaoglich.
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