Wavelets

Vorlesung, zuerst gehalten im Wintersemester 2011/12

Tomas Sauer

Version 1.0
Letzte Anderung: 26.5.2012

=J=J == =] =] =§ =




Statt einer Leerseite . ..
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... the world’s always movin’, and if
you wanna stay ahead, you gotta
dance.

T. Pratchett, The amazing Maurice
and his educated rodents

Wavelets — was und
wofur uberhaupt?

Beginnen wir das Ganze doch mit einer etwas untechnischen Einfiihrung in die Welt der
Wavelets und wofiir man sie verwenden kann. Wenn in diesem Kapitel einige Begriffe
unklar oder vage bleiben sollten, so ist das durchaus Absicht, es geht erst einmal um
Ideen.

1.1 Die Wavelettransformation zum Ersten

Die Wavelettransformation zu einer Funktion f : R — R und einem Wavelet v ist
ungefihr! definiert als

t—2x

Wwf(x,s):Af(t)%¢< . )dt, reR, seRy, (1.1)

wobei sich das Wavelet ¢) dadurch auszeichnet, daB es mittelwertfrei ist, daB also [ f =
0 ist. Tatsdchlich werden wir spiter von Wavelets noch ein klein wenig mehr verlangen,
aber alles zu seiner Zeit.

Anschaulich gesehen ist die Wavelettransformation eine Korrelation zwischen der
Funktion f und einer gestauchten und um x verschobenen Version von . Die Korrela-
tion ,,+* ist ein inneres Produkt und damit ein Ma8 fiir die Ahnlichkeit?:

f*g=/f(t)g(t— Yalfls lgly,  ael=1,1]

wobei a = 1 genau dann gilt, wenn die beiden Funktionen f und das entsprechend ver-
schobene ¢ tibereinstimmen. So gesehen testet also (1.1) die Funktion f mittels einer

'Eine ungefiihre Definition klingt in der Mathematik erst mal nach einem ziemlich komischen Kon-
zept. Aber wenn man genau hinsieht, dann merkt man recht schnell, daf hier noch einiges an Vorausset-
zungen und ,,Allgemeinheiten” fehlt, weswegen die Definition halt eben nur eine ungefihre ist.

ZWer sich hier durch die Hilbert—Normen der Funktionen iiberfordert fiihlt, darf gerne an ganz ,,nor-
male” innere Produkte im R™ denken und sich n > 1 auch selbst aussuchen.
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Korrelation gegen eine verschobene und gestauchte Kopie des Wavelets 1. Das ,,Stau-
chen®, vornehm spricht man von einer Dilatation, erfolgt iiber den Skalenparameter s.
Je groBer dieser Wert ist, desto mehr wird ¢ auseinandergezogen, je kleiner er ist, dest
mehr wird ¢ gestaucht. Nun ist ¢) aber ein Wavelet, das heisst, ¢/ hat positive und ne-
gative Teile® und Nullstellen. Interpretiert man nun die Anzahl der Nullstellen von 1)
in einem Intervall geteilt duch die Linge des Intervalls als Frequenz von 1), so sieht
man sehr einfach, daB der Faktor s diese Frequenz mit s~! skaliert. Das legt es nahe, s
ebenfalls als eine Art Frequenz, genauer gesagt, als eine reziproke Frequenz, anzusehen.
Als nichstes sehen wir uns den einfachsten Vertreter der gro3en Familie von Wavelets
an.

Definition 1.1 (Haar—Wavelet) Das Haar—Wavelet ist die Funktion

¢H($) = X[-1,0) — X(0,1]»
wobei x| fiir die charakteristische Funktion des Intervalls I steht,

1, rxel,

ale) = { 0, adl

Diese offensichtlich mittelwertfreie Funktion geht auf A. Haar (Haar, 1918) zuriick und
wurde von diesem eingefiihrt lange bevor das Wort ,,Wavelets* liberhaupt bekannt war.

Bemerkung 1.2 Wavelets heissen deswegen Wavelets weil sie eigentlich Ondelettes
heissen! Die klassischen Wellen sind natiirlich Sinus und Cosinus oder eben die kom-
plexen Funktionen €', Die sind, wie wir sehen werden, zwar ideal zur Bestimmung von
Frequenzspektren, aber vollig ungeeignet fiir zeitabhingige Phinomene, da sie vollig
ungebremst iiber die ganze reelle Achse oszillieren. Nimmt man nun eine Funktion, bei
der diese Oszillationen geddmpft sind, beispielsweise e et dann ist es keine Welle
(Onde) mehr, sondern nur noch ein Wellchen, ein Ondelette. Diese Terminologie wurde
von der Gruppe um Y. Meyer geprdigt, siche (Meyer, 1993).

Das Haar—Wavelet aus Definition 1.1 hat ein paar gute und schlechte Eigenschaften:
1. Esist einfach!

2. Es hat kompakten Tréger [—1, 1], so daB wH( )nur dann # 0 ist, wenn
t—rxes[-1,1] & tex+s[-1,1] & tez—sx+s]

ist.

3Muss man wirklich extra erwihnen, daB die Nullfunktion zwar viele Voraussetzungen an ein Wavelet
erfiillt, aber keine besonders spannende oder aussagekriftige Analysefunktion darstellt?



1.2 Musik und Zeit-/Frequenz—Analyse 5

3. Es ist (leider) nicht stetig und liefert (auch) deswegen nur eine sehr schlechte
Frequenzlokalisierung®

Soweit soll es erst mal gut sein! Wir haben eine vage Idee, was die Wavelet—Transformation
ist und kennen einen ganz einfachen Prototypen eines Wavelets. Zeit also, damit ein we-
nig zu spielen.

Ubung 1.1 Implementieren Sie das Haar-Wavelet in Oct ave und realisieren Sie eine
Funktion zur Bestimmung der Wavelet—Transformation (1.1) fiir vorgegebene Vektoren
von Skalen- und Ortswerten.

1.2 Musik und Zeit-/Frequenz—Analyse

Musik- oder Audioanalyse im Allgemeinen befasst sich mit Toénen bzw. mit Tonfolgen.
Lokal definieren wir Tone folgendermalien.

Definition 1.3 Ein Ton’ ist ein sich periodisch wiederholendes Ereignis, also eine Funk-
tion mit der Eigenschaft f (- +w™') = f. Die Grifie w bezeichnet man als Frequenz
des Tons, sie wird normalerweise in Hertz (1Hz = 1s7!) angegeben, also der Anzahl
der Schwingungen pro Sekunde.

Fiir periodische Funktionen kennen wir aus der Analysis eine Darstellungsmethode,
namlich die Fourierreihe. Setzen wir die Periodenlénge 1/w auf 27, so erhalten wir die

folgende Aussage.

Proposition 1.4 Jede 2n—periodische Funktion [ kann eindeutig durch ihre Fourierrei-

he
%+Zak COS (k.)+2bk sin (k-) (1.2)
k=1 k=1
dargstellt werden, wobei
1 27 1 2m
ap = —/ f(t) cos kt dt, by, = —/ f(t) sinkt dt (1.3)
™ Jo ™ Jo

ist.

Bemerkung 1.5 Proposition 1.4 ist mit ein wenig Vorsicht zu geniessen!

4Was auch immer das ist. Es wird noch ein wenig dauern, bis wir wissen, was das ist und warum das
Ergebnis leider zu erwarten ist.

SEs sei darauf hingewiesen, daB beispielsweise Perkussionsinstrumente keinen Ton erzeugen, sondern
lediglich ein Gerdusch!
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1. Zwar sind alle Koeffizienten der Fourierreihe durch (1.3) fiir ,brave* Funktio-
nen wohldefiniert, endlich und eineindeutig®, aber iiber die Konvergenz der Fou-
rierreihe (1.2) ist hier nichts gesagt, ebensowenig, ob und wo dieser Grenzwert
wirklich mit f iibereinstimmt.

2. Generell ist die Antwort auch tatsdchlich recht enttduschend! Wie DuBois—Reymond
1873 zeigte, gibt es sogar stetige Funktionen, deren Fourierreihe an einer Stelle
divergiert, siehe (Sauer, 2002).

3. Andererseits ist es aber auch nicht so schlimm: Normalerweise konvergiert die
Fourierreihe braver Funktionen fast iiberall, siehe (Hardy & Rogosinsky, 1956),
aber das wird dann mathematisch schon ein wenig aufwendiger.

Natiirlich haben es alle aufmerksamen Leser’ schon gemerkt, daB eigentlich Definiti-
on 1.3 einen Ton auf ziemlich realititsferne Art und Weise einfiihrt, denn als periodi-
sches Signal miisste ein Ton ja wieder tiber alle Zeiten konstant klingen und das passiert
ja doch eher selten in der Realitét, wo ein Ton natiirlich nur eine gewisse endliche Dauer
hat. Daher ein paar Annahmen an einen realistischen Ton:

1. Die Dauer des Tons ist wesentlich grofer als die Zeit, die fiir eine Schwingung
bendtigt wird®. Damit ist das Signal zumindest iiber eine gewisse Zeit periodisch.

2. Die Lautstédrke des Tons bleibt iiber die Dauer seines Erklingens konstant.

Wenn diese beiden Voraussetzungen® erfiillt sind, dann kdnnen wir zumindest lokal

annehmen, wir hitten es mit einer periodischen Funktion zu tun und dann kénnen wir
die Fourierreihe (1.2) auch akustisch interpretieren:

Jeder Ton lisst sich in Partialtone zerlegen, deren Frequenzen ganzzahli-
ge Vielfache des Tons selbst sind. Die Fourierkoeffizienten zu diesen Par-
tialtonen werden als Spektrum des Tons bezeichnet und beschreiben die
Klangfarbe des Tons.

Dieser Klangfarben—Effekt ist in Abb. 1.1 zu sehen. Uber das Spektrum kann man
tatsidchlich Klénge sichtbar machen — deswegen werden derartige Methoden auch zur
Stimm- und Spracherkennung genutzt.

Das alles funktioniert aber nur fiir Dauertone, denn in dem Augenblick, wo zwi-
schen zwei Frequenzen (also zwei Tonen) gewechselt wird, dndert sich ja die Linge der
Periodisierung. Man braucht also das Konzept einer Momentanfrequenz bzw. der Zeit-
/Frequenz—Analyse. Eine Zeit-/Frequenz—Analyse ist demnach eine Transformation

%Das bedeutet, daR zwei unterschiedliche Funktionen auch unterschiedliche Fourierreihen haben.

"Und gibt es iiberhaupt andere?

8Das bedeutet insbesondere, daB tiefe Tone linger gespielt werden miissen als hohe, weswegen es
unmoglich ist, einen Jig auf dem Bassregister einer Orgel zu spielen.

9Die nun auch noch viele Saiteninstrumente, insbesondere Klavier und Konsorten, ausschlieBen.
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Abbildung 1.1: Spektren zweier Musikinstrumente fiir denselben Ton (a 440Hz).
Der hohere Anteil hochfrequenter Partialtone links zeigt, daf} dieses Instrument
sich durch einen ,,schirferen” Klang auszeichnet.

\
HII‘IH,.,”...,_ ﬂ;‘11“:‘_1Aumuu“xllx‘u.u ..... b ..

xld‘ “

ft) = Zf(tw)

wobei t die Zeit, w hingegen die Frequenz angibt. Gerne plottet man dann ein sogenann-
tes Skalogramm, in dem |Z f| als Funktion dieser beiden Parameter dargestellt wird.
Liasst man die Amplitude weg, so ist eigentlich Abb. 1.2 ja nichts anderes als ein derar-
tiges Skalogramm. Zeit-/Frequenzanalyse ist also das Mittel der Wahl zur Beschreibung
von Musik oder generell von allen zeitolokalen Effekten. Hier kann man entweder die
Wavelettransformation (1.1) verweden, oder aber die Gabortransformation

(z,w) /f (t — ) e ™" dt, (1.4)

Abbildung 1.2: Eine Zeit-/Frequenz—Darstellung. Die Lage der ,,Punkte gibt die
Tonhohe, also die Frequenz an, die Form der Punkte die Tondauer und damit auch
die Zeit, zu der der Ton zu klingen hat.
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bei der es sich um eine gefensterte Fouriertransformation handelt, wobei die Fenster-
funktion g normalerweise kompakten Triiger hat und symmetrisch um 0 ist'°.

Den Unterschied zwischen der reinen Frequenzanalyse und der Zeit-/Frequenz—
Analyse kann man sehr schone an einem weiteren akustischen Phinomen aufzeigen,
den sogenannten Schwebungen. Schwebungen sind die akustische Realisierung des Ad-

ditionstheorems
w+ o' w—w
cosw + cosw’ = 2 cos 5 CoS 5 (1.5)

wobei man nun aber die beiden Seiten von (1.5) akustisch/musikalisch interpretiert. Die
linke Seite sind zwei gleichzeitig gespielte Tone mit den Frequenzen w und w’, auf
der rechten Seite hat man einen Ton der mittleren Frequenz (w + w')/2, der aber mit
der Differenzfrequenz (w — w’) /2 amplitudenmoduliert wird. Und je nach verwendeter

=l=j=j=f=]=]=]=

10

Abbildung 1.3: Spektrum und Wavelettransformierte des Ausdrucks aus (1.5). Das
Spektrum reflektiert die linke Seite, die Wavelettransformierte zeigt einen ampli-
tudenmodulierten ,,verschmierten” Ton.

Transformation bekommt man, siche Abb. 1.3, nun auch die linke oder die rechte Seite
von (1.5) geliefert. Nett ist das Ganze auch bei der Gabortransformation, denn hier kann
man dann auch den Einfluss der Fenstergrof3e sehen wie in Abb. 1.3. Ist das Fenster sehr
klein, so schlidgt die linke Seite von (1.5) zu, ist bei wachsendem Fenster verschmiert
die Frequenz mehr und mehr, und die Schwebung benimmt sich wie die rechte Seite
von (1.5). Auch ist zu beachten, daf3 sich zwischen dem mittleren und rechten Bild in
Abb. 1.3 die Phase der Schwebung verschiebt, die Frequenz aber konstant bleibt.

Ein weiteres bisschen Zeit-/Frequenz kann an der Betrachtung einer einfachen Me-
lodie, genauer, eines einfachen ,,Dreiklangs* erkennen, der in Abb 1.5 zu sehen ist. Die

'Die Symmetrie um Null ist nicht wirklich notwendig, aber sinnvoll.
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Abbildung 1.4: Drei Gabortransformation der Schwebung mit verschiedenen Fen-
stergroflen. Links ein sehr gofles Fenster, also fast eine Fouriertransformation,
rechts das kleinste Fenster.

drei individuellen Téne erscheinen eigentlich alle recht sauber abgegrenzt!!, aber im
Dreiklang ,,verschmieren” der hochste und er mittlere Ton. Dies ist ein weitere unver-
meidbarer Effekt der Wavelettransformation:

Je hoher die Frequenz ist, desto hoher wird die Zeitauflosung der Wave-
lettransformation um den Preis einer schlechteren Frequenzauflosung.

Wavelets versuchen immer, die Frequenz mit einer relativen Genauigkeit anzunihern,
im Gegensatz dazu versucht es die Gabortransformation mit einer absoluten Genauig-
keit, wobei das genau die Konzepte von absolutem und relativem Fehler sind, die man
auch aus der Numerik kennt, (Sauer, 2000a).

Zum , kronenden” Abschluss noch ein kleier Ausschnitt aus einem Stiick echter
Musik mit einem Borduninstrument. Den Bordun, also den konstanten Dauerton, er-
kennt man sehr schon den waagerechten blauen Streifen. Auch die Melodiefolge und
die Obertone sind gut zu sehen, ebenso die Tatsache, dal manche der Partialtone des
Melodieinstruments sich mit Partialtonen der Bordune treffen und so hervorgehoben
werden, siche Abb. 1.7. Dieser Effekt tritt nur dann auf, wenn bei dem Instrument eine
reine Stimmung verwendet wird, bei der die Frequenzen rationale Vielfache des Grund-
tons sind, was, im Gegensatz zur heute normalerweise verwendet gleichschwebend oder
gleichstufig temperierten Stimmung zu leicht unterschiedlich groen Halbtonintervallen
fiihrt. Der Nachteil der reinen Stimmung besteht darin, daB} sie nicht transponieren kann,
das Instrument also auf eine oder zwei Tonarten festgelegt ist.

"'Dap die ,,Streifen” immer eine gewisse Ausdehnung haben, ist eine Konsequenz der Heisenbergschen
Unschirferelation — wer Zeit- und Frequenzauflosung will, muss ein gewisses Mafl an Ungenauigkeit in
Kauf nehmen.
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Abbildung 1.5: Eine ganz einfache Melodie, ein aufgeldster und dann unisono ge-
spielter Dreiklang, alles in der Wavelettransformation. Rechts ist nur ein Zoom in
die Stelle, an der der Dreiklang beginnt.

1.3 Ecken, Kanten, Features

Nach diesem kleinen Ausflug in die Welt der Musik wollen wir uns noch eine andere
Anwendung ansehen, bei der Wavelets einen echten Mehrwert gegeniiber der Gabor-
transformation liefern. Es ist bekannt, siche z.B. (Sauer, 2003; Sauer, 2008), da} die
Fouriertransformierte

7e) = /R f(t)e i€t di

fiir £ — 400 umso schneller abfillt je glatter die Funktion f ist, wobei Glattheit im Sin-
ne von Differenzierbarkeit zu verstehen ist. Das liegt an der Tatsache, daB (/)" (¢) =
sz(g ) ist und daB generell immer f(f ) — 0 fiir £ — +oo gelten muss. Allerdings sind
diese Glattheitssachen natiirlich immer globaler Natur und die Abfallrate wird sozusa-
gen durch die ,,unglatteste” Stelle von f bestimmt.

Wavelets erlauben hier ein ungleich detaillierteres Vorgehen bei der Analyse wie
das folgenden Resultat von Jaffard zeigt, sieche (Mallat, 1999). Die Formulierung ist

wortwortlich aus (Sauer, 2008) iibernommen.

Satz 1.6 Sei v ein Wavelet mit n verschwindenden Momenten und schnell abklingenden
Ableitungen der Ordnung < n.

1. Ist f € Lo(R) Lipschitz—stetig von der Ordnung o« < n an x € R, dann existiert
eine Konstante C, so daf

u—2x

Wot(u,s) < 05t (14

. ), (u,s) eI'=RxR,. (1.6
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Abbildung 1.6: Wavelettransformation eines Stiicks ,,echter** Musik mit einem Bor-
duninstrument.

2. Ist umgekehrt o & N und existieren C sowie o/ < «, so daf3

u—=I

Wy f(u,s)] < C s> (1 +

) ; (u,s) €T, (1.7)

S

dann ist f Lipschitz—stetig von der Ordnung « an x.

Anschaulich bedeutet Satz 1.6, dal man die lokale Regularitit, und Lipschitz—Stetigkeit
ist eine Art reelle Erweiterung der Differenzierbarkeit, durch die Abfallrate der Wavelet-
koeffizienten an dieser Stelle entlang der Skalen im wesentlichen sogar charakterisieren
kann. Das schriankt zwar das Wavelet ein wenig ein, das dann n verschwindende Mo-
mente haben muss, das heisst,

/tkw(t)dt—o, k=0,....n—1,
R

aber solche Wavelets gibt es durchaus.
I"Jbung 1.2 Wieviele verschwindende Momente hat das Haar—Wavelet? &

Da ein Bild ja ohnehin mehr als die beriihmten 1000 Worte sagt, sehen wir uns ein-
fach Abb. 1.8 an, aus dem deutlich erkennbar ist, dafl die Wavelettransformierte die drei
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e

Abbildung 1.7: Ausschnitt aus Abb. 1.6, der zeigt, wie die reine Dur—Sexte sich
mit den Partialtonen des Grundtons trifft und so massiv verstarkt. wird.

Abbildung 1.8: Eine einfache Testfunktion und ihre Wavelettransformierte

Ecken durch ,,Pfeile’ markiert und daB die Deutlichkeit dieser ,,Pfeile wohl offensicht-
lich etwas mit dem Offnungswinkel der Ecken zu tun. Denn je spitzer so eine Ecke ist,
desto geringer ist ja die Lischitz—Stetigkeit.
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If your wish is to become really a man
of science and not merely a petty
experimentalist, I should advise you
to apply to every branch of natural
philosophy, including mathematics.

M. Shelley, Frankenstein

Grundlagen & Theorie

In diesem Kapitel wollen wir uns mit den Grundlagen der harmonischen Analysis befas-
sen. Dies mag zwar ,,nur fiir Wavelets* ein wenig liberdimensioniert erscheinen, aber es
soll in dieser Vorlesung nicht nur darum gehen, Resultate vorzustellen und zu beweisen,
sondern auch Zusammenhénge aufzuzeigen. Und das verlangt halt ein klein wenig mehr
Abstraktion.

2.1 Fourier & Fourier

Beschiftigt man sich mit der Fouriertransformation, so stellt sich immer die Frage, ob
man sie in einer oder mehreren Variablen betrachtet. Aber eigentlich ist das gar keine
wirkliche Frage, denn die Charaktere'? € — ¢i@'¢ = ¢i1é1 ... giadta o ¢ € R?, sind ja
nur Produkte univariater Charaktere.

Definition 2.1 Der Torus T ist definiert als Quotientenmenge T = R/2nZ, das d—
dimensionale Analogon als T =T x --- x T.

Bemerkung 2.2 (Torus) Die iiblichen Bemerkungen:

1. Man kann T sehr schon mit dem Intervall [—7, 7| oder [0, 27| identifizieren, aller-
dings sind die Rechenregeln in T andere als bei einem Teilintervall von R, denn
alle Operationen sind immer nur modulo 27 definiert. Das hat allerdings auch
zur Folge, daf3 auf T Addition und Multiplikation immer definiert sind.

2. T hat keinen Rand! Die beiden Endpunkte der Intervalldarstellung sind miteinan-
der identifiziert, weswegen Funktionen auf T immer 2mn—periodisch sein miissen.

3. T ist also eigentlich so eine Art Kreis"®, was man durch Komplexifizierung auch

12Es ist gut, sich schon einmal an den Begriff zu gew6hnen.
3Das ist durchaus sinnvoll, denn der eindimensionale Torus im R2 ist schlieBlich ein Kreis.
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erreichen kann und was zum ,komplexen Torus*
T~{e” :0eT}={z€C : |z|=1}
bzw.
T~ {’ = (e - e¥) : 0T} ={zeC’: |z| =1}
fiihrt.

Nachdem wir nun geklért haben, was unter einem Torus zu verstehen ist, definieren wir
zwel verschiedene Fouriertransformationen, eine fiir auf T und eine fiir auf R definierte
Funktionen.

Definition 2.3 (Fouriertransformationen)
1. Zu f € Ly (T?) ist die Fouriertransformation f 1 7% — C definiert als

1
(2m)* Jra

Fla) = FO) e ds,  aez 2.1)

2. Zu f € Ly (R?) ergibt sich die Fouriertransformierte f R — Reals

~

F&) = [ fla)e®*de, R (2.2)
Rd

Einerseits sehen (2.1) und (2.2) ja schon sehr dhnlich aus'#, aber was doch etwas seltsam
erscheint, sind die unterschiedlichen Definitionsbereiche der beiden Fouriertransforma-
tionen. Gibt es keine Fouriertransformation auf T¢, die ebenfalls wieder eine Funktion
liefert, die auf T¢ definiert ist? Gibt es eine auf Z? definierte Fouriertransformation
auf R?? Gibt es eine gemeinsame Theorie, die beide als Spezialfille beinhaltet? Das
alles sind ganz natiirliche und vor allem mathematisch ausgesprochen interessante Fra-
gen, die wir in diesem Kapitel beantworten wollen. Aber zuerst einmal, zum langsamen
Aufwirmen, eine der iiblichen Eigenschaften der Fouriertransformation und wie sie sich
in den beiden Spezialf/’ajllen auswirken. Dazu setzen wir X als ,,universellen” Platzhalter
fiir T¢ bzw. R% und'’ X entsprechend fiir Z? bzw. R<.

Lemma 2.4 (Phasenverschiebung) Fiir f € L,(X) und y € X gilt

(f(+y) =0V f 2.3)

14 Auf unterschiedliche Buchstaben in den Formeln wie auch auf unterschiedliche Normierung der
Ausdriicke sollte man nicht allzu viel geben.
SDiese Notation ist schon ein Vorgriff auf die allgmeine Theorie. Ja: Das Warten wird sich lohnen.
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Beweis: Firy € Xund € € X ergibt eine einfache Variablentransformmation, daf3

(FE+y))" (©
— Oy / fla+y)e " de = Cx Flx)e € @) gy = €7 F(¢).
X

X+y

Bemerkung 2.5

1. In ,technischer” Sprache bedeutet (2.3), daf3 sich jeder Verschiebung der Funk-
tion in einer Phasenverschiebung der Transformation, also der Multiplikation mit
einer komplexen Zahl vom Absolutbetrag 1, ausdriickt.

2. Es ist eine banale Beobachtung, daf3 dieser Beweis nur deswegen funktioniert,
weil R und T unter Translationen abgeschlossen sind: X + y = X. Aber genau
diese einfache Beobachtung wird sich bald als fundamentale Struktureigenschaft
erweisen, von der die gesamte Verallgemeinerung leben wird.

Aufbauend auf dieser zweiten Beobachtung werden wir jetzt in etwas allgemeinere Ge-
filde einsteigen und dabei die Tatsache ausnutzen, dal3 R und T beide beziiglich der
Addition eine Gruppenstruktur besitzen und sich topologisch anstdndig verhalten.

2.2 Topologie, Algebra & MaBe

Ein Grofteil der Darstellung in diesem Kapitel folgt dem sehr empfehlenswerten Buch
von Loomis (Loomis, 1953), ergiinzt um ein paar Punkte aus (Katznelson, 1976)'®. Die
ganz grundlegende Definition von Topologien!” sparen wir uns an dieser Stelle!'®, das
sollte aus den Analysis—Grundvorlesungen bekannt sein. Dariiberhinaus empfiehlt sich
generell ein Blick in (Steen & Seebach, 1970), wie immer bei den ,,Counterexample*“—
Biichern.

Definition 2.6 (Lokal kompakter Hausdorff-Raum) FEin topologischer Raum X heisst

1. Hausdorff-Raum, wenn es zu je zwei verschiedenen Punkten x,x' € X, x # «/,
disjunkte Umgebungen'® U, U’, U N U’ = (), mitx € U und 2’ € U’ gibt.

2. lokal kompakt, wenn jeder Punkt x € X eine kompakte Umgebung besitzt.

16Ein mindestens ebenso empfehlenswertes Standardwerk iiber Fouriertransformationen.

17Im Sinne von Systemen von offenen Mengen mit bestimmten Eigenschaften.

¥ Man kann alles iibertreiben. Ausser natiirlich FuBnoten.

“Um es ganz klar zu machen: Umgebung bedeutet hier, daB der Punkt = im Inneren der Umgebung
liegt.
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Jeder lokal kompakte Raum erlaubt eine Ein—Punkt—Kompaktifizierung, kann also durch
Hinzunahme eines einzigen Punktes ., zu einer kompakten Menge X*° erginzt wer-
den. Die Notation ist kein Zufall, x, ist der Punkt ,,Unendlich®. Die offenen Mengen
von X*° sind die offenen Mengen von X sowie die Mengen

{0} UX, X D X kompakt.

Ubung 2.1 Zeigen Sie, daB X, kompakt ist. &

Auch das Konzept einer abelschen?® Gruppe miissen wir an dieser Stelle nicht wirklich
im Detail einfiihren. Wir werden die Gruppe G additiv schreiben, d.h. z,y € G bedeutet
x 4y € G, es gibt ein neutrales Element namens ,,0° und die Inverse zu g € G heisst
—g — alles nicht {ibermifBig neu und aufregend.

Als néchstes ,,verheiraten wir die beiden Konzepte ,,Topologie* und ,,Gruppe’* mit-
einander und so etwas ist immer nur dann sinnvoll, wenn es einen gewissen ,,Mehrwert*
gibt, wenn also die Strukturen auf sinnvolle Art und Weise miteinander interagieren!.

Definition 2.7 (Topologische Gruppe) Eine topologische Gruppe ist eine eine Gruppe
mit einer Topologie, unter der die Gruppenoperation stetig ist.

In unserer Situation konnen wir die Tatsache, dal wir es mit einer topologischen Gruppe
zu tun haben, also als
lime+y==x 2.4)
y—0

schreiben — dabei ist der Grenzwert eine topologische Eigenschaft, die 0, gegen die
sich y bewegt, hingegen durch die Gruppeneigenschaft eindeutig definiert. Und ja, das
ist alles einfach, elementar, aber eben nicht trivial, denn dda steckt bereits eine ganze
Menge an Konzeption dahinter.

Beispiel 2.8 (Toplogische Gruppen)

1. R, T, R? und T sind lokal kompakte topologische Gruppen. T und T? sind sogar
kompakt, R und R? miissten durch Hinzunahme von ,,00“ kompaktifiziert werden.

2. Die invertierbarenm, rellen n x n—-Matrizen, GL,,(R), bilden ebenfalls eine topo-
logische Gruppe®?, allerdings keine abelsche.

20 Also kommutativen.

21Dgag klingt alles ziemlich nach Softskills und dnhlichem ,,Bullshit Bingo“, ist es aber nicht! Ganz
im Gegenteil: Beim Zusammenfiihren von Strukturen besteht die wesentliche Aufgabe darin, klar und
konsistent festzuhalten, wie diese Strukturen zusammenspielen. Sonst erhilt man mit ziemlich grofler
Wabhrscheinlichkeit nur eine ziemlich triviale Verallgemeinerung.

22Unter allen verniinftigen Topologien, beispielsweise solchen, die durch eine Matrixnorm erzeugt
werden.
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3. Ein bisschen witziger ist die (nichtabelsche) Gruppe der linearen Transformatio-
nen R 5 x — ax +0b, (a,b) € Ry x R mit dem neutralen Element (1,0) und
den® Gruppenoperationen

(a,b) ® (a',b") = (ad,ab + ), & (a,b) = (a7, —b/a).

Wie die Beispiele schon zeigen, ist im nichtabelschen Fall die additive Schreibwei-
se nicht wirklich intuitiv. Nachdem wir diesen Fall schon mit einschliessen wollen?*,
verwenden wir jetzt eine multiplikative Schreibweise fiir die Gruppen, also gg’ fiir
g,9" € G, g fiir die Inverse und 1 fiir das neutrale Element. Natiirlich kénnte man
das alles auch additiv schreiben, aber ,,ab # ba* wird normalerweise leichter akzeptiert
als,,a+b#b+a“.

Fassen wir mal ein paar einfache Beobachtungen zusammen: Da wir es mit einer
topologischen Gruppe zu tun haben®, ist fiir jedes g € G die Abbildung f, mit f,(z) =
gx ein Homomorphismus, von G auf sich selbst, ebenso wie f;(z) = xg. Auch die
Inverse x — 2~ ! ist ein Homdomorphismus. Jede Umgebung U des neutralen Elements
1 wird durch U — gU auf eine Umgebung von g abgebildet und jede Umgebung U von
g durch U + ¢~U auf eine Umgebung von 1. In der additiven Schreibweise wiiren das
gerade die ,,normalen” Umgebungen der Null oder eines Punktes.

Dann beweisen wir mal was, um ein bisschen zu lernen, mit dieser Terminologie
umzugehen ...

Proposition 2.9 (GleichmiBige Stetigkeit) Jede stetige Funktion f € C(G) mit kom-

paktem Triiger ist von links®® gleichmiBig stetig, d.h. fiir alle ¢ > 0 gibt es eine Umge-
bung U der 1, so daf

|f (ux) — f(z)] <e, ueU z e, (2.5)
oder; dquivalent, es ist |f (2') — f(x)| < € wann immer x'z~' € U.

Beweis: Sei H C G eine kompakte Menge, sodaBl f € Cy(G), das heisst, f (G \ H) =
0 und sei V eine symmetrische Umgebung der 1, d.h. 1 € V und V = V1. Sowas gibt
es immer, man muss nur V durch V U V! ersetzen.

Die Menge

Voi={ueG : |f(ux)— f(x)|<e,z € VH}

Z3Eigentlich multiplikativen!

24Fiir abelsche Gruppen gelten alle Resultate dann ja auch.

%3Das sagen wir jetzt nicht mehr jedesmal extra, gehen aber natiirlich davon aus, daB G eine topologi-
sche Gruppe ist.

ZDasselbe gilt sinngemiB von rechts.
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ist offen?” und enthilt 1. Ausserdem verschwinden f(uz) und f(z) fir v € V und
beliebiges © ¢ VH D C. Setzen wir jetzt also U := V N V,, so ist dies eine offene
Umgebung der 1, fiir die (2.5) erfiillt ist. 0

Als nichstes verkniipfen wir Algebra und Topologie fiir eine Quotientengruppe der
Form G/H, wobei H eine Untergruppe von G ist. Zur Erinnerung: In multiplikativer
Schreibweise ist

G/H={[z] - veG},  [r]~zH,

die Menge aller Aquivalenzklassen modulo H, die mit den iiblichen Gruppenoperatio-
nen wieder eine Gruppe bildet. Zum Zwecke der Topologie brauchen wir aber ein klein
wenig mehr:

1. Die kanonische Abbildung ¢ : G — G/H, die jedem Element der Gruppe seine
Aquivalenzklasse zuordnet, soll stetig sein. Das heisst, dal die Urbilder offener
Mengen unter ¢ ebenfalls wieder offen sein miissen.

2. Ist f : G — C eine stetige Funktion, die konstant modulo H ist?®, dann soll die
Funktion F' :, definiert durch®® F' = f (¢(-)) ebenfalls stetig sein.

Die zweite Forderung, eine Art Kompatibilitit zwischen der Quotientenbildung und der
Topologie, kann man dadurch erreichen, indem man eine starke Topologie von G auf
G/ H vererbt: Eine Menge A C G/H heisst offen, wenn ¢~ !(A) offen ist — dadurch
wird ¢ automatisch stetig. Ein paar einfache Eigenschaften der Topologie von Quotien-
tengruppen ergeben sich nun folgendermalen.

Proposition 2.10 (Topologie von Quotientengruppen) Fur eine Untergruppe H von
G gilt mit der obigen starken Topologie

1. Die kanonische Abbildung ¢ ist offen, d.h. p(A) ist offen fiir alle offenen A C G.

2. Ist G lokal kompakt, so ist fiir jeder Untergruppe H von G auch G/ H lokal kom-
pakt.

3. Ist G lokal kompakt und B C G/H kompakt, dann gibt es eine kompakte Menge
A C G mit B=p(A).

Beweis: Sei A C G offen, dann ist

o (o) = AH = | Ax

zeH

Y Das ist ,,nur Topologie*.

28Sonst kann man sie nicht auf G/ H betrachten, denn sie sollte ja fiir die ganze Aquivalenzklasse nur
einen Wert haben.

¥Das ist ,.im wesentlichen” F' = f (¢~'(-)), nur ist ¢ natiirlich nicht invertierbar.
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Vereinigung offener Mengen, also offen. Wegen der Stetigkeit von ¢ ist auch deren
Urbild, p(A), offen und schon ist 1) bewiesen. 2) folgt aus der Tatsache, daB stetige
Funktionen kompakte Mengen auf kompakte Mengen abbilden und fiir 3) wihlen wir
eine kompakte Umgebung C' der Einheit und Punkte x4, ..., x, € G, so da}

BCUap z; C Ux]

7=1

Dann ist o' (B) N (|Jz; C) aber eine kompakte Teilmenge von G, deren Bild nichts
anderes als B sein kann. O

Diese Vererbung von Eigenschaften auf die Quotientengruppe ist beispielsweise niitz-
lich fiir den Ubergang von R zu T. Zum mehr oder weniger guten Ende betreiben wir
jetzt noch ein wenig Integrationstheorie, wobei wir aber bei den Details etwas groBziigig
sein werden. Worum es uns gehen wird, ist zu zeigen, dal3 es zu jeder Gruppe ein mehr
oder weniger eindeutiges natiirliches Maf} gibt, das mit der Gruppenstruktur harmoniert.
Das wird dann ein Gegenstiick zum Lebesgue—Maf} auf R sein. Aber immer der Reihe
nach, zuerst eine Menge von Funktionen, die die Basis fiir die Definition eines Inte-
grals bilden. Die Finessen finden sich in (Loomis, 1953), von wo dieses Kapitel auch
entnommen ist.

Definition 2.11 Mit C,(G) bezeichnen wir die Menge aller beschriinkten, stetigen Funk-
tionen®® von G nach R mit nichtnegativen Werten und kompaktem Triiger. Fiir die ste-
tigen Funktionen mit kompaktem Tréiiger auf G verwenden wir Coo(G).

Zu f, g € Ci(G) existieren Punkte ; € G und Werte ¢; € Ry, j = 1,...,n, so daB?

f < chg(xj')a
j=1

und natiirlich sind weder n noch die Punkte x; oder die Gewichte c; eindeutig.

Definition 2.12 (Haar—Uberdeckungsfunktion) Die Haar—Uberdeckungsfunktion von
f,9 € Coo(G) ist definiert als

(f:g) = max C§ch : ngcjg(:cj-) (2.6)

und misst, wie ,,grofs* g im Vergleich zu f ist.

39Um genau zu sein: Die Menge aller nichtnegativen Funktionen in L, wobei L aus beschriinkten
Funktionen besteht, die noch ein paar Extra—Eigenschaften haben sollen, mit deren Hilfe man ein Integral
definieren kann und das auch tut. Details in (Loomis, 1953).

3'Nur zur Erinnerung: Von links und von rechts zu multiplizieren macht hier einen Unterschied! Aber
natiirlich geht das alles auch ,,von rechts®.
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Die Haar—Uberdeckungsfunktion hat eine Menge schoner Eigenschaften wie die Subli-
nearitit (f+ f' :9) < (f:9)+ (f :9), (cf : g) = ¢(f : g), Monotonie und noch
einiges mehr.

Lemma 2.13 (Eigenschaften der Haar-Uberdeckung)

1. (f : g) ist linksinvariant, d.h.
(f(u):9)=(f:9), uweG. (2.7)

2. Fiir f,g € C(G) gilt
(f+g) > Deca J10)

~ max,cq g(r)

(2.8)

3. Fiir f,g,h € C*(G) gilt
(h:f)<(g:f)(h:9). (2.9)

Beweis: (2.7) ist ganz einfach, denn schliesslich ist

n

fluz) < Z ¢j g (zjuz) = Z ¢ g (i), Tl = wju.

J=1 J=1

Fiir (2.8) wihlen wir, zu € > 0, einen Punkt z so, da} f(z) > maxg f — ¢ und erhalten
fiir alle passenden x; und c;, dal

max f —¢e < f(z) < z;cj g(w;r) < maxg z;cj,
J= J=

also ) ¢; < (maxg f — €) / max, G und da ¢ beliebig war, muss (2.8) gelten.

(2.9) erfordert auch nicht viel mehr Aufwand: Fiir x+ € G impliziert setzen wir
g(x) <> c¢if (xjz) in h(z) < ) chg (z,x), beides mit ,,optimalen™ Koeffizienten, ein
und erhalten, daf

n,n’

hz) <Y e > of (@wam) = Y cf (wpe).
k=1 j=1

jk=1
Also ist ,
(h:f)<D p => Y ch=0(g:f)(h:g)
jh=1 7 S k=1



2.2 Topologie, Algebra & MaBe 21

O

Beliebige Haar-Uberdeckungen sind aber eher zu allgemein. Die Idee einer Uberdeckung
in der Integrationstheorie besteht ja auch immer darin, diese Uberdeckungen immer
»feiner zu wihlen, also die ,,Vergleichsfunktion immer besser zu lokalisieren. Dazu
fixieren wir eine ,,Ausgangsfunktion” f, und definieren die Werte

ILy(f) = ICEN)) Y eCHG) ={geCH(@Q) : gx)=0,z2¢ U}, (2.10)

(¥ fo)
wobei U noch geeignet zu wihlen sein wird. Die Funktion f ist dabei absolut beliebig
und stellt nichts anderes dar als eine Normalisierung des resultierenden MaBles. Nun
aber zum zentralen technischen Hilfsmittel, das zeigt, da3 man immer subadditiv loka-
lisieren kann.

Lemma 2.14 Zu f1, fo € C7(G) und ¢ > 0 existiert eine Umgebung U der Einheit, so

daf3
Ly (f1) + Iy (f2) < Ly (f1 + f2) + €, Y e CF(G). (2.11)

Beweis: Sei g € CT(G) so, daB g(x) = 1 ist, wann immer f;(z) + fo(x) > 0 ist,
r € X,und f := fi + fo + 0 g fiirein § > 0. Dann setzen wir hy /o := fi/5/f mit
der Konvention, dal h; = 0 ist, wann immer f = 0 ist. Diese h; sind stetig und nach
Proposition 2.9 dann auch lokal gleichmdif3ig stetig, es gibt also eine sogar symmetrische
Umgebung U der 1, so daB fiir jedes ¢ > 0 die Abschitzung |h;(x) — h;(y)| < € gilt,
solange nur z 'y € U erfiillt ist.

Sei nun ¢ € Cf(G) und f(z) < > ¢;4b (zjx). Nun bedeutet ¢ (z;z) # 0 ja, daB
zjz € Uist, also auch 27125 € U™' = U und somit

|h(m) —h (93]_1)| <e (2.12)

und somit, fiir j = 1,2und z € G

3

fite) = fle)hi(x) < ) enb(eex) hy(x)

k=1
< > at(apa) (b (") +¢)
k=1
und damit .
(Wi f;) <> ew (hy (2") +¢)
k=1
bzw.

(W fi)+ W fa) < Ck ((h1+h2) (x,;l)+2e>§ cx(1 + 2¢).

k=1 R4 k=1
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Da die Funktion ) ¢; beliebig nahe an (¢ : f) herankommt, erhalten wir also, daf3

Ly (f1) + Ly (f2) < 1y (f) (14 28) < (Ly (fi) + Ly (f2) + 0 Iy (9)) (1 + 2¢)

und daraus folgt (2.11) unmittelbar. O

Definition 2.15 Ein Integral | o [ du auf einer Gruppe G und einem Funktionenraum
ist ein durch die iiblichen Methoden®® definiertes lineares Funktional.
Das Integral heisst linksinvariant, wenn

[ rerdu= [ fan.  gea 2.13)
G G

fiir alle Funktionen aus diesem Funktionenraum gilt.

Beispiel 2.16 (Invariante MaBe) Auf R ist das ,.,ganz normale” Lebesgue—Maf} inva-
riant unter der Gruppenoperation Addition, auf R, das Maf} % mit der Multiplikation
als Gruppenoperation.

Ubung 2.2 Zeigen Sie, daB % auf R, invariant ist. &

Wir werden nun die Existenz des Haar—-MaBes in einer relativ schwachen Form zeigen,
nidmlich, daB ein solches Integral fiir stetige Funktionen mit kompaktem Triger existiert.
Das ist allerdings auch der interessante Teil, denn bekanntlich liegen die stetigen Funk-
tionen mit kompaktem Tréiger dicht in allen Mengen von integrierbaren Funktionen,
siehe z.B. (Forster, 1984). Die Erweiterung auf ein Lebesgue—Mal, auf Borelmaf3e und
all diese Wunderdinge der MaB- und Integrationstheorie sind dann ein Standardprozess,
der beispielsweise in (Loomis, 1953) detailliert beschrieben ist.

Satz 2.17 (Haar-MaB, Existenz) Auf Coo(G) existiert ein nichttriviales linksinvarian-
tes Integral.

Beweis: Letztendlich ldauft der Beweis darauf hinaus, einen ,,Grenzwert™* beziiglich v
zu bestimmen, der mit beliebig kleinen kompakten Trigern funktioniert.
Zu( # f € Cyy(G) folgt direkt aus (2.9), daB

W f) < (fo: )@+ fo) und (W fo) <(f:fo) (W f)

und daher ist

L(f) € [(f: fo) " (fo: )] = S (2.14)

32Borel—Menge, o—Algebren und so weiter, also alles das, was zum Lebesgue—MaS fiihrt.
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Nun betrachten wir den unendlichdimensionalen aber kompakten®® Hausdorffraum S =
® ¢S und stellen fest, daB fiir jedes I,, € S mit den Koordinatenprojektionen I,f € Sy.
Zu jeder Umgebung U der 1 sei nun

Sy ={I, : v e CHG)}

der S—Abschluss der Funktionale zu allen Funktionen mit kompaktem Trédger in U. Fiir
diese Mengen gilt nun, daf3

SU1 N---N SUn = SU1ﬁ~~-ﬂUn7 Uj c@G kompakt, j7=1,...,n.

Sei nun / im Durchschnitt** aller Sy, dann ist I ein Funktional mit der Eigenschaft,
daB es zu beliebigen fi,. .., f, € Ci(G), U C G kompakt und € > 0 eine Funktion
Y € CfF(G) gibt, so daB

L (f5) — Ly (f5)] <e, Jj=1...,n,

erfiillt ist. Damit ist unser / aber genau so ein gesuchtes linksinvariantes Integral! Links-
invarianz gab’s in Lemma 2.13 und die Sublinearitit, der ,,schwerste* Teil, ergibt sich
aus Lemma 2.14 und Grenziibergingen ¢ — 0. UJ

Satz 2.18 Das Integral aus Satz 2.17 ist eindeutig bis auf Normalisierung.

Definition 2.19 Das linksinvariante Integral auf G wird als Haar-Integral | o A be-
zeichnet, das zugehorige Maf3 1w als Haar—MaB.

Beweis von Satz 2.18: Seien [ und J zwei linksinvariante Integrale und f € Cj,(G).
Ausserdem withlen wir eine kompakte Menge U C G mit f € C/(G), eine offene
Menge U’ O U mit kompaktem Abschluss®® und [’ € Cjy(G) mit f/ (U’) = 1. Das ist
eine lange Liste, aber alles kein Problem.

Als nichstes fixieren wir ¢ > 0 und wihlen eine symmetrische Umgebung V' der 1
mit der Eigenschaft, da UV U VU C U’ und

max |f (vz) — f (') <&, v, eV (2.15)

zeG

BDas ist der Satz von Tychonov, siehe (Loomis, 1953, Theorem 5B). Aber wie immer ist Vorsicht an-
gesagt: Bei diesen ganzen topologischen Zauberkunststiickchen steckt beispielsweise das Auswahlaxiom
mit drin.

34DaB dieser nicht leer ist, ist eine Konsequenz der Kompaktheit von Sy, die in (Loomis, 1953, Theo-
rem 5B) sogar dadurch bewiesen wird, dal man genau das zeigt: Aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft folgt, daf3 der Durchschnitt nichtleer ist.

33Sowas bezeichnet man iibrigens als prikompakt.
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Da UV UVU C U, ist sowohl*® f(zv) = f(xv) f'(z) als auch f(vz) = f(vz) f'(z),
v € V und zusammen mit (2.15) ergibt sich

|[f(zv) = flvz)] = |f(av) = fox)] fi(z) <ef(z), weG, wveV. (216)

SchlieBlich sei 0 # h € C}7(G) noch eine symmetrische Funktion, h(x) = h (x™!),
mit kompaktem Tréger in der symmetrischen Menge V. Dann liefert die Invarianz des
Integrals, daf3

1) = / / 2) dpiy () dyus ()

= / / flyz) dpg(x) dpr(y)

G y~1G=G
und mit der Symmmetrie von h und dem Satz von Fubini®’ erhalten wir auerdem, daf
J(h)I

— // ) f(@) dpg () dpr(y // 7'y) fy) dpr(y) dpy ()
_ / / F(ay) diar () dps (s / / Flay) dys () dps (),

G z—1G
und somit, unter Verwendung von (2.16), daf}

106 =IO I = [ [ h) () = FHaw) duste) durty)

< // )| f (yz) ‘(/xyG)| dpy () dpg(y // y) dpy () dps(y)

e hJ(f))—eI(h)J(f’). 2.17)

Wir konnen (2.17) noch ein wenig umformen, wenn wir beriicksichtigen, da I(f)I(h) #
0 ist und dann durch diesen Wert teilen und den Betrag explizit schreiben:

! J(h J(f
LI 6T I o18)

I(f) ~ 1(f)  1(h) ~ I(f)
Istnun g € C(G) irgendeine andere Funktion, dann kénnen wir das ganze Spiel noch-
mal durchfiihren, miissen moglicherweise V' ein wenig verkleinern®® und erhalten so

3Tst ndmlich zv € U, dann ist f(xv) = 0 und das alles gilt trivialerweise.

3TEine weitere »Standardeigenschaft* des Integrals. Details wieder mal in (Loomis, 1953), denn will
man das alles beweisen, muss man im wesentlichen das ganze Kapitel iiber Integrationstheorie reprodu-
zieren.

38V hing ja urspriinglich von f ab, aber das letztendliche V wiire dann einfach V' = V; NV, was
immer noch eine symmetrische Umgebung der 1 wére.
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(2.18) fiir g mit einem passenden ¢, aber demselben h. Subtrahieren wir nun die Ver-
sionen von (2.18) mit f und g voneinander, so erhalten wir, daf}

JU) ) I )

I(f) I~ | I(f) 19|
und da € > 0 beliebig war, die linke Seite aber nicht von € abhédngt, muss

% = %, 1,9 € ClH(@), (2.19)
gelten, die beiden Integrale / und J also unabhingig vom Argument Vielfache vonein-
ander sein. U

Zum Abschluss noch die einfache und klare Beschreibung, wann das Haar—-Maf endlich
ist.

Satz 2.20 G ist genau dann kompakt wenn p(G) < oo ist.

Beweis: Ist G kompakt, dann ist 1 € Cf(G) und damit ist u(G) = (1) wohldefiniert
und endlich.

Ist hingegen G' nicht kompakt, dann gilt fiir jede kompakte Umgebung U der 1, da3
G nicht mit endlichen Translaten z;U, z; € G, j = 1,...,n, iiberdeckt werden kann®.
Daher existiert eine Folge x; € G, j € N, mit der Eigenschaft, daf3

n—1
v | J2; U, neN (2.20)
j=1

Ist nun V eine offene, symmetrische Umgebung der 1, die zusitzlich V2 C U erfiillt,
dann miissen die offenen Mengen x;V disjunkt sein, denn wire, fiir j < k

0#z;VNnaV=z;VnN V= (ij2 N xk) |7

also zy € z;V? C x;U, im Widerspruch zu (2.20). Da die Mengen z;V also disjunkt

sind, ist
[o¢]

H(Q) =D V) =3 p(v) = .

O

Fazit: Auf jeder topologischen Gruppe gibt es ein natiirliches Maf, das bis auf Konstante
auch eindeutig ist, und das mit der Gruppenoperation kompatibel ist, also ein invariantes
Mayj3 darstellt. Dieses natiirliche Maf} bezeichnen wir als Haar—Maf}, wenn G kompakt
und damit 4(G) < oo ist, dann wollen wir immer annehmen, dafl das Haar—-Maf so
normiert ist, daB 1(GY) = 1 ist. Im Falle von T ist beispielsweise dy = (2r) ¢ dt.

¥Denn sonst wire G ja kompakt.
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2.3 Die modulare Funktion & ,,besondere” Gruppen

Nun sind R und T natiirlich nicht ,,irgendwelche* Gruppen, sondern additive und als
solche zumeist kommutativ, das heisst, abelsche Gruppen. Und die werden natiirlich
eine besondere Rolle spielen.

In einer nichtkommutativen Gruppe brauchen wir nicht davon auszugehen, dés ein
linksinvariantes Integral auch rechtsinvariant ist, es wird im allgemeinen I (f) # I (f(-v))
fiir das eine oder andere f und v € G gelten. Fixieren wir hingegen ein v € G,
so ist natiirlich f — I,(f) := I (f(-v)) nach wie vor ein linksinvariantes Ideal, d.h.
I, (f(u)) = I,(f). Nach Satz 2.18 muss es daher eine Konstante m(v) geben, so daf}
I, =m(v) I.

Definition 2.21 (Modulare Funktion)

1. Die Funktion mg = m : G — Ry mit der Eigenschaft m(v) = I,/I heisst
modulare Funktion von G. Sie hingt nur von der Gruppe G ab, nicht von der
gewdhlten Normalisierung von 1.

2. Die Gruppe G heisst unimodular, wenn m¢g = 1 und abelsch, wenn sie kommuta-
tiv ist, also wenn xy = yx, x,y € G, gilt.

Lemma 2.22 Ist G abelsch oder kompakt, so ist G unimodular.
Beweis: Fiir abelsche Gruppen ist das sehr einfach:
L(f)=T(f(v) =1(f(v) =I(f) = m=1,

aber auch der kompakte Fall ist nicht schwerer, denn da wihlen wir einfach f = 1 und
erhalten, weil 7(1) < oo ist, daB

OJ

Da wir nur stetige Funktionen mit kompaktem Triger integrieren*® und diese Funktio-
nen gleichmiBig stetig sind, ist die Abbildung v +— I, stetig und damit auch m. Da
ausserdem fiir v, v € G und f # 0

m (') I(f) = L (f) = I (f(00') = Ly (f(v)) = m() L, (f) = m(v)m () I(f),
ist
meg (vv') = mg (v) mg (V') (2.21)
m ist also ein stetiger Homomorphismus von G nach R, , beide wieder als multiplikative

Gruppen geschrieben.
Zum Abschluss dieses Kapitels noch eine Formel zu ,,Variablentransformation®.

40Manchmal hat so ein billiges Integral auch seine Vorteile
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/Gf (z7HYm (27") du(z) = /Gfdu. (2.22)

fr(x) = fa)m(z7") (2.23)

gleich fiir komplexwertige Funktionen f, ist f ,,nur** reellwertig, kann man die Konju-
gation ja einfach weglassen. Nach (2.21) ist dann*!

fr ) = f (@) m(a™) m(v) =m ) (f(-v)" (2)

Satz 2.23

Beweis: Wir definieren

fr@v™h) =m () (f(v)" (2).

Das Integral J(f) = I (f*) gehort auch wieder zur groen Familie der linksinvarianten
MaBe:

J(f(v) = I((f( =m() (f(-0)7) = Lt ((F(-0)))
= «( ) =1 = I,

und wieder einmal Satz 2.18 liefert uns die Existenz einer Konstanten C' > 0 so daf}
J(f) = CI(f). Da m eine stetige Funktion mit m(1) = 1 ist, gibt es zu jedem £ > 0
eine symmetrische Umgebung U der 1, so daf3

1 —m(v)| <e, vel,

und fiir jedes symmetrische f € C}/(G), V C U kompakt und symmetrisch, mit /(f) =
1 erhalten wir, daf3

[1-Cl=]1 DI =(f J(f)l
=(/f Jaju(x /J )wmﬂséu—m@*nﬂ@wm
=f(z)
= /‘1— |f ) dp(x <5/fdﬂ<6[(f)
und da wieder einmal ¢ beliebig war, ist C' = 1 und damit (2.22) bewiesen. [l

Korollar 2.24 Das Haar-Mapf} ist genau dann invers—invariant, wenn die Gruppe G
unimodular ist.

#!Ohne das komplexe Zeugs, aber wer will kann gerne Querstriche driibermalen.
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Die bisher hergeleitete Theorie zeigt, dal unimodulare Gruppen, also inbesondere abel-
sche und kompakte Gruppen, besonders angenehm strukturiert sind. Trotzdem sind das
natiirlich nicht alle Gruppen, und eine interessante Ausnahme erhélt man mit dem fol-
genden ,,Kochrezept®.

Definition 2.25 (Semidirektes Produkt) G und H seine lokalkompakte Gruppen mit
der zusdtzlichen Eigenschaft, daf} jedes g € G einen Automorphismus auf H, definiert,
d.h. g(h) € Hund g(hh') = g(h) g (h'). Ein semidirektes Produkt von G und H ist
G x H mit der Gruppenoperation

(9,1) (¢, 1) = (99,9 (h)1). (2.24)

Solche semidiskreten Produkte kennen wir schon von der Gruppe der affinen Abbildun-
gen. Ist die Abbildung (g, h) — g¢(h) stetig (in beiden Variablen), so ist G x H mit
der Gruppenoperation aus (2.24) auch wirklich eine lokalkompakte Gruppe, wenn auch
eben keine abelsche. Das Haar—-MaB auf G x H ist ,einfach® das Produkt der individu-
ellen Haar-MaBe. Bezeichnen wir diese mit p und gy, so ist

HGxH (AXB) :NG(A)MH(B>7 ACG, B C H.

Um die modulare Funktion auf dem semidirekten Produkt berechnen zu konnen, miissen
wir das Mal} von

(A x B) (g9,h) = (Ag,g(B)h)

betrachten, was iiber das Produktmal3 zu dem Wert

texu (A x B) (g,h)) = mea(g)mu(h) pe(A) pu (9(B))

fiihrt. Selbst wenn GG und H an sich also unimmodulare Gruppen sind, ist das semidi-
rekte Produkt nur dann unimodular, wenn

pa(9(B) _
1 (B) ’

ist, was natiirlich eine recht starke Forderung darstellt.

g €@,

2.4 Faltungen & Gruppenalgebra

In diesem Kapitel lernen wir eine Methode kennen, auf dem Raum von integrierbaren
Funktionen eine Multiplikation einzufiihren, die uns dann auch in die Welt der Bana-
chalgebren bringen wird.
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Definition 2.26 (Faltung) Die Faltung zweier Funktionen f, g € Ci(G) ist als

f*gz/Gf(-y)g(y /f du(y) (2.25)

Dal die beiden Integrale in (2.25) iibereinstimmen, liegt natiirlich wieder einmal an der
Linksinvarianz des Haar—-MaBes. Jetzt packen wir auf unser abstraktes Brimborium auch
noch etwas Funktionalanalysis mit drauf.

definiert.

Definition 2.27 (Banachriume)

1. Ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.

2. Der Banachraum L(G) der absolut integrierbaren Funktionen ist definiert als
Menge aller Funktionen mit der Eigenschaft*?

ST ::/Gm du

3. Eine Banachalgebra ist ein Banachraum zusammen mit einer Multiplikation ©,
die mit der Norm vertrdglich sein muss:

I ogll <1 lgll- (2.26)

Bei den drei Definitionen, die hier zusammen auftauchen, diirfte es nicht mehr allzusehr
tiberraschen, was nun kommt: Mit der Faltung als Multiplikation wird L, (G) tatséchlich
zur Banachalgebra und in der Tat ist diese Konstellation auch so ein bisschen ein ,,Pro-
totyp* fiir Banachalgebren.

Satz 2.28 Mit der Multiplikation f © g := f x g bildet L,(G) eine Banachalgebra.
Beweis: DaB ,, 0" L;(G) x Li(GQ) auf L, (G) abbildet, ergibt sich* aus

If*gll, < //!f(y)g(y‘lx)ldu(y)du(x)
= [ 151 [ 19 69)] du@rautn) = [ 1] [ 9@ dnto)duto)
= [Vl [ 1f @ dut) = 171, Nl

42 Achtung: Hier mogle ich! Spitestens jetzt briuchten wir eine verniinftige Erweiterung der Integrier-
barkeit auf eine Art Lebesque—Integral, denn natiirlich gibt es Folgen von stetigen Funktionen mit kom-
paktem Tréger, die in der L;—Norm gegen integierbare Sprungfunktionen konvergieren. Und dann wire
die Vollstindigkeit erst einmal dahin.

“3Wenn die Integrierbarkeitsfrage einmal zufriedenstellend geklirt ist.
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mit ein bisschen Dreiecksungleichung und der ubiquitdren Linksinvarianz des Haar—
Integrals. Die anderen Eigenschaften einer Multiplikation, Assoziativitit und Distribu-
tivitit* rechnet man leicht nach ... O

Definition 2.29 (Involution) Eine Operation * auf einer Algebra <f iiber C heisst In-
volution, wenn

l. a* =a,a¢c A.

2. (a1 +a)" =al +ab ar,a9 € .
3. (Aa)" ' =Xa"ac o, \eC.

4. (a1 a9)" = a}a}, ay,ay € .

Satz 2.30 Die Operation * aus (2.23) ist eine Involution auf der Faltungsalgebra von
Li(G).

Beweis: Die ersten drei Eigenschaften einer Involution werden von (2.23) recht offen-
sichtlich erfiillt, interessant ist lediglich die Betrachtung von

(f*g) () = /Gf(x‘ly)g(y‘l)m (z71) du(y)

= /Gg(yl)m () m) f (o) ) m (7)) m (y™) duly)

=m(z~1)
= /g(y—l)m () S (o) m ((v7'2) ™) duty)
=9*(v) —fr(y-1a)
= (9" * f") (@),
bei der wir beide Seiten von (2.25) verwendet haben. ]

Der weentliche Teil des Beweises von Satz 2.30 ist die Identitét

(fxg)" =g [, f,9 € Li(G), (2.27)

bei der, wie es sich ja auch fiir eine anstiindige Involution gehort, die Reihenfolge im
Produkt vertauscht wird. Das ist natiirlich nur dann relevant, wenn bei dem Produkt die
Reihenfolge auch wirklich eine Rolle spielt. Und das lésst sich leicht beschreiben.

Satz 2.31 Das Faltungsprodukt auf L,(G) ist genau dann kommutativ, wenn G abelsch
ist.

44 Aber nicht Kommutativitit!



2.4 Faltungen & Gruppenalgebra 31

Beweis: Ist G abelsch, dann ist G auch unimodular und (2.22) aus Satz 2.23 fiihrt sofort
Zu

(frg)(x) = /f(:vy)g(y /fa:yl ) du(y)

=/f g (y) dialy /f g (wy) du(y)

= (g f) ().

Sei nun umgekehrt die Faltung kommutativ auf L;(G), dann verschwindet der Kommu-
tator f * g — g * f und daher ist

0 = ()@= lax N @ = [ (Flana (o) = 9)f (57'2)) duly
_ /f wy ) g (y)m () dﬂ(y)—/cg(y)f(y_lm) du(y)
= /G W) (f (g ) m (y™") = f (v '2)) duly),

und das fiir alle f, g € Li(G). Das geht aber nur, wenn

f (zu) m(u) = f (uz), u,z € G. (2.28)

Speziell fiir x = 1 ergibt das f(u)m(u) = f(u), also m = 1, so daB} GG auf alle Fille
schon mal unimodular sein muss. Dann heisst (2.28) aber, daBl f(uzx) = f(zu) fiir alle
u,z € G sein muss und da die Algebra L;(G) punktetrennend ist, muss GG auch abelsch
sein. O

Faltungen spielen in der Signalverarbeitung als digitale Filter eine ganz besondere Rol-
le und besonders schon sind Faltungsalgebren, bei denen es eine Identitdt gibt, also ein
Element e € L(G), fiir das f x e = f ist, die also nichts anderes als ein Einselement
beziiglich des Faltungsprodukts sind. Und auch hier gibt es ein abstraktes Resultat. Al-
lerdings brauchen wir erst noch ein klein wenig Terminologie, siehe (Yosida, 1965).

Definition 2.32 Ein diskreter topologischer Raum basiert auf einer Topologie, bei der
alle Teilmengen offen sind. Insbesondere ist jeder Punkt seine eigene Umgebung und
liegt im Inneren® derselben

Die diskrete Topologie und ihr Gegenstiick, indiskrete Topologie, bei der nur () und
G offen sind, sind zwei besonders extreme und in gewissem Sinne auch triviale To-
pologien, die sich ganz besonders als Gegenbeispiele fiir naiv—intuitive Vorstellungen

4Zur Erinnerung: Das Innere einer Menge ist die Vereinigung aller in dieser Menge enthaltenen offe-
nen Mengen.
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von Topologie eignen, siehe (Steen & Seebach, 1970). Dort findet man auch einige der
wesentlichen Eigenschaften der diskreten Topologie, beispielsweise, daf} alle Funktio-
nen (trivialerweise) stetig sind, jeder Punkt eine Umgebung seiner selbst ist. Aber die
schonste Eigenschaft ist sicherlich, daB3 kein diskreter topologischer Raum dicht in sich
selbst liegt, siehe nochmals (Steen & Seebach, 1970).

Satz 2.33 Die Algebra L,(G) besitzt genau dann eine Identitit, wenn G diskret ist.

Beweis: Ist G diskret, so muss jedes linksinvariante MaB punktweise definiert sein*®

und

ple) =p((zy ) y) =ply), zyeG = plA)=#Ap1), ACG,
(2.29)
erfiillen. Dann ist f € L;(G) wenn f(z) # 0 nur fiir eine abzdhlbare Folge z, k € N,
giltund >, | f (zx)| < oo ist. Die Funktion

e(a:>=51x={ vy
ist die gesuchte Indentitét:

k=1 — f(xe) = f (), T = xy.

:6zk T

Sei nun e € L;(G) eine Einheit, also e x f = f. Dann existiert eine positive untere
Schranke fiir das Mal3 von offenen Mengen. Wire das namlich nicht der Fall, géibe es
fiir jedes € > 0 eine offene Umgebung 0 der 1, so daf}

/\e[ dp < e.
U

Sei ausserdem V' symmetrisch mit V2 C U und f = yy, dann ist fiir fast alle*’ z € V

L= J@ =N = [ ey (7) duty) = [ edn

< /!eldu<e,
U

was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt. Daher gibt es eine Zahl @ > 0 mit
a < p(U) fir alle offenen Teilmengen U von G, weswegen jede offene Menge mit

4Die Punkte sind ja offene Mengen!
4780 ist das mit den L;—Geschichten. Punktweise gelten die nur fast iiberall.
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kompaktem Abschluss nur endlich viele Punkte enthalten kann, da fiir Kompakta ja
u(K) < oo gilt, siehe Satz 2.20. Damit miissen aber die einpunktigen Mengen offen
und die Topologie diskret sein. 0

Die Faltung ist also nur auf diskreten*® Topologien invertierbar, ein Prozess, der als De-
convolution® bezeichnet wird und beispielsweise unter dem Stichwort gefilterte Riick-
projektion zur Invertierung der Radontransformation in der Computertomographie ge-
nutzt wird, siehe z.B. (Natterer & Wiibbeling, 2001; Sauer, 2008). Aber auch wenn es
exakt nur im Spezialfall funktioniert, so klappt es approximativ dennoch fiir alle Grup-
pen.

Satz 2.34 (Approximative Identititen) Zu f € L,(G) und ¢ > 0 existiert eine Umge-
bung U der 1, so daf3

Ilf—exf|l, <e und lf—fxell, <e€ (2.30)
fiir jedes e € LT (G) mite (G\ U) = 0 und [ edy = 1 erfiillt sind.
Beweis: Die erste Abschitzung in (2.30) ist relativ einfach:

1 =ccfly = []7@ [ cwdut= [ s ') dutw| dute)

| S —

IA

/Qéiy)/glf(x)—-f(y1x)\du(w)du(y)
= /Qf%y)Hf’—»f(y‘I)\h dp(y).

Da die Abbildung y +— f (y~!-) stetig ist, siche Ubung 2.3, gibt es nun zu jedem & > 0
eine symmetrische Umgebung U der 1, so daB ||f — f (y~')||, < e firalley € U
erfiillt ist. Mit diesem U ist dann aber auch

£ =ex sl < [ ew|f =1 )], duto) << [ edu=c.
U -~ - U
—

<e
=1

Die zweite Gleichung wird durch das Auftreten der modularen Funktion ein klein wenig
verkompliziert. Mit m := [, e (z™") du(z) erhalten wir wie oben, daB}

ir=extl = [ |s@- [ saew) du<y>\du<x>
< /G e (y) /G I f () — f(ay)] dp(e)duy)
:.LQ@AUU—nw«demw.

m

“8Und damit im wesentlichen trivialen.
4 Entfaltung ist im Deutschen schon anders belegt.
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Je kleiner nun der Trédger U von e wird, desto mehr geht m — 1, denn schliesslich ist

/G (e (z7") — e(x)) du(x)

was wie im Beweis von Satz 2.23 auf der rechten Seite fiir ,.kleine U gegen Null kon-
vergiert. Damit konnen wir aber m durch die Abschitzung 1 — &’ < m < 1 + &’ mit
einem &’ ersetzen, das sich ebenfalls gleichzeitig mit € beliebig klein machen lésst, und
erhalten, da3

If —ex*fll;
= 1i€/L€(y‘1) Lf = FCy)lly duly) + 155,/06(@/‘1) Lf (), duly).

<e =m(y)|lfl

m —1| =

< /Ge(x) Im (z7") — 1} du(z),

und die rechte Seite ldsst sich durch Wahl von U beliebig klein bekommen. 0

Ubung 2.3 . Zeigen Sie: Ist f € L,(G), dann sind die Abbildungen y — £ (y-) und
y — f (-y) stetige Abbildungen von G nach L,(G). O

Satz 2.34 mag ein wenig wie unnétiger Aufwand erscheinen, aber die approximative
Invertierbarkeit der Faltung ist ein Konzept, dessen Bedeutung, auch und gerade fiir
praktische Zwecke, eigentlich kaum iiberschitzt werden kann.

Um das noch ein bisschen konkreter zu fassen: Die Umgebungen der 1 bilden unter
der Inklusion ,,C* ein sogenanntes gerichtetes System™ %/, und wenn ey € CH(G),
U € %, eine Folge von Funktionen zu so einer absteigenden Folge von Umgebungen
der 1 mit [ eydp = 1 sind”', dann konvergieren nach Satz 2.34 die Faltungen f * ey
udn ey % f gleichméBig gegen f.

Definition 2.35 Ein gerichtetes System von Funktionen ey € Ci(G), U € %, heisst
approximative Indentitét.

2.5 Charaktere & duale Gruppen

So, nun wird es aber wirklich langsam Zeit, in unserem allgemeinen Uberblick zu den
Fouriertransformationen, bzw. zu deren Gegenstiick, zu kommen. Dazu aber zuerst die
generelle Annahme bzw. Vereinfachung:

Von nun an betrachten wir nur noch lokal kompakte abelsche Gruppen, die
wir additiv schreiben. Und diese Gruppen sollen nichttriviale Gruppen sein,
also nicht nur aus den neutralen Element, also 0, bestehen.

0ALs Analogie denke man an reelle Zahlen und ,,<*.
>'Um in der Analogie zu bleiben: Das ist genau das Gegenstiick zu den allseits beliebten lims_,o—
Betrachtungen, die aus der Analysis bekannt und vor allem beliebt sind.
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Die additive Schreibweise der Gruppe ergibt sich nicht aus Bemiihungen, moglichst
verwirrend zu sein, sondern um zu zeigen, dafl die Exponentialfunktionen ebenfalls auf
ganz natiirliche Art und Weise auftauchen.

Definition 2.36 (Charaktere)

1.

Mit Cy = {2z € C : |z| =1} ~ T bezeichnen wir den komplexen Einheitskreis.
Offensichtlich ist C, eine multiplikative Gruppe.

Ein Charakter ¢ auf G ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Cy, also eine
Abbildung mit der Eigenschaft

@) =1,  Slx+a2)=¢@)E0E),  z2'ed (2.31)

Die Interaktion zwischen Gruppenelement und Charakter wird auch gerne als
(x, &) geschrieben, siehe (Katznelson, 1976).

Die duale Gruppe G zu G ist die Menge aller Charaktere von G.

Ubung 2.4 Zeigen Sie: Aus (2.31) folgen £(0) = 1und &(—2) = £(z) ™' = £(x). &

Beispiel 2.37 (Charaktere) Fiir die ,klassischen® lokalkompakten abelschen Gruppen
kann man die Charaktere explizit angeben:

1.

Fiir G = R sind die einzigen Losungen von & (v + 2') = &(x) £(a’) Funktionen
der Form &(x) = e, a € C, und wegen der Beschrdnktheit muss a rein imagindir
sein, so daf3 () = €%, 0 € R, sein muss. Kommt uns bekannt vor . ..

2. Jeder Charakter von T = R /2n7Z muss nach Lemma 2.38 ein Charakter von R,

also von der Form e sein, und auf 277 konstant sein, was nichts anderes als
0 € Z ist. Also sind die Charaktere von der Form ¢, n € Z, trigonometri-

sche Polynome in komplexer Schreibweise.

3. Analog hat der ganzzahlige Torus T' := R /7 die Charaktere ¢*™™.

4. Die Charaktere von 7 sind bereits durch £(1) =: 2™ € Cy, 0 € [0, 1) komplett

definiert, der Rest ergibt sich aus (2.31): £(k) = £(1)F = &>k k € Z. Umge-
kehrt definiert auch jedes 6 € [0,1) = T’ auf diese Weise einen Charakter, also
sind die Charaktere von 7. gerade von der Form & = 2™,

Lemma 2.38 Ist H eine Untergruppe von G, so bestehen die Charaktere von G /H aus
allen Charakteren von G, die auf H konstant sind.
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Beweis: Ist ) € CT/?{ , dann ist £ := n (- + H) eine stetige Funktion von G nach C;
und erfiillt

E+a)=n((x+H)+ (@' +H))=n(x+H)n' + H) =)&),

so daB ¢ in der Tat ein Charakter ist — und natiirlich per definitionem auf / konstant. Ist
umgekehrt £ ein auf A konstanter Charakter von (G, dann definiert er natiirlich auf der

Aquivalenzlasse zu z in G/ H auch wieder einen Charakter. 0
Ubung 2.5 Zeigen Sie: (G x H)" = G x H mit € (z1,25) = &6 (21) Eu (22). &
Bemerkung 2.39

1. Beziiglich der punktweise Multiplikation, also (££') (z) = £(x) & (x), x € G,
§,&' € G, bilden die Charaktere in der Tat ein multiplikative abelsche Gruppe,
der Name ,duale Gruppe* fiir G ist also vollauf gerechtfertigt.

2. Die zweite Eigenschaft von (2.31) zeigt schon, daf} die Charaktere ,jirgendwie*
Exponentialfunktionen sein miissen.

3. Die Topologie auf G ist die der gleichmdfligen Konvergenz auf kompakten Teil-
mengen von G': Eine Basis fiir die Umgebungen®® der 1 in G sind alle Mengen der
Form

U. = {f edq : rnagc]f(a:) —1l<e, K C G’kompakt} : e>0. (232
xre

Der Name ,,dual“ legt normalerweise in der Mathematik nahe, daf3 die Rollen der Objek-
te vertauschbar sind. Und in der Tat ist das auch hier der Fall und erklért und rechtfertigt
die Schreibweise (z, £) fiir die Charaktere.

Satz 2.40 Die duale Gruppe zu G ist G.

Beweis: Wir bemerken zuerst, daf fiir jedes feste + € G die Abbildung ¢ — £(z)
einen Charakter auf G definiert: Offensichtlich ist |£(z)] = 1 und®® trivialerweise ist
(&8 (z) = &(z) €' (x), es handelt sich also wirklich um einen Gruppenhomomorphis-
mus. Damit gehort also zu jedem x € G ein Charakter von G, daB man so wirklich
alle Charaktere erhilt, das ist der Inhalt des Dualitdtssatzes von Pontryagin, den wir an
dieser Stelle einfach mal glauben miissen. O

52Da G nach wie vor multiplikativ geschrieben wird, interessieren wir und nach wie vor fiir Umgebun-
gen der 1!

33Wir betrachten ja nun einen Homomorphismus von der multiplikativen Gruppe G in die ebenfalls
multiplikative Gruppe C;.

54Was wir daraus erkennen ist, daB uns definitiv noch der Hintergrund fiir die Definition der Charaktere
fehlt — irgendeinen wichtigen Zusammenhang haben wir offenbar verpasst.
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Lemma 2.41 Fiir £ # ¢ € G gilt

sup |¢(x) — &'(x)] > V3. (2.33)

zeG

Beweis: Firz € G, &,¢ € G ist

£@) = €@F = [€@)P -2 ()€ () + [€ @) =2(1 = Rn(a)),
=1 -1

mitn = £& € G.Da& # ¢ ist, istauch n = £1¢ 2 1, es gibt also 0 # z € G mit
n(z) # 1. Seinun n(x) =: €, 6 € [—m, x| \ {0}, dann ist

— “ .. — “ e — k6
n(kz) = n(x + k +z) =n(z) --nlxr) =", ke N.
Die Zahlen ¢**? laufen nun um den Einheitskreis und kommen sogar beliebig nahe an

—1 heran, wenn 6 ¢ 7/N ist. Im Allgemeinen ist aber

; 1
. / < . _ ik0 < 7T/3 _
RG] <y Fonth) = pERET S RTE= 75

also sup, |€(z) — &()|° < 3 und somit ist (2.33) bewiesen. O

Natiirlich ist dieses seltsame Lemma 2.41 fiir sich erst mal nicht so spannend, aber es
hat eine wichtige Konsequenz.

Satz 2.42 Ist G kompakt, so ist G diskret.

Beweis: Dank/\Lemma 2.41 ist der Beweis einfach. Ist nimlich G kompakt, so ist die
Topologie auf G eine der gleichméBigen Konvergenz auf ganz G und dann liefern (2.32)
und (2.33) sofort, daB U, = {1} wann immer £ < /3 ist. O

Definition 2.43 (Fouriertransformation) Die Fouriertransformation von f € L;(G)
ist defniert als

f(6) = /G () f(z) du(z). (2.34)

Das Zusammenspiel von Fouriertransformation und Faltung ist nun auch wieder wie
gewohnt.

Proposition 2.44 Fiir f, g € L1(QG) ist

(f+9) = F3. (2.35)
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Beweis: Wir berechnen einfach fiir ¢ € G

(f+9) (€ = /5 (f * 9) (%) dpa //5 9)g(y) da(z)dp(y)
= //€x+y )9(y) dp(z)dp(y)

=£(z) £(y)
_ / @) f(2) dpla / EWoly) duly) = FlO)7(©),
G
also alles wie von der Fouriertransformation bekannt. ]

Satz 2.45 (Stetigkeit der Fouriertransformation) Ist f € Li(G), so ist ]?gleichmaﬁig
stetig auf G.

Beweis: Die Funktion (z, &) — (x,£) = &(x) ist stetig in  und £ und erfiillt

0,6) = (x,1) = 1.
Damit gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem Kompaktum U C G eine Umgebung UcdG
der 1, so daf3

1 r7
Igea[}(‘@?a@ | <e, el,

und somit ist fiir alle f € Cyy(G) und £71¢' € U

Fo -7 < [ e - @@ duto)
G
= [ ke 1@ duta) < <171
und da die Cyo(G) dicht in L, (G) liegt, folgt die Behauptung. O

Und schliesslich noch, ohne Beweis, die inverse Fouriertransformation. Ein Beweis
findet sich in (Loomis, 1953) und verwendet den Satz von Bochner iiber positiv definite
Funktionen, was deutlich zu weit fiihren wiirde. Elementare Beweise fiir die ,,normale‘
Fouriertransformation auf der Basis von approximativen Identititen wie in (Katznelson,
1976; Sauer, 2003; Sauer, 2008) lassen sich leider nicht direkt anwenden.

>SWenn man es genau nimmt, haben wir fiir das zweite Gleichheitszeichen bereits die Definition (2.25)
der Faltung und die Unimodularitit der abelschen Gruppe nach Lemma 2.22 benutzt. Also nur so am
Rande ...
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Satz 2.46 Ist f € L,(G) eine positiv definitive Funktion®, so ist, bei passender Nor-
mierung des Haar-Maf3es |15,

- [e@F© g, aec (2.36)

Eine kleine Bemerkung erscheint trotzdem angemessen. Wir knnen die Fouriertransfor-
mation (2.34) ja auch als einen Operator F' : L;(G) — L (@) auf einen Funktionen-

raum L <(A}’) Cc Cy ((AJ) betrachten. Fiihren wir nun in L (@) das Skalarprodukt

_ / 767 dug(©)
G

()= [ )50 duao)

und analog auf GG das Skalarprodukt

ein’’, dann ist fiir passende f € L(G)und g € L (@)

(FL.a)e = [ PHOTOdele) = [ 50 [ )08 ducta)dug(o
_ / e / €) (,€) dyia(€) dua(x) = (f, F*9)q

wobei F™* als adjungierter Operator zu F bezeichnet wird und nichts anderes als der
Operator in (2.36) ist. Satz 2.46 iiber die inverse Fouriertransformation besagt also, daf}
fiir gewisse ,,gutartige’ Funktionen die Relation F'~! = F'* besteht.

Solche Operatoren kennen wir iibrigens als lineare Operatoren von R™ nach R" sehr
gut: In diesem Fall ist F' € R"*™ eine Matrix, der adjungierte Operator F* = F'T und
eine Matrix mit /* = F~! bezeichnet man bekannterweise als orthogonale Matrix,
zumindest im quadratischen Fall m = n. Bei nichtquadratischen Matrizen geht das im
Prinzip auch, allerdings muss man dann einen der beiden Riume einschriinken’®. Eine

%Eine positiv definite Funktion ist die Transformierte eines BorelmaRes,

= *y d
f /@( §) dp(s)
wobei (3 ein positives Maf ist.

>Wie ignorieren einmal fiir einen Moment die Frage, ob und fiir welche Funktionen dieses Skalarpro-
dukt wirklich existiert.

3]st beispielsweise m < n, dann bedeutet Orthogonalitit Orthogonalitiit der Spalten und die Invertier-
barkeitsrelation klappt auf dem Bild FIR™ des linearen Operators.
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orthogonale Matrix ist aber immer eine Isometrie, das heisst, || Fx||s = ||x]|2 fiir alle x,
und damit besonders gut fiir Hilbertraume geeignet.

Rein formal erhalten wir die Isometrie fiir die Fouriertransformation in Ly (G) sehr
einfach, vorausgesetzt natiirlich, wir konnen die Fouriertransformation auf L,(G) er-
weitern. Das ist aber nun wieder relativ einfach: Ist ndmlich G kompakt, so ist Ly(G) C
L(G), ist G hingegen nicht kompakt, so betrachte man eine Folge K; C Ko C --- C G
mit K,, — G und betrachtet die Funktionen f,, := xx, f, die wegen des kompakten
Trigers in L1(G) D Ly (Ky) D Lo (Ky) liegen und deren Fouriertransformationen

existieren und eine Cauchyfolge in Lo (@) bilden. Bleibt noch die Ls—Isometrie, aber

auch diese benotigt wieder positiv definite Funktionen in halbeinfachen Banachalge-
bren

Satz 2.47 (Plancherel) Fiir positiv definites f € L1(G) ist

£l = [ Fll2- (2.37)

2.6 Wo die Charaktere wirklich herkommen

Irgendwie ist das mit den Charakteren aber jetzt doch fast ein wenig enttduschend: Da
betreiben wir den ganzen abstrakten Aufwand und dann fallen die Charaktere einfach
so vom Himmel und mit ihnen die Fouriertransformation. Aber wer sagt uns denn, dal3
die in (2.31) eingefiihrten Objekte auch wirklich ,natiirliche Objekte sind, mal gahz
abgesehen davon, daf} wir in Satz 2.40 bei der Bidualitit ohnehin feststellen mussten,
daf} wir eigentlich gar nicht so ganz genau wissen, womit wir da herumhantieren.

Die Antwort auf die Frage und die Losung des Problems ist ein schones und interes-
santes Zusammenspiel von Funktionalanalysis und Algebra, das wir zumindest skizzie-
ren wollen, ohne uns aber allen Beweisdetails in der vollen Ausfiihrlichkeit zu widmen.

Ausgangspunkt der Betrachhtungen ist die Tatsache, dal in einer Algebra bzw. in
einem Ring Ideale eine bedeutende Rolle spielen, also Mengen, die beziiglich der Rin-
goperationen Addition und Multiplikation abgeschlossen sind.

Definition 2.48 (Ideale) Sei .o/ eine Algebra, also abgeschlossen unter Addition und
Multiplikation.

1. Einldeal .¥ in < ist eine Teilmenge von </ mit den Eigenschaften .9 + .9 = &
und ¥ C ¥.

2. Ein maximales Ideal ist ein Ideal mit der Eigenschaft, daf3 es kein Ideal ¢ mit
der strikten Inklusion .9 C ¢ C <f gibt.

*Das mag nun erschreckend klingen, ist aber der richtige abstrakte Rahmen fiir derartige Resultate.
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Bemerkung 2.49 (Maximale Ideale)

1. Jedes Ideal .7 hat ein maximales Oberideal. Das klingt einfach und einleuchtend,
indem man einfach die Menge aller Ideale 7 betrachtet, die & C ¢ C 4
etfiillen, aber die Existenz eines maximalen Elements in dieser Menge ist wie-
der einmal eine Anwendung des Zornschen Lemmas alias Wohlordnungssatz alias

Auswahlaxiom®.

2. Sehr einfache maximale Ideale fiir Cyo(G) mit punktweiser Multiplikation®' sind
die der Form

I ={f € Coo(G) : f(x)=0}, r € G. (2.38)

Dapfs es sich hierbei um ldeale handelt ist wirklich leicht nachzurechnen und auch
die Maximalitdt ist nicht schwer: Ist nimlich g € Coo(G) \ Z; irgendeine Funk-
tion mit g(x) # 0, so gehort fiir jedes f € Coo(G) die Funktion f — f(z)/g(x) g
zu I,. Das bedeutet aber, daf3 das Ideal, das von .7, und irgendeinem g & .7,
erzeugt wird, bereits Coo(G) sein muss — %, ist maximal.

3. Ein einfaches Beispiel fiir ein nichtmaximales Ideal ist
I ={f € Coo(G) : f(z)=f(2) =0} =7.NI, z, 7 € G,
das in den beiden maximalen Idealen %, und %, enthalten ist.

Das Ideal .#, aus (2.38) hat eine interessante Eigenschaft: Es ist der Kern eines stetigen
linearen Funktionals, das auch mit der Multiplikation in Cpo(G) vertriglich ist, oder, wie
die Algebraiker sagen wiirden, der Kern eines stetigen Homomorphismus® von Coo(G)
nach R oder C, je nachdem, ob wir reell- oder komplexwertige Funktionen betrachten.
Und genau das ist die zentrale Beobachtung:

Es besteht eine Beziehung zwischen maximalen Idealen und den Kernen
stetiger Homomorphismen.

Lemma 2.50 Sei £ : o — C ein Homomorphismus, dann ist ker E ein maximales
Ideal.

%0Und wer unter so vielen unterschiedlichen Namen unterwegs ist, der muss einfach Dreck am Stecken
haben.

61 Also nicht unsere Faltungsalgebra L; (G), da funktioniert so eine punktweise Geschichte nicht, trotz-
dem werden wir gleich sehen, dafl uns (2.38) die wesentliche Idee zum Versténdnis dieses Ansatzes liefert.

2In diesem Fall dann auch wirklich von Algebra nach Algebra!
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Beweis: ker F ist ein Ideal, da fiir f, g € ker F und h € </ die Beziehungen
E(f+9)=E(f)+E(g)=0 und  E(fh) = E(f)E(h) =0-E(h) =0

gelten und die Maximalitit folgt wie oben aus der Tatsache, daf sich mittels g & ker F
jedes f € o7 als f = % g + ker E schreiben lisst. O

Ein bisschen Vorsicht ist natiirlich schon geboten, denn ob ein Funktional ,passt* oder
nicht, hingt natiirlich von der Struktur der Algebra ab.

Beispiel 2.51 Das Funktional E, mit E,(f) = f(x), ist ein stetiger Homomorphismus
auf Coo(G), aber nicht auf L,(G). Weder ist es dort stetig, noch vertrdigt es sich mit der
Multiplikation.

Das andere Konzept ist das der Dualitit aus der Funktionalanalysis, siehe (Kreyszig,
1978; Taylor & Lay, 1980). Ist X ein normierter linearer Raum®, dann wird der Raum
X* aller linearen Funktionale auf X als algebraischer Dualraum von X. Der Unter-
schied zwischen dem algebraischen Dualraum und dem Dualraum X" besteht darin, daf
letzterer nur die beschrdnkten linearen Funktionale auf X enthélt. Mit anderen Worten:
A€ X*wenn A : X — Cund A (ax + bz') = a A(x) + b A(z’). Nun definiert aber X
auch wieder lineare Funktionale® auf X*, niamlich via A — A(z), denn trivialerweise
gilt (aX 4+ 0XN) (z) = a A(z) + bN (x). Mit anderen Worten: X C X**, dem algebrai-
schen Dual des algebraischen Duals. Ubrigens: Ein linearer Raum® heisst reflexiv, wenn
X = X** ist; Hilbertriume, bei denen die Norm von einem Skalarprodukt abgeleitet ist,
sind Beispiele fiir reflexive lineare Riume.

Im Fall einer Algebra haben wir aber wieder mehr Struktur! Ein Ringhomomorphis-
mus h : &/ — C auf einer Algebra .7 iibertrigt nun Addition und Multiplikation von
</ nach C, das heisst, ' (ab) = E(a) E(b) und E (a +b) = E(a) + E(b), a,b € & .
Insbesondere ist jeder Ringhomomorphismus ein Funktional und daher ist die Menge
47" der stetigen Ringhomomorphismen in .<7* enthalten. Fiir die Definition von .o7*
geniigt es, .7 als linearen Raum anzusehen. Und nun spielen wir wieder Dualitét: Fiir
jedes a € o ist die Abbildung @ : @/° — C, definiert durch @(h) = h(a), h € o°
auch wieder ein Ringhomomorphismus:

(W) =h(a) 1 (a) =a(h)a(k') und G(h+ 1) = h(a)+ K (a) = a(h) +a(k).

Eine erste Beobachtung, siehe (Loomis, 1953, 19B Theorem), ist nun, daf} </ > in der
schwachen Topologie® lokal kompakt ist und daB jedes Element aus dem Abschluss
/" als Grenzwert von Homomorphismen ebenfalls ein Homomorphismus sein muss.

63Gut, wir kénnen auch gleich Vollstindigkeit annehmen, dann ist es ein Banachraum.

%Diese Prozedur sollte uns eigentlich bekannt vorkommen.

95Wer aufgepasst hat: Um von X zu X * zu kommen, braucht man keine Norm, erst die Definition von
X' setzt eine Norm voraus.

%Was auch immer das ist, wir wollen uns jetzt nicht auch noch in den Tiefen der Funktionalanalysis
verlieren, so schon es dort auch ist, siehe z.B. (Kreyszig, 1978; Yosida, 1965).
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Satz 2.52 Entweder ist </ kompakt oder a(c0) = 0 fiir alle a.

Beweis: .27 ist genau dann kompakt, wenn &’ = o, was wiederum genau dann
der Fall ist, wenn der Nullhomomorphismus 5 nicht zu %7> gehort. Andernfalls haben
wir eine Einpunkt—Kompaktifizierung </* = </° U {ho} und daher fiir alle a € o7 die
Identitdt a(oco) = ho(a) = 0. O

Der néchste Schritt besteht darin, die stetigen Funktionen auf einem kompakten Haus-
dorffraum®” mit den maximalen Idealen zu verkniipfen. Im Fall eines Kompaktums ist
dies erstaunlich einfach.

Proposition 2.53 Sei X ein kompakter Hausdorffraum und % # C(X) ein Ideal in
C(X).

1. Es gibtein x € X mit . C .7,

2. Ist % maximal, so ist ¥ = 7.

Beweis: Die zweite Aussage folgt offensichtlich aus der ersten, denn wenn .# maximal
und in .%, enthalten ist, dann kann da nur Gleichheit gelten.

Um die erste Aussage zu beweisen, nehmen wir an, es gébe fiir jedes z € X ein
fz € & mit f,(x) # 0. Dann ist

L=t e Teses  |LF20

und | fgg|2 > 0 in einer offenen Umgebung U, von x. Da X C |J, U, kompakt ist, reicht
eine endliche Uberdeckung U,e; Uss I C X, # < 0cound

zel

f=> ILFers und [>0

zel

Damit gehort aber f~1 zu C(X) und somit f f~! = 1 zu ., weswegen .# = C'(X) sein
miisste. Fazit: Es gibt mindestens ein z € X, sodaBl f(z) =0, f € .Z, also . C .7,.
]

Fiir unsere Zwecke miissen wir Proposition 2.53 so verstehen, da8} es eine 1-1-Beziehung
zwischen X und den maximalen Idealen gibt, nimlich daf} jedes maximale Ideal .# von
der Form .#, sein muss®.

So, und nun wird es interessant! Wir betrachten die Algebra69 </ als Dual von «7°,

also die & C C («”). Nach Satz 2.52 ist &/” kompakt oder kompaktifizierbar und

67Und dieser Hausdorffraum wird nicht G sein, sondern .&?!
%Wenn X nicht kompakt ist, ist das natiirlich alles wieder nicht so einfach.
Zur Erinnerung: Das ist unsere Banachalgebra L, (G) oder so.
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daher besteht eine Beziehung zwischen .7 als Teilmenge von C (ﬂf ") und den maxi-
malen Idealen in «7°, und zwar dergestalt, daf3 diese alle von der Form .%,, h € of > sein

miissen’’. Sei also .# so ein maximales Ideal bzw. h der Homomorphismus aus .7° mit
S = %, dann ist

ﬂhz{aEC(db) ta(h) =0} ={a€ o : 0=a(h)=h(a)} =kerh,

das maximale Ideal ist also bidualerweise’' nichts anderes als der Kern eines Homo-
morphismus » € <7 und nach Lemma 2.50 selbst wieder ein maximales Ideal .# in
/. Dann sagt die Algebra (Grobner, 1968; Loomis, 1953), daBl <7 /. ein Korper ist
und als normierter Kérper’ isomorph zu C. Ist also e die Eins in .7 /.#, dann gibt es
fiir jedes a € <7 einen eindeutigen Wert (., a) € C so dafl

a+ M =:la) = (M, a) e

7

ist. Varieren wir’® nun .2, dann ist

a M (M, a)

eine stetige Funktion, die auf den maximalen Idealen. Betrachtet man nun auch noch
die Normen aller beteiligten Abbildungen”, so stellt sich heraus, daB " : a — @ ein
normreduzierender Homomorphismus von <7 auf eine (ziemlich wilde) Algebra </ von
Funktionen ist, die auf maximalen Idealen definiert sind.

Trotzdem ist das die Fouriertransform und ein Charakter ist in diesem allgemeinen
Kontext der Homomorphismus (.#, a), der a in @ ,,verwandelt. Und spielt man dieses
Spiel nun in der Faltungsalgebra L, (G), so landet man auch genau bei den Charakteren,
die wir in (2.31) definiert haben. Also eigentlich alles ganz einfach und natiirlich.

OIch will niemanden langweilen oder erschrecken, aber hier werden einige topologische Aspekte igno-
riert, die fiir einen ,richtigen™ Beweis natiirlich unerlésslich wéren.

"Dies ist natiirlich ein Phantasieneologismus.

2Die Norm iibertrigt sich von der Algebra o7

3Das ist doch mal was: eine Funktion mit maximalen Idealen als Argument.

74 An alle erbleichenden Leser und Zuhérer: Das kann man machen und sollte es auch machen, aber
wir verzichten hier darauf und verweisen nur zum wiederholten Male auf (Loomis, 1953). Also tief Luft
holen, nicht hyperventilieren und langsam wieder das Bewusstsein erlangen.
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Das ist die perfekte Welle,
das ist der perfekte Tag,
es gibt mehr als du weifit . ..

Juli, Die perfekte Welle

Wavelets — die stetige
Transformation

Geschafft! Wir kommen endlich zum Objekt der Begierde, nimlich den Wavelets, ge-
nauer, zur stetigen Wavelettransformation. Bevor wir damit aber loslegen konnen, brau-
chen wir eine kurze Referenz auf die , klassische™ Fouriertransformation und deren Ei-
genschaften.

3.1 Die Fouriertransformation als technisches Vehikel

Als erstes zur Klarstellung nochmal die Definition.

Definition 3.1 (Fouriertransformation) Fiir f € L, (Rd) ist die Fouriertransformati-
on als

-~

f©) = [ fla)e® de, EcR'=R" 3.1
Rd
definiert.

Bemerkung 3.2 Wenn man ganz genau sein will, erfolgt in (3.1) die Identifizierung
zwischen RY und R? durch & « €%, siehe auch Beispiel 2.37.

Eigenschaften der Fouriertransformation, die fiir das Rechnen mit selbiger wichtig und
hilfreich sind, sind im nédchsten Satz zusammengestellt, der aus (Sauer, 2008) kopiert ist,
wo sich auch die (sehr elementaren) Beweise finden. Zuvor aber zwei Begrifflichkeiten.

Definition 3.3 Der Translationsoperator 7, y € R% ist als 7,f = f (- +y), der Dilata-
tionsoperator 04, A € R>% als o4 f = f (A-) definiert.

Satz 3.4 (Eigenschaften der Fouriertransformierten) Fiir f € L, gelten die folgen-
den Aussagen:
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1. Fiiry € R%ist o
() (€ =€ f(), ¢EeR% (3.2)

Translationen werden also zu Phasenverschiebungen.

2. Fiir eine invertierbare Matrix A € R¥? jgt

A _ f(A_T£> d
(0af)" (&) = TJdet 4] £ e R (3.3)
3. Fiirg € Ly ist f x g € Ly und es gilt fiir £ € R?

~

(f*9)" (&) = £(£) 7€) (3.4)

4. Sind auferdem %f €ly,j=1,...,d dann gilt

0 " ~
(of) ©=igF@  i=l..d cc® G
J
5. Sind (-); f € Ly, j=1,...,d, dann ist fdiﬁerenzierbar und es gilt
a -~ A .
0¢;

6. Ist J?E Ly (Rd), dann ist

1) = (F) @)= gy [ Flpe" e 6)
N o (27T)d Rd '
Die Operation | — [V := (271r)d f"(—-) bezeichnet man als inverse Fouriertrans-

formation”.

3.2 Die Wavelettransformation und ihre Inverse

So, nun aber endlich zur Definition eines Wavelets, wobei man wieder einmal ein we-
nig aufpassen muss, weil die Begriffe in der ,,Standardliteratur (Daubechies, 1992;
Holschneider, 1995; Mallat, 1999) nicht immer zu 100% Kkonsistent verwendet wer-
den. Noch ein Wort zur Literatur: Ein giinstiges deutsches Buch zum Thema ist (Louis
et al., 1998), eine Einfiihrung und Ubersicht ohne tiefere Details findet sich in (Meyer,
1993) und ein komplett fouilletonisch-wissenschaftsjournalistischer Zugang in (Hub-
bard, 1996). Jetzt aber zu den Begrifflichkeiten.

>Die Griinde dafiir sind ja wohl offensichtlich.
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Definition 3.5 (Wavelets und Zulissigkeit) Eine moglicherweise komplexwertige Funk-
tion 1 € Ly(R) heisst Wavelet’®, wenn sie mittelwertfrei ist , d.h., wenn

/ B(t)dt =0 (3.8)
R
gilt. Ein Wavelet heifst normalisiert, wenn ||1]|2 = 1.

Die Mittelwertfreiheit (3.8) ist eine Mindestbedingung an ein Wavelet, oftmals fordert
man mehr, ndmlich daf} das Wavelet zuldssig sein soll, aber dazu in Kiirze mehr.

Definition 3.6 Zu einem normalisierten Wavelet'’ 1 und f € Ly(R) ist die Wave-
lettransformation als

t—u

Wy f(s,u) == /Rf(t) %?ﬁ < . ) dt, (s,u) eI' =Ry xR, (3.9)

definiert.

Der etwas sperrige’® Term 1/+/s sorgt dafiir, daB auch das skalierte Wavelet

Vs i=—0 (s7), s €R, (3.10)

5

normiert ist:
_ 1 2dt = 2dt = =1
15l = sl [W(t/s)I” dt = | [9@)]" dt = [[¢]l, = 1.
R R
Schauen wir uns nun zuerst einmal die “klassischen” Beispiele fiir Wavelets an.

Beispiel 3.7 (Wavelets)

1. Das Haar—Wavelet ist die unstetige Funktion

1, xr € [-1,0),
vi=x(+1)—x=<¢ —1, z € (0,1],
0, sonst,

wobei wieder X = X|o,1] ist. Das Haar-Wavelet ist das einzige unter den “klassi-
schen” Wavelets, das kompakten Trdger hat.

76Urspriinglich “Ondelette”, was auch nichts anderes als “Wellchen” bedeutet.

""Die Definition eines Wavelets beinhaltet automatisch 1) € Lo (R).

8Naja, so schlimm ist der nun wirklich nicht, da sind wir aus dem vorhergehenden Kapitel ja wohl
inzwischen deutlich heftigeres gewohnt.
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Abbildung 3.1: Der Mexican Hat (/inks) und das Morlet—Wavelet (rechts), wobei
Real- und Imaginirteil separat geplottet sind.

2. Das Mexican—Hat”*—Wavelet ist als

2
._ g2\ —t?/2 _d_ —t2/2
Y(t):=(1—1t") e =5 : teR,
definiert. Es hat keinen kompakten Triger mehr, klingt aber fiir v — oo exponen-
tiell ab und verfiigt daher immer noch iiber gute Zeitlokalisierung. Die zugehorige
Fouriertransformation ist

D(€) = V2rg2e 8

und stimmt damit im wesentlichen mit dem Wavelet selbst iiberein. Daf} diese
Funktion nicht willkiirlich sondern systematisch gewdhlt ist, sieht man daran,
daf} die ,Basisfunktion* e~ ()’ optimale Zeit-/Frequenzlokalisierung im Kontext
der Heisenbergschen Unschdrferelation hat (Sauer, 2008, Bemerkung 5.15). Aber
wir kommen noch dazu.

3. Das Morlet—Wavelet bzw. “Morlet’s Gaussian wavelet”, siehe (Holschneider, 1995),
ist der komplexe Bruder des Mexican Hat und kombiniert dessen Abklingrate mit
einer Phasenmodulation:

Y(t) = e et t eR, weR;.

Die Oszillationsfrequenz w ist dabei ein Parameter, den man frei waihlen kann und
den man in Anwendungen sorgfiltig an den zu untersuchenden Frequenzbereich

"Ins Deutsche auch gerne als “Mexikanischer Hut” iibersetzt, obwohl im Deutschen eigentlich dann
der spanisch/mexikanische Begriff Sombrero angemessener wire. Das kommt davon, wenn man weder
Englisch noch seine eigene Sprache so richtig spricht.
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anpassen sollte. Genau genommen ist das Morlet—Wavelet, so wie es hier steht
gar kein Wavelet, da [ 1) # 0 ist’0, aber das ldisst sich relativ einfach durch einen
passenden Korrekturterm beheben, siehe (Mallat, 1999).

Eine erste und wesentliche Frage, die man sich bei einer Transformation stellen muss,
ist, ob diese auch eine Inverse hat, denn nur dann funktioniert diese Transformation
ohne Informationsverlust. Fiir die Wavelettransformation ist die Frage beinahe positiv
zu beantworten, zumindest, wenn das Wavelet einer Bedingung gentigt.

Definition 3.8 Ein Wavelet i) heisst zuléssig, wenn

50|
= /R €] < 00. (3.11)

Satz 3.9 (,,Schwache“ Umkehrformel) Fiir ein normalisiertes, zulissiges Wavelet 1)
und f € Ly(R) ist

1 1 - ds

Beweis: Zuerst bemerken wir noch schnell, daf die Konjugation einer komplexwertigen
Funktion f die Fouriertransformation

/?@a@ﬁ:/f@emﬁ:ﬂ%>
R R
hat.

Im ersten “richtigen” Schritt unseres Beweises bestimmen wir eine Fouriertransfor-
mierte der Wavelettransformation, ndmlich

Worte @ = ([r05Ea) ©
= (1= ->) GENIGING

also

(W f (s, =VIs[ F(¢) £ER, seR,, (3.13)

80Hijer sind wir schon wieder in der Welt der Sprechweisen, denn in (Holschneider, 1995) heif3t es, es
wire kein “progressives Wavelet”.
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und somit, fiir s € Rund ¢t € R,

[ Wosts.w ﬁw (“S“) du

_ i / (W f(s,)" (€) (s (= )" (€) dé

— 5 [F@dge T = 2L [ e e [ds| de

Mit einer Integrationsvertauschung und der Variablentransformation®' w = s¢ bekom-

men wir so fiir das volle Integral
1 t— d
) ) I
NENEI AR

ol
o

- 5o L Foe [ Wf—?

e %/‘

genau wie behauptet. 0

ds d&

Ist ¢ reell, dann ist zZ symmetrisch und somit ist

1
—C, ::/ -1
5Cv . €|

eine Zuldssigkeitskonstante, die die modifizierte Invertierungsformel

2 1 —u ds

erlaubt, in der nur die ,,natiirlichen* s—Werte aus R, verwendet werden.

Viel interessanter ist aber die Tatsache, dafl man die Wavelettransformation auch mit
einem moglicherweise anderen Rekonstruktionswavelet invertieren kann, zumindest im
schwachen Sinne.

~ 2
de)| de

81Djese Variablentransformation ist schuld daran, daB wir auch iiber die eher kontraintuitiven negativen
s—Werte integrieren miissen, denn selbst wenn s nur positive Werte durchlaufen wiirde, so nime w wegen
der Multiplikation mit & auch negative Werte an.
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Definition 3.10 (Zuléssigkeit) Zwei Wavelets 1), ¢ € Lo(R) heissen (gemeinsam) zuléssig,
wenn

Cw#) = T < 00 (3.15)
Ry

erfiillt ist.

Satz 3.11 (,,Schwache** Umkehrformel mit Rekonstruktionswavelet) Fiir ein norma-
lisiertes, zuldssiges Waveletpaar 1), ¢ und f € Lo(R) ist

ds
CM//Wwfsu ¢( . )du— (3.16)

82

122
(13

gentlich durch 1; dj“ Zu ersetzen. OJ

Beweis: Man kann eigentlich den Beweis von Satz 3.9 kopieren®”, nur ist ,, gele-

Die Umkehrformel in Satz 3.9 ist genau wie die in Satz 3.11 eine sogenannte schwa-
che Umkehrformel, die ,,nur* in einem globalen L,—Sinne gilt. Grund ist die Verwen-
dung der inversen Fouriertransformation, die eben auf L, auch keine punktweise Giiltig-
keit hat®3. Es gibt auch punktweise giiltige Umkehrformeln, die natiirlich genauso ausse-
hen, aber stirkere Forderungen an ¢ stellen — und eben auch anders bewiesen werden,
siehe z.B. (Daubechies, 1992). Aber die meisten der ,klassischen” Wavelets erfiillen
diese Voraussetzungen mit Leichtigkeit.

3.3 Die Implementierung der Wavelettransformation

Nach so viel Theorie gehen wir jetzt in eine ganz andere Richtung und sehen uns einmal
genauer an, wie eine Wavelettransformation eigentlich numerisch berechnet wird, wie
man also zu den schonen Bildern kommt. Dazu bemerken wir zuerst einmal, daf3 die zu
transformierende Funktion eigentlich nie als eine solche vorliegt, sondern nur in Form
einer Abtastung

f(tj), to < - - <tpn, N e N,

und daf} diese Abtastung aus begreiflichen praktischen Griinden endlich ist. In vielen
Fillen

1. sind, meist aufgrund technischer Gegebenheiten, diese Stellen ¢; dquidistant, das
heisst, t; = to + jh, h > 0,

82Was wir an dieser Stelle aber nicht tun wollen, das wire ja dann doch ein klein wenig zu langweilig,
ausserdem lasst sich der so eingesparte Platz wunderbar fiir FuBnoten nutzen.

83Das ist der Preis dafiir, daB man L5 als Definitionsbereich und Bildbereich der Fouriertransformation
nutzen kann.
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2. steht die Zahl N der Abstastungen a priori gar nicht genau fest,

3. kann man die Abtastpunkte weder vorschreiben noch in irgendeiner Form beein-
flussen.

Ein naiver Ansatz zur Berechnung der Wavelettransformation kdnnte nun einfach diese
Punkte ¢; verwenden und das Integral durch eine Summe

N 1 tj—u
W¢(s,u)~;wjf(tj) %@z)( - ) w; > 0, (3.17)

als eine Quadraturformel, siehe (Isaacson & Keller, 1966; Gautschi, 1997; Sauer, 2000a)
ersetzen. Im Falle der Rechtecksregel ist beispielsweise w; =t 1—t;,5 =0,..., N—1,
und wy passend eine verniinftige Wahl, oder bei dquidistanten Knoten gerne auch
w;j = h, 7 = 0,...,N. Fir festes s haben wir dann fiir jedes u einen Rechenauf-
wand von O(N) und wenn wir, was intuitiv naheliegend ist, die Wavelettransformation
fiir die Stellen u; = t;, j = 0,..., N, auf diese Art und Weise bestimmen, dann kostet
uns das O (N?) Rechenoperationen.

Ausserdem miissen wir dafiir das Wavelet an den Stellen % j’“, g,k =20,...,N,
auswerten. Das ist einerseits nicht so schlimm, denn die Wavelets sind in vielen Fillen
explizit bekannt, siehe Beispiel 3.7, macht es aber zumindest empfehlenswert, das Wa-
velet wegen der Lage dieser Auswertungspunkte um den Ursprung zu zentrieren*. Et-
was mehr Vorsicht bendtigt schon die Tatsache, daf diese fixe Auswertung bereits den
Skalenbereich einschrinkt! Wavelets fallen normalerweise sehr schnell ab, und das in
Zeit und Frequenz:

lim v (z) =0, lim (§) =0,

T—F00 E—+too
wobei die Abklingrate gerne auch mal exponentiell ist, beispielsweise bei den Wave-
lets aus Beispiel 3.7%. Ist bei so einem Wavelet nun aber s klein genug, dann hat die
Quadraturformel (3.17) die Form

Wy (s, t5) ~wj f (t;) —=v(0), (3.18)

NE
und das ist nicht unbedingt das, was man haben mochte.

Um zu einer besseren und schnelleren Methode zur Berechnung der Wavelettransfor-
mation zu kommen, miissen wir ein wenig ausholen. Zuerst widmen wir uns einmal der
Frage, wann man Funktionen iiberhaupt aus diskreten Abtastungen rekonstruieren kann,
also wieder einmal dem Abtastsatz von Shannon. Dazu erst eine Definition.

84Das ist natiirlich iiberhaupt kein Problem und damit etwas, das man bestenfalls falsch machen kann.
85Eigentlich haben alle , praxisrelevanten” Wavelets diese Eigenschaft, da sie unerlisslich fiir eine gute
Zeit-/Frequenz—Lokalisierung ist, siche z.B. (Sauer, 2008).
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Definition 3.12 FEine Funktion f € L, (Rd) heif3t bandbeschrinkt , wenn es eine kom-
pakte Menge Q) C R? gibt, so daf3 supp f C Q.

Bemerkung 3.13 Bandbeschrinktheit sieht zuerst einmal so einfach aus, hat aber ganz
automatisch einige sehr direkte Konsequenzen an die Funktion f:

1. In einer technischen Interpretation sind bandbeschrinkte Funktionen eigentlich
etwas sehr natiirliches: Jede Aufnahmehardware, beispielsweise fiir Tone oder
Elektroenzephalogramme, hat nur einen endlichen Frequenzgang und in vielen
Fdllen sind in die Hardware sogar explizite Bandpassfilter integriert, die dafiir
sorgen sollen, daf; iiberhaupt nur ein endlicher Frequenzbereich , durchkommt®.

2. Jede bandbeschrdnkte Funktion hat unendlichen Trdger, wie die Heisenbergsche Unschérfe-
relation lehrt. Eine Funktion kann immer nur entweder im Zeit- oder im Frequenz-
bereich kompakten Tréiiger haben®®, aber niemals in beiden gleichzeitig.

3. Die vorhergehende Bemerkung zeigt nun aber wieder, daf3 es in der Realitdt gar
keine bandbeschrinkten Signale geben kann, denn diese miissten unendlichen
Triger haben und wdren somit ausgesprochen unhandlich zu speichern.

4. Jede bandbeschrdnkte Funktion gehort zu C'™ (Rd), ist also beliebig oft differen-
zierbar.

5. Die Glattheitseigenschaften, genauer Analytizitit und dergleichen, lassen sich
im Rahmen der Paley—Wiener—Sitze noch genauer beschreiben und untersuchen,
siehe (Sauer, 2008) und vor allem (Hille, 1982).

Jetzt noch zwei Operatoren, die wir spiter ohnehin noch brauchen und genauer unter-
suchen werden.

Definition 3.14

1. Der Skalierungsoperator oder Dilatation oy, h > 0, operiert auf f als o f =
f(h-) und der Translationsoperator oder Shift 7, als 7,.f = f(- + z).

2. Die Abtastung von f mit Schrittweite h > 0 ist die Folge

Spf = onfl, = (f (ha) : a€Z). (3.19)
3. Die Faltung zwischen einer Folge ¢ : 7° — R und einer Funktion f : R? — R
ist als
cxf=) cla)f(-—a)
acZd
definiert.

860der natiirlich weder noch.



54 3 WAVELETS - DIE STETIGE TRANSFORMATION

4. Die Sinc—Funktion ist sinc x := sin z/x und entsprechend sinc ,, := o,sinc.

"line 1

0.8 [ ~

0.4 ~

0.4 L L L I I
-60 -40 -20 0 20 40 60

Abbildung 3.2: Die Funktion sinc z.

Bemerkung 3.15 /. Die Faltungsgeschichte 3) konnen wir natiirlich auch Grup-
pentheoretisch betrachten: Ist H eine Untergruppe von G und schreiben wir alles
der Einfachheit halber abelsch und additiv, so konnen wir eine Faltung auf H X G
als

(h+g) (z) = /H hy)g (@ —y) dunly),  x€G,

definieren, also eine Faltung in H komplett nach G erweitern. Natiirlich sind die
Rollen hier nicht vertauschbar, denn h € Li(H) ist ja auf ganz G gar nicht
definiert.

2. Die Sinc—Funktion hat bekanntlich die schone Eigenschaft, daf sie (inverse) Fou-
riertransformierte einer charakteristischen Funktion ist. Genau gilt

1 d
X(C1e(T) = (—) sincx,  xz€R (3.20)

s
Ausserdem ist lim,_., . sincx = 0, allerdings fillt die Sinc—Funktion nur wie

a1, also recht langsam, ab. Das fiihrt zu praktischen Schwierigkeiten.

3. Der Name ,Sinc* kommt von Sinus Cardinalis, denn der Sinc ist eine kardina-
le Funktion®’, das heisst, sinc km = 0j.

87Eigentlich bedeutet ,kardinale Funktion“ ja eine Eigenschaft an den ganzen Zahlen, also den Kar-
dinalzahlen, namlich f(k) = dog, und so gesehen ist nicht sinc die kardinale Funktion, sondern sinc ,,
weswegen die Konstante 7 auch gerne in die Definition der Sinc—Funktion integriert wird.
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4. Um die Sprechweise etwas interessanter zu machen und unndtiges Verstdindnis zu
vermeiden, wird die Sinc—Funktion bei Ingenieuren auch gerne als Si—Funktion
bezeichnet.

Und nun zum Hauptsatz der Signalverarbeitung, dem Shannonschen Abtastsatz (Shan-
non, 1948; Shannon, 1949), der allerdings bereits deutlich friiher von Whittaker (Whit-
taker, 1915) aufgestellt und bewiesen wurde. Die unbestreitbare Leistung von Shannon
besteht aber mindestens darin, die Bedeutung dieses Resultats fiir die aufkommende Si-
gnalverarbeitung erkannt zu haben, ob ihm Whittakers Resultat bekannt war, ist unklar.

Satz 3.16 (Abtastsatz von Shannon) Ist f € L, (Rd) eine bandbeschriinkte Funktion
mit supp f € [T, T|" und ist h < h* = %, dann ist

sinm (x;/h — ;)

n
3.21
T (x;/h — ;) 621

d
f =01 (Suf xsinc,) = > f(ha) ]

a€Zd Jj=1

Die Rekonstruktion ist also exakt.

Wir wollen den Satz hier nur zitieren, der Beweis findet sich beispielsweise in (Sau-
er, 2008) und im Anhang, sondern uns die Konsequenzen klarmachen. Es gibt zu jeder
bandbeschriankten Funktion f eine von deren Bandbreite I’ abhingige kritische Abta-
strate oder (reziproke) Nyquist—Frequenz h*, so daB sich fiir jede feinere®® Abtastung
die Funktion aus den abgetasteten Daten exakt rekonstruieren ldsst. Allerdings:

Der Shannonsche Abtastsatz setzt unendlich viele Abtastwerte voraus.

Dennoch ist der Abtastsatz ein wichtiger erster Schritt, der uns sagt, da3 wir in Abhéngig-
keit von der Abtastrate bzw. der Schrittweite /i der Abtastung nur einem gewissen Fre-
quenzbereich ,trauen” diirfen, und damit auch nur einem gewissen Skalenbereich der
Wavelettransformation. Das relativiert dann auch (3.18) und zeigt daf3 es sich dabei um
die Konsequenz eines prinzipiellen Problems handelt, nimlich um unzureichende Ab-
tastung, die auch als Undersampling bekannt ist.

Nun taucht aber auch schon das nédchste wichtige Konzept, die diskrete Fouriertrans-
formation alias DFT, die durch die schnelle Fouriertransformation, die FFT realisiert
wird. Dazu nehmen wir einen Vektor f = [fy,..., fxv_1] € RY und betten diesen in
Ly (Z), indem wir ihn ausserhalb des bekannten Bereiches durch Null fortsetzen,

. 4 = .
f0) = { {j’ ;;Zz’ j € Zy, (3.22)

8Das ,,<* steht vollig zu recht in Satz 3.16, mit h = h* funktioniert das Ganze nicht.
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wobei Zy = Z/NZ ~ {0,...,N — 1}. Die duale Gruppe zu Z ist nun T und die
Charaktere sind die Funktionen® j + e*%", eine Fouriertransformation von f € L,(Z)

ist also
N-1
0= [ 10 dunla) = 3 10 e = 3 gyt
7=0

JEZL

Diskretisieren wir diese Fouriertransformierte nun wieder, und zwar an den N gleich-
verteilten Punkten <= 2”"“ € T, k € Zy, dann erhalten wir wieder einen N—Vektor, ndmlich

n ~( 2k — 2mijk/N
f=|F{ ) heln| =D e« kely
j=0

und genau das ist die diskrete Fouriertransformation unseres Vektors f.

Y

Definition 3.17 Die diskrete Fouriertransformation zu einem Vektor f € RY ist der
Vektor

- [Z fe €™ e Ty (3.23)

k€EZNn

Bemerkung 3.18 Zur DFT gdibe es eine Menge zu sagen, aber im Moment wollen wir
uns auf ein paar wesentliche Aspekte beschrdnken:

1. Die Schreibweise , 7N in der DFT war nicht nur Bequemllchkezt die DFT bein-
haltet immer eine implizite Periodisierung, was zumindest in f durch die Periodi-
zitdt der komplexen Exponentialfunktion ja auch sichtbar ist.

2. Die DFT kann durch die schnelle Fouriertransformation FFT° mit einem ziem-
lich optimalen Rechenaufwand von O (N log N) realisiert werden. Die Idee ist
einfach, die Details sind es nicht, siehe (Sauer, 2003; van Loan, 1992).

3. Die DFT ist mit ein bisschen linearer Algebra auch als
F=Fxf  Fx=[N ke Zy]
darstellbar, deren Eintrige Potenzen der (primitiven) Einheitswurzel w = e>™/N
sind, die offenbar symmetrisch ist und beinahe selbstinvers: VIV = V? = N.

Die Fouriermatrix Fy, beziehungsweise deren Verallgemeinerungen®', wird uns
spdter noch beschdiftigen, wenn wir beim diskreten Fall angelangt sind.

89 4 deswegen weil ja fiir jeden Charakter & auch & = £~! ein Charakter ist, was die Auswahl des
Vorzeichens zu einer reinen Willkiirentscheidung macht.

“Fast Fourier Transform

910der bildet sich irgendjemand immer noch ein, da bei der Vorlesung irgendetwas einfach bleibt?
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Nun ist die DFT zwar eine feine Sache, aber sie ist nicht die Diskretisierung der Fou-
riertransformation der Funktion f, aus der wir den Vektor f;, durch Diskretisierung ge-
wonnen haben:

fo=1f(hj) : j€Zy]eRY, dh.  t; = hj.

Um diese Beziehung darzustellen miissen wir etwas mehr Aufwand betreiben. Dazu
wihlen wir eine beliebige Funktion ¢ € L;(R) und setzen, wie in (3.21), einen soge-
nannten Quasiinterpolant an®?, der dann die Form

for=on1 ()= falk)@(-/h—k) (3.24)
keZ

hat, wobei wir f}, hier wieder wie in (3.22) durch zero padding nach L,(7Z) fortgesetzt
haben. f, ist nun eine Funktion in L, (R), die eine Fouiertransformierte hat, und zwar

fo(&) = > fulk) (on1me) (€) =D fulk)e™ (on-190)" (€)
keZ kEZ
= 1Y fulk)e™ B (h71E) = h fu(&) B (h7'E).
k€EZ

Setzen wir nun wie bei der Definition der DFT wieder £ = 2’”“ , k € Zy, so erhalten

wir, daf3
~ 2k 2k
Fa (%) h fu(k) @ (;Zv) ke Zy, (3.25)

siehe (SchiiBler, 1992). Das gibt uns nun eine korrekte und begriindete Interpretation der
DFT einer Diskretisierung: Nach Multiplikation mit dem Maskierungsvektor p (%)
und geeigneter Normierung beschreibt die DFT die Fouriertransformation des Quasiin-
terpolanten.

Bemerkung 3.19 (DFT) 1. Der Wert fp (%) stellt, wie man leicht nachrechnet,
den Anteil von f, zur Frequenz %\’;}’f, gewichtet mit h, dar, siehe (Sauer, 2003). Das
fiihrt zu der einfachen Faustregel

Die Abtastrate h™! bestimmt den dargestellten Frequenzbereich, die
Anzahl N der Abtastungen hingegen die Frequenzauflosung.

2. Der Quasiinterpolant f, aus (3.24) sollte natiirlich in irgendeiner Form die Funk-
tion f wiederherstellen, zumindest approximativ. Daher ist ein kardinaler B—
Spline eigentlich ein guter Kandidat fiir ¢, da der zugehorige Schoenberg—Operator
gegen [ konvergiert, siehe (Sauer, 2007). Bei derartigen Approximation ist p eine
Potenz des Sinc—Funktion, was zu einer Ddmpfung im Spektrum bei den hohen
Frequenzen fiihrt.

92Im Fall der kardinalen Sinc—Funktion kénnen wir uns das ,,Quasi“ auch schenken, in (3.21) handelt
es sich wirklich um einen Interpolanten.
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3. Im Geiste von Satz 3.16 konnten wir auch annehmen, daf3 die Funktion f bandbe-
schrénkt wiire®® und o = sinc  wéhlen. Dann ist § eine charakteristische Funkti-
on und die DFT kann nun direkt als Frequenzanteil interpretiert. Allerdings ist das
zu schon um wahr zu sein, denn zum einen gibt es eben keine bandbeschrinkten
Funktionen mit endlichem Triger und zum anderen ist die Sinc—Funktion auf-
grund ihrer langsamen Abklingrate ein ziemlich schlechter Approximant, bei dem
die nur aus Unkenntnis zu Null gesetzten Werte ausserhalb der Abtastung die
Werte zwischen den Abtaststellen noch ziemlich stark beeinflussen miissten, was
natiirlich zu recht starken Fehlern fiihren kann.

Die Realisierung der Wavelettransformation ist nun eigentlich sehr einfach, wir miissen
nur die Faltungsstruktur ausnutzen und aus daraus ein Produkt der Fouriertransformier-
ten machen. Dazu setzen wir nur noch (3.25) in (3.13) ein und erhalten

owusts. )" (5F) ~ vusls ) (5F) = vandun g (35 ) 7 (5.

bzw.

DFT (0,1, /(5. ) ~ Vo 02 (30) 7 (35°). 629

und durch eine inverse DFT bzw. inverse FFT erhalten wir aus (3.26) die Berechnungs-
vorschrift

Wy (s,t;) : j € Zy] « /sh IDFT {fh( )@ (2@5)@(27;\1;8) : kEZN},
(3.27)

die man als schnelle Wavelettransformation bezeichnen konnte, auch wenn der Begriff
spater im Filterbank—Kontext noch fiir etwas anderes benutzt werden wird. Diese Be-
rechnungsmethode hat zwei direkte Konsequenzen:

1. Die Berechnung der Wavelettransformation kostet nur noch O (N log N) pro

Skala, wobei die ¢p—Werte vorberechnet und unabhingig von s verwendet wer-
den konnen®*

2. Die Fouriertransformierte @ des Wavelets miissen wir hingegen fiir jedes s un-
terschiedlich abtasten, aber diese ist bei vielen praxisrelevanten Wavelets ja sogar
explizit bekannt. Das hat sogar die Konsequenz, da3 man Wavelets eigentlich eher
im Fourier- denn im ,,Zeit“—Bereich entwirft.

93Was sie als Funktion mit kompaktem Triiger natiirlich eigentlich nicht sein kann, aber wen interes-
sieren schon Fakten?

94Und selbst » = 1 ist moglich, wenn auch nicht besonders empfehlenswert, siche Bemerkung 3.19,
3).
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Bei der Wahl der ,,Frequenzen®, genauer der Skalen, an denen die Wavelettransformati-
on berechnet werden soll, sind wir hingegen noch vollig frei und konnten da nun prin-
zipiell jede aufsteigende Folge s;, j € Zj;, verwenden. Dennoch gibt es aber eine
natiirliche Skalenwahl, die man mit ein klein wenig Theorie auch gut begriinden kann.

Definition 3.20 (Zeit-/Frequenzlokalisierung) Die Zeitlokalisierung einer Funktion f €
Ly(R) ist als

1 9
= = tlf)|° dt, 3.28
p=nl) = / 0 (3.28)

definiert, die Frequenzlokalisierung von [ entsprechend als

A=n(f) = / FGINS / Gl (3.29)
17113 Hsz
Die Zeitvariation und die Frequenzvariation sind schliefslich
2 1 2 2 ~2 1 ~\2 | 77 2
0" = —5 [ t—p) [fOd, o= 5 | (=) |f(E)] d&, (3.30)
1f1ly /e 2 || f1lz Jr

Bemerkung 3.21 Der Name “Lokalisierung” fiir (3.28) erkldirt sich ganz einfach: Ist
f ~ 0, fiir ein x € R, also konzentriert sich die ganze Masse von f um den Punkt x,
sagen wir supp f C [v —e,x + €|, € > 0, dann ist

xr+e
1

1
i ver o< g [
2 5 /.

T / )P

also (i, ~ x. Generell kénnte man p, und ¢ auch als Zeitschwerpunkt bzw. Frequenz-
schwerpunkt von f bezeichnen.

=zl =

<

Eine Funktion hat also ihren Schwerpunkt in Zeit/Frequenz an der Stelle (1, /1¢) und
die Variationen o, o¢ geben an, wie gut konzentriert oder eben lokalisiert die Funktion
in Zeit und Frequenz ist. Den Bereich

H(f) = [p(f) = o(f), () + o (N < [u(f) = (f), u(f) +a(f)]

nennt man Heisenberg—Box zu f, und er beschreibt, wie stark die Funktion in Zeit
und Frequenz streut oder verschmiert. Da3 diese Bereiche nicht beliebig klein wer-
den konnen, besagt der folgende Klassiker, dessen kurzen Beweis wir uns gleich mit
ansehen konnen.



60 3 WAVELETS - DIE STETIGE TRANSFORMATION

Satz 3.22 (Heisenbergsche Unschiirferelation) Fiir f € Lo(R) ist

a(f)o(f) > (3.31)

l\l)l»—l

Insbesondere ist sowohl o,(f) = 0 als auch o¢(f) = 0 unmdéglich.

Beweis: Der Beweis aus (Mallat, 1999) folgt einem “Original” von H. Weyl und macht
die etwas stirkere Annahme, daf3

Jim VeSO =

ist. Da diese Funktionen aber dicht in L, (R) liegen, ist das keine wirkliche Einschrénkung.
Ersetzt man ausserdem f durch g := e~ f (- + p1), dann ist ||g|| = ||f|| und p(g) =
1(g) = 0 ist, was wir eigentlich auch gleich von f annehmen konnen.

Dann gilt mit ein bisschen Manipulationen an den Fouriertransformierten und der
Schwarzschen Ungleichung, daB®

ANP) = gy [0 dt/\sf )| e

—|z€f(£ |?

- 27T||1f||§‘/|tf i 1 @F de= g [ 1o a [ 1710F

- ||f||2 i (L 'dt) _||fl||§ ([5G )
- o (e o) ) = g (bl - [0 )
- 4|ff||;* (/R'f“)'Q dt) -7
ganz wie in (3.31) behauptet. ]

Was all das ganz konkret fiir die Wavelets bedeutet, ldsst sich nun leicht nachrechnen,
siehe (Sauer, 2008).

Proposition 3.23 Sei 1) ein zentriertes Wavelet, d.h. (1)) = 0. Das Heisenberg—Rechteck

H () = H (¢ ( ;“))

hat den Mittelpunkt (u, s~'7i(v))) sowie die Seitenliingen so (1) und 5 (1)) /s.
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Abbildung 3.3: Die (schematische) Darstellung der Heisenberg—Boxen zu einem
Wavelet. Nach ,,oben”, also zu hoheren Frequenzen und damit kleineren Skalen
werden die Rechtecke schmaler, also die Zeitauflosung hoher, nach unten ist es
umgekehrt.

Ubung 3.1 Beweisen Sie Proposition 3.23. &

Abb 3.3 zeigt die Heisenberg—Boxen zu einem Wavelet. Diese haben nach Propositi-
on 3.23 alle dieselbe Fliche

a(v) N
so(¥) ——= = o(¥)a(¥),

sind aber im niederfrequenten Bereich, also fiir gro3e Skalen, eher flach und breit, im

hochfrequenten Bereich niedriger Skalen®® dagegen sind die Heisenberg—Boxen®” hoch

und schmal. Man kann das eigentlich sehr schon in der folgenden Faustregel zusam-

menfassen:

Wavelets bieten eine relative Genauigkeit in der Zeit- und Frequenzlokali-
sierung.

Um nun eine moglichst gleichmiBige Uberdeckung der Ebene mit solchen Rechtecken
zu erhalten, ist es naheliegend die Skalen geometrisch zu wihlen, also

sj = 890, j € L, o>1, (3.32)

% Wir nehmen hier stillschweigend an, daB f reell ist, dann sparen wir uns in den Rechnungen einiges
an komplexer Konjugation.

%Um’s mal wieder gruppentheoretisch zu sagen: Eigentlich liegen die Skalen ja in R und da ist der
Mittelpunkt das neutrale Element 1.

9"Das nach neuer »Rechtschreibung™ zumindest zulédssige, wenn nicht angeratene Heisenberg Boxen
liest sich eher wie eine Kampfsportart.



62 3 WAVELETS - DIE STETIGE TRANSFORMATION

fiir eine Ausgangsskala sy und eine Skalenprogression o zu setzen. Das hat einen Men-
ge von Vorteilen, die sich auch tatsdchlich numerisch begriinden lassen, siehe (Klein,
2011). Als nette Randbemerkung ist (3.32) iibrigens auch als die temperierte Skala mu-
sikalischer Intervalle interpretierbar.

Bleibt noch die Frage, wie wir s, o und M wihlen sollten. Dazu folgende Faustre-
geln:

1. Die untere Skala s, entspricht der hochsten auftretenden Frequenz. Diese Fre-
quenz sollte entsprechend dem Shannonschen Abtastsatz, Satz 3.16, so niedrig
sein, dal die Abtastung noch die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Dabei ist zu
beachten, da3 die numerische Stabilitit natiirlich umso mehr leidet, je mehr man
sich der kritischen Frequenz annéhert. Zumindest das Zentrum der Heisenberg—
Box zu s sollte also noch im zulédssigen Frequenzbereich liegen, besser noch die
ganze Box.

2. Die obere Skala s);_1 = soo™~! sollte so klein bleiben, da} der ,,wesentliche*

Teil des Wavelets immer noch im abgetasteten Bereich liegt, denn sonst hingt der
wirkliche Wert der Wavelettransformation (3.9) signifikant von Werten ausserhalb
des Abtastbereichs ab. Es sollte also wenigstens eine Heisenberg—Box zu s); 1
ganz im Abtastbereich liegen.

3. Der Rest ist ein Zusammenspiel zwischen o und M. Hilt man die Progression o
fest, so ist M durch die Skaleneinschinkungen nach oben beschrinkt, hédlt man
umgekehrt die Skalenzahl M fest, so muss man halt o entsprechend fein wihlen.

Die Bedeutung dieser Faustregeln ist in Abb 3.4 dargestellt. Durch die Abtastung wird
ein Zeit-/Frequenzfenster vorgegeben, in dem diese sinnvoll ist. Das Zeitfenster wird
dabei durch den Abtastbereich [ty, t y_1]| bestimmt, das Frequenzfenster ergibt sich tiber
den Shannonschen Abtastsatz aus der Schrittweite h. Und die Wahl der Skalen sollte nun
so erfolgen, da} alle Heisenberg—Boxen innerhalb dieses Zeit-/Frequenzfensters liegen,
denn alle Parameterwerte (s, u), die zu Wavelets fiihren, deren Heisenberg—Boxen das
Fenster verlassen, verwenden Information, die in der Abtastung nicht entalten ist.

3.4 Die inverse Transformation

Wenn wir nun schon die Wavelettransformation schnell realisieren konnen, wie sieht
es dann mit der inversen Wavelettransformation aus? Dazu werfen wir nochmals einen
Blick auf die Invertierungsformel (3.12),

1 1 = ds
f=C—w/R\/RWwf(Sau) o ()

-~

=Wwf(5:')*¢s=(@(sv') "Zs)
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s[0]

sIM-1]

t

Abbildung 3.4: Die Einschrinkungen an die Skalen in schematischer Darstellung.
Die ,,unterste” und breiteste Heisenberg—Box sollte noch komplett im Inneren des
Abtastbereichs liegen, die ,,obersten” und schmalsten aber hochsten Boxen hinge-
gen im zuldssigen Frequenzbereich.

und berechnen, einem numerischen Grundprinzip folgend®®, diese wieder iiber eine FFT.
Es bleibt also nur noch das Integral f g—;‘, bei dem wir um eine Quadratur nicht herum-
kommen. Die Knoten dieser Quadraturformel sind nun die Skalen s; an denen wir eine
Wavelettransformation berechnet haben — letztendlich gehen wir bei der inversen Trans-
formation ja immer davon aus, da3 wir nur die diskreten Werte

Wyf (sjte),  j € Zag, k € Zy, (3.33)

kennen. Diese Invertierung, die erstmals in (Domes, 2007) untersucht wurde und in
(Sauer, 2011c) zu finden ist, bestimmt nun wieder zuerst eine Matrix®® im Sinne von
(3.26), und zwar

2w\ ~ (27w s; =/
._ AN J . J M
Das sind die Werte, die nun beziiglich s integriert bzw. beziiglich der s; summiert wer-
den miissen, um letztendlich den Vektor der Funktionswerte zu liefern, was wir als

flte) = w; Fyo=w'F

JE€Z

9%Dies mag manchen Leuten banal vorkommen, aber die einfache Idee, Faltungsstrukturen durch die
FFT schnell zu berechnen, spielt in vielen Anwendungen bis hin zur Berechnung des Produkts grofler
ganzer Zahlen eine fundamentale Rolle, siehe (Knuth, 1998; Sauer, 2001).

9Qder eine Vektor von Vektoren.
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schreiben konnen und wofiir wir natiirlich noch die Gewichte w; der Quadraturformel
bestimmen miissen. Der einfachste Fall wire hier eine (zusammengesetzte) Rechtecks-

regel, bei der wir
Si+1 (s '
w; = / =x J € Ly,
S

i
setzen und ein irgendwie passendes s, festlegen miissen und die konstante Funktionen
exakt reproduziert. Jetzt erweist sich die natiirliche Wahl (3.32) der Skalen auch wieder
als hilfreich, denn damit ergibt sich

soo? ™ g %7 1
w= [ G= =5 -0,
SOUj s S Sj S]
also ]
o — _ .
w = > [sjl NS ZM} . (3.34)

Entsprechend liessen sich natiirlich auch andere Quadraturformeln hoherer Ordnung
adaptieren.

Ubung 3.2 Bestimmen Sie den Gewichtsvektor w fiir das Analogon der zusammenge-
setzten Trapezregel. &

Eigentlich haben wir es uns aber viel zu schwer gemacht, denn wenn wir uns (3.13)
noch einmal ansehen, so konnen wir diese Formel in

2oy (Wuf(s,)" (€)
e V5 (5€)

umformen und demzufolge fund damit f aus einer einzigen Skala s > ( der Wa-
velettransformierten rekonstruieren, solange nur ¢(§) # 0 fiir alle £ # 0 erfiillt ist.
Dieselbe Idee wiirde ausgehend von (3.26) die ,.einfache* Invertierungsformel

o[ (3)
Vsh@ (i) v (5%

liefern, die allerdings alles andere als praktisch oder praktikabel ist. Man kann nidmlich

recht leicht nachrechnen (Sauer, 2011c), daf3 die Struktur der Invertierungsformel (3.12)

dafiir sorgt, daf} lokale Effekte auf der Waveletseite auch lokal auf der Signalseite sind.
Allerdings zeigt sich eines ganz deutlich:

) géR\{O}7 S€R+7

Die Wavelettransformation ist hochgradig redundant, eigentlich ist fast alle Infor-
mation iiber f bereits in einer Skala von W, f enthalten.
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3.5 Die inverse Transformation?

Die inverse Wavelettransformation (3.12) kann ja im Prinzip auf jede Funktion in den
zwel Variablen s und v angewendet werden und liefert dann als Ergebnis eine Funktion
in einer Variablen. Wiirde man allerdings nun wieder die Wavelettransformation dieser
Funktion bestimmen, so ergibt sich nicht wieder die originale bivariate Funktion. Mit
anderen Worten,

W, Wy =1,  WyW;t#1. (3.35)
Das sollte man sich dann doch ein wenig genauer ansehen. Dazu bemerken wir zuerst,
daf} die Wavelettransformation Wy, f als bivariate Funktion in s, u die Kompatibilitits-

bedingung
(W (5.)" (©) _ \FM e
(W¢f (3/, ))/\ (f) S,{ﬂ\(slf)’ S$,8 € Ry, 5 € R, (3.36)

erfiillt.

Definition 3.24  [. Eine bivariate Funktion g : R, x R — C ¢—kompatibel, wenn
sie (3.36) erfiillt.

2. Zwei Funktionen g,g' : R x R — C heifien verwandt, wenn W, lg = W, lg/
gilt.

Die Wavelet-Transformation ist natiirlich eine y)—kompatible Funktion, so ist die Ei-

genschaft ja gerade gebaut. Andererseits sind die Wavelettransformationen aber auch

die einzigen kompatiblen Funktionen und kommen ausserdem in den besten Familien
VOI.

Lemma 3.25 Zu jeder Funktion g : R xR — C gibt es eine 1)—kompatible Verwandte
g, die auferdem ihrerseits eine Wavelettransformierte ist.

Beweis: Wir setzen einfach ¢’ = W, Wy 'g, dann ist
Wil g—g)=Wilg—W gW, Wilg=W g —W;'g=0.
=I
Damit sind ¢ und ¢’ verwandt und ¢’ ist offensichtlich eine Wavelettransformierte.  [J
Das erklért dann auch schon die Mehrdeutigkeit der inversen Wavelettransformation:

Wenn wir Aquivalenklassen modulo W, Yin Ly (R x R) bilden und damit verwandte

Funktionen identifizieren, dann enthilt nach Lemma 3.25 jede solche Aquivalenzklas-
se genau'” eine Wavelettransformation und WyWy ! ist der Projektor auf diese Re-
prasentanten. Und dieser Représentant ist dann natiirlich auch das einzige Element der

Aquivalenzklasse, das von W, Wy ! reproduziert wird.

10Wiren Wy, f und Wy, f” in derselben Aquivalenzklasse, dann wire 0 = Wy ! (Wyf—=Wyf') =
f — ', was die Eindeutigkeit so einfach macht, daB man sie wirklich in einer FuBnote verstecken muss.
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Abbildung 3.5: Ein zweidimensionales Signal (/inks) und dessen verwandte Wave-
lettransformation (rechts). Schon ein kleiner Unterschied.

3.6 Wavelets als Mikroskop

Eine wichtige Eigenschaft der Wavelets, fast wichtiger als ihre Fahigkeit zur Darstellung
eines Signals im Zeit-/Frequenzraum, ist ihr Nutzen bei der Erkennung lokaler Regula-
ritdt von Funktionen. Dazu miissen wir natiirlich erst einmal klarstellen, was wir unter
Regularitdit verstehen wollen. Das wird Lipschitz—Stetigkeit sein, und zwar im Kontext
der Signalverarbeitung (Mallat, 1999), in der Approximationstheorie ist das ein klein
wenig anders, siche (DeVore & Lorentz, 1993; Lorentz, 1966).

Definition 3.26 (Lipschitz—Stetigkeit)

1. Fiir 0 < a < 1 heifit die Funktion f : R — R Lipschitz—stetig von der Ordnung
a mit Lipschitz—Konstante Ky an der Stelle u € R wenn

lf(t) — flu)| < K¢t —ul®, teR. (3.37)
Offensichtlich ist jede Lipschitz—stetige Funktion auch stetig an .

2. Eine Funktion heifst Lipschitz—stetig, wenn es eine Lipschitz—Konstante K gibt,
so daf3 (3.37) fiir alle u € R erfiillt ist.

3. Eine Funktion heifit Lipschitz—stetig von der Ordnung n+a, n € Ny, 0 < a < 1,
wenn es Ky und ein Polynom p € 11,, gibt, so daf3

1f() —pu(t)| < Kf |t — ™™, teR, (3.38)
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101

(4)
Pu = nuf Zf]
7=0

das Taylorpolynom der Ordnung n ist.

gilt, wobei normalerweise

4. Die Klasse der Lipschitz—stetigen Funktionen der Ordnung n + o bezeichnen wir
mit Lip .

Um mit Wavelets Regularititsanalyse betreiben und die lokale Lipschitz—Stetigkeit be-
schreiben zu konnen, benotigen wir zwei wichtige Eigenschaften von Wavelets.

Definition 3.27 Sei v ein zuldssiges Wavelet. Die Momente von v sind die Werte

M;i/ww@da nen.

R

Das Wavelet 1) hat n verschwindende Momente, wenn
[Lk:(), k:O,...,n—l,

erfiillt ist.

Nach der Definition (3.8) hat jedes Wavelet mindesten ein verschwindendes Moment,
fiir “brave” Wavelets'%? kann man die Eigenschaft, verschwindende Momente zu haben,
recht schon charakterisieren. Aber erst noch ein weiteres Konzept.

Definition 3.28 Eine Funktion f heifst schnell abklingend, wenn

sup [t" f(t)] < oo, n € No, (3.39)
teR
oder, equivalent, wenn es Konstanten C,,, n € Ny, gibt, so daf
|()|§C— teR, neN, (3.40)
L+ [t

gilt.

Satz 3.29 Ein schnell abklingendes Wavelet 1) hat genau dann n verschwindende Mo-
mente, wenn es eine schnell ablingende Funktion qb gibt, so daf3

Y= (-1)" ¢ (3.41)

dt"
ist.

0INémlich wenn f € C™(R) ist.
102Und dazu gehoren alle unsere Beispiele.
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Beweis: Nehmen wir an, ¢) habe n verschwindende Momente. Nach (3.6) ist fiir k < n

k
g 4"~

0= [ tuttyat = ((90)" ©) = (=)t Z000)

also ist ®)(0) = 0 fiir k¥ < n und damit konnen wir die immer noch beschrinkte!%3

Funktion
3,

(=i’
einfiihren, fiir die, wieder wegen (3.6), 1 = ¢ gilt, wie in (3.41) gefordert. Bleibt zu
zeigen, daB ¢ schnell abklingt. Fiir n = 1, also ) = —¢/, ist

=)

o(€) =

§ER,

o) =~ [ wtwdu= [~ vwdu

Alsoist fiir£ > Ound £ € N

00 00 0 uk
ol < [ pwlds [l <0 [ mdn< e

da sich fiir u hinreichend groB der Integrand wie u 2 verhilt. Fiir n > 1 betrachten wir
eine Folge ¢y = ¢, ¢r, = —¢},_,, ¢» = 1, und wenden das obige Argument sukzessive
auf ¢x, £ = n, ..., 1, an, um das schnelle Abklingen von ¢;_; zu erhalten.

Ist umgekehrt ¢ eine schnell abklingende Funktion, dann kdnnen wir partiell inte-
gieren ohne Rénder beriicksichtigen zu miissen und erhalten sofort, da$ fiir k£ < n

/Rtkw(t) dt = (—1)”/Rt’“ o (t) dt:/ﬂ{% (t*) ¢(t) dt =0
=0
sein muss. [

Jetzt konnen wir auch schon die Beschreibung der lokalen Lipschitz—Stetigkeit liber
das Abklingverhalten der Wavelettransformierten, die bereits als Satz 3.30 zitiert wor-
den ist, in Angriff nehmen. Das geht allerdings nicht fiir alle Wavelets, sondern nur fiir
gewisse ,,gutartige’ Wavelets. Zur Illustration reproduzieren wir Abb. 1.8 hier nochmals
als Abb. 3.6.

Satz 3.30 Sei i) ein Wavelet mit n verschwindenden Momenten und schnell abklingen-
den Ableitungen der Ordnung < n.

103Das ist L' Hospital!
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Abbildung 3.6: Eine einfache Testfunktion und ihre Wavelettransformierte, aus
Abb. 1.8 ja bereits bekannt.

1. Ist f € Ly(R) Lipschitz—stetig von der Ordnung o« < n an x € R, dann existiert
eine Konstante C, so daf

u—2x

S

Wy f(u,s)| < C s>tz (1 +

) . (u,s) eI =RxR,. (342

2. Ist umgekehrt o & N und existieren C sowie o/ < «, so daf3

uUu—2

S

Wy f(u,s)| < C st (1 +

) , (u,s) €T, (3.43)

dann ist f Lipschitz—stetig von der Ordnung o an x.

Bemerkung 3.31

1. Satz 3.30 sagt uns also, daf3 die lokale Lipschitz—Stetigkeit einer Funktion durch
die Abklingrate der Wavelettransformation beziiglich des Skalierungsparameters
s fiir s — 0 vollstindig charakterisiert wird. Der Zusatzterm (1 + ...) in (3.42)
und (3.43) dient lediglich der Lokalisierung.

2. Das obige Resultat ist fast eine Charakterisierung, wiire da nicht das o/ < « in
(3.43).

Beweis von Satz 3.30: An dieser Stelle gonnen wir uns einmal einen schonen, langen,
technisch aufwendigen ,,analytischen* Beweis.
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Beginnen wir mit dem Beweis von (3.42). Dazu nehmen wir das “magische” p,
aus (3.38) und beriicksichtigen, daB3 das Wavelet n verschwindende Momente hat, um
zusammen mit (3.50) auf

1 t—u
Wi f(u,5)] = /R (f(t)—px(t))ﬁw( : >dt
< [ - pol| oo (50)] @< Kpvs [1stuap ) o
<Kglt—z|®
< K5 / (Ist]" + [u — o) [9:(2)] dt
<

2 w5 (50 [ @00l de+ o=l [ oo )

= 20k ,C st (1+M>, c;—/(1+wa) ()| dt+/\w(t)\ dt
\R \R J

S

Vv
<oo <oo

zu kommen, was genau (3.42) ist.
Die Umkehrung, also der Beweis der Lipschitz—Stetigkeit von f, ist etwas aufwen-
diger. Indem wir die Umkehrformel (3.12) in Stiicke hacken, erhalten wir

ft) = %//Wwf(u,s)ﬁzb(ts >du@
- Cw/ / Wy f(u, 5) H?ﬁ( ; )ijdu

€= :I:l]— 00 €[29 27+1]
= Y Z fe (t) (3.44)
e=+1j=—00

Der Gag bei einer solchen Littlewood—Summe'®* besteht darin, daB die Integrationsin-
tervalle um den Ursprung herum immer dichter werden, fiir ¢ — oo hingegen immer
grofer — das ist wie bei den Heisenberg—Rechtecken der Wavelets wieder ein Konzept
von relativer Genauigkeit. Aber zuriick zum Beweis: Unter Verwendung der Vorausset-
zungen (3.43) und (3.40) ist'® fiir 5 > 0 und beliebiges m € N

|fei ()]

104S0lche Zerlegungen gabe es schon lange vor den Wavelets, die Technik wurde also nicht erst mit den
Wavelets erfunden.

105 Wiy folgen nun der schonen Tradition, daB “C” fiir eine Konstante steht, die sich in jedem Schritt der
Abschitzung dndern darf.
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1 1 t—u ds
<ol [ e N \‘”(s)\ 2

6[2j.2j+1] 1 o
<C|s|**2 (1+|%| ) <O (1] (t—u)[™) !

U—1 o t—u my\ —1
< C |s|* 1+ 1+ 572 dsdu
R ~~~ S s ~~
€[29.20+1] <2(i+Da N\ -~ o <272
- e —y ™ -1
<1+ uz;jz‘a’ <55 ]")

u—a

o mN\ —1
- t—u du
< 2% 11 1 - —
—CA <+ ><+M]) 2"

und nachdem sich alle Entscheidungen ;5 > 0 bzw. ;7 < 0 und die daraus resultierende
Wahl von 27 oder 2/*! in die Konstante schieben lisst, gilt die Abschitzung fiir € €
{£1} und j € Z. Nochmal mit'% (3.50) ist

u— el = (=) + (¢ = )" < 2 (Ju—t]" [~ 2.

)

Y

Also'"7:

O(/

u—t

MWN§C/WG+W
I R 2]

o t—z
_ 020(]'20// 1—|—|U| +|2_J
R L+ ful™

. 1 o t—
= o ([ Ll =
r 1+ |ul™ 2

a’)
?

mit einer letzendlich von m abédngigen Konstante C', die aber endlich bleibt, solange wir
nur m > o + 2 withlen. Mit analogen Methoden'®® erhalten wir, daf

u—t
2

m _1du
2

e

du

o 1
/ du
R L+ |ul™

t—=x
2

< 029 <1+‘

. t—z|®
fﬁ@ﬂs&ﬂ*w<r+‘yx ), 0<k<a, (3.45)
und insbesondere ,
1@ 2o o<k<a, (3.46)

106Was einmal klappt, klappt garantiert auch ein zweites Mal.
107Unter Verwendung einer Variablentransformation u ~— 27w + ¢.
1081n (Mallat, 1999): “The same derivations applied to the derivatives ... ".
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Damit haben wir schnelle Konvergenz dieser Ausdriicke fiir j — —oo, da ja o eben
keine ganze Zahl ist. Fiir j — 400 verwenden wir zuerst die einfache Abschétzung
Wy f(u,s)| < | flly ¢l = I fllgs (u, s) € I, die direkt aus der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung folgt, und dann die alternative Abschitzung

(k) ||f||2 1 ¢ (t—u
fgj ( S ‘k+7 d$k¢ 3
€[27 27+1]
| f1l2 /
Cw R

ww(u)’ du / ]s\*%k*% ds,
f@(t)‘ <co(2), o<k<a. (3.47)

67]

also auch

Wegen (3.46) und (3.47) konvergieren die Reihen

[0.9] 0 0
S W@ wd Y @) asoawch Y i)
=0

j=—o00 j=—o0

absolut und damit ist das (Taylor—)Polynom

la] k
ROEDY (Z S ) !x) (3.48)

k=0 \e==%1j=—cc

wohldefiniert, das nun genau die in der Definition (3.38) vorgesehene Rolle spielen
wird.
Unter Verwendung von (3.44) ist somit

00 L] —x k
F@ =@ = [ > > | fi® —Zfé’?w%

j=—o0e==%1

Nun suchen wir uns dasjenige j* € Z, so daB 29" > |t — 2| > 2/"~! und spalten die
Summe iiber j genau an dieser Stelle in zwei Teile. Fiir den ersten Teil erhalten wir
unter Verwendung des Taylor-Restglieds, daB es z ; € [t, z], also mit |z, ; — ] < 27,
gibt, was zusammen mit (3.45)

) L]
)k

Z Z fe] me

e==+1 |j=j*

< Y

e=+1 j=j*

t _ ZL’) la|+1

(LaJ +1)!

LaJ+1
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Z 2204 la]—1)j ( + Te j —t‘ ) |t—$|LaJ+1
LCVJ + ' e= :l:lj =j* z

C |t — |l Z 9—i(laj+1-a) (1 I Q(j*—j)a')

J=J*

IA

<2

IA

C |t — x| |t — z|leltime 9737 (lel+1=a) Z 9—i(la]+1-a)
—————

<2i*(laJ+1-a) =0

< Kylt—zl®

ergibt. Fiir die andere Hilfte der Summe verwenden wir demokratisch einmal (3.45)
und einmal (3.46) und landen damit bei

— = (hy, [t —2)"
D12 (fea®) =Y S
e=*+1 [j=—00 k=0
j*_l — o I|
DI ES <1+‘ >+Zz<ak
e=*+1 j=—00
= 1) 1)( o = it —2* o ryGen)
] -1 77 —1)(a—a o a—RrR)J —
< O3 (e e a4y B i )
Jj=—00  <L|t—g|@ <|t—z|o— ol k=0 <|z—t|o—Fk
j*—1 lo] 4
< Cle—al™ Y (24 o | = K- [t—xl
j=—00 k=0
Ingesamt ist somit
1f(t) = pe(t)] < (K4 + K_) |t — x| (3.49)
—_——
::Kf
was gerade die gewiinschte Lipschitzstetigkeit von f ist. 0
Ubung 3.3 Beweisen Sie die Identitit
la + b <2 (|al]* + [b]?), a>1, (3.50)

die im ersten Teil des Beweises von Satz 3.30 verwendet wurde.
Hinweis: Holdersche Ungleichung! &

Zusammenfassend kann man hier ein kurzes Fazit ziehen: Wavelets sind ausgesprochen
niitzlich und hilfreich bei der Erkennung von Singularititen bzw. der Charakterisierung,
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allerdings miissen sie dazu ausreichend viele verschwindende Momente haben. Ver-
schwindende Momente sind also gut und in der Tat erklédrt das zusammen mit Satz 3.29
auch, warum der Mexican hat so ist wie er ist: Er ist die zweite Ableitung der optimalen
Zeit-/Frequenzlokalierung und Sinn und Zweck dieser Ableitung ist die Generierung
von entsprechenden verschwindenden Momenten.

3.7 Warum die Dinge nicht so sind, wie sie sein sollten

Soweit zur Theorie der Waveletpraxis. Wir wissen nun, wie wir die FCWT'® imple-
mentieren konnen, wir vestehen, warum die Inverse nur in eine Richtung eine Inverse
ist und haben gelernt, da3 verschwindende Momente eine gute Sache sind.

i

| ‘ ul
i

‘”HHH‘I |““|' ’IM‘{‘)‘I‘"]J‘, it |'\}\‘Ihl,l\|‘""\| wl ‘!’l"niw‘
) | ml H)' I”il |‘

Abbildung 3.7: Eine verrauschte Parabel (/inks) und deren Wavelettransformation
(rechts).

Also schauen wir uns die Sache mal an einem ganz einfachen Beispiel aus (Sauer,
2011c¢), siehe auch (Sauer, 2011d), an, und zwar einer verrauschten Parabel. In Abb. 3.7
sind diese Parabel und ihre Wavelettransformation zu sehen. Dabei fillt zuerst einmal
der ,.gelb—rote”“, U—formige Bereich am unteren Ende der Wavelettransformation auf.
Das sind hohe Werte der Wavelettransformierten, fiir die es eigentlich in den Daten
keine Begriindung gibt.

Naja, das stimmt nicht ganz, eigentlich ist die Erkldrung fiir diese Artefakte ganz
einfach: Das sind die Bereiche, in denen beim Waveletintegral (3.9) Bereiche von f ver-
wendet wurden, die nicht bekannt sind. Und da die Implementierung der Wavelettrans-
formation via FFT ,jautomatisch* periodisiert, das Signal aber nicht periodisch ist, ist
mit groBen Werten der Wavelettransformation zu rechnen.

109Fast Continuous Wavelet Transform
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Der Wavelettransformation ist nur ein einem U-formigen Bereich zu trauen, deren
GroBe vom effizienten Triger des Wavelets und den verwendeten Skalen abhéngt.

/Y

Abbildung 3.8: Die Parabel aus Abb. 3.7 (links) und ihre Rekonstruktion aus der
Wavelettransformierten (rechts). Nicht wirklich das, was man von einer Identitét
erwarten wiirde.

Sehen wir uns nun aber die Rekonstruktion der Parabel f aus ihrer Wavelettransfor-
mierten an, also W 1W¢ f, dann zeigt uns Abb. 3.8, daB wir — entgegen aller Theorie —
nun wirklich gar keine Identitét erhalten. Und sehen wir uns die Rekonstruktion rechts
an, dann sehen wir an der Skala, daf3 wir hier im Wesentlichen das Rauschen wiederbe-
kommen haben, wihrend die Parabel bis auf die kleinen Wackler am Anfang und Ende
verschwunden ist. Vielleicht ist es ja mal ganz interessant, wie das alles ohne Rauschen
aussieht. Zuerst einmal stellen wir fest, siche Abb. 3.9, dal} die Rekonstruktion wie-
der nicht das liefert, was wir von ihr erwarten und daf die rekonstruierte Signal wieder
eine relativ kleine Amplitude hat. Wenn wir uns nun allerdings die Wavelettransfor-
mation dazu in Abb. 3.10 ansehen, dann fillt auf, da die eigentlich Null ist und das
identifiziert den Schuldigen: verschwindende Momente. Offensichtlich annihiliert unser
Wavelet'!? die quadratische Parabel, hat also mindestens drei verschwindende Momente
und die Rekonstruktion in Abb. 3.9 (rechts) ist eben nur ein Effekt des niederfrequenten
Artefakts.

110Bej dem es sich um ein Morlet—Wavelet handelt.
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Abbildung 3.9: Hier nur die Parabel und deren Rekonstruktion. Letztere ist genau

die Kurve, die in Abb. 3.8 vom Rauschen iiberlagert wurde. Man beachte die kleine
Aplitude.

Die verschwindenden Momente eines Wavelets konnen die Daten nach Rekonstruk-
tion erheblich verdandern. Insbesondere konnen sich Daten und Rekonstruktion im-
mer um einen konstanten Wert unterscheiden.

Dieser Effekt ist natiirlich dann besonders heftig und unangenehm, wenn man die Wave-
lettransformation benutzt, um Daten zu modifizieren, indem man, um im musikalischen
Analogon zu bleiben, beispielsweise einen falschen Ton aus einer Aufnahme entfernt.

Eine realistische Anwendung eines derartigen Verfahrens ist in (Franz, 2011) zu finden.
Das fiihrt dann sogar zu zwei Problemen:

1. Bei der Modifikation der Wavelettransformierten wird normalerweise eine nicht
kompatible zweidimensionale Funktion erzeugt, deren verwandte Wavelettrans-
formierte das eigentlich generierte Objekt ist.

2. Alle Datenbestandteile, die im Kern der Wavelettransformierten liegen, konnen
nicht rekonstruiert werden.

Wie aber vertrdgt sich das nun mit Satz 3.9, der ja schon behauptet, da8 W 1W¢, =1

ist und den wir je gerade als Beleg fiir die Tatsache verkauft haben, daf} bei Wy, keine
Information ,,verlorengeht*?
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Abbildung 3.10: Die Wavelettransformation der Parabel aus Abb 3.9 (links). Inner-
halb des U-formigen ,,Konfidenzbereichs™ verschwindet sie! Dazu die Korrektur-
funktion (rechts).

Die Wavelettransformierte ist nach Satz 3.9 ,nur“ auf L,(R) invertierbar und das
einzige Polynome, das zu Ly(R) gehort ist das Nullpolynom. Das Problem besteht
also in den endlichen Daten, bei denen polynomiale Anteile sehr wohl relevant
werden konnen.

Das ist auch das wirkliche Problem, ndmlich dall wir eigentlich etwas sehr dummes
machen:

Wendet man kontinuierliche Transformationen, die fiir unendliche Datenbereiche
definiert sind, auf endliche und diskrete Daten an, so kann man nicht erwarten, daf3
die theoretischen Resultate noch gelten und muss auf eventuelle Schwierigkeiten
vorbereitet sein.

Zum Teil lassen sich diese ,,Schwierigkeiten” sogar recht einfach 16sen. Will man bei-
spielsweise Daten im Waveletbereich modifizieren, indem man beispielsweise W, f
durch g ersetzt, so verwendet man fiir die Rekonstruktion den Ausdruck

(I =W, 'Wy) fF+ W, g (3.51)

und erhilt wieder gute Ergebnisse, siehe (Franz, 2011; Sauer, 201 1¢; Sauer, 2011d). Der
Grund ist ganz einfach die Linearitdt der Wavelettransformation und damit des Fehlers.
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3.8 Momentanfrequenzen, Fourierfenster und Waveletdesign

Manchmal ist es wichtig, dal die Skaleninformationen nicht nur Ndherungen fiir Fre-
quenzen sind, sondern soweit wie moglich echten Frequenzen entsprechen. Musiksigna-
le sind hier das naheliegendste Beispiel, aber auch bei der Erkennung von Schwingungs-
anregung in CNC—Werkzeugmaschinen oder bei der Fehleranalyse rotierender Teil tre-
ten ganz dhnliche Fragestellungen auf. Zu diesem Zweck ist es gut, wenn das Wavelet
selbst aussieht wie eine gefensterte Fouriertransformation:

Y(t) = g(t) e, lgll2 = 1, (3.52)

mit einer (normalerweise symmetrischen und reellen) Fensterfunktion g. Da

) = / g(t) e €D gt = (¢ — )

ist, also 1,(€) = /[5G (s¢ — 1), hat
(W f(s, = /Is| F(©) G (s¢ —n)

nur fiir diejenigen Werte von £ einen signifikanten Wert, fiir die s§ — 7 € Q liegt, bzw.
n., 15
Ee—-+-Q (3.53)
S S

wobei  den symmetrischen!!! Bereich der effizienten Bandbreite von g beschreibt, also
etwas in der Art von

Q=0.={¢cR : [§E)|>c}.

Doch zuriick zu (3.53): Die wesentlighe Frequenz eines Wavelets der Form (3.52) ist
also /s und die Frequenzauflosung ()/s. Durch den Parameter 7 kann man dabei ein-
stellen, welche Frequenzen welchen Skalen zugeordnet werden und wie ,,scharf diese
Frequenzen aufgelost werden.

Bemerkung 3.32 Mit der Fensterfunktion g stehen wir vor dem iiblichen Zeit-/Frequenz—
Dilemma: Verpassen wir ihr einen kompakten Trdger, so ist zumindest )y unbeschrdnkt,
wollen wir, dafs sie bandbeschrinkt ist, dann ist ihr Triger ganz R. Ein guter Kompro-
miss wdre sicherlich eine Funktion, die optimale Unschdirfe bietet, fiir die also Gleich-
heit in der Heisenbergschen Unschdrferelation (3.31) gilt. Diese Funktionen kennt man,

néimlich e=°/2 und das zugehdrige Wavelet ist dann gerade das Morlet-Wavelet 1 (t) =
eint €—t2 /2.

Hlzumindest wenn die Fensterfunktion reell ist, denn dann ist die Fouriertransformierte bekanntlich
symmetrisch.
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Allerdings sollte man sich dariiber klar sein, dafs man sich mit ,,\Wavelets* der Form
(3.52)"'2 eigentlich im Grenzbereich zwischen Wavelets und gefensterter Fouriertrans-
formation alias Gabortransformation bewegt. Aber darauf muss man sich eben einlas-
sen, wenn man ,richtige* Frequenzen haben will.

Diese Idee kann man noch stéirker lokalisieren, indem man die Momentanfrequenz eines
Signals betrachtet. Dazu modelliert man das Signal als

f(t) = a(t) cos (wt + wy) =: a(t) cos ¢(t), w >0,

und stellt fest, daB die Frequenz dieses Modells w = |¢/(¢)| ist. Nun macht man dasselbe
einfach fiir beliebige ¢.

13

Definition 3.33 Die Momentanfrequenz''® eines Signals f(t) = a(t) cos ¢(t) zum Zeit-

punkt t ist definiert als |¢'(t)].

Nun gilt das folgende Resultat, das man mit allen Details in (Mallat, 1999, Theorem 4.5)
finden kann; hier geben wir nur die wesentlichen Inhalte von Resultat und Beweis an.

Satz 3.34 Fiir f(t) = a(t) cos ¢(t) und 1) wie in (3.52) ist
Wy f (s,u) = Vsa(u) e =G (i — s¢/(u)) + (3.54)

114

wobei € unter gewissen Voraussetzungen' ' an a und ¢ und s vernachldssigbar wird.

Beweis: Wir schreiben f(t) = 3a(t) (¢*®") + ¢~*()) und erhalten zuerst einmal, da

Wwf(&u) = %/Ra(t) (eid)(t) + e*iéb(t)) %g (t _S u) ett—=uw)n/s Jt
= 1(¢) + I(—9)

mit

I = Z¢(t) —u —i(t—u)n/s dt
© = 57 f0 ( s )"
= —2\/§/Ra(t+u)ei¢ ) g (t)s) e7/s dt.

"2Um wirklich ein Wavelet zu bekommen, braucht man wieder einen Korrekturterm wie im Morlet—
Wavelet.

113 Auf Englisch instantaneous frequency.

4Tm wesentlichen diirfen sich a und ¢ relativ zu 1 nicht allzu schnell #ndern und ¢ muss in einem
Frequenzbereich liegen, der zur wesentlichen Bandbreite von 1 passt.
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Mittels Taylor-Entwicklungen erhalten wir, daB!!

a(t+u) = a(u)+tad'(u)+ goz(t)

Bt+u) = o) +16(w) + ()

i 2
W2 — 1ot y(t), |y <1,

und somit
](gb) _ a(u) 6i¢(u)/6( @' (u)—n/s)t (t/s)
R

bgmala) ) [ SN (e)5(0) gt5) e
R

1 | »
+—a( )el¢(u)/tel(¢( u)—n/s)t up t /2 (t/S)
2\/_ "

t? 4
)=n/s)t i)t /2 o (4
g [ ol o(t/s)

Der erste Term auf der rechten Seite gibt nach einer Variablentransformation ¢ — ts
gerade die Hilfte von (3.54), alle anderen enthalten im Integral stetige Funktionen, die
an der Stelle 0 verschwinden. Alle diese Integrale laufen aber nur iiber s{2. und wenn s
hinreichend klein gewéhlt wird, die Frequenz also nicht zu klein, dann bleiben alle diese
stetigen Funktionen klein und damit sind die restlichen Integrale vernachlédssigbar. [

Bemerkung 3.35 Satz 3.34 sagt uns, daf3 derartige Fourier—Wavelets auch Momentan-
Jfrequenzen ganz gut rekonstruieren konnen, solange die Parameter alle so gewdhlt sind,
daf} € in (3.54) klein genug bleibt. Das kann (und sollte) man auch tun und genau das
passiert auch in (Mallat, 1999, Theorem 4.5), wo sich eine wesentlich quantitativere,
aber eben auch kompliziertere Form des Resultats findet.

Ein anderes Problem ist die Anpassung von Wavelets an bestimmte vorgegebene Struk-
turen. Dazu erinnern wir uns daran, daB man (3.9) ja auch als Korrelation zwischen
Funktion und Wavelet interpretieren kann, also als eine Messung der Ahnlichkeit zwi-
schen Funktion und passend gestauchtem Wavelet. Nun sucht man oftmals in Signalen
nach wellenférmigen, zeitlokalen Anteilen, beispielsweise nach sogenannten Spindeln
in Elektroenzephalogrammen (EEG), siehe (Samar et al., 1999).

Lemma 3.36 1. Ist ¢ ein zuldissiges Wavelet, so auch (a - =) fiir a,b € R.

115Und hier bedeuten a’ und ¢’ wirklich einmal Ableitungen — daB wir sowas noch erleben diirfen . ..
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2. Sind i, ..., zuldssige Wavelets, so gilt das auch fiir
=) ¢y, g ER (3.55)
j=1
Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich, die zweite folgt aus der Tatsache, daf3
2 n
< n? Zl cj2~
=

ist, siehe (3.50), waraus natiirlich sofort

n

Z ety

J=1

2

2

~ 2 ~ 2
3(6) o [B
/R‘ |£|’ ety g [ g de<os

folgt, da alle Wavelets ja als zulédssig vorausgesetzt waren. 0

Hat man nun also eine Funktion f, zu der man ein Wavelet ,,ma3schneidern” mdochte,
so kann man beispielsweise von einem zuldssigen Lieblingswavelet ¢, ausgehen und
das Néherungswavelet wie in (3.55) ansetzen, wobei 1); := 1, (a; - —b;) fiir beliebig
gewihlte Werte (a;,b;) € R, x R gesetzt wird''°.

Bemerkung 3.37 Solange n < log N ist, ist der Aufwand bei der Bestimmung von

¢ (52, k € Zy, immer noch so gering, daf die Gesamtkomplexitiit O (N log N), die

von der FFT vorgegeben wird, nicht iiberschritten wird.

Das Wavelet ¢ kann man nun an die Funktion f ,fitten”. Dabei sind unter anderem die
folgenden Moglichkeiten denkbar:

Interpolation: Fiir passende Stellen soll ¢ (x;) = f (), j € Z,. oder, falls das Wa-

velet in der Fouriertransformierten gestaltet werden soll, ¢ (§;) = f (&), j € Zy,
sein. Das ist bekanntlich ein einfaches lineares Gleichungssystem, siehe (Sau-
er, 2000a).

Diskrete Least Squares: 1 soll eine Summe der Form
~ ~ 2
S v oder 3 |F(&) - (&)
JEL JE€EZM

minimieren, was sich auch sehr leicht in ein lineares Gleichungssystem umformen
lasst.

1I6Eg ist nicht notwendig, sich v aus nur einem einzigen Wavelet zusammenzusetzen, aber es erleichtert
die numerische Implementierung und setzt lediglich die Festlegung der Zahlenpaare (a;, b;) voraus.
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Least Squares: Ein bisschen schicker ist da schon die Minimierung in der L,—Norm:

. 1o~ 2
min [|f = ¢ll; = 5 |f =¥, (3.56)

die simultan den Abstand zwischen den Funktionen und deren Fouriertransforma-
tionen minimiert.

Um (3.56) zu 16sen, das nicht ganz so offensichtlich ist, schreiben wir

If =l = <f—chwj,f—ch¢j>
j=1 j=1

= 15 =D e (Fo)) + D e (W, )
j=1

Jk=1

was zum Gleichungssystem

o J=1...n o
[w%m>.k 1P”m]C:K%J§.]:L”wM
fiihrt. Wir miissen hier also Integrale kennen oder numerisch berechnen. Dennoch kann
man durch geeignete Wahl der Skalierungs- und Verschiebungsfaktoren a; und b; durch-
aus dafiir sorgen, daB3 die Gram—Matrix in diesem Gleichungssystem beispielsweise
diinn besetzt ist.
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Nothing has afforded me so
convincing a proof of the unity of the
Deity as these purely mental
conceptions of numerical and
mathematical science which have
been by slow degrees vouchsafed to
man, and are still granted in these
latter times by the Differential
Calculus, now superseded by the
Higher Algebra, all of which must
have existed in that sublimely
omniscient Mind from eternity.

Mary Somerville

Frames und Gruppen

Wir haben in ,,Praxiskapitel” schon festgestellt, dal3 wir die Wavelettransformation nur
fiir endlich viele Skalen und Positionen wirklich berechnen konnen, so daf3 sich natiirlich

die Frage stellt, wie wir diese Parameter bestimmen sollen, um wirklich in Wy, f die
volle Information iiber f finden zu konnen. Ein paar Hinweise hatten wir ja schon durch

den Shannonschen Abtastsatz und etwas Heuristik am Ende von Kapitel 3.3 gefunden,
aber jetzt wollen wir das Problem systematischer angehen. Dazu wihlen wir eine neue
Sichtweise und betrachten ausgehend von der offensichtlichen Identitt

Wof (ute) = [ F)]ss| 20 (

J

t— 1

aber nun das Funktionensystem 1), in Lo (R) und dessen Eigenschaften.

4.1 Basen und Frames

Wir betrachten nun Systeme W C Lo(R), die den Hilbertraum Lo (RR) erzeugen, also

Ly(R) = span ¥ = {

Ypew

) = [ FOTR b= (. 0) @)

chﬂﬂ : Cd,GC}. (42)
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Solch eine Menge nennt man erzeugendes System und spricht von einer Basis von La(R)
wenn alle Darstellungen

Ly(R) 9f:Zf¢¢

YeT
beziiglich U eindeutig sind. Besonders brav ist ¥, wenn es eine Orthonormalbasis bil-
det, das heisst, wenn

<¢7¢/> = 5111,111’7 wv @Zjl S \Ija
erfiillt ist, denn dann gilt
F=Y () und =D L) 4.3)
Ppew Yew
Nun koénnen wir unsere Frage aus dem Anfang dieses Kapitels etwas anders formulie-

ren:

Unter welchen Voraussetzungen an die beiden Folgen'!” (s; : j € Z) und
(tr : k€ Z)ist das System U = {1, : j, k € Z} eine Basis oder zu-
mindest etwas vergleichbares?

Um es gleich vorwegzunehmen: Basis ist sehr unwahrscheinlich, aber es gibt ,.etwas
vergleichbares®, das wir aber erst einmal einfiihren miissen.

Definition 4.1 Ein abziihlbares''® System U von Funktionen in Ly(R) heifft Frame,
wenn es Konstanten 0 < A < B < oo gibt, so daf

AlFIE< D KEOP <BIFIE  f € La(R), (4.4)

Ypew

erfiillt ist.
Bemerkung 4.2 1. Manchmal wird im deutschsprachigen Raum auch das Wort Rah-

men verwendet. Man kann das natiirlich tun. Man kann auch Wellchenanalyse
betreiben und versuchen, Wellchenrahmen zu konstruieren . . .

2. Ein bisschen ist ein Frame angelehnt an die stabile Basis. Eine Basis V wird stabil
genannt''?, wenn es Konstanten 0 < A < B < oo gibt, so daf3

F=>for = ANfIBD I < BIfIB

pevr Yew

"7Endliche viele Werte reichen natiirlich nie, schliesslich ist Ly (R) ein unendlichdimensionaler Funk-
tionenraum.

"8Mal ganz im Ernst: Wie will man sonst einen Begriff wie Y, wie in (4.4) auch nur verniinftig
interpretieren?

19Zumindest in Ly (R).
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gilt. Dies bezeichnet man als Aquivalenz zwischen der Funktionennorm von f
und der diskreten Norm der Koeffizienten der Darstellung von f beziiglich V.
Bei stabilen Normen ist die Beziehung zwischen Funktion und Koeffizienten ein
stetiger Operator mit stetiger Inverser.

3. Allerdings muss ein Frame keine Basis mehr sein, sondern darf sogar eine ganz
gezielte Uberreprisentation darstellen. Schliesslich sind die Werte, die in (4.4)
nach oben und unten beschrdnkt werden, nur dann eindeutige Koeffizienten, wenn
U eine Orthonormalbasis ist.

Beispiel 4.3 Das Standardbeispiel fiir einen Frame, der keine Basis ist, ist der Mercedes—
Stern, der von den Vektoren

0 V3 _ V3

|: :| ’ 2 ’ 2 C RQ
1 _1 _1
2 2

gebildet wird. Diese Vektroren sind definitiv keine Basis, da sie linear abhdnging sind,
aber fiir v € R? ist

2
V3 1 V3 1 3 1 3
l‘% —+ 71’1 — 51’2 -+ 71’1 -+ 51’2 = l’g -+ 51’% -+ 51’2 = 5 (m% + l’g) s

und somit A = B = % So gesehen ist das also sogar ein ganz besonderer Frame, bei
dem obere und untere Schranke iibereinstimmen.

Definition 4.4 Ein Frame heisst tight Frame bzw. straffer Rahmen oder fester Rahmen,
siehe (Louis et al., 1998), wenn in (4.4) A = B ist. Man spricht von einem Parseval—
Frame'?® wenn obendrein A = B = 1 ist.

Der Mercedes—Stern aus Beispiel 4.3 ist also sogar ein tight Frame und stellt damit auch
einen direkten Bezug zwischen der Funktionen- und der Koeffizientennorm her. Den-
noch enthalten die drei Koeffizienten natiirlich mehr Daten, als x Information enthélt,
sie sind also redundant. Stellt sich also die Frage, ob und wie man f aus den moglicher-
weise redundanten Framekoeffizienten rekonstruieren kann.

Definition 4.5 Der Analyse-Operator'?! Ty : Lo(R) — CY ist definiert als

Tof:={f1) : v€V), (4.5)

120Der Name ist leicht erklirt: Die Koeffizienten erfiillen dann die Parseval-Identitiit.
12IDje Sprechweise hier folgt (Louis et al., 1998), in (Daubechies, 1992) wird dieser Operator als
,JFrame—Operator” bezeichnet. Es gibt also wieder einmal keine normierte Bezeichnungsweise.
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der Synthese-Operator T; : CY — Ly(R) als

Tic:=> cpth,  c=(cy : VET), (4.6)

Ypew

und der Frame—Operator schliesslich als

Suf =TyTuf =Y (f,4)¢. (4.7)

Ppew

Bemerkung 4.6 1. Die ,“—Notation in (4.6) ist natiirlich kein Zufall: Fiir f €
Ly(R) und c € ly(V) ist

Tufie) = S (F0)e = M(/f )

pev

= [0 cvid= (1.7,

pew

der Synthese—Operator ist also auch in einem ganz strengen und formalen Sinn
Adjungierter des Analyse—Operators.

2. Wenn wir nun an Matrizen denken, dann ist also der Frame—Operator ein Ope-
rator der Form AT A, also ein symmetrischer und hoffentlich auch in irgendeiner
Form definiter Operator. Fiir Operatoren auf Hilbertriumen bedeutet das, daf}
(Af, f) > 0 sein muss.

3. Fiir praktische Zwecke ist eine umnormierte Version des Frame—Operators, ndmlich

: 2 : 2

Sp= S dh SW=A+B%<f,w>w, (4.8)

besser geeignet. Warum, das sehen wir gleich.

Satz 4.7 Fiir einen Frame ¥

1. ist der der Frame—Operator Sy ein positiver, beschrinkter und stetig invertierba-
rer Operator. Genauer:

A|lfIP < (Sof. f) < B fll3 (4.9)

2. gilt
—A

A+ B

188 — 1|, < p = <1. (4.10)



4.1 Basen und Frames 87

Beweis: Zuerst sollten wir uns mal einem bisher vergessenen Detail widmen, nimlich
der Wohldefiniertheit von Sy aus (4.7). Dazu indizieren'?? wir die Elemente nun einmal
als ¢;, 7 € N, und approximieren f € Lo(RR) durch die Folge

N

Snf=> (f)v;,  NeN

J=1

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz, siehe (Yosida, 1965, I11.6) bzw. Ubung 4.1 fiir
das konkrete Resultat, ist dann fiir A/ < N mit ein bisschen Cauchy—Schwarz

2

N
I1Suf = Snflly = sup [(far = fas )P = sup | > (f,05) (5. 9)
llgll2=1 lglla=1 j=M+1
N N
< sup Z Lol Y HguenplP<B Y (L)
lgll2=1 ; Zpr 14 j=M+1 j=M+1
gBMazl

Da 3" |(f,1;)|” durch B|| f||3 beschriinkt ist und somit konvergiert, geht die rechte Sei-
te der Abschitzung unabhdingig von N gegen Null fiir M — oco. Mit anderen Wor-
ten: Sy f ist eine Cauchy—Folge in Ly(R), die aus Vollstdndigkeitsgriinden gegen eine
Grenzfunktion Sy f € Ly(R) konvergieren muss.

(4.9) ist nicht schwer zu beweisen:

(Suf.f) = <Z<f,¢>w,f>=2< ) (¥ f) = SILVP,

\\ \\ A \\
e e Sy v

und der Rest ist die Definition (4.4) des Frames. Damit folgt aber auch schon (4.10),
denn nach (4.9) ist fiir jedes f € Lo(R)

IFI2 < (=8uf. f) < - 1112

A+B A—I—B

und damit

2B 2A
(1- 225 ) I < W -so 5.0 < (1- 225 ) IF1R

12235 hitten wir natiirlich schon die ganze Zeit tun konnen, aber das wiirde immer auch den Eindruck
erwecken, es gibe irgendeinen Grund, warum 1); einen kleineren Index hat als 15 und erzeugt so eine
kiinstliche Asymmetrie zwischen den Elementen des Frame.
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weswegen (I — S5) f, f)] < B 5 4 ist, woraus mit Lemma 4.8

B—-A
I—Sgly= I— 54 <
I = Sull= sup (7= $4) .0 < 5y
folgt. 0
Ubung 4.1 Zeigen Sie: Fiir f € Ly(R) gilt || f|l2 = sup {|(f, 9)| : llgll2 =1} o

Zum Komplettieren des Beweises von Satz 4.7 noch ein allgemeines Resultat zu sym-
metrischen Operatoren auf Hilbertrdumen aus (Kreyszig, 1978; Taylor & Lay, 1980)

Lemma 4.8 Ist T : Ly(R) — Ly(R) ein selbstadjungierter Operator, so ist |T |2 =
SUpP| £ll.=1 (T f, )1

Beweis: Eine Richtung ist klar:

sup [(Tf, Al < sup |[Tfl2[lfll= sup [ITfll2 =TIl
| fll=1 I fll2=1 == =t

Da fiir 7' = 0 das Lemma tr1v1a1 ist, fordern wir nun 7" # 0, wihlen g so, dal T'g # 0 ist
-1

und setzen fi == || Tgly%g sowie fo = ||Tgll;"*Tg, so dab || 113 = || £=l13 = [Tl

ist. Dann ist

(T(fit+f2) i+ fo) = (T (L= f2), L — f2)
= (Th, Ji) + (Tfo, f1) + (Thr, f2) + (T fa, fo)
—(Tf1, f1) + (T f2, f1) + (T f1, f2) — (T f2, f2)
= 2((Tfi, fa) + (T fe, 1)) =2 ((Tg, Tg) + (T?9.9)) = 4| Tyl3.

letzteres wegen der Selbstadjungiertheit von 7". Ausserdem ist fiir jedes ¢ # 0 und
9" = 9/llgll2

(Tg, )l = 9l {Td" . g")| < llgllz sup [T, f)l = llgll3v(T)

I £ll2=1
und wir erhalten somit, daf3
4|Tgll; < v(T) (LA + I3+ £ = foll3) = 20(T) (LA + [1/213)
= 4v(T)[[Tgl-

Nach Division durch 4||Tg||5 ergibt sich || Tg||o < v(T') und das gilt fiir alle g mit Norm
1, fiir die T'g # 0 ist. Also ist auch

ITlla = sup [|Tg]| <w(T) = sup [T, [)],
lgll2=1 I ll2=1
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was den Beweis komplettiert. 0

Aus (4.10) ergibt sich eine sehr einfache Formel zur Invertierung des Frame—Operators
Sy bzw. S}, denn da [ — S}, eine Kontraktion ist, kovergiert die Reihe

Si=Y (I-5y)
j=0

absolut und in der Operatornorm, und in der Tat ist

SuSy =Y (I=Sp)Y (I—(I—=54)=> (I-8,) =) (I-5) =
J=0 j=0 j=1
Damit kann dann aber auch der inverse Frame—Operator explizit als Sy’ := ‘AJ“TBS(I’,

angegeben werden. Die Iterationsfolge
Un:Z(I_S(II)J Vo, neN,

konvergiert Syvo, also mit mit vy = v = Sy f gegen f und erfiillt dann die Iterations-
vorschrift

n+1 n
Vit = v+ Y (1= S4) v=v+(I =) > (I =84 v=0v+(I - S) v, (@4.11)
Jj=1 j=0

der sogenannten Landweber—Iteration oder Richardson—Iteration. Der Fehler der Itera-
tion ist dann

o0

Z (I — S{y) Vo

Jj=n+1

n+1
S ||S f||2a

1f = vally =

2

was natlirlich umso schneller abfillt, je ndher A und B beisammenliegen, also je mehr
sich der Frame in Richtung ,tight Frame* bewegt. Ist p = 0, so muss man gar nicht
iterieren.

Korollar 4.9 Ist U ein tight Frame, so ist

f=s S0 feb®). @.12)

Ypew
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Auch bei Frames kann man wieder schone Dualitéitstheorie betreiben. Dazu bemerken
wir zuerst, da3 die Inverse eines positiven Operators wieder positiv ist (Kreyszig, 1978;
Taylor & Lay, 1980) und daB} aus (4.9) auch

1 1
I < (S . 1) < SIFI3 f e La(R), (4.13)

erfiillt ist, es drehen sich halt eben nur die Konstanten um'%.

Definition 4.10 Als dualer Frame zu einem Frame V wird das System
U= 5,0 = {y* =S, : Y eV}
bezeichnet.

Proposition 4.11 Der duale Frame V* zu einem Frame V ist ebenfalls ein Frame mit
den Framekonstanten 0 < B~ < A~ < oco. Auflerdem gilt

F=Y (Lo => (fe)e,  fel(R). (4.14)
pev Yew

Beweis: Da Sy selbstadjungiert'?*

STHAEI = SOULST ) =Y (ST ) = ||TuSy £

und von der Form 7Ty ist, ergibt sich

Ppew PYeW PYeW
= (TwSy' [, TwSy' f) = (Sg' [, TeTuSg" ) = (Sg" f, SwSy' [)
= (S¢'f. 1),

was eingesetzt in (4.13) gerade die Frameeigenschaft fiir W* ist. (4.14) folgt aus der
Tatsache, daf}

Sy'Su = 53! (Z (f, ) w) =Y (LSt = (f) e

pevw e PeU
ist und dal} die Rollen von Frame und dualem Frame vertasuchbar sind. O

Bemerkung 4.12 Ist der Frame V sogar eine Basis, dann sind V und V* biorthogonal,
denn aus der Eindeutigkeit der Darstellung

b= (V¢
peT
folgt
<77Z)7 ¢*> = 51li7¢7 ¢7 ¢ € V. (415)

123Man denke wieder an Matrizen: Wenn A symmetrisch und positiv definit ist, dann iibertrigt sich das
auch auf A~! und die Eigenwerte sind durch ihre Reziprokwerte zu ersetzen.
124 Also ,,symmetrisch®.
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Es gibt zumindest einen Fall, in dem Frames auch Basen sind, so dal Bemerkung 4.12
greift.

Proposition 4.13 Ein Parseval-Frame ist genau dann eine Orthonormalbasis, wenn er
ein normierter Frame ist, d.h., wenn ||¢|2 = 1, ¢ € U, ist.

Beweis: Dal jede Orthonormalbasis ein normierter Parseval-Frame ist, ist offensicht-
lich, also ist nur die andere Richtung der Aquivalenz von Interesse. Dazu bemerken wir
zuerst, daB jeder Parseval-Frame per Definitionem die Parseval-Identitiit'®

STULDE =13 f€L(R), (4.16)

pew

erfiillt. Wenden wir diese nun auf ein Frameelement ¢y € W an, so erhalten wir, daf}

9013 = K, o) = [, o)+ D [, o),

! \I/ !
ve =llz=1 7Y

also (¢,¢') = 0, 1,9’ € V. Elemente eines Parseval-Frame sind also immer ortho-
gonal und wenn sie nun passend normiert sind, natiirlich auch orthonormal, also eine
Basis des von ihnen erzeugten Vektorraums, der wegen (4.16) Lo(IR) enthalten muss. [J

4.2 Wavelet—-Frames

Wenn wir nun schon mit Frames angefangen haben, dann ist die nichste Frage nicht
schwer zu erraten:

Unter welchen Voraussetzungen an s; und ¢, bilden die Wavelets 1), aus
(4.1) einen Frame?

Diese Frage in voller Allgemeinheit zu beantworten ist nicht wirklich einfach, wir wer-
den uns hier auf den Spezialfall

Vi = a2 (al - —kb), dh.  s;=a7?, t; = kbs;, a>1,b>0,
(4.17)
beschrianken, zudem es ein klein wenig zu sagen gibt.

Bemerkung 4.14 1. Die Wahl der Parameter s; und t;;, entspricht wieder der Struk-
tur; der Skalenparameter entstammt R, hat also multiplikative Struktur, der
Ortsparameter hingegen ist aus R zu wdhlen und damit von additiver Natur.

125Bekannt als Eigenschaft der Fouriertransformation (zumindest bis auf Normierung), kann man sie
ausserdem sehr leicht fiir jede Orthonormalbasis zeigen.
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2. Einen kleinen Unterschied zu (4.1) haben wir jetzt aber doch: Die Translationspa-
rameter t;;, wurden an den Skalenparamter angepasst, eine stark gestreckte Ver-
sion von ) wird um grofiere Werte verschoben, eine gestauchte Version hingegen
um kleinere.

Definition 4.15 Eine Frame VU = {1, : j, k € Z} der gemdif3 (4.17) von einem soge-
nannten Mutterwavelet'?® erzeugt wird, heisst Wavelet-Frame.

Wir beginnen mit einer notwendigen Bedingung, die die Parameter a, b mit der Zuléssig-
keitskonstante des Wavelets und den Frameschranken koppeln wird. Der Beweis wird
ein bisschen dauern und diverse Teilaspekte, auch von positiven und symmetrischen
Operatoren auf Hilbertrdumen, beleuchten, insofern also durchaus Spal machen. Das
Resultat und der Beweis stammen aus (Daubechies, 1992).

Satz 4.16 Ist U ein Wavelet—Frame, so ist

|

0
[l i) de

0(&)] de

Abloga < < Bbloga. (4.18)

Zum Einstieg brauchen wir die Spur eines Operators auf Lo(R). Dazu beginnen wir mit
einer besonderen Klasse von Operatoren.

Definition 4.17 Ein Operator T' von einem Banachraum X in einen Banachraum Y
heisst kompakter Operator oder vollstetiger Operator'?’, wenn fiir jede beschriinkte Fol-
ge x; € X die Bildfolge T'x; eine konvergente Teilfolge enthiilt.

Symmetrische, kompakte Operatoren haben nun die schone Eigenschaft, dal} sie Eigen-
vektoren besitzen, deren Eigenwert die Norm ist.

Proposition 4.18 Ist 0 # T : Ly(R) — Lo(R) kompakt und symmetrisch, (T'f, f) =
(f,Tf), soist einer der Werte +||T||2 ein Eigenwert von T und es gibt einen zugehiri-
gen Eigenvektor | € Ly(R), sodaf || fllo = 1und (Tf, f) = ||T||.

Beweis: Nach Lemma 4.8 gibt es eine Folge f,, € L2(R), n € N, sodaB || f,]| = 1
und (T'f,,, fn) — A € R, |A| = ||T||2. Dann ist

0 < |Tf = Mally = 1T falls = 2MT fos ) + A2 | fulls — 0
N——~

=1

126\urde einst als ,,mother wavelet* eingefiihrt.
127Was schon zeigt, daB dies eine recht restriktive Eigenschaft ist, zumindest deutlich stiirker als Stetig-
keit.
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fiir n — oo, also T'f,, — Af,. Da T kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge
T fr (k) und weil
1
oy = 3 Thawy = 9, A#0

ist, konvergiert auch f,) — f mit g = T'f. Dieses f ist dann genau, wonach wir
gesucht haben. 0

Wenn wirnun 7" auf f+ = {g : (f,g) = 0} einschriinken und das ganze Spiel iterieren,
so konnen wir zu einer Diagonalisierung des Operators 1" kommen:

T=> M fidfor Mfalla=1, (4.19)
k=1

siehe (Taylor & Lay, 1980, Theorem VI1.4.2). Ist T' positiv, so sind selbstverstindlich
alle A\, > 0.

Definition 4.19 Die Spur'?® Tr T eines Operators in der Form (4.19) ist definiert als

k=1

Die Trace Class besteht aus allen Operatoren, fiir die

Try := Y (T, )| < 00
ped

fiir alle Orthonormalbasen ® erfiillt ist, siehe (Daubechies, 1992; Yosida, 1965).

Das was wir hier gesehen haben, ist allerdings nur das Spektrum eines diskreten Opera-
tors. Wir konnten auch Operatoren der Form

Tf = / VUL fodu(x), [ fullz =1,

definieren'?®, deren Spur dann natiirlich

TrT:/X)\(:c) du(z)

ist. So, nun aber endlich zum Beweis von Satz 4.16, der aus (Daubechies, 1992) ent-
nommen ist und wohl original in (Daubechies, 1990) gefiihrt wurde.

128Das passt natiirlich zur Spur einer Matrix, die ja auch die Summe der Eigenwerte, aber eben auch
gleichzeitig die Summe der Diagonalelemente ist.

129Wer sich da ganz spontan an Gruppen und deren Haar—MaBe erinnert fiihlt, ist durchaus auf der
richtigen Spur und muss nur noch auf Abschnitt 4.3 warten.
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Beweis von Satz 4.16: Wir untersuchen eine besondere Wavelettransformation. Dazu
sei ¢ € Lo(IR) ein normiertes zulidssiges Wavelet'*® mit ¢(€) = 0 fiir £ < 0 und c(s, u),
(s,u) € R, x R eine beschrinkte, positive Funktion mit

/ / c(s,u) du— < 00. (4.20)
R4

Damit definieren wir den Operator

= / / c(s,u) <f, s (;u) > s (x ) duﬁ 4.21)
Ry JR s s

und stellen fest, daB die Abkiirzung ¢, := s~'/2¢ (s~' (- — u)) eine Menge Schreibar-
beit einsparen kann. Die Spur Tr 7" von 7' ist gerade der endliche Ausdruck aus (4.20).
Nun betrachten wir die Frameungleichung

Alpally <D Udsur V) < B llbsulls
N—— N——

pew

=1 =1

fiir ¢, multiplizieren alles mit ¢(s, u) und integrieren alles auf, so da wir

Sudu—< // c(s,u) [{Psu, ¥ du—<B// sudu—
/uh/ ZR+ R,

_ Yev
,TrT 7TI‘T

erhalten, wovon wir den mittleren Term mit ein paar groBziigigen Vertauschungen der
Integrationsreihenfolge in

wexp/ﬂh/ 8,) [(Psur ¥ >| du—
) /R/ 8, ) (Gsu, V), Gous)

Ypew

_ </R+/ 5,11) ¢Su¢5udu2,w> S (10,0

pevw Yew

umformen konnen und so die Abschidtzung

ATT <) (T, ¢) < BTrT (4.22)
Pew

139Ein Wavelet mit einseitigem Spektrum heisst analytisches Wavelet und ist notwendigerweise kom-
plex, denn reelle Funktionen haben ja ein symmetrisches Spektrum und dann bliebe nicht mehr viel {ibrig.
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erhalten. Als néchstes spezialisieren wir die bisher recht beliebige Funktion ¢ zu

ts.) =) w () wzo [uar <o

Damit vereinfacht sich auch
@ d “1
TrT = / /w(m) du—j:/ —ds/w(|u\) du
1 JR S S 1 S R
= 210ga/ w(t) dt = loga, (4.23)
R4

siehe Ubung 4.2. Jetzt wird es langsam mal Zeit, die besondere Struktur (4.17) unseres
Wavelet—Frames zu beriicksichtigen. So ist ndmlich fiir j, k € Z

(Vjky Gsu) = /Ra‘j/Q¢ (a‘jt _ k:b) 5‘1/2¢ (

t_
“) dt
S
. it —
aﬂ/23—1/2/¢(t—kb) ¢<“ ! “) dt
R S
. J Jkh —
_ a]/23_1/2/¢(t)¢<a t—l—askb u) o
R

_ —j\-1/2 t — (a=Ju — kb) _ ' '
- (CL S) /]R,[?Z} (t> ¢ ( aJs ) dt = <wa ¢a_fs,a_7u7kb>~

Der mittlere Term aus (4.22) wird nun zu'?!

Swow) = X [ (M) 1w oul af

pew J,kEZ

-2 [ ) (S’) (8, umsnasncia)]” duy

J,kEZ

- Z/aj o (MR

J,k€EZ
u+ kb ds
/ (g) ’<7v/}7 ¢s,u>‘2 du—2
R rez § §

k‘b d

JGZ

BIWer nur technisch denkt, findet hier eine korrekt durchgefiihrte Variablentransformation, wer struk-
turell denkt, sieht, daf wir hier die Invarianz des Haar—-Malles auf dem semidirekten Produkt R, x R
ausgenutzt haben.

q—I+1

keZ
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Spezialisieren wir w weiter, beispielsweise zu'>2 w(t) = Ae~*™)° X\ > 0, so haben wir
es mit einer Sorte Funktionen zu tun, die eine Quadratur—Integral—Naherung der Form

y > w(w+ky) - /Rw(t)dt

keZ

< ysupw(x)
z€R

erfiillen, sieche Lemma 4.21, das wir gleich noch beweisen werden, was fiir unser spezi-

elles w
Z (|u + k’b|) s
w — —_
s b

keZ
bedeutet. Mit (4.24) erhalten wir dann, daf3

D (T, ) = / /\ U, Psu)| du—+R (4.25)

bew
(\u + kb]) s
lkez b/

e

<\
mit einer von ¢ abhingigen Konstanten Cj. Jetzt haben wir es fast geschafft, wir brau-
chen nur beim ersten Term in (4.25) zu den Fouriertransformierten iiberzugehen:

L[ o = [ [1(5.6.0)

[ / B(€) v/53 (s€)e s

du—
S
47 /R ) / ( / D(E) ¢ (sE)e™ df)( ¢ & (s€) e dg) duds

< w(0) = A (4.24)

wobel

ds
|<77Z}7¢S,u>|2 du? S )\C¢

d
du—s
S

= 47

(w(s )) (w) f@(sv))%)
= 47? (u) duds— sf dfds
Ry
- /R/ |¢s5 ais= [ /R sg)) dds

*0 ,6<0

132Der Clou ist, daB diese Familie von Funktionen immer noch schon integrierbar ist, ihr Maximum
immer an ¢ = 0 hat und ansonsten schnell und streng monoton abfillt. Fiir A — oo wird das dann
mal wieder ein —Funktional, was uns nun wieder an das Zauberwort approximative Identitiiten erinnern
sollte.
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B 2 ~zds ‘@(f)
- /R 5(6) /R 3(s) ?dﬁ/&—g e,
—&1|gl3=¢
also ‘ ‘2
1 b(€)
> (T, ) = 3/R+ z dé +O(N). (4.26)

pew

Setzen wir nun (4.26) in (4.22) ein, so bekommen wir mit (4.23) die Abschitzung
‘ —~ 2

P(€
Alogab < / —(5) dé +O(N\) < Blogab (4.27)
R

und der erste Teil von (4.18) folgt mit dem Grenziibergang A — 0. Der zweite Teil
fAunktioniert ganz genauso, nur betrachtet man dann ein ¢, dessen Fouriertransformierte
¢ auf R, verschwindet. 0

Ubung 4.2 Zeigen Sie mit den Bezeichnungen aus dem obigen Beweis, daB fR+ w(t)dt =

: ¢

Bemerkung 4.20 (Vergleich mit dem Beweis von Satz 3.9) Die (technische) Bedeutung
von ¢ wird klar, wenn wir diesen Beweis mit dem von Satz 3.9 vergleichen! Wir konnen
im vorletzten Schritt vor (4.26) nur deswegen die Variablentransformation s — s/§
durchfiihren, weil sich die Vorzeichen nicht dndern, und genau das wird durch die Wahl
von ¢ gewdhrleistet, denn den Triger dessen Fouriertransformation hatten wir bis zu
diesem Punkt nie ausgenutzt.

Lemma 4.21 Sei 0 < f € Ly(R) eine auf R_ monoton steigende und auf R monoton
fallende Funktion'*®. Dann gilt:

/R f(tydt = f(0) <Y f(k) < /R F(t)dt + £(0). (4.28)

keZ

Beweis: Auf R, fillt die Funktion und somit ist fiir £ > 0

k+1 0 oo
S+ < [ SR = 3 SR < [ fHd<) fk).

k k=0

133Ubung: Wo hat eine derartige Funktion wohl ihr Maximum?
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Analog gilt auf R_ und fiir k£ < 0

k+1 -1 0

fR< [ pa< ik = S f) < /R fde< S fh).

k

Addiert man nun die beiden Summen, so erhilt man

DSk = fO) < [ fydt <Y f(k) + £(0),

keZ R keZ
woraus (4.28) unmittelbar folgt. O

Satz 4.16 ist nur eine notwendige Bedingung, die vom Zusammenspiel der Schrittwei-
ten, der Framekonstanten und der Zuldissigkeitskonstante von ) erfiillt werden muss,
damit das System tiberhaupt einen Frame bilden kann. Um auch eine hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz des Wavelet—Frame zu erhalten, folgen wir (Daubechies, 1992)
ein bisschen weiter und betrachten, fiir f € Ly(R) und j, k € Z,

) = g | (P
/ F(&) a7/ (7€) ™’ dg
R

2

472

- 7Y [ FoTwgenta

telyy (ba?) =1 [£,6+1]

1 2m(ba?) ™t 20\ ~1 . 2alN e |
- = ant =" ikbal &
a E /o f(§+ a)w(aﬂf—k b)e dg

LET

27 (bad )1 ) .
= %/0 eikb“%Zf(f—F%;f)iﬁ(aéJr—)df

LET

| € +oml) =€+ omly ’
i [, X (S) 25«

ey CLJ
LeZ

o ~(&+2ml ¢+ 2m¢
B b2aj‘27r/ 6k£;f( ba’ >¢( )df‘

=5(-#)

o) = 3 F (12 g (21,

LeZ

mit
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Plancherel, diesmal in der Version fiir Fourierreihen!3*, besagt dann, daB

1 27

Z’<f7w]k> b2 j Z| bga] 27'(' ‘g<$>’ dx
keZ

B §+ 27r€ &+ 2ml

- 27rb2a9/ ( ) ( b > “

2m(ba’) ! /¢ /
L ) o T
LEZ
1 med) oml\ ~ ok
“m ) X))

und damit ist

: e
S e = 5 [

J,kEL

Offensichtlich ist

£eR

1 ~ .\ |?
||f||21nf2)¢ wo)| <n< Wbl|f||§@gﬂg%]¢(ajﬁ)‘ (4.29)

134 Also auf dem Torus.
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und es lisst sich zeigen'®, daf

—2km
Bl < 5 IR m( ) ( ; ) (4.30)

k0
ist, wobeli
(IRES supz ‘1/} al¢ ‘ ’@D a’€ + )‘ (4.31)
]EZ
Ubung 4.3 Schlagen Sie (4.30) in (Daubechies, 1992) nach'3. O

Satz 4.22 Erfiillt das Wavelet 1) die Voraussetzungen

~, 2
0<m(v,a):= inf Z \w s ’ <M (¢,a) = sup ]Z ‘iﬂ (a’€)| <o
c|l,al . 7,
* (4.32)
und gibt es ein € > 0, so daf3
sup (1+ [€])"™° v, (€) < oo, (4.33)

£eER

dann gibt es ein by > 0, so daf fiir alle b < by das System VU aus (4.17) einen Wavelet—
Frame bildet.

Beweis: Zuerst bemerken wir, dal die Abklingbedingung (4.33) an | bedeutet, daf3
> (1+¢) > £k k) ~1te)
P (&) =0 ((1 + &)~ > also ¢ (£2) = O <?> und daB daher

= 4/ (%W)m< 2k”>:o(bl+s), b0,

k0

sein muss. (4.29) und (4.30) kénnen wir nun in

1 1
amp (MUY, @) — a(¥,) —”fHQZ‘fa < 5 (M(Y,a) +q(¥,0))  (4.34)

pew

umformen, wobei die Einschrinkung |¢| € [1, a] dadurch gerechtfertigt ist, daf fiir jedes
andere £ = a*¢’, |¢| € [1, a] die Summe in (4.29) den Wert

S|P @e)] = 3|0 (@) Z\¢

JEZ JEZ
annimmt. Die rechte Seite von (4.34) ist eigentlich fiir alle Werte von a, b endlich, aber
die linke Seite wird nur fiir hinreichend kleine Werte von b positiv sein. 0

135Im wesentlichen ein wenig Cauchy—Schwartz und mehr oder weniger trickreiches Umformen.
136Dies ist eine sogenannte Softskill-Ubung.
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Bemerkung 4.23 Ein bisschen was konnen wir noch aus Satz 4.22 und seinem Beweis
lernen:

1. Die heuristische Vorstellung, daf3 die Heisenberg—Boxen einander iiberlappen
miissen, damit die diskreten Werte eine verniinftige Rekonstruktion erlauben, wird
in Satz 4.22 konkretisiert und ist dann halt eben nicht mehr ganz so einfach.

2. Wenn wir uns (4.32) und (4.33) nochmal etwas genauer ansehen, so stellen die
rechte Seite von (4.32) und (4.33) Forderungen an die Abklingrate von v fiir || —
oo dar, wahrend die linke Seite von (4.32) verlangt, daf3 die Funktionen QZ(aj-),
J € Z, keine gemeinsamen Nullstellen haben.

3. Eine etwas ,einfachere* hinreichende Bedingung fiir einen Frame besteht daher
aus der Abklingbedingung

; €l°
56| < € s

~O0 (¢, a,e>0, (4.35)

und der Nullstellenbedingung
~ 2
3 ‘zp (aﬂg)( >8>0, (€R, (4.36)
JEL
siehe (Daubechies, 1992).

4. Unter sehr einfachen Voraussetzungen ist (4.36) sogar eine notwendige Bedin-
gung. Ist nimlich 1 stetig!3" und fiillt gegen oo ab'®, so kann man, falls an einer

Stelle £ € R
> |7 (@)

jez

2
e
fiir ein ¢ > 0 ist, eine Funktion f € Lo(R) mit || f||2 = 1 konstruieren, so daf3
> )| < Ce ist, indem man die Fouriertransformation von f nur in einer
kleinen Umgebung von & ungleich O wdhlt. Kann man nun sogar € — (0 gehen
lassen, weil (4.36) nicht erfiillt ist, dann geht die untere Frameschranke verloren.

Das Fazit ist relativ einfach: Unter relativ milden Voraussetzungen an das Wavelet gibt
es Werte a und b, so daf} die Familie aus (4.17) einen Frame bildet, und im wesentlichen
bedeutet das, dal man hinreichend fein abtasten muss. Die Framekonstanten hingen

137Was ja immer dann der Fall ist, wenn ¢ € Lq(R) ist, und wer will sich wirklich mit Lo—Funktionen
herumschlagen, die nicht zu L; gehoren und deren Fouriertransformation nur aufgrund eines Grenz-
wertarguments existiert.

138 Auf der ,,anderen Seite” von R, , also in der Nihe der Null, fillt 1 ab, weil 1 ein Wavelet ist.
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von der Feinheit dieser Abtastung ab und wenn a und b nicht zusammenpassen, dann
kann es auch schon mal passieren, dafl es mit dem Frame nichts wird.

Fiir viele konkrete Wavelets'* kann man diese a—b—Bereiche und die Framekon-
stanten sogar mehr oder weniger explizit angeben, siche mal wieder (Daubechies, 1992),
wobei man besonders an B /A, also der ,,Framebreite” als Qualititskriterium interessiert
1st.

4.3 Wavelets und Gruppen

Wie haben schon im Beweis von Satz 4.16 gesehen, daf3 der ,, Trick® bei der Nutzung von
(1)K, psu) auch im Rahmen des invarianten Haar—MaBes gesehen werden konnte. Diese
Thematik wollen wir hier noch ein klein wenig vertiefen, und zwar mit der Darstellung
von Gruppen auf Hilbertraumen.

Definition 4.24 Eine Darstellung einer Gruppe'® G auf einem Hilbertraum ¢ ist eine
Abbildung'*' U : G — ' mit der Eigenschaft

Ulgg) =U(g)U(g), UQ)=1. (4.37)
Die Darstellung heisst
1. unitdr, wenn U (g) ein unitirer Operator ist, also U*(g)U(g) = I, g € G.
2. stetig, wenn fiir jedes f € 4 die Abbildung g — U (q) f stetig ist.

3. reduzibel, wenn es einen nichttrivialen Teilraum {0} # V C € von 5 gibt, so

daf3
VUGV ={Ulg)f : g€ G, [V}

Eine Darstellung ist also wieder einmal eine Verkniipfung zweier Strukturen, diesmal
einer Gruppe und eines Hilbertraums. Auch hier ist natiirlich wieder der entscheidende
Aspekt, wie diese beiden Objekte interagieren. Doch zuerst einmal das ,einfachste*
Beispiel fiir so eine Darstellung.

Beispiel 4.25 Betrachten wir nochmal die affine Gruppe R, x R oder R, x R, R, :=
R\ {0}, mit den Gruppenoperationen

gq = (a,b)(d',b) = (ad,al + D), g =(a,b)" = (a",—=b/a).

139Vor allem die populiren unter ihnen.
14OMultiplikativ geschrieben.
141Es geht also um eine ,.funktionalwertige” Abbildung.
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Die linksregulire Darstellung dieser Gruppe auf ¢ = Ly(R) ist dann'*

U(g) = U(a,b) = 1,01/,

also das inzwischen wohlbekannte'®

U(a’7 b)f =Tb Ul/af =f ( h b) . (4.38)

a

Allerdings hat die Darstellung (4.38) den kleinen Schonheitsfehler, nicht unitdr zu sein.

Das ldsst sich leicht beheben, indem man U (a,b) = |a|'/?a1 , T, setzt, denn dann ist fiir
alle f, f' € Ly(R)

(U (a,0)U(a,b) f, f) = (U(a,b) f,U(a,b) ")

= |a|/ (x+b) <x+b) dx_/f do— . 1)

und somit U*(a,b)U(a,b) = I.

Die affine Gruppe ist natiirlich nicht abelsch, muf} also iiber ein rechts- und ein links-
invariantes Haar—-Maf verfiigen, die auch nicht iibereinstimmen miissen und dies auch
nicht tun werden.

Lemma 4.26 Invariante MaBe fiir die affine Gruppe G sind'**

d d
dur(a,b) = db "y und  dug(a,b) = dbﬁ (4.39)

Beweis: Wir setzen die Mafe als dy g (a,b) = wr/r(a,b) d(a,b) an und erhalten

/G wi(a,b)d(a,b) — /gGwL(a,b)d(a,b): / wi (0, b) d(a, b)

gaR4 X gaR+gp

— /GwL (9at, gab + g1) detJ{ gal ) H d(a,b)

ga(')2 + 9b

= / wrL (gaa> Gab + gb)
G

go 0O
det{ 0 g ” d(a,b)

= / wy, (gaa7 gab + gb) 93 d(a7 b)’
G

142Eigentlich wiirde man an dieser Stelle ja eher o, 7_; erwarten, aber das ist die rechtsreguliire Dar-
stellung, fiir die linksreguldre nimmt man die Inverse 7__1710(; L= 1oy Jas siehe (Grossmann et al., 1985).

143Wer will, kann gerne 7, durch 7_, ersetzen, das gibt dann die ,,gewohnte” Verschiebung der Funktion
um b.

144Wie immer natiirlich bis auf Normalisierung.
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was zeigt, daB wy (a, b) = a~? die gewiinschte Form haben konnte und wegen der Ein-
deutigkeit des Haar—Malles, Satz 2.18, auch sein muss. Ein analoges Argument fiir das
rechtsseitige Haar—Malf3 ergibt

G

/G w(a,b)d(a,b) — / o) d(o,b) = [ wn g ag ) da.b

b

= [ ittt ) det[ga 0”d<a,b>
a g 1

= [ wnloaegib+ @) ol dla),
G
was (4.39) komplettiert. ]

Bemerkung 4.27 Das linksinvariaten Haarsche Maf; gehort zur linksreguldren Dar-
stellung, das rechtsinvariante zur rechtsreguldren. Das sollte auch die Namensgebung
erkldren.

Es gibt noch eine'* etwas komplexere Gruppenstruktur, die eine bedeutende Rolle in

der Quantenphysik spielt.

Beispiel 4.28 (Heisenberg—Gruppe) Unter der Heisenberg—Gruppe versteht man die
Menge R? x C, mit der Gruppenoperation

(pq.2) (0. q, 7)) = (p +p.,q+4q, 27 ei<p’q—m’>/2) ,
pq,2)"" = (-p,—q,27").
und der Darstellung
U(p,q,2) f(z) = ze P2 f(z — p).

Definition 4.29  [. Ein Element | € S heisst zuléssig (beziiglich der Darstellung),
wenn

/GKU(g)f, HI? dulg) < oo (4.40)

ist. Mit of C 3¢ bezeichnen wir die Menge der zuliissigen'*® Elemente von 7.

2. Eine quadratintegrierbare Darstellung ist eine irreduzible Darstellung, die iiber
mindestens ein zuldssiges Element verfiigt.

%Das ist so natiirlich nicht richtig: Es gibt jede Menge solcher Strukturen.
146 admissible
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Jetzt haben wir schon die zweite Definition des Begriffs ,,zuldssig®, aber das ist erstens
nicht zufillig, zweitens kein Versehen und drittens vollig korrekt.

Proposition 4.30 Bei der unitiren Darstellung der affinen Gruppe auf Lo(R) ist f €
Ly(R) genau dann zulissig, wenn f zuldissig im Sinne von Definition 3.8 ist, also wenn

iG
/ ——df < o0 (4.41)
k€]
erfiillt ist.

Beweis: Wir bestimmen fiir unseren Spezialfall unter Ausnutzung von Lemma 4.26 das
Integral'¥’

/| //‘<|a| Vo1, f>| db—

_‘//Mﬂv%wwfﬁ\w_ //!MUMMﬁ D or

_ //( (ol 70r0t) @ |FO|
~ 5 [ | \/]f e = ||f||§/R‘f|(Z|)’ da.

=Je. |71

d{’?

| du

O

Diese Proposition wirft neues Licht auf die bisher sehr technische Zuldssigkeitsbedin-
gung (3.11). Beispielsweise ist das fR dort in Wirklichkeit ein Integral iiber R, und das
auch noch mit dem dazu passenden Haar—Mal.

Generell sind quadratintegrierbare Darstellungen eine feine Sache, denn das sind
die Darstellungen, die in gewissem Sinne invertierbare Transformationen liefern, wo-
bei die Geometrie der Darstellung in der Gruppe codiert ist'*, die Analysis aber auf
dem Hilbertraum 7 ausgefiihrt wird. Der zentrale Satz stammt aus einer Arbeit von
Grossmann, Morlet und Paul, (Grossmann et al., 1985).

1477ur Erinnerung: Nach Satz 3.4, genauer (3.3), ist (0o f)" = |a| = f(-/a).
DaB Geometrie sehr viel mit Gruppen zu tun hat, sieht man schon am Beispiel der Symmetrien.
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Satz 4.31 (Quadratintegrierbare Darstellungen) Ist U eine quadratintegrierbare Dar-
stellung G — € einer lokalkompakten Gruppe, so existiert ein eindeutiger selbstad-
jungierter OperatorT . 7 — , so daf3

/ (U(g)vr, fi)(U(g)ve, f2)dp(g) = (Tvi, Tv2) (f1, f2), vi,v9 € A, f1, fo € .
G

(4.42)
Ist die Gruppe G unimodular, so ist T = M fiir ein \ # 0.

Spezifizieren wir fo = ¢, (bzw. eine Approximation davon) und v; = vy, so erhalten
wir jetzt automatisch eine Invertierungsformel fiir die Transformation f +— (U(g)v, f),
die unsere Wavelettransformation verallgemeinert.

Korollar 4.32 (Invertierungsformel) Unter gecigneten Voraussetzungen ist
| W NT@) @dut) = ITol} fle). Fesr.  @dd
Bewelis:
| W NG @aita)
= | W NTT@-53duta) = (T.T) (1.6 = ITol f(a).
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The whole of the developments and
operations of analysis are now
capable of being executed by
machinery. ...

As soon as an Analytical Engine
exists, it will necessarily guide the
future course of science.

Ch. Babbage, Passages from the Life
of a Philosopher (London 1864)

Filterbanke & Wavelets

Wir verlassen nun die der kontinuierlichen Wavelets und wenden uns der rein digitalen
Welt der Signalverarbeitung zu. Klar, zuerst brauchen wir einmal ein paar Grundlagen.

5.1 Signale & Filter

Wir betrachten nun ausschliesslich diskrete Signale, diese aber nicht nur in einer oder
zwel Variablen, sondern beliebig in s Variablen, unser Signalraum ist also

0(Z°):={c : Z° - R}. (5.1)
Wie schreiben Signale nicht als Folgen c¢,, sondern als Funktionen ¢(«), wobei o € Z°
ein sogenannter Multiindex ist, also o = (o, . .., ay), a; € Z. Spezifische Signalrdume
sind noch
0, (2% Z le(a)]? < o0, 1<p<oo
a€EZS
oo (Z°) = sup|e(a)] < oo,
a€EZS
loo (Z%)  :  #{a : cla) #0} < .
Unter Verwendung der Einheitvektoren €; = (0, : k =1,...,s) konnen wir wieder

den Translationsoperator T als

Tic:=c(-+¢€), c=m" e =c(-+ )
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einfiihren. Die Notation'* 7 entspricht der Monomnotation, die wir spiter noch ausfiihr-

licher kennnenlernen werden. Ausserdem brauchen wir noch das 6—Signal,

1 =0
5(a) = 8o = { 0 Z 0. a €z’ (5.2)

Definition 5.1 (Filter) 1. Ein Filter ist ein Operator auf einem Signalraum.

2. Ein LTI-Filter'™® F ist ein linarer Operator mit der Eigenschaft T°F = F1°,
o€ Z°.
Wenn in der Signalverarbeitung von einem (digitalen) Filter gesprochen wird, ist
normalerweise'! ein LTI-Filter gemeint, siehe (Hamming, 1989). In diesem Skript wird
LJFilter ebenfalls synonym fiir LTI-Filter verwendet werden.

Lemma 5.2 F ist genau dann ein Filter, wenn es f € ( (7°) gibt, so daf3

Fe=fxc=)Y f(-—a)c(a), cel(Z), (5.3)

Q€S

ist. Das Signal f = F0 heisst Impulsantwort des Filters F.

Beweis: Sei I ein Filter. Wir schreiben ¢ formal als

c:g cla) T

a€eZs

und erhalten wegen der Linearitédt und Zeitinvarianz von F', daf3

Fe= Z c()F (77%6) = Z c(a)T’O‘E/(L = Z cla)f(-—a),

a€Zs a€Zs =f a€Zs

also (5.3). Umgekehrt ist

™Fc = 17 (fxc)= Zf (+8—a)c Zf —a) c(a+p)

a€ZS Q€S

= f*Tﬁc:FTﬁc

alle Faltungen sind also auch (LTI-)Filter. ]

149Eigentlich kénnten wir durchaus auch 7, schreiben, aber Iterationen der Koordinatentranslationen
passt besser ins Gesamtkonzept.

150Linear Time Ivariant

I51Verlassen sollte man sich grundsétzlich auf nichts!
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Definition 5.3 Ein Filter heisst FIR-Filter'®?, wenn f € (o (Z*) ist. Solche Filter
konnen tatsdchlich in Hardware realisiert werden, siehe (Sauer, 2003; Schiifler, 1992).

Zum Rechnen mit Filtern und Transformationen empfiehlt es sich, diese ein klein wenig
zu algebraisieren.

Definition 5.4 Zu einem Signal c € ( (Z°) betrachtet man das Symbol

Az) = Z clar) 2%, z € Ci, (5.4)

und die z—Transformation

(z) = Z cla) 279, z € Ci, (5.5)

€L

beide im Sinne einer formalen'>® Laurentreihe.

Zugegeben, der Unterschied zwischen dem in der Subdivision—Theorie gebrdauchlichen
Symbol und der in der Signalverarbeitung populédren z—Transformation ist nicht wirk-
lich gro3 und man muss schon sehr genau hinsehen, um ihn auf Anhieb zu finden,
aber dennoch gibt es nicht nur bei der Kausalitit'>* Unterschiede. So kann man bei-
spielsweise die inverse z—Transformation als komplexes Kurvenintegral schreiben, sie-
he (Follinger, 2000), bei Symbolen muss man etwas anders vorgehen, (Cavaretta et al.,
1991). Dennoch sind sie fiir unsere Zwecke komplett dquivalent und man kann sich
eines der beiden Konzepte aussuchen, wobei die Wahl hier auf die Symbole fallen soll.

Lemma 5.5 (Fc)’ = fi ¢

Beweis: Eine einfache Rechung:

(Fef(z) = 3 Fe(@)z" =33 fla—B) e(8) %2

a€Zs QE€ZS BELS =z
= | D flaz ) [ D e’
Q€S BELS

152Finite Impulse Response, auf Deutsch also ,,EIA—Filter”.

133Das heisst, man interessiert sich nicht fiir Konvergenz und dergleichen.

154In der Praxis macht es zumindest bei zeitabhiingigen Signalen einen ziemlichen Unterschied, ob ein
Filter Daten aus der Vergangenheit verwendet oder Werte aus der Zukunft raten muss. In der Bildver-
arbeitung hingegen ist Kausalitit ziemlich irrelevant, da ein Bild zur Verarbeitungszeit normalerweise
komplett vorliegt.



110 5 FILTERBANKE & WAVELETS

5.2 Filterbanke

Eine Filterbank ist nun nichts anderes als eine ganze Reihe F}j, j € Zys 4, von Filtern,
von denen das Signal parallel verarbeitet wird:

So hat das allerdings den Nachteil, dal sich die Datenmenge um den Faktor M + 1
vervielfiltigt. Deswegen diinnt man die gefilterten Daten (idealerweise um einen Faktor

M + 1) aus:
R

c— o : : : (5.6)

\—>lI—>CM

wobei der Operator | fiir Unterabtastung bzw. Downsampling steht.

Beispiel 5.6 (Zweikanal-Filterbank) Der einfachste Fall einer Filterbank, siehe (Strang
& Nguyen, 1996, Vetterli & Kovacevié, 1995), verwendet fiir univariate (s = 1) zwei
Filter Fy, F| und extrahiert in beiden Fillen einfach die Elemente des gefilterten Signals
mit geradem Index: c; = (F;c) (2-), j € Zs.

Damit liefert eine Filterbank also eine Zerlegung eines Signals in Signalkomponenten,
die sogenannten Bdnder, die idealerweise dieselbe Informationsmenge wie das Aus-
gangssignal enthalten. Wenn das der Fall ist, so konnten wir ¢ aus diesen Teilinforma-
tionen wieder rekosntruieren, was wir gerne durch eine Umkehrung des Filterbankpro-
zesses erreichen wiirden, ndmlich durch

—

N\

Co —

E— (5.7)

l
N\

g
w = [1]
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Die Upsampling—Operatoren ,,]* sehen wir uns gleich noch genauer an. Wir konnen
jetzt die gesamte Filterbank definieren:

Sy e
: : : : : e —
\EwlH lIHCMHTlﬂ/

Definition 5.7 1. Die Komponenten (5.6) bzw. (5.7) bezeichnet man Analyse—Filterbank
bzw. Synthese—Filterbank.

/

C—>® C

2. Eine Filterbank besitzt perfekte Rekonstruktion, wenn ¢ = c ist.

3. Eine kritisch abgetastete Filterbank , auf Englisch critically sampled, ist eine Fil-
terbank, bei der die Anzahl der Filter mit dem Dezimierungsfaktor der Unterab-
tastung iibereinstimmt.

Es liegt nahe, daB3 eine gute Filterbank iiber perfekte Rekonstruktion verfiigt, aber was
bedeutet das mathematisch fiir die Filter F; und G;? Und was bedeutet (gleichméBi-
ges) Downsampling und Upsampling in s Variablen? Diesen Fragen werden wir uns im
nichsten Kapitel widmen.

5.3 Downsampling und ganzzahlige Matrizen

Beispiel 5.6 gibt uns schon eine erste Idee, wie wir das Downsampling!*> durchfiihren
konnten: durch Verwendung der gleichméBigen Zerlegung von Z in gerade und unge-
rade Zahlen. Hitten wir nun M + 1 Bénder in unserer Filterbank, so konnen wir die
ebenfalls gleichmiBigen Restklassen Z /(M + 1)Z ~ Zyr41 ~ {0, ..., M} verwenden.
In 7Z° hingegen haben wir deutlich mehr Moglichkeiten.

Definition 5.8 Eine Matrix'>® = € Z°*° heifit expandierende Matrix, wenn all ihre
Eigenwerte im Absolutbetrag strikt grofier als 1 sind. Aquivalent dazu ist, dafp’> ==
kontraktiv ist, d.h. ||=7"|| — 0 fiir n — oc.

155Trgendwie hat sich der englische Begriff auch in der deutschen Sprache eingebiirgert, weswegen wir
auf das altehrwiirdige ,,Unterabtasten verzichten werden.

156Konvention: Ganzzahlige Matrizen werden mit groen griechischen Buchstaben bezeichnet werden.

157Wenn die Eigenwerte im Betrag > 1 sind, sind sie insbesondere # 0 und damit ist die Matrix
invertierbar.
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Neben den Eigenwerten gibt es eine weitere Moglichkeit, eine Matrix zu beschreiben,
nidmlich durch ihre Smith—Werte. Dazu ein bisschen mehr und leicht allgemeinere Ter-
minologie, die wir aber auch in dieser Allgemeinheit brauchen werden.

Definition 5.9 Eine Matrix A € R™" jiber einem Ring'® heift unimodular, wenn
det A € R, eine Einheit ist, also in R ein multiplikatives Inverses besitzt.

Beispiel 5.10 . Die Einheiten in 7 sind genau +1, eine unimodulare Matrix muss
also Determinante 1 haben.

2. Die Einheiten im Polynomring C[z] = 1I sind C,, eine unimodulare Matrix hat
also konstante, von Null verschiedene Determinante.

3. Die Laurenpolynome C [z, z7'] =: A haben C,{z® : « € Z*}, die Menge der
von Null verschiedenen Monome, als Einheiten. Da jedes Polynom auch ein Lau-
rentpolynom ist"°, kann eine Matrix A € TI"™" iiber A\ unimodular sein, iiber 11
aber nicht.

Satz 5.11 (Unimodulare Matrizen) 1. Eine Matrix A € R™*™ hat genau dann eine
Inverse in R™*"™, wenn sie unimodular ist.

2. Zu jeder Matrix A € R™ " jiber einem euklidischen'® Ring existieren unimodu-
lare Matrizen T, T" und eine Diagonalmatrix 3, so daf

A=TXT' (5.8)
ist.

Definition 5.12 Die Darstellung (5.8) heifst Smith-Zerlegung von A und man spricht
von der Smith—-Normalform, wenn zusdtzlich die Teilbarkeitsbedingung ;1 j11|0j;,
Jj = 1,...,n — 1, etfiillt ist. Die Diagonalwerte o; = 0;; der Smith—-Normalform sind
die Smith—Werte von A.

Beweis von Satz 5.11: 1.) ist leicht zu beweisen: Besitzt A eine Inverse, so ist

1 =det ] = det (A_IA) =det A" det A

158Man kann addieren und multiplizieren und zwischen den beiden Operation besteht das allgemein
iibliche Distributivgesetz. Prototypen sind Z und die (Laurent-)Polynome in einer und mehreren Varia-
blen.

159Die Umkehrung gilt fast, zumindest nach Multiplikation mit einem Monom, also einer Einheit.

160 existiert eine Division mit Rest, mit einem Rest der , kleiner” ist als der Divisor. Details beispiels-
weise in (Gathen & Gerhard, 1999; Sauer, 2001).
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und damit ist det A € R,. Die Umkehrung folgt aus der Cramerschen Regel Aj_k1 =
det A/ det A, was in R liegt, wenn det A € R,.

Der Beweis von 2.) ist konstruktiv und eine nette Melange aus euklidischem Algo-
rithmus und GauB-Elimination. Dazu seid : R — Ny U {—oo} die Bewertungsfunkti-
on des euklidischen Ringes R, (Gathen & Gerhard, 1999; Sauer, 2001), so dal} sich fiir
a,b € R immer p,r € R finden lassen mit

a=pb+r, d(r) < d(a).
1. Man beginnt mit der Matrix A und bestimmt j, k € {1,...,n} so, daB

d(ajr) =min{d (a,s) : r,s €{1,...,n}, a,s # 0}

2. Man wihlt die beiden unimodularen Permutationsmatrizen Pl, Ql als Vertau-
schung der Zeilen 1 und j bzw. 1 und k, dann hat die Matrix A= PlAQl die
Eigenschaft, da3

ap = g, = d(a;)) < min  d(a.).

3. Man bestimmt Werte p; und ¢;, 7 = 2,...,n, so dall
aj1 = pjay + 7y und a1; = qja1 + Sj, J=2,...,n,

wobeli, weil wir es ja mit einem euklidischen Ring zu tun haben,

d(r;) ~ o
d(s;) } <d(an), J=2,...,n. (5.9)
4. Man setzt
1 1 —Gq2 ... —(Qn
— 1 ~ 1 -~
AL — ?92 . A ' = PP, AQQ, = PLAQ;.
: T .. ~ o S —
—Dn 1 1 =P =Q1

Diese Matrix ist unimodular dhnlich zu A.

Dieses Spiel setzt man nun iterativ fort. Da, nach (5.9), die Ungleichung

min d (ag)) =:d (A(j)) <d (A(j_l)) , j=1,2,...
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gilt, muf} diese Kette nach endlich vielen Schritten abbrechen, das heif3t, es gibt einen
Index 7, so dal r; = s; = 0 ist und damit

(4)
; 0 ; wn—
AG) — | 41 ‘ BU) ¢ gr—1xn-1
{ 0 [BD |’
Und dann wenden wir dasselbe Verfahren auf BY) an . .. O

Mit ein klein bisschen mehr Sorgfalt kann man auch gewihrleisten, da8 die Eintrige der
Diagonalmatrix die Teilbarkeitsbedingung erfiillen, siehe (Marcus & Minc, 1969).

Bemerkung 5.13 Bei der Definition 5.8 der expanierenden Matrix spielten die Eigen-
werte von A eine wichtige Rolle. Nun ist klar, daf3

n n
det= = H/\] = HO’j,
j=1 j=1

aber die Faktoren dieses Produkts konnen schon massiv unterschiedlich sein. Ein Bei-

spiel ist die Quincunx—Matrix zum Zwart—Powell-Element'®!
— 1 1 .
::{_1 1}, A =1%1, o1 =2, 09=1.

Wir werden sehen, daf; die Eigenwerte das analytische Verhalten von = beschreiben,
wdhrend die Smith—Werte eher fiir die algebraischen Eigenschaften zustdndig sind.

Fiir die Smith—Zerlegung unserer expandierenden Matrix = werden wir von nun an im-

mer
E=0%0, |detO]=|det®| =1 (5.10)

verwenden. Jetzt nutzen wir =, um Z° gleichméBig zu zerlegen.
Lemma 5.14 Die (additive) Quotientengruppe 7° | Z7.° hat |det =| Elemente und es gilt

z°=|J)e+E2°, Ez=E[0,1)'NZ° ~7Z°/ZZ’. (5.11)

ecb=

Beweis: Mit der Smith—Faktorisierung (5.10) ist der Beweis sehr einfach. Zuerst be-
merken wir, daB fiir o, § € Z°

a—pBeZZ =0x0'7 & 0 la—0718 e 278,

=7

161WWas auch immer das ist. Na gut, es hat etwas mit finiten Elementen und Dreiecksnetzen zu tun.
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also )
7 |E27° ~ X7° = (K Z/0}Z,
j=1
und die Gruppe auf der rechten Seite hat offensichtlich [ [, |o;| = |det =| Elemente. Fiir
a € Z° wihlen wir als Reprédsentanten

a+EZ° 3e=a—-EZ|E 0| =E(Z'a— |27"a]) € E[0,1)%,

>

v~

€[0,1)s

und so erhaltenen Aquivalenzklassen sind in der Tat disjunkt, da fiir €, ¢ € Z[0,1)* die
Beziehung ¢ — ¢ = Z3 zu

B=Z"l(e—¢€)eZE(~1,1)" = (—1,1)*
und damit zu 5 = 0 fiihrt. O

Definition 5.15 Die duale Quotientengruppe zu Z°/=7° ist 7./=* Z° mit Représentan-
tenmenge EL = =7[0,1)%.

Der Begriff ,,Dualitit“ wird in Definition 5.15 durchaus absichtlich gebraucht.

Proposition 5.16 (Fourier—Matrizen)

1 miel=2—T¢
Gt > e =6(), € eEL (5.12)
e€F=

das heisst, die Fourier—Matrix

miel = T¢ €EC EE
I = |:€2 S EL (5.13)
ist unitir bis auf den Faktor |det =|.
Beweis: Fiir ¢ = 0 ist (5.12) offensichtlich, fiir
/ =T s s __ T Trys ITrps T s S
0#€ €=[0,1)°NZ° =0 Z@ZZ Ne"7Z°* =6" (X[0,1)°NZ?%)
Analog ist e € O (X]0,1)* N Z*®). Somit ist
Z 62m‘eTE*Te' _ Z ezm‘nTeTE*T@’Tn'
c€B= nex[o,1)sNzs
_ Z e2mnT®T@—Tz—1@—T®/Tn' _ Z e2m‘nTz—1n" 77, c E/zv

YIS nekby
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fiir die Summe (5.12)
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ist also nur X relevant. Nun ist aber

By, = Bl = ®Zgj,

Jj=1
also, fiir " # 0,
o1—1 os—1 . ]
§ : p2mieTE e _ Z Z (62“711/01)]1 o <e2ﬂin’s/as>JS
GEEE j1:0 ]320
o1—1 . os—1 . s o
— E 6271’7;’!]1/0—1 n o 627“7];/0_5 Js _ H 1 — € s
Z 1— 627rir]g/05
jlio js: j:l
N TV
:(17(627ri?7{9/0's)O'S>/(17627ri17g/0's)
= O7

was dann auch ,,schon’ (5.12) liefert.
Bleibt noch die Unitaritit der Fourier—Matrix. Dazu betrachten wir

Hpn [ —2miel'="Te € € E/E 2miel=—Ty €C EE
Pz ks = _6 eeEE]{e n € EL
— Z 6727T’L'6TE_TGI 62m'eTE_T17’ . EI/ E g? ]
Le€FE= 77 =
— Z e_Qm'ETng(E/_n/) ) € € E= ]
- . / /
Le€c b= T] G EE
- PN € e FE= .
= |det M| [(5(6 n) : n,eE,E}—\detM] I
wobei der Beweis mehr Schreib- denn Denkarbeit war. O
Bemerkung 5.17 1. Natiirlich gilt (5.12) auch, wenn man die Rollen von € und €

vertauscht, also

¢ € Ex=. (5.14)

1 e,
Z eZﬂzeT: Te -5 (6) ’
EL

|det =| <~
€c

2. Der wirkliche Lerneffekt aus dem Beweis von Proposition 5.16 ist die Tatsache,
daf} die Summe in Wirklichkeit nur von der Struktur der Diagonalen, also von der
Smith—Normalform abhdngt und daf3 die restliche Information eigentlich recht
irrelevant ist.
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Definition 5.18 (Up- und Downsampling) Der Downsampling—Operator ist als
lz c:i=c(E) (5.15)

definiert'%?, der Upsampling—Operator als

——1 =S
Tz c(a) = { ¢(E7a), a & =17, a €7’ (5.16)

[1

0, sonst,

Bemerkung 5.19 Die Funktion des Downsamplings ist klar, beim Upsampling wird das
Signal c in die Aquivalenzklasse zu ¢ = 0 verteilt und der Rest mit Null aufgefiillt. Die
Operatoren sind aber nur teilweise Inverse zueinander:

lel==1 #1= |z, (5.17)
allerdings gilt
Dt l=leT =1, (5.18)
eeb=

was auch schon die gesamte Mathematik hinter dem sogenannten lazy Filter ist.

Ubung 5.1 Verifizieren Sie (5.18). o

5.4 Filterbanke im Symbolkalkiil

Mit M = |det Z| — 1 nimmt unsere Filterbank also nun die ,.finale” Gestalt
/—>lEI—>Co—>TE|—>\

: : : : e €
N\ Fy — l= I - cr — — Gu | /

an. Es gibt nun einen einfachen Weg, eine Filterbank mit perfekter Rekonstruktion zu
bauen, nimlich den lazy Filter mit'®3

F.=G.=171° € € b=,

die perfekte Rekonstruktion folgt dann sofort aus (5.18). Allerdings ist dieses Kojzept
nicht besonders aufregend, schliesslich zerlegen wir das Signal beziiglich seiner Paritiit
(relativ zu Z) und setzen es dann einfach wieder zusammen. Um uns schon langsam

162 Also als Einschrinkung auf die Aquivalenzklasse zu € = 0 in Z° /ZZ°.
163Es empfiehlt sich, die Filter ,,natiirlich” zu indizieren, also mit Elementen aus E=.
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an die Frage anndhern zu konnen, wann denn nun eine Filterbank auf nichttriviale Art
und Weise perfekte Rekonstruktion beherrscht, sollten wir als nichstes die Aktion der
Filterbank algebraisieren, wozu es sich empfiehlt, mit dem Up- und Downsampling an-
zufangen. Doch bevor wir das tun konnen, brauchen wir noch ein wenig Notation. Ist
© € 7Z°*° eine Ganzzahlmatrix, so konnen wir diese als Zeilenvektor ihrer Spalten
schreiben,

7750 =1[0,...04, 6, €7, j=1,....s

Jede dieser Spalten konnen wir nun wieder als Multiindex auffassen, so daf3 dann z‘g' =

2. 2% € C wohdefiniert ist. Schreiben wir das dann noch als (z@)j = 2%, dann

ist 2© € C® auch schon definiert und konsistent mit unserer bisherigen Notation. Aus-
serdem verwenden wir noch fiir'®* z 2/, das Hadamard—Produkt

27 = (2], 2s7)) € C°, 2,2 e C.
Und schon konnen wir die Sampling—Operatoren im Symbolkalkiil beschreiben.
Lemma 5.20 (Up- & Downsampling) Fiir c € { (Z°) ist
(lzef () = ¢ (ZE) , (5.19)
(lz0)f (%) = ’ dew > (=), (5.20)

/eEl

=o)f(z) = = c(a c(e+Za) 2=
(=) (2) = D T=cl@)z*=> > T=cle+

a€Zs e€E= a€Zs —5(e)e(a)
= Z c(a) i:j/ = (ZE> )
aEZs =(z5)*

Um die Rechnung umzudrehen verwenden wir die Fourier—Dualitit (5.14):

(=0 (%) = Y ¢(@ =Y 60 S ele+Za) 245

a€Zs ecE= aEls
_ 2me =-T¢ Z = e+Za
Z]detﬂz .C(E—F Q) z
a€Zs

S 3D D) D R

EE" EGE’ a€Zs _627”‘0‘ e =1

164 Also ohne Transposition eines der beiden Argumente.
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- E L X X e e (e Za) e

€€Fz ecEL a€Z®

rial =2 Te ’ o =~ Te @
- |detu|zz ¢ (a)z |det~|ZZ (2 ”‘)

cCEL a€ls c€EL o€l
_ 2rE-T¢! >
|det”| Z ( ’
l E/_,
was genau (5.20) ist. ]

Bemerkung 5.21 Die komischen Zahlen z.e?™= "¢, ¢ € EL, aus (5.20) sollten wir uns
noch ein wenig genauer ansehen.

1. Beginnen wir mit dem einfachsten Fall, s = 1 und = = 2. Dann ist EL = 7./27, =
Zy = {0,1} und die beiden Zahlen sind e™ = =+1.

2. Wird man ein wenig allgemeiner und geht zu s = 1 und = = n iiber, dann ist EL =
2, und die zugehorigen Werte {62““‘7/ ke Zn} sind gerade die gleichmdflig
iiber den Einheitskreis verteilten Potenzen der n—ten Einheitswurzel.

Einheitswurzeln sind ja auch eigentlich nichts anderes als Vorzeichen und genau das ist
die generelle Rolle dieser Zahlen. Ist nimlich §; eine Spalte von =, so ist

=T/ gﬂ T—*—T /
(62WH € > 627r§

und damit

da € € 7°. Anders gesagt:
Die Vektoren zo € C® sind =—te Einheitswurzeln'®/

Damit konnen wir uns an die Beschreibung der Filterbank machen. Fiir den Analyseteil
numerieren wir die Filter nun als F,, ¢ € F=, was die Philosophie wiederspigelt, daf}
die Anzahl der Filter dem Ausdiinnungsfaktor # F= = |det =| entsprechen sollte. Ein
Zweig der Analyse—Filterbank ist dann von der Form |= F und hat das Symbol

(= Fee)f (%) |detH] > (Ff (=)

ekl

]. i=—T ¢ i=—1¢
- i 3 ) ()

_ f 27rz:_ ! ! T # omi=—T¢ L /
_|det]f “2) s €eELl |d(e z) €€ bz|.

165Wer also schon immer mal matrixabhiingige Einheitswurzeln sehen wollte, muss nur multivariate
Filterbanke machen, da tauchen sie ganz natiirlich auf.
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Schreiben wir nun die ¢. =|=z F. in einen Vektor, so konnen wir die Operation der
Analyse—Filterbank kompakt als ein Matrixprodukt schreiben:

[cﬁ (ZE) D €€ E~}

€

= e S EE mi=— T /
- |det | [fﬁ<2 Z) : E’EEL} [Cﬁ(ez ' Z) ie’GEs]- (5.21)

Die Bestandteile von (5.21) verdienen einen eigenen Namen.

Definition 5.22 (Polyphase & Modulation)

1. Die Polyphase—Darstellung bzw. der Polyphase—Vektor zu einem Signal ¢ € ( (7?)
ist definiert als

pe(2) = [cﬁ <627”'57T6/z> D€ € E'E} : (5.22)
2. Die Modulationsmatrix einer Analyse—Filterbank F' = [F, : ¢ € Ez| ist
. g ( 2miE=Te ) . €€ kb=
F(z) = |detu| [f ( ) e | (5.23)
3. Damit ist dann also
¢t (25) == [ (27) @ €€ Ez] = F(2)pe(2) (5.24)

Die Synthese-Filterbank im Symbolkalkiil ist schon fast zu einfach, denn sie ergibt sich

nach (5.19) als
() =Y (Gelzc)f (2) = ) gi(2) & (27)

e€F= eeb=

und praktischerweise liefert ja die Analyse—Filterbank auch gerade den hierfiir benotig-
ten Vektor c* (ZE) Da (5.24) aber einen Polyphase—Vektor als Eingabe will und verwe-
det hat, schreiben wir den Riickgabewert d = ¢ auch in dieser Form und erhalten so fiir
¢ € EL

— f 2mi=—Te _ f omi=—T¢ 4 omi=Te-Te _=
i = ()« SRl e

ecb= =1

- (el 2R o),

pe(z) = |det Z| G(2)" ¢ (%) , (5.25)
jetzt mit der Modulationsmatrix zu G = [g. : € € Ez]. Und damit sind wir auch schon
am Etappenziel und konnen perfekte Rekonstruktion iiber die Modulationsmatrizen von
Analyse und Synthese beschreiben.

und damit
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Satz 5.23 (Perfekte Rekonstruktion) Eine Filterbank besitzt genau dann perfekte Re-

konstruktion, wenn
1

TN F(2) = I.
R =0z

(5.26)

Zu einer gegebenen Analyse—Filterbank kann man also eine passende Synthese immer
als G(z) = F~T(z) bauen, sie ist also vervollstindigbar, wenn F(z) eine Inverse im
Ring der Laurentpolynome hat. Und das hatten wir ja schon in Satz 5.11, so da3 wir die
folgende Beobachtung machen konnen.

Korollar 5.24 (Erginzung) Eine Analyse—Filterbank F' bzw. eine Synthese—Filterbank
G kann genau dann zu einer Filterbank mit perfekter Rekonstruktion komplettiert wer-
den, wenn F(z) bzw. G(z) unimodular ist.

. . . .. _ 118X
Mit anderen Worten: Genau dann, wenn F'(z) eine unimodulare Marix in C [z, z71]**”

A% ist, gibt es eine komplettierende zweite Hilfte der Filterbank G(z) = F~7(z), so
daf} die Gesamtfilterbank perfekte Rekonstruktion liefert. Wir miissen also ,,nur* inver-
tieren, was im schlimmsten Fall mit der Cramerschen Regel'®® moglich ist. Allerdings
sagt uns a priori erst einmal niemand, daB £~ auch wieder die Struktur (5.23) eine
Modulationsmatrix hat.

Proposition 5.25 (Inverse von Modulationsmatrizen) Ist ' € A**® unimodular, so
gibtes g. € A, e € Ez, so daf

=T _/ / ,—.
Fl(z) = [gg (627": ‘ z) : iee g: ] . (5.27)

Beweis: Wir definieren ¢?(z) := (F~'(2)), und bemerken, da$'®’

1 .
0o = (F_l(z) F(Z))O,e’ = et ] Z g (2) f* (62’”“ Te z) , € € EL. (5.28)
ecb=

2mi=ET

Setzen wir nun in (5.28) ¢ = 0 und ersetzen z durch e "' fiir ein n' € EL, dann

ist

1= |detE| ; gt (62’”'54”' Z> fE (e%ﬁ‘w z) = (GT(2)F(2)),,,,-  (529)

166Symbolisches Invertieren, also Invertieren einer Matrix in einem (Laurent)—Polynomring ist wieder
eine Sache fiir sich, bei der einem die Cramersche Regel plotzlich sogar sehr einfach und moglicherweise
effizient vorkommt, zumal ja nur durch eine Einheit zu teilen ist.

167Zur Notation: F~1F € CF=*F= jst eine mit ¢ indizierte Einheitsmatrix.
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Derselbe Trick mit €' = 0 liefert

1 Ti=— Ty e
qorgy 2 0 () JE (TN ) = (GHFG) g
- eeb=

(5.30)
undda {n/ + ¢ : € # 0} = EL\ {7’} ist, zumindest modulo =, konnen wir (5.29) und
(5.30) zu

Ot gy = (GT(Z)F(Z))E,M, , d.h., G(z) = F1(2)

zusammenfassen und da die Inverse einer Matrix eindeutig ist, hat /=7 in der Tat die
Gestalt einer Modulationsmatrix. O

5.5 Tiefpass, Subdivision & Interpolation

Wir wissen jetzt also, daB zu einer gute Filterbank eine unimodulare Modulationsmatrix
gehort, also eine Eigenschaft im Zusammenspiel der einzelnen Filter. Um uns wieder
an Wavelets anzundhern, schrinken wir nun die Menge der moglichen Filterbinke bzw.
der darin enthaltenen Filter ein klein wenig ein. Dazu zuerst zwei besondere Typen von
Filtern.

Definition 5.26 Ein Filter F' heifst Hochpassfilter, wenn F'1 = 0 ist und Tiefpassfilter,
wenn F'1 =1 ist.

Die Namen erkléren sich dadurch, daB das konstante Signal ¢ = 1 € /., (Z*) die nied-
rigstmogliche Frequenz 0 hat, so daf ein Tiefpassfilter dieses Signal niedrigster Fre-
quenz unverdndert durchlésst, ein Hochpassfilter hingegen sperrt. Allerdings interessie-
ren wir uns in unserer Filterbank nicht fiir die Filter F., G, an sich, sondern fiir die
Kombinationen Fe =]z F,und ée := (¢ T=. Und nun eine wichtige Konvention:

Die Filter F, und Gy sollen Tiefpassfilter sein, alle anderen ]:l, G, € €
E=\ {0} hingegen Hochpassfilter.

Betrachten wir einmal die Wirkung des Synthese-Tiefpassfilters auf ein Signal ¢ €
0(Z2%):

éoc = Golzc= Zgo('_a)(TEC)(a)

a€Zs
= > > (= (e+Ea)) (1= ¢) (e + En),
e€FBz a€Z’ _ (E‘)’C(a)
also
Goc = Z 9o (- — Za) c(a). (5.31)
a€Zs

Und dieser Typ von Operatoren ist nun wieder wohlbekannt, (Cavaretta et al., 1991).
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Definition 5.27 Der (stationdre) Subdivision—Operator S, zur Maske a € (o (Z°) und
zur Dilatation'®® = € Z**® ist definiert als

SaC = Z a(-—Za) ca). (5.32)

€S

Was hat das nun mit ,,Subdivision®, also ,,Unterteilung zu tun? Um das etwas klarer zu
erkennen, sehen wir uns fiir ¢ € Fx

Sec(e+E) =Y ale+E(—a)) cla)=axc,  a:=a(e+E),
a€ZS

an. Das heisst, auf jeder Restklasse in Z°/=7Z° bildet der Operator Werte durch eine
Filterung, deren Impulsantwort die Submaske a° ist. Betrachten wir S, c als Funktion auf
dem feineren Gitter Z7'Z* D Z*, also S,c(a) = f(Z7'a), o € Z*, dann kdnnen wir
den Prozess auch als eine restklassenweise Verfeinerung der Daten c auffassen'®. Dabei
ist jedes a° ein separater Filter fiir die jeweilige Restklasse, a( ist dabei zustdndig fiir
die ,,Ersetzung™ der bestehenden Werte, die anderen a., ¢ # 0, geben hingegen vor, wie
Werte einzufiigen sind. Aber dazu spter mehr, jetzt erst mal eine einfache Beobachtung.

Lemma 5.28 Der Filter G ist genau dann ein Tiefpassfilter, wenn

l=goexl=> gole+Za), €€ k= (5.33)

aEZLS
Beweis: éo ist genau dann ein Tiefpassfilter, wenn
1=1(e+Za)=Gol=(goc*1)(e), €e€FEz, aclZ,

ist. ]

Wir haben bereits bemerkt, daB} der Filter a° eines Subdivision—-Schemas eine beson-
dere Rolle spielt, denn er regelt ob und wordurch die Werte () beim Ubergang zu
Sac (Ea) = f(«) ersetzt werden. In der einfachsten Form tibernimmt man einfach die-
se Werte, das heisst

Sec(2) =c¢ oder ay = 0. (5.34)

Einen solchen Subdivision—Operator bezeichnet man als interpolatorisch.

Proposition 5.29 Ein Subdivision—Operator ist genau dann interpolatorisch, wenn

1 P
i 2mi=Z~ € _
et 2] g a (e z) =1. (5.35)

€'€EL

168Wir verwenden ,,Dilatation ab sofort als gelegentliches Synonym fiir ,,expandierende Matrix*.
19Den wir spiiter iterieren werden, um dann in der Grenze Funktionen zu generieren.



124 5 FILTERBANKE & WAVELETS

Beweis: Zuerst berechnen wir

af(z) = Z a(a) 2% = Z Z a(e+Za) = = Z 2 Z ac(a) 252,

a€Zs e€EFb= a€ZS ecFE= a€Zs

af(z2) = Z 2“al (27) (5.36)

ecb=

Damit ist dann, wieder einmal unter Verwendung der Dualitét (5.14)

> d <€27riE_T5/ Z) =33 <62m-5—T6/ Z)e y <<€2mE_T€/ Z>E>

€'€EL €'€EL e€l=
s T=—T 1 m=—T 1 =
— E E 627”5 ETTe e ag <627rz__ € ZH>
E/EE/E EGEE
-/ = s Te=—T /1 —_ =
= E 2 at (62’”6 z“) 2 ET — | det 2| df (=%).
ecF= =1 €cEL
NS ~~ >
=|det E| é(¢)

Mit anderen Worten: (5.35) ist genau dann erfiillt, wenn ag =1 = 6% dh. ay = § ist,
also genau dann, wenn .S, interpolatorisch ist. 0

5.6 Interpolation & perfekte Rekonstruktion

Benutzt man einen interpolatorischen Synthese—Tiefpass, also einen Filter Go, dessen
Impulsantwort (5.33) und (5.35) erfiillt, dann kann man sehr einfach Filterbinke mit
perfekter Rekonstruktion konstruieren. Das geht auf zwei Arten, einmal eher intuitiv—
konstruktiv!’® und dann recht elegant mit dem bisher hergeleiteten Formalismus. Doch
zuerst zur Intuition.

Wir beginnen mit dem Downsampling des Signals, setzen ¢y =|= ¢, was nichts
anderes als f, = ¢ bedeutet. Aus diesem reduzierten Signal ¢y versuchen wir nun,
mittels unseres interpolatorischen Filters gy das Signal zu rekonstruieren und berechnen
zu diesem Zweck

SgoCo = Sy, lz €= Z go (- — Za) c(Ea).

a€Zs

Da G interpolatorisch ist, ist Sy co|lz,. = ¢|zz. auf den anderen Aquivalenzklassen
muss das aber nicht stimmen. Diese Fehler merken wir uns, indem wir

de =lz Te (¢ = Sgoc0) =l= 7. (I — Gy T=l=) e € E=\ {0},

170Und die Idee ist auch noch sehr alt, siche (Faber, 1909).
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bestimmen, was uns die Analyse—Filter'"!

- o e=0,

= { Te (I — G; Tzl=), €#0, € € bz, (5.37)

liefert. Bei der Synthese erginzen wir die Vorhersage bzw. Prediction S,,cy dann um
die jeweilige Korrektur bzw. Correction d., ¢ € E= \ {0}, die wir nur nach dem Up-
sampling an die richtige Stelle schieben miissen. Damit sind die Synthese—Filter auch
leicht hingeschrieben:

G, =, e € E=\ {0}. (5.38)

Die einzige Unbekannte in unserer Konstruktion ist dann also der interpolatorische
Synthese-Tiefpass GG, auf dessen Basis wir die gesamte Filterbank konstruieren konnen.
Anschaulich ist klar, dafl diese Konstruktion ja nichts anderes macht, als sich die Feh-
ler zu merken und diese wieder zu korrigieren, daher ist die folgenden Aussage keine
Uberraschung.

Satz 5.30 Die durch (5.37) und (5.38) definierten Filter ergeben eine Filterbank mit
perfekter Rekonstruktion.

Beweis: Natiirlich gobnnen wir uns auch einen formalen Beweis, aber der ist auch nicht
schwer:

> Glzl=F.=Golzl=Fo+ > GclzlzF

eeE= EEEE\{O}

= Gy Tzl= + Z T Tzl e (I — Go Tz2lz) = Go T=lz + (I — Go T=l=)

e€E=\{0}

=I

0

Das war’s dann auch schon zum Predition—Correction—Kontext. Und weil das alles so
einfach und einleuchtend war, um nicht zu sagen zu konstruktiv, sehen wir uns das noch-
mal algebraisch an, jetzt aber auf der Synthese—Seite der Filterbank. Dazu verwenden
wir nochmal die Formel (5.36) fiir die Subsymbole von gg,

g2) =g (F)+ > b (FF) =1+ > g5, (-7

:5n(z5):1 GEEE\{O} GEEE\{O}

'7'In den F, ist das Downsampling noch nicht enthalten.
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und erhalten damit fiir ¢ € EL, daB

gg (627riE_Te’Z> — 14 Z ( omig~T¢ ) gg7€<€2m‘ETE_Te’ ZE)
ccE=\{0} -1
riel == T¢/ e =
= 1+ Z e? g&e (z ) :
ee E=\{0}

Das ist ein Spezialfall eines allgemeinen Zusammenhangs, den wir schon festhalten
sollten.

Lemma 5.31 Zwischen den Polyphase—Vektoren und den Subsymbolen eines Filters F'
besteht die Beziehung

[fﬁ< = Z) : EIGE'E] FZ D=(z2) [ff(25)], (5.39)

wobei D=(z) := diag [2° : € € Ez]. Die Kopplungsmatrix FZ Dz(z) ist unimodular
iiber A.

Beweis: Die allgemeine Form der gerade durchgefiihrten Rechnung ist, fiir ¢’ € EL,

fﬂ (6271'1'E’T6’Z) _ Z eQﬂ'ieTE’Te’ € fEﬁ (ZE)

ecb=

Z ezm'eTE*Te’ E( ) [fﬁ< E)D (F~ =(2) [fﬁ( )D

ceb= :(FéT)e’ €

Die Unimodularitit ist offensichtlich. ]

Mit Lemma 5.31 ist die Vervollstindigung eines interpolatorischen Synthesefilters nun
ganz einfach: In diesem Fall ist ja 9370 (25) = 1 und die (Block-)Matrix

G(2) = [ggyo (2%) ‘ {ggﬁ (%) 67&0-‘ ] _ [ 1‘ {gg’€ (%) - 6%0-‘ ] (5.40)
0 | I 0] I

ist offensichtlich unimodular, so daf§ die Polyphase—Matrix

N [gg ((32”5_T6/z> € e E’Ew

G(z) = F£ D=(2) G(z2) = ( R )6 e #£0 | |-
e )t ac o
die im iibrigen der Wahl GG. = 7_. entspricht, ebenfalls unimodular ist und damit

die Filterbank komplettiert werden kann. Man sieht sehr schon, daf} die ,natiirliche*
Wahl der Prediction—Correction—-Methode zur Vervollstindigung eines interpolatori-
schen Synthese—Tiefpasses bei weitem nicht die einzige Moglichkeit darstellt, denn wir
konnen die Einheitsmatrix [ in (5.40) durch jede beliebige unimodulare Matrix aus
Aldet=l=1x]det Z=1 ergetzen und erhalten immer noch ein unimodulares G und damit
auch G.
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5.7 Kaskaden & Pyramiden

Wir betrachten jetzt die Filterbank in einer vereinfachten Form, namlich

/ \4 / Clz Co
H\ /HC’ d' = [cc s € B2\ {0},

d
wobei, gemiB unserer Konvention'”? ¢! der Tiefpassanteil, d* der Hochpassanteil von
c ist und eine Filterbank mit perfekter Rekonstruktion ausserdem ¢’ = ¢ gewihrleistet.
Ausserdem sorgt das Downsampling dafiir, daB sich der Informationsanteil von ¢! zu
dem in d' wie 1 : |det=| — 1 verhilt. Das Signal ¢! hat nun aber wieder dieselbe
Struktur wie ¢® = ¢ und kann daher ebenfalls mit Hilfe der Filterbank zerlegt werden,
diesmal in ¢? und d?. Und diesen Prozess kann man natiirlich beliebig oft oder, wie der
Mathematiker sagt, n—mal iterieren und erhélt so die Zerlegung

0 S c:[cn,do,...,dn].

N\ N \
d* d? d"

C

Besitzt die Filterbank perfekte Rekonstruktion, so kann man aus diesen Infomationen ¢
auch wieder rekonstruieren, indem man den Prozess einfach umkehrt:

— Cn—l SN Cl N CO.

/ / /
dn dnfl dl

CTL

Auf diese Art und Weise definiert jede perfekt rekonstruierende Filterbank eine um-
kehrbare Transformation
ce [t d .. dY], (5.41)

die man als diskrete Wavelettransformation oder Pyramidenschema bezeichnet. Der Na-

. =—-1\’
me ,,Pyramidenschema’ riihrt daher, daB3 d’ im wesentlichen (%) des Informa-
{173

tionsgehalts von c enthilt'’* und wenn man diese Vektoren nun iibereinanderstapelt und
oben noch ¢" draufsetzt, das mit | det Z|~™ ja noch kleiner ist, dann erhélt man eben
eine schone geometrische Pyramide, sieche Abb 5.1.

So weit ist das alles ganz schon und allgemein und jede Filterbank mit perfekter
Rekonstruktion liefert eine umkehrbare Zerlegung im Sinne von (5.41). Man bréduch-
te noch nicht einmal echte Hoch- und Tiefpassfilter, man konnte einfach F= in zwei

172Und die gilt immer noch und auch weiterhin!

173Man braucht sich nur vorzustellen, das Signal ¢ hitte endlichen Triiger, dann hat jedes c, bis auf
,»Verschmierungseffekte durch die Filterlingen (daher auch ,,im wesentlichen”) einen durch 1/| det E]
skalierten Tréger.
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— H
TH
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TTTTTH
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Abbildung 5.1: Die Pyramide (linksbiindig und im Kopfstand) fiir den allereinfach-
sten Fall s = 1 und = = 2. H und 7 indizieren die Anwendung von Hoch- bzw.
Tiefpass.

disjunkte Teilmengen Hz U Lz = E=, Hz N Lz = () zerlegen und dann die Filterbank—
Kaskade auf alle Signalanteile c,, ¢ € Lz, anwenden'’*, die Transformation funktioniert
nach wie vor. Der Nachteil einer solch allgemeinen Vorgehensweise besteht allerdings
darin, dafl wir kaum eine Interpretation dieser Zerlegung geben konnen. Das ist, wie
wir gleich sehen werden, anders, wenn wir G als Tiefpassfilter wihlen, denn dann gibt
es eine Interpretation der Zerlegung in Funktionensinne. Und genau diesen Zusammen-
hang wollen wir im nchsten Abschnitt herstellen.

74t L= = E=, wird also alles weiterzerlegt, so spricht man von Wavelet—Packages, siche (Mallat,
1999).
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The equations narrowed [. .. | until
they became just a few expressions
that appeared to move and sparkle
with a life of their own. This was
maths without numbers, pure as
lightning.

T. Pratchett, Men at arms

Verfeinerbare
Funktionen, Subdivision
und Wavelets

Den Subdivision—Operator haben wir ja bereits in (5.32) kennengelernt, wo wir auch
gesagt haben, daB das so generierte Signal ¢! = S, c eigentlich dem verfeinerten Gitter
=~ 17Z* zugerechnet werden miisste. Iteriert man den Subdivision—Operator, dann erhélt
man eine Folge

c"=S'c~ f (E_”) , n €N,

von ,,Funktionswerten” auf der Folge = "7Z° von immer feineren Gitteren mit immer
dichteren Punkten, die R® immer besser annihern. Anders gesagt: Die Folge ¢" konver-
giert in diesem Sinne moglicherweise gegen eine Grenzfunktion f, die stetig, integrier-
bar oder was auch immer sein kann.

6.1 Subdivision & Konvergenz

Hier wollen wir uns die Frage beantworten, wann das Subdivision—Schema, das die
Folge " = Sc, n € N, generiert, gegen eine Funktion konvergiert. Doch zu diesem
Zweck sollten wir erst einmal unseren Konvergenzbegriff konkretisieren.

Definition 6.1 Der Subdivision—Operator definiert ein konvergentes Subdivision—Schema
in, wenn es zu jedem ¢ € {, (Z°) eine Funktion f € C, (R®) gibt, so daf3

lim sup |Ske(a) — f. (E7"a)| =0 (6.1)

n—oo aEZLS

ist und f. # 0 fiir mindestens ein c gilt.
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Die Iterierten Subdivision—Operatoren kann man auch explizit anders schreiben, ndmlich

alsl75

Sle = Z a(-—Za) cla)

a€Zs
S2e = Z a(-—Za) Sie(a) = Z a(-—Za) ala—E06)c(f)
a€Zs a,BEZs
= Y B Y a(-Za-=p) ala) =) Sea( —=5) «(f)
S S S EF/
BEL gGZ - P pez =:a2(-—22p)
=Saa(-—E28)=526(-—=23)
Sitle = SpSte= Y a(-—Z'a)a(a—ZB) ¢(B)
o,BELS
_ Zc(ﬁ) Zan (._Ena_~n+1ﬁ ZanJrl —Enﬂﬁ) c(ﬂ),
peLs Q€Z? . per
ZSZ‘La(-fE""’Iﬁ)‘:ﬁ:a""'l(-7E”+1ﬁ)
also
Sle= Z a" (- —Z"a) c(a), a” = S la = S"S. (6.2)
a€Zs

Das konnten wir auch als eine Faltung nach n—fachem Upsampling ansehen.
Fiir alles, was nun folgt, brauchen wir wieder einmal eine Standardannahme:

Die Maske a des Subdivision—Operators hat endlichen Triger'’®, d.h., a €
loo (Z°). Damit ist dann auch die konvexe Hiille

@€ Z® : ala) # 0]
ein kompaktes Polyeder in R®, ebenso wie ihre Symmetrisierung!”’

Qp:={ex : z€fa : ala) #0],e € {£1}°}.

Bemerkung 6.2 1. C, (R?) ist der Raum der gleichmiBig stetigen und gleichméBig
beschrinkten Funktionen auf R®. Da R® nicht kompakt ist, sind natiirlich nicht
alle stetigen Funktionen auch gleichmdpfig stetig.

2. Man konnte nun erwarten, dafy man die Grenzfunktion in C (R®) oder gar in
L (R?) fordern sollte. Daf3 dies nicht der Fall ist, folgt einmal aus der Gleichmdif3ig-

15 Wer genau hinsieht, findet darin eine Induktion versteckt.
176 Anders gesagt: a ist Impulsantwort eines FIR-Filters.
17TFiir jeden Punkt 2 aus der konvexen Hiille nehmen wir auch e x, € € {+1}* dazu.
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keit des Subdivision—Prozesses'™ und aus der Tatsache, daf3 L. ein chronisch pa-
thologischer Funktionenraum ist, mit dem man nicht wirklich verniinftig umgehen
kann, siehe 7.B. (Yosida, 1965).

3. Konvergenz von Subdivision—Schemata ldsst sich auch auf anderen L,—Rdum-
en untersuchen, braucht aber etwas mehr Terminologie, die wir uns erst einmal
sparen wollen. Die Charakterisierung der Konvergenz, so viel sei schon einmal
gesagt, ist allerdings fast identisch.

Als erstes zwei einfach zu beweisende aber wichtige Folgerungen aus der Konvergenz
des Subdivision—Schemas.

Proposition 6.3 Wenn das Subdivision—Schema konvergiert, dann

1. existiert eine fundamentale Grenzfunktion'” ¢ € Cy (R?®) mit

fo=cxo=) cl@)é¢(-—a), cElx(Z), (6.3)

Q€S

deren Trdger in ), enthalten ist.

2. ist die Grenzfunktion ¢ verfeinerbar, das heift,

¢=(ax9)(Z) =) ala)p(E-—a). (6.4)

a€Zs

3. ist A= S, ein Tiefpassfilter, also S,1 = 1.

Beweis: Fiir 1) bemerken wir zuerst, daB fiir ¢ € {, (Z°) und d € (oo (Z°) die Identitit

Sa(dxc) = Za )(dxc)( a):ZZa(~—Ea)d(a—ﬁ)c(ﬁ)

aEZs a€Zs BELS
= > Y al—Za—E8)d(a)c(d) = > c(B) Sud (- —EB)
BEZs gGZS BEZs
Sachﬂ)

gilt. Iterieren wir das, so erhalten wir mit (6.2)

Sr(dxe)=>Y c(B) Spd(-—=E"8) = > _ c(B) fa(- = B)

peze ~f (E-n(—gng) P

178Das Schema ist stationdir, das heisst, was passiert hiingt nicht davon ab, wo es passiert und deswegen
kann die Grenzfunktion nicht in einem Bereich stetiger sein als in einem anderen.

7Die Funktion ist stetig und hat kompakten Triiger, also ist sie, ganz im Sinne von Definition 6.1, auch
gleichmiBig stetig.
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und brauchen nur noch d = 4, also ¢ = lim S0 zu setzen und die Tatsache auszunutzen,
daB § eine Eins in der diskreten Faltungsalgebra ist'®’. Fiir die Trigerbetrachtungen
schreiben wir (2" fiir die konvexe Hiille des Trigers von S”'0 und halten erst einmal fest,
daB S!§ = a ist, also Q' = Q,. Nun ist aber ein @ € Z* nur dann in Q""!, wenn es ein
G € Q" gibt, so daB o — =03 € ), liegt, also

aEQa—l-EQ":Qa—i—E(Qa_;_EQZfl) — ... :ZEan.
7=0
Nun entspricht so ein « aber der Stelle ="', das heiBt, die Ndherung an die Funktion

,lebt” nur auf
n n
=l (Z EJQG) =y =70, CQ,
j=1

J=0

da = eine Kontraktion ist'8!.
Um 2) zu beweisen, definieren wir den Transition—Operator T, als

T.f=(axf)(E)=) ala)f(E-—a), [€Cu(R),

und stellen fest, daB!8?

(Sacx f)(E) = D Sac(a)f(E-—a)=>_ Y a(a—E8)c(B)f(E —a)

a€Zs Qa€Zs BELS
= > B al@) fFE(—-P)—a)=cxT.f.
BEZs a€zs .
T f(—B)

Mit ¢ = d und f = ¢ ist dann

Top = (Sa5 * ¢) (E) = fSa§ (E) )

also, firn € Nund o € Z°

(16 —0) (57a)| = | ()9 (27 (o~ ='6)) 6 (5")

BEZs

180Womit Satz 2.33 auch nochmals zu Ehren kommt.

81Der Spektralradius von Z ist < 1 und daher wird die Summe oben in der Norm zu einer geometri-
schen Reihe.

182Mehr oder weniger geschickte Indexverschiebungen sind in der Subdivision-Theorie ein gebriuch-
liches Hilfsmittel.
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]Z 3)S716 (a —E”*lﬁ)—sgé(a)‘

BELS
S7d(a)
+> aB)|¢ (T (a—="18)) — Si7'6 (e — =771 8)|
BEZs

+]¢ (E ") = Sid(a)],

und das geht wegen der Konvergenz gegen O fiir n — oo. Auf der linken Seite stehen
aber zwei stetige Funktionen, die an immer dichteren Gittern iibereinstimmen mssen,
also ist T, = ¢, was genau (6.4) ist.

Bleibt 3). Dazu wihlen wir x € R* mit'® ¢(x) # 0 und eine Folge " € Z° mit
E7"a™ — x, beispielsweise o = | ="z |. Da ¢ stetig ist und das Subdivision—Schema
konvergiert, ist

lim |¢p (z) — SIS (a™)| = 0.

Aus
Sré (o) — ¢(x) = Y a(a” —EB) Sp716(8) — ¢()
BELS
= Y a(a"—Zp) (Sp716(8) - ¢(x)) + ¢(x) <Z a(a" —Zp) — 1)

BELS BELS
folgt dann

6(2)] | ale”—E8) -1

BELs
< > la(a"+EB)|[Si6(8) — d(x)] + [Spd (") — ¢(x)] .
BeZs ;’O

Im ersten Ausdruck auf der rechten Seite lduft die Summe iiber 3 aufgrund des endli-
chen Trigers nur iiber o™ + €2, was wegen

"B e =" + 20, — {z}
{0}

auch immer gegen = konvergiert. Da ¢ immer noch stetig ist, konvergiert auch dieser
Ausdruck fiir n — oo gegen 0, und wenn man nun noch

> _la(a" +E0)] <max ) a(e+Z0)

BEZLs T Bezs

183 Wenn ¢ = 0 ist, dann ist das Subdivision—Schema trivial, d.h. f. = 0 fiir alle ¢ und das ist in
Definition 6.1 explizit ausgeschlossen.
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beriicksichtigt, dann ist

lim |¢p(x)

n—oo

Za "—E20)-1|=

BeLs

Jetzt muss man nur noch e € Ex fixieren und die Folge o™ so wihlen, dal o € e+ =Z°

ist, und schon ist
Z ale—=2p)—1| =
BELS

lim [¢(z)]

n—oo

und da die linke Seite aber nun {iberhaupt nicht mehr von n abhéngt, muss sie Null sein.
O

Aus Proposition 6.3 konnen wir zwei wichtige Schliisse ziehen.

Korollar 6.4 1. Die Maske eines konvergenten Subdivision—Schemas definiert im-
mer einen Tiefpassfilter.

2. Die Grenzfunktion ¢ eines konvergenten Subdivision—Schemas erfiillt immer ¢ x
1 =1, ist also eine Teilung der Eins.

Die Tiefpasseigenschaft, die offensichtlich eine ziemlich bedeutende Rolle in der Sub-
division spielt, kann man auch algebraisch beschreiben bzw. am Symbol ablesen, und
wieder spielen unsere Einheitswurzeln

ze == e BL (6.5)

eine entscheidende Rolle, diesmal als Nullstellen.
Proposition 6.5 S, ist genau dann ein Tiefpassfilter, wenn

af (z0) = |detZ| 6 (), € € EL. (6.6)
Beweis: Ist .S, ein Tiefpassfilter, dann ist fiir jedes e

1= a(e+Za)=all),

Q€S

also, mit (5.36),

a* (zo) = Z 25 dl (25) = Z 2t =T gf (25) = |detZ| & (¢).

EGE: €EEE
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Fiir die Umkehrung interpretieren wir die eben gemachte Rechnung als
[a* (z) : € € EL] = Fz [d!(1) : €€ E5].
Da Fz invertierbar ist, folgt dann aber aus (6.6) unmittelbar, daf3
[a’(1) : e€ BE=] = F2! |detZ|6 =1
und damit ist .S, ein Tiefpass. UJ

Bemerkung 6.6 Genaugenommen zerfdllt (6.6) in zwei Teile: Die Nullstellen an z.,
¢’ # 0, sorgen dafiir, dafs konstante Folgen von S, erhalten werden, die Normalisierung
a*(1) = | det Z| kiimmert sich hingegen darum, daf3 die Konstante 1 auch wirklich auf
1 abgebildet wird, ansonsten hiitte man

a*(1
|det Z|

~—

S,1 = 1,

was man mit einer einfachen Umskalierung'®* auch leicht sieht.

Die Nullstelleneigenschaft (6.6) eines Tiefpassfilters ist ausgesprochen hilfreich und er-
laubt die Verwendung vom Methoden der konstruktiven Idealtheorie alias Computeral-
gebra, siehe (Sauer, 2001). Das wesentliche Hilfsmittel zur Beschreibung von Null-
stellengebilden ist dann natiirlich das Ideal, siehe (Adams & Loustaunau, 1994; Cox
etal., 1996).

Definition 6.7 (Ideale)

1. Ein Ideal .% in Il oder A ist eine Menge mit der Eigenschaft ¥ + ¢ = % und
I ll=Fbw I -AN=J.

2. Das von einer endlichen Menge ' C A erzeugte Ideal ist der Abschluss von F
unter den ldealoperationen, also

(F) == {ngf : ngA}-

fer

3. Das Nullstellenideal zu einer Menge Z C C* ist'® 7 (Z) :={f : f(Z) =0}

184 Multipliziert man ein (Laurent-)Polynom mit einer von Null verschiedenen Konstanten, so interes-
siert das die Nullstellen nicht.
185Wobei f wahlweise II oder A ,,durchlaufen® darf.
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4. Die Varietit zu einem Ideal .% ist das zugehdrige Nullstellengebilde Z(.9) =
{z€C* : f(2) =0, f € F}. EinIdeal heifft Radikal"®®, wenn & = .7 (Z(.9))
ist.

5. Das Quotientenideal .¥ : ¢ zu zwei Idealen ., 7 ist definiert als
I F={f:f F I} (6.7)

Das Quotientenideal hat nun eine ganz besonders schone Interpretation im Varietiten-
sinne: Im wesentlichen'®” ist nimlich

Z(I: )= 2(I)\Z(F), (6.8)

siehe (Cox et al., 1996). Wir brauchen hier nur zwei ganz einfache Ideale, von denen
zumindest eines ganz direkt etwas mit = zu tun hat, und zwar

(2=1) == (5-1:E2=[4-&]) (6.9)
(z—1) == '=1)=(55-1:j=1,...,s). (6.10)

Das Nullstellenverhalten dieser beiden Ideale gibt und dann ganz direkt eine weitere
Beschreibung der Tiefpassfilter.

Lemma 6.8 Fiir die beiden Ideale aus (6.9) und (6.10) gilt
Z((z*=1)) ={z : € € EL} und 7 ({z—1)) = {1}, (6.11)

also

{f + f(z) =0 e€Ez\{0}}, (6.12)
und damit ist S, genau dann ein Tiefpass, wenn o' € (2= —1) : (z — 1) und a*(1) =
| det Z|.
Beweis: DaBl Z ((z — 1)) = {1} ist, ist klar, ebenso, daB}

Z ((2®=1)) D {2 : € € EL},

denn schliesslich sind ja alle 2z =—te Einheitswurzeln. Bleibt also ,,C*, denn bisher
ist ja nicht klar, ob es nicht vielleicht irgendwo da draussen noch unbekannte weitere
Einheitswurzeln!® geben konnte. Um das auszuschlieBen, verwenden wir mal wieder
die Smith—Faktorisierung = = ©X0' und sehen uns die Gleichung

/

1= 5 — ,0%0" _ (yZ)@ : y = 29,

18Das ist kein Schreibfehler, die Begriffe Radikal und radikales Ideal sind vollkommen synonym.

87Der Teufel steckt hier im Detail, diese Identitit gilt eigentlich nur fiir den Zariski-Abschluss der
Varietiten, aber in unserem Kontext hier ist das ziemlich egal.

188 Also Losungen von 2= = 1.
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an, die sich dquivalent in
yzzlg/_lzl & yj:ez’”k/"f, k€Zo,j=1,...,5,

umformen ldsst. Dabel interessiert uns noch nicht einmal die genaue Gestalt der Losun-
gen, sondern lediglich die Tatsache, dal es genau | det 3| = | det =| Einheitswurzeln
gibt. Diese kennen wir aber schon alle, was den Beweis von (6.11) auch schon ver-
vollstandigt. (6.12) ist dann eine direkte Konsequenz aus (6.8). ]

Die algebraische Definition durch das Quotientenideal hat eine nette Konsequenz, die
es uns ermoglicht, der Eigenwert 1 des Subdivision—Operators S, auszufaktorisieren.
Dazu sehen wir uns mal an, was af € <z5 — 1> : (z — 1) bedeutet, namlich, daB sich
fiir jedes f € (z — 1) das Produkt f(z) a*(z) in (2= — 1) darstellen ldsst. Speziell gibt
es fiir jedes j € {1,..., s} ,Koeffizienten* bgk(z) € A, so daB

(z = 1) a(2) = ) biu(2) (5 — 1),

oder, in Matrixform,
[z — 1] d*(z) = B*(2) [~ —1], (6.13)

wobei fiir © € Z*** der Vektor'® [2® — 1] = [z% —1 : j=1,...,s| das Erzeugen-
densystem des Ideals enthilt. Das Symbol B* definiert nun ein Subdivision—Schema,
das nicht auf skalaren, sondern auf vektorwertigen Daten operiert. Aber auch geome-
trisch hat (6.13) eine Bedeutung.

Lemma 6.9 [. Fiirc € ((Z°) gilt

(Sac)’ (2) = df(2) ¢ (2

[1

). (6.14)

2. Das Symbol der Riickwirtsdifferenz V = [T_ej -1 :5=1,..., s], die auch
als diskreter Gradient angesehen werden kann, ist

(Vo) (2) = [z — 1] (2). (6.15)

3. Die Zerlegung (6.13) ist dquivalent zu

VS, =5sV. (6.16)

189Eigentlich ist es ja nur ein s—Tupel, aber ,,Vektor* ist das gebriuchlichere Wort — erstaunlicherwei-
se konnen Mathematiker manchmal entsetzlich unprézise sein, vor allem dann, wenn die Gewohnheit
durchschlégt.
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Beweis: Fiir 1) berechnen wir einfach

(Sac)ﬁ (2) = Z a(a—Zp) ¢(f)z" = Z a(a) ¢(8)z2+=8

o,BELS a,BELS
— (Z ala) z"‘) (Z c(ﬁ)zEf}) = af(2) (2%),
a€Zs BEZS

2) ergibt sich aus

(T_ch — c)jj = Z (c(a—e¢) —cla))z*=(z—1) Z cla)z® = (2, — 1) cﬁ(z)

a€Zs aEZS

und 3) ist einfaches Einsetzen:

(VS0) (2) = [z — 1] df(z) ¢ (2

[1]
~—

sowie

(S5Ve) (2) = Bi(2) (Vo) (%) = Bi(2) [* — 1] & (2%),
woraus (6.15) sofort folgt. ]
Der Differenzenoperator V hat die Eigenschaft, daf3

R{l} =kerV:={cel(Z°) : Ve=0}

und faktorisiert so den Eigenvektor 1 von S, aus. Der Preis ist allerdings, dal wir vek-
torisieren miissen, allerdings gibt es fiir s > 1 leider auch keinen linearen Operator
A Uy (Z°) — Ly (Z°) mit ker A = R{1}. Erinnert man sich an die gute alte Po-
tenzmethode'™, siehe (Golub & van Loan, 1996; Sauer, 2000b), dann wissen wir, daf3
derartige Iterationen konvergieren, wenn alle Eigenwerte ausser dem Eigenwert 1 zur
konstanten Folge Kkleiner als 1 sind, wnn also das ,.faktorisierte” Schema S eine Kon-
traktion in einem etwas allgemeineren Sinne ist.

Was wir niamlich von einem Operator A brauchen, ist ja nicht wirklich, da3 A selbst
eine Kontraktion ist, d.h. ||A]| < 1, sondern daf} es einen Index r gibt, so dal A" eine
Kontraktion ist, also ||A"|| < 1, denn letzteres reicht vollig aus, daB ||A™|| — O fiirn —
oo. Und diese Eigenschaft ist bekannt, siehe beispielsweise (Sauer, 2000a), und wird
dadurch charakterisiert, da p(A) < 1 ist, wobei der Spektralradius eines Operators
bekanntlich als

p(A) := lim sup || A"||'/"

n—oo

definiert ist, wobei ,,|| -

“ fiir die Operatornorm steht.

190 Ayf Englisch ,power iteration*.
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Es wire nun naheliegend, zu fordern, daBl p (Sg) < 1 sein sollte, aber das ist zu
viel! Wegen des ,,vorgeschalteten” Differenzenoperators V ,sieht S ndmlich nicht
beliebige vektorwertige Daten, sondern nur solche, die Bild des Differenzenoperators
sind, und die bilden einen echten Teilraum der vektorwertigen Folgen:

Vi (Z°) C 6, (Z7). (6.17)

Das ist sehr einfach zu sehen, denn alle Folgen in v € V/, (Z°), v = Ve erfiillen die
Bedingung

(e, = Do — (7o, = vy = (7o, = ) (1o = 1) ¢ = (7o, = I) (7=, = I) c = 0.

Deswegen diirfen wir nicht den Spektralradius verwenden, sondern nur den Spektralra-
dius, den wir erhalten, wenn wir Sg auf den Teilraum V/., (Z*) einschrinken. Genau
das ist der Inhalt der folgenden Definition.

Definition 6.10 Als eingeschrinkter Spektralradius des Subdivision—Operators wird der
Ausdruck

n 1/n
Poo (Sp| V) :=limsup ( sup %> (6.18)

n—00 VEV Lo (Z9) ||v||00

bezeichnet. Die hierbei verwendete Norm ist

[v]lo = max sup |v;(@)],  v€E L (Z%).
_j:l ..... S a€E€ZS
Jetzt haben wir alles beisammen, um die Charakterisierung von Subdivision—Schemata

wenn auch nicht zu beweisen, so doch hinzuschreiben. Ein Beweis in einem allgemei-
neren Kontext findet sich beispielsweise in (Sauer, 2011a).

Satz 6.11 Das Subdivision—Schema zur Maske a € o, (Z°) ist genau dann konvergent,

wenn
Sal=1 und  poo (Sp|V) < 1. (6.19)

Bemerkung 6.12 /. So schlimm ist der Beweis von Satz 6.11 gar nicht, aber alle
Details nehmen halt doch ein wenig Zeit in Anspruch, weswegen wir ihn uns hier
schenken wollen.

2. Man kann zeigen, daf; die Grenzfunktion auch holderstetig ist, genauer:

6(z) — d(¥)| < Cyllz =y, p=1px(SE|V), (6.20)

mit einer Konstanten C, < oo. Damit ist die Grenzfunktion eines Subdivision—
Schemas immer ein bisschen mehr als stetig.
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3. Die Grofle p aus (6.20) bestimmt nicht nur die Holder—Regularitit der Grenz-
funktion, sondern auch die Konvergenzgeschwindigkeit des Subdivision—Schema.
Dabei gilt: Je braver, desto besser.

4. Man kann auch hohere Regularitdtseigenschaften von ¢ wie Differenzierbarkeit
verschiedener Ordnung aus a heraus bestimmen, aber das wird dann irgendwann
ein klein wenig kompliziert, siehe (Sauer, 2006).

6.2 Multiresolution

Es hat einen Grund, dafl wir uns so intensiv mit den Methoden zur Generierung verfei-
nerbarer'®! Funktionen beschiftigt haben, denn ohne diese Funktionen ist das folgende
Konzept nicht moglich.

Definition 6.13 (Multiresolution) Eine verschachtelte Folge von Funktionenrdumen
Vo C Vi C - - heisst Multiresolution Analysis, oder kurz MRA, wenn

1. der Raum Vj translationsinvariant ist, das heisst,

feve o  f(-a)eVy acZ. (6.21)

2. die Rdume Skalenrdume sind, das heisst,

Fev, &  f(2)eVim, jeN,. (6.22)

3. es eine Skalierungsfunktion ¢ gibt, so daf

Vo=span {¢(-—a) : a €Z°} ={cxop : c€(Z°)}, (6.23)
und diese Skalierungsfunktion stabil ist, das heisst, es gibt Konstanten 0 < A <
B < o0, so daf

Allele < lle* 0l < Bllellse, ¢ €l (27) (6.24)

Bemerkung 6.14 So ganz zu 100% entspricht diese Definition nicht unbedingt der
Standarddefinition einer Multiresolution—-Analysis, wie sie beispielsweise in (Daube-
chies, 1992; Mallat, 1999) zu finden ist'>.

1. In den meisten Fdllen wird eine MRA in Lo (R®) definiert, was natiirlich die Sta-
bilititsdefinition in (6.24) ein wenig dndert'*, was aber eigentlich nicht nitig ist.

191\an konnte auch sagen: ,,selbstdhnlicher*
192Die Defintion einer MRA geht im Original auf Mallat (Mallat, 1989) zuriick.
193Wo man oo symbolisch durch 2 ersetzen sollte.
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2. Wenn man sich auf einen Raum wie X festlegt, in dem die V; eine MRA bilden
sollen, dann fordert man, daf} die MRA diesen Raum auch ausschopft:

lim V; = X.

Jj—00

Wir konnen uns allerdings auch das Leben leicht machen und dies einfach als
Definition des Raums X ansehen, in dem die MRA lebt.

3. Auch bei (6.23) kann man sich iiberlegen, auf welche Folgenrdume man c ein-
schrdnkt. Hat ¢ kompakten Triger ist es nicht so wild, denn dann man eigentlich
immer Konvergenz der unendlichen Summe c x ¢ auf kompakten Mengen, was ja
auch schon wieder eine schone Topologie ist.

Was das alles mit Verfeinerbarkeit zu tun hat, zeigt das nichste Resultat.
Satz 6.15 Jede Skalierungsfunktion einer MRA ist verfeinerbar.

Beweis: Nach (6.22) sind f € V; und f (E7'+) € V; dquivalent, also gehort f genau
dann zu V}, wenn es ¢ € ¢ (Z°) gibt, so daB

FE ) =cxd &  [f=cx¢(E)=) ca)¢(E —a).

Iteriert man das, so erhélt man
Vi={cx¢(Z") : cel(Z)}. (6.25)

Wegen ¢ € V; C V; gibt es dann aber Koeffizienten a € ¢ (Z*), so daB

6= ala)¢(E-—a)

a€Zs

und wenn ¢ kompakten Triger hat, dann muss das auch fiir a gelten. U

Und dann war da noch die Stabilitidt der Skalierungsfunktion in 3) von Definition 6.13,
durch die man ohne Konvergenz des Subdivision—Schema dann wirklich nicht mehr
auskommt.

Satz 6.16 (Stabilitit & Verfeinerbarkeit) Ist ¢ € Cyo (R®) eine stabile Losung der
Verfeinerungsgleichung (6.4), d.h ¢ = 1,0, dann konvergiert das Subdivision—Schema
genau dann, wenn ¢ x 1 = 1 ist.
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Beweis: Die Richtung ,,= gilt nach Korollar 6.4 sogar fiir jedes konvergente Subdivision—
Schema, ganz egal, ob ¢ stabil ist oder nicht.

Also scheint der interessante Teil die Umkehrung zu sein. Wegen der Stabilitiit von
¢ gibt es eine Konstante A > 0, so da3 wir wegen der Dualitit von .S, und 7}, und dank

TL¢:::¢
o (=) = Sud]l,., = sup [# (=) — Syd(a)
< ATsup[(6(E7) - 579) + 9(a)]

< Alsup Z (¢ (E7"a) — SIo()) ¢ (E"x — )

IS

€L

IA

A7 ST ¢ (E0) (20 —a) — (526 % 0) (")

Loo

= A Y ¢ (ET"a) ¢(E" —a) =5 x T,

= A1) 0(ETa) 0(E" —a) — ¢

Loo

erhalten. Jetzt miissen wir also nur noch zeigen, daB sogar fiir jedes f € C, (R*) die
Aussage!*

‘ =0. (6.26)

Sehen wir uns den Ausdruck in (6.26) einmal fiir ein x € R® an. Wegen des kompakten
Trigers'® ) ist die liuft die Summe nur iiber diejenigen o, fiir die ="z — a € Q ist,
also o € ="z — Q und damit ="« € x — =7"(2. Damit ist dann aber

aeZnr—QN

-~

=f(z)(1x¢)(E"z)=f(x)

19%Wer genau hinsieht, erkennt hier eine Aussage iiber die Approximation durch den Quasiinnterpolan-
ten auf ¢—Basis.

19Das folgt aus der Verfeinerungsgleichung mit genau denselben Methoden, die wir benutzt haben,
um den kompakten Tréiger der Grenzfunktion eines konvergenten Subdivision—Schemas im Beweis von
Proposition 6.3 nachzuweisen.
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< B sup |[f(z) = f(y)l,

yEx—=""0
was wegen der gleichmdfligen Stetigkeit von f unabhdngig von x gegen Null geht. [

Das Fazit der beiden Sitze aus diesem Abschnitt ist klar und deutlich:

Jede ,,verniinftige” MRA basiert auf einem konvergenten Subdivision—Schema,
ohne Subdivision lduft da also gar nichts.

6.3 Filterbank—Wavelets

Mit all diesen Vorbemerkungen kdnnen wir nun die Wavelets nahezu ohne Extra—Aufwand
einfiihren und definieren. Hier noch einmal der Vollstindigkeit halber unsere Vorausset-
zungen:

1. Die Filterbank besitzt perfekte Rekonstruktion und die Filter FO und éo sind Tief-
passfilter.

2. Das Subdivision—Scheme Sy, konvergiert mit Grenzfunktion ¢.

Definition 6.17 Die Wavelets zur Filterbank (F, G) und zur Skalierungsfunktion ¢ sind
definiert als

Ve =T => gla)p(E-—a), ecE=z\{0}. (6.27)

€S

Mit Hilfe dieser Wavelets bekommen wir nun ein beinahe schon zu billige Darstellung
von Funktionen.

Satz 6.18 Fiir jedes n € N gilt

cx@(EM) =c"x g+ Y dfxip (EF), (6.28)
k=1
wobei, mit c° = ¢,
&= Fyd, dP=FT, ee B2\{0}, k=1,...,n, (6.29)

die Koeffizienten aus dem Pyramidenschema bezeichnet.

Beweis: Wegen der perfekten Rekonstruktion ist (mit df = c')

c=> Glzdi=Y Y g.(-—E0)d\p) (6.30)

ecEx ecEx= BeZs
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und daher
cxo(2) =

a€EZs Q€Zs ee E= BELS
=2 2. —=0) (=
BEZS acls

P IPIDIACEE

VERFEINERBARE FUNKTIONEN, SUBDIVISION UND WAVELETS

—a)

S S A B) g (a—E8) 92 —a)

€£0 BELS aE€L® aEL’
= > @Y 0@ sEC-P-a)
BeZs a€Zs
—6(—B)

+ D d(B)Dge(@) ¢(E(—B) )

e#0 BeZs Q€zs )
:1/’:(*0‘)

= dxo+ > dixe

e€E=\{0}

Ersetzen wir in dieser Identitit nun das Argument durch ="

Wiederholung der Zerlegung

Cxp(E) = g (ET)+ Y dl e (B
eeE=\{0}
= Cxp(E)+ > dxu (2
ee E=\{0}

k
= Fap(ER) 4> ) A (

j=1 eeB=\{0}

= c”*ng—Z Z dZ*@bE(E”_j-),

Jj=1 eeE=\{0}

wie in (6.28) behauptet.

Sehen wir uns (6.28) einmal genauer an: Auf der linken Seite steht ¢ x ¢ (="

Hn2

~1., so ergibt sich durch

)
Y dixd (ET)

ecE=\{0}

~n—j,)

O

), also

gewichtete Translate der mit =" ,,gestauchten™ Funktion ¢, auf der rechten Seite hin-
gegen die Zerlegung dieser Funktion in Translate von ¢ und Translate der Wavelets
auf verschiedenen Auflosungsstufen. Und alles, was wir dazu bendtigt haben, war die

perfekte Rekonstruktion, die dquivalent zu (6.30) ist.
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Bemerkung 6.19 . Bei der Zerlegung (6.28) werden eigentlich nur die Koeffizien-
ten c und d’:, und das nach (6.29) iiber die Analyse—Filterbank.

Die Zerlegungsformel (6.28) ist eine Interpretation der Filterbank—Aktion im
Sinne von Funktionen, die aber fiir die eigentliche Rechnung nicht wirklich
bekannt sein miissen.

2. Was passiert nun, wenn man eine Funktion [ analysieren mochte? Man bestimmt
zuerst eine Auflosungsstufe n und Koeffizienten c, so daf3

If —cxop(E")<e

fiir eine vorgegebene Genauigkeit € > 0 ist. Das kann beispielsweise durch eine
Projektion auf die MRA, also auf V,, geschehen'®®, oder durch irgendein anderes
Anndherungsverfahren wie einen Quasiinterpolant

S F(ETe)6E),  dh e=f(ET)

a€Zs

3. Das fiihrt nun zu einer wirklich interessanten Frage: Wie gut konnen die Transla-
te von ¢, bzw. die Translate von ¢ (="-) andere Funktionen anndihern, was ist die
Approximationsordnung dieser Funktionen in gewissen Funktionenrdumen? Ge-
nau um solche Fragen geht es dann, wenn man sich mit der Approximation durch
translationsinvariante Raume beschdiftigt.

19Das wire dann moglicherweise eine Bestapproximation, die ja eine (nichtlineare) Projektion ist.
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And it didn’t stop being magic just
because you found out how it was
done.

T. Pratchett, Wee Free Men

Multiple Filterbanke und
Shearlets

Wir verallgemeinern die Filterbankidee nun noch ein klein wenig, indem wir uns vor-
stellen, daB wir nicht nur eine Filterbank, sondern gleich mehrere davon'®” zur Verfiigung
haben, unter denen wir in jedem Interationsschritt auswéhlen konnen. Das ist natiirlich
zuerst einmal total allgemein, aber wir werden sehen, da3 eine geeignete Auswahl der
Parameter interessante Effekte liefern kann. Diese Ideen sind ziemlich neu'®® und ba-
sieren auf (Kutyniok & Sauer, 2009; Sauer, 2011a; Sauer, 2011b).

7.1 Multiple Filterbankkaskaden & Baume

Um die Idee auch formal beschreiben zu konnen, legen wir noch eine etwas allgemei-
nere Definition einer Filterbank fest.

Definition 7.1 (Filterbiinke, formal und mehrfach)

1. Eine Filterbank % = (2, F,G) wird formal durch die Skalierungsmatrix = €
72°*%, und die ,,Vektoren* der Analysefilter F' = (F, : € € E=) und Synthesefil-
ter G = (G. : € € Ex) beschrieben.

2. Eine multiple Filterbank oder Mehrfach—-Filterbank der Vielfachheit m besteht

aus m Filterbdnken F;, j € Ly,

3. Ein Index der Linge n fiir eine multiple Filterbank ist eine endliche Folge e =

(e1,...,en) € Z",. Die Menge aller Indizes nennen wir
z, =z,
jEN

19"Man stelle sich Filterbiinke als kleine Kistchen vor ...
198 7umindest zum Zeitpunkt der Erstellung dieses Skripts, aber nichts verblasst so schnell mit der Zeit
wie Neuigkeit.
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¢ = ((e) bezeichne fiir e € 7}, die Liinge eines derartigen Index und wir schrei-
ben den Index dann als

e= (61,...,€g(e)) =:(e1,...,€0).

Fiir k < { bezeichnen wir das Anfangssegment der Linge k von e mit e* :=
(61, c. ,€k).

4. Fiir die unendlichen Indizes verwenden wir

722 =78 ={e : N—Z,}.

5. Die Mehrfach—Filterbank heifst kompatibel, wenn

; —1|| = = == =
T}Lr& gel%nx Hue H =0, Ee = Seypy " ey - (7.1)
m

Die Definition der Mehrfach—Filterbank ist eigentlich eine ganz einfache und natiirlich
Erweiterung und basiert auf der Idee, dal wir nun in jedem Schritt eine der Filterbanke
zur Zerlegung auswihlen diirfen. Welche Filterbank wir dabei in jedem Schritt verwen-
den, wird durch den Index e beschrieben. Da wir dabei im ersten Schritt mit =, unter-
abtasten'®”, dann im zweiten Schritt mit =e,, im dritten mit =, und so weiter, verwendet
die Unterabtastung durch den endlichen Index e € Z;, gerade die Matrix

—_ —_ —_
— ] o 00 =
—e - —ey —eq

und (7.1) fordert dann, dal all diese Matrizen Kontraktionen werden sollen und das
unabhdngig vom gewdhlten Index.

Bemerkung 7.2 (Gemeinsamer Spektralradius)

1. Fiir eine endliche Famlie of = {A; : j € Z,,} von Matrizen oder linearen Ope-
ratoren wird die Groé

Poo(#) = limsup max [ T (7.2)
ec’ly,

e}
n—oo

als gemeinsamer Spektralradius, auf Englisch joint spectral radius, bezeichnet.

2. Es gibt dann immer eine Konstante C = C.;, die nur von </ abhingt*®, so daf3
|Aelloe < Cpoc ().

1974, das ist ein blodes Wort.
200Wovon denn auch sonst?
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3. Istalso poo () < 1, so konvergiert || Ac|| ., gegen Null und zwar nur in Abhéiingig-
keit von ((e), also sozusagen gleichmdpfig in e.

4. Wiihlen wir e = (j,7,...) fiir ein j € Z,, so sehen wir sofort, daff p~ (A;) <
Poo (&) und damit impliziert po.(2/) < 1, daf} ps (4;) < 1, j € Zy,. Die Um-
kehrung davon gilt nicht.

5. Inder Sprechweise gemeinsamer Spektralradien bedeutet nun (7.1) nichts anderes
als daf;

(5, : jE€Ln}. (7.3)

[1]

Po(Z) < 1,

Wir kdnnen nun, ausgehend von einem Index e ein Signal mit der Mehrfach-Filterbank
zerlegen, indem wir eben einfach in jedem Schritt die durch den Index festgelegte Fil-
terbank verwenden:

N N N

del dez dez
und haben damit eine Zerlegung
C — (Cez, del, R ,dez)

erreicht. Haben alle Filterbédnke perfekte Rekonstruktion, so ldsst sich dieser Prozess
auch ganz einfach wieder umkehren:

dye o1 dor

Dieser Prozess funktioniert genau dann, wenn alle Filterbinke iiber perfekte Rekon-
struktion verfiigen. Nun war das aber nur die Zerlegung entlang eines Index, norma-
lerweise haben wir ja m’ Indizes der Linge ¢ zur Verfiigung und jeder dieser Indizes
liefert uns eine Zerlegung/Rekonstruktion wie oben. Abb. 7.1 zeigt den ersten Schritt
einer solchen Zerlegung, wobei die Ergebnisse der einzelnen Filterbinke nebeneinander
aufgetragen werden. Die d ;) sind ja nun bereits Endergebnisse der Zerlegung, die c()
werden nun wieder in alle Filterbéinke gesteckt®! und liefern dann die neuen Ergebnis-
se ce und d,, e € 72, siche Abb. 7.2. Die resultierende Zerlegung nach n derartigen

201Es ist vielleicht keine schlechte Idee, sich klarzumachen, daB diese Zerlegung wunderbar paralleli-
siert werden kann, denn die einzelnen Komponenten solch einer Mehrfach—Filterbank sind ja komplett
voneinander entkoppelt.
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C
® ® o
PN N T
co) do) ¢y diy) Com-1)  dm—1)

Abbildung 7.1: Eine Zerlegungsstufe einer multiplen Filterbank.

Schritten ist dann
c— (Ceyder : €€Zn k=1,...,n).

Diese Darstellung ist natiirlich hochgradig redundant, denn das Originalsignal c lie-
Be sich ja bereits aus einem kompletten Zweig (ce,der : k= 1,...,n) des Baumes
vollstindig rekonstruieren und da wir m™ derartige Zweige haben®*?, stehen wir al-
so vor dem beeindruckenden Redundanzverhiltnis von m™. Trotzdem kann man den
Zerlegungsbaum erstaunlich effizient speichern! Diese Beobachtung wurde zuerst in
(Kurtz, 2010) gemacht und man kann in der Tat zeigen, dal unter sehr milden For-
derungen an = der Speicheraufwand fiir den kompletten Baum nur ein Vielfaches des
Speicheraufwands von c ist?*®, und zwar unabhingig von der Zerlegungstiefe n, siche
(Sauer, 2011b).

Worin soll aber nun der Vorteil solcher Zerlegungen bestehen, schliesslich mochten
wir mit Wavelets ja beispielsweise komprimieren und da klingt es zuerst einmal ziem-
lich widersinnig, das Signal auf ein Vielfaches ,,aufzublasen®. Aber so dumm ist das gar
nicht: Die Hoffnung besteht darin, daB in einem Teil des Signals*** eine Filterbank sehr
effizient komprimieren kann, in einem anderen Teil des Bildes eine andere. Zusammen
mit der Lokalitit der Filterbinke®® wird das dann schon interessant.

Beispiel 7.3 Bei der Wavelet—basierten Kompression wird zuerst eine Wavelet—Zerlegung
berechnet und dann wird nur ein gewisser Prozentsatz der Skalierungs- und Wavelet—
Koeffizienten gespeichert und zwar natiirlich die betragsgrofiten. Bei einer Mehrfach—
Filterbank kann man das ganz genauso machen, man hat eben nur mehr Koeffizienten
zur Auswahl, ndmlich alle Bldtter am Baum.

202Einen fiir jeden Index ...

283Das Eingangssignal c sollte natiirlich endlich sein, sonst gibt es ohnehin Speicherprobleme.

204Und das ganze wird eigentlich erst dann wirklich sinnvoll, wenn s > 2 ist, wenn wir es also mit
Bildern oder Volumina zu tun haben.

205Endliche Impulsantwort und so . . .
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Abbildung 7.2: Dieser Sehtest zeigt zwei Zerlegungen mit der Mehrfach—
Filterbank. Zerlegt werden dabei aber immer nur die Tiefpassanteile der Filterbank
auf vorhergehender Stufe. Man sieht recht gut, wie sich der Baum ausbreitet.

7.2 Mehrfach—Wavelets

Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob auch Mehrfach—Filterbinke eine Interpretation
im Funktionensinne zulassen, also ob eine Zerlegung wie in (6.28) existiert. Um da-
hin zu kommen, sollten wir uns wieder Subdivision ansehen, jetzt natiirlich geeignet
verallgemeinert.

Definition 7.4 (Mehrfach—-Subdivision)

1. Ein mehrfaches Subdivision—-Schema (a, =) der Vielfachheit m besteht aus m
Masken aj, j € Zy,, und kompatiblen Skalierungsmatrizen =;, j € Zp,.

2. Zu einem Index e € 7, ist der zugehorige Subdivision—Operator als

Sg =S,

aEZ

... 8

Qeq

definiert.

3. Das Subdivision—Schema heisst konvergent, wenn fiir alle Indizes e € 7. eine
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Grenzfunktion ¢, existiert, so daff?*

lim sup | S 6(r) — pe (Eear)| = 0. (7.4)

n—od QEZS

Diese Definition, insbesondere (7.4), ist konsistent mit dem, was wir vorher iiber ,,ein-
fache”* Subdivision—Schemata herausgefunden haben, wir miissen uns eigentlich nur
klarmachen, daB jetzt S€ mit dem Gitter =~ in Bezug zu setzen ist. Tatséchlich iibert-
ragen sich mit diesem Wissen die meisten Formeln auf die Mehrfach—Subdivision, so
gilt beispielsweise

Séc= Z te (- — Eea) c(a),

aEZS

und vieles anderes mehr. Ausserdem bedeutet Konvergenz auch immer, daf} jedes der
Subdivision—Schemata (a;, =;) fiir sich konvergent sein muss, was uns sofort eine ganze
Menge von notwendigen Bedingungen liefert. Richtig spalig wird es allerdings bei der
Verfeinerbarkeit, die im Prinzip ganz genauso bewiesen wird wie im Fall ,,einfacher
Subdivision.

Satz 7.5 Ist (a,Z) ein konvergentes Mehrfach—Subdivision—-Schema mit Grenzfunktio-
nen ¢, so gilt

pe= D e () pex (e - —a),  e=(e"€¥), e €L, eX Ly (15

€S

Mit anderen Worten: Die (iiberabzihlbar unendlich vielen) Funktionen ¢., e € Z:°,
sind gemeinsam verfeinerbar, wobei jedes endliche Anfangssegment eines Index e die
Maske festlegt, mit der verfeinert wird und das unendliche Endsegment die Funktion
bestimmt, die fiir diese Verfeinerung verwendet wird.

Auf der Basis dieser Verfeinerungsgleichung kann man dann auch wieder eine MRA
definieren, nur ist das dann eben eine mehrfache. Zu deren Definition brauchen wir
eine kanonische Einbettung von Z, in Z2°, die wir fiir e € Z* als e := (e,0,0,...)
definieren. Die Menge

{e :ecZ }CZY

ist dann eine abzéhlbare Teilmenge der unendlichen Folgen. Dabei ist die Wahl der
Null als ,,Fiillsymbol*“ eigentlich vollig irrelevant, jedes andere Element von Z,,, wiirde
genauso gut oder schlecht funktionieren.

206Das ist einen #quivalente Definition — Subdivision konvergiert genau dann fiir alle ¢, wenn sie fiir
¢ = J konvergiert.
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Definition 7.6 (MMRA) Die mehrfache Multiresolution Analysis, kurz MMRA, be-
steht aus den verschachtelten®™” Réiumen

Vii={c*¢e(Ze+) : €€ L, c€l(Z°),€ €T}, (7.6)

Besondere Funktionen in V;, sind die ,,Diagonalfunktionen ¢z, (=Z.-), e € Z,, wo-
bei e, = (ey,...,e1) die gespiegelte Version von e bezeichnet. Approximieren wir nun
eine Funktion fiir jedes solche e durch Daten

f ~ Ce * (b/ér (Ee') ) c f (Egl) ) (77)

dann haben wir ein hochgradig redundantes System von insgesamt m”™ Darstellungen
der Funktionen®*®. Schreiben wir das mal explizit hin und nutzen die perfekte Rekon-
struktion®®:

Cor G (Ze) = ) cela) g (Ze- —a)

€S

- Z Z Z gemé - —‘enﬁ) de”—1,6<ﬁ) e, (Ee : —Oé)

a€l® eeEz BELS

= Z Cen— 1 Z gen, —'enﬁ) ¢(en,'é,’}_1) (EenEe”_l ' _Oé)

BEZS Q€ZLS .
7¢An 1( Sen—1-° 6)
+ 3 N 1 D) e (@ —Ze, ) O (ener) (BenSer-t - —0)
GEEE\{O} BELS SCEZS P

~~

=ien o (Egn—1-—B)
- Cen—l * (b’é?_l (Een—l M —/8) + Z den—17€ >k wen7€ (Een—l . —ﬁ)

e€E=\{0}

= Cx* gZ50 + i Z dekfl,e * ¢ek,e (Ee’“*1 : _6) )

k=1 ecE=\{0}

also

Ce * qb/é (Ee-) =C* ¢0 + Z Z dek—176 * ¢ek75 (Eek—l . —ﬁ) . (7.8)

k=1 ecE=\{0}

27Djese Eigenschaft folgt aus der Verfeinerungsgleichung (7.5)! Genau deswegen betreibt man ja den
ganzen Aufwand.

2087, das ist viel, aber wir sehen die Redundanz hier durchaus als Verbiindeten, weil wir am Ende der
Berechnung dann nur noch die besten Darstellungen speichern wollen und die kennen wir a priori ja
nicht, weswegen wir sie erst einmal suchen miissen.

209Wieder mit ¢ = dj!
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Wieder einmal ist alles, was wir hier genutzt haben, die perfekte Rekonstruktion der
beteiligten Filterbinke. Aber viel interessanter ist es, sich einmal anzusehen, welche
Koeffizienten in dieser Zerlegung wirklich verwendet wurden, ndmlich ¢ und dgr-1 ,
k =1,...,n. Das widerum sind aber genau die Koeffizienten, die bei der Subdivision
mit Index e auftreten, bzw., die im Zweig e des Baumes auftreten. Und das ist auch
genau die Erkenntnis:

Subdivision liest den Baum von oben nach unten, die Wavelet—Zerlegung
von ¢* ¢ (Ee-) hingegen stellt diesen Zweig in Funktionenform dar. MM-
RAs arbeiten vertikal im Baum.

7.3 Shearlets

Bisher haben wir keine Bedingungen an die Bestandteile der MMRA gestellt, wenn man
von Kompatibilitit einmal absieht. Damit haben die Indizes e natiirlich auch erst einmal
keine wirkliche Bedeutung ausser eben als ,,Wegweiser in der Zerlegung, die den zu
wandelnden Pfad festlegen. Das dndert sich, wenn man ein wenig Geometrie einfiihrt,
indem man die Matrizen Z;, j € Z,,, geeignet festlegt*'. Eine wesentliche Idee besteht
darin, eine ,,Rotation fiir Arme‘ zu verwenden, die aber zumindest fiir Geraden wie eine
Drehung wirkt.

Definition 7.7 Eine Scherung 3 = X(W) ist eine Matrix der Form

Y= { % I;V } e R, p+qg=s, WeR™P, (7.9)
q

Die zugehorige parabolische Dilatation ist

R 4IP 0 SXs8
A.—{ 0 2](1}6]1% . (7.10)

Lemma 7.8 Scherungen sind unimodulare Matrizen mit S(W)™! = X(=W).

Beweis: Mit der Blockmatrixdarstellung ist

=1,

sonyswy = [ W] [l ] <[l B

0 I, | |0 I 0 L1,

und die Unimodularitét an sich folgt aus der Tatsache, dal Scherungen obere Dreiecks-
matrizen mit Einsen auf der Diagonalen sind. U

20Und diese geometrische Festlegung war natiirlich der eigentliche Ausgangspunkt der ganzen Ge-
schichte, denn Mathematik entwickelt sich zumeist vom Speziellen zum Allgemeinen, wird dann aber
vom Allgemeinen zum Speziellen erzihlt.
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Weitere nette Formeln fiir die Interaktion von Scherung und parabolischer Dilatation,
die sich iiber die Blockmatrixdarstellung leicht verifizieren lassen®!!, sind

AS(W)=S2W)A  und  S(W)S(W') =X (W + W'). (7.11)

Ausserdem sieht man natiirlich, daf3

E(W)[glz[x—kywy}, reRP, yeRY,

und daB} damit die Ursprungsgerade {)\ { z ] D AE R} auf die gedrehte Ursprungs-

gerade {)\ [ v —i—yWy } A€ R} abgebildet wird — es muss eigentlich nur y # 0 sein.

Dies ist dann auch die Rolle der Scherung als ,,Drehung fiir Arme*. Das liefert dann ein
spezialisiertes Konzept fiir richtungsadaptive Subdivisionschemata, das in (Kutyniok &
Sauer, 2009) eingefiihrt wurde.

Definition 7.9 Ein Shearlet—Subdivision—Schema ist ein Subdivision—Schema mit Di-
latationsmatrizen =; = AY (Wj), W; € ZP*1, wobei Wy = 0 sein soll.

Die Idee dahinter ist die Verwendung der Scherung als Rotationsersatz, denn durch
die Skalierung A werden die Gitter =_'Z* in den ersten p Komponenten ja ,diinn*.
Das sieht man sehr schon in Abb 7.3, wo entsprechende Iterationen eines deratigen
Schemas?!? dargestellt sind. Es gibt also offensichtlich einen Zusammenhang zwischen
dem Index e und den Verformungen. Dazu eine kleine Rechnung fiir e € Z , die nur
die beiden einfachen Beobachtungen aus (7.11) verwendet
Ee = IS¢ =AX (W) AX (W)
= S(2W,)AZ 2W,, ,) - AT 2W, ) A =X (2W,,) - S (2" W,,) A’

er_1

=4%(2W,,_, )A
¢

¢
= 3 (Z sz%_k) Al=% (Z 2“1"“W6k> A’
k=1

k=1

und daher?!3

l y4
Egl — A*fz (_ ZQZJrlkWek) . (_ ZzlkWek> Aie. (712)

k=1 k=1

211 Ubung!

212Die Subdivision-Schemata basieren auf Tensorprodukt-B—Splines.

23Wie die aufmerksamen Leser bestimmt bereits gemerkt haben, folgt die zweite Identitit aus
ATIS(2W) = S(W)A~L, was sich wieder unmittelbar aus (7.11) ergibt.
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Abbildung 7.3: Vier Beispiele fiir verschiedene e € Z3 zus = 2,p = ¢ = 1 und
Wy = 0 sowie W7 = 1. Man sieht schon, wie hier der Bereich gestaucht und dann
aber auch rotiert wird. Und man sieht, dal} bereits fiinf Subdivision—Iterationen
ausreichen, um den Eindruck einer stetigen Funktion zu erwecken.

Die Darstellung links ist fiir alle e eine unimodulare Zerlegung von =, die rechts im
allgemeinen nur fiir /(e) = 1. Mit ein bisschen gutem Willen kann man nur die Matrizen
W, als Ziffern in einer dyadischen Entwicklung einer Scherungsmatrix W, ansehen und
eben diese ,,Daydik* sorgt fiir die Beziehung zwischen Scherung und Index.

Das Schone an der Sache: Uber die Funktion der Filterbank und die Zerlegungs-
funktionen miissen wir kein Wort mehr verlieren, das ist alles in (7.8) geregelt und zwar
ein fiir alle Male und fiir alle Skalierungsmatrizen. Wir verpassen dem Ganzen hier nur
auch noch ein bisschen geometrische Interpretation.

7.4 Shearlets der Codimension 1

Der einfachste Fall solch einer Shearlet—-Geometrie, und der einzige, der in s = 2 auf-
treten kann?'* ist der mit Codimension 1. Die Codimension der Skalierungsmatrizen ist

2“Man sollte nie vergessen, daB zweidimensionale Geometrie immer noch pathologisch gutartig ist,
denn da sind Ebenen und Hyperebenen dasselbe.
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offensichtlich ¢, denn das ist der Bereich, in dem die =; weniger kontraktiv sind. In
diesem Fall ist W; € Rs~1*! wir haben es also mit Vektoren zu tun und die natiirliche
Wahl ist natiirlich m = s und

WOIO, WjIEj, jzl,...,S—l.

Beispiel 7.10 In Fall s = 3 sind die Skalierungsmatrizen zur kanonischen Shearlet—
Analyse mit Codimension 1

=1, _ I, _22:1217166% 4_61571 0 T
B A 1 0o 2¢||1

(et 2t 2t Re, ] [ =
0 2~

2ty —
—¢ Ye . -k
= 2 [ 1 } , Ye 1= 2 E 27 €, -

Diesen Punkt y. € R*"! sehen wir uns einmal genauer an: Offensichtlich ist y. ; > 0
und es gilt ausserdem

l

s—1 s—1 ¢
D ey =2) > 2 =2) 27F=2(1-27),
j=1 k=1

j=1 k=1
es gilt also

14

d
1
Yo € o Si1 C 255, Syi= {‘” SR ;20,3 = 1}’ e
i=1

die Punkte liegen also in einem skalierten Einheitssimplex. Fiir n — oo konvergiert das
dann gegen die dyadischen Punkte in 2S;_;.

Jetzt sind wir fast durch: Wir interpretieren 2z als Normale auf eine Hyperebene,
die wir so normieren, daB 1 = ||z]|c > ||z||oo ist, und bei der wir erst einmal nur
0 < 2 < 1zulassen, wobei dann z; die Steigung der Hyperebene in Richtung j darstellt.
Die modifzierte Normale

ZIZQZ':—I _ [ 2£ (x_ye) :|
Ze = 1
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hat dann Steigungen, die zwischen —2° und 2 variieren kénnen?", fiir hinreichend
grofes ¢ konnen wir damit dann auch wirklich alle positiven Steigungen abdecken. Was
ist nun mit z—Eintrdgen, die ein beliebiges Vorzeichenverhalten aufweisen? Nun, da
passen wir einfach die Vorzeichen in der Skalierungsmatrix an:

Wj:sgnxjej, jzl,...,s—l.

Wir bendtigen also insgesamt nicht eine Shearlet—Analysis, sondern 257! verschiede-
ne Varianten, um die verschiedenen Vorzeichenverhalten abzudecken. Und das reicht
auch noch nicht, denn die Bestimmung der Steigung relativ zur letzten Komponenten

schliesst Normalen der Form [ g

ge der 1 auch noch zwischen den s Komponenten variieren und kommen so insgesamt
tatséichlich auf s2°~! derartige Biume, die berechnet werden miissen. Das ist aber halt
eben der Preis den man bezahlen muss, wenn man die Erkennung anisotroper Effekte
integriert haben will. Es gibt eben nichts umsonst im Leben?!’, und das ist ein ebenso
zutreffendes wie passendes Schlusswort.

} ,  # 0, natiirlich aus?!®. Wir miissen also die La-

215Schliesslich sind z;,y; € [0,1], 7 =1,...,s.

216Ein typisches Phinomen ,unendlich ferner Punkte®, das man auch aus der projektiven Geometrie
kennt.

27 There is no free lunch®, siehe (Lodge, 2002)
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1-kompatibel, 65
z—Transformation, 109
‘power iteration’, 138

abelsch, 26
abelsche Gruppen, 26
Abklingbedingung, 100
Abklingrate, 101
Abschluss, 23
Abtastrate, 57
Abtastsatz, 52, 55
Abtastung, 51, 53
Adjungierter, 86
adjungierter Operator, 39
affine Gruppe, 102
algebraischer Dualraum, 42
Analyse

Zeit-/Frequenz, 6
Analyse—Filter, 125
Analyse—Filterbank, 111
Analyse—Operator, 85
Analysefilter, 146
analytisches Wavelet, 94
Anfangssegment, 147
Approximationsordnung, 145
approximative Identitaten, 96
approximative Indentitat, 34
aquidistant, 51
Aquivalenz, 85
Artefakte, 74
Ausgangsskala, 62
Automorphismus, 28

Banachalgebra, 29
Banachraum, 29, 42
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bandbeschrinkt, 53
Bandbreite, 55

Bander, 110
Bandpassfilter, 53

Basis, 36, 84
Bewertungsfunktion, 113
biorthogonal, 90

Cauchy-Folge, 87
Charakter, 35, 44
Charaktere, 13
Codimension, 155
Correction, 125
critically sampled, 111

Darstellung, 102

Deconvolution, 33

DFT, 55

Diagonalisierung, 93

dicht, 22

digitale Filter, 31

Dilatation, 4, 53, 123
Dilatationsoperator, 45

diskreter Gradient, 137

diskreter topologischer Raum, 31
diskrete Fouriertransformation, 55, 56
diskrete Topologie, 31

diskrete Wavelettransformation, 127
Downsampling, 110
Downsampling—Operator, 117
dualer Frame, 90

duale Gruppe, 35

duale Quotientengruppe, 115
Dualitat, 42
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EEG, 80 gleichmasig stetige, 130
Eigenwert, 137 mittelwertfreie, siehe Wavelet 47
Ein—Punkt—Kompaktifizierung, 16 schnell abklingende, 67
eingeschrankter Spektralradius, 139 verfeinerbare, 131

Einheit, 112 Funktionensystem, 83

Einheitssimplex, 156 .
Einheitswurzel, 56 Gabortransformation, 7, 79

Einheitswurzeln, 119, 134 gefensterte Fouriertransformation, 8, 78
gefilterte Ruckprojektion, 33
gemeinsamer Spektralradius, 147
gemeinsam verfeinerbar, 151
gerichtetes System, 34

Einpunkt—Kompaktifizierung, 43
erzeugendes System, 84
expandierende Matrix, 111

Faltung, 29, 53 Gewichte, 64

FCWT, 74 gleichmasig stetig, 17
Fensterfunktion, 8, 78 Gram-Matrix, 82

fester Rahmen, 85 Gruppenhomomorphismus, 35
FFT, 55

Haar—Integral, 23

Haar—Mas, 23
Haar-Uberdeckungsfunktion, 19
Haar—Wavelet, 4

Hadamard—Produkt, 118
Hausdorff-Raum, 15
Heisenberg—Box, 59
Heisenberg—Gruppe, 104
Heisenbergsche Unscharferelation, 53
Hertz, 5

Filter, 108
Filterbank, 110

kritisch abgetastete, 111
FIR-Filter, 109
Fourier—Matrix, 115
Fourier—Wavelets, 80
Fouriermatrix, 56
Fourierreihe, 5
Fouriertransformation, 14, 37, 45

F ipverse,;% ) 14. 45 Hochpassanteil, 127
ouriertransformierte, 14, Hochpassfilter, 122
Frame, 84

Holder—Regularitat, 140
holderstetig, 139
Homomorphismus, 17, 26, 41

Frame—Operator, 86
Framekonstanten, 98

Frequenz, 5
Frequenzauflosung, 57, 78 Ideal, 40, 135
Frequenzbereich, 57 Identitat, 31
Frequenzlokalisierung, 5, 59 Impulsantwort, 108
Frequenzschwerpunkt, 59 Index, 146
Frequenzvariation, 59 indiskrete Topologie, 31
fundamentale Grenzfunktion, 131 instantaneous frequency, 79
Funktion Integral, 22
bandbeschrinkte, 55 interpolatorisch, 123

bandbeschrinkte, siehe bandbeschraanktfi$ariante Mase, 103
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invariantes Mas, 25

invers—invariant, 27

inverse DFT, 58

inverse FFT, 58

inverse Fouriertransformation, 38, 39
Invertierung, 89

Involution, 30

Isometrie, 40

joint spectral radius, 147

kanonische Abbildung, 18
kardinaler B-Spline, 57
kardinale Funktion, 54
Kardinalzahlen, 54
Klangfarbe, 6
Knoten, 63
Kommutator, 31
kompakter Operator, 92
kompatibel, 147
Kompatibilitat, 18
Kompatibilitatsbedingung, 65
Komplexifizierung, 13
Konstante

Lipschitz-, 66
Kontraktion, 138
kontraktiv, 111
konvergent, 150

konvergentes Subdivision—Schema, 129

konvexe Hulle, 130
Koordinatenprojektionen, 23
Korrektur, 125

Korrelation, 3

kritische Abtastrate, 55

kritisch abgetastete Filterbank, 111

Landweber—Iteration, 89
Laurentreihe, 109

lazy Filter, 117
Lebesgue—Mas, 19
linksinvariant, 20, 22
linksregulare Darstellung, 103
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lokal kompakt, 15
LTI-Filter, 108

Maske, 123, 130
Maskierungsvektor, 57
Matrix, 39
maximales Ideal, 40
Mehrfach—Filterbank, 146
mehrfaches Subdivision—Schema, 150
mehrfache Multiresolution Analysis, 152
Mercedes—Stern, 85
mittelwertfrei, 3, 47
MMRA, 152
modulare Funktion, 26, 28
Modulationsmatrix, 120
Momentanfrequenz, 6, 79
Momente, 67
verschwindende, 67
Morlet—Wavelet, 78
MRA, 140
Multiindex, 107, 118
multiple Filterbank, 146
Multiresolution Analysis, 140
Mutterwavelet, 92

neutrales Element, 16

nichttriviale Gruppen, 34

normalisiert, 47

Normalisierung, 135

normierter Frame, 91

normierter Korper, 44

normreduzierender Homomorphismus, 44
Nullstellen, 135

Nullstellenideal, 135

Nyquist—Frequenz, 55

Ondelette, siehe Wavelet 47
Ondelettes, 4
Operator
Abtast-, 55
orthogonale Matrix, 39
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Paley—Wiener—Satze, 53
parabolische Dilatation, 153
Parseval-Frame, 85
Parseval-Identitat, 91
Partialtone, 6

perfekte Rekonstruktion, 111, 144, 148
Phasenverschiebung, 15, 46
Polyphase—Darstellung, 120
Polyphase—Vektor, 120
positiv definitive Funktion, 39
Potenzmethode, 138
prakompakt, 23

Prediction, 125
Predition—Correction, 125
punktetrennend, 31
Pyramidenschema, 127, 143

quadratintegrierbare Darstellung, 104
Quadraturformel, 52
Quasiinterpolant, 57, 145
Quincunx—Matrix, 114
Quotientengruppe, 18
Quotientenideal, 136

Radikal, 136

radikales Ideal, 136
Rahmen, 84
Rechtecksregel, 52, 64
rechtsregulare Darstellung, 103
redundant, 85

reflexiv, 42

Regularitat, 66

reine Stimmung, 9
Rekonstruktionswavelet, 50
relative Genauigkeit, 61
Richardson—Iteration, 89
Ring, 40, 112
Ringhomomorphismus, 42
Ruckwartsdifferenz, 137

Scherung, 153
schnelle Fouriertransformation, 55
schnelle Wavelettransformation, 58
Schoenberg—Operator, 57
schwache Umkehrformel, 51
Schwebungen, 8
semidirektes Produkt, 28
Shannon, 52
Shearlet—Subdivision—Schema, 154
Shift, 53
Si—Funktion, 55
Signalraum, 107
sinc, 54
Sinc—Funktion, 54
Sinus Cardinalis, 54
Skalarprodukt, 39
Skalenparameter, 4
Skalenprogression, 62
Skalenraume, 140
Skalierungsfunktion, 140
Skalierungsmatrix, 146
Skalierungsoperator, 53
Skalogramm, 7
Smith—Normalform, 112
Smith—Werte, 112
Smith—Zerlegung, 112
Softskill-Ubung, 100
Sombrero, 48
Spektralradius, 132, 138
Spektrum, 6
Spindeln, 80
Spur, 92, 93
stabil, 84, 140
stabile Basis, 84
stabile Losung, 141
stationar, 131
Steigung, 156
Stetigkeit

Lipschitz-, 66
straffer Rahmen, 85
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Subdivision—Operator, 123, 129
Subdivision—Schema, 129
Submaske, 123
Summe

Littlewood, 70
Symbol, 109
symmetrisch, 92
symmetrische, 17
Synthese-Filter, 125
Synthese-Filterbank, 111
Synthese—Operator, 86
Synthese—Tiefpass, 124
Synthesefilter, 146

Teilung der Eins, 134
Tiefpassanteil, 127
Tiefpassfilter, 122
tight Frame, 85
Ton, 5
Topologie, 36
topologische Gruppe, 16
Torus, 13
Trace Class, 93
Trager

kompakter, 47
Transformation

Wavelet, 47
Transition—Operator, 132
translationsinvariant, 140

translationsinvariante Raume, 145

Translationsoperator, 45, 53, 107
trigonometrische Polynome, 35

Umgebung, 15
Undersampling, 55

Upsampling, 111
Upsampling—Operator, 117

Varietat, 136

verfeinerbar, 131
Verfeinerungsgleichung, 141
verschwindende Momente, 75
vollstetiger Operator, 92
Vorhersage, 125

Wavelet, 3
Haar-, 4, 47
Mexican Hat, 48
Morlet-, 48
normalisiertes, 47
progressives, 49
skaliertes, 47
verschwindende Momente, 67
zulassiges, 49
Wavelet—Frame, 92, 100
Wavelet—Packages, 128
Wavelets, 143
Wavelettransformation, 3
wesentliche Frequenz, 78

Zariski—Abschluss, 136
Zeit-/Frequenz—Analyse, 6
Zeitlokalisierung, 59
Zeitschwerpunkt, 59
Zeitvariation, 59
zentriertes Wavelet, 60
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