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Statt einer Leerseite ...

Es gibt sogenannte Mathematiker, die sich gerne ebenso fiir Gesandte der
Weisheit gehalten wissen wissen mochten als manche Theologen fiir Ge-
sandte Gottes und ebenso das Volk mit algebraischem Geschwitz, das sie
Mathematik nennen, als jene mit einem Kauderwelsch hintergehen, dem sie
den Namen biblisch beilegen.

[..]

Dieses ist so gewifs, als (a — x) - (a +x) = a?

— x? ist.
Georg Christoph Lichtenberg

Da war alles so klar und einfach gesagt und doch nicht trocken; selbst in
den mathematischen Entwicklungen verschwand nie der Endzweck des
Ganzen; [... ]

Kurd Lafiwitz, Aspira
Reality is software. What does it matter what system it’s running on?
Rudy Rucker, Postsingular

It always does seem to me that I am doing more work than I should do. It
is not that I object to the work, mind you; I like work: it fascinates me. I can
sit and look at it for hours. I love to keep it by me: the idea of getting rid of
it nearly breaks my heart.

Jerome K. Jerome, Three men in a boat

Don’t ask me things I don’t know. I can’t tell you the answers. And don't
ask me things I do know, because I won't tell you the answers.

Raymond Chandler, The High Window
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4 1 WAS WILL NUMERISCHE MATHEMATIK?

To solve a well—conditioned problem with
an ill-conditioned method is a numerical
crime.

W. Gautschi

Was will Numerische
Mathematik?

Viele Probleme aus der ,realen” Welt lassen sich mathematisch formulieren und dann
entweder von Hand oder unter Zuhilfenahme eines Computers l6sen. Dabei stellt man
im allgemeinen die folgenden Forderungen an ein Losungsverfahren:

Interpretierbarkeit: Ein potentieller Anwender will die Losung interpretieren kénnen.
So ist beispielsweise 7t oder! Root0f( x"13 - 12 x°7 + 9 x"3 - 1 ) in vielen
Féllen nicht ausreichend.

Effizienz: Die Losung soll innerhalb einer bestimmten problemabhédngigen Zeitspanne
(Echtzeit?) geliefert werden.

Genauigkeit: Die berechnete Losung soll innerhalb einer bestimmten Toleranzschran-
ke um die gewtinschte Losung liegen.

Um die ersten beiden Forderungen, also Interpretierbarkeit und Verfiigbarkeit gewéhr-
leisten zu konnen, mufS man sich meistens mit einer Ndherung an die exakte Losung
zufriedengeben. Numerische Mathematik beschiftigt sich nun mit

e der Konstruktion von Verfahren zum Auffinden von , Losungen”.
e der Analyse dieser Verfahren beztiglich Effizienz und Stérungsanfalligkeit.

Oftmals gibt es natiirlich mehrere Losungsverfahren fiir ein Problem, die zudem fiir
einen Problemtyp sehr gut, fiir einen anderen sehr schlecht sein konnen. Natiirlich gibt
es auch Verfahren, die immer schlecht sind. Auferdem sind viele , Verfahren”, die man
so in ,reinen” Mathematikvorlesungen kennenlernt, in der Praxis mit einiger Vorsicht
zu geniefsen. Wir werden uns mal ein paar Beispiele ansehen.

!Derartige Losungen bekommt man oft bei sogenannten Computeralgebrasystemen, die symbolische
Rechnungen durchfiihren. Das hat den Vorteil, daf die Ergebnisse immer zu 100% richtig sind, aber eben
auch den Nachteil, daf8 sie manchmal eher nutzlos sind.
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%% Diffl.m (Numerik I)

%% Berechnung der Ableitung
%% Eingabe:

%% fn  Name der Funktion
%% X Stelle

%% N Schrittweite 2" (-N)
%% Nur fuer Octave!

function res = Diffl1( fn,x,N )
h=1;

for i = 0:N
res = ( feval( fn,x+h ) - feval( fn,x ) ) / h;
h = h/2;
printf( "2°{-%d} : %lle\n", i, res );
end
%endfunction

Programm 1.1 MLTeX/Diffl.m: Differentiation

1.1 Berechnung der Ableitung

Die Ableitung einer Funktion f € C'(R) ist bekanntlich definiert als

x € R.

Um diesen Grenzwert auszurechnen, verwenden wir Diff1.m. Tatsdchlich sieht man
aber beim Aufruf

Diff1( "cos", 1, 55 );

dafs sich die Werte zuerst dem korrekten Wert -.841471 anndhern, dann aber wieder
davon entfernen und schliefSlich .00000 werden und auch bleiben. Es ist also von
entscheidender Bedeutung, bei der Limesbestimmung auch friih genug aufzuhéren.

1.2 Losung eines linearen Gleichungssystems

Wir betrachten eine Matrix A € R™" sowie b € R™ und suchen nach x € R", so dafs
Ax = b.Inder Linearen Algebra lernt man ein , Verfahren”, um x zu berechnen, namlich
die Cramersche Regel. Dazu definieren wir die Matrizen

anm ... a4 b] arj+r ... Qn

ant ... Qpj— bn Cln’jjq cee Qnn
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Satz 1.1. Die Losung x von Ax = b ergibt sich als
det A;(b)
YT TdetA
Die Determinanten konnen wir nach der Leibniz—Regel berechnen:

j=1,...,m. (1.1)

detA = (—1) ) (=) qpdetA;, j=1,...,n,
k=1

wobei
an ... Qx4 A+ .. Qin
Ay = aj—11 .- QGj1k-1 AG—1k+1 --- QG—in
! Q11 .o Qi k=1 Q41 k+T - Q4
an o Qnk—1 A, k+1 oo Ann

diejenige Matrix ist, die man aus A durch Streichung der j—ten Zeile und der k-ten
Spalte erhdlt. Das fiihrt zu folgendem , Algorithmus”:

1. Berechne a = det A.

2. Ist a = 0, dann ist das Problem unldsbar, ist a # 0 berechne die Werte x;, j =
1,...,m,nach (1.1).

Zu dieser ,,Losungsmethode” kann man einiges sagen:

e Der Test a = 0 setzt voraus, daff det A in einer exakten Arithmetik? berechnet
wird, denn ansonsten kann man sich fast sicher sein, dafs durch Rundungsfehler
der Wert leicht verdndert und somit # 0 wird.

¢ Die Determinantenberechnung ist sehr aufwendig: sei f(n) die Anzahl der Re-
chenoperationen, die man fiir die Berechnung einer n X n Determinante benotigt,
dann sagt uns die Leibniz—Regel, daf8 f(2) = 3 und f(n) = 2nf(n — 1), also

f(n) = gf‘n!

Wir werden spéter sehen, daf3 ,verniinftige” Vefahren zur Berechnung der Losung
Cn’® Rechenoperationen benétigen.

Dies wird besonders heftig, wenn man die Determinante in exakter Arithmetik
(z.B. in MAPLE) berechnet.

e Die Berechnung von Determinanten ist extrem anféllig gegen kleine Storungen
der Elemente, also instabil.

Wenn man also ein Problem praktisch 16sen will, ist es, im Gegensatz zur ,theoreti-
schen” Mathematik wirklich wichtig, wie man es macht.

2Mit der auf Computern vorherrschenden nicht-exakten Arithmetik und deren Konsequenzen wer-
den wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.
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1.3 Berechnung der Varianz

Die Berechnung von Mittelwerten und Varianzen ist eine hadufig auftretende , Arbeit”
in der Statistik, die so monoton und stupide ist, dafs man sie besser dem Computer
tiberlafst. Dabei kann man aber durchaus einiges an Fehlern einbauen, wenn man sich
nicht auch um die Numerik kiimmert.

Definition 1.2. Es sei X = (x1,...,xn) € RN ein Vektor von Zahlen (Mefiwerten ...).
Der Erwartungswert E(X) ist definiert als

N
=< x, (1.2
=1

und die (empirische) Standardabweichung als

N
S(X) = Jﬁz (% — E(X))". (1.3)
=1

Die Grofie V(X) = S?(X) bezeichnet man als Varianz.

Das Problem bei der naiven Berechnung der Varianz besteht nun darin, daff man
die Mefswerte zweimal durchlaufen miisste, zuerst bei der Berechnung des Erwartungs-
werts und dann bei der Berechnung der Abweichung vom Erwartungswert. Dies wiirde
es notig machen, die Mefswerte zwischenzuspeichern, was bei vielen, vielen Mefiwer-
ten ein zusatzlicher Programm- und Speicheraufwand wiére. Daher sucht man nach
Methoden, die mit nur einem Durchlauf durch die Daten auskommen.

In vielen Statistikbtichern findet man die folgende, sehr ansprechende Formel:

e (&Y

Damit ergibt sich die Berechnungsvorschrift

So = Qu=0 (15)
Si = S+, Q)':Qi—1+xj2> j=T1,...,n (1.6)
und
1 SN
S(X) = \/ﬁ (QN — W)’ (1.7)
Ubung 1.1 Beweisen Sie die Formel (1.4). &

So schon diese Formel ist, so schon kann man damit auf die Nase fallen.
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%% Varianzl.m (Numerik 1)

S I e et
%% One-pass Varianzberechnung auf die ‘dumme’ Art

%% Eingabe:

%% X Vektor

function V = Varianzl( x )
length( x );

0;

0;

(2]
I n

i = 1:N
S + x(i);
Q + x(1)"2;

,_h
o
R

T

end

V=sqrt( (Q-S"2/N) / (N-1) );
%endfunction

Programm 1.2 MLTeX/Varianz1l.m: Varianzberechnung nach (1.5), (1.6) und (1.7).

Beispiel 1.3. (C-Programm Var.c) Um die Effekte richtig sichtbar zu machen verwen-
den wir ein C-Programm, bei dem in einfacher Genauigkeit (float) gerechnet wird.

1. Wir betrachten X = (5000,5001,5002). Man sieht leicht, daf$ E(X) = 5001 und
S(X) = 1. Das Programm liefert aber® den ziemlich falschen Wert S(X) = 0.707107.

2. Noch besser wird es fiir X = (10000, 10001, 10002): Das Ergebnis wird dann NaN
(not a number), d.h., es gibt keine Standardabweichung mehr oder diese ist eine
komplexe Zahl* ...

Fiir ein stabileres Verfahren setzen wir Xy = (x1, ..., x;) und bestimmen die Werte
Mc=E(Xy) und Qr=(k—1)V(Xy)® (1.8)
mittels der Berechnungsregeln My = Qo = 0 und

. 2
Qj = Qj1+(]_1)(ij_Mj_]), j=1,...,n, (1.9)

X — M .
Mj = Mj71—|—]+, ]:1,...,1’1. (110)

3Auf (m)einem Pentium II unter Linux, SuSE Version 6.0 — also schon ein klein wenig veraltet in
Zwischenzeit.

*Was ein klein wenig im Gegensatz zu (1.3) steht, wo lediglich nichtnegative Zahlen aufsummiert
werden.
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/:“:
Var.c
Berechnung der Varianz einer Folge

Compile: gcc -o Var Var.c -1m

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>

float sqr( float x ) { return x*x; }
float Var( unsigned N, float *data )
{

float s1 = 0, s2 = 0;

unsigned n;

for (n =0; n < N; n++ )
{ s1 += sqr( data[n] ); s2 += data[n]; }

sl -= sqr( s2 ) / N; sl /= (float)( N - 1);

return (float)sqrt( sl );
}

main()

{
static float data[1111];
unsigned N,n;

/* Einlesen */

scanf( "%d", &N );
for (n=0; n < N; n+t+ ) scanf( "%f", data + n );

/* Ausgeben */

printf( "Var = %f / %f\n", Var( N, data ) );

Programm 1.3 MLTeX/Var. c: Das erste, letzte und einzige C—Programm. Es berech-
net die Varianz nach (1.5), (1.6) und (1.7) in einfacher Genauigkeit.
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%% Varianz2.m (Numerik 1)

S I e et
%% One-pass Varianzberechnung auf die ‘clevere’ Art

%% Eingabe:

%% X Datenvektor

function V = Varianz2( x )
N = length( x );
M=Q=0;

for i = 1:N
Q=Q+ (Ci-1)*(x@ -M)2/ij;
M=M+ (x(@)-M)/ 1i;

end

V =sqrt( Q / (N-1) );
endfunction

Programm 1.4 MLTeX/Varianz2.m: Varianzberechnung nach (1.9), (1.10) und (1.11).

Das Ergebnis ist dann

V(X) = NQ_N] . (1.11)

Dieses Schema berechnet die Variation aus Beispiel 1.3 korrekt zu V(X) = 1.00000.

I"Jbung 1.2 Beweisen Sie, das My und Qy aus (1.8) tatsdchlich den Rekursionsformeln
aus (1.9) und (1.10) gentigen. &

Satz 1.4. Numerik ist zu wichtig, als daf$ man sie den Statistikern iiberlassen sollte.

1.4 Aber sowas passiert doch nicht wirklich ...

Beispiel 1.5 (Borse von Vancouver). Der Aktienindex der Borse von Vancouver wurde
in den frithen 80ern mit Computern berechnet. Im Januar 1982 wurde der Aktienindex
mit dem Wert 1000 gestartet und landete im November 1983 bei einem Stand von 520,
obwohl allem Anschein die individuellen Aktien eigentlich ganz gut standen. Grund:
Der Index wurde auf drei Dezimalstellen berechnet und dann wurde abgeschnitten
anstatt zu runden. Dieser Index wurde (wohl aus dem ,,alten” Index und den indivi-
duellen Differenzen der Aktien) mehrere tausend Mal pro Tag upgedated und jedes
Mal wurde abgeschnitten anstatt zu runden. Nach einer Neuberechnung mit Rundung
verdoppelte sich der Aktienindex beinahe.
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Unwissenheit ist der schlimmste Fehler.

Persisches Sprichwort

Fehleranalyse

Eine besonders schone, elementare und lesenswerte Einfiihrung in das Wesen und
Unwesen der Rundungsfehler und deren Konsequenzen ist die Arbeit von Goldberg
[12] — in ihr findet sich auch der Beweis der Kahan—-Summation (Satz 2.26).

Zuerst wollen wir uns aber mit den grundlegenden Problemen beim Rechnen mit
endlicher Genauigkeit auf heutigen (digitalen) Computern befassen. Dabei werden zwei
Typen von Fehlern untersucht.

Definition 2.1. Es sei ¢ eine Zahl und ¢ die berechnete Grofie.
1. Als absoluter Fehler wird der Wert
€abs — €q 1= |/C\_ C|)

2. als relativer Fehler (fiir ¢ # 0) die Grofse

’ AN

¢ —cl
|

€rel = € =

bezeichnet.

Wie der Name schon sagt, gibt uns der absolute Fehler die absolute Genauigkeit des
Ergebnisses an, wahrend uns der relative die Anzahl der korrekten Ziffern im Ergebnis
angibt, wie sich mit der folgenden Ubung leicht verifizieren lasst.

Ubung 2.1 Zeigen Sie: wird die B-adische Zahl x = .x1X; -+ - X0 X B¢, %; €{0,...,B—1},

e € Z,durch & = X%, Koo X BS, & € {0,...,B — 1}, mit einem relativen Fehler von
¢ angendhert, so stimmen praktisch> immer die ersten —log; ¢ Stellen von x und &
tiberein. o

°Es gibt ein paar mehr oder weniger pathologische Ausnahmen — diese kann man sich im Rahmen
eines Losungsversuchs ja herleiten!
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2.1 Gleitkommazahlen und -operationen

Alle heutigen Rechner verwenden eine sogenannte Gleitkomma-, FliefSpunkt-, Gleitpunkt-
oder Flieff(kommaarithmetik (engl. ,floating point”).

Definition 2.2. Die Menge F = [F (B, m, E) von Gleitkommazahlen zur Basis B € I,
mit Mantissenldnge m € IN und Exponentenbereich E C Z besteht aus allen Zahlen
der Form

m
i[Z iji]Be, d;€{0,...,B—1}, e€E.
j=1
Wir schreiben diese Zahlen auch als
+.d;---d,, X BE.

Die Ziffern d; - - - d,,, bezeichnet man auch als Mantisse.

Normalerweise sind Gleitkommazahlen binidr, das heifst, B = 2. Schematisch sehen
dann diese Zahlen so aus:

T T T
Vz Mantisse Exponent

Der Exponent wird in einem ,ganz normalen” vorzeichenbehafteten Ganzzahlformat
(Einer- oder Zweierkomplement?) dargestellt. Achtung: damit wird der Exponenten-
bereich normalerweise nicht symmetrisch sein.

Bemerkung 2.3.

1. In obiger Darstellung kann es die Zahlen +0 und —0 geben und diese kénnen
sehr wohl unterschiedlich sein.

2. Fiir die Groffe des Zahlenbereiches ist die Lange des Exponenten verantwortlich,
tir die Genauigkeit der Rechenoperationen hingegen die Mantissenldnge.

3. Der darstellbare® Bereich von [ ist das Intervall

D (]F) — [_BmaxE, _BminEf1:| U [BminEf1)BmaxE] U {O}

Entsteht b(iispielsweise durch Rechnung eine Zahl x mit |x| > B™E dann spricht
man von Uberlauf (diese Zahlen haben den Wert o), bei x| < B™"E~! gpricht
man hingegen von Unterlauf.

®So ist die Aussage nicht ganz richtig: es ist moglich betragsméfig kleinere Zahlen darzustellen,
ndmlich bis hin zu £B™"E-™ Solche Zahlen, deren erste Ziffer 0 ist und bei denen der Exponent
gleichzeitig minimal ist, bezeichnet man als subnormal. Allerdings wiirde eine detailliertere Betrachtung
unter Beriicksichtigung subnormaler Zahlen die Darstellung verkomplizieren, ohne viel zu bewirken.
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Definition 2.4. Eine Gleitkommazahl x = .d; - - - .d,, X B¢ € F heifst normalisiert, wenn
d; #0.

Eigentlich sind normalisierte Gleitkommazahlen auch die ,verniinftigen” Gleitkom-
mazahlen: Wenn man schon nur endliche Genauigkeit zur Verfiigung hat, macht es ja
nur wenig Sinn, Ziffern damit zu vergeuden, dafs man fithrende Nullen mitschleppt.

Definition 2.5. Die Zahl u = %BH“ heifst Rundungsfehlereinheit (unit roundoff).

Der Name , Rundungsfehlereinheit” kommt daher, daf} dies gerade der relative Fehler
ist, der auftritt, wenn man von einer darstellbaren rellen Zahl x zur nidchstgelegenen
Gleitkommazahl % € FF iibergeht. Wer ein Herz fiir Metriken hat, kann dies also als die
(relative) Distanz zwischen [F und D(F) C R bezeichnen.

Proposition 2.6. Fiir jede Zahl x € D (IF) gibt es eine normalisierte Gleitkommazahl R € F
und ein & € [—u,ul, so dafs
R=x(1+595).

Beweis: Wir schreiben x in seiner normalisierten B—adischen Entwicklung als

x = +B¢ [Z ijj) = +.Xx1X2 -+ - X B,
j=1

wobei x; # 0, also B! < x| < B®. Ohne Einschriankung kénnen wir auerdem anneh-
men, daf$ x > 0 ist.
Es seien

xpi=xxn XBSE€F  und  xpi=(x1- xm +B") X B €F,

dann ist x| < x < x; und einer der beiden Werte [x — x| und |x — x4| ist < %Be*m, denn
sonst waére ja

B ™ =x;—x, = (xg—x)+ (x —x;) >B"™.
Wihlt man R € {x|, x;} passend, dann ist also

x—%| 1Be™ 1
< - S
x| — 2Be! 2

T-m

Dieser Beweis ist einfach, irgendwie auch konstruktiv, aber keine praktische Rechen-
vorschrift, denn er erfordert die Kenntnis aller Stellen von x.
Fiir einen alternativen Beweis fiir gerade’” Werte von B setzen wir

B
X, Xm+1 < 3 e
= e—m—1 =Yo.Yy - XB
y {X Bz , Xm-HZ%- Yo-Y Ym- " Yoo

’Man kann sich relativ leicht klarmachen, warum die Basis eine gerade Zahl sein muf3: Nachdem
man ja immer die B Ziffern 0,...,B — 1 zur Verfiigung hat, rundet man im Falle einer geraden Basis
gerade die Hilfte der Ziffern auf und die Halfte der Ziffern ab, ist hingegen B ungerade, so muf$ man bei
Auftreten der Ziffer 251 die Entscheidung, ob auf- oder abgerundet werden soll, auf die nichste Ziffer

wvertagen”. Und wenn die wieder BZ;] ist...
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Dabei kann es zwar passieren, dafs yo = 1 ist (z.B. beim Aufrunden von .995 auf zwei

Stellen), aber dann muf$ y; = -+ - =y, = 0 sein. Nun setzen wir
g.—d Y Ym X B Yo =0,
T Yo Ymor X B Yo =1,
(Achtung: & = .yo - ym X B¢ da y,,, = 0!). Dann ist
o _XmHBe_m_]) Xm41 < % } - e—j
R=x+ o — x; B€7.
{ (B/z_xm+1)Be m ]y Xm—HZ% _Z ]
j=m+2
Also definieren wir .
oy = Xm+1 Xm+1 < 3,
e Xmt1 _% Xmi1 2 %»

und da B gerade ist, ergibt sich

B B
Emyp1 < = Sad Em-&-]ﬁz—]

2
und somit
Ix —%| = B€ [Bm] Emat + Z ijj]
j=m+2
B B~

< BB (3 -1)+ (B

= ( ;)BT 81)

= lperprmg Lgptm =y

2 2 )

Das Interessante am zweiten Beweis ist die Tatsache, dafs wir zur Bestimmung von X
nur die ersten m + 1 Ziffern von x kennen miissen®. m|

Ubung 2.2 Zeigen Sie: Bei Verwendung einer ungeraden Basis B kann man unter
Verwendung von m + 1 Ziffern nicht mit der gewiinschten Genauigkeit u auf m Stellen
runden. Funktioniert es mit m + k Stellen fiir irgendein k > 1? ¢

Definition 2.7. Die Gleitkommaoperationen
{®,6,8,0}: FxF = F
werden wie folgt ausgefiihrt:

1. Addition (&, ©): Schiebe die Zahl mit kleinerem Exponenten so lange nach rechts’,
bis die beiden Exponenten gleich grof sind, fithre dann die Operation aus, nor-
malisiere das Ergebnis und runde auf die ndchste Zahl aus FF.

8Und das funktioniert eben nur, wenn die Basis B eine gerade Zahl ist
Diese Operation erhoht den Exponenten.
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2. Multiplikation (®, @): Addiere/subtrahiere die Exponenten, fithre die Operation
hinreichend exakt aus und normalisiere.

Der Akkumulator ist diejenige Gleitkommazahl, mit der der Rechner intern wirklich
rechnet. Relevant ist natiirlich nur die Mantissenldnge des Akkumulators.

Ubung 2.3 Zeigen Sie, daf die Gleitkommaoperationen nicht mehr den Kérperaxiomen
gentigen. ¢

Bemerkung 2.8.

1. Die obige Definition legt nicht fest, in welchem Format die Operationen exakt
gerechnet werden (Akkumulator).

2. Die naive Anschauung , Fiihre die arithmetische Operation exakt durch und run-
de dann” ist nattirlich vo6llig unrealistisch. Trotzdem werden wir sehen, daf sie
unter gewissen (einfachen) Annahmen an die Arithmetik gemacht werden kann.

3. Die kritischste Operation ist die Subtraktion, die zeitaufwendigste die Division
(bis zu Faktor 20 langsamer). Allerdings hat sich das mit der Division im Zeitalter
von Arithmetik—-Koprozessoren etwas iiberholt, inzwischen sind die Operationen
alle in etwa gleich schnell und andere Dinge sind viel relevanter, beispielsweise
das Speichermanagement.

4. Ist x = .dy---dyB¢ und y = .d;---d,B® dann fillt bei der Addition der be-
tragsmaBig kleinere Operand unter den Tisch falls e — €| > m.

Beispiel 2.9. Sei B = 10 und m = 3.
1. .123x 10° ® .306 x 107!, mindestens vierstelliger Akkumulator:

1230
+ .0306
1536 — 154

2. .123x10°®.306 x 107!, dreistelliger Akkumulator:

123
+ .030
153 — 153

3. .123x10°©.122 x 10° ergibt

123
— 122
.001 — 100 x 1072

Die letzten beiden Ziffern sind Phantasieziffern! Diesen Vorgang bei der Subtrakti-
on bezeichnet man als Ausloschung.
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Das mit den , Phantasieziffern” schreit danach, genauer erkldrt zu werden. Natiirlich
ist .123 eine exakte Zahl, aber wenn vorher eine Rundung passiert ist', dann kann
dies das Rundungsergebnis einer beliebigen Zahl aus dem Intervall [.1225,1235) sein;
entsprechend reprasentiert .122 dann auch das Intervall [.1215, .1225) und die Differenz
ist eine Zahl aus'!

[.1225,1235) — [.1215,.1225) = (0, .002).

Der berechnete Wert .001 ist dann auch das beste, was man schaffen kann, ndmlich der
Mittelpunkt des Intervalls, im Sinne eines wirklich vor Rundung korrekten Ergebnisses
kann aber ein relativer Fehler von bis zu 100% auftreten! Und das ist nicht schon.

Ubung 2.4 Zeigen Sie: die Multiplikation zweier normierter Gleitkommazahlen liefert
wieder eine normierte Gleitkommazahl. ¢

Beispiel 2.10. (IEEE 754) Die in heutigen'? PC-Prozessoren verwendete Gleitkomma-
arithmetik entspricht dem IEEE® 754-Standard. Die dabei verwendete Basis ist 2 und
die arithmetischen Datentypen sind als

Typ | Mantisse | Exponent | Roundoff | Gréenordnung
float 23+1 8 27 =596x10"° 10%38
double 52+1 11 2753 =111x10""® 10%308

festgelegt. Das eigentlich interessante am Standard ist aber die Festlegung des Run-
dungsverhaltens und die Existenz und Verarbeitung von NaNs'.
Der Standard IEEE 854 ldsst tibrigens als Basis 2 und 10 zu!

Bemerkung 2.11 (Zahlen & Nichtzahlen). Genauso wichtig wie die eben beschriebenen
Zahlen sind in der Rechnerarithmetik auch die Nicht-Zahlen, die als Ergebnisse un-
zuldssiger Rechenoperationen entstehen. Das sind vor allem Inf fiir ,Unendlich” und
NaN fiir ,,unzulédssig”. Das Verhalten der Rechenoperationen ist im Standard fiir diese
Objekte klar definiert, insbesondere erhélt man immer das Ergebnis NaN, wenn auch nur
einer der Operanden einen NaN ist. Das Verhalten an sich ist durchaus logisch und kon-
sistent, aber durchaus subtil. So liefert beispielsweise 1/0 den Wert Inf, 8/0 hingegen
den Wert NaN. Und diese Dinge passieren durchaus auch wirklich, siehe Abb. 2.1.

Jetzt sehen wir uns an, wie eine kleine Anderung der Akkumulatorengrofie das Ver-
halten der Subtraktion beeinflussen kann.

Satz 2.12. Der relative Fehler bei der Subtraktion mit m—stelligem Akkumulator kann B — 1
sein.

19Was man bei der Rechnung selbst ja nie weiss.

NEir die Subtraktion von Mengen, in unserem Falle von Intervallen, verwenden wir hier die durchaus
gebrauchliche Notation A—B ={a—b : a€ A,b e B}.

12Das ist inzwischen iiberholt, aber wozu immer wieder anpassen? Inzwischen ist IEEE 854 aktuell.
Mindestens.

I3TEEE = Institute of Electrical and Electronical Engineers

4Not a Number, Ergebnisse von unzuldssigen Operationen wie Wurzeln aus negativen Zahlen
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Abbildung 2.1: Eine NaN in freier Wildbahn, aufgenommen im November 2013 in
einem Supermarkt in Passau. Man kann versuchen, zu mutmafien, wie es zu so
etwas kommen kann.

Beweis: Wir setzen p = B — 1 und betrachten die beiden Zahlen

x = .10---0xB°=B"'
y = .p--pXB'=B(1-B™),

also ist
x—y=B'(1—-14+B ™) =B"m".

Das berechnete Ergebnis hingegen ist

.10---00

.00---01 — J0---0xB ™1 =B™,

Der relative Fehler ist somit

Bfm_BfmA
er:v:B—L
O

Satz 2.13. (Guard Digit) Der relative Fehler bei der Subtraktion mit (m + 1)-stelligem
Akkumulator ist hochstens 2u.
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Beweis: Der kritische Fall ist die Subtraktion zweier Zahlen x,y gleichen Vorzeichens.
Nehmenwiran,dafix,y > Ound dafs x > y. Letzteres ist keine Einschrankung daxey =
© (y ©x) und da Vorzeichenumkehr exakt durchgefiihrt werden kann (Vorzeichenbit!).
Auflerdem konnen wir die Zahlen so skalieren, dafs,

X = .X1 " Xm X B, also Y=Y Yn XB =0 00is1 - Qrsm

fiir ein k € INy und x4, (i1 # 0.
Im Fall k > m + 1 haben die ersten m + 1 Stellen von y, die bei der Rechnung
verwendet werden, den Wert 0 und daher ist

xOy =x00=x.

Der Fehler dabeiisty < B"™ 'unddax>B™',iste, <B ™ =21B"™<w.
Sei also k < m und
§=.0-00141 U

die ,Akkumulatorversion” vony (also auf m + 1 Stellen abgeschnitten). Ist k = 0, dann
wird die Subtraktion sogar in einem m-stelligen Akkumulator exakt durchgefiihrt (kein
Shift!), ist k = 1, so sorgt die ,,Guard Digit” daftir, daf§ die Subtraktion im Akkumulator
exakt ausgefiihrt wird und Fehler kénnen also nur durch Runden auftreten. Diese sind
aber, nach Proposition 2.6 hochstens u. Die folgende Tabelle zeigt, was passiert:

H X1 X2 ottt X ‘ 0 HO...O

k=0|.yr vy Ym | 0 [0...0

k=11].0 Y1 Ym-1 | Ym 0...0

Sei also k > 2. Dann ist
mk m+k k—2
s . B-—1 . B—11—B'"*
H_QZZQjB]S(B_])ZB):Bm+2 ZB]:BmH]_B—l‘ (2.1)

j=m-+2 j=m-+2 =0

Nun ist der berechnete Wert x © y gerade
xoy=rd, (x—0)=x—0§ -39,
wobei®® [5| < BB~™1 < 1B ™. Der relative Fehler bei der Subtraktion ist damit

Cx=y)=x—=0-08) §—y+3
T x —yl =yl

(2.2)

Wir schreiben z = x —y = .z1 - - - z 1k X B (exakte Darstellung!) und unterscheiden drei
Falle:

15Achtung: & ist hier der absolute Fehler bei Rundung auf m Stellen, nicht der relative Fehler wie in
Proposition 2.6 betrachtet! Daher auch der um einen Faktor B kleinere Wert.
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1. x —y > B! (also z; # 0): dann liefert (2.2) zusammen mit (2.1) die Abschétzung

B—11—-B'""k B™
e, < B!g—y+5!sB(!ij—yl+!6|)SB( )

Bm+2 ‘I_Bf] + 2

B—11-B"* 1 B—11-B"* 1
= B1—TTL( +_):B]—m( +_)

B2 1—-B! 2 B—1 B 2
T-m 1 1 —k 2 T-m
= B (E—FE—B )S(1+E)ZB SZu.

<2 =u

1

2. x —{j < B7": das Ergebnis aus dem Akkumulator mufl beim Normalisieren um
mindestens eine Stelle nach links geschoben werden und daher passiert beim
Runden nichts mehr, also ist 6 = 0. Der kleinstmdgliche Wert fiir x —y ist nun

~

—1

e 0= 0--- ceep — -2(B _ )
d0---0—.0---0p---p=.0p---p0---01T >B“(B—1) B,

k m k-1 m-l j=0
also B_11_pk
Ix —yl > BT T (2.3)
Setzen wir (2.1), (2.3) und & = 0 in (2.2) ein, so erhalten wir
1—k 2 1 -k
R e e e LT L
3. x—y < B7'und x—1{} > B~": dies tritt genau dann auf, wenn x—{j = B~' =.10---0

und es ist wieder = 0. Damit konnen wir aber wieder die Abschdtzung aus Fall
2 verwenden.

O

Ubung 2.5 Beweisen Sie Satz 2.13 fiir den Fall, daf8 x und y unterschiedliches Vorzeichen
haben. Zeigen Sie, dafi diese Aussage sogar ohne Verwendung einer ,Guard Digit”
giiltig bleibt. o

Definition 2.14. Das Standardmodell der Gleitkommaarithmetik setzt voraus, dafs
XQUZ(X'U)(]+6)) |6|Sﬁ) ':—l—,—,X,/, (24)

wobei {l = 2u. Dieses Standardmodell ist mit Hilfe von Guard Digits immer zu reali-
sieren.

Bemerkung 2.15 (Standardmodell der Gleitkommaarithmetik).
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1. Das Standardmodell spiegelt die Annahme wieder, dafs die jeweilige Rechenope-
ration exakt ausgefiihrt und dann das Ergebnis gerundet wird. Wir haben aber
gesehen, dafs, bis auf den Faktor 2 diese Annahme auch mit endlicher Arithmetik
realisiert werden kann.

2. Das Standardmodell hat noch eine interessante Konsequenz: ist!® x -y # 0 und ist
{1 < 1, dann ist auch der berechnete Wert, x ©y, von Null verschieden. Grund:
wire x ©y = 0, dann wire der relative Fehler der Berechnung

kxoy—x-yl kKx-yl

= =1>1.
Ix -yl Ix -yl

Ubung 2.6 Zeigen Sie, da8 Multiplikation und Division das Standardmodell erfiillen.
¢

Wir wollen im weiteren immer annehmen, dafs wir eine Gleitkommaarithmetik zur
Verfiigung haben, die dem Standardmodell (2.4) geniigt.

2.2 Fortpflanzung von Rundungsfehlern

Im Normalfall wird bei numerischen Berechnungen nicht nur eine Operation aus-
gefiihrt, sondern mehrere hintereinandergeschaltet. Dabei kann die Reihenfolge, in der
die Operationen ausgefiihrt werden, einen dramatischen Einfluf$ auf das Ergebnis haben.

Beispiel 2.16. Wir wollen fiir x,y € IF den Wert x* — y? berechnen.

1. Berechnung in der Reihenfolge (x ® x) © (y ® y). Also ist
xex)oyey) = F+a)oy’(1+e) =01 +ea)—y*(1+e)) (1 + &)
= (XZ —yz) (] + 83) + (E] Xz — €2y2) (] + 53) y
was zu der pessimistischen Abschitzung

(x®x)oe (yoy) — (x* —y?)|
Ix? —y?|

2 2
<qt++p Y 2.5)
x2 —y?|

fuhrt, die beliebig schlecht werden kann, wenn [x| ~ |y| ist.
2. Berechnung in der Reihenfolge (x ® y) ® (x ©y). Dann ist

xoylexoey) = x+y(I+e)®x—y)(1+e2)
= (x+y) (T +e) x(x—=y) (1 +¢€2)) (1 +&3)
= (X =y} (I +e) (1 +2) (1+e3),

16Eine Arithmetik ohne diese Eigenschaft macht ja auch wenig Sinn
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%% SkProdl.m (Numerik 1)

%% Berechnung des Skalarprodukts
%% Eingabe:
%% x,y Vektoren

function sp = SkProd( x,y )
xdim = length( x );
ydim = length( y );

sp = 0;
for i = 1:min( xdim,ydim )
sp = sp + x(1) * y(i);
end
%endfunction

Programm 2.1 MLTeX/SkProd1.m: Berechnung des Skalarprodukts

was die wesentliche bessere Fehlerschranke

(x®y)® (xey) — (x* —y?)|
x2 —y?|

<304 3024+ 0° ~ 30 (2.6)

ergibt.

Nun musf (2.5) an sich noch nichts schlimmes bedeuten: wir haben lediglich eine obere
Abschitzung, die sich schlecht verhilt. Doch leider ist die Realitdt auch nicht besser!

Beispiel 2.17. Wir betrachten
B=10, m=3, x=.334 und y=.333.

Dann ist x* = .112,y?> = .111, also hat x* — y* die normalisierte Darstellung .100 X 102,
Das korrekte Ergebnis hingegen wire .667 X 1073, der relative Fehler ist ~ 0.499, also
100u! Dies ist schlimm genug, allerdings tibertreibt Formel (2.5) den relativen Fehler
mit einem Wert ~ 333 schon etwas.

Als ein weiteres Beispiel von Rundungsfehlerfortpflanzung wollen wir uns das Ska-
larprodukt zweier Vektoren x,y € R™ ansehen. Dieses berechnen wir nach der Regel'”

so =0, $i=s51®((x®y;), j=1,...,n,

wobei x'y = s,,. Da die Addition von Null unproblematisch ist, ist dann

7Wir sind in der Numerik und hier spielt es eine wesentliche Rolle, wie man die Dinge berechnet.
Andere Formeln produzieren dann auch andere Rundungsfehler.
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s1 = xyr (1+01)
s; = (s14+xy2(1482)) (1+¢,)
= Y1 (T+81) (1 +&2) +xy2 (1+82) (1 +¢2),

wobei [5/, ;| < 1. Der weitere Gang der Dinge ist nun leicht zu erraten.

Lemma 2.18. Fiirj = 2,...,n gilt

j
Zxkyk +8) [T+, (2.7)
=k

wobei 1 = 0.

Beweis: Induktion tiber j. Die Félle j = 1, 2 haben wir ja schon betrachtet. Sei also (2.7)
fiir ein j > 2 bewiesen. Nun ist

Sit1 = $§® (X511 ®Yju1) = (85 + X11Yja (1 4 8534)) (1 4 €514)

= S5 (1 + 5j+1) + Xj+1Yj+1 (1+ 5j+1) (1+ Ej+1)
j+1

= ZXkyk + &) HU + &) + XY (14 8541) (T + €541)

)—H J—H

= Zxkka +6k)H(1 +81)‘
k=1 1=k

Damit erhalten wir den absoluten Fehler

Z XY [ H + Ek — 1)
. ol

< le,yj( (1+a)" 72 —1)

_i4 .
= ZXJUJ( —j+2)ﬁ+(“ ;+ )a2+---+a“—3+2)

ea = [sn—x"y|=

3

< (n+1)1 Z Xyl + O ((n0)?).

j=1

Definition 2.19 (Landau-Symbole). Sei ¢ : R — R stetig in einer Umgebung von 0. Ein
Ausdruck VP (u) ist ein ,,Grofs-O” von ¢(u), in Zeichen P = O(¢p(u)), falls

u—0 ‘ ¢ EU)

lim sup _u)' < 00. (2.8)
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Entsprechend schreiben wir { = o(¢(u)) falls

_P(u)
lim —— =0. 2.9
M 29
Da der Rundungsfehler {L immer als sehr klein (im Vergleich zu n) angenommen
wird, also nu < 1, werden wir O ((nft)?)-Terme immer unter den Tisch fallen lassen.
Somit haben wir die folgende Aussage tiber die Stabilitdt der Berechnung des inneren
Produkts.

Satz 2.20. Der relative Fehler bei der Berechnung des Skalarprodukts x"y, x,y € R, erfiillt die
Ungleichung

T, n Ixiy;l
= "‘”T—S"' < nﬁu +0((n)?). (2.10)
XMyl xTyl
Ubung 2.7 Erkliren Sie, wie man von der Konstante n + 1 auf n kommt. ¢

Noch ein Wort zur Abschédtzung (2.10): ist das Skalarprodukt sehr klein (d.h., die
Vektoren sind fast orthogonal), nicht aber die Summe [x;y;| + - - + [xqyn|, dann kann
die Abschdtzung und damit die Genauigkeit des Ergebnisses beliebig schlecht werden.
Auflerdem muf} mindestens einmal Ausloschung auftreten

Wir sehen auch noch eine weitere ,Faustregel”: die Koeffizienten x;,y; sind ja an
n —j + 1 Operationen beteiligt (eine Multiplikation und n — j Additionen) und ,sam-
meln” bei jeder dieser Operationen einen Fehler auf. Da insgesamt n kombinierte Mul-
tiplikationen/Additionen auftauchen, ist es nur plausibel, dafl der Gesamtfehler die
Grofienordnung nfi haben wird. Erstaunlicherweise kann man dieses ,Naturgesetz”
umgehen, wie wir noch sehen werden.

2.3 Rickwartsfehler

Wir konnen Gleichung (2.7) mit j = n noch auf eine andere Weise interpretieren: den
berechneten Wert x ©y = s,, konnte man dadurch erhalten, dafy man exakt rechnet, aber
die Ausgangsdaten stort. Anders gesagt:

xOy =0 =18g,

wobei
n

%05 = %y (1 + &) H (T4 ex).

k=i
Wir interpretieren Fehler aus der Berechnung also jetzt als Fehler in den Eingabedaten.
Diese Idee, die auf Wilkinson [45] zurtickgeht, hat die folgenden Vorteile:

¢ Rundungsfehler und Datenungenauigkeiten (hat da jemand 0.1 eingegeben?)
werden gleich behandelt.



24 2 FEHLERANALYSE

e Man kann jetzt auf den reichen Fundus der Storungsrechnung zurtickgreifen.

e Die Sensitivitdt der Rechnung beziiglich individueller Daten wird berticksichtigt
(x1,y; sind wesentlich stiarker mit Fehlern behaftet als x,,, yn).

Definition 2.21. Es sei f : D C R™ — IR™ eine beliebige Funktion und f: D — R™ein
numerisches Verfahren dazu. Ein Riickwartsfehler p des Verfahrens ist eine Zahl, so
daf3 es fiir alle x € D \ {0} ein X € R™ mit der Eigenschaft flx) = f(R) gibt, so daf3 die
relative Fehlerabschdtzung

lIx — ||

[Ixll

erfiillt ist. Ein komponentenweiser Riickwirtsfehler p € IR" ist analog als kleinste
Fehlerschranke in

(2.11)

|Xj - 7A<j|

< Pjy j=1,...,n, (2.12)
’Xj’

definiert.
Es versteht sich von selbst, dafs man versucht, moglichst kleine Werte fiir p zu
bestimmen, da sonst die Aussagekraft nur sehr limitiert ist.

Schematisch ist die Idee des Riickwirtsfehlers wie folgt:

x — f\
) g =flx)
R = f

Beispiel 2.22. Nach Lemma 2.18 hat der Riickwértsfehler fiir das Skalarprodukt mit
vorgegebenem y € R" als Abbildung von R™ — R™ den Wert p = nfl, der komponen-
tenweise Riickwirtsfehler hingegen p = (nfi,nfi, (n — 1)1, ..., 24).

Definition 2.23. Die Konditionszahl k; einer Berechnung f : D — R™ (in Abhédngig-
keit von den Eingabewerten x € D) ist eine Schranke fiir das absolute oder relative
Anderungsverhalten

[f(x+8) — f(x)|| < keX)lISN, 8 €R™,

bzw.
[ (x +8) — F(x)|| < IF)lIkeGNSN, 8 € R™, £(x) # 0,

wobei 3] als sehr klein angenommen wird.
Bemerkung 2.24.
1. Mit der Konditionszahl ergibt sich die ,beriihmte” Regel

Fehler < Konditionszahl x Riickwaértsfehler.
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2. Diese Aufspaltung ist noch in einer anderen Hinsicht interessant: die Konditi-
onszahl hiangt nur von f, also dem Problem, aber nicht von f dem Verfahren
ab und sagt lediglich etwas dariiber aus, wie Storungssensitiv das Problem ist.
Die Verfahrensfehler werden tiber die Riickwértsanalyse in den Riickwartsfehler
gesteckt, wo sie sich mit den Datenfehlern verbiinden konnen.

3. Ist f € C* (D), dann liefert die Taylorentwicklung

f(x+8) = f(x)+ Df (x) 6 + % DX(0) (5,5, |16 — x| < |I5]l.

Ist die Bilinearform D?f halbwegs verniinftig beschrédnkt, dann ist der letzte Term
ein O (||5]|?) und die Konditionszahl erfiillt

Ke(x) ~ [IDAII, (2.13)

wobei || - || eine geeignete Norm ist.

Abbildung 2.2: Riickwirtsfehler und Konditionszahl. Zuerst findet man ein
(natiirlich moglichst gutes) x so dafl flx) = f (%), der Riickwirtsfehler ist dann
der Radius eines (moglichst kleinen) Kreises um x, der auch X enthilt. Dieser Kreis
wird nun durch f auf ein anderes Gebiet (hier der Einfachheit halber ebenfalls
ein Kreis) abgebildet und das Verhiltnis aus dem Radius dieses Gebildes und des
Ausgangskreises ist schliefslich die Konditionszahl.

Beispiel 2.25 (Konditionszahl fiir das Skalarprodukt). Halten wir y € RR" fest und
betrachten die Abbildung

fy 1 R" = R, fy(x) =x'y = ijyj.
j=1
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Also ist
ofy .
Df = a—sz) =1L..,n|=(y:j=1,...,n) =y
Auf der anderen Seite ist fiir das obige Summationsverfahren [|5|| < nfi||x|| (Riickwdrts-
fehler) und damit haben wir die Abschidtzung

X"y = su| < nttlixll f1yll-

Alle Fehlerabschédtzungen, die auf Konditionszahlen und Riickwaértsfehlern beruhen,
sind a—priori-Abschitzungen, das heifst, sie sind von den Eingabedaten unabhingig.
Einerseits ist das vorteilhaft, weil keine weiteren Voraussetzungen beachtet und einge-
halten werden miissen, andererseits haben aber solche ,allgemeinen” Aussagen immer
den Nachteil, da88 sie in vielen Einzelféllen zu einer Uberschitzung des Fehlers neigen.
Bessere, das heifst schirfere Resultate erhédlt man zumeist durch die sogenannte runnig
error analysis'®, oder {iber statistische Methoden, die dann von einer gewissen Vertei-
lung der Eingangsdaten ausgehen und normalerweise Aussagen tiber mittlere Fehler
liefern.

2.4 Summation
Es ist leicht zu sehen, daf? fiir x € R" der ,naive” Summationsalgorithmus
so=0 Sj = Sj_1 DX, j=1,...,n,

zur Berechnung von X'y =x1 4+ +%xn, 1n = (1,...,1)" als Spezialfall des Skalarpro-
dukts die Fehlerabschédtzung

X1, — syl <n Z]-n:] Ix;]
T - n

erfiillt. Beim Aufsummieren riesiger Datensétze (z.B. in Statistiken) kann n durchaus
grofd werden, also ist es moglicherweise nicht sonderlich gut um das Ergebnis der Sum-
mation bestellt. Die Frage ist also: , Kann man die Konstante n in der Fehlerschranke
verbessern?” Die Antwort ist die compensated summation von Kahan. Der Algorith-
mus ist allerdings etwas aufwendiger:

(2.14)

S1 = Xj, C]IO
Y = X © Cj—1, T:qu@Y, Cj:(TGqu)@Y, Sj:T, jZZ,...,TL

Die Idee dieses Verfahrens ist, dafs die Folge c; die Rundungsfehler aufsammelt und
immer wieder in die Rechnung steckt und auf diese Art letztendlich kompensiert, so
daff man ein wesentlich besseres Fehlerverhalten bekommt. Den Satz beweisen wir

nicht, wer sich fiir den voll und ganz nichttrivialen Beweis interessiert, findet diesen in
[12].

18Zumindest der Name sollte einmal gefallen sein.
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%% CompSuml.m

%% Compensated Summation
%% Eingabe:
%% X Datenvektor

function sum = CompensatedSum( x )
xdim = length( x );
S = x(1);
C =0;

= 2:xdim

x(1) - G

S +Y;
(T-5)-1Y;
T;

<
L1 I I |

end

sum = S;
endfunction

Programm 2.2 MLTeX/CompSum1.m: Compensated Summation

Satz 2.26 (Riickwartsfehler fiir Kahan—-Summation). Die berechnete Summe s, der Kahan—
Summationsformel erfiillt

sn—Zx) +55) +o(na2)Z|xJ 5 <20,5=1,...,n. (2.15)

j=1

Korollar 2.27 (Vorwirtsfehler fiir Kahan-Summation). Die berechnete Summe s, der
Kahan—-Summationsformel hat den relativen Fehler

|XT1n - Sn’

2.1
X1 (2.16)

< (20 + o(nt?)) 2T

Ubung 2.8 Zeigen Sie: Man kann das Skalarprodukt mit einem Riickwértsfehler von
3(1 + O({i?) berechnen. o



28 3 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME UND NUMERISCHE LOSUNGEN

1 Breite und Liinge zusammen sind 7
Handbreiten, Linge und Breite
zusammen sind 10 Handbreiten.

Babylonisches Gleichungssystem in
zwei Unbekannten, Susa,
2. Jahrtausend v. Chr

Lineare
Gleichungssysteme und
numerische Losungen

Ein Lineares Gleichungssystem besteht aus einer Matrix A € R™™ und einem Vektor
b € R™; das Ziel ist es, einen Vektor x € R™ zu finden, so daf

Ax =b (3.1)

erfiillt ist. Dieses Problem ist genau dann fiir alle rechten Seiten b € IR™ 16sbar, wenn A
den Rang m hat, also muf3, da dieser Rang < max{m, n}ist, insbesondere n > m gelten.
Gleichungssysteme, die aus mehr Gleichungen als Variablen bestehen, also m > n
erfiillen, nennt man iiberbestimmt, Gleichungssysteme mit ,zu wenigen” Gleichun-
gen, m < n, hingegen unterbestimmt. Die Losung x ist genau dann eindeutig, wenn
m = nist und die (dann) quadratische Matrix A nichtsinguldr oder invertierbar ist, das
heifst, wenn det A # 0 ist.

3.1 Beispiel fur lineare Gleichungssysteme

Das einfachste Auftreten von linearen Gleichungssystemen in der ,Praxis” ist im Kon-
text der Interpolation: Es sei .%#, ein n—dimensionaler Vektorraum und fy,..., f, eine
Basis von .#,,. Aulerdem seien Punkte x;, ..., x, gegeben. Das Interpolationsproblem
besteht nun darin, zu vorgegebenen Werten yj, ..., y, eine Funktion f = 3", a;f; zu
finden, so dafs

f(xj) = yj, j=1,...,n.
Anders gesagt,

Zakfk(xj):yj, j:1,...,n,
k=1

oder eben
[fr (x5) 1§, k=1,...,nla=y. (3.2)
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Mit ein klein wenig Phantasie kann man das auch auf beliebige lineare Funktionale und
Operatoren auf endlichdimensionalen Vektorraumen erweitern. Die Idee ist einfach,
verwirrt aber trotzdem gerne.

Bei den Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme unterscheidet man zwi-
schen direkten Methoden (die das Problem in einer endlichen Anzahl von Schritten
16sen) und iterativen Verfahren (die sich mehr oder weniger langsam an die Losung
herantasten). AufSerdem gibt es Verfahren, die die spezielle Struktur bestimmter Ma-
trixtypen ausnutzen, um das Problem schneller oder stabiler zu 16sen.

Die meiste Information tiber das Losen linearer Gleichungssysteme findet sich in
[13,17], aus denen auch die Kapitel iiber numerische Lineare Algebra entnommen sind.

3.2 Normen und Konditionszahlen

Um ,verniinftige” Aussagen iiber Fehler und die ,numerische Qualitdt” eines linea-
ren Gleichungssystems machen zu kénnen, benttigen wir Mafle fiir die ,Grof3e” von
Vektoren und Matrizen, daher ein bifschen Information tiber Normen fiir Vektoren und
Matrizen.

Definition 3.1. Eine Abbildung ||| : R™ — R heifst (Vektor-)Norm, wenn gilt

1. |Ix]] = 0 und ||x|| = 0 dann und nur dann, wenn x = 0. (Positivitit)
2. llex|l = Ic| |Ixll, c € R. (Positive Homogenitit)
3. Ix +yll < |Ixll + [lyll. (Dreiecksungleichung).
Ubung 3.1 Beweisen Sie die weniger bekannte , Dreiecksungleichung nach unten”:

I = yll = [IxIl =iyl -

Beispiel 3.2. Klassische Beispiele fiir Normen sind

1. Die 1-Norm oder Manhattan-Norm

n
Ixlh = > Il
j=1

n

2

Xl = 4 D Il
j=1

3. Die co-Norm, die den Worst—Case-Fehler

2. Euklidischer Abstand

x|l = max x5

= lyeeey

angibt.
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4. Das sind alles Spezialfdlle der sogenannten p-Normen

n 1/p
lixIl, = (Z !xj!p] ,  1<p<oo. (3.3)
j=1

Ubung 3.2 Es sei A € R™™ eine symmetrische positiv definite Matrix, d.h., AT = A und
x'Ax >0, x € R"\ 0. Zeigen Sie:

Ix||5 := VxTAx, x € R™,

ist eine Norm und plotten Sie fiir einige A die Einheitskugeln {x : |[x|]|[, = 1}. &

Analog zu Vektornormen kann man auch Matrixnormen definieren, indem man 3.1
einfach wortlich tibernimmt. Moglich ist dies, weil die Matrizen ebenfalls einen Vek-
torraum bilden, also addiert und mit Zahlen aus R multipliziert werden kénnen. Und
Normen gehdren immer zu Vektorrdumen.

Definition 3.3. Eine Abbildung ||-|| : R™™ — R heifist Matrix-Norm, wenn
1. ||A|] = 0 und ||A|| = 0 dann und und nur dann, wenn A = 0.
2. |lcAll = Ic] |IA]l, c € R.
3. [IA + Bl < [IAll + [[BIl.
Beispiel 3.4 (Matrixnormen). Jetzt haben wir schon eine viel grofiere Auswahl:

1. Vektornormen: Man fafit die Matrix als einen Vektor in R™ auf und verwendet
eine beliebige Vektornorm, z.B. die co-Norm

Allv = max |a;
1Al = max la

n
2
IAlF = 4| D lapl’.
j,k=1

Die Norm ||| heifst Frobeniusnorm und ist ausgesprochen beliebt.

oder die 2-Norm

2. Operatornorm: zu einer beliebigen Vektornorm ||| definiert man die Operator-
norm

Ax
[|A|| = max I ”.
x#0  ||x]|

Diese Norm misst, wie stark die Matrix Vektoren ,vergrofiern” kann.
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3. Beispiele fiir die Operatornormen zu den p—Normen:

Spaltensummennorm:
n
IAIL = Jj‘f}?fn; il
J:
Zeilensummennorm: N
Al = max Y lajd.
j=1,...n =
I"Jbung 3.3 Zeigen Sie: Ist 1/p +1/q = 1, dann ist ||Al|, = ||ATHq. &

Die néchste Definition geht nun iiber den Vektorraum hinaus und berticksichtigt aufser-
dem die Tatsache, dafs Matrizen, im Gegensatz zu ,normalen” Vektoren'? auch multipli-
ziert werden konnen, also eine (nichtkommutative) Algebra bilden. Und verntinftiges
Verhalten der Norm beziiglich dieser Multiplikation gibt es nicht immer und muss
daher gefordert werden.

Definition 3.5 (Konsistenz & Vertréglichkeit).

1. Eine Matrixnorm || - || heifst konsistent, falls

IABII < [IA[I1[BII.-

2. Eine Matrixnorm || - [|m und eine Vektornorm || - ||y heifsen vertrdglich, wenn

IAX]ly < [[AlIm (Xl -

Ubung 3.4 Zeigen Sie:

1. Jede Operatornorm ist konsistent und mit der zugehorigen Vektornorm ver-
traglich.

2. Die Norm
IAll = _InaX |Cljk|

)yK=1yeeey

ist nicht konsistent.
3. Es gibt keine Matrixnorm || - || so daf3 [|AB|| = ||A|| ||B| fiir alle A, B € R™".
¢

Definition 3.6. Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A € R™" beztiglich der
Norm || - || ist definiert als
k(A) = ||A7"] 1ALl

Im Falle der p~Normen schreiben wir k,(A).

“Weil wir gerade dabei sind: Was ist eigentlich ein Vektor?
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Als ndchstes zeigen wir, daf$ die so definierte Konditionszahl tatsdchlich das erfiillt,
was wir von einer Konditionszahl nach Definition 2.23 erwarten.

Satz 3.7. Fiir jede Operatornorm || - || gilt

lta+e" A
K(A) =lim sup (3.4)

e=0 |EjI<e|IAl e[JATT|

Die Konditionszahl k(A) misst also die Konditioniertheit der Abbildung f(A) = A~.

Fiir den Beweis brauchen wir erst eine Hilfsaussage. Da zu jeder Operatornorm per
Definitionem auch eine Vektornorm gehort, bezeichnen wir jetzt beide Normen einfach
mit || - .

Lemma 3.8. Zu beliebigen Vektoren x,y € R™ mit |[x|| = |lyl| = 1 gibt es eine Matrix
A€ R sodafly = Ax und ||Al]| = 1.

Beweis: Zu x existiert immer ein dualer Vektor x’, der durch die Eigenschaften

T ' —1

und max |z
llzl|=1

definiert ist, und zwar nach Satz von Hahn-Banach?!. Dann setzen wir lediglich A =

yx’T und esist Ax =y (x"x) = y und es gibt ein z, mit ||z.]| = 1, so daf

ANl = max Azl = Azl = [y (=!x)

und da [|Ax]| = [yl =1, ist [|A|| = 1. O

Beweis von Satz 3.7: Aus der (formalen®?!) Entwicklung
-1 - > : j
A+E) " =(I+EAA) =AT(I+EAT) =AY (-1)i(EA”)
=0
erhalten wir mit ||E|| < ¢||A]|, dafs

A+E)"—AT=—ATEA+ O (82) .

20Esg ist ein schoner Verstindnistest, im Rest des Beweises die Unterscheidungen || - [y und || - [|m fiir
Vektor- und Operatornorm dazuzuschreiben. Viel Spass dabei!

21D3as ist ein durchaus nichttriviales Resultat aus der Funktionalanalysis, das hier nur zitiert, nicht
bewiesen werden soll. Interessenten sei das Buch [23] ans Herz gelegt, das eine sehr schéne Einfithrung
in die Funktionalanalysis bietet.

22Das heifdt, wir betrachten Reihen ohne uns um deren Konvergenz zu kitmmern — also das, wovon
man in den Analysis immer getrdumt hat.
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Daf3 diese Vorgehensweise fiir hinreichend kleine ¢ korrektist, wird Lemma 3.11 zeigen.
Wir miissen nun nachweisen, dafs

sup [ATEA| = []A 5
IIE[I<1
denn dann ist
[a+er =] aanfaffroe
IIEigsIIIDAII eIAT| N eJAT| = [|A]l HA ” +0(e),

woraus (3.4) folgt. Nun ist ,<” in (3.5) einfach:

-1 -1 -1 1 —1112
IAEAT < A II@IIA I=<flA™]
Fiir die Gleichheit wahlen wir y € R", |ly|| = 1 so, daf
A ={lA"]

(was geht, weil wir eine von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm haben) und
setzen auflerdem

_ Ay
A
Dann ist ||x|| = |ly|| = 1 und
[ATEAT!|| = max |ATTEATZ|| > [ATTEA Y| = ||[ATEX|| A7 (3.6)

llzll=1
Nach Lemma 3.8 gibt es eine Matrix E € R™", so dafs [|E|| = T und Ex = y und somit ist
IA"Ex|| = [[A7"y[| = A7 (3.7)

Setzt man (3.7) in (3.6) ein, so ergibt sich schliefilich (3.5). O

3.3 Eine allgemeine Fehlerabschatzung

Die (Riickwirts—) Fehleranalyse wird uns spéter Resultate der Form
AX=Db (3.8)

fiir die berechnete Groe X liefern, wobei die Matrix E = A — A in einem gewissen
Sinne ,klein” sein wird. Aus diesen Eigenschaften 143t sich dann eine Abschédtzung
fiir den relativen Fehler von x herleiten. Zu diesem Zweck bezeichne ||-|| eine beliebige
Vektornorm wie auch die zugehdrige Operatornorm.
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Satz 3.9. Essei A € R™" invertierbar und es gelte
|ATE[|=p <1 (3.9)

sowie
IIEl <& [|A]l. (3.10)

Dann gilt fiir den relativen Fehler die Abschitzung

K(A), xeR"\{0} (3.11)

Bemerkung 3.10. Wir kénnen die beiden Bedingungen (3.9) und (3.10) zu einer ,grif-
tigen” (aber etwas schérferen) Forderung kombinieren, ndmlich daf3

K(A) < 857! (3.12)
sein soll. In der Tat ist dann
N N K(A) _1 1E
=[|ATTE|[ < [|ATY[I[EIl = ——= |[Ell< 6" — < 1.
p=ATE[ <[] AT Al
~—

<é

Man kann aber (3.12) auch so auffassen, dafs das Problem nicht schlechter konditio-

niert sein darf als die Genauigkeit, mit der A berechnet werden kann, denn ansonsten
kann man (heuristisch) davon ausgehen, dafs das Ergebnis der Rechnung unsinnig ist.
Diese Eigenschaft wird iibrigens in Programmen wie Octave oder Matlab tatsdchlich
tiberpriift”® und das Programm liefert eine Warnung, wenn sie nicht erfiillt ist.

Um Satz 3.9 zu beweisen, erst einmal ein paar Betrachtungen tiber A.

Lemma 3.11. Es sei A € R™™ invertierbar. Unter der Voraussetzung (3.9) ist auch die Matrix
A = A — E invertierbar und es gilt

— A7l
HA 1” ST (3.13)

Beweis: Wir betrachten N
A:A—E:A(I—A—‘E)

und stellen fest, daf3 fiir N € IN,

N )
> (AE)
j=0

23Allerdings wird dort nicht die ,,exakte” Konditionszahl bestimmt, was eine O (n3 )—Geschichte wire,

(1—A7"E)

-y ATE) =Y (AE) =1-(ATE). B4

N o N+1
j=0 j=1

sondern ,nur” eine Ndherung, die mit einem Aufwand von O (nz) bestimmt werden kann. Details findet
man in [2].
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Da N
J(a )| < A < ot

konvergiert die rechte Seite von (3.14) gegen I fiir N — oo und damit ist
(1-A7E) =Y (A E), (3.15)
j=0

weil die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert:

1-A7E) || = S (A E)|[<S o=
Jo- a0 - | )< S -
Also ist ” ]”
— 1 A~
bt < 2D
O
Beweis von Satz 3.9: Esist
X—x=A"(b—Ax)=A""(b—(A—E}x)=A" (b— Ax+Ex) = A'Ex,
also, mittels (3.10) und (3.13)
) < [ et < 2= [JA" Al 1,
1 P ee—_——
=k(A)
woraus (3.11) sofort folgt. O

Bemerkung 3.12. Die implizite Voraussetzung in Satz 3.9, namlich, dafs die Matrixnorm
die von der Vektornorm induzierte Operatornorm ist, laf3t sich bei genauerer Betrach-
tung etwas abschwéchen: Lemma 3.11 setzt lediglich voraus, daff die Matrixnorm
konsistent ist, im Beweis von Satz 3.9 verwenden wir, dafs die Vektor- und die Ma-
trixnorm vertrédglich sind. Dies ist aber ohnehin eine natiirliche Minimalbedingung,
um Vektornormen {iiber eine Matrixnorm beschreiben zu kénnen.
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Vergebens predigt Salomo
Die Leute machens doch nicht so.

Wilhelm Busch

Direkte Methoden fur
lineare Gleichungssysteme

Die , klassische” Methode zur Losung von Gleichungssystemen ist die Gaufi-Elimination,
die auf der sogenannten LU-Zerlegung basiert, bei der das Losen eines Gleichungssy-
stems auf das Losen einfacherer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt wird.

4.1 Dreiecksmatrizen

Wir beginnen mit Gleichungssystemen von besonders einfacher Form, die man mehr
oder weniger sofort 16sen kann.

Definition 4.1. Eine Matrix A = [ajc :j,k =1,...,n] € R™" heifit untere Dreiecksma-
trix bzw. obere Dreiecksmatrix, wenn aj, = 0 fiir j < k, bzw. j > k.

I"Jbung 4.1 Zeigen Sie: das Produkt zweier unterer (oberer) Dreiecksmatrizen ist wieder
eine untere (obere) Dreiecksmatrix. o

Dreiecksmatrizen definieren besonders einfach zu losende lineare Gleichungssysteme,
bei denen man die Variablen schrittweise eliminieren kann. Ist beispielsweise

L:[ﬁjk:j,kzh...,n]

eine untere Dreiecksmatrix, dann lautet das zugehorige Gleichungssystem in expliziter
Form

€1 x4 = by,
brxy +lnx = by,
erﬂ X1 + enZ X2 ... + gnn Xn = brw
was sofort
X1 = b]/ fm

x2 = (ba—4ax1) /a2,

Xn = (bn - eTﬂX] — en,nflxnfl) /an)
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%% VorElim.m (Numerik 1)

M —mm -
%% Vorwaertselimination, ueberschreibt b

%% Eingabe:

%% L untere Dreiecksmatrix

%% b rechte Seite

function x = VorElim( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n

%% Inneres Produkt!

b(j) = (b(i) - LC j,1:3-1 ) * b( 1:3-1 ) ) / L(,3);
end

X = b;
endfunction

Programm 4.1 MLTeX/VorElim.m: Vorwértselimination nach (4.1).

ergibt. Die Formel

j—1
xj:(bi—Z%k"“J/%, j=1,...,m, (41)
k=1

bezeichnet man als Vorwartselimination das Gegenstiick fiir obere Dreiecksmatrizen
U = [uy :j,k =1,...,n], ndmlich

Xj:(b]‘— Zujkxk]/ujj, j:n,...,1, (42)
k=j+1
heifit Riicksubstitution.

Zuerst ein paar Uberlegungen zum Aufwand des Verfahrens: im j—ten Schritt von
(4.1) werden j — 1 Multiplikationen, j — 1 Subtraktionen und schliefSlich eine Division
ausgefiihrt, also insgesamt 2j — 1 FlieBkommaoperationen, oder kurz flops *. Insgesamt
sind das also

flops und genau dasselbe gilt natiirlich auch fiir die Riicksubstitution.

Bemerkung 4.2. Das Zihlen von flops zur Messung der Komplexitdt numerischer Ver-
fahren stammt aus der ,Ur- und Friithgeschichte” des Computers, als Programmierer

24Fiir floating point operations
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%% RueckSubs.m (Numerik 1)

b A e ittt ettt
%% Ruecksubstitution, ueberschreibt b

%% Eingabe:

%% U obere Dreiecksmatrix

%% b rechte Seite

function x = RueckSubs( U,b )
n = length( b );

b() = b(n) / U(n,n);
for j =n-1:-1:1

b(j) = (b)) - UC j,j+1:n ) * b( j+lin ) ) / UG,5);
end

X = b;
endfunction

Programm 4.2 MLTeX/RueckSubs.m: Riicksubstitution nach (4.2).

noch echte Programmierer und FlieSkommaoperationen aufwendig waren. Andere
Aufgaben, wie beispielsweise Indizierung und Speicherorganisation waren im Ver-
gleich dazu vernachléssigbar. Dank der modernen FlieSkommakoprozessoren ist diese
Annahme jedoch nicht mehr richtig und daher ist das Zahlen von flops auch nur noch
von eingeschranktem Wert.

4.2 Naive GauB-Elimination

Nachdem also Dreiecksmatrizen sehr einfach zu behandeln sind, ist es sicherlich eine
verntiinftige Strategie, die Losung eines allgemeinen Gleichungssystems auf die Losung
von Dreieckssystemen zurtickzufiihren. Genauer gesagt besteht das Ziel darin, die
Matrix A in

A=LU

zu zerlegen und dann die beiden einfacheren Systeme
Ly=> und Ux =y
durch Vorwirtselimination und Riicksubstitution zu 16sen.

Bemerkung 4.3. Die Berechnung einer LU-Zerlegung hat noch einen weiteren Vorteil:
ist das Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b zu l6sen, so mufs man die
Zerlegung nur einmal durchfiihren und braucht dann nur noch Dreieckssysteme zu
16sen. Wir werden sehen, daf3 das Zerlegen der Matrix der deutlich aufwendigere Teil
des Losungsverfahrens ist.
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Bevor wir das enstprechende Resultat formulieren konnen, erst mal ein bifichen Termi-
nologie.

Definition 4.4. Fiir eine Matrix A € R™" bezeichnen wir mit A,,,, m = 1,...,n, die
m-te Hauptuntermatrix

An = lag:j,k=1,...,m] e R™™,
Die Zahl det A,,, bezeichnet man als m-te Hauptminore von A.

Satz 4.5. Fiir A € R™" seien alle Hauptminoren ungleich Null, d.h. detA,, # 0, m =
1,...,n. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L € R™™ und eine obere Dreiecksmatrix
U € R™" so dafs

A=LU und =1, j=1,...,n. (4.3)

Bemerkung 4.6. Die LU-Zerlegung liefert uns aufserdem ein wesentlich effizienteres
und stabileres Verfahren, um die Determinante einer Matrix zu berechnen, denn in

diesem Fall ist ja

det A =det(LU) =detL detU = Huj]

=1 j=1

Generell sollte man aber von Determinanten immer die Finger lassen, da sie so
ziemlich zum instabilsten gehoren, was man in der numerischen linearen Algebra
berechnen kann.

Korollar 4.7. Eine Matrix A € R™™ hat genau dann von Null verschiedenen Hauptmino-
ren detA,, m = 1,...,n, wenn es eine untere Dreiecksmatrix L € R™™ und eine obere
Dreiecksmatrix U € RV" mit &; =1, =1,...,n, und w;; # 0,j = 1,...,n, gibt, so daf
A =Ll

Beweis: Hat A von Null verschiedene Hauptminoren, so liefern uns Satz 4.5 und

j=1

=1 =

=1

die gewtinschten Eigenschaften. Fiir die Umkehrung bemerken wir, dafs A, = LUy,
(siehe (4.5) fiir Details), also

detAm:Hujj#O, m=1,...,n.
j=1
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Wir werden uns zwei Beweise fiir Satz 4.5 ansehen: der erste ist etwas ,,direkter” und
fuhrt zur Doolittle-Methode, der zweite ist auf den ersten Blick etwas ,,abstrakter” und
wird zur Gaufi-Elimination fithren, die wir spéter auf beliebige Matrizen erweitern
konnen.

Beweis von Satz 4.5: Die Zerlegung A = LU ist equivalent zu

n
ajk:ZEjruTk, j,k:1,...,n,
r=1

und da ¢, = 0 falls r > j und u, = 0 falls v > k, heifst das, dafs von der Summe nicht
mehr so viel {ibrigbleibt:

minfj,k}

Ak = Z Bjrurk, ],k: 1,...,TL. (4:5)
r=1

Aus dieser Indentitdt bauen wir sukzessive die Spalten von L und die Zeilen von U
auf; dazu nehmen zuerst einmal an, dafs wir fiir m = 1,...,n die ersten m — 1 Spalten
von L und die ersten m — 1 Zeilen von U, also die Matrizen

—_

Lpg=Wr:j=1,...,n, k=1,...,m—1 e R™™!

und

—

Um,1 :[ujk:j:1,...,m—1,k:1,...,n]E]Rm*b(“

kennen und dafs die beiden sich passend multiplizieren:

ai a1,m—1 A1m Ain
’E ﬂ | Gm—a1 - QGuim—1 Qm-1m -.- Qm-In 4.6
m—14Ym—-1 — . ( . )
A1 . Amym—1 * . *
an e Anym—1 * e *

Das * unten rechts bedeutet, dafs die Matrix hier (noch) machen darf, was sie will.
Ausserdem beachten wir, dafs diese Forderung fiir m = 1 trivialerweise erfiillt ist, weil
es ja gar keine Bedingung an die Matrix gibt. Nun setzen wir {,,,, = 1 und betrachten
(4.5) fiir j = m und k > m, also

m m—1
Amkx = Z Emru/rk = Z emru/rk + @umk
r=1 r=1 -1

Das 16sen wir nach u,,x auf und erhalten

m—1

Umk = Qmk — Z Emru’rk) k= m,...,Mn. (47)

r=1
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Wire nun
m—1
WUmm = Gmm — § emrurm = O)
r=1

also ]
m—

Amm = Z Emru/rm = @m—]am—l)mm»
r=1

dann ware, zusammen mit (4.6), A, = (fm,1ﬁm,1)m, aber da diese beiden Matrizen
jeweils nur Rang m — 1 haben, kénnte A, nicht invertierbar sein. Also, der langen Rede
kurzer Sinn: es mufS u,,,, # 0 sein.

Damit konnen wir den Spiefs umdrehen und uns (4.5) fiir j > m und k = m ansehen,

was
m—1

m
Qjm = Z ejru/rm = Z Ejrufrm + 2jmumm
r=1

r=1

und damit :
b = [ajm — Z Ejrurm] /Winm, j=m+1,...,n, 4.8)

=1
liefert. AufSerdem ist das Ganze so gebaut, dafs jetzt (4.6) auch mit m anstelle von m — 1
gilt. O

Das Doolittle-Verfahren ist in Doolittle.m realisiert.

Bemerkung 4.8. Das Doolittle-Verfahren verwendet zur Berechnung eines Eintrags
von L oder von U gerade den entsprechenden Eintrag von A sowie vorher berechnete
Eintrdge von L und U. Das erlaubt es, den Eintrag aj mit

Ujk ) <K,
b j >k

zu {iberschreiben. Dabei wird die Matrix gemafs folgendem Schema aufgebaut:

—)—)
—>—>

A — L1
Ll

Beispiel 4.9. Sehen wir uns doch einmal die Funktionsweise des Doolittle—Verfahrens
anhand der einfachen Matrix

210

101 }

010

A —
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%% Doolittle.m (Numerik I)

b —mm
%% LU-Zerlegung a la Doolittle

%% Eingabe:

%% A Matrix

function [ L, U

] = Doolittle( A )
length( A );

n =
L = zeros( n )
U = zeros( n );

for m = 1l:n
LCmm) = 1;
for k = m:n
Uu(mk)=ACmk ) -L(m1m-1) *UC 1:m-1,k );

end
for j = m+l:n
LCjm) =ACj,m) -LCj,Iim-1) *UC 1:m-1,m );
LCjm) =LCj,m) /UCmm);
end
end

% endfunction

Programm 4.3 MLTeX/Doolittle.m: LU-Faktorisierung nach der Methode von Doo-
little, (4.7) und (4.8).
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an. Um unsere LU-Zerlegung zu bestimmen, miissen wir also eine 3 X 3-Matrix
auffiillen. Wir beginnen mit der ersten Zeile, deren Eintrdge u;, w;; und w3 sich

nach (4.7) als
0

U = A1 — E biue = apy, k=1,2,3,

r=1
=0
bestimmen. Also erhalten wir die erste Zeile unserer , Ergebnismatrix” LU als

210
LU=
Jetzt also an die erste Spalte. Nach (4.8) erhalten wir, dafs

Clj]

0
b = (Clj1 — Z Kjruvﬂ)/uﬂ T j=2,3,
=1

=0

und somit

LU =

(@I STE NS

Und nun wieder eine Zeile, bei der uns zur Abwechslung (4.7) die Regeln vorgibt:

1

1
up = ap—iupn =—3,
Uy = A — ) bty =
— ’ Uy = ap—iup=a3=1.
Tragen wir das ein, so erhalten wir
2 1 0
|1 _1
[U=|3; —35 1
0o -

Nun also zur zweiten Spalte, die, nun wieder vermittels (4.8), den Wert

!
b = [asz — Z £3Tu/r2] /un = (az — rw) /up = (1-0) /(_%) =2

r=1

erhilt, ergo
1 0
_% 1

LU =

oNI= N

Im ,oberen” Dreieck dieser Matrix, die Diagonale eingeschlossen, findet sich U, im ,,unteren” Dreieck
die Marix L. Da deren Diagonalemente {;; ja sowieso alle den Wert 1 haben, brauchen wir fiir sie keinen
Speicherplatz zu vergeuden.
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Wie sich die Zerlegung schliefSlich zu

LU =

210}
-1

2
-2 2

(@Y STE

vervollstangigen lafst, ist jetzt kein Rdtsel mehr. Tatsdchlich kann man das Doolittle—
Verfahren auch ohne jedewede Form mathematischer Kenntnisse durchfiihren, solange
man sich nur an das einfache Schema aus Abb. 4.1 halt.

X

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Doolittle-Verfahrens. Bei der Bestim-
mung der m-ten Zeile wird der neue Eintrag dadurch bestimmt, daff man vom
,Originalwert” der Matrix A das innere Produkt der beiden (farbigen) (m — 1)-
Vektoren am Anfang der Zeile und der Spalte, in denen sich der Eintrag befindet,
abzieht. Bei der Bestimmung einer Spalte geht das ganz genauso, nur wird zusétz-
lich noch durch den Wert des Diagonalelements dividiert.

Das Programm 4.4 Doolittle2.m realisiert das Doolittle-Verfahren mit sofortigem
Uberschreiben von A, also auf speicherplatzsparende Art.

Bestimmen wir schliefslich noch den Rechenaufwand des Doolittle-Verfahrens: um,
fiir ein festes m den Wert w,, zu berechnen brauchen wir m — 1 Multiplikationen und
ebensoviele Subtraktionen, also insgesamt 2m — 2 Operationen. Fiir die Eintrdage {j,,
sind, wegen der Division jeweils 2m — 1 Operationen nétig. Fiir jedes m sind aufSerdem
die n —m + 1 Eintrdge von U und n — m Eintrdge von L zu berechnen (da {;; = 1), also
brauchen wir fiir ein festes m insgesamt

m—m+1)2m—-2)+(n—m)2m—1) =4nm —4m? +5m —3n —2

Summiert man nun m = 1,...,n, dann ergibt sich

2 1 11
SnP—snf4—n-2

3 2 6
fiir den Rechenaufwand des Doolittle—Verfahrens.
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%% Doolittle2.m (Numerik I)

M —mm -
%% Doolittle-Methode mit Ueberschreiben

%% Eingabe:

%% A Matrix

function LU = Doolittle2( A )
n = length( A );

form = 1:n
for k = m:n

ACmk ) = AC m,k ) ACm,1:m-1 ) * AC 1:m-1,k );

end
for j = m+l:n
ACj,m) =ACj,m) - AC j,1:m-1 ) * AC 1:m-1,m );
ACjm) =ACj,m) / ACmm);
end
end
LU = A;

% endfunction

Programm 4.4 MLTeX/Doolittle2.m: Doolittle-Methode mit Uberschreiben von A.

Bemerkung 4.10. Generell betrdgt der Aufwand bei Faktorisierungsverfahren O (n3),
das wird bei der Gaufi-Elimination auch so sein. Dies ist eine Gréflenordnung mehr
als bei der Vorwirtselimination und der Riicksubstitution.

Nun zur Gaufs-Elimination.

Definition 4.11. Eine Gaufi-Transformation oder Gaufi—-Matrix ist eine Matrix der
Form

0
0 0 .
Mk:I_yelv y:[g]: Yir1 ) UEIR k> k:]v ,Tl—]
Yn

Bemerkung 4.12 (Gauf3-Transformationen).
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1. Gaufi-Transformationen sind untere Dreiecksmatrizen der Form

2. Die Inverse der GauB-Transformation I —ye| ist I +ye;:

(I—ye{)(l—l—ye{):I—ye{—i—yel—y @ e, =L

:yk:()
3. Fiir eine Matrix A in Zeilenform
aj
A=| :
ay
mit Zeilenvektoren aj, ..., a) ist
.
a,
T
a
_ k _ T
MkA = aT . (1T =A— y ak,
il = Yk+1 Gy
T T
a, —Yn 0

das heifdt, von den Zeilen ajT, j = k+1,...,n, wird das y;—fache der Zeile a]
abgezogen.

Beweis von Satz 4.5: Die Strategie besteht darin, GaufS—Transformationen

Mj:I—ymejT, ji=1,...,n—1,

zu finden, so dafs
Mn,1 M1A = Uu

eine obere Dreiecksmatrix ist, denn dann haben wir sofort die Zerlegung

A=M"---M" U

n—1

(4.9)

=L
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Dazu konstruieren wir induktiv die Gaufs-Transformationen M;, M, ... so, dafs
m Bm
MmmM]A:[% A ], m=0,...,n—1, (4.10)
wobei
U, e R™™ B, e R™™™ A, eRV™mm™ (4.11)

und (Um)jj #0,j =1,...,m. Dann ist mit A, = A die Bedingung (4.10) fuir m = 0
erfiillt. Nehmen wir also an, wir hétten fiir ein m > 0 die Zerlegung (4.10) bestimmt.
Da die Hauptminoren die Beziehung

A= o), [ 2]
m+

erfuillen, ist also

m
*

0#detAn = det[ %‘“ E\: LH = detl %m (/Z\m)” ] = (/f\m)11 ITuw;,

j=1
und somit mufs (Am)n # 0 sein. Damit setzen wir

0 j=1,...,m+1
(m+T1) ~
1.:’]' - (Am)j—m,1

— j=m-+2,...,n
(Am)” ) y y

und My = IT—y™ Vel | und erhalten (4.10) fiir m + 1 anstelle von m. Bleibt nur

noch zu bemerken, dafs M,, = I ist. O

Bemerkung 4.13. Auch hier erhalten wir wieder aus der Invertierbarkeit der Haupt-
minoren, dafs die Diagonalelemente

Wi = (Am_])n *#0
sein miissen.
Sehen wir uns noch kurz die Matrix L aus (4.9) an.

Lemma 4.14. Fiir Gauf-Transformationen My = 1 —yVe! gilt

m

; : 1
H -1 Z T
j=1 =1 Ymir oo+ Yman
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%% Gaussl.m (Numerik 1)

b A e ittt ettt
%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben (ohne Pivot)

%% Eingabe:

%% A Matrix

function LU = Gaussl( A )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+l:n
y=ACjm) / ACmm);
ACjm) =vy;
AC j,m+l:n ) = AC jym+l:n ) -y * ACm,m+l:n );
end
end
LU = A;

% endfunction

Programm 4.5 MLTeX/Gauss1.m: Gauf-Elimination mit Uberschreiben der Aus-
gangsmatrix.

Beweis: Induktion tiber m, m = 1 ist klar. AufSerdem ist, per Induktionsannahme

m+1 m
HM]?‘ = [I+Zy“]ejT](I+y(m+”e;H)
j=1

j=1

m+1 m
i) T i) ST 1 T
— 1+ Y Yl + Y yielymiel .
j=1 =1 T
_ o (m+1)

Bemerkung 4.15 (Realisierung der Gaufi-Elimination).

1. Nach (4.12) erhalten wir die Matrix L einfach dadurch, dafd wir die zu den jewei-
ligen Gauf-Transformationen gehorigen Vektoren y aufsammeln.

2. Damit kénnen wir die Gau3—-Transformation wieder durch Uberschreiben der
Werte in A berechnen.

Beispiel 4.16 (Implementierung der Gaufi-Elimination). Nachdem wir unseren ersten
Jrichtigen” Algorithmus hergeleitet haben, sehen wir uns doch einmal an, wie man
sowas in Octave umsetzt. Es ist immer gut, sich erst einmal interaktiv anzusehen, was
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man eigentlich macht, also nehmen wir uns mal eine zufillige?, aber nicht zu grofle
Matrix vor:

octave> A = rand(5)

A =

0
0
0
0
0

.9225764
.5163327
.9691272
.0816184
.5917631

0.7304416
0.3250707
0.2264440
0.7742376
0.8076336

0.0053629
0.9407548
0.8408027
0.9738590
0.5608915

0.4718802
0.1423454
0.0108411
0.4147111
0.5655123

0.5500260
0.7346591
0.5356029
0.0869881
0.9978877

So, was passiert jetzt gleich wieder bei der Gaufi-Elimination? Richtig, wir ziehen
passende Vielfache der ersten Zeile von allen folgenden Zeilen ab, und die Faktoren
sind die Werte der ersten Spalte dividiert durch den Wert ,,oben links”. Nachdem
A(a:b,c:d) ja die Teilmatrix mit den Indexmengen (a:b) und (c:d) liefert, konnen
wir uns recht einfach die Zeile und die Spalte holen:

octave> y = A(C 1,1:5 )
y:

0.9225764 0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260

octave> x = AC 1:5,1 ) / AC 1,1)
X =

.000000
.559664
.050457
.088468
.641425

S SR SR

Man beachte: Zeile und Spalte passen. Die Elimination besteht nun darin, dafs wir die
Matrix*” x * y von A abziehen:

octave> A - x*y

ans =
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 -0.08373 0.93775 -0.12175 0.42683
0.00000 -0.54085 0.83517 -0.48485 -0.04218
0.00000 0.70962 0.97338 0.37296 0.03833
0.00000 0.33911 0.55745 0.26284 0.64509

26Das ist natiirlich bei jedem Ausprobieren eine andere Matrix, also nicht erschrecken!
?’Spalte mal Zeile gibt eine Matrix!
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Was ist nun mit unserer ersten Zeile passiert? Nun, wenn wir sie von sich selbst abzie-
hen, dann muf$ ja Null rauskommen. Das kénnen wir mit y(1) = 0 ganz einfach kor-
rigieren, aber warum sollten wir denn eigentlich tiberhaupt die erste Zeile verdandern,
denn eigentlich findet die Elimination ja sowieso nur in der 4 X 4-Submatrix ,unten
rechts” statt — wenn wir uns mit x nicht blod angestellt haben, miissen wir in der ersten
Spalte ja Nullen bekommen. Der langen Rede kurzer Sinn: Wir operieren nur auf der
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unteren Matrix und machen es ein bif3chen anders.

octave> y = A( 1,2:5 )

y:

0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260

octave> x = A(C 2:5,1 ) / AC1,1)

X =
0
1
0

0

.559664
.050457
.088468
.641425

eliminieren im 4 X 4-Teil

octave> A( 2:5,2:5 ) = A(C 2:5,2:5 ) - x*y

A =

0.9225764
0.5163327
0.9691272
0.0816184
0.5917631

0.7304416
-0.0837311
-0.5408538

0.7096170

0.3391105

0.0053629
0.9377534
0.8351692
0.9733845
0.5574516

und schreiben das ,kleine” x in die erste Spalte:

octave> A( 2:5, 1 ) =x

A =

Und das war auch schon der erste Schritt Gaufi-Elimination mit Uberschreiben! Jetzt
miissen wir das nur noch auf die Teilmatrizen anwenden, das heifit, alle vorherigen
Schritte wiederholen, aber eben nicht bei 1, sondern bei 2, 3,4 anfangen. Das ist dann

0.9225764
0.5596639
1.0504574
0.0884679
0.6414245

0.7304416
-0.0837311
-0.5408538

0.7096170

0.3391105

0.0053629
0.9377534
0.8351692
0.9733845
0.5574516

auch in Algorithmus 4.6 implementiert.

.4718802
.1217489
.4848490
.3729649
.2628368

.4718802
.1217489
.4848490
.3729649
.2628368

.5500260
.4268294
.0421760
.0383285
.6450875

.5500260
.4268294
.0421760
.0383285
0.

6450875



4.3 Das fertige Losungsverfahren 51

%% Gauss2.m (Numerik 1)

%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben

%% (ohne Pivot, aber mit mehr Matlab-Features)
%% Eingabe:

%% A Matrix

function LU = Gauss2( A )
n = length( A );

for m = 1:n-1
a=A(mm); % Pivotelement
y = AC m,m+1l:n ); % Zeile
x = ACm+tl:n,m ) / a; % Spalte (normalisiert)
A (m+l:n,m+l:n ) = AC m+l:n,m+l:n ) - x*y;
A (mtl:n,m ) = x;
end
LU = A;

% endfunction

Programm 4.6 MLTeX/Gauss2.m: GaufS—Elimination nach Beispiel 4.16.

Bestimmen wir noch schnell den Aufwand der Gaufs-Elimination: fiir festes m
kostet die Elimination einer Zeile 2(n — m) Operationen und auflerdem 1 Operation
tiir die Bestimmung von y. Insgesamt sind n — m Zeilen zu eliminieren, was also einen
Gesamtaufwand von (n — m)(2n — 2m + 1) ergibt. Insgesamt, nach Summation tiber
m, kostet die Gaufs—Elimination also

flops .

4.3 Das fertige Losungsverfahren

Nun konnen wir aus den Losungen der Teilprobleme schliefdlich ein Verfahren basteln,
das die Losung des Gleichungssystems Ax = b berechnet:

1. Bestimme die Zerlegung
A=LU (4.13)

mittels Gauf3—-Elimination oder nach Doolittle.

2. Bestimme die Losung y von
Ly=">b (4.14)

durch Vorwairtselimination.
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%% LoesAx-bl.m (Numerik 1)

b A e ittt ettt
%% Loesen eines Gleichungssystems (ohne Pivot)

%% Eingabe:

%% A Matrix

%% b rechte Seite

function x = LoesAxbl( A,b )
LU = Gaussla( A );
y VorEliml( LU,b );
X = RueckSubs( LU,y );

% endfunction

Programm 4.7 MLTeX/LoesAxbl.m: Losung eines Gleichungssystems nach (4.13)-
(4.15).

3. Bestimme die Losung x von

durch Riicksubstitution.

Bemerkung 4.17. Man kann auch Vorwaértselimination und Riicksubstitution direkt auf
die in einer einzelnen Matrix gespeicherte LU-Zerlegung anwenden, wenn man nur
die Vorwértselimiation so modifiziert, dafs sie alle Diagonalelemente als 1 annimmt,
wie in Programm VorEliml.m gezeigt.

4.4 Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns nun Abschédtzungen fiir den Riickwartsfehler der
Gaufi-Elimination ansehen, wie man daraus einen relativen Fehler ,bastelt”, ist ja aus
Satz 3.9 bekannt.

Definition 4.18. Zu einer Matrix A € R™" definieren wir die Betragsmatrix |A| als
Al =llajl 1 j, k=1,...,n].
Fiir Matrizen definieren wir die Halbordnung28 ,<" als
A<B & aj < by, jk=1,...,mn.
Lemma 4.19. Fiir A, B € R™" gilt
|AB| < [A] [BI.

28Zur Erinnerung: Bei einer fotalen Ordnung sind je zwei Elemente x # y vergleichbar, das heifit, es ist
entweder x <y oder x >y, bei einer Halbordnung muf dies nicht der Fall sein.
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%% VorEliml.m (Numerik 1)

%% Vorwaertselimination, ueberschreibt b, Diagonale = 1!!!
%% Eingabe:

%% L untere Dreiecksmatrix

%% b rechte Seite

function x = VorEliml( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n
b(j) = b() - L(G,1:3-1) * b(1:j-1);
end
X = b;
endfunction

Programm 4.8 MLTeX/VorEliml.m: Vorwaértselimination unter der Annahme, dafs
alle Diagonalemente von L den Wert 1 haben.

Beweis: Fiir1 <j,k <n,

E a)r Tk

< Z |a]r| |brk| |A| |B|))k :

| Jk|

O

Bemerkung 4.20. Wir machen von nun an die generelle Annahme, daff ni < 1 ist
(sonst ergibt diese Form der numerischen Linearen Algebra sowieso keinen Sinn) und
schreiben nur noch O (1i?) anstelle des (korrekteren) O (nfi?)

Wenden wir nun das Verfahren (4.13)—(4.15) an, dann erhalten wir also zuerst eine
ndherungsweise LU-Zerlegung L und U, dann eine Naherungslosung U (dieaus L, nicht

aus L berechnet wird!) und schliefilich ein berechnetes X (das aus Uund g y berechnet
wird). Die Riickwirtsfehleraussage fiir dieses Losungsverfahren lautet dann wie folgt.

Satz 4.21. Sei A € FY" LU-zerlegbar und X die mittels Gaufi—Elimination, Vorwirtselimi-
nation und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine Matrix A, so

dafs

—
—

AX=Db (4.16)

und
[A—Al<na (3 Al+5]T] 'ﬁ‘) +o(w). (4.17)
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Bemerkung4.22. Die Forderung A € F™"ist nur marginal. Fiir beliebiges A bekommen
wir noch einen (fast vernachldssigbaren) Fehler E mit

IE| <O A|
dazu.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 4.21 beginnen, sollten wir uns kurz iiberlegen, was
er uns eigentlich sagen will. Immerhin ist es ja das erste” Beispiel fiir eine ernsthafte
Bestimmung eines Riickwértsfehlers. Bei dieser Riickwértsfehleranalyse im Sinne von
Definition 2.21 fassen wir die Losung x des linearen Gleichungssystems Ax = b als
Funktion x = f (A, b) von A und b auf, wihrend das numerische Verfahren bestehend
aus Gaufs-Elimination, Vorwirtselimination und Riicksubstitution uns den berechneten
Wert x = f (A, b) liefert. Nun schieben wir alle Rundungsfehler auf den ersten Para-

meter A und bestimmen eine Matrix K, sodaBx = f (K, b) ist, und dann schéitzen

wir ab, inwieweit sich A und A unterscheiden — das ist gerade (4.17). Dafs alle Fehler
ausschlieflich auf A geschoben werden ist zuerst einmal total willkiirlich®, zumindest
aus der Sicht der Riickwirtsfehleranalyse konnten wir genausogut auch einen Teil der
Rundungsfehler als Storung von b interpretieren. Es gibt allerdings einen guten Grund,
das nicht zu machen: Die Losung ist ja x = A™'b und so gesehen kénnen wir unser
Problem genausogut als numerische Invertierung von A und folgende exakte Multi-
plikation von b auffassen und die Konditionszahl dieser Operation ist gerade k(A), also
auch eine Grofse, die wir , kennen”.

Bleibt noch die Frage, wie man sowas macht, wie man Riickwiértsfehler eines Ver-
fahrens bestimmt. Die generelle Vorgehensweise ist eigentlich immer dieselbe: Man
geht sein Verfahren Schritt fiir Schritt durch und bestimmt fiir jeden dieser Schritte die
Rundungsfehler beziehungsweise eine moglichst scharfe obere Schranke fiir diese. Das
ist auch schon die Idee des nun folgenden Beweises, alles weitere ist Handwerk und
eine sorgféltige Analyse des Verfahrens; ein weiterer Vorteil einer Rundungsfehlerana-
lyse ist es tatsdchlich, dafl man dabei neben gesicherten Fehleraussagen auch oftmals
Schwachstellen oder kritische Punkte des Algorithmus findet.

Der Beweis selbst findet sich in Anhang A.1.

4.5 Pivotsuche

Was sagt uns Satz 4.21 nun tiber die numerische Stabilitdt der GaufS-Elimination? Nun,
Einsetzen in die allgemeine Fehlerabschitzung (3.9) ergibt das folgende Resultat.

Korollar 4.23. Fiir eine Vektornorm ||-|| und eine konsistente, mit der Vektornorm vertrigliche
und ,verniinftige”3! Matrixnorm sei~y so gewiihlt, daf

H ﬂ ‘ﬁ‘ H <vIAl. (4.18)

2Und gliicklicherweise auch einzige.
%0 Aber das ist die Auswahl von Stindenbécken eigentlich immer
31Der korrekte Begriff heisst monotone Matrixnorm: |A| < [B| = [|A|| < ||B]|
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Dann ist
1% — x|| < nii (3 + 5vy)

IxIl = 1—n@(3+5y)k(A)
vorausgesetzt, daff nli (3 + 5y) k(A) < 1.

K(A), x # 0, (4.19)

Bemerkung 4.24. Setzt man B := |A|, dann ist |A| < [B| < |A], also, fiir eine monotone
Matrixnorm, ||[A|| < ||B|| £ ||A|| und damit ist H |A] || = ||A]|. Wegen

o] [0 = 0] = A
wird v in (4.18) einen Wert > 1 haben.
Leider kann der Wert y sehr schnell sehr grof§ werden.
Beispiel 4.25. Fiir B = 10, m = 3 und abschneidende Arithmetik wird die Matrix

A _| 100X 1072 100 10!
| .100x10" 200 % 10’

durch Gaufi-Elimination zerlegt in

T_ 100 x 10" .000 x 10° T - J00x 1072 .100 x 10!
1 .100x10* .100x 10" |° | .000x10° —.100x 10*
Dann ist
U - 00X 1072 .100 x 10!
] 100 10" .000x 10° |
aber

=] 20|

Der Eintrag ,rechts unten”, ndmlich 2000, ist tibrigens von der Groéflenordnung 20 a7,
dai=B"2=1/100.

Wo liegt nun das Problem? Normalerweise werden bei der Gaufs—Elimination Vielfache
von Zeilen von A von ,weiter unten liegenden” Zeilen abgezogen. Dieses Vielfache
wird dann betraglich sehr grof3, wenn der (Diagonal-) Wert, durch den dividiert wird,
sehr klein wird. Daher empfiehlt es sich, Strategien zu suchen, die den Divisor nicht zu
klein werden lassen.

Definition 4.26. Das Element a;; einer Matrix A € R™" bezeichnet man als Pivotele-
ment.
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Definition 4.27. Eine Matrix P € R™" heifst Permutationsmatrix, wenn

Pe{o,™ und ) pa=) pp=1, jk=1,...,mn (4.20)
r=1 r=1
Die Vertauschungsmatrix P[j, k|, j, k = 1,...,n, ist definiert als
1
1
0 1
1
P[,k] = :I—(ej—ek) (ej—ek)T
1
1 0
1
1

Wir bezeichnen mit
M, ={Ph,kl:T<j<k<n}

die Menge aller Vertauschungsmatrizen. Diese erzeugen dann auch die (multiplikative)
Gruppe® der Permutationsmatrizen.

Ubung 4.2 Zeigen Sie:

1. Jede Permutationsmatrix P ist als Produkt von Vertauschungsmatrizen darstellbar

und jedes Produkt
k

HP]', P)’EHH,kEN,

=1

ist wieder eine Permutationsmatrix.
2. Die Menge der Permutationsmatrizen bildet eine Gruppe.
%

Bemerkung 4.28. Fiir P = P[j, k] € TT,, und A € R™" ist PA diejenige Matrix, bei der die
Zeilen j und k von A vertauscht werden und AP diejenige Matrix, bei der die Spalten j
und k von A vertauscht werden. Aulerdem sind all P selbstinvers, d.h., P? = I fiir jedes
P € TI,, — eine lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als Involution.

3Jede Permutation hat eine Inverse und das Produkt zweier Permutationen ist wieder eine Permuta-
tion.
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Damit haben wir das allgemeine Resultat zur GaufS-Elimination.

Satz 4.29. Sei A € R™" invertierbar. Dann gibt es Permutationsmatrix P € R™™, eine untere
Dreiecksmatrix L € R™" mit {;; = 1 und eine obere Dreiecksmatrix U € R™", so daf$

PA = LU (4.21)

Korollar 4.30. Eine Matrix A € R™™ ist genau dann invertierbar, wenn es eine Permu-
tationsmatrix P (d.h., eine Umordnung der Zeilen) gibt, so daf§ alle Hauptminoren (PA),,,
m = 1,...,n, von PA invertierbar sind.

Beweis: Korollar 4.7 und Satz 4.29. O
Bemerkung 4.31 (Losungsverfahren).

1. Da Ax = b dquivalent zu Pb = PAx = LUx ist, konnen wir, sobald die LU-
Zerlegung und P bestimmt sind, das gesuchte x wieder tiber die Gleichungssy-
steme Ly = Pb, Ux =y bestimmen.

2. Da Permutationen exakt bestimmt werden kénnen®, ist die Fehleranalyse von
(4.21) exakt dieselbe wie die fiir die naive Gauf3—Elimination.

3. Satz 4.29 ergibt als Verfahren die Gau3—Elimination mit Spaltenpivotsuche, al-
ternativ konnte man auch Zerlegungen

Zeilenpivotsuche AQ = LU, Q eTT,,

Totalpivotsuche PAQ = LU, P,QeTl, (4.22)

untersuchen. Die zugehorigen Losungsmethoden sind

Ly =, Uz =y, x = Qz,
Ly = Pb, Uz =y, x = Qz.

4. AusdetP =1 und (4.21) folgt, daf3

0# detA = (detP)” detl detU =] Juy,

i 1 j=1
=1 = -

alsow; #0,j=1,...,n.

Beweis von Satz 4.29: Wir gehen im wesentlichen wie im ,naiven” Fall (zweiter
Beweis von Satz 4.5) vor und konstruieren wie dort GaufS—Transformationen M; und

Permutationsmatrizen P; € T, j = 1,...,n, so daf3
U, Bn
Al ::Mum..-Mm]A:[ 0‘“ % ] m=0,...,n, (4.23)

3Es wird ja nichts gerechnet, nur umgestellt, und wenn dabei Rundungsfehler auftreten wiirden,
dann wire etwas ganz gewaltig faul.
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wobei Uy, By, und A, wie in (4.11) sind.3 Nehmen wir also an, wir hétten fiir ein m > 0
so eine Zerlegung (fiir m = 0 ist dies keine Bedingung, also wieder mal ein trivialer

Induktionsanfang), dann betrachten wir die erste Spalte von A, und wihlen k so, daf
|ak1|2|aj1|) j:1>°°°)n_m° (424)

Ist ay = 0, dann hat A™ die Form

U,'b B
AM —| 0 [0 cT
0O [0 A

und damit bestenfalls den Rang n—1, ist aber auf keinen Fall invertierbar, was aber nach
der Voraussetzung ausgeschlossen ist. Ansonsten setzen wir P,y = P[m + 1, m + k],
das heif3t

| —
€l
sowie .
y(mﬂ)_ CO) j=1...,m+1
. — j—m,1 .
j ST j=m+2,...,n,

und My = I —y™el . Dain der Matrix C das betragsgrofite Element der ersten

Spalte an c;; stand, ist insbesondere

|y.(m+”' <. (4.25)

i <
Auflerdem ist, genau wie in der naiven Gaufi-Elimination nun

u B
(m+1) _ P m) _ m+1 - Pm+l
A Mm-H m-HA [ 0 Am-H ])

so daf3 die Zerlegung aus (4.23) auf den Fall m + 1 erweitert ist. Nach n Schritten haben
wir dann also, dafs

M.P.---MPPA=U, M,=P,=1, (4.26)

und damit ist A = (M,_1Pp_1--- M;P; )4 U. Was wir noch zeigen miissen, ist, daf3 es
eine untere Dreiecksmatrix L € R™" und eine Permutation P gibt, so daf3

(Mp_1Pny - MyPy) " =Py M- PoM T =PL, (4.27)

denn dann ist
P'A=P'PM;"-- P, yM ' U=P 'PLU=LU (4.28)

#Dies ist genau das Gegenstiick zu (4.10).
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und natiirlich ist P! auch wieder eine Permutation.
Bleibt also nur noch (4.27); das funktioniert, weil wir Gaufs-Transformationen und
Permutationen in einem gewissen Sinne vertauschen konnen, solange nur die Indizes

zusammenpassen. Dazu schreiben wir M; = M; (y (j)) und verwenden die Indentitat

M; () Pk, ) =P Lk, 0 My (P, 0y"),  T<j<k<t<n, (4.29)

aus der (4.27) unmittelbar folgt. Aber auch (4.29) ist nicht schwer zu beweisen: unter

Verwendung der Kurzschreibweise y =y, M = M; (y G )) und P = P[k, {] erhalten wir,
daf3

PMP = P(I—yef)P=P"—(Py) ¢ (I—(ex—ed (ex—e)')
=I

~
= I—(Py) ¢ +(Py)(efex—efer) (ex — ) = M (Py),
——— —~

=M(Py) =0 =0

und das war’s dann auch, wenn man bedenkt, da$ P = P~! und damit MP = PM(Py)
ist. m|

Beispiel 4.32. Wir betrachten® die Matrix

100
213
4 21

und fithren die Gaufi-Elimination mit Spaltenpivotsuche von Hand durch. Das Pivot-
element in der ersten Spalte ist natiirlich a;3, also zerlegen wir

A=

OO0 1|1 0O0] [4 21
PIL3JA=|0 1T 0|2 1 3|=|213
100411 [1T00O
in
1 114 2 1 4 2 1
MiP[1,3]A=| -1 1 213 |=l0 0 3
—7 0 1100 0 -1 -1
Jetzt miissen wir sogar vertauschen und erhalten
4 2 1
PI2,3IMiP[I,3]IA=| 0 — —1 |,
0o 0 2

35Es wurde mal irhendwann in der Vorlesung ein Beispiel ,mit Zahlen” getinscht.
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was schon eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist

4 2 1
A=PL3"M'P2,37T| 0 —3 —1 |,
N’

=P[1,3] =P[2,3] 0 0 %
wobei

[0 0 17[1 (1 0 0
P[1,3IM;'P[2,3] = |0 1 0 %1 001
[T o0O0fl3 01010

[0 0 17[1 0 071
= (o1 0[O0 01 %1
[T 0o0f[010][] 01

1
= P[1,3]P[2,3] l% 1 }
201

Die entscheidende Aktion der ,neuen” Gaufi-Elimination ist die Spaltenpivotsuche
in (4.24): man bestimmt eine Permutation P,,,; = Plm + 1,k], k > m + 1, so daf8
, j=m+2,...,n. (4.30)

(PriaA™) |2 |(Pria™)

m+1T,m+1 jym+1

Analog bestimmt man bei der Zeilenpivotsuche eine Permutation Q1 = P[m+1,k’],
k’>m+1,sodaf

‘(A(m)Qm+1)m+1,m+1' = |(A(m) Qm+])m+1,j‘ ’ ] =mo 2) ot (431)
und bei der Totalpivotsuche sogar zwei Permutationen P,.; = P[m + 1,k], Qi1 =
Pim+1,k’], k,k” > m+1,so daf3

(ProA™ Q) |2 [PrasA™Qu) | 5 =mtzn @32

Wichtig ist, dafl der Suchaufwand bei der Totalpivotsuche wesentlich hoher ist, namlich
quadratisch in jedem Schritt, und deswegen mit einem O(n?) zur Komplexitit des Ver-
tahrens beitrdgt. Da das dieselbe Groflenordnung wie die Zerlegung selbst ist und da
Vergleiche nicht wesentlich billiger sind als arithmetische Operationen, vom Speicher-
zugriff ganz zu schweigen®.

Die Gaufs-Elimination mit Spaltennpivotsuche ist in GaussSP.m realisiert, das

endgiiltige Losungsverfahren unter Berticksichtigung der Permutation in LoesAxb2.m.

%Heutzutage (2013) dauern tatsichlich Speicherzugriffe oftmals langer als arithmetische Berechnun-
gen, den Arithmetikkomponenten der Prozessoren sei dank.
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%% GaussSP.m (Numerik 1)

R —mmmm
%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben, Spaltenpivotsuche
%% und Matlab-Features

%% Eingabe:

%% A Matrix

function [ LU, p ] = GaussSP( A )
n = length( A );
p = [1l:n];

for m = 1:n
% Suche Pivot

piv = abs( A(m,m) );
pivj = m;
for j = m+l:n
if abs( A(j,m) ) > piv
piv = abs( A(j,m) );

pivj = j;
end
end
% Vertausche
j=p(m); p(m) =p(pivj ); pC pivj ) = j;

x =A(Cm,: ); ACm,: ) = AC pivj,: ); AC pivj,: ) = x;
% Eliminiere

w=A( m,m+l:n );
for j = m+l:n
ACjm) =ACj,m) / ACmm);
AC j,m+l:n ) = AC j,m+l:n ) - AC j,m ) * w;
end
end
LU = A;
% endfunction

Programm 4.9 MLTeX/GaussSP.m: GaufS—Elimination mit Spaltenpivotsuche. Der
Vektor p enthélt die Permutation: k = p(j) bedeutet, dafi Pey = e;.
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%% LoesAxb2.m (Numerik 1)

b A e ittt ettt
%% Loesen eines Gleichungssystems (mit Pivot)

%% Eingabe:

%% A Matrix

%% b rechte Seite

LoesAxb2( A,b )
GaussSP( A );

function x
[ LU,p ]

for j = 1:1length(A)
bb( j ) =bC p(3) );
end

y = VorEliml( LU,bb );
X = RueckSubs( LU,y );
% endfunction

Programm 4.10 MLTeX/LoesAxb2.m: Losung eines Gleichungssystems vermittels
Gaufs-Elimination mit Spaltenpivotsuche.

Der einzige Unterschied zur Gaufi-Elimination ohne Pivotsuche besteht darin, daf3
bei der Pivotsuche Zeilen vertauscht werden miissen und die entsprechende Permutati-
onsmatrix zu speichern ist. Diese beiden Operationen sind nattirlich exakt durchfiihrbar.
Daher haben wir sofort die folgende Fehleraussage.

Korollar 4.33. Sei A € F™" und X die mittels GaufS—Elimination mit Spaltenpivotsuche,
Vorwirtselimination und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine

Matrix A, s0 daf

—

AR=D (4.33)

und
‘K _ A| <nt (3 Al +5 ]’q |ﬁ') +0 (). (4.34)

Bemerkung 4.34. (Beliebte Mifiverstdndnisse)

1., Pivotsuche liefert immer genauere Ergebnisse”

Die Matrix
1 2 3
A=|2 3 4
345

ist singuldr, was eine Gaufi-Elimination ohne Pivotsuche auch erkennen wiirde,
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die (mit Uberschreiben) die Folge

1 2 3 12 3
AV =2 -1 22 S A= 2 -1 22
3 -2 —4 3.2 0

liefert. Duch die Pivotsuche wird aber zuerst durch 3 geteilt und die dabei entste-
henden Rundungsfehler sorgen dafiir, dafs die Matrix ,ein bifichen invertierbar”
aber lausig konditioniert wird.

2. ,.Durch Pivotsuche wird das Produkt |L| |U| kleiner”
Wir betrachten die Matrix

= 0 0 1 = 0 0
1100 100 [=] 2 1 100 100 |.
0 0 1 0 0 1 1

Insbesondere ist A = |L| |U|. Mit Pivotsuche miissen wir die Zeilen 1 und 2
vertauschen und erhalten die LU-Zerlegung

1100 100 ] 1 1100 100
= 0 0 |=|3 1 —90 —90
0 0 1 0 0 1 1
und
1 171 100 100 1100 100
Lu=|5 1 90 90 |=| & 180 180 |.
0 0 1] 1 0 0 1

Merke: Zeilenpivotsuche sorgt nur dafiir, daf$ alle Eintrége von |L| einen Wert < 1
haben. [U| kann dafiir ganz nett wachsen.

4.6 Verbesserung der Genauigkeit — Skalierung

Eine typische Fehlerquelle fiir lineare Gleichungssysteme besteht in schlechter Skalie-
rung, bei der verschiedenen Gleichungen in verschiedenen Skalen (beispielsweise in m
und cm) angegeben werden, was zu Gleichungssystemen der Form

EHNL

fithrt - die Losung ist natiirlich [1, 1], aber die Gleichungen sind schlecht skaliert. Der
Ansatz zur Behebung dieses Problems, die Skalierung, basiert auf der Beobachtung,
daf3 fiir beliebige Diagonalmatrizen D;, D, € R?™

Ax =D & D;AD,"' Dyx = Dib N By =c. (4.35)
\ ,\/ \,/
—B =y =:c



64 4 DIREKTE METHODEN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Man 16st also zuerst By = ¢ und bestimmt dann & = D, '{); sind die Diagonaleintrége in
D; und D, Potenzen der Basis B der Rechnerarithmetik, dann konnen die zuséatzlichen
Operationen exakt ausgefiihrt werden, es gibt also keine weiteren Rundungsfehler.

Die Bedeutung dieses Ansatzes liegt darin, dafl man durch ,cleveres” Skalieren die
Konditionszahl einer Matrix deutlich verbessern kann.

Beispiel 4.35. Wir betrachten, fiir « € R, die (zeilenskalierte) Matrix

o« 1000 o
AZ[] 1

] = Al = max{1001 «, 2},

mit Inverser

A“z[”f” 1570%’] S A, = 0t

99« 999 999
Damit ist 1001
W(]OOOOL-{-”, o >2/1001,
Koo (A) = 2000 4. 20 (4.36)
+ 20
ST — o < 2/1001,

was fiir x = 2/1001 den minimalen Wert

3001
~ 999

annimmt. Fiir « = 1 ist die Konditionszahl hingegen > 1000!
Allerdings ist es nicht einfach, die beste Skalierung zu finden: Der ,naive” Ansatz hitte

wohl o« = 1/1000, also
A_[ 1/1000 1 l

Koo (A) 3

1 1

gewdhlt, was eine nicht optimale®” Konditionszahl von ~ 4 geliefert hétte. Nicht schlecht
aber halt auch nicht optimal!

Es gibt auch komplexere Pivotstrategien, die zu impliziter Skalierung fithren. Man
bestimmt (bei Zeilenvertauschungen) das m-te Pivotelement (also eine Zeile) durch

(m) (m)
a. a
jm km
= max . (4.37)
max |a'™ k=M max af{m) ‘
r=m,..,nl T r=m,...,TL T

Satz 4.36. (]. M. Peiia) Ist A eine invertierbare Matrix mit PA = LU und hat diese LU—
Zerlegung die Eigenschaft, daff LU = |L| [U|, dann wird sie von Gaufs—Elimination mit der
Pivotstrategie (4.37) geliefert.

% Aber gar nicht so schlechte . ..
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4.7 Verbesserung der Genauigkeit — Iteratives Verfeinern

Die zweite Methode zur Verbesserung der Genauigkeit des Ergebnisses basiert auch
wieder auf einer einfachen Idee: ausgehend von einer berechneten Losung X sehen wir
uns das Residuum

T = b — AX.

an. Ist der berechnete Werte 1 so gut, daf} [#] < n{i[1,/*®, dann kénnen wir nichts
besseres erwarten, andernfalls berechnen wir eine Korrektur {j; als Losung von Ay = 7,
setzen X1 = X + {J; und betrachten

Tzzb—AQh

was wir solange fortsetzen bis (hoffentlich) irgendein ry klein genug wird.
Iteratives Verfeinern® alias iterative refinement berechnet also, ausgehend von X, =X,
eine Folge

?j =bOAR® Qj_], Qj = Q]'_1 ® Solve (Ax = ?]) , j € N, (4.38)
in der Hoffnung, dafy ¥} — 0 (oder zumindest klein genug wird).

Bemerkung 4.37. Beim ,klassischen” iterative refinement werden die Operationen aus
(4.38) in doppelter Genauigkeit, also mit einem relativen Fehler von hochstens 24,
berechnet.

Was bringt uns nun die Nachiteration? Ganz einfach: Anstatt die komplexe Aufgabe
des Losens eines linearen Gleichungssystems in hoher Genauigkeit durchzufiihren,
tun wir das schneller®® und nehmen einen gewissen Fehler in Kauf, der dann mit der
Nachiteration beseitigt wird. Und bei der Nachiteration miissen nur Matrix—Vektor—
Produkte berechnet werden, was deutlich billiger ist, als ein Gleichungssystem zu
16sen.

Eine typische Fehlerabschdtzung ist beispielsweise das folgende Resultat (als leichte
Abschwichung einer Aussage aus dem Buch von Higham [17]).

Satz 4.38. Erfiillt die invertierbare Matrix A € R™™ die Bedingung 2(C + 1)nk,(A) < {7,
dann bestimmt iterative Verfeinerung ein X mit einer relative Genauigkeit

IX—xlloo i, i~ 0
T Y 2 i

A+ DA, (439)

Wie man sowas beweist, zeigt Anhang A.2.

%¥Die Losung % ist also bis auf unvermeidbare Rundungsfehler exakt!

% Auch als Nachiteration bekannt.

40Es gibt Prozessoren, die in Spielekonsolen verwendet werden (Stand der Technologie: 2006), bei
denen einfach—genaue Rechnung um den Faktor 25 schneller ist als doppelt-genaue, und da lohnt sich
das dann schon. Update 2013: Ahnliches gilt heute fiir GPU-Berechnungen auf der Grafikkarte und die
dort verfiigbaren Techniken.
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%%

LoesAxb3.m (Numerik 1)

Loesen eines Gleichungssystems
(mit Pivot und k-facher Nachiteration)

Eingabe:
A Matrix
b rechte Seite
k % Nachiterationen

function x = LoesAxb3( A,b,k )

y
X

[ LU,p ]

for
r

GaussSP( A );

VorElim2( LU,b,p );
RueckSubs( LU,y );

j =1:k
=b - A*x;

disp( norm(r) );

y
d

X
end

= VorElim2( LU,r,p );
RueckSubs( LU,y );

x+d;

% endfunction

Programm 4.11 MLTeX/LoesAxb3.m: GaufS-Elimination mit textttk—facher Nachite-
ration.
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%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%

fu

en

VorElim2.m (Numerik 1)

Vorwaertselimination mit Permutation, ueberschreibt b,
Diagonale = 1!!!

Eingabe:
L untere Dreiecksmatrix
b rechte Seite
p Permutationsvektor

nction x = VorElim2( L,b,p )
n = length( b );

bb = b;
for j = 1:n
bb( j ) =bCp) J;
end
b = bb;
for j = 1:n
b(j) = b() - L(G,1:3-1) * b( 1:j-1 );
end
X = b;
dfunction

Programm 4.12 MLTeX/VorElim2 .m: Vorwirtselimination mit Jintegrierter” Permu-

tation.

67
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Es wird also wahrscheinlich richtig sein,
das Gattungsmiifige gemeinsam zu
behandeln [. .. ] Was aber nicht so ist,
muf$ man einzeln behandeln.

Aristoteles, Die Methodik der
Naturforschung.

Spezielle lineare
Gleichungssysteme
Bevor wir uns spezielle Systeme ansehen, erst eine kleine Variation von Satz (4.29) —

der einzige Unterschied besteht darin, dafs jetzt ebenfalls alle Diagonalelemente von U
den Wert 1 haben.

Satz 5.1. Eine Matrix A € R™" ist genau dann invertierbar, wenn es eine Diagonalmatrix
D € R™™" eine Permutationsmatrix P, sowie eine untere Dreiecksmatrix L € R™™ und eine
obere Dreiecksmatrix U € R™™ gibt, so daf§ &; =w;; =1, d;; #0,j =1,...,n, und

PA = LDU. (5.1)

Beweis: Nach Satz (4.29) gibt es P,L, U’ so dafs PA = LU’ und u’ # 0,j=1,...,n
Dann setzen wir

D :=diag [w:j=1,...,n] und u=D"U,

was (5.1) liefert. O

5.1 Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung beschiftigt sich mit symmetrischen, (strikt) positiv definiten
Matrizen.

Definition 5.2. Eine Matrix A € R™™ heifst symmetrisch, wenn AT = A und (strikt)
positiv definit, wenn
x'Ax > 0, x € R™\ {0}

Ist lediglich x"Ax > 0, dann nennt man A positiv semidefinit.

Bemerkung 5.3. Die Terminologie zu positiver Definitheit ist gefdhrlich mehrdeutig!
Zwei Punkte sind hier besonders zu beachten:
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1. Man kann entweder wie in Definition 5.2 zwischen , positiv definit” und , positiv
semidefinit” unterscheiden*!, oder aber die Begriffe ,strikt positiv definit” und
,positiv definit” verwenden*?. Deswegen empfielt es sich immer, genau zu priifen,
wie die Begriffe verwendet werden.

2. Oftmalsbeinhaltet die Definition von , positiv definit” auch bereits, dafy die Matrix
symmetrisch ist. Der Grund ist, daf3 fiir A € C" die Bedingung

x'Ax > 0, xeC"

insbesondere bedeutet, dal x"Ax eine reelle Zahl ist, und das ist wiederum nur
dann der Fall, wenn A eine hermitesche Matrix ist, also wenn AH = A ist. Und
tiir reelles A heifst das natiirlich Symmetrie!

Satz 5.4. Ist A € R™™ symmetrisch und positiv definit, dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix
G € R™", so dafd A die Cholesky—Zerlegung

A =GG' (5.2)
hat.

Beweis: Zuerst bemerken wir, das A genau dann positiv definit ist, wenn alle Haupt-
untermatrizen A, m = 1,...,n, positiv definit sind. Gdbe es ndmlichein 1 <m <n
und einy € R™ so daf3

0>y'Any :[yTO]Alg ],

dann wire dies ein Widerspruch zur positiven Definitheit von A. Insbesondere sind alle
Hauptminoren von A invertierbar und damit gibt es, nach Satz 5.1, Dreiecksmatrizen
L, U mit Diagonale 1 und eine Diagonalmatrix D, so daf3

[DU=A=A"=U'DL'
und wegen der Eindeutigkeit der LDU-Zerlegung ist U = L'. Also ist
A =LDL'
und L, D haben vollen Rang n. Fiirj = 1,...,n ist auflerdem
T
0<(L7Te) A(LTej) =¢/L'LDL'L Te; = e/ De; = dy;.

Damit ist
D=EE, E=diag[d;:j=1,...,n],

“I'Was meistens in der deutschsprachigen Literatur geschieht.
“2Wie in der englischsprachigen Literatur. Richtig verwirrend wird es dann, wenn Deutsche in Englisch
schreiben und ihre gewohnte Begriffswelt beibehalten.
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%% Cholesky.m (Numerik I)

S I e et
%% Berechnet Cholesky-Zerlegung

%% Eingabe:

%% A Matrix

function G = Cholesky( A )
n = length(A);
G = zeros( n );

D
~
~
.
—
Q v

%endfunction

Programm 5.1 MLTeX/Cholesky.m: Das Cholesky—Verfahren nach (5.4) und (5.5).

und G := LE liefert die gewiinschte Zerlegung (5.2). m]

Ubung 5.1 Zeigen Sie, daf} eine symmetrische Matrix A € R™™ genau dann positiv
definit ist, wenn alle Hauptminoren positiv sind: detA,, >0, m =1,...,n. o

Um die Cholesky—Zerlegung A = GG' zu bestimmen, gehen wir genau wie beim
Doolittle-Verfahren vor und nutzen die Symmetrie von A und die Beziehung

j
aj = Z Jjr Gxry 1<j<k<n, (5.3)
r=1

aus. Das liefert uns, dafs

i1
955 = aij_Zgjzw i=1...,m, (5.4)
r=1

j—1
gy = (akj - erger /9  Tsj<ksmn (55)
r=1
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5.2 Bandierte Systeme

Eine Matrix A € R™" wird als (p, q)-bandiert bezeichnet, wenn
(ljk:O, )>k—|—p, k>]+q (56)

Der Speicheraufwand fiir eine (p, q)-bandierte Matrix ist nur O ((p + q + 1)n)*, das
heifit, fiir p + ¢ < n kann man solche Matrizen sehr 6konomisch speichern. Und diese
Okonomie wiirde man gerne auf die LU-Zerlegung tibertragen.

Satz 5.5. Besitzt die (p, q)-bandierte Matrix A € R™" eine LU-Zerlequng A = LU, dann ist
L eine (p, 0)-bandierte Matrix und U eine (0, q)—-bandierte Matrix.

Bemerkung 5.6 (LU-Zerlegung fiir bandierte Matrizen).

1. Esist (leider) klar, dafs eine Zerlegung wie in Satz 5.5 nicht mehr existiert, wenn
man Zeilen— und/oder Spaltenvertauschungen durchfithren muf3, da dies norma-
lerweise die Bandstruktur der Matrix zerstoren wird.

2. Besonders gut geeignet fiir so eine Zerlegung sind Matrizen, die offensichtlich
eine LU-Zerlegung besitzen, z.B. strikt (Spalten—) diagonaldominante Matrizen,
siehe Definition 6.11.

Beweis von Satz 5.5: Induktion iiber n; n = 1 ist klar. Sei also A € R*"™*! eine
(p, g)-Bandmatrix, geschrieben als

A:[v B | a#0,v,weR" BeR"™",
wobeiv, 1 =---=v, =0, wg =+ =w, =0, und B eine (p, q)-bandierte Matrix ist.

Nach einem Schritt Gauf3-Elimination ist dann

S

a
w' =
VoW1t VW

0

ebenfalls (p, q)-bandiert ist, besitzt die (p, q)-bandierte Matrix B — vw'/a eine (p, 0)-
bzw. (0, q)-bandierte LU-Zerlegung

—

el

Da
ViwWr - ViWg

“3F(ir Erbsenzéhler: Es sind n? — 02 p 1) (na)na- 1) gipngrgge
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%% BGauss.m (Numerik I)

%% Gauss-Elimination fuer bandierte Matrizen
%% (ohne Pivot, aber mit Matlab-Features)

%% Eingabe:

%% A Matrix

%% p,q Bandbreite

function LU = BGauss( A,p,q )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+l:min( n,m+p )
ACjm) =ACjim) / ACm,m );
r = min( n,m+q );
AC j,m+l:r ) = AC j,m+l:r ) - AC j,m ) * ACm,m+l:r );
end
end
LU = A;
%endfunction

Programm 5.2 MLTeX/BGauss .m: GaufS—Elimination fiir bandierte Systeme mit Auf-
wand O (nz) solange p, q < n.

und daher ist

10 a w'
SRy
=L =u
wobei L eine (p, 0)-bandierte Matrix und U eine (0, q)-bandierte Matrix ist. |

Eine bandierte Version der Gaufs—Elimination findent sich in BGauss.m.

5.3 Total positive Systeme

Total positive Matrizen verhalten sich, was die GaufSi—-Elimination angeht, besonders
brav und tauchen noch dazu in wichtigen Anwendungen auf. Das Standardwerk zu
diesem Thema ist mit Sicherheit das Buch von Karlin [22].

Definition 5.7. Fur A e RV und [, ] C {1,...,n} mit #I = #] (= k ) bezeichnet

Qi eee Qi

A(I,I):A ?1)"')?1( _ : " : , 1]<<1k)
Iy oo ey )k 1< <Ji
aik)h et aik»jk
die durch I, ] indizierte quadratische Teilmatrix, bei der Zeilen und Spalten aber immer
noch in derselben Reihenfolge angeordnet sind wie in A.
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Aufierdem verwenden wir die Abkiirzung N = {1,...,n}, also
A=A (N,N).

Definition 5.8. Eine Matrix A € R™™ heifst total positiv, wenn

detA(L]) >0, LJjc{l,...,n}, #I=4#], (5.7)
und total nichtnegativ, wenn

detA(L]) >0, LJc{l,...,n}, #I=4#], (5.8)
Bemerkung 5.9. Ist eine Matrix A total nichtnegativ, dann ist

aj > 0, jhk=1,...,n.

Versucht man, nichtnegative Matrizen zu ,basteln”, dann stellt man schnell fest, dafs
das garnichtso einfach ist. Es gibt sie allerdings wirklich, und zwar sogar von beliebiger
Dimension.

Beispiel 5.10. Die n-te Pascal-Matrix

Pn::[(]J;E;Z):j,k:L...,n], nen,

ist symmetrisch und total positiv. Sie sind aufserdem exponentiell schlecht konditio-
niert: 16
K2 (Pn) ~ .
nmn
Die Bedeutung total nichtnegativer Matrizen fiir Eliminationsverfahren ergibt sich aus
dem néchsten Satz.

Satz 5.11. Ist A € R™™ eine invertierbare und total nichtnegative Matrix, dann gibt es eine
untere Dreiecksmatrix L € R™" und eine obere Dreiecksmatrix U € R™™, so dafs

A=LU und L>0, U>0. (5.9)

Bemerkung 5.12. Kombiniert man Satz 5.5 mit Satz 5.11, so sind total nichtnegative,
stark bandierte (d.h., p + q < n) Matrizen besonders effektiv und stabil mit Gaufs—
Elimination losbar. Und solche Matrizen treten in der Praxis tatsidchlich auf, ndmlich
bei der Splineinterpolation, siehe Satz 9.6.

Lemma 5.13. Ist A € R™™ total nichtnegativ und invertierbar, dann ist ay; > 0.

Beweis: Angenommen, es wére a;; = 0 und aj > O fiir ein k > 1. Da A total
nichtnegativ ist, ist fiir jedes m > 1

0 <detA({l,mh{l,k)=| " T I— _qiam = aw=0.
am1 Qmk
Das heifst, wenn a;; = 0 ist, dann ist entweder a;, = 0, k = 1,...,n, oder a,; = 0,

k =1,...,n, oder sogar beides, aber auf alle Félle ist dann A nicht invertierbar. O
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Lemma 5.14. Sei A € R™" total nichtnegativ und invertierbar. Dann ist die Matrix A, die
man nach einem Gaufi—Eliminationsschritt als

T

A= A ::[ o ] A=lag g k=2,...,n] e R™ P,

erhilt, auch total nichtnegativ und invertierbar.

Beweis: Fiir beliebige I, ] C {2,...,n} betrachten wir

~ 1
detA (I,]) = a—detA(” (Tu{1,Ju{1p. (5.10)
1
Mit
a; .
A=]| : und ocj:—ﬂ, j=2,...,mn,
T arn
an
ist T
T ™ T
A a, — opa,
al — xpa)
und damit
a; (Ju {1}

al Ju{1}) —o,af JU{1})

AV (TUTLJU{T) = (5.11)

ol (JU{T) — e al (JU{T))

Da die Determinante invariant unter Addition von Vielfachen von Zeilen ist, haben wir
also, dafs

a; (Ju{1})
al (JU{1}
detAV (Tu{1},Ju1p =| " .

al (JU{1)

=detA (IU{1},JU{1}),

und setzen wir dies in (5.10) ein, dann erhalten wir, dafs
~ 1
detA(L,]) = —detA (TU{I,JU{1}),  LJc{2...,n), #=4]. (5.12)
l
Damit ist A total nichtnegativ und auflerdem ist

~ 1
detA = —detA >0
an
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und damit ist A auch invertierbar. O

Beweis von Satz 5.11: Induktion iiber n, der Fall n = 1 ist trivial. Fiir beliebiges n > 1
machen wir wieder einen Schritt Gaufs—Elimination, erhalten

an A({]}){2)>n})
Am:[ 0 A ]

wenden die Induktionshypothese auf A an (das geht nach Lemma 5.14) und erhalten
L>0und U > 0sodaB A = LU. Dann ist aber

A — 1 9 an A(U}){é»n})
| A2, 1) L 0 u ’
~1 ~u
und esist L, U > 0. O

Korollar 5.15. Die LU-Zerlegung aus (5.9) erhilt man durch Gaufs—Elimination ohne
Pivotsuche (oder durch Doolittle).

Da nun

m 'ﬂ‘ <Ll U+ (ﬁ— L‘ n ‘ﬂ _ u‘) = (1+0(a))IAl

JIEf [, = (- o (@)

und wie erhalten die folgende, sehr gute Fehleraussage.

ist auch

Korollar 5.16. Es sei A € R™" total nichtnegativ, invertierbar und erfiille
Koo(A) < 7.

Dann gilt fiir die mit Gaufs—Elimination ohne Pivotsuche berechnete Losung X zu Ax = b die
Abschitzung
IR =Xl . 8nl
Xlloo 7 1= 1Ko (A)

Koo (A). (5.13)

Anstelle von Satz 5.11 gilt sogar die folgende, schirfere Aussage.

Satz 5.17. Eine Matrix A € R™™ ist genau dann invertierbar und total nichtnegativ, wenn es
total nichtnegative Dreiecksmatrizen L,U € R™", &; =1, u; #0,j = 1,...,m, gibt, so dafs
A=LU
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There are things that are facts, in a
statistical sense, on paper, on a tape
recorder, in evidence. And there are
things that are facts because they have to
be facts, because nothing makes any sense
otherwise.

Raymond Chandler, ,Payback”

Iterative Verfahren fur
lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten wieder eine invertierbare Matrix A € R™™ und ein Gleichungssystem
Ax =b. (6.1)
Ein iteratives Verfahren besteht aus einer Berechnungsvorschrift

X1 = F (x)

mit dem Ziel, dal x) — x fiir j — oo, wobei natiirlich x die Lésung von (6.1) sein soll.
Im Gegensatz zu den direkten Verfahren berechnen wir also keine ,exakte” Losung**
mehr, sondern versuchen, uns ndher und ndher an die Losung , heranzutasten”.
Zuerst ein ganz billiger Taschenspielertrick, um das Problem ein klein wenig um-
zuformen: Ist x die Losung von Ax = b, so gilt fiir beliebiges invertierbares B € R™"

b=Ax=Bx+(A-B)x & x=B'b+(I-B'A)x
also ist x ein Fixpunkt von
F(x) =B b+ (I-B'A)x. (6.2)

Damit haben wir das Problem , Losen eines linearen Gleichungssystems” also in ein
Problem der Form ,Bestimme den Fixpunkt einer Funktion” umgewandelt. Das hat
dann auch einen ganz unmittelbaren Vorteil: Wenn ein Iterationswert xU eine exakte
Losung des Problems, also ein Fixpunkt ist, dann wird die Funktion F diesen in sich
selbst abbilden — das Losungsverfahren , verwirft” einmal gefundene Losungen nicht
wieder.

Die Fixpunktsuche kann aber eine recht einfache und automatische Sache sein,
wenn F eine bestimmte Eigenschaft hat.

#Bei exakter Rechnung (z.B. in Computeralgebrasystemen) wiirden die direkten Verfahren ja nach
endlich vielen Schritten eine exakte Losung liefern.
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Definition 6.1. Eine Abbildung F : R™ — R™ heifit Kontraktion beziiglich einer Norm
Il - |, wenn es eine Konstante p < 1 gibt, so dafs

IFo) —F)[ < plx—yll,  xyeR™ (63)
Ein Punkt x € R" heifst Fixpunkt einer Abbildung F : R™ — R", wenn F(x) = x ist.

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz fiir den R"). Ist F : R" — R" eine Kontraktion, dann
hat F genau einen Fixpunkt x* und fiir jedes x\° konvergiert die Folge

K =F(x0),  jeN, (6.4)
gegen x”.

Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit: wiren x*, y* zwei verschiedene Fixpunkte,
also [|x* —y*|| > 0, dann wire

e =yl _IFOO—FIl _poe —yll _
=yl -yl vl

b

ein Widerspruch zu p < 1.
Jetzt zur Existenz. Fiir j > 1 ist

x5+ —x0|| = ”F (Xm) _F (X(HJ)H <ol = x| < - < oI [k = x|

und daher, fir N > 0,

[N X0 < i [+ — x| < E o [V — x|
k=1 k=0
<

.=
N e A |
k=0

Also ist xU, j € Ny, eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen einen Grenzwert
x*, fiir den fiir beliebiges j € IN, die Ungleichung

”F (x*) —x*

< “F (x") — F(x“))H +

x* —x”*”” <p |

X —x0| +|

x* _X(H-U”)

gilt und da die rechte Seite fiir j — oo gegen 0 konvergiert, ist F (x*) = x". |

Jetzt aber zuriick zu (6.2). Das daraus entstehende Losungsverfahren wird die Iteration
K =F(x0) =B b+ (I-B'A)x (6.5)

verwenden, und die dabei verwendete Funktion F ist offensichtlich genau dann eine
Kontraktion, wenn die Iterationsmatrix (I — B~'A) eine Kontraktion liefert. Die Ziele
dieses Kapitels sind also:
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e Bestimmung von ,guten” Matrizen B (einfach zu invertieren und einfach aus A
Zu gewinnen).
e Beschreibung, wann (I — B™'A) eine Kontraktion ist.

e Bestimmung von Matrixklassen A (und passendem B), so daf8 (6.5) garantiert
konvergiert.

Bemerkung 6.3. Wenn die Iteration (6.5) gegen x* konvergiert, dann ist
X' =B7b+(I-B'A)x"

Dies gilt sogar fiir jede lineare Iteration der Form
K0+ — F(x“)) = Gx) 4 g

mit G € R™" und g € R™. Schliefilich ist ja fiir jedes j € N

X' —F(x") X = x| 4 ||F () = x5+

X — x| + ”F (x* — XUJ)H < [lx =5 + 116l

<

X —x0|

und da die rechte Seite fiir j — oo gegen Null konvergiert wahrend die linke Seite von
j unabhéngig ist, mufl x* = F (x*) sein.
6.1 Der Spektralradius und ein allgemeines Konvergenzkriterium

Wir kommen zum entscheidenden Begriff fiir die Konvergenz des iterativen Verfahrens.

Definition 6.4. Das Spektrum S(A) einer Matrix A € R™™" ist die Menge®
S(A) ={AeC : ker cn (A —AI) #{0}}
ihrer Eigenwerte. Der Spektralradius p(A) ist definiert als

p(A) = max [A|.
AES(A)

Proposition 6.5. Es bezeichne || - || eine beliebige Vektornorm auf dem R™ sowie die zugehorige
Operatornorm. Der Spektralradius p(A) bestimmt sich als

. i1/i

p(A) = limsup ||A]||

)—00

(6.6)

und erfiillt somit p(A) < [|A]l.

#Zur Erinnerung: Auch wenn die Matrix reell ist, konnen ihre Eigenwerte sehr wohl komplex sein,
daher ist das Spektrum in Normalfall eine Teilmenge der komplexen Ebene.
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Beweis: Wir erweitern das Problem auf C", es sei also jetzt || - || eine Fortsetzung der
Vektornorm auf C™#.
Sei A € S(A) und x € C" ein dazugehoriger Eigenvektor mit ||x|| = 1. Dann ist

01 = flAxd] = Ix7 el = A7

und damit ist ,
limsup”Aj”]/J > p(A).
j—o0
Fiir die Umkehrung gibt es eine invertierbare Matrix S € C™", die A in ihre Jordan-
Normalform

7\1 *
STAS = | = 7\‘.' Nl <A, = e{0, 1)
n—1 *
An
tiberfiihrt. Fiir jedes ¢ > 0 sei auflerdem
1
€
D. = )
£n71

dann ist

}\1 *

L .
D.JD;' = N €{0,¢}
An
und daher
DD || = Al +f(e), e CR), £(0) =0.
Somit ist, fiir festes ¢ > 0,
1] < wsif(sas)||[ls ) = <) ]| < x(5) « (D]|(DTD.) |
< «(S) k(Do) [DJD.|[ = k(S) k (D.) (Al + (€)',
also ist » .
lim sup HA’” / < limsup (k(S) (Da))m (ALl +f(e)),
j—o0 jooo ;r]
und damit -
lirjrligp”A)H < %?/i() Al + f(e),

was mit ¢ — 0 den Beweis vervollstandigt. |

4Die p-Normen lassen sich beispielsweise ohne Anderung auf C™ iibertragen, nur spielt der Betrag
jetzt eine etwas wesentlichere Rolle.
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Bemerkung 6.6 (Spektralradius).

1. Es ist schon wichtig, komplexe Eigenwerte mitzuberiicksichtigen: die Matrix

0 —1
Sty
hat die (konjugiert) komplexen Eigenwerte +i, ihr reelles Spektrum ist hingegen
leer. Trotzdem ist p(A) = 1, was man auch aus (6.6) erhilt, da A? = —I ist.

2. Der Vorteil von (6.6) besteht darin, dafs wir hiermit den Spektralradius einer
Matrix mit ,reellen Mitteln” bestimmen konnen.

3. Auflerdem ist (6.6) von der gewdhlten Norm unabhédngig. Dies kann man auch
ganz einfach direkt einsehen, indem man sich daran erinnert, daff auf dem R"
alle Normen dquivalent sind.

Nun aber zum angekiindigten Konvergenzkriterium.

Satz 6.7. Das Iterationsverfahren (6.5) konvergiert genau dann fiir jeden Startvektor x\© € C™,
wenn
p(I-B'A) < 1. (6.7)

Beweis: Ist (6.7) erfiillt, dann gibt es einen Index m > 0, so dafs ”(I — B_lA)m” < 1,das
heifst, die Abbildung

Fx) = (1-B'A) x
ist eine Kontraktion und konvergiert, nach Satz 6.2 gegen einen eindeutigen Fixpunkt
x',d.h., firj=0,...,m—1gilt

F* (Xm) = x[Hkm)

also konvergiert auch die ganze Folge.

Nehmen wir umgekehrt an, daf} das Iterationsverfahren (6.5) gegen x* € C" kon-
vergiert und sei y € C™ ein Eigenvektor von (I — B™'A) zum betragsgrofiten Eigenwert
A. Setzen wir x© = x* +y, dann ist

K —x' = (1-B7A)x¥ +B'b— (I-B'A)x' =B 'b = (I-B'A)y = Ay,

sowie allgemein
0y = }\Jy)
und Konvergenz liefert [A| < 1. |

Fiir unsere Zwecke ist die folgende reelle Aussage hin— und ausreichend.

Korollar 6.8. Das Iterationsverfahren (6.5) konvergiert fiir jeden Startvektor x\© € R™ wenn
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1. p(I-B7'A) < 1.
2. ||I — B*1A|| < 1 fiir eine Operatornorm || - ||.

Man kann sogar Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit machen und es
diirfte nicht tiberraschend sein, dafd die Konvergenz umso schneller ist, je kleiner der
Spektralradius ist.

Satz 6.9. Die Matrix A € R™" erfiille p (1 —B~'A) < 1 und es sei x die Lisung von Ax = b.
Dann gilt, fiir jeden Startvektor x'%,

. me — XH v o
hrer ilp(m] <p(I—-B'A). (6.8)

Beweis: Nach Proposition 6.5 gibt es fiir alle ¢ € (0,1 —p(I—B7'A)) einen Index
jo € N und eine Konstante C > 0, so dafs

(1 B"A)j“ <Cle+p(I=BA) <1,  j>j

und somit ist

o= = =A< =) < A e x|
< Cletp(I=BA) X =x|, >,
also ” ” y
0 —x
hmsup(—] <e+p(I-B'A
PPy =t
und da ¢ beliebig war, folgt (6.8) O

Die Konvergenzordnung, die (6.8) suggeriert, ist
X" —x<Cpl.  p=(I-BT'A)<1,

der Fehler fillt also exponentiell. Ist beispielsweise p = 1/10, dann hétte man also die
Fehler 1/10,1/100, 1/1000 und so weiter, in jedem Interationsschritt wird also eine Dezi-
malstelle des Ergebnisses korrekt. Aus diesem Grund wird dieses Kovergenzverhalten
auch als lineare Konvergenz bezeichnet.

6.2 GauB-Seidel-lteration und Jacobi-lteration

Erinnern wir uns an unsere Anforderungen an die Matrix B fiir die implizite Iteration

BxUt =1 — (A —B)xl,
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also Invertierbarkeit und einfache Bestimmbarkeit aus A. Der einfachste Fall ist sicher-
lich

B =diag [a; : j=1,...,nl,
vorausgesetzt nattirlich, dafd aj; # 0,j = 1,...,n. Und das ist auch bereits das Jacobi-

Verfahren, in der deutschsprachigen Literatur auch gerne als Gesamtschrittverfahren
bezeichnet:

0 a e Ain
an
) —p | 92 3 1) (6.9)
nn An—1n
ant ... Qnn- 0
beziehungsweise
oy .
K = [bk -y aerf)J Jag,  k=1,...,m. (6.10)
T#k
Bei der Gaufi-Seidel-Iteration, dem Einzelschrittverfahren, setzt man
an 0
B = ,
ani Qnn
also
0 apz ... ag
an 0 . . .n
. Y0 —p — ) : : X(J')) (6.11)
ani Qnn an61,n
beziehungsweise
k—1 n
e e ,
XLH g | - Z Qx0T — Z x| /aw, k=1,..., 1. (6.12)
r=1 r=k+1

Es gibt noch eine andere Interpretation von (6.12), ndmlich dafd bei der Bestimmung

01 y0ch die salten” Komponenten xV

k K10
j+1 j+1 . .
ponenten xgl .. ,x&]) verwendet werden, die man ja gerade eben berechnet hat.

Man verwendet also ,alte” Werte nur noch dort, wo noch keine aktualisierten Werte
vorhanden sind.
Was ist nun der Vorteil von solchen iterativen Verfahren?

von x .,xg), aber schon die ,neuen” Kom-

1. Der Rechenaufwand je Iterationsschritt hangt linear von der Anzahl der Elemente
ajx # 0 ab. Damit sind solche Verfahren gut geeignet fiir grofie, diinnbesetzte
Matrizen.
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%% JacobiIt.m (Numerik 1)

M —mm -
%% Jacobi-Iterationsschritt

%% Eingabe:

%% A Matrix

%% X Naeherung fuer Loesung

%% b rechte Seite

function y = JacobiIt( A,x,b )

n = length( A );
y = zeros( n,1 );

for j = 1:n
z=b (Cj)-ACj,1:5-1) * xC 1:5-1 ) - AC j,j+1:n ) * x( j+l:n );
yCid)=2z/AC3,j);
end
%endfunction

Programm 6.1 MLTeX/JacobiIt.m: Eine Jacobi-Iteration nach (6.10).

2. Wenn die Matrix ,gutartig” ist (also das Iterationsverfahren schnell konvergiert),
kann der Rechenaufwand weit besser als O (n?) sein: jeder Iterationsschritt hat ja
,nur” O (n?) Operationen durchzufiihren — und der Fehler fillt dabei immerhin
wie p (I—B'A), was bei gut konditionierten Matrizen*” sehr schnell zu sehr
guten Nédherungen fiihren kann.

3. Das Jacobi-Verfahren ist noch dazu sehr gut parallelisierbar: Die Berechnungen
der einzelnen Eintrédge von xU*!) sind (nahezu) unabhiingig voneinander, nur der
Vektor x) muf ,gespiegelt” werden. Fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren hingegen
ist das Parallelisierungspotential sehr eingeschrankt.

Was aber helfen uns diese schonen Verfahren, wenn wir nicht wissen, ob und wann
sie funktionieren. Nattirlich kann man immer die Spektralradien testen, aber das ist
nicht so einfach.

Satz 6.10. Ist A € R™™" symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das Gaufi—Seidel—
Verfahren.

Beweis: Wir verwenden die Zerlegung

_ T
A=L+D+ 1,
—B =A-B

47 Also solchen mit kleinem Spektralradius
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%% Jacobi.m (Numerik 1)

B mmmm -
%% Jacobi-Verfahren

%% Eingabe:

%% A Matrix

%% b rechte Seite

%% tol Genauigkeit

function x = Jacobi( A,b,tol )
n = length( A );
x = zeros( n,1 );
nrm = norm( A*x - b );

while ( nrm > tol )
disp( nrm );
x = JacobiIt( A,x,b );
nrm = norm( A*X - b );
end
%endfunction

Programm 6.2 MLTeX/Jacobi.m: Das Jacobi—Verfahren.

%% GaussSeidelIt.m (Numerik 1)

B —mmm -
%% Gauss-Seidel-Iterationsschritt mit Ueberschreiben von x
%% Eingabe:

%% A Matrix

%% b rechte Seite

%% X Naeherung fuer Loesung

function y = GaussSeidelIt( A,x,b )
n = length( A );

for j = 1l:n
z=b (j)-ACj,1:3-1) * xC1:3-1) - AC j,j+1l:n ) * x( j+1l:n );
xCj)=2z/AC3,j); %% x statt y !!!
end
y = X;
%endfunction

Programm 6.3 MLTeX/GaussSeidelIt.m: Eine Gaufi-Seidel-Iteration nach (6.12).
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%% GaussSeidel.m (Numerik 1)

%% Gauss-Seidel-Verfahren
%% Eingabe:

%% A Matrix

%% b rechte Seite

%% tol Genauigkeit

function x = GaussSeidel( A,b,tol )
n = length( A );
x = zeros( n,1 );
nrm = norm( A*x - b );

while ( nrm > tol )
disp( nrm );
X = GaussSeidelIt( A,x,b );
nrm = norm( A*X - b );
end
%endfunction

Programm 6.4 MLTeX/GaussSeidel.m: Das Gaufi-Seidel-Verfahren.

wobei L eine strikte untere Dreiecksmatrix ist, das heifst, £; = 0,j = 1,...,n. Wir miissen
nun also zeigen, daf3

p(G)=p(B'(B—A))=p(—(L+D)'LT) < 1. (6.13)

Wegen der positiven Definitheit von A ist d;; = a;; > 0,j = 1,...,n*, und damit ist die
Matrix G;, definiert durch
G, := D"’GD?=-D'"?(L+D) 'L'D?
_D1/2 (L + D)*] D]/ZDfl/ZLTDf1/2
1
_ _(p12 ~172 —1/21 p-1/2
= —(D'2(L+D)D?) (DALD'?)

=1,

T

— (4L

wohldefiniert und ihnlich zu G und hat deswegen auch dieselben Eigenwerte wie G*.
Sei nun x € C", x"'x = 1%, ein Eigenvektor von G; zum Eigenwert A, dann heif}t dies,
dafs

—Lix=A (I+Ly)x

*®Sonst wiire e] Aej < 0 fiir ein j.

sty ein Eigenvektor von G zum Eigenwert A, dann ist D'/2y ein Eigenvektor von G; zum Eigenwert
A und umgekehrt.

MM =[x :j= 1,...,n"



86 6 ITERATIVE VERFAHREN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

und somit
- XMLTx =A(1+x"Lix).
™
=(Lyx)Mx=(xHL1x) " =xHL;x

Schreiben wir x"L;x = o + i3, dann ist
B o + B2
T4 200+ o + B2

—o+1f3
T+a+1f

A = l (6.14)

Auf der anderen Seite ist A und damit auch D"2AD~"2 = I + L; + L] symmetrisch
und positiv definit!, also

0<x"(I+Li+17)x=T+x"Lix+x"Lix =1+ 2a,
=o+if =a—ip
was, in (6.14) eingesetzt, [\| < 1 liefert. O

Definition 6.11. Eine Matrix A € R™" heifst zeilenweise diagonaldominant, wenn die
Diagonalelemente den ,Rest” der Zeile im Absolutbetrag dominieren, wenn also

|ajj|ZZ|ajk|> j=1,...,TL,
k#j
gilt. Diagonaldominante Matrizen haben insbesondere nichtnegative Diagonaleintrége.

Satz 6.12 (Diagonaldominanz und Konvergenz). Ist A € R™" zeilenweise strikt diago-
naldominant, so konvergieren das Jacobi- und das Gaufi—Seidel-Verfahren.

Beweis: Fiir die Zerlegung aus dem ]acobi—Verfahren (B =diagA) gilt

k#j

”I— ]A” —max
|aJJ

und im Falle strikt diagonaldominanter Matrizen ist somit
p(1-B'A) < [[I-B'A[|_ < 1.

Fiir Gaufi-Seidel miissen wir uns ein bifichen mehr anstrengen. Hierzu schreiben wir
A=L+D+1, b =w;; =0,

wobei d;; # 0 ist, und setzen L; = —D~'L, U; = —D~'U. Die zu betrachtende Matrix ist

[-B'A = I—(L+D) ' (L+D+U =1—(-DL,+D) ' (L+D+U)
= I-(I-L) ' D'"L+D+W=1-(1-L1)"'"(I-01 -,
= I-I+(I-L) 'W=0I-L) "U =H,

>1Zur Erinnerung: Bei einer komplexen Matrix gehort es zur Definition von positiver Definitheit, da8
die Matrix hermitesch ist. Bei rellen Matrizen fordert man es oder eben auch nicht ...



6.2 Gaufs-Seidel-Iteration und Jacobi-Iteration 87

auferdem schreiben wir ] := L; + U; = [ — D'A. Da ||1,]lc = 1, ist (wg. der strikten
Zeilendiagonaldominanz von A)

T < Jllee Tn < Tn
und da []J| = |L4] + [Uy], ist
Wil To = (I =150 1o < (lloe T = L41) T (6.15)

L; und |L;| sind strikte untere Dreiecksmatrizen und damit nilpotent, das heif3t,

(I—I—ﬂi] :I+L1+"'—|—L?_1

["=L"=0 = i .
e {(I—rm‘=1+|L1\+---+rm !

und damit ist
(I—L) [ = [T+ L+ + L < T+ + -+ L = (0=LDT . (6.16)
Mit (6.15) und (6.16) ist demnach

HI T, < [0=L)7 Wl 1o < T—= 10D (oo L= L1 1y
(T— LD (T= L]+ (e — DD Ty
= Tat Wl =1 (I=1LD" 10

<0 >1

< T+ UWllee =DD 1o £ Ml Tn < T

Alsoist|H| 1,, < 1,,, also alle Zeilensummen von |H| kleiner als 1 und damitist||H|| < T,
also auch p(H) < 1. O



88 7 AUSGLEICHSRECHNUNG

Fiir den Ausgleichsanspruch nach
§1587¢ Abs. 1 Satz 1 gelten die §§ 1580,
1585 Abs. 1 Satz 2,3 und §1585b Abs.
2,3 entsprechend.

BGB, §1587k. Abs. 1

Ausgleichsrechnung

Bisher haben wir uns mit quadratischen linearen Gleichungssystemen der Form Ax = b,
A € R™" und deren numerischer Losung beschiftigt, das heifst, die Anzahl der Glei-
chung und die Anzahl der Unbekannten stimmen tiberein — eine notwendige Voraus-
setzung wenn man fiir alle rechten Seiten b eine eindeutige Losung erhalten will. Diese
Theorie 143t sich relativ einfach auf unterbestimmte Gleichungssysteme erweitern, bei
denen man weniger Gleichungen als Unbekannte hat. Man verliert zwar die Eindeu-
tigkeit der Losung, aber solange die Matrix vollen Rang hat, kann man sich (zumindest
formal) auf ein eindeutig 16sbares Teilsystem zuriickziehen®. Besser macht man es aber
auf andere Art und Weise

7.1 Inverse Probleme - ein (ganz) kurzer Exkurs

Nehmen wir jetzt also an, wir hitten es mit einem unterbestimmten linearen Gleichungs-
system

Ax =b, A €eR™™ m<n, b eR™, (7.1)

zu tun, dessen Matrix A, der Einfachheit halber, aber den maximalen Rang m hat™.
Anstatt nun aber den Losungsraum einfach einzuschranken, suchen wir uns in unserer
Losungsmenge eine beste Losung, wobei nattirlich noch klarstellen miissen, in welchem
Sinne die Losung optimal zu sein hat.

Bemerkung 7.1. Unterbestimmte Gleichungssysteme kommen in der Anwendungs-
realitdt oft vor und zwar dann, wenn es um inverse Systeme geht. Dabei kennt man
eine (hoffentlich oder ndherungsweise) lineare Beziehung der Form y = Ax zwischen
den (gesuchten) Regelgrofien x und den gemessenen Werten y, nur sind es oftmals

2Die Auswahl der “besten” Losung aus dem affinen Losungsraum ist hingegen ein durchaus nicht-
triviales Problem.

Das ist ohnehin der “generische” Fall, die Menge der Matrizen mit Rangdefekt bildet einen Null-
menge in der Menger aller m X n-Matrizen.
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viel zu viele Regelgréfien und viel zu wenige Messungen®. Das fiithrt dann zu einem
unterbestimmten System, aus dem x nun in irgendeiner Form bestimmt werden muss.

Inverse problem: Reconstruction method
1. Anatomical & morphological map

2. Probing by fluorescent marker
3. Tomographic measurements

sJojo81e(q

(4
2
S
2
(53
{5)
©
a

Incident light

' | ccp

Fluorescent Detectors
marker

Abbildung 7.1: Optische Tomographie (links). Ein fluoreszierender Marker innerhalb
einens Lebewesens (hier eine Maus) wird durch Laserbestrahlung aktiviert und das
Streulicht am anderen Ende aufgesammelt. Aus diesen Informationen soll die Lage
des Markers rekonstruiert werden.

Im physikalischen Modell (rechts) wird der Lichtaustausch zwischen benachbar-
ten Zellen durch entsprechende Beugungs-, Reflektions- und Absorptionsgesetze
ermittelt, woraus sich der Lichteinfall auf den Detektoren ergibt.

Beispiel 7.2 (Optische Tomographie). In der optischen Tomographie werden Objekte,
normalerweise Lebewesen® ausschlieflich mit Hilfe von sichtbarem Licht durchleuch-
tet, wobei im Inneren ein fluoreszierender Marker plaziert wird, sieche Abb. 7.1, der
durch das einfallende (Laser-) Licht aktiviert wird. Es klingt ein wenig abwegig mit
Hilfe von Licht durch eine Maus “hindurchschauen” zu wollen, aber tatsdchlich kommt
wirklich einiges an Licht auf der anderen Seite des Objekts an, allerdings durch die Mo-
lekiile®® gestreut und gebrochen.

Zur Modellierung dieses Problems teilt man jeden Schnitt durch das Objekt und sei-
ne Umgebung in kleine Quadrate ein und modelliert den Lichtaustausch zwischen die-
sen Quadraten® sowie den Randquadraten und den Detektoren. Bezeichnet x € RMN
die Lichtintesitdt an den Quadraten des M X N-Gitters und y € R* die gemessenen Wer-
te an den K Detektoren, die um das Objekt herum oder hinter dem Objekt angebracht
sind, dann erhalten wir ein Gleichunssystem der Form

y = Ax, A € ROMN,

54Die Anzahl der Messungen kann aus vielerlei Griinden beschriankt sein: Kosten, technische Rand-
bedingungen, Zeitbegrenzung . ..

®Und in diesem Sinne eigentlich eher Subjekte als Objekte.

%Bekanntlicherweise bei Lebewesen zumeist Wasser.

5Der Einfachheit halber werden hier normalerweise QUadrate und deren Nachbarn betrachtet.
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Ab einer bestimmten Rekonstruktionsgenauigkeit hat man dann aber mit Sicherheit we-
sentlich mehr Quadrate als Detektoren und das Problem wird massiv unterbestimmt!

Jetzt aber genug der Realitdt und zurtick zur Theorie. Da unser unterbestimmtes Glei-
chungssytem Ax = b aus (7.1) normalerweise jede Menge Losungen hat, genauer
gesagt, einen n — m-dimensionalen Losungsraum, miissen wir uns aus diesen Losun-
gen eine passende Losung aussuchen — warum also nicht gleich die Beste? Dazu l6sen
wir das Optimierungsproblem

rr;iny(x), Ax =D, (7.2)

mit einem vorgegeben Giitefunktional v : R™ — IR, das zumindest nach unten be-
schrénkt sein sollte®; diese untere Schranke kénnen wir dann auch gleich auf Null set-
zenund so v : R™ — R, annehmen. Beliebte Werte fiir y sind y(x) = [|x]l,, 1 <p < oo,
oder

v(x) = %XTBX, B positiv definit. (7.3)

Die Losung von (7.3) wollen wir uns noch schnell etwas genauer ansehen. Dazu er-
innern wir uns, daf$ ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Extremums von
f : RN — R unter der Nebenbedinung g(x) = 0, g : R® — R™, durch die Existenz
Lagrange-Multiplikatoren A € R™ gegeben ist, daf$ also

VF(x) — Vg(x)A = 0 Vg-:lig , J=lhen ] (7.4)

’ T k=1, ’ '

gelten muss. Dieses Resultat lernt man entweder in der Analysis unter dem Stichwort
“Extrema unter Nebenbedingungen”, siehe z.B. [16], oder in der Optimierung, siehe
z.B. [34, 39]. Mit f(x) = Ix"Bx und g(x) = Ax — b ist nun ganz einfach® Vf(x) = Bx
sowie Vg(x) = AT, so dafl unsere gesuchte Optimalldsung als Losung von

Bx—A™A = 0 B AT x | |0
Ax = b = Ao |l =a|T|v

gegeben ist. Daf8 dieses Extremum ein Minimum sein muss, liegt an der Tatsache,
da x +— x"Bx ein nach oben gedffnetes Paraboloid darstellt und deswegen nur ein
Minimum haben kann, siehe auch den Beweis von Proposition 7.6. Anders gesagt: Die
Minimallésung bestimmt man durch Losen des symmetrischen quadratischen m + n X
m + n-Systems

B AT

Cx =d, C:[A 0

0
) d:[b], (7.5)

Sonst gibt es normalerweise kein Minimum!

59Hier bezeichnet V die Transponierte der Jacobimatrix Df, also der ,,wirklichen” Ableitung der Funk-
tion. Beispiel, warum das so ist: f(x) = aTx : R* — R hat als Ableitung a” € R'™, der Gradient ist aber
der Vektor a € R™, was wir in unserer Spaltenvektorschreibweise eine Matrix in R™*! ist. Daher nehmen
wir V als Transponierte von Df
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wobei man sich nur um die ersten n Variablen zu kiimmern braucht, die Werte von A
interessieren ja herzlich wenig.

Ubung 7.1 Zeigen Sie: Hat A den maximalen Rang m, dann ist C aus (7.5) invertierbar.
¢

7.2 Nun aber Gberbestimmt
Jetzt geht es aber um iiberbestimmte lineare Systeme der Form
Ax ~ b, A € R™™ m>n, belR™, (7.6)

bei denen x € R"™ gesucht wird. Im allgemeinen®

nicht mehr l6sbar sein®

0 wird das ,Gleichungssystem” (7.6)
, weswegen man das folgende Ziel verfolgt:

Man finde x € R", so dafs Ax — b moglichst klein wird.

“Moglichst klein” kann beispielsweise bedeuten, dafs man x so bestimmt, dafs [|Ax — b||
fiir eine vorgegebene Vektornorm minimiert wird — dabei wird das optimale x im
allgemeinen sehr wohl von der gewé&hlten Vektornorm abhdngen.

Beispiel 7.3. Fiir

A —

haben die Minimallésungen x € R fiir ||Ax — bl|,, die folgende Gestalt:
p = 1: Man sieht leicht, daf§ by < x < b; gelten mufs, und dann ist
IAx —blly = (x —by) + [x — by + (b3 —x) = b3 — by + [x — by,
was fiir x = b, minimal wird.
p = 2: Differenzieren von
IAx —bll; = 3x* — 2 (b + by + b3) x + b2 + b2 + b2
liefert sofort, daf$ x = (b; + b, + b3) /3.

p = oo: Da das Maximum von [x — b;| immer entweder fiir j = 1 oder j = 3 angenom-
men wird, ist die optimale Wahl, x von beiden gleich weit entfernt sein zu lassen,
also x = (b3 + by) /2.

Im Spezialfall by = b, = b; =: b ergibt sich natiirlich immer x = b, die Losung des
Gleichungssystems.

%9Das hingt natiirlich von der rechten Seite b ab.
®'Daher auch das Symbol ,~" in (7.6).
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Ubung 7.2 Zeigen Sie: Die Summe

> x=bjl, by <by,
j=1
wird durch den Median minimiert, also
b1, n=2m+1,
X = 1
E(bm‘f‘bm_ﬂ), n=2m.
Wann ist die Losung eindeutig? o

In diesem Kapitel soll aber nur die Norm
-l @ x = VxTx

betrachtet werden, was vor allem auch daran liegt, dafs die Theorie am einfachsten ist.
Neuerdings haben sich Losungen in der 1-Norm in vielerlei Anwendungen als besser
erwiesen, oftmals sind sie einfach robuster gegen AusreifSer, siehe auch Ubung 7.2.

7.3 Least-squares—-Losungen und die Normalengleichungen

Definition 7.4. Ein Vektor x € R™ heifit Least-Squares-Losung von (7.6), wenn
[Ax =bll, <[[Ay = b,  yeR"

Bemerkung 7.5. Existiert eine Losung des Gleichungssystems (7.6), dann ist diese
nattirlich auch Least-Squares-Losung.

Das schone an der || - |[,-Norm ist die Tatsache, daff wir die Least-Squares-Losung
einfach bestimmen konnen.

Proposition 7.6. Sei A € R™", m > n. Dann ist jede Losung x der Normalengleichungen

ATA x = @/g (7.7)
EJRan EIR"

eine Losung des Least—Squares—Problems (7.6) und umgekehrt.

Korollar 7.7. Hat die Matrix A vollen Rang, dann ist die Losung des Least—Squares—Problems
eindeutig.

Beweis: Hat A vollen Rang n, dann hat auch ATA € R™" den Rang n und ist damit in-
vertierbar. Damit gibt es aber auch (nur) genau eine Losung der Normalengleichungen.
O
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Beweis von Proposition 7.6: Wir betrachten das (quadratische) Funktional
IAX=b|} = (Ax—b) (Ax—b) =x"ATAx —x"ATb —b"Ax +b'Db
x"ATAx —2x"ATb +b'D,

das genau dann durch x minimiert wird, wenn die Norm durch x minimiert wird. Ist
nun x ein Minimalstelle, so muss

0 = V|Ax—Db|; =2ATAx —2ATDb

sein, sieche Ubung 7.3, also hat jede Least-Squares-Losung x sich an die Normalenglei-
chungen (7.7) zu halten.
Erfiillt umgekehrt x (7.7), dann erhalten wir fiir jedes y € R™, daf3
1Ay — bl
= JJAX=DblF+ (y—x)"ATA (y —x) —2x"ATAx + 2y"ATAx + 2 (x —y) ' ATb
>0
> [|[Ax — bl —2(x —y)  ATAx+2 (x —y)" ATb = [Ax — b]l3,
—ATb

also |[[Ax — bl|, < |[Ay — b||, und somit ist x auch eine Least-Squares-Losung. O

Ubung 7.3 Zeigen Sie: Ist B € R™™ eine symmetrische Matrix und F(x) := x"Bx, x € R",
dann ist VF(x) = 2Bx. &

Bemerkung 7.8. Die notwendige und hinreichende Bedingung (7.7) bedeutet, dafs die
Least-squares-Losung so zu wahlen ist, daff der Residuenvektor r := Ax — b die
Bedingung A'r = 0 erfiillt, oder eben, da r € ker AT. Diese Bedingung hat eine
geometrische Interpretation, sieche Abb. 7.2: Es sei

Vi=%(A) =AR" :={Ax : xe R"}

der von (den Spalten von) A erzeugte Vektorraum®. Dann ist das orthogonale Kom-
plement

R*e Z(A) ={xeR" : x'Z(A) =0}
gerade ker AT. Somit sind die Least—Squares—Losungen diejenigen Vektoren, bei denen
der Residuenvektor senkrecht auf V steht.

Damit hdtten wir bereits einen (naiven) Ansatz, um tiberbestimmte Gleichungssysteme
zu losen: wir verwenden das Cholesky—Verfahren aus Satz 5.4, um die Losung von
ATAx = ATb zu bestimmen, was zu einer Zerlegung

ATA = GG’
fiihrt; dabei ist G aber ein quadratischer Faktor, im Gegensatz zu A. Allerdings fiihrt

der Ubergang zu einem Gleichungssystem beziiglich ATA, also die “Quadrierung” der
Matrix auch zu einer Quadrierung des Fehlers.

6222(A) steht fiir “Range” von A.
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b-Ax

1 .yzAfC

Abbildung 7.2: Geometrische Interpretation der Least-squares-Losung: Der Fehler
ist orthogonal zum Vektor Ax.

Beispiel 7.9. Es sei A € R*™"*" gegeben durch

11 1
E
A = € ,
E_
dann ist
e IR N ) R PR,
1 € ¢ 1 14+ g2 :
ATA =| e _ *
: . : . .. 1
’ 2
1 el e 1 1 T+e

Diese Matrix ist quadratisch schlechter konditioniert als die Ausgangsmatrix! Denn da
B := ATA = 1,1 + ¢?], ist jeder Vektor y € R" mit 1Ty = 0 ein Eigenvektor von B zum
Eigenwert ¢2. Auflerdem ist
B 1w =1n(1010) +e2Tn = (n+€?) To.
~—

=n

Also ist, unter Verwendung des Spektralradius,

@(ATA) = AT, [(ATA) ], 2 p(A7A) o((A7A) )
M AA)
T A ATA)
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Da jede Norm grofser als der Spektralradius ist, ist die obige negative Aussage nicht
etwa spezifisch fiir die 2-Norm, sondern gilt fiir jede beliebige Matrixnorm und damit
auch fiir jede beliebige Konditionszahl.

In [17, S. 398, (19.14)] kann man diese quadratisch verschlechterte Situation auch kon-
kreter finden: Fiir die berechnete Losung X des Least-Squares—Problems ergibt sich ein
relativer Vorwirtsfehler von

lIx — %Il

< Cn K5 (A) 1, x € R™\ {0}.
[II1

]

7.4 Singulare—-Werte—Zerlegung und die Pseudoinverse

Wir wollen uns nun der Beschreibung von Least-squares-Losungen etwas theoretischer
ndhern.

Definition 7.10. Eine quadratische Matrix U € R™" bzw. U € C™" heifst orthogonal
bzw. unitir, wenn UTU = [ bzw. U"U = 1. Eine Matrix D € R™" heifit diagonal, wenn
ap=0fallsj#k,j=1,....mk=1,...,n.

Bemerkung 7.11. Die orthogonalen Matrizen bilden eine multiplikative Gruppe: Jede
orthogonale Matrix U hat eine orthogonale Inverse (ndmlich U") und das Produkt
zweier orthogonaler Matrizen U, V ist wieder orthogonal (da (UV)TUV = VTUTUV =
VTV =1).

Satz 7.12. Zu jeder Matrix A € R™™, m,n € N, gibt es orthogonale Matrizen U € R™™,
V € RV und eine Diagonalmatrix © € R™™ so daf

A= UZVT, 011 202>+ 20g >0, { = min(m,n). (7.8)

Definition 7.13. Die Darstellung (7.8) heifit Singuldre-Werte-Zerlegung bzw. Singular
Value Decomposition (SVD), die Diagonalwerte von Z, 05 = 03, j = 1,...,{, heiflen
Singuldrwerte von A.

Beweis: Induktion tiber {. Im Fall £ = T nehmen wir ohne Einsc:hlr'81nl<ung63 an, daf
m < n. Dann hat A die Form A = [ay; -+ aj,] = a'. Ista = 0,dannbildenU =1,X =0
und V = [ die SVD von A. Andernfalls setzen wir v; = ||a||2’] a, also als normierte
Version von a und vervollstandigen diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis des R™,
das heifst, wir wahlen v,, ..., v, so, dafs

n T .
R" = span {vy,..., v}, Vivi =08, Jyk=1,...,m,

und erhalten die Komponenten der SVD als

U=1, V=:j=1,...,n, EIZ=UAV=[al0---0].

% Ansonsten gehen wir zu AT {iber.



96 7 AUSGLEICHSRECHNUNG

Seialso Satz 7.12 fiir ein { > 0 bewiesen und seien m, n € IN dergestalt, dal min(m,n) =
¢+ 1. Wir setzen ,
|AX]I3
Ty := max > =
x€R™ ||x|| [Ixll2=1

Ist 11 = 0, dann ist A = 0 und die SVD ergibt sich als® U =1, V = [, £ = 0.
Andernfalls ist T; der grofite Eigenwert der symmetrischen positiv definiten Matrix
ATA; sei auerdem v; € R™ ein zugehériger normierter Eigenvektor. Diesen kann man
wieder mit v,,...,v, zu einer Orthonormalbasis des IR" ergdnzen und damit ist die
Matrix V = [v; : j =1,...,n] orthogonal. Wegen (7.9) ist |[Av||, = 01, 01 = /71, und
damit ist

x! (ATA) X. (7.9)

1
0#u = O_—A\)1 S ]Rm, ||LL1||2 =1.
1
Wie vorher vervollstindigen wir diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis, diesmal mit
Uy, ...,y und setzen U = [u; : j =1,...,m]. Damit ist
uav=| o 9 = A=U 01 yr B € R P! (7.10)
0 B O B ’ ’ ’

wobei der grofite Eigenwert von B'B hochstens o7 ist. Nach Induktionsannahme gibt
es Matrizen U € R™>™1 V ¢ R ynd T € R™ ", 50 daf

B=UXV', 01 >07>--->072>0.
Setzt man das in (7.10) ein, so ergibt sich, daf3

ol POl O[T 0 ]y
"o loullo ZfloVvr]T

=Uu

2
\

womit der Beweis fertig ist. m|
Bemerkung 7.14 (Beobachtungen zur SVD).

1. Der singuldare Wert 1y aus (7.9) ist gleichzeitig der grofite Eigenwert der symme-
trischen positiv semidefiniten Matrix ATA:SeienA; > --- > A, > 0 die Eigenwerte
von B = ATA und xy,. .., x,, zugehorige orthonormale Eigenvektoren, dann ist

n T n n n
x'Bx = [Z ong] B (Z O(jx)') = Z aGA < Ay Z o = MIxII3.
j=1 j=1 j=1 j=1

2. Generell sind die singuldren Werte einer Matrix A die (immer noch nichtnegati-
ven) Wurzeln der Eigenwerte von ATA.

6% Achtung: U und V kénnen Einheitsmatrizen unterschiedlicher Grofe sein.
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3. Die Idee der SVD wird aus dem Beweis ersichtlich: man bestimmt orthogonale

Vektoren uy,...,u, € R™, vy,...,v, € R" so dafs die von ihnen gebildeten
Matrizen U und V die Ausgangsmatrix A dergestalt orthogonal transformieren,
dafs

(UAV) ej=0je, j=1,...,4,
also die kanonischen Einheitsvektoren in sich selbst abbilden.

4. Die SVD ist nicht immer eindeutig! Das einfachste Gegenbeispiel ist A = 0, dann
ist £ = 0 und man kann U und V sogar frei wéhlen. Was natiirlich eindeutig ist®
ist die Matrix X.

Definition 7.15. Die Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse einer m X n—-Matrix
A mit SVD A = UZ VT ist definiert als

A+ — VZ+UT, ZJr c IRnXm

wobei
1

" - o. , G]-kiO, . _
(Z )].k_{ ](]; o =0, i=1...,nk=1,...,m.

Der Name “Pseudoinverse” ist leicht erklart. Ist namlich A € R™™ eine invertierbare
Matrix, dann sind wegen

0 < |detA| =|detU| |det£| |detV| =] ] o;
=1 = j=1

alle singuldren Werte von A strikt positiv und damit ist £* = £~'. Daher ist
AAY=UZVIVIU =T=VvZ 'uTuUZv' = A* A

und damitist AT = A~'. Im Falle einer invertierbaren Matrix kann man das “Pseudo-"
also getrost weglassen.

Satz 7.16. Sei A € R™™, m > n.
1. Die Pseudoinverse A™ erfiillt die Moore—Penrose—Bedingungen
(1) A*A = (A*A),
(b) AA* = (AA*),

(c) AATA =A,
(d) ATAAT =A™,

6>Wegen der absteigenden Anordnung der singuldren Werte.
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2. Der Vektor x* = A™b erfiillt

Ax* —b|l, = min||Ax—b
IAX" = bll, = min |Ax = bll,

X" ist also eine Least-Squares—Losung.
Beweis: Sei A = UZV'. Zum Beweis von 1. bemerkt man, dafy die Matrizen
ATA=vIfu' ULV =vi'rvl  und < AAT =UuzZV'VIfu'=uszztu’
beide symmetrisch sind und dafs
AATA =UZVTVE LV = ULV’

beziehungsweise
ATAAT =vZru'uzzru' = vtzrtu’.

Aufierdem gibtesein 1 <r <{sodafs oy >--- > 0, > 0,4 = -+ = 0y = 0 und damit ist

—1

[ 070]

01

-
e 0,0, ' Oy
Iry = 0

und entsprechend Z*X¥X* =X+,
Um 2. nachzuweisen berechnen wir einfach

ATAX =ATAAD =VZTUT UZV ViruUT b =VvZ'U b =ATb
und nach Proposition 7.6 ist x* = A"y eine Least-Squares-Losung. O

Ubung 7.4 Zeigen Sie: Die Moore-Penrose-Bedingungen bestimmen die Pseudoinver-
se A" eindeutig. o

Mit Hilfe der Pseudoinversen kann man die Definition der Konditionszahl auch auf
singuldre und nichtquadratische Matrizen erweitern, indem man

a(A) = 1Al [|A*]), (7.11)

setzt.

So schon die SVD und die Pseudoinverse theoretisch auch sein mogen — zur Berechnung
unserer Least-squares-Losung helfen sie uns wenig, denn die Berechnung der SVD
oder der Pseudoinversen sind méglicherweise sogar noch komplizierter.
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Bemerkung 7.17. In gewissem Sinne ist die Pseudoinverse ein Lieblingskind der In-
genieure, die schon vor langer Zeit herausgefunden haben, dafd der Befehle pinv in
Matlab/Octave immer eine “Inverse” liefert, aber nie eine dieser nervigen Fehlermel-
dungen oder Warnungen. DafS dafiir die Ergebnisse nicht sonderlich sinnvoll sein
konnen® nimmt man oftmals gerne in Kauf. Es braucht durchaus einiges an Uber-
zeugungsarbeit, um dafiir zu sorgen, daf} die Pseudoinverse nicht in unangebrachter
Weise verwendet® wird!

7.5 Orthogonaltransformationen

In diesem Kapitel wollen wir Transformationsmethoden (eine Art Elimination) unter
Verwendung orthogonaler Matrizen betrachten, um so die Losung des Ausgleichspro-
blems direkt aus der Matrix A zu ermitteln. Warum man gerade orthogonale Matri-
zen verwendet, ist eigentlich ziemlich naheliegend: weil fiir jede orthogonale Matrix
U e R

IUx], = 4/(Ux)" (Ux) = VxTUTUx = |[x]l,,  x € R,

gilt, die 2-Norm also orthogonal invariant ist, ist auch die Matrixnorm ||-|| orthogonal
invariant®® und damit ist auch

K2 (UA) = Kz (AV) = Kz (A) y A€ ]Rmxn) Ue 1Rm><m) Ve 1Rn><n)

Multiplikation mit orthogonalen Matrizen verschlechtert also nicht die Kondition des
Problems®. Was wir also brauchen, sind einfache orthogonale Matrizen, mit denen
man ,etwas anfangen kann”.

Definition 7.18. Zu 0 # y € R™ ist die Householder-Matrix H = H(y) definiert als

yy'

Hy)=1-2 .
Iyli>

Die Idee, Householder-Matrizen zur Losung von Least-squares-Problemen zu ver-
wenden geht”’ auf Householder [18] zuriick, die praktischen Details wurden in [14]
ausgearbeitet.

Lemma 7.19. Householder—Matrizen sind symmetrisch und orthogonal: H' = Hund H'H =
L

6Bei der Bildung der Pseudoinversen muss entschieden werden, ab wann ein singuldrer Wert als = 0
angesehen werden soll — da steckt dann auch das gesamte numerische Teufelswerk!

’Genauso unangebracht wie das grammatisch inkorrekte “verwandt” an dieser Stelle.

%8Entsprechendes gilt auch immer fiir komplexe Matrizen und unitire Invarianz

Und den Traum, daf sich wihrend der Rechnung ein Problem in ein besser konditioniertes umwan-
delt, sollte man schon in der Numerik I aufgegeben haben.

7OWelch ein Wunder ...
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Beweis: Symmetrie ist trivial und die Orthogonalitit folgt aus

2
2 4 4 y'y
HTH:HZ:(I——zny) =l-—yy'+—y =5 y' =1L
lyll; Iyll; Iyl Iyllz
~——

=1
O

Der Einfachheit halber wollen wir nun immer annehmen, daf$ der Householder—Vektor
y fir die Bildung der Householder—-Matrix H(y) normiert ist, das heifst [[y|[, = 1, denn
dannist H(y) = I — 2yy".

Bemerkung 7.20. Die Householder-Transformation x +— H(y)x kann man auch geo-
metrisch interpretieren, und zwar als Spiegelung an der Hyperebene

E:={xeR™: x'y=0},
siehe Abb. 7.3. Schreibt man namlich x als x = oy + y*, y'y* = 0, dann ist”

H(y) x = (I —Zny) (ay +y*) = oy +y* —Zocyy\TE—Zy y'yt =—ay+y*,
e =0

das heifst, die Projektion von x in die Hyperebene E bleibt unverdndert, wahrend das
Vorzeichen des Anteils in Richtung y umgedreht wird.

Abbildung 7.3: Die Householder-Transformation als Spiegelung an der Hyper-
ebene E = y*. Im phyiskalischen Sinn ist das also eher eine Brechung als eine
Spiegelung: “Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel”.

7INicht vergessen: [lyll, = 1!
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Seialso A € R™™, m > n. Die “Strategie” ist nun naheliegend: Wir wollen mit Hilfe von
Householder-Matrizen wie bei der GaufSi-Elimination A auf eine obere Dreiecksgestalt

bringen, d.h. normierte Vektoren vy, ...,y finden, so dafs
R % * ... % |
0 * * .. %
H{ye)---H(yi) A= SR ik k=0,...,n—1. (7.12)
K1
N I

Fir k = Oist (7.12) trivialerweise erfiillt. Um von (7.12) einen Schritt weiterzukommen,
miissen wir also einen Vektor {j, ;1 € R™* und eine Zahl oy, ; € R bestimmen, so daf3”?

(k+1)
k+1

H (Gis1) a®V = ogier € R™K, a® = : e R™ ¥, (7.13)

Clgiﬂ)

denn ergibt sich unter Verwendung von

0 I 0
= e R™ H — E]Rme
Yk+1 lng ] - (Y1) [ 0 H (G ] y
daf3

* * * * *

0 x| x |x oo

H(yxer) - Hy1) A = Ol [ * on *

0 * *

0 |+ ... o]

Das entscheidende Problem besteht also darin, (7.13) zu 16sen. Dafs und wie das geht,
sagt uns das ndchste Lemma.

Lemma 7.21. Sei x € R™. Setzt man”™ y = 2 ||x||;, € = —sgnx; und

/1 [x1] % :
Y = z+7> yj:_ey_;h) j=2,...,m, (7.14)

dann ist ||lyll; = 1 und H(y) x = « ey, wobei &« = —e|[x||;.
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%#

%# HousehStep.m

%# Berechne y-Vektor fuer Householder-Matrix
%# Daten:

%# x Zu transformierender Vektor

function y = HousehStep( x )
m length( x );
y zeros( m,1 );

g 2 * sqrt( x’ * x );
if g < eps

return;
endif

s = sign( x(1) );
ifs=20 % Sonderfall !!!
s =1;

y( 1) =sagrt( 0.5 + abs( x(1) )/g );
g9 =g *yC1l);
for j = 2:m
yCji)=s*xC3j) / 99;
end
%endfunction

Programm 7.1 MLTeX/HousehStep.m: Bestimmung des Vektors y fiir die
Householder-Matrix. Die Behandlung des Sonderfalls x = 0 wird noch gerecht-
fertigt werden.
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%t

%# HousehStep.m

%# Berechne y-Vektor fuer Householder-Matrix
%# Daten:

%# X Zu transformierender Vektor

function y = HousehStep2( x )
m = length( x );
y zeros( m,1 );

7 x

g =2 * sqrt( x X );
if g < eps

return;
endif

if x(1) == 0 % Sonderfall !!!
s = 1;

else
s = sign( x(1) );

end

y( 1) =sqrt( 0.5 - abs(x(1))/g );
g9 =g *y(1l);
for j = 2mm
yCjid)=-s*xC3i) / 99;
end
%endfunction

Programm 7.2 MLTeX/HousehStep2.m: Die “dumme” Art, den Vektor y zu bestim-
men, mit der numerisch falschen Wahl von e.
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I"Jbung 7.5 Folgern Sie aus (7.14), da8 |y|; = 1. &

Beweis: Nattirlich konnte man “einfach” nachrechnen, daf$ die Bedingungen aus (7.14)
die gewtinschten Eigenschaften liefern. Nachdem aber diese Voraussetzungen ja nor-
malerweise nicht vom Himmel fallen, wollen wir sie explizit herleiten — das ist zwar
etwas aufwendiger, aber auch “realistischer” und zeigt uns, wo man numerisch auf-
passen muss.

Da H(y) orthogonal ist, mufS zuerst einmal

ol = [|[H(y) x|, = IIxIl,

gelten, das heifst « = €|[x||;, € € {£1}. Nach der Definition von H(y) ist H(y) x = o e,
dquivalent zu

— 2y, (yTx) = «, Xj — 2y; (yTx) =0, j=2,...,m. (7.15)

Aus diesen Bedingungen ergibt sich mit 3 := y'x und der Zusatzforderung |lyll, = 1,
dafs

m

ayr = yia—2y B)+ )y (x5 —2y; B ZnyJ—ZBZUf

j=2 =0

= B—28 |yl =-B,
~~

=1

also 3 = —ay;. Eingesetzt in die erste Gleichung von (7.15) liefert dies, dafs

[T—x1/
X1 +2ocyf=oc — Yy = T]/

Wiéhlen wir nun € € {—1, 1} so, daf3
ex1 < O, = X1 = —€ ’X1| (716)

dann ergibt sich

! —ebal _ 1 bl —  B=—clxlhy
= Pozexal M = — 1
2 el N2 2, 2

und schlief3lich

X; X;

= =——e—"— j=2,...,m.
VT Ty T

7?Hierbei bezeichnet e; wieder den j—ten kanonischen Einheitsvektor.
7Hierbei kénnen wir das Vorzeichen sgn 0 der Zahl Null beliebig als +1 wihlen.
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%t

%# HousehMat.m

%# Berechne Householder-Matrix H(y) =1 -2y y' T/y' Ty
%# Daten:

%# y Vektor

function H = HousehMat( y )
H = eye( length(y) ) - 2*y*y’/(y’*y);

Programm 7.3 MLTeX/HousehMat .m: Berechnung der Householder-Matrix zu y.

Bemerkung 7.22. Die Wahl von € in (7.16) war theoretisch beliebig, aber numerisch
absolut sinnvoll, denn nun werden unter der Wurzel bei der Bestimmung von y; zwei
positive Zahlen addiert, so daf$ Ausloschung vermieden wird, siehe Beispiel 2.9. Und
dain (7.14) durch y; dividiert wird, sollten wir ohnehin dafiir sorgen, daf} diese Zahl so
grofs wie moglich wird, einfach um die Fehlerfortpflanzung moglichst klein zu halten.

Die maximale Ausloschung bei “falschen” e tréte {ibrigens genau dann auf, wenn
Ix1| ~ |Ix2|| wére, also genau dann, wenn der Vektor x sowieso schon den Wert hétte, den
er haben sollte. Und das kann man tatsdchlich auch deutlich sehen wie in Beispiel 7.23
gezeigt werden wird. an kann die Bestimmung des Householder-Vektors aber auch
wie in Abb. 7.4 geometrisch interpretieren. Im R* sind die Spiegelungsebenen die
beiden Winkelhalbierenden der von x und der x;—Achse erzeugten Winkel; diese Winkel
summieren sich natiirlich zu 27t. Wird nun einer der Winkel immer kleiner, dann ist
zwar die Spiegelung am spitzen Winkel immer unproblematischer, dafiir wird aber
die Spiegelung an der anderen Geraden eine immer kritischere Operation, und am
schlimmsten ist das ganze, wenn einer der Winkel gegen 0 geht. Keinen Unterschied
gibt es, wenn x; = 0 ist, also in dem Fall, in dem wir € nach Gusto wahlen kénnen, weil
wir sgn 0 beliebig in +1 festlegen diirfen.

Beispiel 7.23. Vergleichen wir einmal fiir n = 2 die beiden Routinen aus den Program-
men 7.1 und 7.2, und zwar zuerst fiir eine eher braven Vektor:

octave> x = [ 11 ]7;

octave> yl = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);
octave> HousehMat (yl)*x

ans =

-1.4142e+00
-1.1102e-16

octave> HousehMat (y2)*x
ans =
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Abbildung 7.4: Die geometrische Interpretation der Householder-Transformation:
x wird an den beiden Winkelhalbierenden gespiegelt, und das “gute” e entspricht
dem spitzen, das schlechte dem stumpfen Winkel.

1.4142e+00
4.4409e-16

und in beiden Fillen wir x praktisch auf ein Vielfaches des Einheitvektors abgebildet’.
Das wird aber anders, wenn wir den Fall

octave> x = [ 1 180°(-5) 1°;
octave> yl = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);

betrachten, denn nun erhalten wir das schon signifikant schlechtere Ergebnis

octave> HousehMat( yl ) * x
ans =

-1.0000e+00
1.1911e-22

octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

1.0000e+00
8.2815e-13

Noch interessanter wird es fiir

74DaB im zweiten Fall der Fehler ein wenig grofer ist hat noch nicht wirklich etwas zu sagen.
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octave> x = [ 1 .2*¥107(-7) ]’;yl = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);
octave> HousehMat( yl ) * x
ans =

-1.0000e+00
-1.1325e-24

octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

1.0000e+00
2.2045e-09

und richtig tibel im Fall

octave> x = [ 1 .18*107(-7) ]1’; y2 = HousehStep2 (x);
warning: in /.../HousehStep2.m near line 26, column 12:

>>vy (§) = -s * x (j) / 99;

warning: division by zero
octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

NaN
NaN

wo die Ausléschung absolut gnadenlos zuschlégt.

Unabhingig von den numerischen FufSangeln haben wir auch schon wieder eine neue
Zerlegung fiir Matrizen kennengelernt, die sogenannte QR—Zerlegung.

Satz 7.24. Sei A € R™", m > n. Dann gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™™ und
eine Rechtsdreiecksmatrix™

* *

O * mxXn
R=lo 0|k,

0 ... 0

so daf§ A = QR.
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%#

%# HousehQR.m

%# Berechne QR-Zerlegung fuer Matrix A

%# Daten:

%# A Zu zerlegende Matrix, ueberschreibe mit R

function [ Q,R ] = HousehQR( A )
[m,n] = size( A );
Q=1II = eye( m );

for j = 1l:n
AC Jm,j s
HousehStep( x ); % Berechne orthog. Vektor
if j>1
y = [ zeros( j-1,1); vy 1; % Auffuellen
end
H=1II - 2*y*y’; % Householder-Matrix

< ™
I

A=H*A;
Q=Q* H;

end

R = A;
%endfunction

Programm 7.4 MLTeX/HousehQR.m: QR—Zerlegung mit Householder—-Matrizen.
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Beweis: Wie man die Vektoren yy,...,y, 1 bestimmt, so dafs
H(yn-1)---H(y1)A=R

wissen wir ja bereits aus Lemma 7.21 — solange der “eingegebene” Vektor x nicht der
Nullvektor ist. Finden wir aber bei unserer Elimination eine “Nullspalte” vor, dann
ist das auch nicht schlimm, denn die obere Dreiecksstruktur ist ja dann insbesondere
vorhanden und wir konnen in diesem Fall einfach y = 0 setzen. Bleibt nur noch zu
bemerken, daf3

Q=H(y) - -Hlyn1) =H(y1) - -Hlyn).
O

Was bringt uns nun die QR-Zerlegung? Nun, mit A = QR wird das Normalenglei-
chungssystem zu

R'Q™=A"b =ATAx=R'Q"QRx =R"R x.

[

[’ﬁTo]QTb:[ﬁTO][E]x:Wx.

Schreiben wir

D) nxn
R e R™™

o ~

dann ist

Hat nun A (und damit auch R und E) vollen Rang, dann kénnen wir von links mit RT
multiplizieren und erhalten das einfache Gleichungssystem

L Q™)
Rx=RT[RT0]Q"b =11, 01Q"b = :

)

(Qb),,

das wir direkt durch Riicksubstitution 16sen konnen. Das fassen wir noch einmal
zusammen.

Korollar 7.25. Die Matrix A € R™", m > n, habe vollen Rang und die QR-Zerlegung

A=QR R= [ E ] Dann erhiilt man die Least—Squares—Lésung von (7.6) als Losung des

Gleichungssystems’®

Rx=KQ'b, K= ee eR™™. (7.17)
j=1

7Nachdem U fiir unitire Matrizen reserviert sein wird, ist R jetzt der Ersatz fiir unser gutes altes
U aus der LU-Zerlegung von oben. So ein kleiner Notationswechsel zwischendurch erhilt die geistige
Flexibilitat.

76Die Matrix K hier ist die kanonische Koordinatenprojektion vom R™ in den R™.
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%#

%# HousehLS.m

%# Loese LS-Problem

%# Ax - b = min

%# ueber QR-Zerlegung mit Householder-Matrizen
%# Daten:

%# A Matrix, voller Rang!

% b rechte Seite

function x = HousehLS( A,b )

[ myn ] = size( A );

[ Q,R ] = HousehQR( A );

R =R(C 1:n, 1:n); % LS-relevanter Teil
b=Q *b;

x = RueckSubs( R , b( 1:n ) );
%endfunction

Programm 7.5MLTeX/HousehLS.m: Losung des Least-squares—Problemsnach (7.17).

Hat die Matrix A nicht vollen Rang, dann hat man aber, auch mit der QR-Zerlegung,
ein Problem! Denn um die Gleichung

R'Q"b = R"Rx

durch Vorwartselimination und Riicksubstitution 16sen zu konnen, miissen ja Rund da-

mit auch R" vollen Rang haben, insbesondere miissen die Diagonalelemenente von Rvon
Null verschieden sein. Ein Diagonalwert 0 in der Matrix R tritt aber nach Lemma 7.21
genau dann auf, wenn wihrend der Householder-Elimination eine Nullspalte unter
der Diagonalen erzeugt wurde, siehe auch die Bemerkung im Beweis von Satz 7.24.
Was man mit Nullspalten macht, wissen wir aber aus der Gaufs-Elimination, Stichwort
Pivotsuche: Nach Anwendung einer Spaltenpermutation kéonnen wir entweder mit
einer von Null verschiedenen Spalte weitermachen, oder aber die eliminierte Matrix

hat die Form
R B

00

Da fiir Spaltenvertauschungen eine Permutationsmatrix von rechts multipliziert wer-
den mufs, hat also die QR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche die Form

] , ReR™, Be R, T =rangA.

AP=QR, Pell,

wobei wieder IT, C R™™ die Gruppe der Permutationsmatrizen bezeichnet. Die Details
zur QR-Zerlegung mit Pivotsuche finden sich beispielsweise in [13, Sec. 6.4].
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Zum Schlufd noch ein Wort zur Stabilitiat der QR-Zerlegung, die so ziemlich genauso
ist, wie man es von der Gaufi-Elimination erwarten wiirde. Unter Verwendung der

Frobenius—Norm -
|A||F—( Zak], A €R™"
j

1 k=1
findet man in [17, Theorem 18.4] das folgende Resultat.

I\’la

Satz 7.26. Es sei A € R™™, m > n, und R € R™" die mit dem Householder—Verfahren
berechnete Rechtsdreiecksmatrix”’ der QR-Zerlegung von A. Dann gibt es eine orthogonale

Matrix 6 e R™ yund eine Matrix A € R™", so daf3

A = QR

und
HA — KHF < Cnml Al + O (nmt?)

wobei C > 0 eine moderate Konstante ist.

Den Beweis schenken wir uns ...

7.6 Orthogonaltransformationen Il — Givens—Rotationen

Eine Alternative sind die sogenannten Givens—Rotationen [11], wobei die Idee der
Rotationsmatrizen sogar schon auf Jacobi [20] zuriickgeht’®. Um diesen Zugang zu
motivieren, sehen wir uns einmal an, wie orthogonale Matrizen eigentlich im 2 x 2—Fall
aussehen. Sei also )
19T
Q= [ s t

eine orthogonale Matrix, das heifst,

0 q T [ g2 +s2 qr+st
I=QQ [r t“ ] | gr+st 1Pt (7.18)

Damit folgen aus (7.18) die Beziehungen
T=q*+s* =1+t 0 = qr + st.

Die erste Identitit sagt uns daf wir g, 7, s, t parametrisieren kénnen’®, und zwar bis auf
Vorzeichen als

q=-cos¢d, s=sind, r=—siny, t=cos, b, € [0, 7).

77 Achtung: hier hat R eine andere Bedeutung als weiter oben in diesem Abschnitt

78Woran man wieder einmal sieht, dafl die , Alten” sich auch fiir Numerik interessiert haben.

7Die Einschrankung von ¢ und { kommt daher da8 Q trivialerweise genau dann orthogonal ist,
wenn —Q orthogonal ist.
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Diese Vorzeichen, die genaugenommen beispielsweise q = + cos ¢ liefern wiirden, re-
prasentieren den Spiegelungsanteil Aus der zweiten Beziehung folgt unter Verwendung
der Additionstheoreme, dafs

0=cos¢ sinp —sin¢d cosp =sin(p — V),

also ¢ — 1 € nZ. Wihlen® wir \ € [, 7], dann ist entweder ¢ =1 oder ¢ = 7+,
was nattirlich zu ¢ € [0,2n] fithrt. Im ersten Fall, ¢ = {, haben die orthogonalen
Matrizen Q € R?? die Form

Q:](d)):[ cos ® sind)]

—sind cosd

und sind damit je eine Drehung bzw. Rotation um den Winkel ¢. Diese Drehungen
konnen wir nun ganz einfach in den R™ fortsetzen.

Definition 7.27. Zu 1 <j < k < nund ¢ € [0,2m) definieren wir die Jacobi—-Matrix
JG, k5 ¢) e R™™als

1

E ! !

1
— cos ¢ sin ¢
1
JG,k; ¢) =
1
— —sin¢ cos ¢
1

1]

Ubung 7.6 Wie sehen die orthogonalen Matrizen in der Situation ¢ =1 + mwaus? ¢

Bemerkung 7.28. Die Anwendung der Jacobi-Matrix | (j, k; ¢) entspricht einer Dre-
hung um den Winkel ¢ in der Ebene, die von den Einheitsvektoren e; und ey aufge-
spannt wird.

Die Auswirkung der Multiplikation einer Matrix A von links mit ] (j, k ; ¢) ergibt sich
somit als

Qg T #j,Kk,
JGyk; d)A), = cos ¢ ajs + sin § ay r=j, rs=1,...,n,
—sind ajs + cos ¢ ay r=KX,

8Winkel sind ja nur modulo 27t definiert.
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es dndern sich also nur die beiden Zeilen a;. und ay.. Auch Jacobimatrizen kénnen
wir zur Elimination fiir A € R™", m > n, verwenden: Wir bestimmen zuerst einen
Drehwinkel ¢,, so dafs

J(,25 ) A= * * --0 X,

dann einen Drehwinkel ¢13, so dafs

.
¥ O O %
I
I S

J(,35 ¢13) ] (1,25 di2) A=

und so weiter, bis schlie8lich®!

*
¥

DUCTLTRIS] P
0 % ... =
Alsnéchstes eliminieren wir in der zweiten Spalte mit Hilfe von Drehwinkeln &3, . .., $2m

die Subdiagonalelemente. Da auflerdem, fiir jedes B € R™™ mit by; = -+ = by =0
undr=2,...,m,

b T £ 2, k
(J(2,k; dx)B),y = cos ¢y bz + sin oy by =2 =0, k=3,...,m,
—sin ¢y by 4 cos Gy b r=k%k

die Nullen in der ersten Spalte bleiben also unangetastet. Damit ist die Vorgehensweise
klar: Man bestimmt Drehwinkel

q)]Z)"')(b]m)q)B)'-'vq)Zm)'-'>¢n,n+1)°">¢nm>
so dafs

n r+l -
[HHI cbm] —| 5], (719)

r=1 s=m

0 ... 0

81Das etwas seltsame Produkt soll die Reihenfolge der Multiplikation andeuten!
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was wieder nichts anderes als eine QR-Zerlegung ist. Was bleibt ist die Bestimmung
eines Drehwinkels ¢, s =1+ 1,...,m,r = 1,...,n, so daf im jeweiligen Schritt

cos drs  sin Py Qrr 04 ) ) )
= ) o = QG

—sin d)rs Ccos d)rs Qrs 0

was sich immer 16sen 14fst, wie man sich leicht geometrisch vorstellt. Allerdings brau-
chen wir nicht die Winkel selbst zu bestimmen, es gentigen die Werte von deren Sinus
und Cosinus! Die bekommt man aber ganz einfach. Setzen wir

Crs = COS P und s, = sin ¢y,
dann erhalten wir aus der zweiten Zeile, daf3

(sign a;) |ay

[ 2 2
Ay + Qg

(sign ays) [ay
Crs = 3 3
V Qrr + Qis

wobei sign 0 = 1 gesetzt wird®. Bei dieser Wahl von ¢, und s, ergibt sich tibrigens

Srs =

Srs Qpr = Crg Qyg S

o = (sign a,) (sign as) Vai + a.

Ubung 7.7 Implementieren Sie die QR-Zerlegung mittels Givens-Rotationen in Mat1lab
oder Octave. o

82 Aber nur der Vollstandigkeit wegen, der Wert —1 wire genau so gut.
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And now for something completely
different ...

Monty Python’s Flying Circus

Polynome

Bei vielen praktischen Problemen (z.B. CAD) ist es wichtig, Funktionen ndherungswei-
se durch ,einfache” Funktionen (die mit endlich viel Information dargestellt werden
konnen) zu reprédsentieren oder zu approximieren. Die beiden wesentlichen Anwen-
dungen sind

Modellierung: Man versucht, durch Verdndern von Parametern eine Kurve (oder
Flache) zu erhalten, die (zumindest ndherungsweise) die gewiinschte Form hat.

Rekonstruktion: Aus endlicher Information (z.B. Abtastwerte) soll eine Kurve (oder
Flache) gewonnen werden, die diese Information reproduziert (z.B. interpoliert).

Die einfachsten und édltesten Funktionen fiir diese Zwecke sind die Polynome.

Definition 8.1. Eine Funktion der Form

p(x) = Z ajxj, a; € K,
j€No

heifit Polynom tiber dem Korper K, falls
degp :=max{j € Ny : a; # 0} < c0.
Die Zahl deg p nennt man den Grad von p, mit
T, ={p : p Polynom, degp < n}

bezeichnet man den Vektorraum aller Polynome vom Grad hdchstens n und mit IT =
KIx] den Vektorraum aller Polynome.

Bemerkung 8.2 (Polynome).

1. Die Vektorrdaume IT,,, n € IN, und IT sind K-Vektorrdume, also abgeschlossen
unter Multiplikation mit K.
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2. Esist
dimTT, =n+1, n € Ny

und die Monome {1, x, ..., x"} bilden eine Basis von TT,,.

3. TTistsogar eine Algebra: Das Produkt pq zweier Polynome p, q € TTist wieder ein
Polynom. Das werden wir aber in diesem Abschnitt praktisch nicht ausnutzen.

Ein grofler Vorteil von Polynomen ist, daf$ sie in den stetigen Funktionen auf jedem
kompakten Intervall dicht liegen, das heifit, dafd wir mit ihnen jede stetige Funktion
beliebig genau anndhern konnen; das ist der berithmte Satz von Weierstrass (1885),
siehe [42].

Satz 8.3. Es sei I C R ein kompaktes Intervall und f € C(I). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0O ein
p €11, so dafs
IIf —pll; := max|f(x) —p(x)l <. (8.1)

Der Beweis findet sich in Anhang A.3.

8.1 Darstellungen polynomialer Kurven und Auswertungsverfah-
ren

Die wichtigste Operation beim praktischen Rechnen mit Funktionen ist sicherlich die
Auswertung dieser Funktion an einer Stelle x € IR. Dieses Auswertungsverfahren hangt
sicherlich von der verwendeten Darstellung ab. Im CAGD® verwendet man nicht nur
polynomiale Funktionen sondern polynomiale Kurven.

Definition 8.4. Eine Abbildung
P1
p=| : : R— R
Pa

heifit polynomiale Kurve vom (Ho6chst-) Grad n, falls p; € IT,,,j = 1,..., d. In diesem
Fall schreiben wir auch p € TT¢.

Bemerkung 8.5. Jede polynomiale Kurve p € TT¢ 148t sich schreiben als

o+ anx + -+ apx" Qo an Qin
plx) = : = : [+ : X+t x"
Qgo + agiX + -+ + agnXx" Qg0 Qg1 Qdn
e
=ag =a =an

n
= E a; ¥,
=0

8B Computer Aided Geometric Design.
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%% Horner.m (Numerik 1)

%% Hornerschema

%% Eingabe:

%% a Koeffizientenmatrix (vektorwertig!)
%% X Stelle

function y = Horner( a,x )
length(a);
a(:,n);

n-1:-1:1

for j =
=x *b+a(:,j);

y = b;
%endfunction

Programm 8.1 MLTeX/Horner.m: Das Hornerschema fiir vektorwertige Polynome.

wobei a; € RY, j = 1,...,n. Damit sind diese Kurven also nichts anderes als ,ganz
normale” Polynome mit vektorwertigen Koeffizienten.

Proposition 8.6 (Horner-Schema). Ist
pix)=) ax €T,
j=0

und setzt man
a®(x) = an (8.2)
d(x) = xd'(x)+ an, i=1,...,m, (8.3)
dann ist a™(x) = p(x).

Beweis: Schreibe p(x) als
px) =ao+x (a1 +x (% (@G +xan)+))

und werte von innen nach aufden aus. O

Im CAGD wurden das Hornerschema und damit die monomiale Darstellung von
polynomialen Kurven aber inzwischen von etwas anderem verdrangt. Der Grund ist,
daf} die Koeffizienten a; = ].]—!p(j)(O), j = 0,...,n, kaum geometrische Information {iber
die resultierende Kurve geben und dafS das Design mit diesen Koeffizienten praktisch
unmoglich ist.
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Definition 8.7. Es sei I = [to,t;1] € R, —00 < ty < t; < o0, ein nichtdegeneriertes
kompaktes Intervall® und x € R. Als baryzentrische Koordinaten

u(x 1) = (uolx [ )i (x [ 1))
von x beziiglich I definiert man das Paar von Zahlen, das die beiden Bedingungen
x=u (x| to+uw (x| t1, uwx[D+u(x|I) =1 (8.4)
erftillt.
Bemerkung 8.8 (Baryzentrische Koordinaten).

1. In (8.4) wird x als affine Kombination von t;, und t; dargestellt. Eine affine
Kombination, bei der beide Koeffizienten > 0 sind, bezeichnet man als Konvex-
kombination.

2. Die baryzentrischen Koordinaten bestimmen sich als

. t—x . X — to
uy (x| I) = r— und w (x| I) = ra— (8.5)
3. Aus (8.5) folgt sofort, daf3
Up (tj | U = 60]' und 1wy (tj | I) = 6”, ) = O, 1. (86)

4. Die baryzentrischen Koordinaten® beschreiben das Verhéltnis, in dem der Punkt
x das Intervall I teilt, siehe Abb. 8.1.

- ul e u0 -

t0 X tl

Abbildung 8.1: Baryzentrische Koordinaten als (normiertes) Teilungsverhaltnis.

5. Es gilt
uo (x| I,u (x| I)=>0 & x € I.

6. Ist I = [0,1], dann ist up(x | I) = (1 —x) und w;(x | I) = x. Baryzentrische
Koordinaten transformieren also das Intervall I in [0, 1].

84 Also das, was sich der ,Mann von der Strafe” so unter einem Intervall vorstellt.
85Der Begriff bedeutet ja nichts anderes als ,Schwerpunktskoordinaten”.
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Mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten kénnen wir ein anderes Auswertungsver-
fahren fiir Polynome angeben.

Satz 8.9. Es seien b, ..., b, € RY. Fiir x € 1 liefert der Algorithmus von de Casteljau®®,

Bx) = by, k=0,...m, ®.7)
bgj](X) = U (x| bL(X)-i-u] (x| T) bi+](x)> k=0,...,n—j—1, (88)

als Ergebnis den Wert

bi(x) = b (T.‘)ugj (x| 1) W (x| 1) (8.9)

der Bézierkurve®

an der Stelle x.

Definition 8.10. Die Koeffizienten b = (by, ..., b, ) bezeichnet man als Kontrollpunkte,
die von ihnen gebildete stiickweise lineare Funktion als Kontrollpolygon.

Die schematische Arbeitsweise des Algorithmus von de Casteljau ist in Abb. 8.2 dar-
gestellt. Die Polynome B} (x | I) sind im Falle I = [0, 1] ,,alte Bekannte”, ndmlich genau
die Polynome, mit deren Hilfe wir die Bernsteinpolynome im Beweis von Satz 8.3 ge-
bildet haben. Tatsédchlich ist ja B, f auch nichts anderes als eine Bézierkurve, nur eben
mit b; = f(j/n),j =0,...,n. Aus disem Grund bezeichnet man die Polynome B)T‘ (x| 1)
auch als Bernstein-Bézier-Basispolynome.

Ubung 8.1 Zeigen Sie, daB jedes stetige Vektorfeld f : I — R? auf dem kompakten
Intervall I ¢ R gleichméaflig durch polynomiale Vektorfelder approximiert werden
kann. o

Lemma 8.11. Die Bernstein—Bézier—Basispolynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. (Rekursionsformel)

Bl (x 1D =wo (x| 1) B} (x| D+ (x| D B (x D (8.10)

2. (Teilung der Eins)
> BMx|D)=1. (8.11)
j=0

8Paul Faget de Casteljau, Mathematiker, in den 60ern bei Citrden in der CAD-Entwicklung tétig.
8 Pierre Bézier, T 29.11.1999, Ingenieur, in den 60ern bei Renault in der CAD-Entwicklung ttig.
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e —-—e e Hr—e

Abbildung 8.2: Der Algorithmus von de Casteljau: Die Teilungsverhéltnisse von I
beztiglich x werden auf die Streckenziige tibertragen, die die Koeffizienten verbin-
den.

3. (Nichtnegativitit) Fiir x € 1 ist B]T‘ (x|I)>0

Beweis: Die erste Identitt, (8.10), folgt aus®®

.o —1 —1
s = (e G
j j j—1
n—] n—1-j. j n—] i—1
= U . u, u; +ugl . uo u]
j j—1
|

= w(x|I) B?’] (x| I)+w (x| 1) B]T:] (x]1).

Fiir (8.11) verwenden wir (8.10) und erhalten mit der Konvention B™, = B} , =0, dafs
n n—1
> BrMx|D) = ZuoB“UrZu]B"‘ (Wo+w) ) B =1
j=0 =0 _ j=0
j j= b j .
mittels Induktion tiber n. Die Nichtnegativitit folgt direkt aus (8.10). m|

8Hjer und im Folgenden verwenden wir die Kurzschreibweise u; =u; (x [ I), x € L.
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%% DeCasteljau.m (Numerik I)

%% DeCasteljau fuer [0,1]

%% Eingabe:

%% b Kontrollpunkte (Matrix!)
%% X Punkt in [0,1]

function y = DeCasteljau( b,x )
n = length(b);

for j = 1:n-1
for k = 1:n-j
b( : k) = (1-x) * b( :,k) + x * b( :,k+t1 );

end
end
y =b( :,1);
%endfunction

Programm 8.2 MLTeX/DeCasteljau.m: Der Algorithmus von de Casteljau mit Refe-
renzintervall I = [0, 1].

Ubung 8.2 Beweisen Sie die kombinatorische Identitat
G105 )6)
| = .. .

j j j— 1

Beweis von Satz 8.9: Wir zeigen durch Induktion tiber j, daf3

j
b(x) =) b Bl(x|D), k=0,...,n—j,x€R,
=0

121

(8.12)

was fiir j = n die Formel (8.9) liefert und fiir j = 0 gerade (8.7), also per Definitio-
nem richtig ist. Fiir j > O und k = 0,...,n —j — 1 verwenden wir schlieslich die

Rekursionsformel (8.8), um mit Hilfe der Induktionssanahme

j j
b (x) = uob(x) +w bl = Z b Bl +w Z biir 1B}
=0 r=0
j . j+] . j+] . .
= U Z by Bl + Wy Z b.B = Z byyr (U«OB)r +w B]Tq)
=0 r=1 =0
41 '
= ) buB" (x|

r=0
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zu erhalten, was die Induktion fortsetzt. ]
Bemerkung 8.12 (Eigenschaften der Bézierkurven).

1. (,Convex Hull Property” ) Da fiir x € I

n

0<Br(x|I) und ) BMx|])=1,
j=0

ist jeder Punkt B,b eine Konvexkombination von by,...,b, und damit liegt
die Kurve® B, b(I) in der konvexen Hiille von by, ..., b,. Dies ist beispielsweise
fir die Schnittbestimmung von Kurven wichtig: Man priift zuerst einmal, ob
sich tiberhaupt die konvexen Hiillen (also Polygone™) schneiden, bevor man ein
kompliziertes Verfahren zur Schnittberechnung von Kurven anwirft.

2. (,,Endpoint Interpolation” ) Istu, (x | I) = 1, dann ist bé(x) =by,j=0,...,n,also
auch B,b(x) = by; entsprechend nattirlich auch B,,b(x) = b,, wenn u; (x | I) = 1.
Die Bézierkurven interpolieren also an den Endpunkten des Kontrollpolygons.

3. ( ,Linear Precision” ) Liegen alle Kontrollpunkte b;, j = 0,...,n, auf einer Gera—
den, so ist B,b(I) ein Streckenzug auf dieser Geraden: Fiir alle x € R mit bi(x)

und b{; 1 (x) liegt auch der Zwischenpunkt b{':r] (x) auf der Geraden. Allerdings ist
im Normalfall die Kurve B, b(x) anders parametrisiert als der Streckenzug. Zum

Beispiel durchléuft fiir
0 1

die Kurve B,b den Streckenzug ,hin und zuriick”, siehe Abb. 8.3.

4. Die Form des Kontrollpolygons beschreibt ,ungefidhr” die Form der resultieren-
den Kurve.

8.2 Interpolation — der Aitken—Neville-Algorithmus

In vielen Anwendungen spielt das folgende Interpolationsproblem eine wichtige Rol-
le:

Gegeben seien Punkte xo,...,x, € I € R, I ein kompaktes Intervall. Zu
vorgegebenen Werten fy,...,f, € R? finde man eine stetige Funktion f :
I - R, so dafs

f(Xj):fj, J:O,,Tl

%Genauer: ihr Graph.
9Zur Bestimmung des Schnitts von Polygonen sind eine Vielzahl von sehr effizienten Algorithmen,
Stichwort ,Clipping”, verfiigbar.
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bl

Abbildung 8.3: Eine Bézierkurve, deren Graph ein Streckenzug ist, der aber zweimal
durchlaufen wird, das aber nicht ganz — die Kurve erreicht by nie!

Derartige mathematische Aufgaben entstehen oder enstanden zum Beispiel bei der
Erstellung ballistischer Tabellen, bzw. bei der Approximation heuristischer (d.h. ge-
messener) Tabellen®!

Natiirlich hat das obige Interpolationsproblem unendlich viele Lésungen. Die ,,pro-
minenteste” und , klassischste” sind sicherlich Polynome.

Satz 8.13. Zu vorgegebenen Stellen®* xy < x; < -+ < xn und Daten fo, ..., f, gibt es genau
ein Polynom p € T1,,, so dafs

p(Xj)ij, ]:O,,n (813)

Der ,Standardbeweis” fiir die obige Aussage verwendet die Lagrange—Darstellung
n n X — X
p(x) =) f
]-_Zo ) H Xj Xk

k#j

des Interpolationspolynoms p, die aber numerisch hochgrading instabil ist. Wir wollen
hier einen anderen, algorithmischen Weg gehen. Dazu schreiben wir

I{(::[xk,xkﬂ], k=0,...,n—j,j=1,...,m.

91Genau diese Problematik fiihrte I. ]. Schoenberg zur ,Erfindung” der Splines wihrend seiner Tétig-
keit in den ,Ballistic Research Laboratories”, Aberdeen, Maryland, wahrend des zweiten Weltkriegs.

2Diese werden auch gerne als Knoten bezeichnet, aber wir werden diesen Namen noch fiir etwas
anderes brauchen.
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%% AitkenNeville.m

B —mmm
%% Aitken-Neville-Interpolation

%% Eingabe:

%% f Funktionswerte
%% X Interpolationsknoten
%% X Asuwertungsstelle

function y = AitkenNeville( f,X,x )
n = length( f );

ktj ) -x) / CXCk+j ) - XCk ) );
=t * £C:,k) + (1-t ) * £C :,k+1 )3

y = f(C:,1);
%endfunction

Programm 8.3 MLTeX/AitkenNeville.m: Der Algorithmus von Aitken—-Neville. Die
Matrix f enthilt die zu interpolierenden Werte, der Vektor X die Punkte, an denen
interpoliert werden soll.

Satz 8.14. Fiir vorgegebene xo < X1 < -+ < Xy € Rund fo,...,f, € R liefert der Aitken—
Neville-Algorithmus®

f(x) = fi, k=0,...,n (8.14)
f{-:r](x) = uo(xll{j]) fi(x)—ku](xllij]) fLH(x), k=0,....,n—j—1, (8.15)

als Endergebnis ein Polynom p(x) = f} (x) mit der Interpolationseigenschaft
P(Xj) :fj, ]:O,,TL (816)

Der Algorithmus von Aitken—Neville sieht eigentlich ganz genauso aus wie der Al-
gorithmus von de Casteljau, mit einem kleinen, aber feinen und signifikanten Unter-
schied: In jedem Schritt von Aitken-Neville wird ein anderes Referenzintervall ver-
wendet! Trotzdem ist Aitken—Neville, wie auch der Algorithmus von de Casteljau, ein
sogenanntes Pyramidenschema. Der Name stammt daher, dafs das Auswertungssche-
ma, grafisch dargestellt, eine auf dem Kopf stehende Pyramide ergibt, wenn man mit
den Ausgangsparametern beginnt und dann Zeile fiir Zeile die Zwischenwerte des

%Zuerst von A. G. Aitken (1932) eingefiihrt und spéter auch von E. H. Neville (1934) untersucht, siehe
[1, 27]. Insbesondere wird in [27] explizit auf [1] verwiesen.
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Verfahrens auflistet.

fo 4 T T
1 1 1 1
£3(x) 0(x) 0 (x) 0 (x)
N N
f3(x) fl (%)

N N
fE)H (x) f;H (x)
N
5 (x)

Die folgende Aussage beweist nicht nur Satz 8.14, sondern sogar etwas mehr ...
Proposition 8.15 (Eigenschaften von Aitken—Neville).
1. Die Abbildungen x +— fL(x), k=0,...,n —j sind Polynome vom Grad < j.
2. Fiirj=0,...,nundk =0,...,n—j gilt:
fl (xm) =fm, m=k,...,k+], (8.17)
insbesondere gilt also (8.16).

Beweis: Eigenschaft 1. folgt sofort aus (8.14), (8.15) und der Tatsache, dafi u; (- | I) € TTy,
j=1,2, firjedes I C R.

(8.17) beweisen wir durch Induktion tiber j, wobei der Fall j = 0 genau der In-
itialisierungschritt im Algorithmus von Aitken-Neville ist. Sei also (8.17) fiir ein j > 0
bewiesen. Dann ist, nach (8.14) und der Induktionsannahme,

7 () = o (Xk | It])fl (1) + (Xk | ILH)]CLH (o) = fio
S~——
- =f =0
sowie
. it

N .
v (eger) = wo (Xk+j+1 e )fL (Xiej1) + (Xk e ) err () = fig.

/

~~ ~\~
=1

~
=0 :fk+j+1

Fir m =k +1,...,k + j haben wir schliefdlich nach Induktionsannahme dafs ﬂ; (xm) =

f];m (Xm) = i und daher
05 (em) = o (X [ B71) £, () 411 (o | B71) £, (X1m)
=f =f

= (sl 1) 0 e ) =

=1
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also gilt (8.17) auch fiir j 4+ 1, womit der Beweis beendet ist. |

Beweis von Satz 8.13: Die Existenz eines Interpolationspolynoms haben wir, wenn
auch etwas umstandlich, bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Tatsache, daf3
jedes Polynom vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen das Nullpolynom sein mufs: Sei
p € IT, und sei (ohne Einschrankung) a, # 0. Nach dem Satz von Rolle hat dann die
Ableitung pY mindestens n + 1 — j Nullstellen, also gibt es (mindestens) ein x € R, so
dafs

P (x)

n!

= Qn,

was einen Widerspruch liefert. m|

8.3 Interpolation — der Newton—Ansatz

Der Algorithmus von Aitken—-Neville ist eine feine Sache, wenn es darum geht, den
Wert eines Interpolationspolynoms an einer Stelle x zu berechnen. Er hat aber auch
seine Nachteile:

1. Wenn man das Interpolationspolynom formal manipulieren will (ableiten, zu
einem anderen Polynom addieren und so), braucht man eine explizite Darstellung
des Interpolationspolynoms.

2. Jede Auswertung mit Aitken—Neville hat einen Rechenaufwand von O (n?), was
deutlich mehr als das O(n) des Hornerschemas® ist. Muf8 man also ein Interpo-
lationspolynom sehr oft auswerten, kann sich eine andere Darstellung lohnen.

Definition 8.16. Es seien xg < x; < --+ < xy und f = [fo, ..., f,] € R*.

1. Der Interpolationsoperator L, : R*"" — TT, ordnet jedem Satz f von Eingangs-
daten das eindeutige Polynom L, f € TT,, mit der Eigenschaft

Lnf(xj):fj, ):O,,n
2. Fiirf € C (R)*kénnen wir L, f ganz einfach erweitern, indem wir f mit [f (xo) , ..., f (x,)]
identifizieren.

3. Die Newton-Darstellung von L, f hat die Form

n

Laf(x) = ) A () (x—xo) -+ (x —x51),

j=0

fiir passende Koeffizienten® A;(f) € R,

%Der Aufwand von de Casteljau ist iibrigens O (nz).
%Die wir natiirlich noch bestimmen miissen.
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Bemerkung 8.17 (Newton-Darstellung).

1. Die Newton—Darstellung erlaubt das einfache Hinzuftigen von Punkten: Sind ein
weiterer Punkt x,,; und ein weiterer Wert f,,; gegeben, dann ist

Lo f(x) = Laf(x) + Anpa (f) (x —x0) -+ (x —xn) .

2. Das ,hinzugefiigte” Polynom (x — Xo) - - - (x — x,,) hat (nicht zufillig) die Eigen-
schaft, das (bis auf Konstante) eindeutige Polynom kleinsten Grades zu sein, das
an Xy, . . ., X, verschwindet.

Machen wir uns jetzt also an die Konstruktion der Koeffizienten A;(f) in der Newton-
Darstellung. Dazu bemerken wir zuerst, dafs uns die Interpolationsbedingungen das
Gleichungssystem

A(f) (xk —x0) -+ (% — Xj1) = 1y, k=0,...,m,
j=0
also

n—1

T xo—%0 (xo—%0)(xo—%x1) ... (xo — %)
j=0
n-1 Ao () fo

T x1—% (x1—=%) (x1—%x1) ... (x1 —x5) Ay () |
j=0 : -

An () fn

n—1

T Xn—% (Xn—%0) (xn—%x1) ... (Xn —%;)
j=0

Ao () fo
* A () f;
RN : P
T+ oo = | [ A(f) fn
also hangt A;(f) nur von f, ..., fj und xy, ..., x; ab und zwar linear in fo, .. ., fj.

Definition 8.18. Die dividierte Differenz [xo, ..., X,] f zu einem Vektor” f € R™"' oder
einer Funktion f € C (R)? ist rekursiv definiert als

[X)']f = fj :f(Xj), ) :0,...,11 (818)
oy X f— ceyXig1l T
[Xo)”-’ijr]]f _ [XO) )X]] [Xh )X]-H] ) J _ 0).,.’]’1— 1. (819)

X0 = Xj+1
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%% DivDiff.m (Numerik I)

b A e ittt ettt
%% Dividierte Differenzen (Vektorwertig)

%% Eingabe:

%% f Matrix der Funktionswerte (Vektoren!)

%% X Knotenvektor

function y = DivDiff( £,X )
n = length( X );

for j = 1:n-1
for k = 1:n-j
fC:k)=CE£Ck) - £ Ckt1 ) )/ CXCk) - XCkt+j D )5

end
end
y=1£(:,1);
%endfunction

Programm 8.4 MLTeX/DivDiff.m: Berechnung der dividierten Differenzen tiber ein
Dreiecksschema aus der Rekursionsformel (8.19).

Satz 8.19. Es seien xg, . . ., xn € R alle verschieden und f € R oder f € C(R)%. Dann ist
L.f(x) :Z[xo,...,xj]f (x —%0) -+ (x —%5-1) x € R, (8.20)

und auflerdem

f(x) — Laf(x) = (x —x0) -+ (x — xn) [X, X0y« + y X 1. (8.21)

Bevor wir uns mit einigen Konsequenzen aus der Newton—Darstellung des Interpolati-
onspolynoms und natiirlich dem Beweis von Satz 8.19 beschiftigen, sehen wir uns erst
schnell an, wie man so ein Interpolationspolynom mit Matlab oder Octave bestimmt.

Zuerst brauchen wir nattirlich die Koeffizienten, also die dividierten Differenzen.
Der naive Ansatz wire also, wie in NewtonKoeff.m die dividierten Differenzen sukzes-
sive zu bestimmen. Das ist aber hochgradig ineffizient: Auf dem Weg zu Berechnung
von [xo,...,%;] f brauchen wir ja alle dividierten Differenzen [xo, ..., X f, k < j. Des-

%Ob Zeile oder Spalte ist an dieser Stelle vollig egal, aus Implementationssicht ist allerdings eine Zeile
eleganter.
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%% NewtonKoeff.m (Numerik 1)

%% Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der
%% Newton-Darstellung (nicht optimal!)

%% Eingabe:

%% f zu interpolierende Werte

%% X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeff( f,X )
n = length( X );

for j = 1:n
FC :,j ) = DivDiff( £, X(C 1:5 ) );
end
%endfunction

Programm 8.5 MLTeX/NewtonKoeff.m: Naive Berechnung des Koeffizientenvektors
fur das Interpolationspolynom, jede dividierte Differenz wird separat berechnet.

wegen packen wir alles in ein Schema mit Uberschreiben:

[xo) f [xol f cee | Ixol f [Xof]
N

[X]]f — [Xo,X]]f [Xo,X]]f [Xo,X]]f
N

[XZ] f — [X1 ) XZ] f . e [XO> X1, XZ] f [XO) X1y XZ] f
N
N

Xno1] £ | = | Xn—2, Xn_1l f [X0y o vy Xno1l f [X0y s vy Xno1] f

N N

X T | = | Xnoty Xl T X1yeooyXud T | = | [Xoy ooy Xnl T

Wegen des Uberschreibens muf3 jede Spalte von unten nach oben abgearbeitet werden.
Der Code hierzu findet sich in NewtonKoeffl.m. Sind also eine Datenmatrix f und ein
Vektor von Interpolationspunkten X gegeben, so liefert uns der Matlab—Aufruf

F = NewtonKoeffl( £f,X );

den gewiinschten Kooeffizientenvektor. Um das Interpolationspolynom an der Stelle x
auszuwerten, rufen wir schlieSlich mit

NHorner( F,X,x )

die Newton—Variante des Hornerschemas aus NHorner.m auf.
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%% NewtonKoeffl.m (Numerik 1)

%% Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der
%% Newton-Darstellung (schon besser)

%% Eingabe:

%% f zu interpolierende Werte

%% X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeffl( £,X )
n = length( X );
F = £;

for j =
for k j
CFC:k-1) -FC:,k) ) / CXCk-j+1 ) - XCk ) );

end
%endfunction

Programm 8.6 MLTeX/NewtonKoeffl.m: Effiziente Berechnung des Koeffizienten-
vektors mit Uberschreiben. Beachte: Der Aufwand zur Berechnun aller dividierten
Differenzen fiir das Interpolationspolynom ist geanu derselbe wir fiir die Berech-
nung des hochsten Koeffizienten [xo, ..., Xn] f.

%% NHorner.m (Numerik 1)

o mmmm -
%% Hornerschema bezueglich Newton-Basis

%% Eingabe:

%% f Koeffizientenvektor

%% X Interpolationspunkte

%% X Stelle

function y = NHorner( £,X,x )
n = length( X );
y =1fC:,n);

for j = n-1:-1:1
y=Cx-XCj))*y+ £C:,7);
end
%endfunction

Programm 8.7 MLTeX/NHorner.m: Das Hornerschema fiir die Newtondarstellung
eines Polynomes.
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Jetzt aber zurtick zur Theorie und einer wichtigen, aber sehr einfach zu beweisenden
Eigenschaft der dividierten Differenzen; zumindest, wenn man die Darstellung (8.20)
mal hat”.

Korollar 8.20. Die dividierten Differenzen sind symmetrisch in den Arqumenten: Fiir jede
Permutation o : {0,...,n} —{0,...,n}ist

[Xot0)s -y Xotm) | F = B0y -y X0 T. (8.22)
Beweis: Nach (8.20) ist
Lof(x) = X0y« . oy Xl £ X™ 4+ q(x), qeTll, 1,

und da L, f invariant unter Vertauschung der Interpolationspunkte (bei gleichzeitiger
Vertauschung der zu interpolierenden Werte) ist, folgt die Behauptung. O

Das folgende Resultat zeigt uns, was der Newton Ansatz algorithmisch macht: Injedem
Schritt wird versucht, durch geeignete Interpolation des Fehlers® die Genauigkeit des
Interpolanten Schritt fiir Schritt zu erhchen.

Korollar 8.21. Es seien Xy, ..., Xn € R alle verschieden und f € R™"! oder f € C(R). Dann

ist?
- (x —xo) -~ (x —%;-1)
L.f(x) = (f —Li_1f) (x5) . 8.23
. ;o T g —xo) - (g —x500) 52
Beweis: Nach (8.21) mitn =j — 1 und x = x; ist
(f — I—j—] f) (Xj)
[X0y ooy Xi] f = , j=0,...,m.
’ Y (x5 — x0) =+ (% — xj-1) J
|

Beweis von Satz 8.19: Wir beweisen (8.20) und (8.21) simultan duch Induktion tiber n.
Firmn = 0ist Lyf(x) = fo = f(xg) und

f(x) — f(x0)

f(x) — Lof(x) = f(x) — f (xo) = (x —xo)
(x —xo)

= (x —xo) [x0,x]f.

Seien also (8.20) und (8.21) fiir ein n > 0 bewiesen. Wir setzen

n+1

Pof(x) = Z[xo,...,xj]f (x —x0) - (x —x4-1)
j=0
= Pof(x) 4+ [Xoy .oy Xnet) T (X —%0) -+ (X — Xn) .

9Man kann auch den umgekehrten Weg gehen und die dividierte Differenz als den Leitkoeffizienten
des Interpolationspolynoms definieren; dann muss man allerdings die Rekursionsformel beweisen.

%Ohne die vorher bereits erzielten Interpolationseigenschaften zu zerstoren.

PMit L_q(x) = 0.
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Nach der Induktionsannahme erhalten wir aus (8.20) und (8.23)'%, daf}

(x —xo) -+ (x — Xn)

P f(x) = Laf(x) + (f — Lyf) (xny1) RN R e—

Damit ist, fiirj = 0,...,n,
Poaf (%) = Laf (x5) = fj

und auflerdem
P (Xng1) = Laf (xng1) + F (Xng1) — Lo (xng1) = f (xn1) = fosry

also Pif = Ly f und (8.20) gilt auch fiir n + 1. Andererseits ist mit dem gerade
bewiesenen und nochmals der Induktionsannahme

f(x) = Laa f(x) = (f(x) — Luf(x)) — (Lasa f(x) — Laf(x))

= (x—=x0) (X =%n) B, X0y oy Xnl = (x —%0) -+ (x = %) [Xoy .o vy Xy Xnpt]
[Xy X0y« e oy X T — [X0y+ e vy Xny Xng1) T
= (x—x0)+ (x = Xn41)
X = Xn+1

= (x—=x%0) -+ (x = xn1) [y X0y ..yXnpal f,
nach der Rekursionsformel (8.19). O
Ubung 8.3 Zeigen Sie:

pell, & [Xoy .oy Xi P =0, xo<-+- <Xy, Kk>m.

¢

Schliefslich noch eine Aussage tiber den Interpolationsfehler fiir hinreichend oft diffe-
renzierbare Funktionen.

Satz 8.22. Seien X, . .., Xy alle verschieden und f € C™(R). Dann gibt es fiir jedes x € R

ein & € [xo, . . ., Xn, x|, der konvexen Hiille von xo, . . ., xn, x'%, so dafl
f(nH)(E)
f(X) — Lnf(X) = m (X — Xo) cet (X — Xn) . (824)

Dann liefern uns die Fehlerformeln (8.24) und (8.21) auch noch eine Aussage tiber die
dividierten Differenzen differenzierbarer Funktionen.

Korollar 8.23. Es sei f € C™(IR). Zu beliebigen verschiedenen Punkten xo, ..., X, € R gibt es
ein & € [xo, ..., xnl, s0 dafs

v (E)

n!
1004 (8.23) direkt aus (8.21) folgt ist dessen Verwendung zuléssig!
101 Alternativ: das kleinste Intervall, das xo, . .., Xn und x enthilt.

[X0y+nvyXnl f =
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Beweis von Satz 8.22: Fiir x ¢ {xo, ..., X} setzen wir

f(x) — Lof(x)
(x —x0) -+ (x —xn)’

X =

definieren
g(y) =fly) —Lafly) —aly—xo) - (y—xa),  yYyeR,

und bemerken, dafd g (x;) =0,j =0,...,n, sowie g(x) = 0. Nach dem Satz von Rolle
hat also g% mindestens n + 2 —j Nullstellen im Intervall [xo, ..., Xn,x],j = 0,...,n+1,
es gibt also mindestens ein & € [xy, ..., Xq,x], so dal

dn+1

0 = g "V(E) = f™(E) = (Laf() ™ o ——
—_—  dx
=0

(x —xo) -+ (x —%xn)

=(n+1)!

= fE) —x (n+ 1),

alsoist o« = f™ V(&) /(mn + 1)!. o

8.4 Approximationsgute von Interpolationspolynomen

Wir beginnen mit einer (trivialen) Folgerung aus Satz 8.22.

Korollar 8.24. Fiir f € C™'(R) und xq, ..., xn € I C Rist

[ !
(n+1)!

If — L1l :malxlf(x) —L.f(x)] < max Ix —xo|*+* [x — Xn] . (8.25)
Xe X€E

Wollen wir nun, daf der Interpolant L, f die Funktion f gut approximiert'®, dann haben

wir nur eine Wahl: Wir miissen die Interpolationspunkte x, . .., x,, so wéhlen, dafs der
Ausdruck
max [x — xo| -+ x — x| = || (- = x0) -+ (- = %),
x€l
moglichst klein wird. Wenn wir uns auf I = [-1,1] beschrianken, kénnen wir die-

se Punkte explizit bestimmen, fiir beliebige Intervalle a,b verwendet man dann die

Transformation
x+1

2

X a+ (b —a),
die [—1, 1] linear auf [a, b] abbildet.

Bemerkung 8.25. Es bezeichne &7,, C TI,, die Menge aller Polynome vom Grad n mit
monomialem Leitterm bzw. Leitkoeffizient 1:

pef@n = P(X):Xn+q(x)> qeﬂn—1-

102Das wire ja wohl das, was man als ,gute Rekonstruktion” bezeichnen wiirde.
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Ist also p* das Polynom, fiir das
Ip°ll; = min ipll;

gilt, dann sind die Nullstellen'® von p* optimale Interpolationspunkte.
Unser Ziel wird es nun sein, fiir alle n € Ny so ein optimales p* zu finden.

Definition 8.26. Das n—te Tschebyscheff—Polynom104 T,, n € N, ist definiert als
T.(x) = cos (narccosx) .

Und, kaum zu glauben, aber wahr, die Tschebyscheffpolynome sind die Losung unseres
Problems.

Satz 8.27. Die Polynome 2'"T,, gehoren zu P, n. > 1'%, und es gilt

[ Tall oy = min Hp lh (8.26)

—1,1]

Die Nullstellen von T, 1'%, n € Ny, sind alle einfach und rell und damit optimale Interpolati-
onspunkte fiir TT,.

Korollar 8.28. Sei L} der Interpolationsoperator an den Nullstellen von T, .. Dann ist

el

|[ <— (8.27)

Hf—L’;f ST (4 1)1

Um einzusehen, dafs tatsachlich T, € TT,, ist, brauchen wir etwas mehr Information tiber
die Tschebyscheff-Polynome.

Lemma 8.29. Die Tschebyscheff-Polynome T,, n € IN, erfiillen die Rekursionsformel

Tolx) = T, (8.28)
Ti(x) = x, (8.29)
T (x) = 2x To(x) — Ty (x), n e N. (8.30)

Beweis: Die Anfangsbedingungen (8.28) und (8.29) folgen trivialerweise aus der Defi-
nition (und cos0 = 1).

103Man sollte aber schon nachweisen, dafl diese Nullstellen auch alle einfach und rell sind!

1045 gibt eine Vielzahl von Transkriptionen des Namen , Tschebyscheff”, z.B. auch Chebychev, Cheby-
chowv.

05Der Fall n = 0 verlangt den Faktor 1 und nicht %, siehe (8.28); andererseits hat Ty auch keine
Nullstelle und ist daher ohnehin zur Bestimmung von Interpolationsknoten ungeeignet.

106Gjehe (8.31).
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Wir setzen x = cos9, d.h., 0 = arccosx, also T,,(x) = cosnf. Durch Addition der
Additionstheoreme

cos(n+1)0 = cosnb cosO + sinnd sin O
cos(n—1)0 = cosnb cosO —sinnb sin O

erhalten wir, dafs
cos(n + 1 )9+ cos(n —1)0 = 2 ¢cos 6 cosnB,

Tt () —To1(x)

also (8.30). O

=X =Th (X)

Als nichstes Information tiber die Nullstellen.
Proposition 8.30. Die Nullstellen von T, sind

2j—1
2n

Xj = COS T, ji=T1,...,mn. (8.31)

Auflerdem sind die Nullstellen von T
X-:COS%TE, j=1,...,n—1, (8.32)

o107 e s _
und es ist™, mit x{ = —1,x; =1,

T (x)= (=", j=0,...,n. (8.33)

Also ist insbesondere || Tyl _y ) = 1.

Beweis: Esist

2j—1 2j—1 .
Tn(xj):cos(narccos cos )Zn n):cos )2 =0, j=1,...,n,

und mehr als n Nullstellen kann T, janun mal nicht haben, denn T,, (x) = 2V £ 0
nach (8.30). Deswegen sind die Nullstellen auch alle einfach. Aufierdem ist

n

T00 = ==
— X

sin (n arccos x)

und da x{ # —1,1 und sinjrt = 0, j € No, ist auch T; (%) =0,5=1,...,n—1. Also sind
die potentiellen Extrempunkte von T, auf dem Intervall [—1, 1] die Punkte

’ ’
_])X])""an1)1°

107Wenn man genau ist: fiirn > 1.
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%% TschebNodes.m (Numerik 1)

S I e et
%% Tschebyscheffknoten

%% Eingabe:

%% n % Knoten

function X = TschebNodes( n )
X = zeros( 1,n+1 );

for j=1:n+1
X( j ) =cosC (2%j-1)/(@2*n+2)*pi );
end
%endfunction

Programm 8.8 MLTeX/TschebNodes.m: Knotenvektor der Tschbyscheffpolynome.

Aus (8.30) erhalten wir sofort, dafs T,(—1) = (—1)™ und T,(1) = 1 und dartiberhinaus
ist
/ J j
n )= — = —1 ) y
T, (xj) cos n7‘t (—1)
woraus (8.32) folgt. |

Beweis von Satz 8.27: Dafs T, einfache, reelle Nullstellen hat, wurde ja in Propositi-
on 8.30 bewiesen. Da8 2' T, € &2, folgt aus der Rekursionsformel (8.30). AuBerdem
wissen wir, daf3 ||2]_“Tn||[_] b= 2'"" Nehmen wir also an, es gibe ein p € 22, so dafl

Ip gy <2
und setzen wir q = 2'"T, —p. Da 2! "T,,,p € Z,, ist q € TT,_;. An den Stellen x].’,
j=0,...,n1% ist dann

q (le) - (_1 )J'21*T1 —-P (Xj) = (_] )jub J = O) ey,

’

wobei py; > 0,j = 0,...,n. Damit muf} aber q zwischen xj’ und X, ) = 0,...,n—1,
mindestens eine Nullstelle haben, also hat q € TT,,_; mindestens n Nullstellen und ist
damit das Nullpolynom. Dann fiihrt aber 2! "T,, = p und somit

27 > Pl = 27Ty =2

zum Widerspruch. m]

Tatsdchlich liefern die Tschebyscheffknoten entscheidend bessere Interpolanten als
beispielsweise gleichverteilte Knoten.

108Wir nehmen also die Grenzen +1 mit dazu.
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Beispiel 8.31. Wir betrachten die geschlossene polynomiale Kurve, die durch die Punkte
(Matlab—Vektor f)

1
1

—_ W
_o =
_

1 0 0
0 1 0

(@
[@INTE
O Blw

0
f:O

Bl= —
Nl= —
W —
Blw O©
N= O
ENE N oY

auf dem Rand des Einheitsquadrats geht (siehe Abb. 8.4). Als Parameterbereich wihlen

e o 00—
. .
. 3
. .
(O P —

Abbildung 8.4: Interpolationsdaten fiir die Kurve. Frei ist noch die Wahl der zu-
gehorigen Parameterwerte.

wir [—1, 1] und interpolieren einmal an gleichverteilen Punkten mit
auxPlotNewton( f, (-1:1/8:1), (-1:.01:1) )

und einmal an den Tschebyscheffknoten:

auxPlotNewton( f, TschebNodes( 16 ), (-1:.01:1) )

Die Ergebnisse sind, wie Abb. 8.5 zeigt, sehr unterschiedlich.

8.5 Die schlechte Nachricht

Daman also so toll, einfach und halbwegs stabil mit Polynomen modellieren (Bézierkurven)
und rekonstruieren (Interpolation) kann, werden es ja wohl alle CAD-Systeme und nu-
merische Anwendungen verwenden, oder? Die Antwort ist ja und nein: Bézierkurven
sind in den meisten Zeichenprogrammen tatsédchlich als ein Mittel zum Freihandzeich-
nen enthalten und polynomiale Interpolation versteckt sich tatsdchlich hinter einigen
numerischen Verfahren. Aber:

e Komplexitdt und Instabilitdt wachsen mit dem Grad des Polynoms an. Beispiels-
weise dauert die Auswertung einer Bézierkurve mit 100 Kontrollpunkten doch
schon ein bifichen.
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Aequidistante Knoten Tschebyscheffknoten
T T T T

T
line 1

Abbildung 8.5: Interpolation der ,,Quadratkurve”, einmal mit gleichverteilten Pa-

rameterwerten fiir die Interpolationspunkte, einmal unter Verwendung der Tsche-
byscheffknoten.

e Polynome sind global. Die Anderung eines einzigen Kontrollpunkts dndert die
Kurve tiberall.

¢ Interpolationspolynome haben einen krankhaften Drang, zu oszillieren, wie Abb. 8.6
zeigt. Allerdings sieht man dort auch, daf3 es so richtig schlimm erst aufserhalb
der konvexen Hiille der Interpolationspunkte wird, aber auch in deren Inenren
wird die Oszillation fiir wachsenden Grad immer heftiger

Noch schlimmer ist aber die Empfindlichkeit polynomialer Interpolation gegen
Storungen. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 8.32. Wir betrachten die Parabel'” p(x) = x(1 —x) und interpolieren an den 21
gleichverteilten Punkten 0, 55, . . ., 1. Das Interpolationspolynom ist auch kaum von der
Parabel selbst zu unterscheiden (Abb. 8.7). Storen wir aber jeden Datenwert zufillig
um < 0.1%, dann erhalten wir bereits eine ziemlich unégliche ,Flugbahn” (Abb. 8.7),
storen wir gar den Scheitelpunkt um 1%, so wird der Interpolant endgiiltig wiist, siehe
Abb. 8.8. Auf der anderen Seite zeigt Abb. 8.9, dafs sogar wesentlich heftigere Storungen

~ 1% weggesteckt werden, wenn die Tschebyscheffknoten verwendet werden.

Das Problem ist nur leider, daff man sich in der Praxis die Interpolationspunkte
nicht aussuchen kann, sondern dafs diese beispielsweise von den physikalischen Ei-
genschaften des Mefsprozesses vorgegeben werden. Aufserdem ist das Hinzuftigen von
Punkten nicht mehr so einfach: die Polynome T,, und T,..; haben keine gemeinsamen
Nullstellen!

109Ein Schuft ist, wer an Geschoflbahnen dabei denkt.
10Wohl aber T,, und T, — was auch in manchen Verfahren ausgenutzt wird.
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Abbildung 8.6: Interpolationspolynom, das den Wert 0 an +1, +2 und 1 an der Stelle
0 interpoliert. Nicht ganz das, was man gerne hitte.

0 005
o 02 04 05 08 1 )

Abbildung 8.7: Interpolanten vom Grad 20 fiir die Originaldaten und leicht (< 0.1%)
gestorte Werte.

Abbildung 8.8: Interpolanten vom Grad 20 fiir Storung des Scheitelpunkts um +1%.

139
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Abbildung 8.9: Zufillige Sérungen an allen Interpolationspunkten um < 1% tun
bei Verwendung der Tschebyscheffknoten bei weitem nicht so weh. Auch die Os-
zillation ist nicht so grofs, aber dafiir wird das Gefélle aufierhalb von [T, 1] umso
steiler.
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Im Wort Gelehrter steckt nur der Begriff,
daf$ man ihn vieles gelehrt, aber nicht,
dafs er auch etwas gelernt hat.

Lichtenberg

Splines

Um die Probleme polynomialer Kurven, insbesondere Interpolanten, also Globalitit,
Oszillation, hohe Komplexitdt, zu umgehen, brauchen wir eine Kurvenkonstruktion,
bei der der Wert der Kurve nur lokal von einem Teil der Koeffizienten abhdngt. Um die
Lokalitit beschreiben und (flexibel) kontrollieren zu kénnen brauchen wir ein bifschen
Terminologie.

Definition 9.1. Seien n > m > 0,

1. Eine Punktmenge T = T,n = {to,..., themi1} € R heifit Knotenfolge der Ord-
nung m, falls

to<ti <--- <t < St 9.1)
und
t) < tj+m+], ) - O, e ,TL. (92)
2. Die Knoten ty,...,ty, bzw. t,1,...,thim 1 heiflen linke bzw. rechte Randknoten,
die Knoten t,1,..., t, heilen innere Knoten.

3. Dasjenige p > 0''?, fiir das
G <t ==l <G
gilt, heifst Vielfachheit des Knotens t; = - -+ = tj, 1.

4. Das Intervall I}< ist definiert als

I?z[tj,thrk],j:O,...,n, k=1,...,m.

M Das ist formal ausreichend. Die ,Vorstellung” ist allerdings, da n > m und m selir moderat (etwa
m = 3) ist.
H2Wie , pultiplicity”
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9.1 Der Algorithmus von de Boor

Als néchstes definieren wir uns auf algorithmische Weise die Kurven, die uns interessie-
ren werden.

Algorithmus 9.2 (de Boor). Gegeben: Knotenfolge T = T,,, ,, Kontrollpunkte dy,...,d, €
Réund x € [ty,...,ta].

1. Bestimme r € {m,...,n}so da x € [t,, t,1).'"3
2. Setze

dﬁ(x)zdk, k=r—m,...,T.
3. Furj=1,..., mberechne

Q) (x) = (I A ) +w (X A (x),  k=r—m4j,...,1 (9.3)

4. Ergebnis: N, rd(x) = d*(x).

e 0—06@—e—0—0 = Oe—0@—e—0—= oO——O06®o—e—0—0 == &—0o—e—0—=0
oe—O0©e—C—e—0O = 0O —e& 0O —e—O e—0e®—O0o—e——0 = Oo—e®—0—e—0
0-O—e——0—0—=o o——e 9o —O0—0—=

a\ a\

Abbildung 9.1: Der Algorithmus von de Boor fiir m = 3 und einen einfachen sowie
einen doppelten Knoten.

Abbildung 9.1 zeigt, was beim Algorithmus von de Boor passiert: im j—ten Schritt
werden alle Intervalle abgearbeitet, die m — j + 2 Knoten und den Punkt x enthalten.
Der Index r aus Schritt 1 im obigen Algorithmus ist eindeutig, solange x nicht gerade
mit einem Knoten tibereinstimmt.

3Ein solches T existiert nicht, wenn tn 11 = - = tn4m+1 ein (m + 1)—facher Randknoten und x = t,, 1
ist. Wir kénnen uns aber dadurch behelfen, dafs wir uns in diesem Fall irgendein tnym+2 > taym+1
dazuerfinden und mit r = n + m weitermachen.
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%% deBoor.m (Numerik 1)

%% Algorithmus von de Boor

%% Eingabe:

%% d Kontrollpunkte (vektorwertig!)
%% T Knotenvektor

%% X Stelle

function y = deBoor( d,T,x )
n = length( d );
m = length( T ) - n - 1;

% Finde Knoten

r = m+l;

while (r <n ) & ( x> T( r+l ) )
r=r+1;

end

% Behebe Problem mit rechtem Randpunkt bei (m+1)-fachen Knoten

if (r =n)
y =d( :,n );
end

% Schleife (mit Ueberschreiben)

for j = 1:m
for k = r:-1:r-m+j
u=(CTCk+m-j+1 ) - x) / C( TC k+m-j+1) - TC k ) );
d¢ :,k ) =u *d( :,k-1) + (1-w) * d( :,k );

end
end
y =d( :,r );
%endfunction

Programm 9.1 MLTeX/deBoor.m: Der Algorithmus von de Boor mit Uberschreiben
des Koeffizientenvektors.
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Bemerkung 9.3. Der Index 1, der durch die Forderung x € [t,, t.;;) in Algorithmus 9.2
festgelegt ist, beeinflufdt nicht die Berechnungsformel, sondern lediglich, welche Kon-
trollpunkte zur Berechnung zu verwenden sind. Man konnte auch den folgenden,
modifizierten Algorithmus verwenden:

1. Setze
d?(x) = di, k=0,...,mn.

2. Farj =1,...,mberechne

A (x) = (X)) +w (M) d N x), k=,

3. Wihle die r—te Komponente aus dem Ergebnisvektor (dkm(x) tk=m,..., n).

Aber: der Rechenaufwand dieses Verfahrens ist wesentlich hoher, namlich O(nm) Ope-
rationen im Gegensatz zu O (m?) im Algorithmus von de Boor. Und normalerweise ist
n > m!

Definition 9.4. Die Kurve N, 1d : [ty, t,.1] heifit Splinekurve vom Grad m!!4.

Als néchstes ein paar einfache Eigenschaften der Splinekurve, die sofort aus dem
Algorithmus folgen:

1. Die Splinekurve ist nur auf dem Intervall [t t,;1], das von den beiden innersten
Randknoten gebildet wird, definiert. Die anderen Randknoten beeinflussen aber
natiirlich den Wert der Splinekurve, zumindest in der Néhe des Randes'™.

2. Esist selbstverstiandlich nicht verboten, die Randknoten alle identisch, also (m +
1)-fach, zu wahlen. Im Gegenteil, dieser Fall hat eine nette Eigenschaft: fiir x = t,,
(alsor = m)istdann fiirj = 1,...,mund k=r—m+j,...,t =j,...,m! das
Intervall ‘

I = [ty toam—js1] = [tm, tirmj1]

zu betrachten'’” und somit ist
RN . .
uO(XHkm ]+)=uo (tm| [tm)tk+m—j+1]):]> k:r—m+],...,r, ]:1)--->m>

also auch 4 .

a0 =dx) = do,
insbesondere ist also dy = dlt (t,,) = N1 (tn). Da dasselbe fiir den rechten
Rand gemacht werden kann, besitzen also die Splinekurven die Eigenschaft der

Endpunktinterpolation, wenn wir (m + 1)—fache Randknoten verwenden.

140der der Ordnung m + 1! Es gibt hier (mindestens) zwei konkurrierende Terminologien. Daher ist
bei der Verwendung von Splineliteratur oder von Spline-Toolboxen (z.B. in Matlab) erhohte Vorsicht
angesagt.

15Genauer: auf den beiden Intervallen [ty ty 1] und [ty tn 1]

H6Wegen r = m

"WSchlieBlichist tj =--- = tm,j=1,...,m.
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3. Dies gilt nattirlich nicht nur fiir Randknoten: An jedem m-fachen inneren Kno-
ten tj = -+ = tj;m_1 wird der entsprechende Koeffizient d;_,, interpoliert, d.h.
Nprd (t;) = dj_m. An einem m + 1-fachen Knoten werden also sogar d;_,, und
dj_m41 interpoliert, die Kurve wird dort also normalerweise nicht mehr stetig sein.

Abbildung 9.2: Der de Boor-Algorithmus an einem m~fachen Knoten t; (nur ,aus-

einandergezogen” gezeichet), fiir m = 3. Die Zwischenpunkte in jedem Schritt sind
die Kontrollpunkte und am Schluf3 bleibt nur d;_, tibrig.

4. Spezialisieren wir noch ein bifichen: Ist obendrein noch m = n, haben wir also
to=-=th <ty = =1tm,

dann ist der Algorithmus von de Boor nichts anderes als der Algorithmus von de
Casteljau und es ist

N, rd = B,d.

5. Fiir alle x € (t,, t,+1)"'"® werden dieselben Bezugsintervalle Ikm_jH verwendet und

damit ist Ny, vdl,, ;. ) ein Produkt von m affinen Funktionen, also ein Polynom
vom Grad < m. Anders gesagt:

U8 Achtung: Ist t, = t,11, dann ist (t, t;41) = 0!
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Splinekurven sind stiickweise Polynome! I

6. Da

Nm,T (“d+ Bd/) =X Nm,Td+ B Nm,Td/

konnen wir d als

d=) &, &= (0,...,0, 1, 0,...,0).,
j=0

T
j
und damit die Splinekurve als Linearkombination
Nnrd(x) =Y d N (x[T). (9.4)
j=0

schreiben.

7. Wie erhalten wir also die sogenannten , B-Splines”? Ganz einfach: Wir lassen den
Algorithmus von de Boor auf die skalaren Kontrollpunkte o; los.

Definition 9.5. Die Funktion N;“ (+IT), aus (9.4) heifit j—ter B-Spline vom Grad m
beztiglich der Knotenfolge T.

9.2 Splines und Interpolation

Im Rahmen dieser Vorlesung wollen wir uns im wesentlichen mit der Frage befassen,
ob und wann es moglich ist, mit Splines zu interpolieren. Das wesentliche Resultat, mit
dessen Beweis wir uns den Rest dieses Kapitels beschéftigen werden, ist wie folgt.

Satz 9.6. Essei T = T, eine Knotenfolge und es seien xo < x; < -+ < xn € R.

1. ( Schoenberg—Whitney ) Das Interpolationsproblem
Nprd (x5) = fj, j=0,...,m, (9.5)
ist genau dann fiir alle f € R™™ eindeutig l6sbar, wenn
t <% < tjime, j=0,...,m. (9.6)
2. Ist (9.6) erfiillt, dann ist die Kollokationsmatrix
INJ (% 1 T) :j, k=0,...,n] (9.7)

(m, m)-bandiert und total nichtnegativ.
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Bemerkung 9.7.

1. Die Bedingung (9.6), die die Knoten und die Interpolationspunkte zueinander in
Beziehung setzt, kann man auch anders schreiben, wenn man j durch j — m — 1
ersetzt und das Ergebnis, tj_m_1 < Xj_m_1 < tj, mit (9.6) zu

Xj7m71<tj<xj» j:m+1,...,n, (98)

zusammenfasst, was gerade Bedingungen an die Lage der inneren Knoten liefert,
siehe Definition 9.1.

2. Zusammen mit (9.6) kann x; € (ty, txim41) aber nur dann gelten, wenn
j<k+m und j+m<k = k—m<j<k+m

ist. Da, wie wir in Lemma 9.14 herausfinden werden, der B-Spline NI* (-|T)
aber nur im offenen Intervall (t, ti:m+1) von Null verschieden!! ist, liefert diese

Beobachtung auch bereits die (m, m)-Bandiertheit der Kollokationsmatrix (9.7).

Bevor wir uns daran machen, uns die Splines genauer anzusehen, erst einmal ein
einfaches Beispiel, das Satz 9.6 ein bifichen illustriert.

Beispiel 9.8. Wir setzen m = 1 und betrachten eine Knotenfolge T =T,; =ty < --- <

120
th .

1. Im Algorithmus von de Boor miissen wir einen Schritt berechnen, bei dem die
baryzentrischen Koordinaten von x beziiglich des Intervalls [ty, ty.1] verwendet
werden, um dy_; und dx zu kombinieren, k = 1,...,n. Damit ist aber N; yd nichts
anderes als die stiickweise lineare Funktion mit ,Bruchstellen” an t,...,t,, die
die Punkte d,, ..., d, verbindet.

2. Damit konnen wir N; 1d als
Nird=) & Nj(T)
=0

schreiben, wobei

0 x < tj,
Xftj
. o=y X € [tjvtj—H] )
Nj (x|T) = farx

X € [tjr1, tjual s
X > tj+2.

t42—t41

9Und sogar strikt positiv!
120Es sind jetzt also alle Knoten, auch die Randknoten, einfach — aber nur um der Einfachheit willen.
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d4
do

d3

d2
d1

)

| | | | | | |
I I I I I I 1

0 tl t2 t3 t4 t5 t6
Abbildung 9.3: Die lineare Splinekurve (Ordnung m = 1).

3. Was bedeutet nun die Schoenberg—Whitney—Bedingung (9.6)? Zuerst einmal muf3

der Interpolationspunkt x; im offenen Intervall [tj, tj;,], also im Trdger von N].l,
liegen. Das garantiert also schon einmal, daf$ aller Basisfunktionen beim Inter-
polieren mitmachen diirfen — {ibrigens, wére das nicht der Fall, dann hdtte die
Kollookationsmatrix eine Nullzeile, ware nicht invertierbar und damit das Inter-
polationsproblem unlosbar.

Umgekehrt garantiert (9.6) aber auch, dafs in jedem Knotenintervall hichstens zwei
Interpolationspunkte liegen — sehr verntinftig, denn durch zwei Punkte 143t sich
gerade noch eine Gerade legen. Drei oder mehr Interpolationspunkte in einem
Knotenintervall ergdben im allgemeinen wieder ein unldsbares Interpolations-
problem.

Liegen aufierdem zwei Punkte im Inneren eines Knotenintervalls, dann darf in
den benachbarten Intervallen nur jeweils ein Knoten liegen; ligen ndamlich in
zwei benachbarten Intervallen zwei Interpolationspunkte, dann ist es einfach,
die Interpolationsbedingungen an diesen Punktpaaren so festzulegen, dafs sich
die beiden Streckenziige nicht in dem dazwischenliegenden Knoten schneiden —
und damit ist dann auch der Spline futsch.

Insbesondere liefert (9.6) aber auch, daf8 N! hochstens an Xj—1, X; und X1 einen
von Null verschiedenen Wert hat (und wenn verschieden, dann > 0). Also hat die
Kollokationsmatrix die Form
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NO N1 N2 N3 N4

f I I I I I |

t0  tl 2 t3 t4 t5 t6
Abbildung 9.4: Die zugehorigen vier B-Splines zur Splinekurve aus Abb 9.3.

ist also (1, 1)-bandiert oder tridiagonal. Die totale Positivitit ist allerdings nicht so
offensichtlich.

5. Es gibt noch einen besonders einfachen Fall: x; = t;;;. Dann ist die Kollokations-
matrix sogar die (0, 0)-bandierte Einheitsmatrix und d; = fj, aber so einfach ist’s
halt nicht immer.

Als Folgerung aus dem Satz von Schoenberg-Whitney kénnen wir einen besonderen
Splineinterpolanten herleiten.

Satz 9.9. Sei m = 2r + 1 € N und T = T, eine Knotenfolge mit einfachen Knoten. Dann

gibt es zu vorgegebenen Werten f;, j = 0,...,mn—m+ 1, einen Spline Ny, 1 d, so dafS**!
Nm,T d(th) = fj, j:O,...,n—m+1, (99)
N d(t) = 0, k=r+1,...,2nl=mmn+]. (9.10)

Ist v > m + v, dann ist dieser interpolierende Spline eindeutig.

Definition 9.10. Der'?* Spline, der die Bedingungen (9.9) und (9.10) erfiillt, heifit
natiirlicher Splineinterpolant an den Knoten t,,, ..., ty 1.

Beweis: Nach dem Satz von Schoenberg-Whitney, Satz 9.6, ist bei einfachen Knoten
das Splineinterpolationsproblem fiir

Xj =t € (tj>tj+2r+1) ) j=0,...,m,

eindeutig losbar. Dabei verwenden wir, zusétzlich zudenn+2 —-m =n+1—2r
Bedingungen aus (9.9) noch Interpolationsbedingungen an den ,letzten” r linken und

21Der Spline interpoliert als an den inneren Knoten und den innersten Randknoten.
12E{r n > m + rist es , der”, sonst nur ,ein” ....
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den ,ersten” r rechten Randknoten; insgesamt sind ja auf jeder Seite m+1=2r4+2 > r
Randknoten. Seien nun s_,, ..., s, die Losungen des Interpolationsproblems, das man
erhdlt, wenn man zusétzlich zu (9.9) noch

1 j<Ound k =1—j,
sj(xi) =12 1 j>0undk=n-+j—r, k=0,...,/t¥—I,n+1,...,n+r,
0 sonst,
fordert. Alle diese Splines interpolieren an den Punkten t,,,...,t,;1, aber haben ein
unterschiedliches Verhalten an den 2r zusitzlich eingefiihrten Punkten t..q,...,tn
bzw. thi2, ..., thir: so verschwindet dort, wahrend s_i, ..., s_, jeweils an einem der
linken ,Zusatzknoten”, si,...,s, an einem der rechten ,Zusatzknoten” den Wert 1

annehmen, sieche Abb. 9.5.
Diese m = 2r 4 1 Splines sind # 0 und linear unabhdnging. Betrachten wir nun das
lineare Gleichungssystem fiir a_, ..., a,, das gegeben ist durch

Zajsj(k)(tg):o, k=r+1,....,2r,{=m,n+1,

j=—r

dann sind dies 2r Gleichungen in den 2r+1 Unbekannten a_,, ..., a,, und es gibt immer
(mindestens) eine nichttriviale Lésung a* , ..., a;, dieentweder a* ,+- - -+a; = O erfiillt,
oder die man so normieren kann, dafs a*, + --- 4 a} = 1. Auf alle Fille setzen wir

s:Za].* S;
j=—7
und da ftirj =0,...,n—m+1

T
s(tmyg) = ) _ @

k=—r

= 1 Z Ay

Sk (tj+m)
——
=f;

ist s entweder eine Losung von (9.9) oder ein Lésung des homogenen Problems'?® zu
(9.9), je nachdem, ob }_ a].* den Wert 1 oder 0 hat, aber erfiillt immer auch zuséatzlich
(9.10). Wir haben also entweder unseren gewiinschten Spline gefunden, und die Ein-
deutigkeit folgt aus dem néchsten Resultat, das auch die Namensgebung rechtfertigt,
oder aber eine nichttriviale Losung des homogenen Problems. Nach Satz 9.11 wére
dann aber sV = 0, also s ein Polynom vom Grad r - ein Trivialfall, der nur eintreten
kann, wenn wir zu wenige innere Knoten haben, also wieder, wenn n < m + rist. In
diesem Fall existiert aber unser interpolierender nattirlicher Spline trivialerweise: er ist
der polynomiale Interpolant vom Grad n — m! m|

123 Also mit rechter Seite 0.
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™

tHn+2] tin+r+1]

s/-11 ... sl-ri sf1] ... slrl

Abbildung 9.5: Das erweiterte Interpolationsproblem aus dem Beweis von Satz 9.9.
Auf dem unterlegten Bereich interpolieren alle Splines die vorgegebenen Werte, an
den ,Zusatzpunkten” hat genau einer von ihnen den Wert 1, alle andere den Wert
0; nur sg verschwindet an allen dufSeren Punkten.

Fiir k € Ny und I C R definieren wir nun die Energienorm'*

1/2
rﬂm:(J [ ()] dx) , fech,
I

Im Spezialfall k = 2, der, wie wir gleich sehen werden, zu m = 3 gehort, ist dies das
Integral tiber das Quadrat der zweiten Ableitung, eine Niherung fiir die Biegeenergie
eines Streifens, der dem Verlauf von f folgt. Daher iibrigens auch der Name Spline!®:
Ein Spline'?* ist ein Kurvenlineal, bei dem ein mehr oder weniger beweglicher Streifen
mit Hilfe von Gewichten durch gewisse Punkte gezwungen wird, siehe Abb.9.6. Da der
Streifen sich so legt, dafl die Biegeenergie'” minimiert wird, wird ein kubischer Spli-
ne'?® mit den den Randbedingungen aus Satz 9.11'® als natiirlicher Spline bezeichnet
weil er das ,nattirliche” Objekt ,Spline” simuliert. Dabei ensteht die ,Nattirlichkeit”

aus den Randbedingungen (9.10) fiir m = 3, also r = 1, das heifdt aus
Ny d(tn) =N/ 1 d(tan) =0 (9.11)

am ersten und letzten Interpolationspunkt, siehe Abb. 9.7. Hierbei kann man (9.11) so
interpretieren, dafd links von t,, und rechts von t,.;; die Kurve N, 1 linear fortgesetzt
werden soll, was auch genau das ist, was ein elastisches Material wie der Plastikstreifen
tun wird, wenn keine weiteren Anstrengungen unternommen werden, ihn zu biegen.

124Dje allerdings nur eine Halbnorm ist.

12Wenn man es genau nimmt, ist also ein Spline gar kein Spline.

126Im Schiffsbau als Straklatte bezeichnet.

127Und die entspricht dem Quadratintegral iiber die zweite Ableitung, solange die Kriimmung im
Vergleich zur Ableitung klein ist.

128 Zweite Ableitung!

129Die gerade fiir die Minimalitit sorgen werden.
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Abbildung 9.6: Ein ,richtiger” Spline, also das Kurvenlineal. Die moderne Form be-
steht aus einem nicht allzu flexiblen Plastikstreifen und (richtig schweren) Gewich-
ten, die die Interpolationspunkte fixieren. Vielen Dank an Herrn Dr. Hollenhorst
vom Hochschulrechenzentrum der JLU Giefien, der diesen Spline freundlicherwei-
se zur Verfligung stellte.

Satz 9.11 (Minimalitdtseigenschaften). Essei m = 2r + 1 € N und T = T, eine einfache
Knotenfolge. Fiir f € C™*(I) sei S¢ = N1 d ein Spline, der (9.9) und (9.10) erfiillt. Dann ist

|Sf|r+1,1 < |f|r+1,1 (912)

Beweis: Wir beginnen mit

If — Sf|$+1,l _ JI (f(r—H)(X) _ (Sf)(r+l) (X))z dx
_ JI (f(r+l)(x))2 _ Zf(””(x)(sf)(rﬂ) (x) + ((Sf)(TH) (X))Z dx

= I, — zj (£ () = (8™ () (8™ (%) dx — ISl . (9.13)
I
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Abbildung 9.7: Die nattirliche Randbedingung des kubischen Splines: Rechts vom
letzten Knoten und damit Interpolationspunkt werden auf das Lineal keine Biege-
krafte mehr ausgeiibt und es nimmt den energieminimalen linearen Verlauf an.

Firj = m,...,n verwendet man partielle Integration, um zu zeigen, daf3

T— T 1
—_ (_1 )r—l (f(r—l) (X) o Si l)( ))Si +1+1) )
1=0 j
Y1
(00 =SS =Ty
—
K —oftirk=r
- 1

= > (=00 = s e0) s )

)
Y
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Summation iiber j = m, ..., n liefert dann, daf3'®

J(f(””(x) — SEYH) (x)) Sfﬁ”(x) dx

—

=0

tm

Beachte: Der Term fiir | = r verschwindet, weil S¢ die Funktion f an den Stellen t, t,, 1
interpoliert, die Terme fiir L = 0,...,r — 1 hingegen wegen (9.10). Einsetzen in (9.13)
liefert schliefSlich

2 2 2 2
|Sf|r+1,1 = |f|r+1,l —If— Sf|r+1,1 < |f|r+1,1 .

Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn f — S¢ € T1...

Das zeigt auch die Eindeutigkeit des natiirlichen Splineinterpolanten wennn > m+
1: Ist f irgendeine andere Minimallosung des Interpolationsproblems, dann ist f — S¢ €
IT,, mufd aber an mindestens r + 1 Stellen (den Interpolationspunkten) verschwinden.
Alsoist f = Sy. O

Ubung 9.1 Was sind die kleinsten Zahlen p, q, so daf8 die Kollokationsmatrix zum
natiirliche Splineinterpolant der Ordnung m = 2r + 1 eine (p, q)-bandierte Matrix ist.
¢

Bei de Boor [5] findet man zu diesem Thema die folgende nette Aussage:

Die Extremaleigenschaft des interpolierenden Splines wird héaufig fiir die grofse
praktische Niitzlichkeit der Splines verantwortlich gemacht. Dies ist jedoch glatter
,Volksbetrug” . ...

9.3 Eigenschaften der B-Splines

Bevor wir uns mit B-Splines befassen, sehen wir uns in Abb. 9.8 erst einmal ein paar
davon an. Das erste wichtige Resultat ist eine Rekursionsformel fiir B-Splines, mit
deren Hilfe man B-Splines der Ordnung m aus B-Splines der Ordnung m—1 berechnen
kann. Diese Formel geht (wieder einmal) auf Carl de Boor zurtick.

Satz 9.12 (Rekursionsformel fiir B-Splines). Sei T = T, , eine Knotenfolge.

1. Die B-Splines vom Grad 0 haben die Form

; B (1 x € [tj, tj41),
Nj (X|T) - X[tj‘tjﬂ)(x) o { 0 X ¢ [ti>tj+])’

130Dje Werte an den inneren Knoten tauchen stets zweimal, aber mit unterschiedlichen Vorzeichen auf.

j=0,...,n+m. (9.14)
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e—eoeoe 6

Abbildung 9.8: Eine kleine Kollektion kubischer B-Splines (m = 3) mit vierfachen
Randknoten. In linken Bild sind die inneren Knoten gleichverteilt, im rechten Bild
in der linken Halfte konzentriert.

2. Fiir ¢ > 1 gilt

NEGIT) = ()T NS (XIT) g (XITE ) NS (HT) (9.15)
j=0,...,n+m—L~L
Bemerkung 9.13.
1. In den Ausdriicken Nf (-IT) sollte man T = Ty, als T = Tynim—¢ auffassen. Und

damit gibt es eben auch nicht n sondern n + m — £ B-Splines der Ordnung { zu
einer vorgegebenen Knotenfolge T = Ty, .

2. Explizit geschrieben lautet (9.15)

X—4 Heepr —Xx
NS (xIT) = ——N"1 (XIT) + —————N/ ] (x[T) 9.16
J jre— ) e —typr I ) 16
j=0,...,n+m—~L
3. Die Formel (9.16) ist fiir {+ 1-fache Knoten nicht definiert — kein Wunder, da dann
auch der Spline N)H oder ij nicht mehr verniinftig definiert ist'*!. In diesem
Fall lafst man den entsprechenden Term in (9.16) einfach wegfallen.

Lemma 9.14. Die B-Splines sind nichtnegative Funktionen mit kompaktem Triger. Genauer:

N]m (X|T) > O, X € (tj,tj+m+]) ) N;m (X|T) - O, X ¢ [t]) tj+m+]] . (917)

131Genauer: Der Spline wére, wie wir gleich sehen werden, nur auf der leeren Menge von Null ver-
schieden.
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Beweis: Wir erinnern uns, da8 zur Bestimmung des Wertes an der Stelle x € [t,, t,1)
gerade die Kontrollpunkte d,_,,, ..., d. verwendet werden. Um N]T“ (x|T) # 0 zu erhal-
ten, mufd alsoj € {r—m,...,r} oder ebenr € {j,...,j + m} gelten. Damit verschwindet
der B-Spline N]T“ (x|T) auerhalb von [t;, tj m1]. Gilt andererseits x € (t, t,1) und ist
r€{j,...,j + m}, dann sind wegen

m—k+1
[,

(tntr-i-]) { (t tJ+m ka]) j:r—m—l—k,...,r,

alle baryzentrischen Koordinaten in (9.3) strikt positiv und damit ist auch

d! (x) = 1o (¥II™) d2_, (x) +wy (XIE) d°(x) = w (xII) > 0
j j :JdH:o j :JE;: j
sowie
dl ,(x )—uo(XII 1)do( )+ (X|I ]) O(x) —uo(xll 1)>0.
i+ i+ ?dg i+ :?j;_:o i+

t132

Mit demselben Argument'* ergibt sich dann, daf3

di (x) >0, k=3,...,j +1

Also ist auch NJT“ (x[T) =d™(x) >0,dare{j...,j +m} O
Lemma 9.15. Die B-Splines bilden eine nichtnegative Teilung der Eins, d.h.
> NM(T) =1, (9.18)
=0
Beweis: Istdy = --- = d,, = 1, also di(x) =1,k =0,...,n, dann ist, nach (9.4) und

Induktion tiber j,
d(x) = uo (X7 a7 () +w (X7 T) d) ()
= wo (X7 +w (M) =1, k=3j,...,m
[

Beweis von Satz 9.12: Nach Lemma 9.14 haben die B-Splines N? (IT),j=0,...,n+m,
als Trager das Intervall [t;, tj; ), insbesondere sind also die Trdger der verschiedenen
B-Splines disjunkt und Lemma 9.15 liefert (9.14).

Um N}“ (+IT) mit Hilfe der B-Splines der Ordnung m — 1 ausdriicken zu kénnen,

benutzen wir die Zwischenpunkte d.l (x),j=1,...,m, aus (9.4) und schreiben

Nonrd(x Zde (X|T) = Zd‘ ) NI (IT). (9.19)

132Man ersetzt d]? (x) durch df” (x)
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Ist insbesondere d; = ;x, dann ist, nach (9.3)

w (xII) j =k,
4 () = uo (xIT") dior +wr () dy = ¢ wo(xlI%,)  j=k+ T, (9.20)
0 sonst.
Setzt man (9.20) in (9.19) ein, dann ergibt sich
NI (IT) = 1y (%I N (T) + g (X )N (HT) (9.21)

9.4 Der Splineraum

Das ,B” bei den B-Splines kommt natiirlich nicht von ungefidhr: die B-Splines bilden
eine Basis eines bestimmten Raums von stiickweise polynomialen Funktionen.

Definition 9.16. Zu m € N und einer Knotenfolge T = T, ist der Splineraum 5,,(T)
definiert als Menge aller

1. stiickweisen Polynome!®?

fe%,(T) = ﬂ(tj,th) €lly, j=m,...,n, (9.22)

2. die an einem p—fachen Knoten tj, tj_1 < tj = -+ = tj4,1 < tj;,, differenzierbar
von der Ordnung m — p sind:

fe Sm(T) = feCm™™* (tj,1 s t)’+u) . (923)

Offensichtlich ist $,,(T) ein Vektorraum, das heifst,
f,g €5 (T) = af +pfgeSn(T), op ek

Satz 9.17 (Curry-Schoenberg). Fiir jedes m € IN und jede Knotenfolge T = T, ., sind die
B-Splines N]T“ (T),j =0,...,n, eine Basis von $,(T).

Fiir diesen Satz ist mehr zu beweisen, als man zuerst denken mag: zwar folgt (9.22)
sofort aus dem Algorithmus von de Boor, aber wir miissen trotzdem noch zeigen, dafs
die B-Splines linear unabhiingig sind, die gewtiinschten Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten haben und dafS die Dimension von 5,,(T) tatsdchlich n + 1 ist. Es gibt einen sehr
schonen Beweis von Satz 9.17, bei dem man die Kontrollpunkte zu einer stiickweise
polynomialen Kurve direkt angeben kann, aber dieser beruht auf dem sogenannten

133Njicht vergessen: Eingschrinkt auf die leere Menge hat jede Funktion jede Eigenschaft, deswegen —
vorsichtshalber — die offenen Intervalle.
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Blossoming Principle und ist eher etwas fiir eine Spezialvorlesung'. Hier wollen wir

den direkten Weg gehen. Dafiir miissen wir aber eine zusdtzliche Annahme machen,
indem wir fordern, daf3

th <t und th < thsr, (924)

t135

daf$ also kein Randknoten als innerer Knoten auftritt'>>. Dies ist insbesondere fiir (m +

1)—fache Randknoten der Fall.

Eine sehr hilfreiche Aussage, die uns mit ein bifschen Rechenarbeit konfrontieren
wird, ist eine Formel fiir die Ableitung eines B-Splines.

Lemma 9.18. Sei m € N und T = T, , eine Knotenfolge. Dann ist, fiir x € R\ T,

LNm (T) = — N () - —

N (xT i=0,...,n. (9.25
x N (xIT), j=0,...,m. (9.25)

j+1
jrm+1 — Y )

Istt; oder tj,; ein Knoten der Vielfachheit m+1, dann macht (9.25) zuerst einmal keinen
Sinn. Allerdings ist in diesem Fall auch das Trdgerintervall des betreffenden B-Splines
N]T“’1 oder N;T;] auch eine einpunktige Teilmenge von T, was die Division durch 0
wieder kompensiert.

Beweis: Induktion tiber m, wobei der Fall m = 1 sich sehr einfach ,,von Hand”
tiberpriifen ldsst. Da NI auf jeder offenen und konvexen Teilmenge U C R\ T'* ein
Polynom ist, konnen wir immer und fast tiberall nach Herzenslust differenzieren. Unter

Verwendung der Rekursionsformel (9.16) ergibt sich dann

(NP M) (o

d (=t (o omil = ))
= | = |7/ N" (M + ————NT1 (D] (x
(dx (tj+m—tj ! " tiymp — tjg 0T M)
1 1
= N () — N™T ()
bam — 1 « Hme — i i
x—4 d — Himr—x d _
oo N T et T X N () (x). (92
tim — Y dx( ! . )) )+ Hime — 44 dx( j+1 (| )) (x) (9.26)

Bleider ...
135Klingt irgendwo plausibel.
136Wir bleiben also immmer in einem der ,Stiickchen”, in die T die relle Achse zerlegt.



9.4 Der Splineraum 159

Jetzt wird es Zeit fiir die Induktionshypothese, die zusammen mit (9.16)
X — t] d
— — (N™ (T
F— — (NP M) ()
o X — t]‘ m—1
tim— i\t

m—1

NP2 (x[T) —

j+1
j+m—1 — t] )

NI (XIT))

j+m — tj—H

m—1 X—1 tiim — X
= ( LN (T 4 N2 (xIT))
Ham =4 \tyma =t jem — G )

NPT )
m—1 (tj+m—x x — t )

+
Hem — b1 Ham — b

NM2 ([T

=(tirm—t)/(tm—tjs1)

moT Nmez () (9.27)

j+1

— 1
= N
tj+m - JCj )

im — i
und
t; —x d
_Amit 7R @ (T
— (NI (M) (%)
j+m+1 j+1
Grmer — X ( m—1
Himer — G \Gem — 41
. m—1 ( X_tj+] tj+m+] —X)

N™2 (x|T) — m—_]N‘“*2 (xIT))

1 2
! jrm+1 — Yo

N2 (x[T)
Yimor —Ho \Gom — 1 Hom — Y]

:(tj+m+1 —tj41 )/(’fj+m*tj+1 )

m—] X_t]’+]
t

't. m —
N2 (x|T) + il 7Y yme2 (XIT))

tomer — Gr \Gam — g1 0 jiman — tg T
=N ()
m—1 m—1
= ——— N2 (T) = ————— N (x[T). (9.28)
Yim — jrma1 — )

liefert. Einsetzen von (9.27) und (9.28) in (9.26) ergibt dann

d m
(NP () )
1 1 m—1
= — N (x[T) — N (%] T) 4+ ———N™ T (x]T)
tom — Y ) jrmat — L T jem — 4 )
m—1 m—1 m—1
— N (XT) 4+ ———— N2 (X]T) = ———— N (x|T
tiom =t T jrm — i T i =t 0t 1)
m _ m e
= ——NMT(X[T) — NI (T,

Him — Y Yimer — G
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und somit (9.25). O

Ubung 9.2 Verifizieren Sie (9.25) fiir m = 1. Was bedeutet das geometrisch? o

Damit wissen wir auch, wie die Ableitung einer Splinekurve (bis auf die Werte an den
Knoten) aussieht.

Korollar 9.19. Es sein m € IN und T = T,, ,, eine Knotenfolge. Dann ist, fiir alle x € R\ T,

d n+1 d — d. :
— N7 d(x) = L N (T 2
3 N d(x) mj_ZO g (9.29)
wobei dn . = d_; = 0%,
Beweis: Mit Lemma 9.18 ist
m—1 m—1
d n NP (x[T) NI (x(T)
—Np7d(x) = m b _ )
dx ™' jZO "\ tim =t Grgm — b
n+1
d: —di_
= m ) L \ym-1 (x|T)
0 tj+m_tl J
Oa

Proposition 9.20. Sei m € Ny und T = T, n. Dann ist N].m ((IT) €Sn(T),j=0,...,mn.

Beweis: Induktion iiber m!®. Fiir m = 0 miissen alle Knoten einfach sein (maximale
Vielfachheit ist m + 1 = 1) und die B-Splines sind sttickweise konstante Funktionen
und gehdren damit trivialerweise zu C7'(R).

Firm—1 — m, m > 1, folgt die stiickweise Polynomialitdt direkt aus dem Algorithmus
von de Boor, wir brauchen uns also nur noch um die Differenzierbarkeit zu kiimmern.
An einem m + 1-fachen Knoten liefert uns ja bereits der de-Boor—Algorithmus die
Unstetigkeit: Der Spline muf3 an dieser Stelle den Wert 1 und 0 haben. Hat hingegen
ein Knoten t € (tj, tj+m41)" die Vielfachheit p < m, dann kénnen wir in einem offenen
Intervall U mit U N T = {t} differenzieren und die Ableitungsfunktion ist nach (9.25)
wohldefiniert (auch an der Stelle t) und in U nach Induktionsvoraussetzung (m—1—p)-
mal stetig differenzierbar. Also ist N}“ in U (m — p)—mal stetig differenzierbar. O

Lemma 9.21. Sei m € IN und T, ,, eine Knotenfolge. Dann sind die B-Splines N}“ (+|T) linear
unabhiingig.

137Und wieder N ;“*‘ (xXIT) / (tj1m —tj) = 0.
138Wie soll man Rekursionsformeln auch sonst ausnutzen?
'¥Also im Inneren des Tagers des B-Splines NI™ (-|T).
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Beweis: Induktion tiber m. Der Fall m = 0 ist trivial, da die B-Splines alle disjunkten
Trager haben. Fiir den Schluff m — m+-1 nehmen wir an, kein Knoten hitte Vielfachheit
m + 1 und es gibe einen Knotenvektor d = (d; : j = 0,...,mn), so daf3

0=Nprd=> dN"(T). (9.30)
j=0

Ableitung beider Seiten liefert fiir alle x € R\ T, dafs

d n+1 d]' —d]'q
0=—Nprd= <L TN ().
T T ijOthrm_tj MM

Nach Proposition 9.20 ist die rechte Seite stetig!*® und nach der Induktionshypothese
muf schliefSlich d; = d;_; sein, also

O=do=di=dp = =dn = dnss =0.
|

Ubung 9.3 Ergdnzen Sie den Beweis von Lemma 9.21 um den Fall (m + 1)-facher
Knoten. (Hinweis: Jeder (m + 1)-facher innerer Knoten zerlegt die Splinekurven in
Teilkurven, und man kann alles auf den Fall (m + 1)—facher Randknoten zurtickfithren)
¢

Lemma 9.22. Fiir m € N, und eine Knotenfolge T = T, ,, ist
dim §,,(T) =n+1.

Beweis: Auf dem, nach (9.24) nichtleeren Intervall I, = (t,,, t,n 1) definieren wir ein
beliebiges Polynom p.,. Sei nun tmi1 = tn = -+ = tmiy < tmyu ein Knoten der
Vielfachheit p. Wir betrachten ein Polynom py,41 auf (ty.1, tmius1) und schreiben es als

m

Pmi1 = Z o (X —tm).

j=0
Die Differenzierbarkeitsbedingungen sind nun

pY (tmi) =pY (b)) = @5, j=0,...,m—p.
Also hat der Raum aller stiickweisen Polynome mit der geforderten Differenzierbarkeit
auf den erstem beiden Intervallen die Dimension m + 1+ - die vollen m+ 1 Freiheits-
grade von p,, und die p noch freien Parameter von p,,+1. Hat nun t,,;,+1 seinerseits

1490Wir haben keine (m + 1)-fachen Knoten mehr.
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Vielfachheit v, so kommen weitere v freie Parameter hinzu und so weiter. Wir haben
also fiir die Knotenfolge

TIZ - {tnu cee ’tm+2+1}> th <tmioy, g < timee,

(plus geeignete Randknoten), dafl dim S, (T;) = m + £ + 1. Fiir { = n — m folgt dann
die Behauptung. m]

Beweis von Satz 9.17: Der Beweis ist jetzt ein einfaches Spiel mit den schon bewiesenen
Baukldtzen: Nach Proposition 9.20 ist

span {N].m(-IT) D= 0,...,n} C5,.(T),

aber da wegen der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines (Lemma 9.21) und wegen
Lemma 9.22 die Dimension der beiden Vektorrdume jeweils n + 1 ist, miissen sie halt
auch tibereinstimmen. m]

9.5 Khnoteneinfiigen
Definition 9.23. Eine Knotenfolge T* = T, - heifst Verfeinerung von T = T, ,, falls

Lot =toy..,th = tm,

2. t:m*+1 = tn+1>°°°)t;*+m+1 = thimt1,
3.esgibtt:{m+1,...,n—1} = {m+1,...,n"— 1} monoton steigend, so daf8

Formal schreiben wir das als T C T*.14!

Da Polynome unendlich oft differenzierbar sind, insbesondere an ,,zusédtzlichen” Kno-
ten, ist 5, (T) € 5,4 (T*), wann immer T C T*. Anders gesagt, fiir jeden Vektor d =

(do, ..., dn) gibt es einen Vektor d* = (dg, ceey djﬁ), so dafs

Nprd=> &NMT) =) & N*(T) = Npr- d". (9.31)
j=0 j=0
es:rT(T) €5 (TY)

Die Frage ist natiirlich: ,Wie bestimmt man d*?” Nun, im entscheidenden Fall des
Einfligens eines Knotens (und natiirlich ldfst sich jede Verfeinerung einer Knotenfolge
darauf zuriickfithren, indem man Knoten fiir Knoten einfiigt) kann man das Verfahren
angeben. Um die Situation zu fixieren sei, fiir ein j € {m,...,n—1}

tos...stjgt*gtjﬂ << thgme,

41Die obigen Bedingungen bedeuten eine ,,C“~Relation, die Vielfachheiten beriicksichtigt.
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und
tk k:O,...,j,
T ={t:k=0,...,n+m+2}, t, = t* k=j+1,
t_q k=j+2,...,n+m+ 2.

(9.32)
Der folgende Satz wird normalerweise Boehm zugeschrieben, alternativ spricht man
beim Knoteneinfiigen auch gerne vom Oslo-Algorithmus'*.

Satz 9.24 (Knoteneinfiigen). Sei T* eine Verfeinerung der Knotenfolge T = T, , gemiif3 (9.32).
Dann ergibt sich das Kontrollpolygon d* als

di, k=0,...,j—m,
di, =< o (V) dir + 1w (VL) dy k=j—m+1,....j (9.33)
di_1, k=j+1,....,n+1.
o000 (O 0006 o0 0 0 0 0o oo

Abbildung 9.9: Zwei Beispiele fiir Knoteneinfiigen bei kubischen Splines, m = 3.

Beweis: Ubungsaufgaben. |

Ubung 9.4 Beweisen Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen:

n

[X0y .- +yXnl (fg) = Z [X0y .oy x5]  [X5, .00y %al @ (9.34)
j=0

Ubung 9.5 Die abgebrochene Potenz (- —y)" ist definiert als

n 0, x <V,
(X_w+_{(x—wﬂ X > V.

42Das Gebiet ist noch jung genug, um Priorititenkonflikte zu erlauben.
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Zeigen Sie: Zu einer Kontenfolge T = T, , ergibt sich der j—te B-Spline als
N (XIT) = [ty oy tme] (= %)T, j=0,...,m,

Hinweis: Verwenden Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen, (9.34), um
nachzuweisen, dafs die rechte Seite des obigen Ausdrucks die Rekursionsformel fiir
B-Splines erfiillt. &

I"Jbung 9.6 Es sei T* die Knotenfolge, die entsteht, wenn der Knoten t; < t* < t;;1 in
T = T,y n eingefiigt wird. Zeigen Sie, dafs dann

N?HT*)» k=0,...,j—m,
N () = € (BT NP CT) o (ETR) N, (T, k=j—m+1,...,j,
Nka (|T*)» k=j+1,...,m,

mit JI' = [t;, t +m], und folgern Sie daraus die Formel zum Knoteneinfiigen.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des B-Splines als dividierte Differenz von
abgebrochenen Potenzen. ¢

9.6 Die Schoenberg—Whitney—Bedingung

So, jetzt machen wir uns also an den Beweis des Interpolationssatzes von Schoenberg
und Whitney, also Teil 1 von Satz 9.6. Dazu bezeichnen wir mit

N (271 T) =[N (x]T) : §,k=0,...,n]
die Kollokationsmatrix des Interpolationsproblems, das dann die Form
N (Z7|T) d="f

annimmt und genau dann eindeutig l6sbar ist, wenn det N,, (2" | T) # 0. Eine Richtung
von Satz 9.6 ist jetzt recht einfach.

Proposition 9.25. Sei m € Ny und T = Ty, , eine Knotenfolge. Ist das Spline—Interpolations-
problem an Stellen xo, . . ., xn immer eindeutig losbar, so ist t; < x; < tjym1,] =0,..., M.

Beweis: Nehmen wir an, es gdbe ein j, so dafs die Schoenberg—Whitney-Bedingung
(9.6), also t; < Xj < tjzmq1, verletzt ist. Dann ist entweder x; < tj oder x; > tj;my1. Im
ersten Fall gilt, da der Trager von N (-[T) das Intervall [ty, ti m1] ist, die Beziehung

N (%T) =0, k=j,...,m,
also haben die ersten j + 1 Zeilen der Kollokationsmatrix die Form

No(X0|T) Nj_1 (X0|T) 0O ... 0

No(Xj|T) Nj,] (XJ|T) 0O ... 0
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und sind damit linear abhéngig, also ist det N,, (Z7|T) = 0. Im anderen Fall, xj > tj; 1,
ist
N (x]T) =0, k=0,...,7j,
und, da x; < x,j < 1, gilt natiirlich auch
N (x| T) =0, k=0,...,j, L=73,...,m.

Damit haben die ersten j 4+ 1 Spalten von N.,, (:Z°|T) die Form

[ NT (%l T) ... N]T“ (x0|T)
NG (5lT) oo N (x54[T)
0 . 0 ’
0 . 0
sind also ebenfalls linear abhéngig. |

Bemerkung 9.26. Die Idee dieses Beweises ldf3t sich auf eine viel allgemeinere Situation
anwenden. Sieht man ndmlich mal genau hin, dann haben wir nur ausgenutzt, daf$ die
B-Splines einen wohldefinierten kompakten Trager haben, und sonst nichts.

Die Umkehrung ist etwas aufwendiger, gibt aber gleichzeitig auch mehr Information
tiber Eigenschaften der Splinefunktionen. Deswegen kann man durchaus einmal zu
einem Blick in Kapitel A.4 raten. Fiir hier soll es aber genug sein mit den Splines.
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Also daf8 Rechnen ein fundament und
grundt aller Kiinste ist / Dann ohne zal
mag kein Musicus seinen Gesang / kein
Geometer sein Mensur vollbringe / auch
kein Astronomus den lauff des Himmels
erkennen.

Adam Riese [32]

Nichtlineare Gleichungen 1 O

Das Thema dieses Kapitels ist die Losung beliebiger, auch nichtlinearer Gleichungen
der Form
F(x) =0, F:R" = R" nelN, (10.1)

wobei F natiirlich gewissen Voraussetzungen zu geniigen hat, und zwar mindestens
stetig, meistens sogar differenzierbar sein soll. Daf3 die rechte Seite von (10.1) den Wert
0 hat, ist keine Einschrankung: Fiir beliebige rechte Seite G(x) ist ja'*

F(x) = G(x) & (F-—G)(x) =0.

Beispiel 10.1. Die Berechnung der Quadratwurzel einer rationalen Zahl 0 < y € Q war
schon in der griechischen Antike ein wichtiges Problem und gelost. Die dazugehorige
nichtlineare Gleichung ist

f(X) = O) f(X) = Xz - Y
und kann iiber die oft als Heron—Verfahren bezeichnete Iteration

1
X0 =y, e 2 (X(k) 4 L)) k € Ny, (10.2)
2 X(k)

gelost werden, die sogar schon den Babyloniern bekannt war'*.

Das Heron—Verfahren kann auch geometrisch interpretiert werden, ndmlich als Kon-
struktion flichengleicher Rechtecke, die in der Grenze ein Quadrat ergeben, dessen
Seitenldnge die gewiinschte Wurzel ist — starten kann man ja mit dem Rechteck mit den
Seitenldngen y und 1. Ein Konstruktionsschritt ist in Abb. 10.1 beschrieben.

43Das setzt natiirlich voraus, daf auch G eine ,gute” Funktion im Sinne eines funktionierenden
numerischen Verfahrens ist.
144Gjehe z.B. [10]
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Die Durchfithrung des , Iterationsschritts”, das heifst die Berechnung der Seiten ei-
nes Rechtecks aus ihrer Summe und der Fldche des Rechtecks, ist als babylonischer
Keilschrifttext tiberliefert, siehe [31, S. 125-127]. Laut [29] sind Keilschrifttexte we-
sentlich stdrker algebraisch als geometrisch orientiert — ganz im Gegensatz zu den
Rechenmeistern der Renaissance, siehe z.B. [21].

Abbildung 10.1: Ein Iterationsschritt (10.2) des Heron—Verfahrens geometrisch:

Konstruiere zu vorgegebenen Seitenldngen a und b das flachengleiche Rechteck

: : = a+tb 2ab
mit den Seitenldngen <5~ und £53.

Eigentlich ist das alles aber noch viel einfacher mit der geometrischen Heuristik und
Rechtfertigung des Heron—Verfahrens: Wir wollen ja ein Rechteck in ein flichengleiches
Quadrat konvertieren, nichts anderes bedeutet Wurzelziehen, denn die Seitenlédnge des
Quadrats ist ja dann die gesuchte Wurzel. Hat dieses Rechteck nun Fldche y und eine
bekannte Seite der Lange x, dann hat die andere Seite offensichtlich Lange y/x. Ist unser
Rechteck kein Quadrat, dann ist x entweder zu kurz, und damit y/x zu lang oder x ist
zu lang und y/x zu kurz. Ein besserer Wert als x liegt also immer zwischen x und y/x
und konnte somit als
Y

X'=ax+ (1 —«) " xe(0,1), (10.3)

geschrieben werden. Es gibt sogar ein ,magisches” «, das genau das gewiinschte Quad-
rat liefert, aber das zu bestimmen ist nicht einfach. Also wahlt man etwas universell
passendes und naheliegendes, ndmlich « = § und schon ist man bei der Heron-
Iteration! Sollte zufillig x so gewdhlt gewesen sein, dafl wir schon ein Quadrat haben,

dann liefert (10.3) fiir jedes o auch dieses x zurtiick — das ist eben die Fixpunkteigenschaft.

Ubung 10.1 Zeigen Sie, dal das Heron-Verfahren immer gegen die Quadratwurzel
von y konvergiert. Hinweis: Bestimmen Sie die Fixpunkte der Iteration. ¢
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10.1 Terminologie

Definition 10.2. Ein iteratives Verfahren x*¥) € R™, k € IN,, mit limy_,, x*) = x hat die
Konvergenzordnung p > 1, beziiglich des Fehlermafles'® €, > 0, k € IN, limy_,o, & = 0
wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so daf3

lim sup St _ . (10.4)

P
k—o0 Ek

Istp =1, so muf3 aulerdem C < 1 sein.
Anschaulich heiflt das, daf ¢, wir C pP" fiir ein 0 < p < 1 gegen Null konvergiert.

Definition 10.3. Sei X ein metrischer Raum. Ein iteratives Verfahren x® € X, k €
Ny, heifit global konvergent, wenn es fiir jeden Startwert x© konvergiert und lokal
konvergent, wenn es eine offene Menge U C X gibt, so dafy das Verfahren fiir alle
Startwerte x/% € U konvergiert.

10.2 Das Bisektionsverfahren

Das einfachste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist das Bisektionsverfahren, oder
Einschlufiverfahren, das eine Nullstelle mit beliebiger Genauigkeit ermittelt, voraus-
gesetzt, man kennt Stellen, an der die Funktion einen positiven und einen negativen
Wert hat. Sind also x©) und y'© so, da3!#®

f(x(o)) <0, f(y(o)) >0,

dann setzen wir, fiir k € N,

S
(k) f(z) >0
(k1) _ x )
x a { z f(z) <0, (10.5)
Yk = z f(z) >0,
y f(z) <0

Ist zuféllig f(z) = 0, dann haben wir ohnehin die Nullstelle gefunden.
Satz 10.4. Ist f € Cla, b] und sind x'%9,y!% € [a, b] so dafs

f(x‘o)) <0, f(y(o)) > 0,

dann konvergieren die Folgen x¥,y, k € Ny, definiert durch (10.5) von linearer Ordnung
gegen eine Nullstelle x von f.

145Normalerweise definiert durch Abschatzungen der Form g > [[x() —x|.
146Wire f an einer der beiden Stellen = 0, dann kénnen wir uns das Verfahren sparen!
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%#

%# Bisekt.m

%# Bisektionsverfahren

%# Daten:

%# f Funktione

%# x Startwert - £(x) < 0
%t y Startwert - f(y) > 0
%# t Toleranz

function xx = Bisekt( f,x,y,t )
while norm( x -y ) > t
z=.5%(x+y);
fz = feval( £,z );

if fz > 0
y = Z;
else

end
XX = X;
%endfunction

Programm 10.1 MLTeX/Bisekt.m: Das Bisektionsverfahren.

169
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Bemerkung 10.5 (Bisektionsverfahren).

1. Der grofse Vorteil des Bisektionsverfahrens ist seine Einfachheit: Es ist fast schon
trivial zu programmieren und verlangt auch keine grofsen mathematischen Féahig-

keiten, was es besonders populédr macht.

2. Die Konvergenzaussage gilt'¥” nicht nur fiir Intervalle, sondern fiir beliebige
konvexe metrische Rdume, also insbesondere fiir Funktionen f € C (R"). Damit
ist es auch besonders flexibel, weil man nicht viel von f wissen muss, Hauptsache,

f kann ausgewertet werden.

3. Man kann sogar zeigen, dafs fiir die Nullstellensuche bei beliebigen stetigen Funk-
tionen das Bisektionsverfahren optimal ist — es gibt keine bessere Konvergenzrate.
Allerdings liegt das nicht daran, dafy das Bisektionsverfahren so genial ist, son-
dern daran, daf3 die stetigen Funktionen so eine grofle Klasse bilden und dafs man
fiir ,bessere” Verfahren immer eine hinreichend pathologische stetige Funktion

finden kann, bei der Bisektion dann doch wieder besser abschneidet.

4. Der hauptsachliche Nachteil ist die relativ langsame, ,nur” lineare Konvergenz,
die im wesentlichen unabhingig von der Funktion ist. Auf der anderen Seite ist
diese ,,Unabhingigkeit” aber auch genau der Grund, warum das Bisektionsver-

fahren optimal auf der Klasse der stetigen Funktionen ist.

5. Auflerdem mufs man zuerst einmal ein Intervall finden, in dem ein Vorzeichen-
wechsel stattfindet. Sind in diesem Intervall dann mehrere Nullstellen, wird es

schwer, vorherzusagen, welche Nullstelle gefunden wird.

Beweis von Satz 10.4: Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, da x'% < y'? ist!48,

und halten fest, da8 das Bisekstionsverfahren ausgehend von ay = x© und by =y

e entweder Intervalle I, = [ay, by] bestimmt, so dafl g(ax) < 0, g(by) > 0 und

by — ar] =27%(b — a),

e oder abbricht, weil g (ay) = 0 oder g (by) = 0 (oder beides) fiir ein k > 0 ist.

Da g stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz im ersten Fall'* immer eine Null-

stelle ty € ((lk, bk), und da

b—a . b <b <b—a
" sowie k— by —a < o

th—ar < by —ax <

47Ohne echten Mehraufwand im Beweis.
148 Andernfalls funktioniert der Beweis ganz genauso!
149Und nur der ist interessant, denn im zweiten Fall haben wir ja schon eine Nullstelle gefunden.
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ist, konvergieren sogar beide Folgen gegen eine' Nullstelle. Die lineare Konvergenz-
ordnung ergibt sich aus dem Fehlermaf ¢ = [by — x*| bzw. ¢ = |ay — x*[ als

|bk+1 — X' |ak+1 — X' 1

b —x  Jag—x 2

ist. O

10.3 Regula falsi und das Sekantenverfahren

Das néchste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist ein ,Klassiker”, ndamlich die
Regula Falsi. Der Name stammt von Fibonacci (Leonardo Pisano, 13. Jhdt.), der sie aus
im Arabischen als Elchataym kennenlernte und lateinisch als

requla duarum falsarum positionum

bezeichnete. Bei ihm ist sie die Methode, mit der alle mathematischen Probleme gelost
werden konnen, siehe [38, Kap. 13, S. 447]. Zur Erkldarung des Namens sagt laut [10,
S. 245] der Rechenmeister Peter Bienewitz (1527)

Vnd heisst nit darum falsi dass™! sie falsch und unrecht wehr, sunder, dass sie auss
zweyen falschen vnd vnwahrhaftigen zalen und zweyen liigen die wahrhaftige vnd
begehrte zal finden lernt.

Typischerweise wurde die Regula Falsi in der Renaissance genutzt, um lineare Glei-
chungen zu 16sen, was sie in einem Schritt tut — wir werden sie als Iterationsverfahren
tiir beliebige nichtlineare Gleichungen verwenden. Vorher aber ein Beispiel aus [32]:

Item einer spricht / Gott griifs euch Gesellen alle dreissig. Antwortet einer / wann
unser noch so viel und halb so viel weren / so weren unser dreissig. Die frag wie
viel ihr gewesen'?.

So, jetzt aber aus der Spafs und zuriick zur Mathematik. Die Regula Falsi ist namlich
eine Verallgemeinerung des Bisektionsverfahrens: sind x*) und y zwei Punkte mit

f(x(k]) f(y(k)) <0,

dann unterteilt man nicht am Mittelpunkt des Intervalls [x(k),y(k)], sondern an der
Nullstelle z der Geraden { mit

() =), el = o),

190Vorsicht: nicht die! Man denke nur an ein ganzes Nullstellenintervall im Inneren oder an die Null-
stellen einer Funktion wie x sin 1 in der Nihe der Null.

151Was zeigt, wie progressiv die Rechtschreibreform 1999 wirklich war.

52Fiir die, die es nicht gleich begriffen haben: Zu lésen ist die Gleichung 3x = 30 und tatséchlich
kommt — nach Adam Riese eben — auch 12 heraus.
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z=(1-a)x®+ay®,  a=
bzw.
g A =<9 £y )
f(x) —f(y®)
und der ,eigentliche” Iterationsschritt ersetzt wie beim Bisektionsverfahren denjenigen

(10.7)

der beiden Punkte durch z, an dem die Funktion dasselbe Vorzeichen hat!>® wie an der
Stelle z
[N <o (a0 i) <o
z f(x(k)) f(z) > 0, z f(y“‘)) f(z) > 0.
(10.8)

Ubrigens wurde die Regula Falsi auch dazu benutzt, Gleichungen in zwei Unbekannten

Abbildung 10.2: Geometrische Interpretation der Regula Falsi.

zu 16sen. Hier ein Beispiel aus [32]:

Item /zween wollen ein Pferdt kaufen/Als A. vnd B. fiir 15. fl. Spricht A. zum B. gib
mir deines gelts ein drittheil /so will ich meins darzu thun /vnd das Pferdt bezahlen.
Spricht B. zum A. gib mir von deinem gelt ein viertheil / so wil ich mit meinem
gelt hinzu das pferdt bezahlen. Nun frage ich / wie viel jeglicher in sonderheit gelts
hab? >4

15Das ist die ganze ,Magie” der Formel (10.8).

B4Also x + 3y = x +y = 15 und damit x = 1079 und y = 123 Die wesentlich interessantere Frage,
wie man } beziehungsweise > einer Wahrung bestimmt oder erhélt, wird von Adam Riese leider nicht
beantwortet.
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Ubung 10.2 Zeigen Sie, daf3 die Regula Falsi in einem reellen Intervall konvergiert und
Konvergenzordnung 1 hat. o

Allerdings erbt die Regula Falsi immer noch ein Problem des Bisektionsverfahrens: Um
konvergieren zu kénnen, brauchen wir Startwerte x) und y'%, an denen f verschiedene
Vorzeichen hat. Das Sekantenverfahren umgeht dieses Problem, indem man zur Be-
rechnung von x**! die Gerade (Sekante!) verwendet, die f an den Stellen x*"" und
x interpoliert. Die Regel lautet also

K) k—1)

() _
k) X X (k)
X(k_”)f(x ), (10.9)

T (x®) —f(

ihre Herleitung ist wie die von (10.6). Das Schone am Sekantenverfahren ist nun, dafs

k+1)

x! = x{

Abbildung 10.3: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens.

es lokal konvergent mit einer hoheren Konvergenzordnung als 1 ist.

Satz 10.6. Es sei x € R eine einfache Nullstelle von f € C* (U,) fiir eine offene Umgebung U,
von x. Dann ist das Sekantenverfahren lokal konvergent gegen x und die Konvergenzordnung

ist mindestens p = ‘5(1 + \/E)

Die Zahl p = %(1 + \/g) heifst Goldener Schnitt und ist der Grenzwert zweier auf-
einanderfolgender Fibonacci—Zahlen. Der goldene Schnitt spielt als Proportion eine
(mehr oder weniger) zentrale und oft tiberschitzte Rolle in Kunst und Architektur,
aber auch in der Natur.

Beweis: Fiir ¢ > 0 bezeichne

B:(x)={yeR : [y—x|<e¢}

die Kugel vom Radius ¢ um x. Wir wéahlen ¢ so klein, dafs B.(x) € Uy; dann gilt fiir die
Zahl
1’.‘// (y )

M, =
2f’(y’)

)

max
Y,y €Be (%)
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dafs
lim M, =

e—0

Also gibt es ein ¢, so dafs fiir alle € < ¢
B:(x) C U, und eM, = v <1 und 0¢f (Be(x)).

Wir fixieren nun ein solches ¢ < ¢y. Dann ist aber x die einzige Nullstelle von f in B (x):
Die Taylor-Formel um x fiir y € B, (x)

B , (y—x)?*_,
fly) =f(x) + (y —x) f'(x) + 5T (&), & € [x,y] C B(x),
iy
liefert )
B ) y—XfH E
f(y)—(y—X)f(XJ(l 3 f,(x)),
also
f(y)l = [y — x| (x)| (1 - '” ;X‘:((j)) ‘) > Ty — x| (x)| (1 — eM.) > .

Wir starten nun mit x(®, x!" € B, (x) und iterieren nach (10.9). Dann gilt fiir k € N unter
Verwendung der dividierten Differenzen, siehe Definition 8.18, solange!® x*=1 x) # x

(
X
) = x® f(x(k))_XZx(k)_X_

x® x| f
= (x(k) _X) 1— [X([k])zx(]k)] f]
(x(k) x) (x(k_” - x) [x(k_”, x(k)] f— |x()] x] f
- (=11, X)) £ 1) _

155 Ansonsten sind wir sowieso fertig und haben die Nullstelle gefunden!
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Sind nun x* ", x® € B.(x), dann ist
7’ —_ ] 144
e =), M| r= 5 (8), & E2 e Bilx),

und damit ist

(&)

|x(k+” — xl = |x(k) — x| |x(k_” — x| 'Zf’ &) < e?M, <, (10.10)
_ 1
<e <e —
<M,
also ist auch x**" € B,(x). Aulerdem ist
x () — xI < eM, |x® —x| < (eM,)? Ix“"” — x| << yRH |x(°) — x|,

<e

und deswegen konvergiert die Folge x) — x fiir k — oo.
Bleibt noch die Konvergenzordnung. Dazu kénnen wir annehmen, da8 x¥ # x, k €
Ny, denn sonst hitten wir ja Konvergenz nach endlich vielen Schritten. Wir definieren

E, = M, |x(k) — x|, k € N, und erhalten aus (10.10), daf

Bt = Me x5 —x| < M2 [x® —x| [x* " —x| < Ex By

Mit E = max {EO,E}/F’} ist B, < EP" fiir k = 0,1, und generell folgt fiir k > 1 unter

Verwendung der Identitat'> p?> = p + 1, daf§

Ek+] <E Ep < Epk+pk71 _ Epk—l(p+]) _ Epkqu _ Epk+1
Also ist .
E EP
(k) _ Ltk _
X\ —=x| = < e
| | M., M, k
und damit
Ert1 _ MP
P €
€

O

Zum Abschluf dieses Abschnitts noch eine ,Gebrauchsanweisung” fiir die Regula
Falsi, nattirlich wieder von Adam Riese personlich [32, S. 57,58]:

Regula Falsi oder Position.

Wirdt gefafst von zweyen falschen zahlen / welche der auffgab nach / mit fleifs
examinirt sollen werden /in massen das fragstiick begeren ist / sagen sie der warheit
zu viel / so bezeichne sie mit dem zeichen + plus / wo aber zu wenig / so beschreib
sie mit dem zeichen — minus genannt. Als dann nimb ein liigen von der andern
/ was da bleibt / behalt fiir den theiler / multiplicir darnach im Creuz ein falsche
zahl mit der andern liigen / nimb eins vom andern /vnd das da bleibt theil ab mit
fiirgemachtem theiler / so kompt berichtung der frag.

Bei genauem Hinsehen ist das nun wieder nichts anderes als (10.7).

156Gje definiert den goldenen Schnitt.



176 10 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

10.4 Das Newton-Verfahren und Fixpunktiterationen

Das Sekantenverfahren kann fiir beliebige stetige Funktionen durchgefiihrt werden —
die zweimalige stetige Differenzierbarkeit brauchen wir ,nur”’, um die Konvergenz
und die Konvergenzordnung zu beweisen. Ist f € C'(R) (beziehungsweise auf einem
Intervall, in dem die Nullstellensuche durchgefiihrt werden soll), dann kann man
die Sekante auch durch die Tangente an f in x*) ersetzen und mit deren Nullstelle
weiteriterieren. Die Iterationsvorschrift lautet jetzt also

Abbildung 10.4: Geometrische Interpretation des Newton—Verfahrens.

k € Ny, x% e R; (10.11)

offensichtlich gibt es Schwierigkeiten an Punkten mit Ableitung 0, also mit horizontaler
Tangente. Die ist nicht unerwartet, denn Geraden, die parallel zur x—Achse verlau-
fen, lassen sich sehr schwer mit selbiger schneiden. Die Konvergenzaussage fiir das
Newton—Verfahren ist sogar noch besser als fiir das Sekantenverfahren.

Satz 10.7. Es sei x € R eine einfache Nullstelle von f € C* (U,) fiir eine offene Umgebung
U, von x. Dann ist das Newton—Verfahren lokal quadratisch konvergent gegen x.

Beweis: Die Bestimmung von M, ist genau wie im Beweis von Satz 10.6. Uber die
verallgemeinerte Definition'® der dividierten Differenzen mit mehrfachen Knoten,

£ (x)

Xy ooy x| i= Y

n+1

"Diese Erweiterung ist konsistent! Siehe Korollar 8.23.
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ist nun ganz analog

(k) Y _
Kox| f
= (x x){] k])]f]
L T [ LoV L
T x0T f (x(k)—x) = (3" =x) X X
2 £ (&)
- ("M—") T

Der tibrige Konvergenzbeweis lduft wieder wie bei Satz 10.6, die Konvergenzordnung

ergibt sich aus
k+1)

N L O LA
im = )
koo [y (k) — x[? 217 (x)
O
Das Newton—Verfahren ist eine Iteration der Form
K=o (x¥), kel (10.12)

und das Auffinden einer Nullstelle von f bedeutet nichts anderes, als einen Fixpunkt
von @ zu finden. Das heifst, falls f'(x) # 0, dann ist

f(x)

f(x) =0 & x = D (x) ::X_f’(x)'

Die ,Standardaussage” iiber die Existenz eines Fixpunkts ist der folgende Satz, den wir
jetzt, als Gegenstiick zu der Version aus Satz 6.2 mal fiir allgemeine metrische Rdume
formulieren’>®.

Satz 10.8 (Banachscher Fixpunktsatz, metrisch). Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und @ : X — X eine Kontraktion, das heifst,

d(D(x), @(y)) <vdx,y), O<y<T, X,y € X.

Dann besitzt @ einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x* = @ (x*) und fiir jeden Startwert
0 € X konvergiert die Folge x*1) = @ (x“‘)), k € Ny, gegen x* und es ist

k

d (x*, x(k)) < Y

T—y

1%Den Banachschen Fixpunktsatz kann man gar nicht oft genug beweisen und eine schéne Wiederho-
lung ist’s allemal.

d(x,x). (10.13)
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Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit. Fiir zwei Fixpunkte x*,y* € Xist
d(x,y) =d(@(x),0(y)) <ydXx,y) = X' =y

Fiir die Existenz des Fixpunkts bemerken wir zuerst, dafs fiir k € IN,,

8 (1) = @ (0 (), @ (1)) <y (), D) < - <4k d (),
und somit, fiir m > 0,

d( k+m ) m OI d( k+1+1 k+j)) < ,Yk d(x(1)>x(o))z}/j < 1Kde(X(1)’X(O)))
j= j=

also ist x, k € N, eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstindigkeit'® von X gegen

einen Grenzwert x* konvergiert, fiir den offensichtlich (10.13) gilt. Weil fiir beliebiges
k € INp

d (P (x7),x")

IN

d(d) (x*), <D( )) + d( (k1) x“‘)) - d(x*,x(k))
(1T+7vy) d(x*,x(k))+vk d(x ,x(o))

und weil die rechte Seite fiir k — oo gegen 0 konvergiert, ist x* der gesuchte Fixpunkt.
O

IN

Nun koénnen wir ein einfaches Konvergenzkriterium fiir Fixpunktverfahren mit
Funktionen @ : R" — R" geben. Dafiir erinnern wir uns an die Definition des Spek-
tralradius einer Matrix A € R™™ als

p(A) = max (Al : ker cn (A —AL) #{0)) = limint [A¥] .

(10.14)

Auflerdem bezeichnen wir die Jacobi-Matrix!'®° einer differenzierbaren Funktion O :
R™ — R" mit ] [D]

0d;
i
Proposition 10.9. Ist @ : R™ — R™ auf einer offenen Menge U C R™ stetig differenzierbar
und gibt es einen Fixpunkt x € U, so daff x = ®(x) und p (J[®] (x)) < 1, dann ist das
Iterationsverfahren x*) = @ (x(k)), k € Ny, lokal konvergent gegen x.

J @] = k=100

Beweis: Ist p (J [@] (x)) < 1, dann gibt es'®® eine Vektornorm |||, so daf3 H] (D] (X)H <1
und wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ® und der Stetigkeit der Norm gibt es
fur jedes H] (D] (x)” <vy<Tleine > 0,sodaf

sup [ [@] (v)]| < v-
Y€Be (x)

15Wie man sieht wird in diesem Bereich wirklich jede Voraussetzung gebraucht!

160Das ist nun schon die zweite Jacobi—-Matrix, die hier auftaucht, aber, Kontext sei Dank, Verwechs-
lungen sollten eigentlich ausgeschlossen sein.

161Gjehe Ubungsaufgabe 10.3.
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Nach dem Hauptsatz der Differential- und Intgralrechnung ist fiir y,y’ € B¢(x)

’ ! d ’ / ] d ’
Oy -0 ly) = | FOWN Ftly—y)) de=| Ty (1 -ty &
-

= | Dyy® (ty+ (1 —t)y’) dt

JO

-

= | U@l{ty+(—-ty)) (y—y’) dt,

Jo

also
[y — @@y < max T@l (&) Iy =yl =vly—yll,

&eBe(x

179

und damit ist @ auf B.(x) eine Kontraktion, die nach Satz 10.8 fiir alle Startwerte
x!% € B.(x) gegen den eindeutigen Fixpunkt x konvergiert. Nur der Vollstindigkeit
halber: DaS fiir x!°) € B,(x) die Folge x*¥) immer in B, (x) bleibt siecht man daran, daf3

et s = o () o 0o vl - < ve <

O

Ubung 10.3 Zeigen Sie, da88 es fiir jede Matrix A € R™™ und zu jedem & > 0 eine
Vektornorm ||| gibt, deren zugehorige Operatornorm die Bedingung ||A|| < p(A) + ¢

erfiillt.
Bemerkung 10.10 (Zu Proposition 10.9).

¢

1. Der Trick beim Konvergenzbeweis bestand darin, die Norm so geeignet zu
wdhlen, daf8 wir beziiglich dieser Norm eine Kontraktion erhalten und so den
Banachschen Fixpunktsatz anwenden kénnen. Wegen der Aquivalenz aller Nor-
men auf dem R" konvergiert dann das Newton—Verfahren aber auch fiir jede

beliebige andere Norm.

2. Die Existenz eines Fixpunkts mufi angenommen werden und folgt nicht auto-
matisch. Beispielsweise ist die Ableitung der Abbildung @ (x) = x* + 1 auf dem

Intervall ( ! 1) kleiner als 1 und damit ist auch |®(x) — ®(x)| < |x —vyl fiir

S22
X, Y € (—%, %), aber mit x¥ = 0 erhalten wir die divergente Iterationsfolge

V=1, XD —2 B _s

Die Funktion ®(x) = x* — 1 hat hingegen zwei Fixpunkte, ndmlich %(1 + \/5),
aber keiner von beiden liegt im Kontraktivitdtsbereich. In diesem Fall erhalten
wir sowohl oszillierende Folgen x?) = 0, x(?*!) = —1, wie auch divergente: Ist

x:%(1 + \/§)+y =:x1+y,y > 0,dann ist

O(x) = —T+x7+2xy +y* =x1 + 2xy +y* > x1 + 2y,
~—

=X1
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und damit divergiert die Iteration fiir jeden Startwert , rechts von” x; — von lokaler
Konvergenz kann also nicht die Rede sein.

Man kann aus Fixpunktiterationen auch unter gewissen Voraussetzungen die Konver-
genzordnung ablesen: Ist namlich

x = O(x) und D*O(x) =0, k=1,...,p—1,

aber ai—pa(l)(x) # 0 fiir mindestens einen Multiindex « € INfj, dann ist nach der Taylor-
Formel

M _x =0 (x(k)) —x
1
- T T S = T SR =) o ),

! ax“
=1 |«|=j lod=p

-0
und wenn x®¥ — x fiir k — oo, dann ist

N s
limsup ———— < max
k—00 ||x(k) — x” lod=p
o0

oro

T

b

was auf Konvergenzordnung > p schlieflen 14sst!®?

Mit dieser Theorie konnen wir jetzt auch das Newton—Verfahren fiir ein nichtlinea-
res Gleichungssystem, also unser F(x) = 0 aus (10.1), in Angriff nehmen. Ist namlich
F: R™ — R" differenzierbar, so konnen wir die Iteration

KD = x0T F (M) F(xY),  keN, x@eRm (10.15)
verwenden. Und siehe da — dieses Verfahren konvergiert!

Satz 10.11. Ist F : R — R" zweimal stetig differenzierbar und ist x € R™ eine einfache
Nullstelle von F, das heifst,

F(x) =0, und det J[F](x) # 0, (10.16)
dann ist das Newton—Verfahren (10.15) lokal konvergent gegen x.
Beweis: Nach Proposition 10.9 miissen wir ,nur” zeigen, daf$ die Iterationsfunktion
D(x) ==x—J "[F (x) F(x), x € R",

die Bedingung p (] [®] (x)) < 1 erfillt. Aus der zweimaligen Differenzierbarkeit von F
werden wir sogar mehr bekommen, namlich

J @] (x) = 0. (10.17)

162Das st nicht ganz konsistent mit unserer Definition von Konvergenzordnung, aber erstens machen
es alle Biicher so und zweitens kénnen alle die es nicht glauben, gerne die Details selbst ausarbeiten.
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Da F zweimal stetig differenzierbar ist, ist fiir y € R™

1 O°F
L L e P
)
=0 >

:G\(:va)

wobei & € [x,x +y],j,k=1,...,n,und

hm[ oF (ajk)]:[ o (x)] SHIFI),  E=Tyem,

y—0 an an anan

weil F zweimal stetig differenzierbar ist'%3. Daraus konnen wir nun folgern, dafS es eine
Konstante C > 0 gibt, so daf3

||G(x,y)||OO < C max

=1,...,n

0°F 2
[axjaxk (x)HL Iyl (1018)

Damit erhalten wir, daf3

O(x+y)— CD(x) = (x+y) = J '[Alx+y) Flx+y) —x+ ] '[F(x) F(x)
(Fx+y) = Fx) + (J'AI(x) = T [Fl(x +y)) F(x +y)
= y-J (JFA(K) y + Gx,y))

+ (700 = R+ y)) () +F(E) v)

=0

= —J'FK) Gl y) + (J7FI) = T Fl(x +y)) JIFI(E) v,

wobei & € [x, x + y]. Die Funktion ] '[F] existiert in einer Umgebung von x und ist dort
differenzierbar (weil J[F] differenzierbar ist), also gibt es eine Konstante D > 0, so daf3

TR0 = T (x4 9)|, < DIyl
also ist, fiir hinreichend kleine y
H(W [FI(x) — J ' [Fl(x +y)) JIF] y“ (D +27) [[JIAG)| Il - (10.19)
Aus (10.18) und (10.19) folgt nun, daB es eine'®* Konstante E > 0 gibt, so dafl

O(x +y) — O(x)
o +y) -0 <ElyE = o ll‘fy” e gy

Dies bedeutet aber nichts anderes als daf$ @ an x differenzierbar ist und J[®](x) = 0. O

163Dje n x n-Matrix H [f] = [axaT hk=1,..., n] bezeichnet man (bekanntlich ?) als Hesse-Matrix

der skalarwertigen Funktion f.
641etzte . ..
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Korollar 10.12. Das Newton—Verfahren (10.15) konvergiert fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen F lokal von quadratischer Ordnung gegen eine einfache Nullstelle x von F.

Bemerkung 10.13 (Newtonverfahren).

1. Die grofie Schwéche des Newtonverfahrens und letztlich aller Fixpunktiteratio-
nen ist die nur lokale Konvergenz, weswegen die Wahl eines guten Startwerts
entscheidend ist. Im Falle eines ,falschen” Startwerts kann die Folge divergieren,
oszillieren oder auch gegen eine andere Nullstelle konvergieren.

2. Die hier vorgestellten Newton—Verfahren reagieren sehr empfindlich auf eine
doppelte Nullstellen, bei der zumindest die Konvergenzordnung auf linear sinkt.
Das an sich wire ja noch zu verkraften, aber die fast waagerechten Tangenten in
der Nédhe der Losung fiithren zu sehr kleinen Divisoren und zu einer grofien
Empfindlichkeit gegen Rundungsfehler.

3. Bei der praktischen Ausfithrung des Newton—Verfahrens miissen Ableitungen
oder, im Fall n > 1 eine volle Jacobi—-Matrix bestimmt werden. Das ist nicht
so schlimm im Falle von Polynomen, deren Ableitungen beim Hornerschema
einfach mitberechnet werden konnen, bei komplizierteren Funktionen hingegen
mufs man numerisch differenzieren, was den einzelnen Iterationsschritt sehr auf-
wendig machen kann.

4. Beim Broyden—Verfahren [6] wird dieses Problem umgangen, indem man aus
einer ndherungsweisen Jacobi-Matrix By an x!) iiber die Iteration

XM= X0\ B'F (x(k))

By = By + ” (k+”] (k)”z (AF — By Ax) (AX)T>
X ¢

2

eine neue ndherungsweise Jacobi-Matrix By, bestimmt, wobei AF = F (x(k“)) —

F(x“‘)) und Ax = x*1 — x(®_ Die Schrittweite A, wird dabei tiber ein Mini-
mierungsproblem bestimmt, wenn sie aber ,zu klein” wird, bleibt auch nichts
anderes {ibrig, als By.; durch numerische Differentiation zu bestimmen. Mehr
Information hierzu findet sich in [40, S. 246-249] und vor allem auch in [26].

5. Fir n = 1 gibt es eine einfache Methode zur Konvergenzbeschleunigung von

Iterationsverfahren, die auf Aitken zuriickgeht. Setzt man Ax!¥ = x1) — x(¥),
und konvergiert die Folge x® mit Konvergenzordnung!®® > 1 gegen x, dann
konvergiert die Folge

(xttern — X(k))z

A2x(®) x(k+2) Dy (k1) g (k)

165 Achtung: Das bedeutet bereits exponentielle Konvergenz.
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schneller gegen x, es gilt ndmlich

(k) _
.y —x
lim =0.
k1—>oo x(k) —x

Details finden sich beispielsweise in [40, S. 274-279].

Ein paar ergdnzende Anmerkung, zum einen ein ,realistisches” Beispiel fiir ein nicht-
lineares System, zum anderen die Anwendung des Newtonverfahrens auf Polynome,
finden sich im Anhang unter A.5 und A.6.



184 11 NUMERISCHE INTEGRATION UND ORTHOGONALE POLYNOME

Das Erlernen der deutschen Sprache ist
fiir das Gelingen der Integration von
zentraler Bedeutung und wird daher
gefordert.

Teilhabe- und Integrationsgesetz
NRW, §2 (3)

Numerische Integration 1 1
und orthogonale Polynome

In vielen praktischen Anwendungen steht man vor der Aufgabe, ein Integral zu be-
rechnen. Leider lassen sich nur die wenigsten Funktionen, beispielsweise Polynome,
wirklich explizit integrieren, fiir allgemeinere Funktionen mufS man numerische Metho-
den finden.

Das Ziel in diesem Abschnitt soll es sein, (eigentliche) Integrale der Form

I(f) = Jb f(x) w(x) dx, w(x) >0, x € [a, b], (11.1)

a

beziiglich einer stetigen'®® und nichtnegativen Gewichtsfunktion'® w niherungsweise
zu berechnen. Das “richtige” Kriterium ist hier nicht die Positivitdt oder Nichtnega-
tivitdt der Gewichtsfunktion sondern die strikte Quadratpositivitit fiir das Funktio-
nal'®® [, die fordert, daf

I(f) >0, f#0. (11.2)
Das und nichts anderes ist die Forderung, die man wirklich an die Gewichtsfunktion
w stellt. Ist w stetig, so muss natiirlich w > 0 sein und w darf nicht zu oft den Wert Null
annehmen, denn dann kénnte es ja f # 0 mit I (f2) = 0 geben.

11.1 Quadraturformeln

Definition 11.1. Eine Quadraturformel Q, mit den Knoten'® x,, ..., x,, und Verwen-
dung der Gewichte wy, ..., w, ist ein lineares Funktional der Form

Qu(f)=> wyflx),  feCla,bl. (11.3)
j=0

166Der Einfachheit halber!

167Der bei weitem wichtigste Fall ist dabei natiirlich w = 1.

168Ein Funktional ist eine (lineare) Abbildung von einem Funktionenraum in einen Korper.

169Schon wieder eine doppelte Benutzung desselben Begriffs, aber ,Knoten” ist in der Quadraturtheorie
absolut Standard und alles andere wére nur gekiinstelt.
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Eine Quadraturformel Q,, hat Exaktheitsgrad m fiir ein Integral I, falls

Qn(p) =1(p),  peThn. (11.4)

Die Forderung f € Cla, b] in (11.3) wird deswegen gemacht, dafs die Punktauswertung
tiberhaupt eine sinnvolle Aktion auf f ist (eine lediglich integrierbare Funktion kann
man ja auf einer Nullmenge beliebig abdndern).

Bemerkung 11.2. Oftmals fordert man, dafs die Knoten der Quadraturformel alle im
Intervall [a, b] liegen und dafd die Gewichte alle nichtnegativ sind. Im allgemeinen
ist es aber nicht so einfach, diese beiden Forderungen zu erfiillen, ironischerweise

passiert dies aber automatisch bei den “besten” Quadraturformeln, der sogenannten
Gauf—Quadratur'’’.

Definition 11.3. Die Momente L, j € Ny, des Integrals I sind definiert als

W = I((-)]) = J X w(x) dx.

a

Analog definiert man die Momente der Quadraturformel als v, ; = Qn ((-)').

Was bringt uns nun dieser Exaktheitsgrad? Auf alle Fille einmal Abschédtzungen der
Approximationsgiite der Quadraturformel. Zu diesem Zweck definieren wir das Feh-
lerfunktional

E.(f) = I(f) _Qn(f)) fe C[ayb])

und erhalten die folgende (einfache) Aussage.

Proposition 11.4. Ist Q. eine Quadraturformel fiir I vom Exaktheitsgrad m > O mit nichtne-
gativen Gewichten und ist f € C™'[a, bl, dann ist

(b— a)m-H

Ea(f)] < 200 35

[0 (11.5)

o9}

Beweis: Istp € IT,, ein beliebiges Polynom, dann ist

En(f)l = [1(f) = Qu(f)] = [1() =1(p) + Qu(p) —Qu(f)| = [I(f —p) — Qu(f — )|

=0

< JI(f—p)l+1Qun(f—p)l

b n
|| 1700 = pxl wix) ax-+ 3wy 1706) = p ()

<
a =0
b n
< U wix) dx+ij] If — Pl
a =0
20

179Dazu aber spiter noch mehr.
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da
Ho=1(1)=Qu(1) =) w.

Wiéhlt man p als das Interpolationspolynom an irgendwelchen Punkten'”! &y, ..., &, €
[a, b] und verwendet man die Fehlerformel

)
f(X)—me(X) :m(X—Eo)”'(X—Em)> X)EVE [a)b]>
aus (8.24), so ergibt sich (11.5). |

Bemerkung 11.5 (Exaktheit).

1. Ist [a, b] = [-1, 1], so kann man sogar die Tschebyscheffknoten zur Interpolation
verwenden und erhélt die wesentlich bessere Abschitzung

[En(f)l <2

1
< 200 g )|

[e.9]

Auflerdem kann man ja immer das Intervall [a,b] auf [—1,1] transformieren,

indem man die Variable t = ﬁ — 1 einfiihrt.

2. Der Beweis zeigt auch, dafs

[En(f)] £ 210 min ||f —pll, — 0
PEllm

fur wachsendes m, nach dem Satz von Weierstrafs, Satz 8.3.

3. Die einzige Konstante, die in (11.5) eingeht, ist o, ein Wert, der nur vom Integral
selbst abhdngt. Findet man also fiir ein vorgegebenes Integral I Quadraturformeln
von hohem Exaktheitsgrad, dann kann man fiir “gute” Funktionen auch auf eine
gute ndherungsweise Berechnung des Integrals hoffen, vorausgesetzt, man erfiillt
die Bedingung an die Nichtnegativitdt der Gewichte. Anderfalls erhielte man in
(11.5) einen Term der Form

Z |Wj|
j=0

und der hdngt nun leider sehr wohl von der Quadraturformel ab und kann noch
dazu sehr stark wachsen.

Gute Quadraturformeln wiren nach Proposition 11.4 also solche, die nichtnegative
Gewichte und hohen Exaktheitsgrad haben. Dabei gibt es natiirlich Einschrankungen
beziiglich der Anzahl der Knoten.

7INatiirlich gilt: Je besser die Punkte, desto besser die Abschitzung.
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Proposition 11.6 (Exaktheitsgrad von Quadraturformeln). Fiir ein Integral 1 gilt:
1. Jede Quadraturformel Q, fiir I mit n + 1 Knoten hat hochstens Exaktheitsgrad 2n + 1.

2. Jede Quadraturformel Q, fiir I mit n + 1 Knoten und Exaktheitsgrad 2n hat positive
Gewichte.

Beweis: Sei w(x) = (x —%g) -+ (x — x,,). Dann ist w? € TTy,;, und es gilt'”?
b n
I(wz) = J w? (t) w(t) dt >0 = ij w? (%) = Qn (wz),
=0

was 1. beweist. Fiir 2. verwenden wir eine Idee von Stieltjes'” und setzen

X —X )
Ej(x):HX._X];, j=0,...,n, x € R,
j

k]

das heif8t, es ist ¢; € TT,, und & (x) = djx, j, k = 0,...,n. Hat nun die Quadraturformel
(mindestens) Exaktheitsgrad 2n, dann ist

b n
0< J C)wt) dt=1(¢)=Qn () =) Wl lx)=w;, j=0,...,n.
a k=0 W—’:()jk

O

Es gibt nun einen “einfachen” Weg, Quadraturformeln vom Exaktheitsgrad n zu be-
kommen, den wir auch im Beweis der vorhergehenden Proposition schon verwendet
haben: Man verwendet Interpolation von f an den Punkten xy, .. ., X, durch ein Poly-
nom vom Grad n, also

und setzt

b n n b
Qn(f) = I(L,f) :J (Zf(xj) Ej(t)]w(t) dt:Z(J g (t)w(t) dt)f(xj)

172Wire 1 (wz) = 0, dann wire die “Gewichtsfunktion” w die Nullfunktion — diesen Trivialfall wollen

wir ausschlief3en.
173Gjehe [10, S. 163]
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Die so erhaltenen Quadraturformeln bezeichnet man dann als interpolatorisch. Da
L, : Cla,b] — T, eine Projektion ist, ist L,p = p fiir alle p € IT, und damit

Qn(p) = I(an) = I(P),

also hat Q,, (mindestens) Exaktheitsgrad n. Nun haben diese Quadraturformeln eben
im allgemeinen keine nichtnegativen Gewichte mehr.

Definition 11.7. Sei I ein Integral und Q., eine Quadraturformel dazu. Dann nennt man
die Quadraturformel Q,,

1. interpolatorisch, wenn

2. Gauf3i-Formel, wenn Q,, den maximalen Exaktheitsgrad 2n + 1 hat.

Mit dieser Terminologie konnen wir wie in alle Quadraturformeln Q,, vom Exaktheits-
grad > n charakterisieren, siehe [10, Theorem 3.2.1].

Satz 11.8. Seien 1 ein Integral und Q,, eine Quadraturformel dazu. Dann hat Q,, genau dann
den Exaktheitsgrad n +k, k = 0,...,n + 1, wenn Q,, interpolatorisch ist und

b n
0=1(wp) = | @O PO wt & pemor,  wid=[Jx-x). (16)

a ]:O
Bemerkung 11.9 (Quadratur, Knoten und Exaktheit).

1. Gleichung (11.6) ist eine Bedingung an die Knoten x;, j = 0,...,n, die passend
gewdhlt werden miissen, um Exaktheit grofier als n zu liefern — Exaktheitsgrad
n istja bei allen interpolatorischen Formeln “eingebaut”. Mehr zu diesem Thema
in Kapitel 11.4.

2. Wir konnen Satz 11.8 auch noch anders interpretieren: Es ist die Bestimmung der
Knoten, was zdhlt, die Gewichte ergeben sich fiir jede “halbwegs gute” Quadra-
turformel dann einfach aus der Tatsache, daf3 diese interpolatorisch sein muss.
Und genau das ist ja auch das Thema bei der Gaufi-Quadratur: Wie bestimmt
man die optimalen Knoten?

Beweis von Satz 11.8: Sei Q. eine Quadraturformel vom Exaktheitsgrad n + k > n.
Insbesondere ist also fiirj = 0,...,n,

1) =Qn(§) = ZWk & (xi) = wy,



11.2 Klassische Formeln 189

also ist Q, interpolatorisch. Aulerdem ist'”* fiir jedes p € TT,_; das Produkt'” p - w
in TT,.;« und verschwindet'”® an xj, j = 0,...,n. Wegen des Exaktheitsgrads k + n ist
damit

H{w-p)=Qnlw-p)=) w 0,
j=0

(w-p)(x) =
=0

woraus auch (11.6) folgt.

Sei nun Q. eine interpolatorische Quadraturformel fiir I, die (11.6) erfiillt und sei

P € T, «. Wir schreiben p als'”” p = qw + L,,p, und erhalten, daf3

I[(p)=1(q - w+Lyp) =1(q-w)+ I(Lyp) = Qulp).

=0 =Qn (an)

11.2 Klassische Formeln

Die “klassischen” Quadraturformeln fiir w = 1 sind die sogenannten Newton—-Cotes—
Formeln, die man durch Polynominterpolation an gleichverteilten'”® Interpolations-
knoten im Intervall [a, b] erhilt. Diese Konstruktionen gehen tatsdchlich fiir den Fall
[a,b] = [-1,1] und w = 1 auf Newton (1687) bzw. Cotes'” (1712) zuriick. Setzt man
b—a xX—a

d t=
n un h ’

dann wird x € [a, b] in t € [0, n] transformiert und es ist

h =

=Xk

f_M
¢(x) H x — (a + kh) Ha+th—a—kh t—k
j = : = : = Pa—
kija—k]h—a—kh e h(j —k) kij)—k

b n t—k
wj = Ja 6(x) dx = hJO H ]——k dt.
k#j
Man sieht sofort, dafs diese Quadraturformeln rationale Gewichte haben also z.B. mit
Maple exakt bestimmt und verwendet werden konnen. Die Newton—Cotes—Formeln
kann man nun fiir kleine Werte von n explizit angeben — einige von ihnen haben sogar
einen eigenen Namen; die folgende Tabelle stammt aus [40, S. 108], alle Gewichte sind
immer noch mit der Intervallldinge b — a zu multiplizieren.

174Mit der Konvention, dafl TT_; = {0}.

1757ur Erinnerung: w € TTy, 1

76Ist k = 0, dannistp =p - w = 0.

77Diese kleine Formel ist so einfach wie genial: Algebraisch gesehen ist Polynominterpolation also
nichts anderes als der Rest bei Division durch das Knotenpolynom w beziehungsweise, noch hochge-
stochener formuliert, die Normalform modulo des (Haupt-) Ideals (w).

178Und diese Knotenwahl ist nicht gerade optimal!

179Roger Cotes (1682-1716) bearbeitete die zweite Auflage von I. Newtons Principia.
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n Gewichte Name

13 3 Trapezregel

2|1 ¥ & 1 Simpson-Regel

313 3 2 3 “Pulcherrima”, 3/8-Regel

7 2 12 3 7 .
4 % 3% 95 3 % Milne-Regel

541 7 30 5 75 19
288 283 288 288 288 288

4 206 27 22 27 216 AL _
6 840 840 840 840 840 840 840 weddle Regel

Die Liste bricht nicht ganz ohne tieferen Grund ab: Fiir n > 6 werden einige der
Gewichte negativ.

Ubung 11.1 Bestimmen Sie die Gewichte der Newton—Cotes—Formel fiir n = 7. ¢

Die Simpson—Regel'® ist auch als Keplersche Fairegel bekannt und besitzt, wenn man
sich den Grad des zugehorigen Interpolationspolynome ansieht, zwar nur Exaktheits-
grad 2, aber eine Fehlerabschédtzung der Form

|Exf| < ];—;Hf(‘”uoo, feC*la,bl, (11.7)

die um eine Groflenordnung besser ist als das, was man aus (11.5) erwarten konnte.
Der Name “pulcherrima” bedeutet iibrigens “die allerschonste”. Generell ist die Feh-
lerordnung der meisten Newton—Cotes—Formeln um einige Grofsenordnungen besser
als man erwarten wiirde. Das hat einen relativ einfachen Grund ...

Beispiel 11.10. Die verbesserte Abschidtzung (11.7) fiir die Simpson—Regel kann man
beispielsweise durch Hermite—Interpolation beweisen. Dazu verwendet man fiir xo = a,
x1 = a+ hund x; = b das Interpolationspolynom!'®!

Hs;f(x) = f(Xo) + (x — x0) [xo, x2] T4 (x — %x0) (x — x2) [x0, X1, %2] f
=L,f
+ (x —x0) (x —x1) (x — x2) [x0, X1, %1, X2] f,

das die Bedingungen

Hsf (%) =1 (%), j=0,1,2, (Hsf)" (1) = " (x1)

180Nicht Bart oder Homer, sondern Thomas Simpson (1710-1761), Selfmademathematiker. Die Formel
selbst war aber schon Cavalieri (1639) bekannt.

181Dje etwas seltsame Reihenfolge xo,x2,%x1,%1, in der die Interpolationspunkte in die Newton—
Darstellung eingegeben werden, ist kein Tipfehler, sondern durchaus Absicht.
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erfiillt. Da

ist

b b
J Hsf(t) dt :J L,f(t) dt = Q,(f),

a a

aber fiir f € C*[a, b] liefert H3f den Fehlerterm

b b 5 £(4)
- Qulf) = | (F=H) [0 dt= | (tmxo) (t—x) (t=x) G- (E(0) at
o) = 2 _ P
2 L t(t—h)" (t—2h) dt——%f“(é),

also die GroSenordnung h’ statt h®.

Warum man sich fiir den Exponenten von h interessiert sollte klar sein: Wenn das
Intervall klein wird, dann fallt der Fehler viel schneller und die Formel ist genauer.
Allerdings muss f auch ,glatter” sein und eine stetige vierte Ableitung besitzen.

11.3 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Bereits in der (sehr groben) Fehlerabschidtzung (11.5) zeigt sich, dafd eine Quadraturfor-
mel auf einem kleinen Intervall normalerweise genauer sein wird, als auf einem grofien
Intervall. Die Idee ist also einfach, nur die Notation ein wenig aufwendiger. Sei also Q,
eine Quadraturformel, dann definieren wir zu N € IN die aufsteigende Punktfolge x; x,
i=1,...,N,k=0,...,n, wobei xjx <xj fallsj <j’ oderj =j" und k < k’, sowie

X1,0 = Q, Xjn = Xj+1,0y j:1)°°->N_1> XN,n:b)

so dafd wir eine iiberlappende Zerlegung von [a, b] erhalten. Das Teilintegral auf [x; o, X; n]

a x[2,0] x[2,1] ... Xx[2,n] b

x[1.01 x[1.11 x[1.2] ... x[1.n] XIN.n-1IxIN.n1

Abbildung 11.1: Zerlegung des Intervalls [a, b] fiir zusammengesetzte Quadratur-
formel.

bestimmt man nun jeweils mit der transformierten Quadraturformel Q, — das setzt
natiirlich voraus, daf8 die Knoten x; ebenfalls Transformationen der Knoten der Qua-
draturformel Q, sind. Genauer: Bezeichnet man mit

O0=%x <X <+ - <Xp_1<Xp=1
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die Knoten von Q,,, dann ist

Xik — X
X =2 O8N, (11.8)
Xjn — Xj,0

Ausgehend von einer Quadraturformel Q,, fiir I = f; dt ergibt sich dann die zusam-
mengesetzte Formel als

N N N
Qn N Z Xjn — X, O Qn (f (ﬁ)) = hl_1 Qn (f (h)_1 ( — ijo))) . (119)
j=1 1 j=

Xjn = %,0

=h.
)

Beispiel 11.11. Im Newton—Cotes—Fall wire

-Din+1)+k B | b-a
N (b—a)=a+h((—1)(n+1)+k), h = N

Damit entspricht die zusammengesetzte Trapezregel gerade der Integration des sttick-
weise linearen Interpolanten.

Xjk =a+

Das Ziel ist es also, das Integral

N Xj,n N

1(f) :r f(t) dt =) J f(t) dt

a ]:]

I
N
Py
—
=

f € Cla, b],
Xj,O
anzundhern und eine Abschitzung fiir den Fehler anzugeben.

Proposition 11.12. Sei Q., die Newton—Cotes—Formel fiir das Integral J"; dt und QN die
daraus gebildete zusammengesetzte Quadraturformel. Dann ist, fiir f € C™'[a,b],

”f(n+1) o
1(f) = Qun(f)l < (b —a) max |} n[, o] (11.10)
j=1,..,n .
Bemerkung 11.13. Aus (11.10) folgt sofort die globale Fehlerabschdtzung
ey
1(f) — Qua()l < (b—a) (jz_x;axnm) — (11.11)

aber dennoch sagt uns (11.10) einiges mehr: Man konnte versuchen, den Gesamtfehler
dadurch zu driicken, dafl man h; klein macht, wo der Betrag von ™" sehr grof wird
und dafiir die Schrittweite in Bereichen groff macht, wo f™*") betragsméafig sehr klein
wird. Auf diese Art und Weise erhilt man, unter Ausnutzung von zusitzlicher'® Infor-
mation iiber f moglicherweise bessere Quadraturformeln, ohne die Zahl der Knoten
und damit den Rechenaufwand zu vergrofiern.

182Gtellt sich natiirlich die Frage, wo man diese herbekommt.
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Derartige Verfahren, die versuchen, ihre Parameter (in diesem Fall die Knoten) aus
Informationen tber die zu verarbeitenden Daten (in diesem Fall die Funktion, bzw.
deren Werte an bestimmten Stellen) zu bestimmen, bezeichnet man als adaptiv. Dies
steht im Gegensatz zu (nichtadaptiven) Verfahren, bei denen die Parameter von Anfang

an feststehen — solche Verfahren sind zwar meist etwas schneller, dafiir aber weniger
flexibel.

Beweis von Proposition 11.12: Mit der Bezeichnung

Xik — Xi.0

) ) .

tj,k-——> ]—1)°-->N)
Xjn = X4,0

)

ist, firj =1,...,N,

Xjn Xjn
L(f) = J f(t) d J (Lof(t) + [ty %50, Xjn) f) dt
X3,0 Xj,0
n 1 Xjn
= Zh]']J fk (hf1 (t—ka’k)) dt f(Xj’k) + J [t,Xj’o,...,Xj’n]f dt
k=0 0 y o
=Wk
Xjm
3 : (n+1)
=y Qua (=) + | (e (6 x) o (600
Xj,0
R} (1)
Damit ist

N N
()= LM =1 h'Qu(f(n'=x0)))+ D_Ri(f) = Qun(f) + Y_Ry(f).
j=1 =1

j=1 j=1

Den Fehlerterm R;(f) spalten wir wie folgt auf und verwenden den Mittelwertsatz der

Integration!®
n—1 e fntn)
R(f)| = Cxig) (X =X y) ———— d
| ]( )| o (X X'],O) (X X, )(TL—|—1)' (a(X)) X
Xj,k
el X k41 f(n+1)||
f(nH) || Xj,05Xj,n
= # J (X—Xj,o)"'(X—Xj,n) dx th}lH [;O'J ]
—~ (n+1) (m+T1)!
Xj,k
(1)
||f ||[xj,0,xj,n]

< .
) n!

18Dafiir darf das Polynom keinen Vorzeichenwechsel haben — deswegen die Aufspaltung.
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Damit ist

" (L TN
- Qun(f Z max Wi )y

,,TL

O

Beispiel 11.14. Mit der verbesserten Fehlerformel aus Beispiel 11.10 und den Punkten
x; = a+jh,j = 0,...,2N, konnen wir die den Fehler fiir die zusammengesetzten
Simpson-Regel bestimmen:

2N-2 2N-2 2N2

b —a
_ 5 4 4
() = Z%h h ZOZN—1 &) 2N—1
b—
= 90 (&), &€ l:n,lzn_zz'”] _max. Ik (11.12)

Die Existenz der “magischen” Stelle  ergibt sich dabei aus der Ungleichung

2N2
_gnin qu—]of,n% LE)

tiir die in der Summe gebildete Konvexkombination und nach dem Zwischenwertsatz
wird deren Wert eben an einer Stelle £ angenommen, die im kleinsten Intervall liegt,
dasalle &;,j =0,...,2N — 2, enthilt.

Diese Fehlerabschitzung (11.12) ist wesentlich besser als die aus Proposition 11.12,
vorausgesetzt natiirlich, daf$ f hinreichend oft differenzierbar ist und daf8 sich die vierte
Ableitung von f im Vergleich zur zweiten Ableitung “brav verhalt”'®*, sonst mufl man
h schon sehr klein wihlen.

Geometrisch ist die zusammengesetzte Simpsonformel

b—
Qan(f) = N (fo +4f + 2f5 +4F3 + 264 + - + 4fn + o),

fy=f(a+jh),j=0,...,2N, h=——,
die Integration der Interpolationsparabeln an den Punkten
ij,X2j+1,X2j+2, ] = O,,ZN —2,

siehe Abb. 11.2.

184Dag das nicht der Fall sein muf zeigen schon die Monome x™, m gro8, bei denen die vierte Ableitung
um einen Faktor (m—2)(m—3) =0 (mz) grofSer ist —soviel zum Wert “asymptotischer” Blankoaussagen.
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R
Abbildung 11.2: Geometrische Interpretation der zusammengesetzten Simpson-—
Formel.

11.4 GauB—-Quadratur

Eine Gaufi-Formel ist eine Quadraturformel Q,, die den maximalen Exaktheitsgrad
2n+1 hat. Die Existenz solcher Formeln und ihre Konstruktion wurden bereits 1816 von
Gaufs [9] angegeben. Das Originalargument von Gauf$ verwendet tiberraschenderweise
ganz andere Techniken und findet sich ebenfalls im Anhang

Wir konnen uns aber, dank Satz 11.8, das Leben wesentlich leichter machen, denn
wir wissen, dafy eine Quadraturformel mit Knoten x;, j = 0,...,n, genau dann eine
Gauf3sche Quadraturformel ist, wenn

1. sie interpolatorisch ist.

2. das Polynom w = (- —x¢) - (- — x,) zu allen Polynomen vom Grad < n ortho-
gonal ist, das heifdt, wenn

b
J p(x) w(x) dx =0, p eTl,.

Damit gehort w aber zu einer ganz bestimmten und besonders interessanten Klasse
von Polynomen.

Definition 11.15. Ein Polynom p € TT,, heifit orthogonales Polynom der Ordnung n
beziiglich der Gewichtsfunktion w, wenn p # 0 und

b
J () qx) wix) dx =0,  qeTlor.

Das heifst, daf$ p orthogonal zu IT,,_; ist, und zwar in Bezug auf das Skalarprodukt
b

(f,0) = (F, g :zj f(x) g(x) wix) dx. (11.13)

a
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Ubung 11.2 Zeigen Sie: Ist w eine stetige, nichtnegative Funktion und ist w(x) > 0 fiir
ein x € [a, b], dann ist (f, g),, ein Skalarprodukt auf IT X TT. Kann man eine der obigen
Bedingungen an w weglassen? ¢

Nun kann man leicht sehen, dafS es fiir “verntinftige” Gewichtsfunktionen immer or-
thogonale Polynome aller Ordnungen n € N, gibt. Man erhdlt diese Polynome zum

Beispiel durch das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren: Sind p, ..., p, or-
thogonale Polynome der Ordnung 0, ...,n und ist w > 0 und stetig'®®, dann ist
N n (_)nH .
Pnt1 (x) =x - Z w pj(x)v x € R, (11.14)
j=0 <pj) p)>
ein orthogonales Polynom der Ordnung n+1,dennesist, fiirk =0,...,n,
(™ py) 1
(Prsty P = ()™, vt — ()™, px) =0.
Pn+1y Px < > )ZO <P],P) <p1apk> < )pk> < )Pk>

=djk

Zusammen mit Ubung 11.3 zeigt dies, da8 p,,,1 ein orthogonales Polynom der Ordnung
n + 1 ist'®, Da der Leitterm von p,.,; bei dieser Konstruktion das Monom x™*' ist,
bezeichnet man die durch (11.14) induktiv konstruierten orthogonalen Polynome als
monische orthogonale Polynome.

ﬁbung 11.3 Zeigen Sie, daf’ die orthogonalen Polynome py, ..., p, eine Basis von IT,,
bilden. N

Damit konnte man also Gaufische Quadraturformeln dadurch konstruieren, dafs man
mittels (11.14) eine Folge py, . .., pn von monischen orthogonalen Polynomen konstru-
iert’¥” und dann mit einem geeigneten Verfahren die Nullstellen von p,, bestimmt — daf
die alle einfach und rell sind, werden wir noch sehen, und zwar in Proposition 11.17.
Ein etwas netterer Ansatz verwendet lineare Algebra und die Momentenmatrix'®

Ho i Wn
M:[<(-)i>(-)k> : ]\kZO,...,n] _ P?l L?z ur;“
Hn Hngr ... Won

Diese n + 1 X n + 1-Matrix ist positiv definit,

TMx—<Zx] Z >—<pp>—1() >0,  xeR™\{0),

Das ist sogar mehr als wirklich notig wire, es geniigt, wenn das Integral I = fzw(x) dx strikt

quadratpositiv ist, d.h. I(fz) > 0 fiir alle f € TT.
186

.. das bis auf Normierung eindeutig bestimmt ist.

87Nur zur Erinnerung: fiir die Berechnung von py braucht man po,...,px_1.

188Eine Matrix, deren Eintrdge auf den “Antidiagonalen” konstant sind, bezeichnet man als Hankel-
matrix zu dem Vektor (po, ..., Han)-
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und besitzt eine QR-Zerlegung M = QR, bei der alle Diagonalelemente von R ungleich

Null sind, denn R ist ja invertierbar. Daher ist, fiirj =0,...,n,
T‘nnénj = Ty = (QTM)TL]. - Z &]g my = Z qkn<(')k) ()]>
k=0 =(QM) k=0
- <Z Jkn ( )k)( )]>»
k=0
das heifdt, das Polynom

Cln(X) = Z qank) X € 1R) dn € ﬂm
k=0

ist orthogonal zu IT,,_;.

Ubung 11.4 Untersuchen Sie die Beziehung zwischen der klassischen Gram-Schmidt
Orthogonalisierung und der QR-Zerlegung. o

Wenn wir jetzt mal fiir einen Moment'® annehmen, dafl Gau8sche Quadraturformeln

tir alle “verniinftigen” Gewichtsfunktionen existieren, dann kénnen wir mit den in-
zwischen vertrauten Methoden auch den Fehler angeben.

Satz 11.16. Sei w € Cla, b] eine stetige, nichtnegative Gewichtsfunktion und Q;, die Gaufi—

Quadraturformel fiir das Integral 1 = | Zw(x) dx. Dann gibt es fiir jedes f € C*"*2[a, b] ein
& € la,bl, so dafs
f(2n+2) (a)

(2n 4 2)!

wobei wn 1 = (- —Xg) + -+ (+ — Xy ) das monische orthogonale Polynom der Ordnung n+1 ist.

I(f) - Q;(f) - <wn+1) wn+1>> (1115)

Beweis: Aus den vorherigen Bemerkungen wissen wir, dafl die Knoten der Gaufischen
Quadraturformel' gerade die Nullstellen von w,; sind. Nun sei H,, € T, wieder
der Hermite-Interpolant, der die Bedingungen

Haf (%) = f(x), (Haf) (%) = " (x5) j=0,...,m,

erfiillt. Wegen der Exaktheit der Gaufsi—Formel ist dann

2w flx) = Qy(f),

an (Xj) =
——— P

= =f(x;)

also
I(f) — Q. (f) = I(f) — I (Hyf) = I (f — Hpf).

18Genauer: bis zum Beweis von Proposition 11.17.
YImmer vorausgesetzt, diese existiert, aber ...
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Fiir f — H,,f verwenden wir wieder die Fehlerformel®!

2 (g(x)) 2 (£(x))
(f —Hnf) (x) = Int2l (x —x0)* - (x —xp) = nt2)l W} (x),

und mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung erhalten wir, daf3

b f(2n+2) (E(X)) f(2n+2) (é) b
I(f— an) = Ja W (,UiJr] (X) W(X) dx = m Ja (Uth (X) W(X) dx
f(2n+2) ((i)
S (Wni1, W)

11.5 Orthogonale Polynome

Wir haben gesehen, daf} die Existenz und Bestimmung Gaufsscher Quadraturformeln
wesentlich mit orthogonalen Polynomen verkntipft ist. Das ist sicherlich eine, aber nicht
die einzige, Begriindung, sich orthogonale Polynome ein bifichen niher anzusehen.
Zuerst rechtfertigen wir einmal die Existenz (und Eindeutigkeit) Gaufischer Quad-
raturformeln, indem wir zeigen, dafs ein orthogonales Polynom immer einfache, reelle
Nullstellen haben muf3.

Proposition 11.17. Ein orthogonales Polynom p., € T1, vom Grad n zum Integral fz w(x) dx
beziiglich einer nichtnegativen, stetigen Gewichtsfunktion w € Cla, b] hat n einfache, reelle
Nullstellen in [a, b].

Beweis: Nehmen wir zuerst an, irgendein p,,, n > 1, hitte keine Nullstelle in [a, b], sei
also beispielsweise p, > 0. Dann ist

b
0< J pul) w(x) dx = (1, pn),

a

im Widerspruch zur Orthogonalitdt. Hat p,, eine Nullstelle der Ordnung > 2 in [a, b],

sagen wir &, dann ist p,/ (x — &)2 € IT,_, ein Polynom, das tiberall genau dasselbe
Vorzeichen hat wie p,. Wegen der Orthogonalitét ist dann

0 P_>:<1L>
<p (&) (&)

woraus p, = 0 folgen wiirde — auch wieder nicht das, was man sich unter einem
“anstdandigen” orthogonalen Polynom vorstellt.

YlSiehe auch Beispiel 11.10.
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Also hat jedes p,, in [a, b] nur einfache Nullstellen, sagen wir &, ..., &, m < n. Nun
ist aber das Polynom

Pnl(x) (x—&) - (x — &)

"

=:q€llm

auf [a, b] entweder > 0 oder < 0 und damit

b
0% J (%) q(x) W(x) dx = (pa, Q) ,

a

weswegen m = n sein muf3, denn ansonsten wére das Integral wegen der Orthogona-
litdt von p, ja = 0. O

Aus Satz 11.8 und den Betrachtungen tiber die Gaufsschen Quadraturformeln erhalten
wir nun die Existenz und Eindeutigkeit dieser speziellen Formeln.

Korollar 11.18. Sei w € Cla, b] eine positive’® Gewichtsfunktion. Dann gibt es genau eine
Quadraturformel Q,, vom Exaktheitsgrad 2n.+ 1, deren Knoten die Nullstellen des' orthogo-
nalen Polynoms sind.

Die ndchste Eigenschaft ist eine Rekursionsformel fiir orthonormale Polynome, der
Beweis ist aus [8, S. 234].

Satz 11.19. Die orthonormalen'®* Polynome p,, beziiglich einer positiven Gewichtsfunktion

w € Cla, b] etfiillen eine Drei—Term—Rekursionsformel

Pn(X) - (‘an + Bn) Pn—1 (X) - YnPn—z(X), X € ]Rv ne N) (1116)

mit Startwerten D
po=w, %, pa=0. (11.17)

Beweis: Wir zeigen, daf3 die Polynome q,, definiert durch
n+1{X) =X PnlX) = {U)Pny Pn/ PnlX) — ny dn/ Pn-1(X), x € R, mn e Ny,
Ani1(x) = x Pn(x) = {(-)Pn, Pn) Pn(X) \/<qu>19 1(x) 0
=:an =0n>

mit den Startwerten wir in (11.17) orthogonale Polynome sind. Die orthonormalen
Polynome sind dann

qn—H (X)

V <qn+1 y qn+1 >
1 (()pn, pn) ( )
X e pa () — [ P (),
\Y <qn+1 y Jn+1 ) \Y <qn+1 y dn+1 ) Ant1s Qnt
92Das heifdt: w > 0 und es gibt mindestens ein x € [a, b], so dal w(x) > 0.
19Normierung spielt ja fiir die Lage der Nullstellen keine Rolle.

¥ Dadurch sind die Polynome bis auf Vorzeichen eindeutig definiert, in mehreren Variablen stimmt das
iibrigens nicht mehr — nur ein Beispiel, warum es da noch einiges zu tun gibt, siehe [47].

Pn+1 (X) =
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woraus (11.16) sofort folgt.

Die Orthogonalitit selbst beweisen wir durch Induktion tiber n; fiir n = 0, das heifst
qo = 1,ist nichts zu zeigen und n = 1 ist auch offensichtlich. Sei also die Orthogonalitét
fiir ein n > 1 bewiesen, dann betrachten wir, fiirj = 0,...,n, die Werte

(qn1yP3) = () Py Pj) — @n Py Pj) — b Pty P5)5

fir j < n — 1 sind diese Werte nattirlich Null. Unter Verwendung der Induktionshypo-
these ist auflerdem

<qn+1>pn—1> = <() pn)pn—1> — bn <Pn—1)pn—1> - <Pn> () pn—1> - bn <pn—1>pn—1>
= ny qn) + Qn— ny Pn— +bn7 ny Pn— _bn n—1y Pn—
(Pryqn) + ana (p z 1) 1{p j3 2) (Pn-1yPn-1)

0 =1
- <pn) <qn) qn>pn> - bn =N <q:> %) <pn_)]pn> _bn — Oa

sowie
<qn+1)pn> = <X pmpn> —0an <pmpn> = O»

=an =1
womit also qny1 L TT,,. Dafs qny1 # 0 ist, folgt induktiv aus der Tatsache, dafs p,, #0. O

Uber die Rekursionsformel kénnte man nun sehr elegant die Knoten und Gewichte der
Quadraturformel bestimmen, leider braucht man dazu aber Eigenwertverfahren und
fiir die war nun leider absolut keine Zeit mehr. Insofern:

Manches sagt ich,

mehr noch wollt ich,

liefse zur Rede

Raum das Geschick.

Die Stimme weicht,

Wunden schwellen:

Wahres sprach ich;

will nun enden.

(Die Edda, Das jtingere Sigurdlied)
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And it didn’t stop being magic just
because you found out how it was done

T. Pratchett, ,Wee Free Men”

Anhang

In diesem Abschnitt sind Beweise und anderes vertiefendes Material zusammengefasst,
die zum Verstdndnis des Stoffes beitragen, aber der Endlichkeit der Zeit zum Opfer
fielen, die in einem Semester zur Verfiigung steht. Es ist also nicht verboten, sich die
Sachen auch mal anzusehen.

A.1 Ruckwartsfehler der GauB—Elimination

Fiir den Beweis der Riickwirtsfehlerabschidtzung in Satz 4.21 sehen wir uns zuerst
einmal den Fehler bei der Vorwaértselimination und Riicksubstitution an. Dazu wird es
opportun sein, auch das alternative Modell der Gleitkommaarithmetik zu verwenden,
das annimmt, daf3

x@yz%, 5 <4, =+ %, /. (A1)

Diese Annahme ist (ohne Beweis!) durchaus sinnvoll, denn mit {t = 4u kann man auf
alle Félle garantieren, daf’ (2.4) und (A.1) gleichzeitig gelten.

Ubung A.1 Zeigen Sie:
1. Zujedem 0 # x € D(IF) gibt es ein 0 # X € IF, so daf3

R=x(1+9), 0] <.
2. Zujedem b € [, 1] gibt es ein ¥ € [, 2{l], so daf3

1
1= —1
=T

Jetzt aber zum Riickwirtsfehler der Vorwiartselimination.



202 A ANHANG

Proposition A.1. Die durch Vorwirtselimination (Riicksubstitution) berechnete Losung X von
Lx = b, (Ux =b) L,U € R™V™, erfiillt 'R =0b (& = b), wobei Q) ebenfalls eine untere
(obere) Dreicksmatrix ist, die

L—1] <nt L+ 0(0?), (A2)

beziehungsweise
[0 —u| <nt|ul+0(?), (A3)
erfiillt.

Beweis: Wir bezeichnen mit ¢! = [{:k=1,...,j— 1] € R den Anfang des j-ten
Zeilenvektors von ['%°. Mit der Vorwirtselimination bestimmen wir nun Vektoren
¥ eR,j=1,...,n,durch

g =(bjel o) o, x=0,

wobei " = X. Nun wissen wir von den Skalarprodukten (Beispiel 2.22) bereits, daf3 fiir
x € P!

i—1 j—1
VoR= Z LRy (14 05) = (1 + &5ic) G R,
k=1 1
wobei [65] < (j — 1)1i. Mittels (A.1) bekommen wir somit, daf3

~
[

_ bj —J ot
(T +m)

Qj |T]j| < 2{1)

da n; den Fehler einer Subtraktion und einer Division aufnimmt. Wir brauchen also
nur noch

/@ :{ (1+5jk)ejk) j<k
ik (] +T]j)€jj» j:k>
zu setzen und erhalten sogar, daf3
L1 <max(2,n—1} 2Ll +0(a?) (A.4)
gilt, also insbesondere (A.2).
Der Beweis fiir die Riicksubstitution funktioniert natiirlich ganz analog. O

Ubung A.2 Geben Sie ein Verfahren an, das die Vorwértselimination bzw. Riicksubsti-
tution mit einem von n unabhédngigen Riickwértsfehler ausfiihrt. o

Bemerkung A.2. Gehen wir nur vom Standardmodell (2.4) aus, dann ist (A.4) mit der
Konstante max{4,n — 1} erfiillt, was fiir n > 5 auch kein Beinbruch ist.

195 Also das, was unterhalb der Diagonalen steht
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Proposition A.3. Sei A € F™". Wenn alle Hauptminoren von A invertierbar sind, dann
erfiillt die berechnete LU—Zerlequng L, U die Bedingung

'A —fﬂ‘ < Snﬁ(IAI + ﬂ |ﬁ') +0(w). (A5)

Beweis: Induktion iiber n. Im Fall n = 1ist U = A, L= 1, und (A.5) ist trivialerweise
richtig: Die linke Seite hat Wert 0.

Sei also (A.5) fiir ein n > 1 bewiesen und sei A € R™"*"*1 das wir schreiben als

T

o an | w
A_[ v | B

l, v,w € R", B € R™". (A.6)

Nach Annahme, a;; # 0, konnen wir fiir den ersten Schritt der Gaufs-Elimination den
Vektor y!" = v@ a;; und die Matrix A; = Boy!” ®w' als Ndherung des ,eliminierten”
A; = B —y" @ w' berechnen. Dabei ist

G~y <afy|—a M
B lan|

sowie

|@~(1) ®WT_y(1)WT' < 2ﬁ|y(1)WT| + O(ﬁz),

also

'E - A1‘ <30 A+ 0 (). (A7)

Nach Induktionsannahme ergibt die (numerische!) Zerlegung von K1 dann Matrizen
L, Uy, so daf

R~ Tl < 3nar ([ + ] [G]) + 0 (22).

Wir erhalten dann, dafs

f— 1 0 ﬁ— aig WT
= ,gm ok o U,

wobei die erste Zeile von U wegen der 1 ,,0ben links” in T exakt ist. Damit erhalten WiTr,
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dafs
| —Cln WT an ‘ WT
'A_Lu‘ o | A% B ]_l ang“) ‘TJ\“)WT—FL]LH “
B 0 \ 0 B 0 \ 0
N \)—011’1_;\“) ‘ B—’y\“)wT—L1U1 v—an’y\“) ‘ A1 —L1U.1
. 0 |0 o | o0
- an ({J\m —Um) ‘ Al — Ay * v—ajy! ‘ A —Lily
S IR W -
| anvl/lanl ‘ A — Ay 0 ‘ Ay — LY,
< 3 0] 0 +3nii O‘ ° =
= RMTTA o il +[0| [
< 3n+1)1 ’a”’ il Na (1Aa1+ 0 [U
< st [y e e (a1 )
Und das war’s dann auch schon. O

Beweis von Satz 4.21: Aus Proposition A.1 erhalten wir, dafs

(C+F)g=b, (U+E)R=7,

wobei
El <naful+0(a?), |F<nal+0(a?),
also
LU+G)® =,
wobei

Gl =[[E +FU+ FE| < 2na[f] [U]+ 0 (2).
Nach Proposition A.3 ist damit AR = b, wobei
‘K—A' — ‘G +fﬂ—A} < |G|+|A—fﬁ'

< 2nalf] ‘ﬁhsm(muﬂ ‘G‘)+o(ﬁ2)

IA

n{l(s Al +5m 'ﬂ‘) +0(1?).
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A.2 Nachiteration

Es ist ganz interessant, sich klarzumachen, wie und warum die Nachiteration funktio-
niert, und vor allem, daf§ das nicht so ganz trivial ist.
Nehmen wir an, wir berechnen die arithmetischen Operationen in (4.38) mit einer
Genauigkeit
i <Al

Auflerdem machen wir eine Annahme an die Stabilitidt unseres Losungsverfahrens,
namlich, dafs fiir jede rechte Seite b die berechnete Losung X die Beziehung

(A+E)&=b, [ATE]_ <1, (A.8)

erfiillt; siehe Bedingung (3.9) in Satz 3.9.
In jeder Zeile von A ® X;_; berechnen wir ein Skalarprodukt auf R™ und zusammen
mit der Subtraktion erhalten wir also, dafs die berechnete Grofe #; den Wert

[F; — b+ ARy < (n+1) @ (bl + AR ]) + O (). (A.9)
Dann rundet man diesen Wert auf , Arbeitsgenauigkeit” {1, also ist

? — %5l < QFl

Also:
[ —b+ AR < [F—b+ AR |+ 7 — T
< [ —b+ AR + QF
< [F—b+ AR+ (b — AR+ [Fj — b+ AR )
= Qb —AR|+ (1 +10)[F; — b+ AR
und mit (A.9) ergibt sich

[# — b+ AR < L [b — ARl + (14+0) (n+ 1) @ (lbl + |Al&; 1) + O (?).  (A.10)
Mit fj := %} — b + AR;_; ergibt sich dann

5l < QA (R — x|
+ (140 (n+ 1) (Al + AL ]+ AL R — ) + O (i)
(@+ (1 + @)+ D) AR — x|+ 2 (1 + ) (n+ 1)ElAl x| + O (@)
= (O+ MM+ DWIAR —x[+2(n+ DA|Alx[+ O (G 1). (A.11)
Die berechnete Korrekturgrofie {; erfiillt dann
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wobeil%

—1

A"'E
A+E) " =(I+A7g) AT=(1+FRAT,  |F, < AL (A.12)

1A,
Deswegen ist
0 = (A+E) % =(1+FAH
= (I + FJ) Ai] (ej +b— A)?j,]) = (I + F]) (A"ej + X — 7/%;1), (A13)

und
% — (Rjo1 +05) < ARy + G50 < Al — %5l + X[+ 1551

also, mit (A.13),
R — &1+ )1 < Qlx =R+ xD) + A THFD (AT +k—%0).  (A19)
Weiter geht’s mit
Ri—x = Ra+0+ & — (R +105)) —x
—z;, (Rundung))
= R —x+(1+F) (A“fj +x—Qj_1) + z;
= F(x—%_)+ (I+F)A ' +z,

und daher ist, unter Verwendung von (A.14) und (A.11)
% — x| < Kl — Rl + (T+ [F) [AT] 1] + Iz
IFil I — Ryl + (T4 [F1) |A | 1]
L (x — Ryl + X)) + @ T+ R (AT 16+ — %4])
((1+ @) [l + 200 x — Ri_a| + x| + (1 +Q) (T+[F]) [A7] 1]
< (1 +Q) [F] +201) x — Ry + x|
+(140) (T4 FD (A4 (n+ 1@ AR — x|+ 2(n + 1)@|Al[x])
+0 (1L 11)
= (1 + Q) [Fl+ @+ (n+ DI+ FDJAT]IAI+ O (02)) 8- —
+ QI+ 2(n+ DA x| + O (i)

IA

Somit ist
I —x. < (+|F|_+m+2000 +[|F])xeo(A) 811 = x|
+(@+2(n + DAl Xl + O (2?)
= v R =+ Il + O (02), (A.15)

%Der inzwischen wohlbekannte Trick mit der geometrischen Reihe ...
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wobei
1+ ATE|| L+ (n+2)0 ko(A)
i< N = (A.16)
1= [[Ag ]
Unter der ,,Stabilititsannahme” Ej”OO < Cnfif|All ist also y; < 1, falls
2(CH nko(A) < 7 (A.17)

A.3 Der Satz von Weierstrass — Beweis

Eigentlich immer noch ein sehr schéner Beweis und fast der Originalbeweis von Bern-
stein aus [3].

Beweis von Satz 8.3: Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, das I = [0, 1]. Dann
konnen wir eine Folge von approximierenden Polynomen explizit angeben, namlich die
Bernsteinpolynome!?”

(Baf) (x) = }_f(i/n) (;‘)x (1-x)"7 €T, (A18)

Nun ist N N
ZB?(X):Z(?)X]“—XPjZ(X+1—X)n=1>
j—0 j=0
sowie
g - S A iy =D g
2 B0 = 2 g 0¥ = 2 gy (0
— xi (n—1) X1 (1 x)n]:xn_1B“1(x):x
o G—D!n—=j)! p— j
und
—jG—=1 ., —j(j—1) nl n—
Lo s L
n—1 ¢ (n—2)! ; ey m—1 znfz 2
= 1— = B!
LG T T T AT
_ n_1x2.
n

Y7Der Name kommt daher, daf der Beweis im Original von S. Bernstein [3] stammt, dem iibrigens die
wahrscheinlichkeitstheoretische Idee durchaus klar war.
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Mit diesen drei Identitdten erhalten wir, dafs fiir jedes x € [0, 1]

i(;_") Bi0) = i(i—ﬁwxz)wx)
n?2 n )

j=0 j=0
= (i —1
_ Z(J(J _ ) L2y 2)B“(x)
. n n n
j=0
—1 1
_ I X+ —x =2+ % = —x(1—x)

Diese Formel erlaubt es uns nun zu zeigen, dafS die Basispolynome recht gut lokalisiert
sind: fiir & > 0 und x € [0, 1] ist

n . 2
_Z BT'(x) ng(l—x) BI'(x) = < 1 (A.19)

nd2 = 4nd?

Das war’s dann auch schon fast! Sei nun f € C[0, 1], dann ist f ja nicht nur stetig,
sondern sogar gleichmaf$ig stetig, das heifst, fiir alle ¢ > 0 gibt es ein > 0 so dafs

£
x—yl<ds = [f(x) = fly)l < 5.

Sei also ¢ > 0 vorgegeben und 6 > 0 passend gewdhlt. Dann ist, fiir beliebiges x € [0, 1],

f(x) —Baf(x)| =

M H MS
I
-
<
3
E
IA
M=
=
Ra¥

|
s
<
2
s
=3
®

I%—XI<5 <e/2 L x|>5 <2|iflly

£+ Il e Ifll;
< £ ¥ By 4t £ M
= 2 JZO R R TS
Die rechte Seite ist nun unabhéngig von x und < € sobald n > ¢~' 572 ||f||;. m|

Der Beweis zeigt uns, dafs die Approximationsgeschwindigkeit (also der Grad, der
tiir eine bestimmte Approximationsgiite notwendig ist) entscheidend davon abhéngt,
wie gleichméfiig stetig die Funktion f, denn der Wert 8 = 6(¢) kann beliebig schnell
fallen. Dies ist ein weiterer Beleg dafiir, daf} Stetigkeit allein oftmals nicht genug ist, ein
generelles Prinzip bei Anwendungen.



A.4  Schoenberg-Whitney und die totale Nichtnegativitdt der Kollokationsmatrix209

T €2

y

T €2

Y

Abbildung A.1: Idee des Beweises von Satz 8.3: Auf dem farbig unterlegten 6—
Intervall um den Punkt x weichen die Funktionen um maximal ¢ voneinander ab,
und diese Abweichung ist wegen der gleichméfiigen Stetigkeit unabhéngig von der
Lage des 8-, Fensters”, auf dem Rest des Intervalls hat die (blaue) ,Maskierungs-
funktion” hingegen so einen kleinen Wert, dafy der Fehler dort machen kann, was
er will.

A.4 Schoenberg—Whitney und die totale Nichtnegativitat der Kol-
lokationsmatrix

Definition A.4. Sei d = (do,...,d,) € R".' Eine Teilmenge £ = {oy,...,0¢} C
{0,...,n} heifit Signatur beziiglich d, falls

doydo,, <0, 1=0,....k—1T. (A.20)

O1+1

Mit Z(d) bezeichnen wir die Menge aller Signaturen fiir d und definieren die Anzahl
der echten Vorzeichenwechsel von d, in Zeichen S(d), als

S(d) = max #X.
Yex(d)

Wir zeigen zuerst, daf§ die Zahl der Vorzeichenwechsel durch Knoteneinftigen nicht
vergrofiert wird.

1%Wir betrachten jetzt also skalare Splinekurven, den Fall d = 1.
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Lemma A.5. Ist T* eine Verfeinerung von T = T, und ist &* € R™™ der durch Knoten-
einfiigen aus d enstandene Koeffizientenvektor, dann gilt

S(d)<S(d).
\.\/J

Abbildung A.2: Die Beweisidee von Lemma A.5. Die Variation des gestrichelten
Polygons auf der rechten Seite, also S (d*), ist kleiner als die Variation des durch-
gezogenen Polygons (es werden ja zusitzliche Ecken dazwischengeschoben) mit
schwarzen und weiflen Ecken, bei dem man wiederum die schwarzen ,Ecken”
vergessen kann, weil sie auf Verbindungsgeraden liegen.

Beweis: Es gentigt nattirlich, sich auf Verfeinerungen zu beschrinken, die nur einen

Knoten einfiigen, allgemeine Verfeinerungen ergeben sich durch Iteration. Sei also
to < S St <ty < St

und T* = T U {t"}. Nach Satz 9.24 ergeben sich die Koeffizienten als

dy k=0,...,j—m,
di = uo (VL) dir + i (EII) i k=j—m+1,...,j
dy 1 k=j+1,...,n+1.
Sei
d’ = (doy- -, djmmy &y dicmss &gy ooy dicry dFy dy iy oy ).
Da d; eine Konvexkombination von di_; und dy ist, k =j —m +1,...,j, ist

S (dy—1, dy, di) = S (dy—1, di)
also S (d’) = S (d). Andererseits ist
d' = (doy. .oy iy &y oy iy djy diry . )
eine Teilfolge von d’ und damitist S (d*) < S(d’) =S (d). O

Definition A.6. Ein Punkt x € R heif3t isolierte Nullstelle einer Funktion f € C (R)
falls f(x) = 0 und es fiir alle kompakten Intervalle I > x mit nichtleerem Inneren einen
Punkty € I gibt, so da f(y) # 0.
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Bemerkung A.7. Isolierte Nullstellen miissen nicht einfach sein: f(x) = x*™ hat eine 2n-
fache isolierte Nullstelle an x = 0. Umgekehrt hat die abgebrochene Potenz'® (- — x,)"
zwar jede Menge Nulstellen, ndmlich (—o0, Xo], aber keine davon ist isoliert.

Lemma A.8. Sei k > 0, T = T,,, eine Knotenfolge und d € R™' ein Kontrollvektor so dafs
di=0,1¢1{,...,j + Kk} und so, daf$ die Splinefunktion N, vd auf keinem Teilintervall von
I:= [tj, tj 114 m1] verschwindet. Dann hat Ny, vd hochstens k isolierte Nullstellen in 1.

Beweis: Da N, 1 d|I €y, ] = [ty tel, £ =3,...,j + k+ m, kann diese Funktion nur
entweder vollstandig verschwinden oder (im Inneren) isolierte Nullstellen haben. Da
der Spline aufierhalb von I verschwindet, sind die Nullstellen am Rand nicht isoliert!

Nach Lemma 9.14 ist N,, 7d(x) = 0, falls x ¢ I. Sei also x* eine Nullstelle von N, vd
im Inneren von I. Falls x ¢ T ftigen wir x* als m—fachen Knoten in die Knotenfolge T ein,
falls x mit einem p—fachen Knoten (1 < m) tibereinstimmt, dann erh6hen wir dessen
Vielfachheit auf m. Dies liefert eine Knotenfolge T* mit zugehorigem Kontrollvektor d-.
Nun ist aber

#{x eI’ Nyprd(x) =0t =#{x € I°: Ny od*(x) =0} < S(d") < S(d) <k.
Auflerdem kann eine isolierte Nullstelle durch Knoteneinfiigen offensichtlich nur dann

entstehen, wenn vorher ein Vorzeichenwechsel da war. O

Beweis von Satz 9.6, ,<"”: Nehmen wir an, es gibe einen Vektor 0 # d € R,
so daf8 N, (Z°[T)d = 0, das heifst, dafl Ny, 1 (xj|T) = 0, j = 0,...,n. Ist nun fiir ein
je{m,...,n}

j
0=Nprdly = Y dNP(T),
k=j—m

dann ist nach dem Algorithmus von de Boor

dj m=--=d;=0
und Ny, vd zerfillt in
j—m—1 n
Nprd= ) NPT+ D deNP (T),
k=0 k=j+1
R ~

die die disjunkten Trager [to,t] und [tji1,tnims1] haben. Auf diese Art und Weise
konnen wir alle Teilintervalle, auf denen der Spline identisch verschwindet, entfernen
und schliefSlich annehmen, daf$ wir nur noch isolierte Nullstellen haben: Gibe es ndmlich
ein nichttriviales Teilintervall von irgendeinem I;, auf dem der Spline verschwindet,
dann miifite er, da er ja auf I; ein Polynom ist, auf ganz [; verschwinden.

199Bei de Boor: ,Stutzfunktion” - klingt auch nicht besser.
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Also koénnen wir einen Kontrollvektor d finden, so da8 N,, (:27|T) d = 0, und es j
und k gibt,sodaSd; = 0,1 ¢ {j, ...,j+k}und N, rd hatim offenen Intervall (;, tjx m+1)
nur isolierte Nullstellen. Nun liegen aber in diesem Intervall die Interpolationspunkte
Xjy + -y Xj+k, alsomiifite N, d dort k+1 isolierte Nullstellen haben, was aber Lemma A.8
widerspricht. Also ist die Matrix N, (2| T) nichtsingulér. O

Beweis von Satz 9.6, 2: Sei t; ein Knoten der Vielfachheit < m und t; < t* < t;;4. Nach
Satz 9.24 ist dann fiir die durch Einfiigen von t* entstandene Knotenfolge T*

n+1
N CT) = ) o NP (T7), (A.21)
=0
wobei
Okt (=0,...,k—m,
Ky, = LLo(t*’ILn) 6k,g71 + (t*’IFl) 5kg (=k—m-+ 1,...,k,
5k,€—1 €:k+],...,ﬂ+1.
Insbesondere gilt?™, daf
o # 0 = te{k,k+ 1} (A.22)

Wir setzen

21 ={x; : iel}, [C{0,...,n}

und definieren die Spaltenvektoren

NP (20T) =[NP (afT) ried],  j=0,...,n, I<{0,...,nk

20Wegen der beteiligten 8y ¢ und &y ¢—1.
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Dannist, fiir I, ] € {0, ..., n}, #I = #] = k2!

det Ny (2T) (1, ]) = det [N (2i[T) :j € ]]
= det [N (ZiT),N™ (24IT) 1 € J\ 1)

n+1
= det|) oy, NI (AT, N (24]T) 15 € T\ 1)
{1=0
n+1
= > oy, det [N (23IT), N (24]T) 15 € T\ in)]
;=0
n+1 n+1
= ) o) G det NP (23T) ir = ty,..., 04
£1=0 4c=0
n+1 n+1
— Z e Z o‘j],@] e o‘jk,(’,k detNm (%H-*) (I,{E], .. ')ek}) .
;=0 {4=0

Da, nach (A.22), oy, ¢, = Ofalls{; ¢ {j;,j,+1}, und da?®j; < --- < jy, miissen die Elemente
jeder Indexmenge L = {{, ..., {} in der obigen Summe auf alle Fille die Bedingung
€ < --- < b ertiillen. Tritt aber irgendwo Gleichheit ein, d.h. ist {, = {,;;, dann enthalt
die Matrix Ny, (Z7[T*) (I, L) zwei identische Spalten und damit ist die Determinante gleich
Null. Damit lduft die Summe iiber alle {; < --- < {, also iiber alle L € {0,...,n 4+ 1%
mit #L = k. Mit anderen Worten, fiir

k
af,L) =[]0 20,  JC{0,...,n}, LC{0,...,n+1}, #] =+#L,
r=1

haben wir, daf3

detNy (2T (L)) = > af], L) det Ny, (27T (L, L). (A.23)

#L=k

Fligen wir nun noch einen Knoten ein, dann ergibt sich enstprechend fiir die neue

201Zur Erinnerung: N, (2|T) ist die Kollokationsmatrix und fiir eine Matrix A bezeichnet A(I,]) die
Teilmatrix, die durch die mit I bzw. ] indizierten Zeilen bzw. Spalten gebildet wird.

22Djes ist die kanonische Annahme, daf | aufsteigend numeriert ist

203 Achtung: Der Index kann jetzt auch n + 1 werden!
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Knotenfolge T*

detNy (ZT) (L]) = ) af],L)detNy (27T (I,1)
#L=k

= > af,1) ) L, L") det Ny, (2T) (I, L")

#L=k #L'=k

— Z Z «(J,L)ox(L, L") det Ny (2°[T) (I,L").

#L'=k #L=k
A

J/

::0‘2(]\1—/)

In diesem Sinne haben wir, fiir beliebiges N € IN, nach Einfiigen von N Knoten®*, fiir
das resultierende TV,

det Ny (2 T) (I,]) = >_ o™ (J, 1) detN,, (27TV) (1,1), (A.24)
#L=k
wobei
N-+1
Z > J[x@Lu),  Lc{o,...n+1hr=1,...,N. (A25)
#]_] #LN 1 =k r=1

Wir wahlen nun TV?® so dicht, daf zwischen je zwei Interpolationspunkten x; und
xj+1 mindestens m + 1 Knoten liegen und daher, fiir k =0,...,n,

NM(oT)20 = NM(xT)=0, (#k.

Also hatjede Spalte jeder der (oberen Dreiecks-) Matrizen N, (2°[TV*) (I, L),L c {0, ...,n+
N}, hochstens einen von Null verschiedenen Eintrag. Liegt wenigstens einer davon
nicht auf der Diagonale, dann ist det N, (27[T*) (I, L) = 0, andernfalls ergibt sich

det N (27TV) (1,L HNm (%:,1T")
%/—/

Setzt man das in (A.24) und beriicksichtigt man (A.25), dann heifst das gerade, daf3
detN,, (£7) (1,]) > 0. O

A.5 Eine Anwendung nichtlinearer Gleichungen: Das Bierkasten-
problem

Es ist vielleicht einmal ganz illustrativ, zu sehen, wie man von einem realen Anwen-
dungsproblem zum Newtonverfahren und dessen ganz praktischen Schwierigkeiten

204Es geniigt, wenn diese Knoten einfach, also t <t} < --- < t}, und neu, also t; ¢ T, sind.
2Genauer, die eingefiigten Knoten.
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kommen kann. Das folgende Problem stammt aus der Automatisierungstechnik und
beschiftigt sich mit Robotern, die Getrdnkekisten, genauer Stapel von Getrankeki-
sten?%, bewegt und zwar iiber ein Hindernis hinweg. Um dieses Hindernis zu umfah-
ren, muss die Bahn des Roboters durch einen bestimmten Punkt hindurchgefiihrt wer-
den. Aus technischen Griinden?” ist die Bahn eine Kombination aus Geradenstiicken

und Kreisbogen mit einem festen Radius r. Damit die Bierkédsten nicht umfallen muss

Abbildung A.3: Eine zulédssige Bahn durch den vorgegebenen Punkt. Die Kreise
mit dem vorgegebeben Radius sind eingezeichnet.

die Bahn ausserdem im Anfangs- und Endpunkt eine senkrechte Tangente haben, siehe
Abb. A 3. Die Aufgabe ist nun:

Wie bestimmt man den kiirzesten derartigen Weg.

Dabei iiberlegt man sich zundchst, daf$ sich das Problem ziemlich vereinfachen ldsst.
Da der Pfad senkrecht beginnt und endet, besteht er immer aus einem Halbkreis und
zwei Geraden, siehe Abb. A.4. Die beiden Mittelpunkte sind durch Anfangs- bzw.
Endpunkt und Radius eindeutig bestimmt, der einzige , Freiheitsgrad” besteht also in
der Wahl des Punktes, an dem sich die beiden Linienstiicke treffen und dieser muss
auf einem Kreis mit dem Radius v um den Ausweichpunkt c liegen, sieche Abb. A.5,
und zwar so, daff der Gesamtweg minimal wird. Das Optimierungsproblem besteht
also darin, einen Punkt x auf dem Kreis so zu wéahlen, das der Gesamtweg minimiert
wird, also

minw(x) := min|jx —all; + [x — bllz, Ix —cll, =r. (A.26)

Das Gemeine an der Sache ist, dafs man hier wirklich w, also die Summe der bei-
den Streckenldngen zu minimieren hat und nicht den sehr populdren Wert ||[x — aII% +
[[x — bllg. Durch die unscheinbare Quadrierung wird das Problem deutlich einfacher,
allerdings ist halt dann auch die Losung eine andere.

2%Daher der interne ,Codename” des Projekts: Das Bierkastenproblem
2750 ist das Ding halt einfach gebaut.
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Abbildung A.4: Die Kreis- und Geradenanteile. Genau genommen interessiert einen
also nur ein Pfad vom ersten Kreismittelpunkt {iber einem Punkt, dessen Abstand
zum ,, Ausweichpunkt” mit dem Radius tibereinstimmt zum Mittelpunkt des zwei-
ten Kreises.

Wir bemerken zuerst einmal, dafs das Minimum eindeutig sein muss, es kann also
nur genau einen Punkt geben, fiir den der Weg am kiirzesten ist. Das ist eine Konse-
quenz aus der (strikten) Konvexitdt der Norm, die besagt, dafs

x + x’
2

1 ,
< 5 (Il + 11x1l2)

2

ist. Waren nun x, x’ zwei Punkte auf dem Kreis, fiir die der Weg w(x) = w (x’) minimal
ist, dann ist

x +x’ x +x’ x +x’
W( 2 ): 2 Y, 70|,
_ H%[(x—a)ﬂx’—a)] +H%[(x—b)+(x’—b)]
2 2

< 3 (= all I’ —ally b = bll + I = bil) = 3 (w(x) +wix')),
und der Weg iiber den Mittelpunkt wire kiirzer. Nun liegt der Mittelpunkt aber im
Kreis, doch wenn wir ihn mit dem Kreiszentrum verbinden und diese Gerade wieder
mit dem Kreis schneiden, dann erhalten wir sogar einen noch kiirzeren Weg.

Mit demselben Argument erhalten wir auch, das w(x) keine lokalen Minima auf
dem Kreis haben, also ,auf und ab” gehen kann. Gébe es einen Punkt x, so daf$ zwischen
x und der Minimalstelle x* grofiere Werte als w(x) auftauchen, dann gibt es einen
,hdchstgelegenen” Punkt x’, so dafl w(x) = w(x’) < w(y) fur alle y € [x,x’] ist,
was aber fiir den Mittelpunkt % (x + x’) nicht zutrifft. Mit anderen Worten: w(x) fallt
monoton bis w (x*) und steigt von dort aus wieder.
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Abbildung A.5: Das wirkliche Optimierungsproblem.

Abbildung A.6: Parametrisierung und Koordinatensystem.

Nun parametrisieren wir x als

sin ¢

X:CJFrlcoscb]’ ¢ el—mml,

nehmen der Einfachheit an, dafl r = 1 ist?®®, und erhalten, dafl

wix) = wld)=Lla(d) + l(d)

= \/(c1 +sincb—a1)2+ (C2+COS(1)—Cl2)Z

+\/(c1 +sincl)—b1)2+ (cz+cosd>—b2)2.

20850 viel Normalisierung kann und darf schon sein.

217
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Dann ist
(b)) — 2(c1—aj;+sind)cosd —2(c; — ap + cos d) sin ¢
¢ 2L, ()
(c1—aj)cosd — (c; — a)sind
N t(d)
und somit
, (c—a)'s’(¢) , (c—Db) s'(¢) sin
VI =T T e 0 S [ oo

Auf der anderen Seite ist aber auch

0 (d) = (c; +sind — cu)2 + (c; +cos ¢ — (12)2
(c; — a1)2+2(c1 —a;)sind +sin* $ + (c; — az)2 +2(c; — ay) cos ¢ + cos? ¢
= T+llc—af+2(c—a)'s(d) =1+Ilc—al +2fa(d),
also
) () X ()
VT +lle—alf+26(4)  T+lc—blE+2fy(0)
Der Nenner dieses Ausdrucks ist # 0 wenn ||c — a|| > 1 und ||c — b|| > 1 sind, was auch
geometrisch-anschaulich eine verntinftige Annahme darstellt: Anfangs- und Endpunkt

liegen ausserhalb des Kreises um c.
Damit konne wir unsere Bestimmungsgleichung 0 = w’(¢) fiir das Minimum in

0 =g(d) = bo(P) () + La(d) (D)

w' ()

umformen. Da

9’ (d) = () fo(P) + () £ () + Lo () (D) + LalP) £ (D)

ist, konnen wir nun (versuchen,) ¢ tiber eine univariate Newton-Iteration oder tiber
Bisektion zu bestimmen.

Betrachtet man die Menge der Punkte x, fiir wie w(x) konstant ist, also die Niveau-
linien von w, dann ist dies gerade eine Ellipse mit den beiden Brennpunkten a und b.
Diese Ellipse hat die beiden Halbachsen o und $, die die Bedingung o + 3 = |la — b|I?
erfiillen. Jeder Punkt auf der Ellipse hat dann in der Summe den Abstand 2o« von den
beiden Brennpunkten und die Suche nach dem kiirzesten Weg ist dquivalent zum Auf-
finden der Beriihrellipse mit der grofien Halbachse «, siehe Abb. A.7. Dazu empfiehlt
es sich, ein paar Vereinfachungen zu machen. Wir setzen e = [la — b||, und wihlen
a = [—e, 0], b = [0, e] und legen damit den Ursprung in die Mitte zwischen den beiden
Punkten. Die Gleichung fiir die Ellipse ist dann

2 2

X
¥+%=1, o — B? = e’ =|la —bl, (A.27)
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Abbildung A.7: Beriihrellipse an die Kugel und der zugehorige kiirzeste Weg.

und die der Kugel ja bekanntlich
(x—ca) +(y—c)’ =12 (A.28)

Dieses Gleichungssystem aus (A.27) und (A.28) hat im allgemeinen vier Losungen, bei-
spielsweise, wenn ¢ = 0 und 3 < r < «ist. Zwei der Losungen sind anschaulich sofort
klar, namlich der nachste Punkt wie in Abb A.7 und die Bertihrellipse an den fernsten
Punkt des Kreises. Die beiden anderen Losungen entsprechen Ellipsen mit negativer
Halbachse, deren ,Mittelpunkt” im Unendlichen liegt, was zu Beriihrhyperbeln an den
Kreis fithrt. Das wird sich auch in unserem Fall nicht dndern, und wir miissten « so
bestimmen, dafs es zwei komplexe und eine doppelte reelle Losung des Gleichungssy-
stems gibt. Dieses Problem ldsst sich mit Methoden der Computeralgebra angehen, ist
da aber dann schon ein echter Hértetest, siehe [33].

Um das Problem ausgehend von dieser geometrischen Uberlegung numerisch an-
zugehen, verwenden wir die parametrischen Darstellungen von Kugel und Ellipse
als

« sin

) E(ll)) = [ B COS'LI) ]) Cl),ll) € [_7T>7T]-

Wir miissen also «, ¢ und 1 so bestimmen, dafs wir einen Beriihrpunkt erhalten, daf3
also die Tangenten

cos ¢ o cosYP

K’(d)) = _rl —sind) ]) El(d)) = [ _B Sinll)

kollinear sind: K’(¢p) = AE’(), A # 0. Da die Tangentialvektoren nie = 0 sind, konnen
wir ohne weiteres A # 0 fordern. Setzen wir sy := sin ¢, ¢4 = cos ¢ und dasselbe fiir
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P, dann erhalten wir das Gleichungssystem
0 = ¢ —T78p — xSy,
0 = c2—T1cgy — By,
0 = Aacy —Tcy,
0 = ABsy—TSsg,

zusammen mit den Nebebedingungen

0 = sj+c;—1,
0 = si—i—cﬁ)—h
0 = & —p*—¢.

Und das sind nun wieder sieben Gleichungen in den sieben Unbekannten s, C4, Sy, Cy,
«, 3, A, die sich sehr einfach und schnell mit dem Newton—Verfahren l6sen lassen (etwa
fiinf bis sechs Iterationen fiir die optimale Genauigkeit von 107'°). Insbesondere ist die
Jacobi-Matrix sehr einfach und kommt ohne komplizierte oder numerisch ungenaue
Operationen aus.

Ein wenig trickreich ist hierbei allerdings die Wahl des Startwerts. Eine verniinftige
erste Ndherung ist der Schnittpunkt der Verbindung zwischen ¢ und dem Mittelpunkt
(0,0) der Ellipse mit dem Kreis. Dieser Verbindungsvektor ist gerade 0 — ¢ = —c und
der Schnittpunkt

T S S ¢
=Cc——C=1C—7T TR
I el [ o ] l Cy ] el
Der zurtickgelegte Weg w(y) ist
ly — (0, )], + [ly — (0,]]
ly—0,—e)l, +[ly— O e)f, =20, = o= 3 g
woraus wir f = Va? — e und die Ndherungen fiir
— C1 — TSy — C2 —TCy
¥ = x y CII) = B
erhalten. Das kénnen wir noch zu
Sy Cy
S = 5= und = 5=
Sy T ¢ Sy T ¢

normieren und haben so den Winkel in der Ellipse angendhert. Nachdem die Tangenten
gegenldufig sind, ist A = —1 ein ganz gut geratener Wert. Das Ganze funktioniert gut,
solange c zwischen den Brennpunkten liegt, genauer, wenn sich die Projektion von
c auf die Verbindungsgerade der Brennpunkte zwischen den Brennpunkten befindet.
Ansonsten divergiert gelegentlich das Verfahren oder konvergiert gegen die andere
Extremlosung, ndmlich den Kreispunkt, der zum lingsten Weg gehort.



A.6 Nullstellen von Polynomen

A.6 Nulistellen von Polynomen
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Eine Schwierigkeit des Newton—Verfahrens, die wir bisher noch gar nicht so recht in
Betracht gezogen haben, ist die Bestimmung der Ableitung. Wenn man diese nicht
gerade explizit kennt, wie beispielsweise bei Sinus und Cosinus, ist es normalerweise
schwierig und aufwendig, sie zu bestimmen — gliicklicherweise mit einer Ausnahme,

das sind die Polynome.

Dazu erinnern wir uns an das Hornerschema zur Auswertung eines Polynoms

X) :ZPJXJ, pnth, XER,

an der Stelle & € R. Die Berechnungsregel lautet

dn = Pny qj:qj(é)zaq]ﬁr]‘i‘]?j, ]:Tl—1,,0
wobei dann p(&) = qo(&).
Lemma A.9. Fiir & € R erfiillt das Polynom

n—
Z qJ+1 X € lR»
j=0

die Bedingung
p(x) = qo(&) + (x —&)q(x), x€eR
Beweis: Iteration von (A.29) liefert, dafs

qJ:ZkaEk» j=0,...,m,
k=0

also ist
1

(x—&)ald) + o= (x—¢) di ¥+ qo = qo + Z gy — Z Eqi (&

JO j=0

n
=) g
=0

F)

_.
Il
o

und
n—1 n—1 n—j—1 n—1 n—j
j +1
i (&) ¥ = Z Pjr14k& Pjrk& X

j=0 j=0 k=0 j=0 k=1

n n-j n n
= D D pad =) p¥ =) g —px)

j=0 k=0 j=0 j=0

(A.29)

(A.30)
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%#

%# Horner2Z.m

%# Hornerschema mit Ableitungsberechnung
%# Daten:

%# p Koeffizientenvektor

%# x Punkt

function [q,r] = Horner2Z( p,x )
n = length(p);

q=r=p;
for j=n-1:-1:2

x*q + p(3);
X*r + Q;

Q
I

end
q = x*q + p(1);
%endfunction

Programm A.1 MLTeX/Horner2Z.m: Das zweizeilige Hornerschema.

Korollar A.10. Fiir & € R ist
p (&) =q(&). (A.31)

was mit x = § sofort (A.31) liefert. O

Um q auszuwerten kann man nun wieder auf das Hornerschema zurtickgreifen
und die gerade berechneten Werte q;(£) verwenden. Das ergibt ein zweizeiliges Hor-
nerschema

Th = gn = Pn, q; =€q1'+1 + Pijs Tj :E.Tj-H + qj, j=n—1,...,0. (A.32)

Korollar A.11. Fiir ein Polynom p € 1, und & € R berechnet das zweizeilige Hornerschema
(A.32) die Werte p(&) = qo und p’(§) = 11.

Unter Verwendung des zweizeiligen Hornerschemas konnen wir nun sehr einfach
das Newton—Verfahren fiir Polynome programmieren und so die Nullstellen von Po-
lynomen bestimmen. Unter gewissen Voraussetzungen kann man sogar ,extreme”
Nullstellen finden.
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%t

%# PolyNewton.m

%# Nullstelle eines Polynoms mit dem Newton-Verfahren
%# Daten:

% p Koeffizientenvektor

%#  x0 Startwert

%t t Toleranz

function x = PolyNewton( p,x0,t )
x = x0; x0 = 1-x0;

[f,ff] = Horner2Z( p,x );

while ( abs(f) > t ) && ( abs(x-x0) > t )

x0 = x;
x = x - f/ff;
[f,ff] = Horner2Z( p,x );
end
%endfunction

Programm A.2 MLTeX/PolyNewton.m: Nullstellen von Polynomen mit dem
Newton—Verfahren.

Proposition A.12. Sei p € TI,, ein Polynom mit n reellen Nullstellen & < --- < &,. Dann

konvergiert fiir alle Startwerte x\© > &, bzw. x!° < & das Newton—Verfahren gegen &, bzw.

&

Beweis: Wir bemerken zuerst, dafs nach dem Satz von Rolle alle Nullstellen von
p’,p”,...,zwischen &; und &, liegen. Da p keine weiteren Nullstellen hat, ist entweder
p(x) > 0, x > &,, oder p(x) < 0, x > &,. Nehmen wir den ersten Fall an?”. Da, fiir
x> &n,
0 <p(x)=p (&) +p'(&) (x — &), &€ [&n,x],
——

=0

und da p’ rechts von §,, keine Nullstelle mehr hat, ist also p’(x) > 0, x > &,. Sei nun
&' < &, die grofite Nullstelle von p’, dann ist fiir x > &, > & auch

0<p'(x)=p" (&)+p”(&) (x—¢&'), £el&xl,
=0

das heifst, p”’(x) > 0, x > &,, und mit Iteration dieses Arguments erhdlt man, daf3

sgnp’ (x) = sgnp(x), x>&y, j=1,...,m.

2Das ist keine Einschrdnkung, ansonsten ersetzen wir p durch —p.
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Insbesondere ist p rechts von &, konvex und damit ist

()
p’ (x¥)
—

>0

(k1) — (&) _

x —x (k)

< xM

solange x!¥ > &,.. Bleibt zu zeigen, dafl auch x**! > & . Dazu bemerken wir, da8

(Em - X(k] )2

0 = pl&) =p () + (& —x)p’ () +

p’ (&)

"

>0

> p (x“‘)) + (én — x(k))p’ (x“‘))

und, nach der Iterationsregel, p (x(k)) = (x(k) — x(k“)) p’ (x(k)), also

0> (X(k) _xD g x(k))p' (x(k)) — (gm _ x“‘*”)p’ (x(k)),
N—_——
>0

und damit x**" > & . Da die Folge x¥ monoton fallend und > §,, ist, muf3 sie einen
Grenzwert x* besitzen und da

()

— |y (k1) ()
> (x) —|x X |—>O

konvergiert, mufd p (x*) = 0 und damit x* = &, sein. |

Damit haben wir eine ,Strategie”, alle Nullstellen eines Polynoms zu finden: Man
startet das Newton—Verfahren nach Moglichkeit ,weit genug” rechts oder links, findet
eine Nullstelle?'?, dividiert diese ab und sucht weiter, bis man schliellich alle Nullstel-
len gefunden hat. Das Abdividieren von Nullstellen ist nicht weiter schwer: Fiir & € R
ist

n n-2 n—1
E aj ¥ = an X" (x— &)+ (an 1+ and) X"+ E g X¥=a, X" (x—&)+ E b; s
j=0 =bn_1 j=0 =:b; j=0

die zugehorige Funktion ist in DivideZero.m implementiert. Um nun alle Nullstellen
zu finden, dividiert man eine gefundene Nullstelle ab und verwendet sie gleichzeitig?!!
als Startwert fiir das nachste Newton—Verfahren.

Beispiel A.13. Leider ist die hier vorgestellte Variante des Newton—Verfahrens nicht
tiberméfiig stabil, insbesondere das Abdividieren fiihrt zu Problemen.

210 Am besten natiirlich die betragsgrofite oder betragskleinste.
2HIn der Hoffnung, da8 sie eine extremale Nullstelle war.
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%t

%# DivideZero.m

%# Abdividieren einer Nullstelle, gibt gemachten Fehler als zweiten Wert
%# zurueck

%# Daten:

% p Koeffizientenvektor

%t x Nullstelle

function [q,err] = DivideZero( p,x )
n length( p );
q zeros( 1,n-1 );

for j = n:-1:2
= -1) =pCJI;
=pCJ-1) + t'x;
end
err = p( 1);
%endfunction

Programm A.3 MLTeX/DivideZero.m: Abdividieren einer Nullstelle.

%t

%# PolyZeros.m

%# Finde Nullstellen eines Polynoms mit vorgegebener Toleranz und durch
%# Abdividieren

%# Daten:

% p Koeffizientenvektor

%#  x0 Startwert

%# t Toleranz

function z = PolyZeros( p,x0,t )

n = length( p );
z = zeros( 1,n-1);
x = x0;

for j = 1:n-1
z( j ) = x = PolyNewton( p,x,t );
disp(x);
p = DivideZero( p,x );
end
%endfunction

Programm A.4 MLTeX/PolyZeros.m: Newton—Verfahren mit Adividieren.
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1. Betrachten wir das Polynom

p(x) x € R,

siehe [40, S. 259-260]. Startet man das Newton—Verfahren mit der grofiten Null-
stelle x!°) = 1, dann erhilt man die folgenden Nullstellen?!?

e=10""° e=1
Exakt | Berechnet | rel. Fehler | Berechnet rel. Fehler
1 1 0 1 0
0.5 0.50580 0.011600 0.5000 2.6645 x 1071
0.25 —0.13001 1.5201 0.25000 | 2.1575x 107"
0.125 —0.24151 2.9321 0.12500 1.1627 x 10~°
0.0625 — 0.062352 0.0023729
0.03125 0.039506 0.26421
0.015625 —

der Startwert x(© = 2 liefert sogar das noch weniger begeisternde Ergebnis

e=10""° e=1
Exakt | Berechnet rel. Fehler Berechnet rel. Fehler
1 1.0000 8.5183x 107 1° 1.0000 2.2204 x 10°'°
0.5 0.50580 0.011592 0.50000 | 2.4125x 1072
0.25 —0.12996 1.5199 0.25000 | 1.3175x 1078
0.125 —0.24163 2.9330 0.12500 | 3.1917 x 107
0.0625 — 0.058106 0.070300
0.03125 0.054892 0.75654
0.015625 —

2. Ein anderes ,Monster” ist das schon klassische Wilkinson—Polynom

p(x) = (x—1) -+ (x —20),

x € R,

mit den ganz sauber getrennten Nullstellen 1,...,20. Dieses Polynom hat die
Rundungsfehleranalyse sehr stark motiviert und beeinflufst, siehe [46]. Die Details
sind in [43, 44] ausgearbeitet. Die Koeffizienten dieses Polynoms sind sehr grof3
(bis zur Gréfenordnung 10'®), was relative Fehler unvermeidlich macht, und das
Problem ist extrem schlecht konditioniert beziiglich dieser Nullstellen. Deswegen
ist eine numerische Berechnung praktisch unmoglich.

212 bedeutet, daf3 die Rechnung nicht mehr terminiert, also das Verfahren sich ,aufhangt”.
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A.7 Quadratur nach Art des GauBes

In diesem “Bonus—Abschnitt” sehen wir uns noch an, wie Gauf$ die Knoten und Ge-
wichte der Gaufi-Quadratur fiir das Intervall [0, 1] hergeleitet hat. Gaufs selbst hat mit
formalen Potenzreihen gerechnet*"® und sich um Fragen der Konvergenz, die man sich
zu dieser Zeit auch nicht unbedingt gestellt hat, gekiimmert. Man kann aber zeigen,
dafs alle betrachteten Reihen tatsdchlich auf einem passenden Bereich konvergieren
— und nur da sieht man sie sich dann auch an. Auch bei der Darstellung der mei-
sten Rechenschritte versuche ich hier, den “Gaufsschen Geist” beizubehalten, also eine
(freie) Ubertragung der Originalarbeit [9]. Doch zuerst die Ubungsaufgaben fiir das
Selbststudium.

ﬁbung A.3 [Kettenbriiche] Seien Zahlen vy, wy, k € Ny, gegeben. Dann heifdt, fiir
n €N,

vil | v Vi Vi
Cn::|—+|—+"'|n = Vs ) Co:=0,
w1 w2 Wi, +
W+
Vn
_I__
Wn
n—te Konvergente des Kettenbruchs
Vil | v v
_ + _ _|_ e — L v
Wi [w, Wy + 2
Wy

Zeigen Sie:
1. Sei C,, = V,,/W,.. Dann erfiillen V,, und W,, die Rekursionsformeln

VO = O) V] = Vi, Vn—H - Wn+1vn + Vn-‘,-]V‘rL—] nelN
Wo =1, Wy =wy, Wi = winaWh + v Wy '
2. Furn € IN, gilt
ﬁ . Vit _ (_])rm Vi Vnp
Wn Wiy W Wi’
und damit die (formale) Identitéat

[e.e]

Vil V| k V1 Vi
_— + _ + cee — (—1) _—
Wi fw, é WicWii

237a, wirklich gerechnet!
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3. (D. Bernoulli) Fiir jede Folge von reellen Zahlen c,, n € Ny, mit ¢, # c,, gibt es
einen Kettenbruch

— et —
Iw wy  fws
so dafs | |
% v
=
[w W
ist, und zwar
Vi = c1, wy =1,
Chq1—C Cn— Cn_
v, = n—1 n , W, = n n—2 ) n>2
Cn—1 —Cn—22 Cn—1—Ch22
¢
fJbung A.4 [Quadratur 4 la Gauf’] Seien paarweise verschiedene Knoten x¢, X1, ... X, €
[0, 1] gegeben und sei
w(x) = (x —Xo) -+ (x —xn) € My,
Auflerdem seien w;(x) und w;(x) gegeben durch
w(x) Z X = wi(x) + wa(x), wy €T, wa(x) = Z cix .
j=0 j=1
1. Zeigen Sie:
" w(t)
dt = wy (xy), k=0,...,n,
ot —xx
und bestimmen Sie daraus die Gewichte w;, j = 0,...,n, der zugehérigen inter-

polatorischen Quadraturformel

Qu(f) =D W f(x).

j=0

2. Seien 05, j € Ny, die Fehlermomente der Quadraturformel Q;, d.h.,

] . .
0 := L tdt— Q. (()),
und sei

O(x) = Z 6]-,1x’j.
j=1



A.7 Quadratur nach Art des Gaufses 229

Untersuchen Sie den Term

und zeigen Sie, daf3

@(X) = y XGR\{O}

Hinweis: Verwenden Sie fiir 0 # t € R eine Taylorentwicklung der Funktion
(t —x)~" nach x um den Punkt x = 0.

3. Betrachten Sie die Kettenbruchentwicklung

> 1

ij_mc_j:— ————— SN C11>O,

=1

und zeigen Sie (Notation wie in der vorhergehenden Aufgabe): W,, ist ein Poly-
nom vom Grad n in x und setzt man setzt man w(x) = W;41(x), so gilt

4. Folgern Sie daraus, dafl die Quadraturformel beziiglich der Nullstellen von
Wit (x) (warum hat dieses Polynom n + 1 Nullstellen?) Exaktheitsgrad 2n + 1
hat.

¢

Bestimmung der Gewichte. Da wir eine interpolatorische Quadraturformel im Auge haben,
ergeben sich die Gewichte als w; = 1(¢;),j =0, ...,n. Bedenkt man, daf

@ j=0,...,m, (A.33)

HT T ()

dann besteht der “interessante” Teil der Bestimmung von w; in der Berechnung des
Wertes I (w/(- —x;)). Seinun w = X"+ apx™ + -+ + ap, dann ist, da w (x;) =0,

w(x) =) —w ) = (x"*" =)+ ay (M=) + @ (x—x).

Da fiirk =0,...,n

k+1 k41

)
X—Xj

X —X

= xS T g T
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erhalten wir, daf3 fiir x € R\ {x;}

w(x) _ n n—1 . n—-2 .2 n
= X + XX 4+ XTIxr A+ e+ X

X — Xj n—1 n—2 ! Jn—]
+ apx +  apx X + o+ AnX;

+ oan X2 4+ e 4 an x?’z
+ a;

und damit

1) -

= Ix") + I + szl(x“’z) +
+ @l (™) + o I 4+ e+ axI(1)
+ aI(x"?) +

+ arI(1)
= Mo+ X1+ X2 o+ X' Ho
+ QnMno1 + GnXjHn2 + ot A+ anx?’1 Lo
+ Qw2 + o+ an—1X?_2Ho
+ aj Ho

= o (Gt @)+ o (X e+ a)

n n
gl g
k=0

s=k+1

=@ ()7 ) ()
= w(x).
Zusammen mit (A.33) liefert dies, dafs
~wi ()

wi =1({) = , j=0,...,n. (A.34)
J w’ (%)

Eine kleine Bemerkung am Rande: (A.34) ist noch eine Formel, um nur aus der Kenntnis
der Knoten und der Momente die Gewichte der interpolatorischen Quadraturformel
zu bestimmen, und das gilt fiir alle Integrale I.

Bestimmung der Fehlermomente. Da** fiir a,x € R, a # x,

d

5 la—9 7 =jlla—x)7",

2141 duktion!
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konnen wir fiirj = 0,...,

jum x; = 0 als

* oo k e k 00 k
W X, dk 1 X. 1 X.
x—]x- =W fj; (@x—x-) - ;Zk_]yk' (x —x; )< :W;Zin’-]
) k=0 j ) Jl=0 k=0 xj=0 k=0

bestimmen und erhalten somit, dafs

n W* n n n

— -1 * -2 * . -3 * 2 “ e

Zx—x] = X ZW)-—l—x Zw).x)—i—x ZW)'X]'"‘

=0 =0 =0 =0

j j j j

=Qn(1) =Qn((-) =Qn((-)?)
— — (e — QL (1)) ¢ _ T
= Z - ZZ(Mk—1—ek—1) x*=) —— —0(x),
k=0 X k=1 = ~
also
— i1 - W;
Ox)=) =——-) : (A.35)
— x XX
—
=M(x)
Da die Quadraturformel interpolatorisch ist, ist auf alle Fille 0; = 0,j = 0,...,n, das
heifst,
- 9]- —(n+2) -1
O(x) = ZW:X (9n+1+6n+2x +)
j=n+1

und damit besitzt die Funktion x — w(x) ©(x) nur negative Exponenten. Nun ist, mit
(A.35),

w(x) Ox) = [ ZXV_VX]
)

j=0

*

W

n
j= j

\_/

, w(x)
— il e - 3w
€My, j=0 !
|
el

Also ergibt der polynomiale Teil die Identitat

*

X) ZO - _J'Xj (A.36)
-

und, weil w(x) ©(x) nur negative Potenzen von x enthilt, erhalten wir

w,(x) = w(x) O(x). (A.37)
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Kettenbriiche. Jetzt verwenden wir die Bernoullische Formel aus Aufgabe A.3, um die
Koeffizienten v; und w; der Kettenbruchentwicklung

- _ Vi V2
M(X)ZZLH,]X] W—FW‘I‘
j=1

zu bestimmen, und zwar ist, mit

)
Kk .
=) max5jeN,
k=1

zuerst einmal v; = pup und wy = x sowie

o — s L —j )
G176 _ W x o W .
vy = —7 = X, ji>1,
1762  M-2X Hj—2
sowie , y
— —j+
Ci —Cio 1% ) + X ) 1 .
wy = ——— _b EH.H = x4+ 1, j>1.
Cj—1 — Cj—2 Hj—2x™) Hj—2
Multiplizieren wir nun®"® jeweils v; und w; mit x, dann erhalten wir daf v; =1, w; = x
und " "
i1 i1 .
f=—— und Wy =x + —— j>2
H—2

> 2. (A.38)
H—2

Insbesondere ist V; € TTj_; und W; € T1;, j € IN, und fiir alle m € IN ist nach Teil 2 von

Aufgabe A.3

Vin(x) — [ Viea(x)  Vi(x) - Vi Vi
M) = 2\ Weto wk(x)) =2 X

Da man fiir p € Tl; die Laurententwicklung

LR
p—kZ_j(XkX

erhalt?'?, ist also

Vi (x) - K V1 Vi — 0

M(x) — —02 1 =y =

(x] Wi (x) k_ZnH( ) Wi(x)Wia(x) | 4= x5
~—_————

P

215Das dndert den Wert des Kettebruchs nicht.

26Wije man das beweist? Einfach mit p durchmultiplizieren, das liefert dann die Bedingungsgleichun-
gen fiir die o, j > n.
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oder o
(06
M%) Wi (x) = Var (3) + Waa () 3 =5 (A.39)
k=2n+2

Exaktheit der Quadraturformel. Da W, ; durch eine Drei-Term-Rekursionsformel defi-
niert ist, hat es n + 1 verschiedene reelle Nullstellen, x;, j=0,...,n.Dann ist

w(x) = (x —x3) -+ (x —x},)

ein Vielfaches von W,,,; und es ist

W) + wi(x) = M(x) @’ (x) = V() + ') Y =5,
k=2n+2

das heifit, wenn wir nur die Terme mit negativem Exponenten betrachten,

o0
Xk

wi(x) = wi(x) Y =

k=2n+2

und damit liefert (A.37), daf$ fiir diese Knotenwahl

o0 o

O Cowy(x) 01
Z? =0k = w*(x) 2 Xk

k=1 k=2n+1

also, nach Koeffizientenvergleich, dafs 6y = - -+ = 6,,,41 = 0. Das war’s!
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Uns ist in alten meeren
wunders viel geseit
von Helden lobebaeren
von grozer arebeit
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