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Statt einer Leerseite . . . 0
Denn die Doktrin der geschlechtergerechten Sprache macht das Le-
sen solchermassen ”gerechter“ Texte nicht nur fast unerträglich. Sie
basiert auch auf einem linguistischen Grundirrtum, weil es das bio-
logische Geschlecht mit dem grammatischen Genus gleichsetzt.

C. Wirz, ”Neusprech für Fortgeschrittene“, NZZ Online, 12.7.2013

Die wahren Analphabeten sind schließlich diejenigen, die zwar lesen
können, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ–Online, 11.7.2009

(a+ b)!

a!b!
≥

√
(a+ b)a+b

aabb
.

And it didn’t stop being magic just because you found out how it
was done.

T. Pratchett, Wee Free Men

Wissen Sie, was ich an der Tugend nicht mag? Wer sich ehrlos verhält
und nicht erwischt wird, der hat davon einen Vorteil. Wer sich aber
tugendsam verhält, der hat in den meisten Fällen gar nichts davon.
Das ist der eigentliche Skandal!

H. Martenstein, Zeit Online, 19.1.2012
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2 1 METRIK UND TOPOLOGIE

Division and multiplication were
discovered. Algebra was invented and
provided in interesting diversion for a
minute or two. And then he felt the
fog of numbers drift away, and looked
up and saw the sparkling, distant
mountains of calculus.

T. Pratchett, Men at arms

Metrik und Topologie 1
Bei der Untersuchung von Folgen und deren Konvergenz im Teil I dieser Vor-
lesung, [26], haben wir einen Abstandsbegriff auf angeordneten Körpern über
den Absolutbetrag eingeführt. In den Beweisen haben wir dann im wesentli-
chen verwendet, daß der Betrag nichtnegativ ist und die Dreiecksungleichung
erfüllt. Diese Eigenschaft wollen wir jetzt etwas abstrahieren.

1.1 Metrische und normierte Räume
Wir beginnen mit der fundamentalen Definition.

Definition 1.1. Eine reellwertige Abbildung d : X × X → R auf einer Menge X
heißt Metrik, wenn

1. d(x, y) = 0⇔ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x), x, y ∈ X,

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), x, y, z ∈ X.

Die Menge X heißt metrischer Raum, wenn es auf X eine Metrik gibt, die die
Eigenschaften 1)– 3) erfüllt.

Bemerkung 1.2 (Eigenschaften der Metriken).

1. Eine Metrik ist immer nichtnegativ, d.h., d(x, y) ≥ 0, was einfach aus 1)
und 3) folgt:

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y).

Zusammen mit nochmals 1) liefert das insbesondere

d(x, y) > 0, x , y. (1.1)
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2. Eine Metrik ist eine Abstraktion des Abstandsbegriffs: Der Abstand zwi-
schen Objekten ist nichtnegativ, symmetrisch und immer höchstens so
hoch wie bei einem ”Umweg“.

Beispiel 1.3 (Metriken).

1. Das Standardbeispiel ist sicherlich X = Rmit d(x, y) = |x− y|. Die Eigen-
schaften aus Defintion 1.1 lassen sich dann einfach verifizieren.

2. Auf dem Folgenraum X = {a = (an : n ∈N) : an ∈ {0, 1}} der 0-1–Folgen
kann man die Metrik

d(a, a ′) =

∞∑
n=1

|an − a
′

n|

2n

verwenden, die bis auf die Identität 0.9 = 1 in etwa dem Betrag der
Differenz der zugehörigen dyadischen Zahlen

.a1a2 · · · =

∞∑
n=1

an2
−n

entspricht.

3. Eine ziemlich extreme Metrik, die sich auf jeder Menge X verwenden lässt,
ist die diskrete Metrik, die als

d(x, y) :=

{
0, x = y,
1, x , y,

x, y ∈ X, (1.2)

definiert ist und die Axiome der Metrik ziemlich trivial erfüllt. Sie verhält
sich manchmal etwas kontraintuitiv und wird in vielen Fällen als Gegen-
beispiel verwendet.

Auf Vektorräumen kann man noch ganz besondere Metriken definieren, indem
man den Begriff der Länge abstrahiert.

Definition 1.4 (Norm). Eine Abbildung ‖ · ‖ : X→ R auf einem Vektorraum1 X

über einem KörperK heißt Norm, wenn

1. ‖x‖ ≥ 0, x ∈ X und ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. ‖cx‖ = |c| ‖x‖, X ∈ X, c ∈ K.2

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ X.

Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm heißt normierter Raum.
1Also eine Menge, auf der man sinnvoll addieren und mit Körperelementen multiplizieren

kann, für Details siehe z.B. [1, 4]. Wer wirklich an dieser Stelle noch nicht weiss, was ein Vektor-
raum ist, sollte sich umgehend über dieses fundamentale Konzept der Mathematik informieren.

2Dies setzt voraus, daß es eine Betragsfunktion | · | : K→ R+ gibt. Für die komplexen Zahlen
C kennen wir sowas ja aus [26].
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Beispiel 1.5 (Normen). Beispiele für Normen sind:

1. X = R und ‖x‖ = |x|.

2. X = Rn und

‖x‖1 =

n∑
j=1

|xj| oder ‖x‖2 =

√√
n∑
j=1

x2
j
.

In beiden Fällen besteht die Hauptarbeit darin, die Dreiecksungleichung
3) in Definition 1.4 nachzuweisen. Für ‖ ·‖1 ist das eine direkte Konsequenz
aus der Dreiecksungleichung für den Absolutbetrag, für ‖ · ‖2 braucht man
die Cauchy–Schwarz–Ungleichung.

3. X = C[0, 1] und
‖f‖ = max

x∈[0,1]
|f(x)|.

4. Ist X die Menge aller Polynome, also aller Funktionen der Form

f(x) =

n∑
j=0

fj x
j, N0 3 n =: deg f,

so kann man die Normen

‖f‖ = max
x∈[0,1]

|f(x)| oder ‖f‖ =

deg f∑
j=0

f2j


1/2

verwenden.

Übung 1.1 Weisen Sie für alle Normen aus Beispiel 1.5 die Normaxiome nach.
♦

Lemma 1.6. Ist ‖ · ‖ eine Norm auf einem Vektorraum X, so ist d(x, y) = ‖x− y‖ eine
Metrik auf X, die man als von ‖ · ‖ induzierte Metrik bezeichnet.

Beweis: Da für jede Norm ‖x−x‖ = ‖0‖ = 0‖x‖ = 0 gilt, ist die Metrikeigenschaft
1) zu dem Normaxiom 1) äquivalent. Die Symmetrie ergibt sich aus

d(y, x) = ‖y− x‖ = ‖(−1)(x− y)‖ = |− 1| ‖x− y‖ = ‖x− y‖ = d(x, y)

und die Dreiecksungleichung aus der Dreiecksungleichung:

d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z− y)‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z− y‖ = d(x, z) + d(z, y).

�

Durch Normen induzierte Metriken haben eine interessante Eigenschaft: Sie
skalieren, es gilt nämlich

d(cx, cy) = ‖cx− cy‖ = |c| ‖x− y‖ = |c|d(x, y).

Damit ist auch schon klar, daß nicht alle Metriken von einer Norm induziert
sind: Die diskrete Metrik skaliert offensichtlich nicht, denn sie nimmt ja nur die
Werte 0 und 1 an und ist daher auch nicht von einer Norm induziert.
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1.2 Offene und abgeschlossene Mengen
Sobald wir auf einem metrischen Raum einen Abstandsbegriff haben, können
wir anfangen, zwischen nahen und fernen Punkten und Umgebungen zu un-
terscheiden. Von nun an sei X ein metrischer Raum, zumindest wenn nichts
anderes gesagt wird.

Definition 1.7 (Kugeln). Zu x ∈ X und r ∈ R+ definieren wir die offene Kugel
B<r(x) und die abgeschlossene Kugel B≤r(x) als

B<r(x) := {y ∈ X : d(x, y) < r}, B≤r(x) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}. (1.3)

Definition 1.8 (Offene und abgeschlossene Mengen).

1. Eine Menge Y ⊆ X heißt offene Menge, wenn es zu jedem y ∈ Y ein ε > 0
gibt, so daß B<ε(y) ⊆ Y ist.

2. Eine Menge Y ⊆ X heißt abgeschlossene Menge, wenn ihr Komplement
X \ Y offen ist.

Die kanonischen und einfachsten Beispiele, die man immer parat haben sollte,
um sich diese Konzepte zu veranschaulichen, sind die Intervalle. Für komple-
xere Fragen zu Metrik und Topologie sei [30] als Ergänzung zu [9] empfohlen3

Beispiel 1.9 (Offene und abgeschlossene Mengen in R). Für die Intervalle in
R liefert unsere schöne neue Terminologie ziemlich genau das, was man auch
erwarten würde:

1. Die offenen Intervalle (a, b) ⊂ R sind offene Mengen.

2. Die abgeschlossenen Intervalle [a, b] ⊂ R sind abgeschlossene Mengen.

3. Die halboffenen Intervalle [a, b) und (a, b] sind weder offen noch abge-
schlossen.

Insbesondere sollte man nicht den gerne begangenen Feher wiederholen, anzu-
nehmen, daß Mengen normalerweise entweder offen oder abgeschlossen sein
würden.

Unsere Notation ist tatsächlich konsistent.

Proposition 1.10. Offene Kugeln sind offene Mengen, abgeschlossen Kugeln abge-
schlossene Mengen.

Beweis: Sei y ∈ B<r(x), dann ist r ′ := d(x, y) < r und für jedes z ∈ B<r−r ′(y)
liefert die Dreiecksungleichung, daß

d(x, z) ≤ d(x, y)︸    ︷︷    ︸
=r ′

+d(y, z)︸    ︷︷    ︸
<r−r ′

< r ⇒ z ∈ B<r(x),

3Die Topologie bietet noch kontraintuitivere und abgefahrenere Gegenbeispiele als die Ana-
lysis und kann als ”Analysis auf Speed“ angesehen werden.
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und damit ist die offene Kugel offen. Für die zweite Hälfte müssen wir beweisen,
daßX\B≤r(x)offen ist. Sei alsoy ∈ X\B≤r(x), dann heißt das ja, daß r ′ := d(y, x) >
r sein muss und für jedes z ∈ B<r ′−r(y) ist4

d(z, x) ≥ d(x, y) − d(y, z) > r ′ − (r ′ − r) = r ⇒ B<r ′−r(y) ⊆ X \ B≤r(x)

und damit ist das Komplement offen, also die abgeschlossene Kugel abgeschlos-
sen. �

Übung 1.2 Zeigen Sie, daß

d(z, x) ≥ d(x, y) − d(y, z), x, y, z ∈ X,

gilt ♦

Satz 1.11 (Offene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt

1. X und ∅ sind offene Mengen.

2. Jede abzählbare Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.

3. Jeder endliche Durchschnitt von offenen Mengen ist ebenfalls offen.

Beweis: Da mit x ∈ X auch B<r(x) ⊆ X für jedes r > 0 ist, ist 1) erfüllt, denn für
die leere Menge gilt es trivialerweise.

Für 2) seien Yj ⊆ X, j ∈ N, offene Mengen. Ist nun x ∈
⋃
j Yj, dann gibt es ein

jmit x ∈ Yj und da Yj offen ist, gibt es ein ε > 0mit

B<ε(x) ⊆ Yj ⊆
⋃
j∈N

Yj.

Dabei haben wir noch nicht einmal ausgenutzt, daß wir es mit einer abzählbaren
Vereinigung zu hatten, das war nur aus Gründen der einfacheren Notation. In
der Tat ist offensichtlich jede Vereinigung, auch eine überabzählbare, von offenen
Mengen wieder offen.

Für 3) betrachten wir Y1, . . . , Yn und bemerken daß es wegen

x ∈

n⋂
j=1

Yj ⇒ x ∈ Yj, j = 1, . . . , n,

und der Offenheit der Mengen Y1, . . . , Yn Zahlen ε1, . . . , εn gibt, so daß

B<εj(x) ⊆ Yj, j = 1, . . . , n.

Setzen wir nun
ε = min

j=1,...,n
εj,

dann ist
B<ε(x) ⊆ B<εj(x) ⊆ Yj, j = 1, . . . , n,

4Die gute alte Dreiecksungleichnung nach unten, siehe [26], gilt auch für Metriken
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und somit

B<ε(x) ⊆

n⋂
j=1

Yj,

der Durchschnitt ist also offen. �

Unendliche Durchschnitte offener Mengen müssen nicht mehr offen sein, wie
das Beispiel X = R, Yj = (−1

j
, 1
j
) mit

⋂∞
j=1 Yj = {0} zeigt.

Satz 1.12 (Abgeschlossene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt

1. X und ∅ sind abgeschlossene Mengen.

2. Jede endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen.

3. Jeder Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen ist ebenfalls abgeschlossen.

Beweis: Der Beweis ist im wesentlichen eine Komplementbildung von Satz 1.11.
Da X und ∅ ja komplementär sind, folgt 1) direkt. Ansonsten bemerken wir, daß
für beliebige Mengen Yj, j ∈ J, wobei J je nach Situation eine endliche oder
unendliche Indexmenge ist, immer

x ∈
⋂
j∈J

Yj ⇔ x <
⋃
j∈J

(X \ Yj) ⇔ x ∈ X \
⋃
j∈J

(X \ Yj) (1.4)

und

x ∈
⋃
j∈J

Yj ⇔ x <
⋂
j∈J

(X \ Yj) ⇔ x ∈ X \
⋂
j∈J

(X \ Yj) (1.5)

gilt, womit alles weitere direkt aus Satz 1.11 folgt. �

Bemerkung 1.13 (Diskrete Metrik). Eine nette Folgerung ist, daß bezüglich der
diskreten Metrik alle Teilmengen offen und abgeschlossen sind. Die einpunkti-
gen Mengen sind offen, da B<ε(x) = {x} für alle x ∈ X und alle ε ≤ 1 erfüllt ist,
damit sind aber auch alle Teilmengen Y =

⋃
y∈Y{y} offen und da jede Teilmenge

als Y = X \ (X \Y) geschrieben werden kann, ist auch jedes Y Komplement einer
offenen Menge und damit abgeschlossen.

Definition 1.14. Eine TeilmengeU ⊆ X heißt Umgebung von x ∈ X, wenn es ein
ε > 0 gibt, so daß B<ε(x) ⊆ U.

Bemerkung 1.15. Jede offene Kugel B<ε(x) um x ist eine Umgebung von x.

Definition 1.16 (Abschluss).

1. x ∈ X heißt Berührpunkt oder Kontaktpunkt zu einer Menge Y ⊆ X, wenn
für jede Umgebung U von x die Beziehung U ∩ Y , ∅ erfüllt ist.

2. Der Abschluss Y von Y ⊆ X ist die Menge aller Kontaktpunkte an Y.

Bemerkung 1.17. Ist x ∈ Y, so gilt trivialerweise U ∩ Y ⊇ {x} , ∅ für jede
Umgebung von x und damit ist x ein Kontaktpunkt zu Y. Also: Jeder Punkt
einer Menge ist auch Kontaktpunkt zu dieser Menge.
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Lemma 1.18 (Abschluss). Für Y, Y ′ ⊆ X gilt:

1. Y ⊆ Y und Y = Y.

2. Y ∪ Y ′ = Y ∪ Y ′.

3. Y ist abgeschlossen.

Beweis: Jedes y ∈ Y ist natürlich Kontaktpunkt, da für jede Umgebung U von
ja U ∩ Y ⊇ {y} , ∅ erfüllt ist. Also ist Y ⊆ Y, was die erste Aussage in 1) ist. Für

die zweite Identität wählen wir x ∈ Y und ε > 0. Dann gibt es nach Definition
einen Punkt x1 ∈ B<ε(x)∩ Y und mit ε1 = ε− d(x, x1) > 0 gilt B<ε1(x1) ⊂ B<ε(x),
denn für jedes z ∈ Xmit d(x1, z) < ε1 gilt nach der Dreiecksungleichung

d(x, z) ≤ d(x, x1) + d(x1, z) < ε− ε1 + ε1 = ε.

Da x1 ∈ Y ein Kontaktpunkt ist, existiert ein

Y 3 y ∈ B<ε1(x1) ⊂ B<ε(x),

also y ∈ B<ε(x), weswegen x ∈ Y sein muss, also insgesamt Y ⊆ Y. Da die erste
Aussage von 1) aber auch ”⊇“ liefert, muss letztlich Gleichheit gelten, womit 1)
komplett ist.

Für 2) nehmen wir an, es gäbe x ∈ Y ∪ Y ′ mit x < Y und x < Y ′. Dann
gibt es ε, ε ′ > 0 mit B<ε(x) ∩ Y = B<ε ′(x) ∩ Y

′ = ∅ und mit η = min{ε, ε ′} gilt
B<η(x) ∩ Y = B<η(x) ∩ Y

′ = ∅ und somit auch B<η(x) ∩ (Y ∪ Y ′) = ∅, was im
Widerspruch zu x ∈ Y ∪ Y ′ steht.

Den Beweis von 3) verschieben wir auf später und beweisen ihn eleganter in
einem allgemeineren Kontext in Lemma 1.30. �

Definition 1.19 (Rand). Ein Punkt x ∈ X heißt Randpunkt einer Menge Y ⊆ X,
wenn für jede Umgebung U von x

U ∩ Y , ∅ , U ∩ (X \ Y) (1.6)

erfüllt ist. Die Menge aller Randpunkte nennt man den Rand von Y und schreibt
∂Y.

Beispiel 1.20 (Rand).

1. Wie die beiden Intervalle I1 = (0, 1) und I2 = [0, 1] mit Rändern ∂I1 =
∂I2 = {0, 1} zeigen, kann der Rand zur Menge gehören oder auch nicht.

2. Ein anderes Beispiel sind die rationalen Zahlen Q und die irrationalen
Zahlen R \Q in Rmit der Betragsmetrik. Beide Mengen bestehen nur aus
Randpunkten, haben keine inneren Punkte5 und ergeben doch zusammen
ganz R.

5Siehe Definition 1.31.
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Einen Teil dieser Mehrdeutigkeit löst die folgende Aussage auf. Dabei verwen-
den wir die Definition

Y \ Z = Y ∩ (X \ Z). (1.7)

Proposition 1.21 (Eigenschaften des Randes). Der Rand ∂Y einer Menge Y ⊆ X
hat die folgenden Eigenschaften:

1. Y \ ∂Y ist offen,

2. Y ∪ ∂Y ist abgeschlossen,

3. ∂Y ist abgeschlossen.

Beweis: Für 1) wählen wir einen Punkt x ∈ Y \ ∂Y und betrachten alle Kugeln6

B<ε(x), 0 < ε ≤ 1, um x. Wäre nun B<ε(x) ∩ (X \ Y) , ∅, 0 < ε ≤ 1, dann wäre x
ein Randpunkt, also gibt es ein ε0 > 0mit B<ε(x) ⊆ Y für alle ε < ε0. Ausserdem
ist aber auchB<ε(x)∩∂Y = ∅, denn für jedes y ∈ B<ε(x)∩∂Y und jedes ε ′ < ε0−ε
würde die Kugel B<ε ′(y) einerseits zu Y gehören, andererseits aber Punkte aus
X \ Y enthalten, was ein Widerspruch ist.

Für 2) bemerken wir zuerst, daß per definitionem ∂Y = ∂(X \ Y) ist, so daß

X \ (Y ∪ ∂Y) = (X \ Y) ∩ (X \ ∂Y) = (X \ Y) ∩ (X \ ∂(X \ Y)) = (X \ Y) \ ∂(X \ Y)

nach 1) offen ist ist, it Y ∪ ∂Y abgeschlossen.
3) folgt schliesslich aus

∂Y = (Y ∪ ∂Y) \ (Y \ ∂Y) = (Y ∪ ∂Y) ∩ (X \ (Y \ ∂Y)) ,

was als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen
sein muss. �

1.3 Topologische Räume

Das Konzept der offenen Menge wurde durch die Metrik, also einen Abstandsb-
griff eingeführt. Das kann man allerdings nochmals abstrahieren, indem man
sich nur auf die in Satz 1.11 hergeleiteten Eigenschaften beschränkt.

Definition 1.22 (Topologie). Ein System T von Teilmengen von X heißt Topo-
logie, wenn

1. X, ∅ ∈ T .

2. T, T ′ ∈ T ⇒ T ∩ T ′ ∈ T .

3. Ist Ti ∈ T , i ∈ I, für eine beliebige Indexmenge I, dann ist auch⋃
i∈I

Ti ∈ T . (1.8)

6Die obere Schranke für den Radius ist völlig willkürlich!
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X heißt topologischer Raum, wenn es auf X eine Topologie gibt. Ein Element
von T wird gerne auch als offene Menge bezeichnet.

Eine Teilmenge U ⊂ X heißt Umgebung von x ∈ X, wenn es ein T ∈ T gibt,
so daß x ∈ T ⊆ U.

Bemerkung 1.23. Man kann sich natürlich fragen, ob es diese Abstraktionskas-
kade wirklich braucht7, und die Antwort ist wirklich ”ja“. Es ist oftmals sehr
wichtig, sich klarzumachen, welche Eigenschaften eines Konzepts und einer
Struktur man wirklich braucht und in welcher Allgemeinheit Resultate gelten.
Das wiederum ist sowohl ein wichtiger Vermittlungsaspekt der Mathematik8 als
auch ein wichtiges Konzept der Informatik, wo man sich ebenfalls sehr genau
überlegen muss, auch welchen Datentypen man denn da arbeitet. Und in guter
Mathematik ist Abstraktion erstaunlich selten ein Selbstzweck.

Jede Metrik definiert offene Mengen der Form B<ε(x) und diese erzeugen nach
Satz 1.11 eine Topologie. Das Erzeugnis einer Menge T ′ ist das System beste-
hend aus

N⋂
j=1

T ′j , T ′j ∈ T ′, und
⋃
T ′∈A

T ′, A ⊆ T ′,

das wir erhalten, wenn die Menge T ′, die endlich, abzählbar oder überabzählbar
sein kann, unter endlicher Durchschnittsbildung und beliebiger Vereinigung
komplettieren, also die Durchschnitte und Vereinigungen mit dazunehmen.

Beispiel 1.24. Ist X ein metrischer Raum, dann ist T die Topologie, die von den
offenen Kugeln B<ε(x), x ∈ X, erzeugt wird.

Die grundlegenden Begriffe, die wir aus den metrischen Räumen kennen, können
wir nun auch auf topologische Räume übertragen.

Definition 1.25 (Offen, abgeschlossen, Umgebung).

1. Eine Menge U ⊂ X heißt Umgebung von x ∈ X, wenn es ein T ∈ T mit
x ∈ T ⊆ U gibt.

2. Eine Menge Y ⊆ X heißt offen, genauer offene Teilmenge9 von X, wenn es
zu jedem y ∈ Y eine Umgebung U gibt, so daß U ⊆ Y erfüllt ist.

3. Y ⊆ X heißt abgeschlossen, wenn X \ Y offen ist.

4. y ∈ X heißt Kontaktpunkt von Y ⊆ X, wenn U ∩ Y , ∅ und Randpunkt
von Y, wenn U ∩ Y , ∅ und U ∩ (X \ Y) , ∅ für alle Umgebungen U von y
gilt.

7Und sie ist weder lehrplanrelevant noch für technische Anwendungen der Informatik mit
einem direkten Nutzen verbunden.

8Man hat dann nämlich wirklich verstanden, was man tut und nicht nur gezeigt, daß es korrekt
ist.

9Im pedantischen Gegensatz zu ”offene Menge“, was ja in Definition 1.22 ein Element der
Topologie bezeichnet.
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Aber gibt es zu jeder Topologie auch eine Metrik oder ist ”Topologie“ ein
allgemeineres Konzept als ”Metrik“?

Definition 1.26 (Hausdorff–Raum). Ein topologischer RaumX heißt Hausdorff–
Raum, wenn es zu jedem x , x ′ ∈ X Umgebungen U,U ′ der beiden Punkte
gibt, für die U ∩ U ′ = ∅ ist. Man sagt in diesem Fall auch, die Topologie wäre
punktetrennend.

Lemma 1.27. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff–Raum.

Beweis: Seien x , x ′ ∈ X und ε < 1
2
d(x, x ′). Dann sind die offenen Kugeln

B<ε(x) und B<ε(x ′) disjunkt, da sich nach der Dreiecksungleichung für jedes
y ∈ B<ε(x) ∩ B<ε(x

′) der Widerspruch

d(x, x ′) ≤ d(x, y)︸    ︷︷    ︸
<ε

+d(x ′, y)︸     ︷︷     ︸
<ε

< 2ε < d(x, x ′)

ergeben würde. �

Beispiel 1.28 (Indiskrete Topologie). Bei dieser minimalen Topologie auf Xwählt
man T = {∅, X} und sieht leicht, daß alle Forderungen aus Definition 1.22 erfüllt
sind. Allerdings ist sie nicht punktetrennend und kann daher nicht durch eine
Metrik induziert sein. Die indiskrete Topologie ist eine Antipode der diskreten
Metrik, bei der ja T die Menge aller Teilmengen von X ist.

Bemerkung 1.29. Wir können also die folgende ”Inklusion“ der bisher vorge-
stellten Konzepte feshalten:

Normierter Raum ⊂Metrischer Raum ⊂ Topologischer Raum

Im Kontext der Topologie ist nun Y ⊆ X eine offene Teilmenge10 von X, wenn
es zu jedem y ∈ Y eine Umgebung T ∈ T von y gibt, so daß y ∈ T ⊂ Y. Die
Umgebungen T ∈ T verallgemeinern also die Rolle der Kugeln im metrischen
Raum. Damit verallgemeinert sich auch das Konzept der Berührpunkts und des
Abschlusses.

Übung 1.3 Beweisen Sie Lemma 1.18 für topologische Räume. ♦

Und jetzt zeigt sich in sehr allgemeinem Kontext, daß der Abschluss immer
abgeschlossen ist11.

Lemma 1.30 (Abschluss topologisch). Der Abschluss Y einer Teilmenge Y ⊆ X eines
topologischen Raums ist abgeschlossen.

10Wir unterscheiden jetzt also zwischen offenen Mengen, die uns die Topologie liefert und
offenen Teilmengen, die für jeden Punkt nochmals eine offene Menge enthalten, die ihrerseits
wieder den Punkt enthält. Das ist zwar etwas aufwendiger, vermeidet aber Mehrdeutigkeiten.

11Sonst wäre der Name ja wohl auch ausgesprochen bescheuert gewählt.
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Beweis: Wir zeigen, daß das Komplement des Abschlusses offen ist. Dazu sei
x ∈ X \ Y ein Punkt, der nicht zum Abschluss gehört12 und T eine offene Menge
aus der Topologie mit x ∈ T . Dann gilt13

T ∩ Y , ∅ ⇒ T ∩ Y , ∅. (1.9)

denn jedes y ∈ T ∩ Y mit y < Y, wäre immer noch ein Kontaktpunkt an Y. Für
eine beliebige Umgebung T ′ ∈ T von y gehört14 T ∩ T ′ ⊂ T ebenfalls zu T
und enthält y und damit, nach der Definition eines Kontaktpunktes auch einen
Punkt y ′ ∈ Y. Also ist

∅ , Y ∩ (T ∩ T ′) ⊆ Y ∩ T,

was impliziert, daß x ein Kontaktpunkt von Y ist, also x ∈ Y. Das ist aber ein
Widerspruch zur Annahme und damit ist (1.9) bewiesen.

Da x immer noch kein Kontaktpunkt ist, gibt es aber mindestens ein T ∈ T

mit x ∈ T und T ∩ Y = ∅ und wegen (1.9)15 ist auch T ∩ Y = ∅ und damit ist X \ Y

tatsächlich offen. �

Übung 1.4 Geben Sie einen direkten Beweis der entsprechenden Aussage in
Lemma 1.18, natürlich unter Verwendung der Beweisidee von Lemma 1.30. ♦

Definition 1.31 (Inneres). Ein Punkt y ∈ Y ⊆ X heißt innerer Punkt von Y, wenn
es eine UmgebungU und eine offene Menge T ∈ T mit y ∈ T ⊆ U von X gibt, so
daß U ⊆ Y erfüllt ist. Die Menge aller inneren Punkte nennt man Inneres von Y
und schreibt Y◦.

Das Innere einer Menge ist trivialerweise16 offen und es gilt die folgende nette
Identität.

Lemma 1.32 (Rand). Für Y ⊆ X gilt

∂Y = Y \ Y◦. (1.10)

Beweis: Da Y = Y ∪ ∂Y nach Lemma 1.18, ist natürlich ∂Y ⊆ Y. Ist nun y ∈ Y
ein Randpunkt, dann gilt per definitionem für alle Umgebungen U von y, daß
U ∩ (X \ Y) , ∅ ist, es gibt also keine Umgebung von y, die ganz in Y liegt,
also gehört y nicht zu Y◦. Mit anderen Worten: ∂Y ⊆ Y \ Y◦. Sei umgekehrt
y ∈ Y \ Y◦ und U eine Umgebung von y. Da y kein innerer Punkt von Y ist, gilt
U ∩ (X \ Y) , ∅ und da y ∈ U ∩ Y ist, hat U mit Y und seinem Komplement
nichtleeren Schnitt. Da das für alle Umgebungen gilt, ist y ∈ ∂Y, also ∂Y ⊇ Y \Y◦.
�

12Und damit insbesondere kein Kontaktpunkt ist.
13Die Umkehrung hiervon ist trivialerweise auch richtig da Y ⊆ Y, nutzt uns aber nichts.
14Hier nutzen wir das Axiom aus, daß T unter Schnittbildung abgeschlossen ist!
15Rückwärts gelesen, wir verwenden die formale Negierung der Aussage.
16Um jeden inneren Punkt gibt es eine Umgebung . . .
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1.4 Folgen, Konvergenz und Stetigkeit
Als nächstes können wir unsere Begrifflichkeiten aus dem letzten Semester für
die neue Terminologie umformulieren. Konvergenz ist nämlich eine topologische
Eigenschaft.

Definition 1.33 (Konvergenz). Eine Folge a = (an : n ∈ N) heißt konvergent
mit Grenzwert a∗ ∈ X, wenn es zu jeder Umgebung U von a∗ ein n0 ≥ 0 gibt, so
daß an ∈ U, n ≥ n0.

Ein Punkt a∗ heißt Häufungspunkt der Folge a, wenn jede Umgebung U
von a∗ die Eigenschaft

#{n : an ∈ U} =∞
hat.

Bemerkung 1.34 (Grenzwert & Häufungspunkt).

1. Man kann Grenzwert und Häufungspunkt auch anders beschreiben: In
jeder Umgebung eines Grenzwerts liegen fast alle Folgenglieder, das heißt,
alle bis auf endlich viele, in jeder Umgebung eines Häufungspunkts immer
noch unendlich viele.

2. Jeder Grenzwert ist auch Häufungspunkt, die Umkehrung gilt nicht.

3. Klassische Beispiele sind Folgen wie (−1)n oder auch Folgen wie

1,
1

2
, 1,
1

2
,
1

3
, 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .

die sogar abzählbar viele Häufungspunkte hat, die sich ihrerseits wieder
an 0 häufen.

Kovergenz und Grenzwerte haben sehr viel mit Abgeschlossenheit zu tun.

Satz 1.35. Eine TeilmengeY eines topologischen RaumsX ist genau dann abgeschlossen,
wenn für alle in X konvergenten Folgen17 a ⊂ Y der Grenzwert a∗ ebenfalls zu Y gehört.

Beweis: Angenommen, Y wäre abgeschlossen und a∗ ∈ X \ Y, dann gibt es, da
diese Menge offen ist, eine Umgebung T ∈ T von a∗ mit T ∩ Y = ∅, also an < T ,
n ∈N, was einen Widerspruch zur Definition der Konvergenz darstellt.

Ist umgekehrt a∗ Grenzwert einer Folge a, dann liegen für jede Umgebung
T ∈ T von a∗ sogar unendlich viele Folgenglieder in T , also T ∩ Y , ∅. Damit ist
a∗ ein Kontaktpunkt von Y, also a∗ ∈ Y, somit Y = Y und nach Lemma 1.30 ist
Y abgeschlossen. �

In beliebigen Topologien kann das mit der Konvergenz und den Grenzwerten
auch ein wenig ausarten.

Beispiel 1.36. In der indiskreten Topologie T = {∅, X} ist jeder Punkt x ∈ X
Grenzwert jeder Folge a: Jeder Punkt hat nur eine Umgebung18, nämlich U = X
und in dieser Umgebung liegen sogar alle Glieder jeder Folge.

17Die Notation ”a ⊂ Y“ steht für an ∈ Y, n ∈N.
18
∅ ist keine Umgebung, da wir ja immer x ∈ U fordern.
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Natürlich ist die indiskrete Topologie ein extremes Beispiel einer Topologie und
schon ein wenig akademisch, aber es gibt eine Vielzahl von interessanten Topo-
logien mit sehr überraschenden Eigenschaften, siehe [30]. Nur ist für sowas in
einer Analysis–Vorlesung nicht wirklich Platz. Unter gewissen Voraussetzungen
sind Grenzwerte aber wieder ”brav“.

Satz 1.37 (Grenzwerte). In einem Hausdorff–Raum sind die Grenzwerte von Folgen
eindeutig.

Beweis: Seien x, x ′ Grenzwerte der Folge a, dann gibt es Umgebungen U,U ′

von x bzw. x ′, so daß U ∩U ′ = ∅. Da beide Grenzwerte sind, gibt es n0 und n ′
0
,

so daß an ∈ U, n ≥ n0, und an ∈ U ′, n ≥ n ′0, also

an ∈ U ∩U
′ = ∅, n ≥ max{n0, n ′0},

was ein Widerspruch ist. �

Bemerkung 1.38. Wenn X ein metrischer Raum ist, dann gibt es mit Folgen und
Konvergenz also keine Probleme, denn metrische Räume sind nach Satz 1.27 ja
immer auch Hausdorff–Räume. Deswegen beschränkt man sich in der Analysis
oft auf metrische Räume, siehe z.B. [27].

Definition 1.39 (Stetigkeit). Eine Funktion f : X → X ′ zwischen topologischen
Räumen X,X ′ heißt stetig, wenn für jede konvergente Folge xn → x∗ in X auch

lim
n→∞ f(xn) = f(x∗) (1.11)

gilt.

Definition 1.40. Sei f : X→ X ′ eine Abbildung zwischen topologischen Räumen.
Das Urbild einer Teilmenge Y ′ ⊆ X ′ von X ′ ist

X ⊇ f−1(Y ′) := {x ∈ X : f(x) ∈ Y ′}. (1.12)

Satz 1.41 (Stetigkeit). Eine Funktion f : X → X ′ ist genau dann stetig, wenn die
Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen sind.

Beweis: ”⇒“: Sei f stetig und Y ′ ⊂ X ′ abgeschlossen mit Urbild19 Y, also
Y ′ = f(Y). Sei nun yn ∈ Y eine in X konvergente Folge mit Grenzwert y, dann ist
y ′n := f(yn) eine Folge in Y ′, deren Grenzwert

y ′ = lim
n→∞y ′n = lim

n→∞ f(yn) = f(y)
zu Y ′ gehört, da Y ′ nach Voraussetzung abgeschlossen ist. Damit ist dann aber
auch y ∈ f−1(Y ′) = Y, so daß Y ebenfalls abgeschlossen ist.

”⇐“: Sei xn ∈ X eine konvergente Folge mit Grenzwert x∗ und U ′ eine
beliebige offene Umgebung20 von f(x∗). Dann ist X ′ \ U ′ abgeschlossen und

19Es kann durchaus passieren, daß f−1(Y ′) = ∅ ist, aber die leere Menge ist ja immer offen
und abgeschlossen und dann ist überhaupt nichts zu tun.

20Beispielsweise eine der offenen Mengen aus der Topologie.
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damit, nach Voraussetzung auch f−1(X ′ \ U ′). Da x∗ < f−1(X ′ \ U ′) gehört x∗ zu
der offenen Menge X \ f−1(X ′ \ U ′), und gibt es eine Umgebung U von x∗ mit
U ∩ f−1(X ′ \ U ′) = ∅. Damit ist dann aber f(U) ⊆ U ′ es gibt ein n0 ∈ N mit
xn ∈ U, n ≥ n0, also f(xn) ∈ U ′. Anders gesagt: Zu jeder UmgebungU ′ von f(x∗)
gibt es ein n0 ∈ N, so daß f(xn) ∈ U ′ für alle n ≥ n0, was nach Definition 1.33
nichts anderes heisst als

lim
n→∞ f(xn) = f(x∗).

Und das ist nun wieder gerade die Stetigkeit von f. �

Korollar 1.42 (Stetigkeit). Eine Funktion f : X→ X ′ ist genau dann stetig, wenn die
Urbilder offener Mengen offen sind.

Beweis: Eine Folgerung aus Satz 1.41 und der Komplementarität offener und
abgeschlossener Mengen. Ist Y ′ ⊆ X ′ offen, dann ist X ′ \ Y ′ abgeschlossen und
damit auch f−1(X ′ \ Y ′), weswegen X \ f−1(X ′ \ Y ′) wieder offen ist. Nun gilt
aber für x ∈ X entweder f(x) ∈ Y ′ oder f(x) ∈ X ′ \ Y ′ und damit ist f−1(Y ′) =
X \ f−1(X ′ \ Y ′) und daher offen. �

1.5 Metrik, Cauchy, Vollständigkeit

Nach so viel Allgemeinheit21 werden wir wieder ein wenig konkreter und ziehen
uns auf metrische Räume zurück. In diesem Kontext kann man wieder das
Konzept der Cauchy–Folge wiederholen.

Definition 1.43 (Cauchy–Folge). Eine Folge a = (an : n ∈ N) in einem metri-
schen Raum X heißt Cauchy–Folge, wenn es zu jedem ε > 0 einen Index n0 ∈N
gibt, so daß

d(am, an) < ε, m,n ≥ n0. (1.13)

Übung 1.5 Zeigen Sie: Jede konvergente Folge ist eine Cauchy–Folge. Hinweis:

”Übersetzen“ Sie den Beweis aus Teil I der Vorlesung, [26]. ♦

Definition 1.44 (Vollständigkeit). Ein metrischer Raum X heißt vollständig,
wenn jede Cauchy–Folge einen Grenzwert hat. Die (metrische) Vervollständigung
eines metrischen Raumes besteht aus der Menge aller Cauchy–Folgen in diesem
metrischen Raum mit der Äquivalenzklassenbildung bezüglich

a ∼ a ′ ⇔ lim
n→∞d(an, a ′n) = 0.

Bemerkung 1.45 (Vervollständigung). Man kann zeigen, siehe [17], daß die Ver-
vollständigung im wesentlichen eindeutig ist und daß X in seine Vervöllständi-
gung isometrisch eingebettet ist, d.h. die Metrik der Vervollständigung ist eine
Erweiterung der Metrik von X.

21Na gut, so wirklich allgemein war das noch nicht, man kann eine ganze Vorlesung über
mengenwertige Topologie halten und dann immer noch algebraische Topologie draufsetzen.
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Bemerkung 1.46. Es ist wichtig, sich an dieser Stelle nochmals den Unterschied
zwischen vollständig und abgeschlossen klarzumachen, denn beides hat ja et-
was mit Grenzwerten zu tun, die irgendwo dazugehören. Abgeschlossenheit
einer Teilmenge bedeutet, daß ein Grenzwert, der im ”übergeordneten“ metri-
schen Raum existieren muss, in einer Teilmenge liegt, wenn alle Folgenglieder
in dieser Teilmenge liegen, Vollständigkeit hingegen, daß jede ”brave“ Folge in
diesem metrischen Raum auch einen Grenzwert hat.

Definition 1.47. Eine Teilmenge Y ⊂ X eines topologischen Raums X ist dicht
in X, wenn Y = X, d.h., wenn es in jeder Umgebung jedes x ∈ X auch ein y ∈ Y
gibt.

Beispiel 1.48 (Dichte Teilmengen).

1. Q ist dicht in R. Das ist ein allgemeineres Prinzip: Jeder metrische Raum
ist dicht in seiner Vervollständigung.

2. Die invertierbaren Matrizen sind sogar offen und dicht in der Menge
aller quadratischen Matrizen22. IstA eine beliebige Matrix, dann istA+ εI
für hinreichend kleines ε > 0 invertierbar. Offen bedeutet, daß für jede
invertierbare MatrixA und ‖B−A‖ < ε auch B invertierbar ist. Offene und
dichte Teilmengen sind also ”praktisch alles“.

3. Die Polynome sind dicht in C[0, 1] bezüglich der Norm

‖f‖∞ := max
x∈[0,1]

|f(x)|.

In einem metrischen Raum kann man Vollständigkeit noch sehr schön auf eine
andere Weise beschreiben. Dazu bemerken wir, daß sich direkt aus den Axiomen
die Folgerung

x =
⋂
ε>0

B<ε(x) =
⋂
ε>0

B≤ε(x), x ∈ X, (1.14)

ziehen lässt: Jeder Punkt ist genau der Durchschnitt aller ihn umgebenden Ku-
geln, wobei es egal ist, ob diese Kugeln offen oder abgeschlossen sind.

Satz 1.49 (Vollständigkeit). Ein metrischer RaumX ist genau dann vollständig, wenn
jede Folge

B≤ε1(x1) ⊃ B≤ε2(x2) ⊃ · · · , ε1 > ε2 > · · · > 0, lim
n→∞ εn = 0, (1.15)

von ineinander verschachtelten abgeschlossenen Kugeln die Eigenschaft

∞⋂
j=1

B≤εj(xj) , ∅ (1.16)

hat.

22Als Abstandsbegriff kann man beispielsweise die Frobeniusnorm ‖A‖F :=
(∑

a2
jk

)1/2
ver-

wenden, die die Matrix als Vektor auffasst und dessen euklidische Norm bestimmt.
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Beweis: ”⇒“: Wir betrachten die Folge xn, n ∈ N, der Zentren, die wegen der
Verschachtelung automatisch die Eigenschaft xm ∈ B<εn(xn), m ≥ n, hat. Da
εn → 0 gibt es daher zu jedem ε > 0 einen Index n0, so daß

d(xn, xm) < εn < ε, m ≥ n ≥ n0,

die Folge der xn ist also eine Cauchy–Folge und hat damit einen Grenzwert x∗,
der für jedes n in B≤εn(xn) liegen muss. Also gilt

∞⋂
n=1

B≤εn(xn) ⊇ {x∗} , ∅.

”⇐“: Für eine Cauchy–Folge x = (xn : n ∈N) in Xwählen wir zu k ∈N Indizes
n(k) < n(k + 1) ∈ N so, daß d(xn(k), xm) < 2−k−1 für alle m ≥ n(k) ist23. Mit
Bk := B<21−k(xn(k)) bezeichnen wir die Kugel mit Radius 2/2k = 21−k um xn(k).
Für beliebige k < k ′ und y ∈ Bk ′ gilt nun24

d(xn(k), y) ≤

k ′−1∑
j=k

d(xn(j), xn(j+1))︸              ︷︷              ︸
≤2−j−1

+d(xn(k ′), y)︸         ︷︷         ︸
<21−k

′
≤2−k

< 2−k−1
k ′−k−1∑
j=0

2−j︸       ︷︷       ︸
≤2

+2−k ≤ 2−k + 2−k ≤ 21−k

das heißt, Bk ⊃ Bk ′ , k < k ′. Der nach Voraussetzung nichtleere Schnitt

∞⋂
k=1

Bk ⊇ {x∗},

besteht aus Grenzwerten der Folge x, da fürm ≥ n(k)

d(x∗, xm) ≤ d(x
∗, xn(k))︸         ︷︷         ︸
<21−k

+d(xn(k), xm)︸          ︷︷          ︸
≤2−k−1

<
5

2k+1
→ 0

gilt und somit so daß fast alle Folgenglieder in jeder beliebig kleinen Umgebung
um x∗ liegen und die Folge damit konvergiert. �

Zum Abschluss sehen wir uns noch eine wichtige Eigenschaft in metrischen
Räumen an, die man zwar an dieser Stelle nicht unbedingt braucht, die aber
dennoch interessant ist.

Definition 1.50 (Kontraktion). Eine Abbildung f : X→ X von einem metrischen
Raum in sich selbst heißt Kontraktion, wenn es eine Kontraktionskonstante
0 ≤ ρ < 1 gibt, so daß

d (f(x), f(x ′)) ≤ ρd(x, x ′), x, x ′ ∈ X. (1.17)
23Daß das möglich ist, folgt aus der Tatsache, daß x eine Cauchy–Folge ist.
24Wieder mal nur die gute alte Dreiecksungleichung.
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Satz 1.51 (Banachscher Fixpunktsatz). Jede Kontraktion f : X → X auf einem
vollständigen metrischen Raum X hat genau einen Fixpunkt x∗, d.h., genau einen
Punkt mit f(x∗) = x∗.

Beweis: Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien x∗, y∗ zwei verschiedene Fix-
punkte, dann gilt

0 < d(x∗, y∗) = d (f(x∗), f(y∗)) ≤ ρd(x∗, y∗),

was zum Widerspruch ρ ≥ 1 führt. Für die Existenz wählen wir irgendein x0 ∈ X
und bilden die Folge xn := f(xn−1), n ∈N. Dann ist

d(xn+1, xn) = d (f(xn), f(xn−1)) ≤ ρd (xn, xn−1) ≤ ρ
2 d (xn−1, xn−2)

= · · · = ρn d(x1, x0),

und, nach der Dreiecksungleichung

d(xn+m, xn) ≤ d(xn+m, xn+m−1) + d(xn+m−1, xn+m−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

≤

(
ρn+m−1 + ρn+m−2 + · · ·+ ρn

)
d(x1, x0) = d(x1, x0) ρ

n

m−1∑
j=0

ρj

≤ d(x1, x0) ρ
n

∞∑
j=0

ρj =
ρn

1− ρ
d(x1, x0).

Damit ist die Folge der xn eine Cauchy–Folge und da X vollständig ist, hat sie
einen Grenzwert x∗. Für diesen gilt nun für jedes n

d(x∗, f(x∗)) ≤ d(x∗, xn+1) + d(f(x
∗), xn+1︸︷︷︸

=f(xn)

) ≤ d(x∗, xn+1) + ρd(x
∗, xn)︸                          ︷︷                          ︸→0

,

und da die rechte Seite der Ungleichung für wachsendesn beliebig klein werden
kann, die linke Seite aber unabhängig von n ist, folgt, daß d(x∗, f(x∗)) = 0, also
x∗ = f(x∗). �

1.6 Kompakte Mengen
Wir kehren nun noch einmal zur Topologie zurück, um einen weiteren zentralen
Begriff einzuführen.

Definition 1.52 (Kompaktheit).

1. Eine TeilmengeY ⊆ X eines topologischen RaumesXheißt überdeckungskompakt,
wenn es für jede Überdeckung

Y ⊆
⋃
U∈U

U

von Y mit offenen Mengen U eine endliche Teilüberdeckung U1, . . . , Un ∈
U gibt, so daß

Y ⊆ U1 ∪ · · · ∪Un.
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2. Eine Menge Y ⊆ X heißt folgenkompakt, wenn jede Folge in Y eine kon-
vergente Teilfolge enthält.

In beliebigen topologischen Räumen müssen Folgenkompaktheit und Überde-
ckungskompaktheit nicht dasselbe sein; ein Beispiel ist der unendliche Pro-
duktraum II mit der Produkttopologie, der überdeckungskompakt, aber nicht
folgenkompakt ist, siehe [30]. Das zu beweisen25 fällt dann aber doch etwas aus
dem Rahmen. Unser nächstes Ziel ist es, zu zeigen, daß in metrischen Räum-
en beide Konzepte äquivalent sind und wir daher einfach nur von kompakt
sprechen können.

Satz 1.53 (Kompaktheit). Eine Teilmenge eines metrischen Raums ist genau dann
überdeckungskompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Für den Beweis brauchen wir ein bisschen Terminologie.

Definition 1.54 (Netze & Topologie). In einem metrischen Raum X definieren
wir die folgenden Begriffe:

1. Eine TeilmengeA ⊆ Y heißt ε–Netz für Y, falls es zu jedem y ∈ Y ein a ∈ A
mit y ∈ B<ε(a) gibt.

2. Y heißt total beschränkt, wenn es für jedes ε > 0 ein endliches ε–Netz für
Y gibt.

3. Y heißt beschränkt, wenn es eine Konstante M gibt, so daß d(y, y ′) < M
ist. Die Größe

d(Y) := sup
y,y ′∈Y

d(y, y ′) (1.18)

bezeichnet man als Durchmesser von Y, die Größe

r(Y) := inf
y∈Y

sup
y ′∈Y

d(y, y ′) (1.19)

als Radius von Y.

Übung 1.6 Zeigen Sie: Bei Kugeln B gilt d(Y) = 2r(Y). Gibt es auch nichtleere
Mengen, bei denen d(Y) = r(Y) gilt? ♦

Jede total beschränkte Menge ist beschränkt: Wir wählen einfach ein ε > 0 und
dazu ein endliches ε–Netz, sagen wir mit N Elementen. Sind nun y, y ′ ∈ Y
beliebig, dann können wir das Netz so umnumerieren, daß y ∈ B<ε(a1) und
y ′ ∈ B<ε(aN), also ist

d(y, y ′) ≤ d(y, a1) + d(a1, aN) + d(y
′, aN) < 2ε+ max

a,a ′∈A
d(a, a ′) = d(A) + 2ε.

Wegen der Endlichkeit des Netzes ist dann d(A) < ∞ und damit auch d(Y) ≤
d(A) + 2ε <∞. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.

25Für die Kompaktheit von beliebigen Produkträumen benötigt man beispielsweise den Satz
von Tychonov, siehe [33].
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Beispiel 1.55. Dazu betrachtet man den unendlichdimensionalen Folgenraum

`1 = {x = (xj : j ∈N) : xj ∈ R, ‖x‖1 <∞}

mit der Norm

‖x‖1 =

∞∑
j=1

|xj|.

Die Einheitskugel B1(0) = {x ∈ `1 : ‖x‖ ≤ 1} ist beschränkt, da

‖x− x ′‖1 ≤ ‖x‖1 + ‖x
′
‖1 ≤ 2,

aber die Einheitsfolgen26 ej mit

(ej)k = δjk =

{
1, j = k,
0, j , k,

haben Abstand ‖ej − ek‖1 = 2, so daß es keine endlichen Netze für ε < 1 geben
kann, denn jeder von denen sollte schon in mindestens einer Kugel B<ε(a) um
ein a ∈ A liegen, oder, umgekehrt, in jeder ε–Kugel um jedes ej mindestens ein
Element von a. Und da für ε ≤ 1 die unendlich vielen Kugeln B<ε(ej) disjunkt
sind, braucht man auch mindestens unendlich viele Elemente von A.

Totale Beschränktheit erlaubt eine sehr schöne Beschreibung folgenkompakter
Mengen.

Satz 1.56. Eine abgeschlossene Menge Y ⊂ X in einem vollständigen metrischen Raum
ist genau dann folgenkompakt, wenn sie total beschränkt ist.

Beweis: ”⇒“: Sei Y folgenkompakt und nehmen wir an, es gebe ein ε > 0 für
das kein endliches ε–Netz existiert. Ausserdem wählen wir irgendein y1 ∈ Y. Da
es kein endliches ε–Netz gibt, gibt es y2 ∈ Y mit d(y1, y2) ≥ ε, dann auch y3 mit
d(y1, y3) ≥ ε und d(y2, y3) ≥ ε und somit eine ganze Folge yj mit d(yj, yk) ≥ ε,
j , k. Das ist aber ein Widerspruch zur Existenz einer konvergenten Teilfolge
mit Limes y∗ da es da ja für jedes η > 0 Indizes j, k geben müsste, die

ε ≤ d(yj, yk) ≤ d(y
∗, yj)︸      ︷︷      ︸
<η

+d(y∗, yk)︸      ︷︷      ︸
<η

< 2η

erfüllen müssten, was für η < ε/2 unmöglich wird.

”⇐“: Ist Y total beschränkt und y = (yn : n ∈ N) eine Folge in Y, dann gibt
es für jedes k ein endliches 1

k
–NetzAk ⊆ Y. DaA1 nur endlich viele Elemente hat,

gibt es ein a1 ∈ A1, so daß27

# (B<1(a1) ∩ {yn : n ∈N}) =∞,
26Die interessieren ansonsten nur einmal im Jahr am 3. Oktober.
27Der Kombinatoriker nennt das Schubfachprinzip und wendet es gerne exzessiv an.
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es liegen also unendlich viele Folgenglieder in der Kugel B<1(a1). Diese Teilfolge
nennen wir y1 und finden mit genau diesem Argument a2 ∈ A2 und eine unend-
liche Teilfolge y2, so daß y2n ∈ B<1/2(a2) und generell eine unendliche Teilfolge
yk mit

yk ∈ B 1
j
(aj), j = 1, . . . , k.

Nun bilden wir die Diagonalfolge y ′ := (ynn : n ∈ N), die per Konstruktion die
Eigenschaft

d(y ′n, y
′

m) ≤
2

n
, n ≤ m,

hat, also eine Cauchy–Folge ist und wegen der angenommenen Vollständigkeit
von X konvergieren muss und wegen der Abgeschlossenheit von Y auch zu Y
gehört. �

Proposition 1.57. Jede überdeckungskompakte Teilmenge Y ⊂ X eines metrischen
Raums ist abgeschlossen und beschränkt.

Die Umkehrung von Proposition 1.57 gilt nicht, wie uns Beispiel 1.55 zeigt,
denn die Einheitskugel dort ist abgeschlossen und beschränkt, aber eben nicht
kompakt.
Beweis: Eine überdeckungskompakte Teilmenge ist immer sogar total be-
schränkt: Für beliebiges ε > 0 ist

Y ⊆
⋃
x∈Y

B<ε(x)

eine triviale Überdeckung vonY durch ein ε–Netz. Da wegen der Überdeckungs-
kompaktheit eine endliche Teilmenge genügt, ist Y total beschränkt.

Für die Abgeschlossenheit betrachten zu x ∈ X \ Y die offenen Mengen

Un :=

{
y ∈ Y : d(x, y) >

1

n

}
, n ∈N, ⇒ ∞⋃

n=1

Un ⊇ Y,

so daß U = {Un : n ∈ N} eine offene Überdeckung von Y ist. Wegen der Kom-
paktheit reicht davon eine endliche Teilüberdeckung, sagen wir28 U1, . . . , UN, so
daß d(x, y) > 1

N
und für jedes ε > 1

N
ist somit B<ε(x)∩ Y = ∅. Also ist X \ Y offen

und damit Y abgeschlossen. �

Beweis von Satz 1.53: ”⇒“: Sei Y überdeckungskompakt und damit nach Pro-
position 1.57 auch abgeschlossen und beschränkt. Wir werden zeigen, daß Y
vollständig und total beschränkt ist, den Rest erledigt dann Satz 1.56. Für ε > 0
verwenden wir die Überdeckungskompaktheit der (trivialen) Überdeckung

Y ⊆
⋃
y∈Y

B<ε(y) ⇒ Y ⊆

N⋃
j=1

B<ε(yj),

28Wir wählen N als größten von diesen endlich vielen Indizes und vergrößern die Überde-
ckung nur. Aber eigentlich auch nicht wirklich.
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deren Zentren yj ein endliches ε–Netz für Y bilden, weswegen Y auch schon
total beschränkt ist. Wäre Y nicht vollständig, dann gäbe es nach Satz 1.49 eine
verschachtelte Folge Bk von nichtleeren, abgeschlossenen Kugeln mit leerem
Schnitt, deren Komplemente X \ Bk dann aber eine offene Überdeckung von
Y wären. Dann gäbe es aber wegen der Überdeckungskompaktheit von Y eine
endliche Teilmenge der X \ Bk, die bereits Y überdeckt und damit hätten bereits
endlich viele der Bk leeren Schnitt, es gäbe also ein k0 so daß Bk = ∅, k ≥ k0. Und
das wäre ein Widerspruch.

”⇐“: Sei Y folgenkompakt und U eine offene Überdeckung von Y. Nach
Satz 1.56 ist Y total beschränkt29 und es gibt zu jedem n ∈ N ein endliches
1
n

–Netz An, für das
Y ⊆

⋃
a∈An

B< 1n
(a) (1.20)

erfüllt ist30. Wäre nun Y nicht überdeckungskompakt, dann gibt es immer min-
destens ein a ∈ An, für das B< 1n (a) nicht mit endlich vielen Elementen von U
überdeckt werden kann, und das wiran nennen. Da Y folgenkompakt ist, enthält
an per Definitionem eine konvergente Teilfolge an(k) → a∗ ∈ Y. Sei U∗ ∈ U ein
Element der Überdeckung mit a∗ ∈ U∗, dann gibt es ein ε > 0, so daß auch
B<ε(a

∗) ⊆ U∗. Wählen wir aber nun k so, daß n(k) > 2/ε and d(a∗, an(k)) < ε/2,
dann ist

d

(
a∗, B< 1

n(k)
(an(k))

)
:= sup

{
d(a∗, y) : y ∈ B< 1

n(k)
(an(k))

}
≤ d(a∗, an(k))︸          ︷︷          ︸

< ε2

+ sup
{
d(an(k), y) : y ∈ B< 1

n(k)
(an(k))

}
︸                                            ︷︷                                            ︸

≤
1

n(k)
< ε2

< ε,

das heißt,
B< 1

n(k)
(an(k)) ⊆ B<ε(a

∗) ⊆ U∗,

so daß diese Kugel sogar mit einem einzigen Element von U überdeckt wer-
den kann, was unserem Konstruktionsprinzip widerspricht, daß keine endliche
Teilmenge von U für eine Überdeckung ausreichen würde. �

Zugegeben, das war jetzt ein bisschen länglich und aufwendig, aber dafür haben
wir jetzt auch eine Menge über kompakte Mengen und Räume gelernt und
können Kompaktheit nun wie folgt definieren.

Definition 1.58 (Kompaktheit). Eine Teilmenge Y ⊆ X eines metrischen Raums
X heißt kompakt, wenn sie überdeckungskompakt oder folgenkompakt ist31.

Korollar 1.59. Jede kompakte Teilmenge Y eines metrischen Raums X ist abgeschlossen
und beschränkt.

29Für diese Richtung des Beweises haben wir Vollständigkeit nicht benötigt.
30Bestimmte endliche Überdeckungen gibt es immer, nämlich die in (1.20). Wir müssen aber

zeigen, daß jede offene Überdeckung, also insbesondere U , eine offene Teilüberdeckung enthält.
Das nur zur Erinnerung.

31Ist ja, wie wir jetzt wissen, dasselbe.
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Proposition 1.60. Jede abgeschlossene Teilmenge Y ′ ⊆ Y einer kompakten Teilmenge
Y ⊆ X eines metrischen Raums X ist kompakt.

Beweis: Sei U ′ eine offene Überdeckung von Y ′. Dann ist32

(X \ Y ′) ∪
⋃
U ′∈U ′

U ′

eine offene Überdeckung von X und damit auch von Y. Wegen der Kompaktheit
von Y reicht davon eine endliche Teilüberdeckung

Y ⊆ (X \ Y ′) ∪U ′1 ∪ · · · ∪U
′

N,

und damit ist U ′
1
, . . . , U ′

N
eine endliche Überdeckung von Y ′. �

Satz 1.61 (Kompakta & Stetigkeit). Ist Y ⊆ X kompakt und f : X→ X ′ stetig, dann
ist auch Y ′ := f(Y) ⊆ X ′ kompakt.

Beweis: Für eine offene Überdeckung U ′ von Y ′ ist U := {f−1(U ′) : U ′ ∈ U ′}

nach Korollar 1.42 eine offene Überdeckung von Y, die eine endliche Teilüber-
deckung U1, . . . , UN von Y enthalten muss. Die spielen wir wieder zurück und
erhalten die endliche Überdeckung U ′

j
:= f(Uj), j = 1, . . . ,N, von Y ′ = f(Y):

Y ′ ⊆ f

 N⋃
j=1

f−1(U ′j )

 = N⋃
j=1

f
(
f−1(U ′j )

)
=

N⋃
j=1

U ′j ,

um es dann auch explizit hinzuschreiben. �

Bemerkung 1.62. Anders ausgedrückt besagt Satz 1.61: Bilder kompakter Mengen
unter stetigen Funktionen sind kompakt.

Definition 1.63 (Gleichmäßige Stetigkeit). Eine Funktion f : X → X ′ zwischen
zwei metrischen Räumen heißt gleichmäßig stetig, wenn es zu jedem ε > 0 ein
δ > 0 gibt, so daß

d(x, x ′) < δ ⇒ d (f(x), f(x ′)) < ε. (1.21)

Gleichmäßige Stetigkeit ist ein metrischer, kein topologischer Begriff, im Gegensatz
zur Stetigkeit.

Satz 1.64 (Kompakta & gleichmäßige Stetigkeit). Ist f : X→ X ′ stetig und Y ⊆ X
kompakt, dann ist f auf Y gleichmäßig stetig.

Beweis: Zu ε > 0 und y ∈ Y ist A(y) := f−1 (B<ε(f(y))) eine offene Menge, die y
enthält, so daß es δ(y) > 0mit B<δ(y) ⊆ A(y). Da

U =
⋃
y∈Y

B< 12δ(y)
(y)

32Weil es fast nicht auffällt: Hier brauchen wir, daß Y ′ abgeschlossen ist, denn dann ist X \ Y ′

offen.
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eine offene Überdeckung des Kompaktums Y ist, gibt es eine endliche Teilüber-
deckung

Uj = B< 12δ(yj)(yj) =: B<δj(yj), j = 1, . . . ,N,

von Y. Mit δ := min{δj : j = 1, . . . ,N} und y, y ′ ∈ Y mit d(y, y ′) < δ gibt es dann
ein j, so daß y ∈ Uj ist und es gilt

d(yj, y
′) ≤ d(yj, y)︸     ︷︷     ︸

<δj

+d(y, y ′)︸     ︷︷     ︸
<δ≤δj

< 2δj = δ(yj)

sowie d(yj, y) < δj < δ(yj). Damit ist

d (f(y), f(y ′)) ≤ d (f(y), f(yj)) + d (f(yj), f(y
′)) < 2ε

nach der Definition von δ(y). �

1.7 Realismus

Nach so viel Abstraktion33 wollen wir wieder etwas konkreter werden und uns
die Begrifflichkeiten für den Spezialfall ansehen, daß ein endlichdimensionaler
normierter Raum vorliegt, den wir immer mit dem Rn identifizieren können.
Auf diesem verwenden wir die Standardnormen34

‖x‖1 :=

n∑
j=1

|xj|, ‖x‖2 :=

 n∑
j=1

x2j


1/2

, ‖x‖∞ := max
j=1,...,n

|xj|, (1.22)

die allesamte Spezial- bzw. Grenzfälle der p–Norm

‖x‖p :=

 n∑
j=1

|xj|
p


1/p

, 1 ≤ p <∞, (1.23)

sind, was sich im Fall n = 1 alles auf ‖x‖ = |x| reduziert. Wenn die konkrete
Norm keine Rolle spielt, schreiben wir auch im Rn einfach ‖x‖.

Übung 1.7 Zeigen Sie: B1 ⊂ B2 ⊂ B∞. Oder für Mutige: Bp ⊂ Bp ′ , p < p ′. ♦

Beginnen wir mit dem allereinfachsten Fall, nämlich mit R und ‖ · ‖ = | · |.
Dann sind die Kugeln

B<r(x) = {y ∈ R : |x− y| < r} = (x− r, x+ r) und B≤r(x) = [x− r, x+ r]

gerade die offenen und abgeschlossenen Intervalle der Länge 2rmit Mittelpunkt
x. Die offenen Mengen der Topologie sind dann alle endlichen Durchschnitte und
beliebige Vereinigungen der offenen Intervalle und alles, was man daraus wieder

33Nicht daß das in der Mathematik etwas schlechtes oder gar verwerfliches wäre . . .
34Es gibt Leute, die sagen, daß es auf dem Rn eigentlich nur diese drei Normen bzw. diese

drei Werte von p gibt, alles andere ist künstlich.
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Abbildung 1.1: Die Einheitskugeln Bp = {x : ‖x‖p ≤ 1} im R2 für p = 1

(grün), p = 2 (blau) und p =∞ (rot). Diese Kugeln sind wirklich ineinander
enthalten, sie Übung 1.7.

per Durchschnitt und Vereinigung bilden kann und so weiter. Alle einpunktigen
Mengen sind abgeschlossen, da ihr Komplement

R \ {x} = (−∞, x) ∪ (x,∞)

Vereinigung von offenen Mengen ist.

Übung 1.8 Zeigen Sie, daß für x ∈ R die Mengen (−∞, x) und (x,∞) offen sind.
♦

Beispiel 1.65. Die offenen Kugeln B<2−k
(
2k−3
2k

)
, k = 2, 3, . . . , also B< 14 (

1
4
), B< 18 (

5
8
),

B< 1
16
( 13
16
), . . . überdecken zusammen mit den offenen Kugeln (−∞, 0) und (1,∞)

gerade R \ {1 − 2−k : k ∈ N}. Damit ist die Menge {1 − 2−k : k ∈ N} ∪ {1}

abgeschlossen. Das können wir aber nicht direkt aus den Axiomen folgern35,
aber das Komplement ist ja als Vereinigung offener Mengen offen.

{1 − 2−k : k ∈ N} ∪ {1} ist auch kompakt, die ebenfalls beschränkte Menge
{1 − 2−k : k ∈ N} hingegen nicht, da beispielsweise die Kugeln B<2−k−3(1 −
2−k), k = 1, 2, . . . , eine offene Überdeckung dieser Menge bilden, von der keine
endliche Teilüberdeckung ausreicht. Eine beliebige offene Kugel um 1 herum

”schluckt“ andererseits fast alle Elemente der Menge und den Rest kann man
mit endlich vielen Kugeln überdecken.

Etwas spannender wird das im metrischen RaumX = [0, 1]mit dem kanonischen
Betrag. Hier sind die Kugeln

B<r(x) =


(x− r, x+ r), x− r ≥ 0, x+ r ≤ 1,
[0, x+ r), x− r < 0, x+ r ≤ 1,
(x− r, 1], x− r ≥ 0, x+ r > 1,
[0, 1], x− r < 0, x+ r > 1,

35Das geht nur für endliche Vereinigungen.
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der Schnitt der entsprechenden Kugeln in R mit [0, 1]. Insbesondere sind hier
jetzt alle Intervalle der Form [0, x) und (x, 1], x ∈ [0, 1] offen. X = [0, 1] ist ein
kompakter metrischer Raum, denn wir wissen ja aus Teil 1, daß der Raum
folgenkompakt und damit auch generell kompakt ist.

Beispiel 1.66. Q als Teilmenge von R oder als eigener topologischer Raum mit
der induzierten Metrik d(x, x ′) = |x− x ′| hat auch nette Eigenschaften:

1. Q◦ = (R \Q)◦ = ∅.

2. ∂Q = ∂(R \Q) = R.

3. Das Intervall [0, 1] ∩Q ist weder in R noch in Q kompakt: In R ist es nicht
abgeschlossen, Q ist nicht vollständig.

Kugeln im Rn sind dann

B<r(x) = {y : ‖x− y‖ < r}, B≤r(x) = {y : ‖x− y‖ ≤ r}.

Die Gegenstücke zu Intervallen sind, unabängig von der Norm, die Quader

[a, b] = [a1, b1] × · · · × [an, bn], a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ R
n.

(1.24)
Jede beschränkte Menge36 Ω ⊂ Rn lässt sich in einen Quader37 einpassen: Sei
x ∈ Ω ein beliebiger Punkt, dann ist ‖x−y‖ für alle y ∈ Ω beschränkt und damit
auch |xj − yj| ≤Mj, j = 1, . . . , n. Setzen wirM = (M1, . . . ,Mn), dann ist

Ω ⊆ [x−M,x+M].

Wir haben jetzt abgeschlossene Quader definiert, aber ganz analog kann man
natürlich auch offene oder halboffenen Quader einführen. Abgeschlossene Qua-
der spielen eine besondere Rolle.

Lemma 1.67 (Quader & Kompaktheit). ImRn sind abgeschlossene Quader kompakt.

Beweis: Wir zeigen Folgenkompaktheit. Dazu teilen wir den Quader [a, b]
mit Hilfe seines Mittelpunkts 1

2
(a + b) in 2n Teilquader der Form x + 1

2
[a, b],

xj ∈ {0, 1
2
(aj + bj)}. In mindestens einem der Teilquader finden sich unendlich

viele Folgenglieder, und diesen Quader nennen wir [a1, b1], wobei

b1j − a
1
j =

1

2
(b0j − a

0
j ) :=

1

2
(bj − aj), j = 1, . . . , n.

Nun unterteilen wir [a1, b1] wieder in 2n Teilquader finden einen Quader mit
unendlich vielen Folgengliedern und so weiter und erhalten so eine Folge [ak, bk]
von ineinander verschachtelten Teilquader mit Seitenlängen

bkj − a
k
j =

bj − aj

2k
, j = 1, . . . , n, k ∈N,

36Die Schreibweise ”Ω“ für Teilmengen des Rn ist gebräuchlich und hat sich eingebürgert.
37In der Computergrafik und Informatik spricht man hier gerne von der bounding Box.
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und wegen der Vollständigkeit von R, damit auch der von Rn liefert und das
Argument aus Satz 1.49, daß der Durchschnitt der Quader einen Punktx∗ enthält,
der Grenzwert der so konstruierten Teilfolge ist38. �

So einfach die Beobachtung ist, so schön sind die Folgerungen, die wir aus
Lemma 1.67 ziehen können.

Korollar 1.68. Eine Teilmenge desRn ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschränkt ist.

Beweis: Proposition 1.57 sagt, daß die Richtung ”⇒“ sogar ein einem allge-
meineren Kontext gilt. Für ”⇐“ sei Ω ⊂ Rn beschränkt, dann gibt es einen
abgeschlossenen Quader [a, b] ⊇ Ω und nach Proposition 1.60 ist Ω als abge-
schlossene Teilmenge39 eines Kompaktums auch kompakt. �

Korollar 1.69. Eine stetige Funktion f : X→ R nimmt auf einer kompakten Teilmenge
K ⊆ X ihr Minimum und Maximum an.

Beweis: Da f stetig ist, ist f(K) nach Satz 1.61 eine kompakte Teilmenge von
R und damit nach Korollar 1.68 abgeschlossen und beschränkt. Beschränkt be-
deutet, daß es einM ∈ R gibt, so daß

sup
x∈K

f(x) ≤M

ist und ist xn eine Folge mit f(x1) ≤ f(x2) ≤ · · · und f(xn) → supK f(x), dann
enthält diese Folge eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert

M ≥ y∗ = lim
k→∞ f(xn(k)) ≥ sup

x∈K

f(x)

erfüllt, also y∗ = maxK f(x). �

38Sollte das jemandem bekannt vorkommen: Das ist auch das Argument aus dem Satz von
Bolzano–Weierstraß aus Teil 1 der Vorlesung.

39DennΩwar ja als abgeschlossen und beschränkt vorausgesetzt.
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The simplicities of natural laws arise
through the complexities of the
languages we use for their expression.

E. Wigner

Kurven 2
In diesem Kapitel sehen wir uns kurz Kurven an, also Funktionen von einem
Intervall in den Rd, d ≥ 1.

2.1 Definition und einfache Eigenschaften
Definition 2.1 (Kurve). Eine Kurve f ist eine stetige Abbildung von einem
Intervall I in denRd, d ≥ 1. Manchmal nennt man f auch eine Parametrisierung
der Kurve und bezeichnet den Graph f(I) ⊂ Rd als Kurve.

Eine Kurve lässt sich als Vektor40 f = (fj : j = 1, . . . , d) schreiben, die fj bezeich-
net man als Komponentenfunktionen.

Beispiel 2.2. Eine polynomiale Kurve ist eine Kurve, bei der jede Komponen-
tenfunktion ein Polynom, sagen wir vom Grad41 n ist. Damit ist

f(x) =


f1(x)
...

fd(x)

 =


n∑
k=0

a1kx
k

...
n∑
k=0

adkx
k


=

n∑
k=0


a1k
...

adk

 xk =
n∑
k=0

akx
k,

ein Vektor aus Polynomen und ein Polynom mit Vektoren als Koeffizienten sind
also dasselbe. Dies nutzt am im CAGD42 auch kräftig aus.

Definition 2.3. Eine Kurve heißt differenzierbar, wenn alle Komponentenfunk-
tionen differenzierbar sind. Die Tangente einer differenzierbaren Kurve ist

f ′ =
(
f ′j : j = 1, . . . , d

)
=


f ′
1
...

f ′
d

 (2.1)

40Eigentlich reicht Tupel, aber die Rechenoperationen des Vektorraums Rd nutzen wir hier
dankbar mit, also ist ”Vektor“ angemessen.

41Da es nur endlich viele Komponenten gibt, können wir immer den höchsten der auftretenden
Grade verwenden.

42Computer Aided Geometric Design
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Abbildung 2.1: Die Neilsche Parabel

f(x) =

(
x3

x2

)
, x ∈ [−1, 1],

ist eine einfache polynomiale Kurve mit einer sichtbaren Spitze und dort
alles andere als glatt im geometrischen Sinne..

Beispiel 2.4 (Differenzierbare Kurven). Offensichtlich ist jede polynomiale Kur-
ve differenzierbar, sogar unendlich oft. Differenzierbare Kurven können aber
Ecken haben, wie Abb. 2.1 deutlich zeigt, wo wir eine Spitze für x = 0 haben.

Sieht man genau hin, stellt man aber auch fest, daß f ′(0) =

(
0

0

)
ist, und daß

diese Stelle differentialgeometrisch ”böse“ ist.

Definition 2.5. x ∈ I heißt singulärer Punkt der Kurve f : I → Rd, wenn
f ′(x) = 0 ist. Die Kurve heißt regulär, wenn f ′(x) , 0, x ∈ I, ist.

Bemerkung 2.6 (Parametrisierung). Den Unterschied zwischen einer Kurve als
Bild und deren Parametrisierung kann man sich sehr einfach am Beispiel

f(x) =


xn

...

xn

 = xn

1
...

1

 , , x ∈ I = [0, 1],

deren Bild f(I) für jedes n ∈N die Verbindungsstrecke zwischen (0, . . . , 0) und
(1, . . . , 1) ist. Die Tangenten hingegen unterscheiden sich je nach n, die Bahn
wird also sozusagen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten abgefahren.

2.2 Bogenlänge
Als nächstes wollen wir uns mit der Länge einer Kurve beschäftigen, die, der
Einfachheit halber, auf einem kompakten Intervall I = [a, b] gegeben sein soll.
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Geometrisch ist die Idee einfach: Wir tasten die Kurve ab, indem wir die Werte
f(xj), j = 0, . . . ,N, mit a = x0 < x1 < · · · < xN = b verwenden und bestimmen
dann die Länge des dadurch gegebenen Streckenzugs, siehe Abb, 2.2, wobei

Abbildung 2.2: Grobe Abtastung des Halbkreises f(x) = (sin x, cos x), x ∈
[0, π].

sich die Länge des Streckenzugs als

Lf(x0, x1, . . . , xN) :=

N∑
k=1

∥∥∥f(xk) − f(xk−1)∥∥∥2 (2.2)

bestimmt. Diese Länge hängt natürlich von den gewählten Punkten xj ab, aber
intuitiv ist die Länge der Kurve der Grenzwert, der sich ergibt, wenn man die
Abtastung fein genug wählt. Funktionen, für die das gilt, haben einen eigenen
Namen.

Definition 2.7 (Rektifizierbarkeit). Eine Kurve f : I → Rd heißt rektifizierbar
mit Länge L, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, so daß für alle Abtastungen
a = x0 < · · · < xN = bmit |xj − xj−1| ≤ δ, j = 1, . . . ,N, die Abschätzung

|Lf(x0, x1, . . . , xN) − L| < ε

erfüllt ist. Die Länge einer rektifizierbaren Funktion bezeichnet man auch als
Bogenlänge.

Übung 2.1 Zeigen Sie: Für jede stetige Funktion f ist Lf(x0, . . . , xN) ≤ L. ♦

Für differenzierbare Funktionen kann man die Länge auch recht einfach berech-
nen.

Satz 2.8 (Bogenlänge). Jede stetig differenzierbare Kurve f : I→ Rd ist rektifizierbar
mit Länge

L =

∫
I

‖f ′(x)‖2 dx. (2.3)
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Bevor wir den Satz beweisen, ein paar Bemerkungen.

Bemerkung 2.9 (Bogenlänge).

1. Die Berechnung der Bogenlänge wird in der Praxis dadurch ein wenig
unangenehmer, daß im Integral eine Wurzel auftaucht:

L =

∫
I

√(
f ′
1
(x)

)2
+ · · ·+

(
f ′
d
(x)

)2
dx. (2.4)

2. Bei Teilen des Kreises ist die angenehmer, denn da haben wir

L =

∫b
a

∥∥∥∥∥∥
(

cos x
sin x

)∥∥∥∥∥∥
2

dx =

∫b
a

√
cos2 x+ sin2 x︸                 ︷︷                 ︸

=
√
1=1

dx =

∫b
a

1 dx = b− a.

3. Dahinter steckt System! Wann immer die Tangenten einer Funktion f über-
all Länge 1 haben, also ‖f ′(x)‖2 = 1, dann ist die Bogenlänge einfach die
Breite des Intervalls I. Wir werden noch sehen, daß man das immer ”er-
zwingen“ kann.

4. Ist f ∈ C1(I) eine differenzierbare Funktion, dann können wir uns den
Graph dieser Funktion ansehen und dessen Länge bestimmen, also die
Bogenlänge der Kurve x 7→ (x, f(x)) ∈ R2, die sich dann als

L =

∫
I

√
1+ (f ′(x))2 dx (2.5)

ergibt.

Jetzt machen wir uns aber an den Beweis von Satz 2.8, zuerst mit einer techni-
schen Bemerkung.

Lemma 2.10. Zu jeder stetig differenzierbaren Kurve f : I → Rd, I kompakt43 und
jedem ε > 0 gibt es δ > 0, so daß

x , x ′, |x− x ′| < δ ⇒ ∥∥∥∥∥f(x) − f(x ′)x− x ′
− f ′(x)

∥∥∥∥∥
2

< ε. (2.6)

Beweis: Die Funktionen f ′
j

sind stetig und damit wegen der Kompaktheit von
I auch gleichmäßig stetig auf I, also gibt es zu jedem ε > 0 ein44 δ > 0mit

|x− x ′| < δ ⇒ |f ′j (x) − f
′

j (x
′)| < ε, j = 1, . . . , d.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung45 gibt es außerdem Punkte
ξj ∈ [x, x

′], also insbesondere |ξj − x| < δ, mit

fj(x) − fj(x
′)

x− x ′
= f ′j (ξj), j = 1, . . . , d,

43Weil es im Beweis eine Rolle spielt, sagen wir es jetzt noch einmal explizit dazu.
44Erst eines für jedes j und dann das kleinste unter diesen endlich vielen für alle.
45Analysis 1! Siehe beispielsweise [12, 49.1, S. 279]
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und damit ∣∣∣∣∣fj(x) − fj(x ′)x− x ′
− f ′j (x)

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣f ′j (ξj) − f ′j (x)∣∣∣ < ε,
was letztlich die gewünschte Abschätzung

∥∥∥∥∥f(x) − f(x ′)x− x ′
− f ′(x)

∥∥∥∥∥
2

=

 d∑
j=1

∣∣∣∣∣fj(x) − fj(x ′)x− x ′
− f ′j (x)

∣∣∣∣∣2

1/2

≤

√

dε2 =
√

dε

liefert. �

Beweis von Satz 2.8: Wir erinnern uns an die Annäherung des Integrals durch
eine Riemannsumme, die wir in Teil 1 kennengelernt haben: Zu jedem ε > 0

gibt es Punkte a = x0 < · · · < xN = b, I = [a, b], mit |xj − xj−1| < δ und∣∣∣∣∣∣∣
∫b
a

‖f ′(x)‖2 dx−

N∑
j=1

‖f ′(xj)‖2 (xj − xj−1)

∣∣∣∣∣∣∣ < ε
Ist δ außerdem so klein, daß es die Voraussetzungen von Lemma 2.10 erfüllt,
dann ist46

ε(xj − xj−1) >
∥∥∥f(xj) − f(xj−1) − f ′(xj)(xj − xj−1)∥∥∥

≥

∣∣∣∥∥∥f(xj) − f(xj−1)∥∥∥2 − ∥∥∥f ′(xj)(xj − xj−1)∥∥∥2∣∣∣
und damit ∣∣∣∣∣∣∣

∫b
a

‖f ′(x)‖2 dx−

N∑
j=1

‖f(xj) − f(xj−1)‖2

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫b
a

‖f ′(x)‖2 dx−

N∑
j=1

‖f ′(xj)‖2 |xj − xj−1|

∣∣∣∣∣∣∣︸                                                 ︷︷                                                 ︸
<ε

+

N∑
j=1

|‖f ′(xj)‖2 (xj − xj−1) − ‖f(xj) − f(xj−1)‖2|︸                                                 ︷︷                                                 ︸
<ε(xj−xj−1)

< ε

1+ n∑
j=1

(xj − xj−1)

 = ε(1+ b− a),
so daß die Kurve rektifizierbar ist und die angegebene Länge hat. �

Bleibt nur noch die Frage nach einer nicht rektifizierbaren Kurve.

Beispiel 2.11 (Nicht rektifizierbare Kurve). Die Kurve

f(x) =

(
x

x cos π
x

)
, x ∈ (0, 1],

46Wieder einmal die Dreiecksungleichung nach unten . . .
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Abbildung 2.3: Die nicht rektifizierbare Kurve aus Beispiel 2.11.

siehe Abb. 2.3, mit der stetigen Fortsetzung f(0) = (0, 0) ist nicht rektifizierbar.
Dazu betrachtet man xk = 1

k
, k ∈N, zusammen mit den Endpunkten 0, 1. Da

f(xk) =

(
1
k

1
k

coskπ

)
=
1

k

(
1

(−1)k

)
,

ist

‖f(xk) − f(xk−1)‖
2
2 =

(
1

k
−

1

(k− 1)

)2
+

(
(−1)k

k
−

(−1)k−1

k− 1

)2
≥

(
1

k
+

1

k− 1

)2
≥

2

(k− 1)2
,

also ‖f(xk+1) − f(xk)‖2 ≥ 1
k
. Die Unterteilung basierend auf den Punkten

0, xn, xn−1, . . . , x1 = 1

hat daher die Länge

L = ‖f(xn)‖2 +

n−1∑
k=1

‖f(xk+1) − f(xk)‖2 ≥

√
2

n
+

n−1∑
k=1

1

k
≥

n∑
k=1

1

k
,

was sich nicht gleichmäßig in n beschränken lässt.

2.3 Reparametrisierung

Wenn uns nur die Form, also formal der Graph einer Kurve interessiert, dann
ist es ja reichlich irrelevant, wie die Kurve konkret parametrisiert ist und es gibt
viele in diesem Sinne äquivalente Darstellungen einer Kurve.
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Definition 2.12 (Reparametrisierung). Eine Funktion ϕ : I ′ → I heißt Repa-
rametrisierung einer Kurve f : I → Rd, wenn ϕ stetig und bijektiv ist. Die
Reparametrisierung heißt regulär, wenn ausserdem ϕ ∈ C1(I ′) und ϕ ′(x) , 0,
x ∈ I ′, erfüllt ist.

Bemerkung 2.13.

1. Offensichtlich ist f(ϕ(I ′)) = f(I), eine Reparametrisierung ändert also
nichts an der Kurve als Punktmenge.

2. Bei der Tangente ist das schon anders, denn die Kettenregel liefert für
differenzierbares ϕ, daß

d

dx
f(ϕ(x)) = f ′(ϕ(x))ϕ ′(x). (2.7)

3. Reguläre Reparametrisierungen können entweder ϕ ′ > 0 oder ϕ ′ < 0

erfüllen. Im ersten Fall nennt man sie orientierungstreu, für den anderen
Fall gibt es keinen eigenen allgemein gebräuchlichen Namen.

4. Sind f und ϕ regulär, so ist wegen (2.7) auch die reparametrisierte Kurve
f ◦ϕ regulär.

Zum Abschluss dieses Kapitels konstruieren wir eine besondere Reparametri-
sierung47. Dazu betrachten wir für eine reguläre Kurve f die Funktion

x 7→ `(x) := Lf(x) :=

∫ x
a

‖f ′(t)‖2 dt, x ∈ I,

die für jedes x ∈ [a, b] =: I die Bogenlänge der Kurve von a nach xmisst. Da

` ′(x) = ‖f ′(x)‖2 > 0, x ∈ I,

hat die Funktion ` = Lf eine Inverse

ϕ = Lf−1 : [0, L]→ I, [0, L] 3 s =

∫ϕ(s)
a

‖f ′(t)‖2 dt, (2.8)

für die
ϕ ′(x) =

1

` ′(ϕ(x))
=

∥∥∥f ′ (ϕ(x))∥∥∥−1
2
, x ∈ [0, L],

gilt. Die Reparametrisierung fϕ := f ◦ ϕ, die wir so erhalten, hat nun eine
besondere Eigenschaft.

Definition 2.14. Eine rektifizierbare Kurve f : I→ Rd heißt bogenlängenparametrisiert,
wenn I = [0, L] und Lf(x) = x, x ∈ I, ist.

Proposition 2.15 (Bogenlängenparametrisierung). Eine differenzierbare Kurve f ist
genau dann bogenlängenparamtrisiert, wenn ‖f ′(x)‖2 = 1, x ∈ [0, L] ist.

47Um nicht zu sagen, die Reparametrisierung schlechthin.
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Beweis: Ist f bogenlängenparametrisiert, dann ist

x = Lf(x) =

∫ x
0

‖f ′(t)‖2 dt ⇒ 1 =
d

dx
x =

d

dx

∫ x
0

‖f ′(t)‖2 dt = ‖f
′(x)‖2.

Ist umgekehrt ‖f ′(x)‖2 = 1, dann ist

Lf(x) =

∫ x
0

‖f ′(t)‖2︸     ︷︷     ︸
=1

dt =

∫ x
0

1 dt = x.

�

Die Bogenlängenparametrisierung ist eine intrinsische Eigenschaft der Kurve
und jede differenzierbare Kurve kann mit der Funktionϕ aus (2.8) reparametri-
siert werden und erfüllt danach

‖f ′ϕ(x)‖2 =
∥∥∥f ′ (ϕ(x)) ϕ ′(x)∥∥∥

2
=
‖f ′(ϕ(x))‖2

‖f ′(ϕ(x))‖2
= 1.

Zur geometrischen Darstellung einer Kurve48 verwendet man daher in der Pra-
xis normalerweise eine Bogenlängenparametrisierung.

48Also wenn man sich eigentlich nur für deren Graph interessiert.
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An educated Bavarian will admit to
you that, academically speaking, the
North German is more correct; but he
will continue to speak South German
and to teach it to his children.

J. K. Jerome, Three Men on the
Bummel

Differentialrechnung in
mehreren Variablen 3

Jetzt betrachten wir Funktionen

f :

{
Rn → R

x = (x1, . . . , xn) 7→ f(x)
(3.1)

in mehreren Variablen. In der Analysis nennt man so etwas eine multivariate
Funktion, in der Stochastik steht dieser Terminus hingegen für eine vektorwer-
tige Funktion, also eine Kurve in unserer Sprechweise49. Mit diesen Funktionen
wollen wir nun Differentialrechnung betreiben, nachdem die Stetigkeit ja im
Kapitel über metrische Räume abgehandelt wurde.

3.1 Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen
Die Intuition der partiellen Ableitung nach xj ist sehr einfach: Wir betrachten
die anderen Variablen x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn als Konstanten und leiten die uni-
variate Funktion ab:

∂f

∂xj
= f (x1, . . . , xj−1, ·, xj+1, . . . , xn)

′
.

Das geht natürlich auch formal.

Definition 3.1 (Partielle Ableitung).

1. Mit ej ∈ Rn, j = 1, . . . , n, bezeichnen wir den jten Einheitsvektor im Rn,
also

(ej)k = ejk = δjk, k = 1, . . . , n.

2. Eine Funktion f : U→ R,U ⊆ Rn offen, heißt partiell differenzierbar nach
der jten Koordinate an x ∈ U, wenn der Grenzwert50

∂f

∂xj
(x) := lim

h→0
f(x+ hej) − f(x)

h
(3.2)

49Dies nur als weiterer Hinweis auf die durchaus babylonische Sprachverwirrung zwischen
verschiedenen Teilgebieten der Mathematik.

50Wieder mit der Grundannahme, daß h immer so klein ist, daß x+ hej ∈ U ist.
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existiert.

3. Die Funktion ∂
∂xj
f nennt man partielle Ableitung von f nach xj. Ist diese

Funktion stetig, so heißt f stetig partiell differenzierbar.

4. Mit C1(U) bezeichnet man die Menge aller auf U stetig partiell differen-
zierbaren Funktionen.

5. Der Vektor

∇f =


∂
∂x1
f
...
∂
∂xn
f

 (x) =
(
∂

∂xj
f(x) : j = 1, . . . , n

)
(3.3)

heißt Gradient von f an der Stelle x.

Die Definition ist wirklich klar und einfach, aber wir sollten uns das trotzdem
an ein paar Beispielen ansehen.

Beispiel 3.2.

1. Die partiellen Ableitungen der Funktion f(x, y, z) = x2 + y3 − 1 sind

∂

∂x
f(x, y, z) = 2x,

∂

∂y
f(x, y, z) = 3y2,

∂

∂z
f(x, y, z) = 0.

2. Für f(x, y, z) = xy2z3 ergibt sich entsprechend

∂

∂x
f(x, y, z) = y2z3,

∂

∂y
f(x, y, z) = 2xyz3,

∂

∂z
f(x, y, z) = 3xy2z2.

Übung 3.1 Geben Sie ein Beispiel für eine Funktion f(x1, . . . , xn), für die

∂f

∂x1
= · · · =

∂f

∂xn
, 0

ist. ♦

Beispiel 3.3 (Lineare Funktionen). Eine lineare Funktion, genauer affine Funk-
tion51, ist gegeben als

f(x) = aTx+ b =

n∑
j=1

aj xj + b, a ∈ Rn, b ∈ R,

wobei wir Vektoren jetzt immer als Spaltenvektoren sehen und ein inneres Pro-
dukt bzw. Skalarprodukt 〈x, y〉 7→ xTy verwenden52. Die partiallen Ableitungen
sind damit

∂f

∂xj
= aj, j = 1, . . . , n,

also ∇f = a.
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Abbildung 3.1: Die Funktion f(x, y) = sin x cos x siny cosy aus Beispiel 3.4.

Da die partiellen Ableitungen ja ”ganz normale“ univariate Ableitungen sind,
übertragen sich die Rechenregeln wir Produktregel und Kettenregel.

Beispiel 3.4 (Rechenregeln).

1. Der ”Eierkarton“

f(x, y) = sin x cos x siny cosy, (x, y) ∈ [−π, π]2,

hat die partiellen Ableitungen

∂

∂x
f = siny cosy

(
cos2 x− sin2 x

)
,

∂

∂y
f = sin x cos x

(
cos2 y− sin2 y

)
,

die man ganz normal mit der Produktregel bestimmt.

2. Die partiellen Ableitungen der Funktion

f(x) = ‖x‖2 =

√√
n∑
j=1

x2
j

ergeben sich mit der Kettenregel als

∂f

∂x
(x) =

 n∑
j=1

x2j


−1/2

2xj =
2xj

‖x‖2
, j = 1, . . . , n.

Die partielle Ableitung ist eine univariate Ableitung in Koordinatenrichtung. Da
Koordinaten eigentlich etwas eher künstliches sind, kann man die Sache auch
koordinatenfreier angehen.

51Will man ganz genau sein, so müsste man beim Vorhandensein eines konstanten Terms von
einer affinen Funktionen sprechen, trotzdem ist ”linear“ gebräuchlicher.

52Und gleich als Warnung: Ganz ohne lineare Algebra geht es in der Analysis II nicht mehr.
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Definition 3.5 (Richtungsableitung). Eine Funktion f : U→ R heißt richtungs-
differenzierbar in Richtung y ∈ Rn, wenn der Grenzwert

Dyf(x) := lim
h→0

f(x+ hy) − f(x)

h
(3.4)

existiert. Die Funktion Dyf heißt Richtungsableitung von f in Richtung y an
Stelle x.

Bemerkung 3.6. Die Richungsableitung erhält man, indem man die univariate
Funktion

fy : R→ R, fy(t) := f(x+ ty),

betrachtet und dann Dyf(x) = f
′

y(0) setzt.

Dank der univariaten Interpretation der Richtungsableitung können wir sofort
den Mittelwertsatz und einen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
übertragen.

Definition 3.7. Für x, y ∈ Rn bezeichnen wir mit

[x, y] := {(1− α) x+ αy : α ∈ [0, 1]} (3.5)

die konvexe Hülle der beiden Punkte bzw. den Streckenzug, der x und y

verbindet.

Satz 3.8. Für f : U→ R, x ∈ U und y ∈ Rn mit [x, y] ⊂ U gilt:

1. (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)

f(y) − f(x) =

∫ 1
0

Dy−xf(x+ t(y− x))dt (3.6)

2. (Mittelwertsatz) Ist Dy−xf stetig auf [x, y], dann gibt es ξ ∈ [x, y] so daß

f(y) − f(x) = Dy−xf(ξ). (3.7)

Beweis: Wir setzen wieder fy(t) := f(x+ t(y− x)) und erhalten

fy(0) = f(x), fy(1) = f(y),

sowie aus dem univariaten Hauptsatz, siehe [26],

f(y) − f(x) = fy(1) − fy(0) =

∫ 1
0

f ′y(t)dt =

∫ 1
0

Dy−xf(x+ t(y− x))dt,

wie in (3.6) behauptet. Wenden wir darauf den Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung

fy(1) − fy(0) = f
′

y(τ), τ ∈ (0, 1),

dann folgt (3.7) direkt aus (3.6) mit ξ = x+ τ(y− x). �

Die Identität (3.7) sieht ein wenig so aus, als würde die Entfernung zwischen x
und y keine Rolle spielen, sondern nur die Richtung. Dem ist natürlich nicht so.
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Proposition 3.9. Die Richtungsableitung ist homogen in y, d.h.

Dλyf(x) = λDyf(x), λ ∈ R. (3.8)

Beweis: Folgt direkt aus

f(x+ hλy) − f(y)

h
= λ

f(x+ λhy) − f(y)

λh
=: λ

f(x+ h ′y) − f(y)

h ′

und dem Grenzübergang h ′ → 0. �

3.2 Mehrfache partielle Ableitungen
Was man einfach machen kann, das lässt sich natürlich auch iterieren und führt
zu mehrfachen partiellen Ableitungen. Der einfachste Fall ist die gemischte
Ableitung

∂2

∂x∂y
f :=

∂

∂x

∂

∂y
f (3.9)

bzw.
∂2

∂y∂x
f :=

∂

∂y

∂

∂x
f, (3.10)

und diese Unterscheidung ist durchaus sinnvoll.

Beispiel 3.10 (Gemischte Ableitungen). Die Funktion

f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) , 0,

0, (x, y) = 0,
(x, y) ∈ [−1, 1]2, (3.11)

siehe Abb. 3.2, erfüllt53

∂f

∂x
(x, y) = y

x2 − y2

x2 + y2
+ xy

2x(x2 + y2) − 2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2

=
y

(x2 + y2)2

(
(x2 − y2)(x2 + y2) + 4x2y2

)
= y

x4 + 4x2y2 − y4

(x2 + y2)2

und damit ∂f
∂x
(0, y) = −y. Analog erhält man

∂f

∂y
(x, y) = x

x2 − y2

x2 + y2
+ xy

−2y(x2 + y2) − 2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2

=
x

(x2 + y2)2

(
(x2 − y2)(x2 + y2) − 4x2y2

)
= x

x4 − 4x2y2 − y4

(x2 + y2)2
,

also ∂f
∂y
(x, 0) = x, x , 0. Damit ist

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = lim

h→0
∂f

∂x
(0, h) −

∂f

∂x
(0, 0)

h
= lim

h→0
−h− 0

h
= −1

53Auch nochmal eine Möglichkeit, die Rechentechniken einzuüben.
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und entsprechend

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = lim

h→0
∂f

∂y
(h, 0) −

∂f

∂y
(0, 0)

h
= lim

h→0
h− 0

h
= 1,

was insgesamt eben
∂2f

∂y∂x
(0, 0) ,

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

liefert.

Abbildung 3.2: Die Funktion aus Beispiel 3.10. Sie sieht eigentlich sehr brav,
glatt und harmlos aus.

Trotzdem ist die Funktion aus (3.11) glücklicherweise ein seltenes Beispiel. Im
Normalfall geht es dann doch gut.

Satz 3.11. Existieren die gemischten partiellen Ableitungen ∂2f
∂xj∂xk

und ∂2f
∂xk∂xj

, 1 ≤ j <
k ≤ n, der Funktion f in einer Umgebung U eines Punktes x ∈ Rn und sind stetig in
x, dann gilt

∂2f

∂xj∂xk
(x) =

∂2f

∂xk∂xj
(x). (3.12)

Beweis: Seien hj, hk so gewählt, daß x + tjej + tjek für |tj| ≤ hj und |tk| ≤ hk in
einer in U enthaltenen ε–Umgebung von x liegen und sein tj, tk , 0 passend.
Dann ist die Funktion

ϕ(t) := f ((x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn) + tk ek)−f (x1, . . . , xj−1, t, xj+1, . . . , xn) ,

nach Voraussetzung für alle t ∈ [xj, xj + tj] differenzierbar und nach dem54

Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist

ϕ(t+ tj) −ϕ(t) = tjϕ
′(ξ), ξ ∈ [xj, xj + tj].

54Inzwischen fast schon altbewährten . . .



42 3 DIFFERENTIALRECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

Für die Vorwärtsdifferenz

F(tj, tk) := f(x+ tjej + tkek) − f(x+ tjej) − f(x+ tkek) + f(x)

= ϕ(xj + tj) −ϕ(xj) = tjϕ
′(ξj) = tj

(
∂f

∂xj
(ξ+ tkek) −

∂f

∂xj
(ξ)

)
,

und ξ = (x1, . . . , xj−1, ξj, xj+1, . . . , xn) = x + (ξj − xj)ej ergibt eine weitere An-
wendung des Mittelwertsatzes, daß

F(tj, tk) = tjtk
∂2f

∂xk∂xj
(ξ ′), ξ ′ = ξ+ (ξk − xk)ek, (3.13)

wobei ξ ′ im (degenerierten)55QuaderQ liegt, der von xund x+tjej+tkek erzeugt
wird. Dieselbe Rechnung mit vertauschten Rollen von j und k liefert ebenfalls

F(tj, tk) = tjtk
∂2f

∂xj∂xk
(ξ ′′), ξ ′′ ∈ Q, (3.14)

woraus56

∂2f

∂xk∂xj
(ξ ′) =

∂2f

∂xj∂xk
(ξ ′′)

folgt und da beide Funktionen stetig sind und

lim
tj,tk→0 ξ ′ = lim

tj,tk→0 ξ ′′ = x
ist, folgt (3.12). �

Zweite partielle Ableitung kann man nun sehr schön in einer normalerweise57

symmetrischen Matrix anordnen:

Hf(x) =

(
∂2f

∂xj∂xk
(x) : j, k = 1, . . . , n

)
=



∂2f
∂x2
1

(x) ∂2f
∂x1∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(x)

∂2f
∂x2∂x1

(x) ∂2f
∂x2
2

(x) . . . ∂2f
∂x2∂xn

(x)

...

...
. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

(x) ∂2f
∂xn∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x2n

(x)


.

Diese Matrix bezeichnet man als Hesse–Matrix der Funktion f. Um beliebige
partielle Ableitungen höherer Ordnung beschreiben zu können, brauchen wir
ein bisschen mehr Notation, denn bei Ausdrücken der Form

∂3

∂xi∂xj∂xk
oder

∂4

∂xi∂xj∂xk∂x`

wird einem durchaus die Endlichkeit des Alphabets bewusst.
55Es ist kein n–dimensionaler Quader sondern nur ein zweidimensionales Rechteck.
56Wir haben ja tjtk , 0 vorausgesetzt, also können wir sie rausdividieren.
57Im Sinne von Satz 3.11.
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Definition 3.12 (Multiindizes & partielle Ableitungen).

1. Ein n–Tupel58 α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0

heißt Multiindex. Seine Länge oder
sein Betrag ist die Zahl

|α| =

n∑
j=1

αj. (3.15)

Die Einheitsindizes sind εj = (δjk : k = 1, . . . , n), j = 1, . . . , n.

2. Die Fakultät eines Multiindex α ∈Nn
0

ist

α! = α1! · · ·αn!.

3. Die partielle Ableitung der Ordnung α ist dann

∂|α|

∂xα
=

∂|α|

∂xα1
1
· · ·∂xαnn

=
∂α1

∂xα1
1

· · ·
∂αn

∂xαnn
=

(
∂

∂x1

)α1
· · ·

(
∂

∂xn

)αn
, (3.16)

was natürlich nur dann sinnvoll ist, wenn man die partiellen Ableitungen
nach den einzelnen Variablen vertauschen kann.

4. Mit Ck(D), D ⊆ Rn bezeichnen wir die Menge aller Funktionen, für die
die partiellen Ableitungen

∂kf

∂xj1 · · ·∂xjk
(x), j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , n}, x ∈ D, (3.17)

existieren und stetig sind.

Normalerweise verwendet man Multiindizes, um das Monom

x 7→ xα = xα1
1
· · · xαnn

zu definieren. Die partiellen Ableitungen erhält man nach (3.16) dann, wenn
man die Variable x formal59 durch ∂

∂x
ersetzt. So wird auch aus jedem Polynom

p(x) =
∑
α∈Nn

0

pα x
α

ein Differentialoperator

p(D) = p
(
∂

∂x

)
=
∑
α∈Nn

0

pα
∂|α|

∂xα
.

Diese Notation ist auf jeden Fall dann sinnvoll, wenn wir Funktionen ausCk(D)
betrachten.

58Es ist kein Vektor, daNn
0

keinen Vektorraum über irgendeinem Körper bildet!
59Also mit Copy/Paste ohne nachzudenken.
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Korollar 3.13 (Satz von Schwarz). Für f ∈ Ck(D) sind alle partiellen Ableitungen
der Ordnung ≤ k von der Reihenfolge der Differentiation unabhängig.

Beweis: Da differenzierbare Funktionen immer stetig sind, ist Ck(D) ⊂ Ck
′

(D)
für k ′ ≤ k. Damit können wir nach Satz 3.11 zwei beliebige benachbarte Einträge
in einer partiellen Ableitung wie in (3.17) vertauschen. Mit 1 ≤ ` < k erhalten
wir somit

∂kf

∂xj1 · · ·∂xjk
=

∂`−1

∂xj1 · · ·∂xj`−1

∂2

∂xj`∂xj`+1

∂k−`−1f

∂xj`+2 · · ·∂xjk︸             ︷︷             ︸
∈C`+1(D)⊃C2(D)

=
∂`−1

∂xj1 · · ·∂xj`−1

∂2

∂xj`+1∂xj`

∂k−`−1f

∂xj`+1 · · ·∂xjk
,

was wir solange wiederholen können, bis die partielle Ableitung nach Variablen
sortiert und in die Form (3.16) gebracht ist. �

3.3 Ableitungen
Wir können jetzt zwar partiell differenzieren, aber richtig ableiten können wir
bisher nicht. Um das Konzept der Ableitung auf den multivariaten Fall zu
übertragen, erinnern wir uns noch einmal, was die Ableitung in einer Variablen
eigentlich war. Dazu multiplizieren wir den Differenzenquotienten

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h) − f(x)

h
=
f(x+ h) − f(x)

h
+ ε(h), lim

h→0 ε(h) = 0,
mit h durch, was uns

fx(h) := f(x+ h) = f(x) + hf
′(x) + (−hε(h))︸       ︷︷       ︸

=:η(h)

, lim
h→0

η(h)

h
= − lim

h→0 ε(h) = 0,
(3.18)

liefert. Das können wir nun wieder als eine Aussage über das Änderungsverhalten
der differenzierbaren Funktion an der Stelle x machen, das durch die affine
Funktion h 7→ `(h) := f(x)+hf ′(x) lokal so gut beschreiben wird, daß der Fehler

fx(h) − `(h) = η(h)

schneller als h gegen Null geht, nämlich η(h)/h→ 0. Diese Idee können wir in
eine formale Definition packen.

Definition 3.14 (Ableitung).

1. Eine Funktion f : Rn → R heißt lineare Funktion, wenn sie von der Form
x 7→ aTx und affine Funktion60, wenn sie von der Form x 7→ aTx + b ist,
a ∈ Rn, b ∈ R, ist.

60Wie die aufmerksamen Leser sicherlich schon gemerkt haben, ist eine affine Funktion f
genau dann linear, wenn f(0) = 0 ist.
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2. Eine Funktion f : U → R heißt differenzierbar an der Stelle x ∈ U, wenn
es eine lineare Funktion ` : x 7→ aTx gibt, so daß

lim
‖h‖→0

|f(x+ h) − f(x) − `(h)|

‖h‖
= 0 (3.19)

erfüllt ist.

3. Die lineare Funktion f ′ := Df = ` aus (3.19) heißt Ableitung, Differential61

oder sogar totales Differential von f an der Stelle x.

Satz 3.15 (Ableitung). Für eine in x ∈ U differenzierbare Funktion f : U→ R gilt:

1. Die Funktion ist stetig in x.

2. Die Ableitung Df ist eindeutig.

3. f ist partiell differenzierbar.

4. Die Ableitung Df(x) hat die Form y 7→ yT∇f(x).

5. f ist in jede Richtung richtungsdifferenzierbar mit

Dyf(x) = y
T
∇f(x) = (Df(x)) (y), y ∈ Rn. (3.20)

Beweis: 1): Aus (3.19) folgt

0 = lim
h→0 |f(x+ h) − f(x) − `(h)| = lim

h→0 f(x+ h) − f(x) − `(h),
also62

lim
h→0 f(x+ h) − f(x) = lim

h→0 `(h) = lim
h→0aTh = 0,

und damit ist auch

lim
x ′→x f(x ′) − f(x) = lim

h:=x ′−x→0 f(x+ h) − f(x) = 0,
weswegen f stetig ist.

2): Seien `1 : x 7→ aT
1
x, `2 = x 7→ aT

2
x zwei lineare Funktionen, die (3.19)

erfüllen. Dann ist für h ∈ Rn

0 ≤
|`1(h) − `2(h)|

‖h‖2
=

|(f(x+ h) − f(x) − `2(h)) − (f(x+ h) − f(x) − `1(h))|

‖h‖2

≤
|f(x+ h) − f(x) − `1(h)|

‖h‖2︸                            ︷︷                            ︸→0
+

|f(x+ h) − f(x) − `2(h)|

‖h‖2︸                            ︷︷                            ︸→0
61Im Kontext der nummerischen Falsographiereform auch gerne Differenzial.
62Rechenregeln für Grenzwerte aus Teil I.
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und damit für die spezielle Wahl h = λ(a1 − a2), λ , 0,

0 = lim
‖h‖2→0

|`1(h) − `2(h)|

‖h‖2
= lim

λ→0
|(a1 − a2)

Tλ(a1 − a2)|

|λ| ‖a1 − a2‖2

= lim
λ→0

|λ| ‖a1 − a2‖
2
2

|λ| ‖a1 − a2‖2
= ‖a1 − a2‖2,

woraus a1 = a2 und damit auch `1 = `2 folgt.
3): Für h = h ′ej, h ′ ∈ R \ {0}, erhalten wir, wieder mit ` : x 7→ aTx, aus (3.19),

daß

0 = lim
h→0

|f(x+ h) − f(x) − `(h)|

‖h‖2

= lim
h ′→0

|f(x+ h ′ej) − f(x) − `(h
′ej)|

|h ′|
= lim

h ′→0
∣∣∣∣∣f(x+ h ′ej) − f(x)h ′

−
h ′aj

h ′

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ limh ′→0
f(x+ h ′ej) − f(x)

h ′
− aj

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ ∂f∂xj (x) − aj
∣∣∣∣∣ ,

also ist f partiell differenzierbar mit ∇f = a, was 4) auch gleich erledigt, da
`(x) : y 7→ yTa = yT∇f(x).

5): Für y , 0 erhalten wir ganz analog, daß

0 = lim
h→0

|f(x+ hy) − f(x) − `(hy)|

‖hy‖2

= lim
h→0

1

‖y‖2

∣∣∣∣∣f(x+ hy) − f(x)h
+
haTy

h

∣∣∣∣∣ = 1

‖y‖2

∣∣∣∣∣limh→0 f(x+ hy) − f(x)h
+ aTy

∣∣∣∣∣
=

1

‖y‖2

∣∣∣Dyf(x) − y
T
∇f(x)

∣∣∣
�

Wir fassen zusammen: Ist f differenzierbar, so existieren alle Richtungsablei-
tungen, also insbesondere auch die partiellen Ableitungen, und die Beziehung
zwischen beiden ist sehr einfach, wie in (3.20) zu sehen ist. Die Umkehrung gilt
leider nicht.

Beispiel 3.16. Die Funktion

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, (x, y) , (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),
(3.21)

hat die partiellen Ableitungen

∂f

∂x
(x, y) =

(x2 + y2)y− 2x2y

(x2 + y2)2
, und63 ∂f

∂y
(x, y) =

(x2 + y2)x− 2xy2

(x2 + y2)2
,

was für (x, y) , (0, 0) immer wohldefiniert ist und ansonsten direkt berechnet
werden kann:

∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0
f(h, 0) − f(0, 0)

h
= lim

h→0
h0

02 + h2
= 0.
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Abbildung 3.3: Die Funktion aus Beispiel 3.16 aus zwei verschiedenen Per-
spektiven. Rechts kann man die partiellen Ableitungen ganz gut erkennen.

Damit ist ∇f(0, 0) = 0. Für Richtungsableitungen mit uv , 0 gilt hingegen

D(u,v)f(0, 0) = lim
h→0

1

h

(
h2uv

h2(u2 + v2)
− 0

)
= lim

h→0
1

h

uv

u2 + v2
→∞

was für u, v , 0 dann doch sehr stark von 0 = (u, v)T∇f(0, 0) verschieden ist.
Damit kann die Funktion nicht differenzierbar sein, zumal ausser den partiellen
Ableitungen gar keine Richtungsableitungen existieren.

Sieht man genau hin, ist die Funktion ja noch nicht einmal stetig, denn für
(x, y) = (hu, hv) mit der Normierung u2 + v2 = 1 ist

f(x, y) =
h2uv

h2(u2 + v2)
= uv ∈

[
−
1

2
,
1

2

]
,

was für h→ 0 genau dann 0 ergibt, wenn u = 0 oder v = 0 erfüllt ist, also genau
dann, wenn man die Koordinatenrichtungen verwendet.

Hat die Nichtdifferenzierbarkeit also etwas damit zu tun, daß die meisten Rich-
tungsableitungen nicht existieren? Natürlich nicht.

Beispiel 3.17. Die Funktion

f(x, y) =


xy2

x2 + y2
, (x, y) , (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),
(3.22)

erfüllt für (x, y) = h(x ′, y ′), ‖(x ′, y ′)‖2 = 1 die Identität

f(x, y) =
h3x ′y ′2

h2‖(x ′, y ′)‖2
= hx ′y ′2,

was für Stetigkeit im Ursprung sorgt. In jede Richtung (u, v) hat die Funktion
dann die Form

t 7→ ϕu,v(t) := f ((0, 0) + t(u, v)) = f(tu, tv) =
t3uv2

t2(u2 + v2)
= t

uv2

u2 + v2
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Abbildung 3.4: Die viel glattere Funktion aus Beispiel 3.17. Man kann ihr
schon ansehen, daß sie in alle Geradenrichtungen sehr brav ist, allerdings
besteht aufgrund der ”Knicke“ trotzdem keine Möglichkeit, eine Tangen-
tialebene an den Punkt (0, 0) zu legen.

und wir bekommen

D(u,v)f(0, 0) = ϕ
′

u,v(0) =
uv2

u2 + v2
, (3.23)

das heißt, die Funktion ist in jede Richtung richtungsdifferenzierbar, die Rich-
tungsableitungen sind stetig und hängen stetig von der Richtung ab. Trotzdem
erfüllen sie nicht

D(u,v)f(0, 0) = (u, v)∇f(0, 0)︸     ︷︷     ︸
=0

= 0,

zumindest nicht, wenn uv , 0 ist. Man kann sich das mittels Abb. 3.4 auch sehr
schön veranschaulichen, wenn man einmal versucht, eine Tangente an die Stelle
(0, 0) anzulegen, die die Fläche nur ”auf einer Seite“ berührt, wie man es von
Tangenten gewohnt ist64.

Nach so vielen negativen Beispielen jetzt endlich einmal eine positive Aussage
in Form einer hinreichenden Bedingung für Differenzierbarkeit.

Satz 3.18 (Differenzierbarkeit). Ist f : U → R in einer Umgebung U ′ ⊆ U von x
partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen ∂f

∂xj
in x stetig, dann ist

f an der Stelle x differenzierbar.

Beweis: Als Umgebung enthältU ′ eine offene KugelB<δ(x) := {x ′ : ‖x− x ′‖2 < δ}.
Für ein ξ ∈ B<δ(0) setzen wir

y(j) := x+

j∑
k=1

ξk ek, j = 1, . . . , n,

64Dies ist aber nur eine Heuristik und ersetzt keinesfalls den Beweis.
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was65 y(0) = x, y(n) = x+ ξ und y(j) − y(j−1) = ξj ej, j = 1, . . . , n, ergibt. Aus dem
univariaten Mittelwertsatz folgt daher

f
(
y(j)

)
− f

(
y(j−1)

)
=
∂f

∂xj

(
y(j−1) + θjξjej

)
ξj, θj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , n,

und somit

f(x+ ξ) − f(x) =

n∑
j=1

f
(
y(j)

)
− f

(
y(j−1)

)
=

n∑
j=1

∂f

∂xj

(
y(j−1) + θjξjej︸             ︷︷             ︸

=:z(j)

)
ξj. (3.24)

mit z(j) ∈ B<δ(x), j = 1, . . . , n. Damit ist

f(x+ ξ) − f(x) =

n∑
j=1

∂f

∂xj

(
z(j)

)
ξj

=

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x) ξj +

n∑
j=1

(
∂f

∂xj
(x) −

∂f

∂xj

(
z(j)

))
ξj

=: `(ξ) +

n∑
j=1

(
∂f

∂xj
(x) −

∂f

∂xj

(
z(j)

))
ξj,

und somit, für δ→ 0,

|f(x+ ξ) − f(x) − `(ξ)|

‖ξ‖2

=
1

‖ξ‖2

∣∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

(
∂f

∂xj
(x) −

∂f

∂xj

(
z(j)

))
ξj

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

∣∣∣∣∣ ∂f∂xj (x) − ∂f

∂xj

(
z(j)

)∣∣∣∣∣︸                      ︷︷                      ︸→0
|ξj|

‖ξ‖2︸ ︷︷ ︸
≤1

→ 0

da ‖z(j) − x‖2 ≤ ‖ξ‖2 < δ. Das ist aber genau die Definition (3.19) der Differen-
zierbarkeit. �

Bemerkung 3.19 (Differenzierbarkeiten). Die Abhängigkeiten fassen wir jetzt
nochmals zusammen:

stetig partiell differenzierbar ⇒ differenzierbar ⇒ partiell differenzierbar

wobei die Umkehrungen im Allgemeinen nicht gelten. Aber die Stetigkeit der
Ableitungen spielt in mehreren Variablen offenbar eine wesentlich bedeuten-
dere Rolle. Das erklärt auch, warum man eine stetig partiell differenzierbare
Funktion auch kurz stetig differenzierbar nennt. Ist nämlich f stetig (partiell)
differenzierbar an x, dann ist ∇f stetig in x und damit hängen auch die linearen
Funktionen `x ′ : y 7→ yT∇f(x ′) stetig von x ′ ab, das heißt66,

lim
x ′→x `x ′ = lim

x ′→xy 7→ yT∇f(x ′) = y 7→ yT
(

lim
x ′→x∇f(x ′)

)
= y 7→ yT∇f(x) = `x.

65Die leere Summe hat per definitionem den Wert 0.
66Wenn wir für die linearen Funktionen beispielsweise die Norm ‖y 7→ aTy‖ := ‖a‖2 verwen-

den.
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Definition 3.20 (Stetig differenzierbar). Eine Funktion f : U → R auf einer
offenen Menge U ⊆ Rn heißt k–mal stetig differenzierbar in x ∈ U, wenn alle
partiellen Ableitungen ∂k

∂xα
, |α| ≤ k, der Ordnung k existieren und in x stetig

sind. Mit Ck(Ω), Ω ⊆ Rn, bezeichnet man die Menge aller Funktionen, die in
allen x ∈ Ω k–mal stetig partiell differenzierbar sind.

Stetigkeit ist also ausgesprochen wichtig, wenn man sich mit partiellen Ablei-
tungen beschäftigen will. Allerdings ist es auch mit der Stetigkeit nicht so ganz
einfach.

Abbildung 3.5: Die Funktion (3.25) aus Beispiel 3.21. Man sieht, daß es
eigentlich sogar vier Unsteigkeiten gibt, nämlich die Kurven (±t, t2), die
den Grenzwert 1

2 haben und die beiden Kurven (±t,−t2) mit Grenzwert
− 1
2 .

Beispiel 3.21 (Stetigkeit). Die Funktion

f(x, y) =


x2y

x4 + y2
, (x, y) , (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0),
(3.25)

ist entlang jeder Linie durch den Ursprung stetig. Fürα , 0, also für eine Gerade
mit Steigung α , 0 erhalten wir

f(t, αt) =
αt3

t4 + α2t2
= t

α

t2 + α2
,

und für die x-Achse (t, 0) ist

f(t, 0) = 0, t , 0,

genauso wie für die y-Achse (0, t), die dem Fall α = ∞ entsprechen würde.
Trotzdem ist die Funktion nicht stetig an (0, 0), denn für die Punkte der Form
(x, y) = (t, t2) erhalten wir

f(x, y) = f(t, t2) =
t4

t4 + t4
=
1

2
,
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so daß auch der Grenzwert entlang dieser Kurve 1
2

sein muss. Und das ist noch
nicht einmal die einzige Unstetigkeit, wie Abb. 3.5 zeigt.

Rechenregeln, insbesondere die Kettenregel, heben wir uns für später auf, wenn
wir Funktionen f : Rn → Rd betrachten werden.

3.4 Die Taylorformel und höhere Ableitungen

Als nächstes machen wir uns an die Taylorformel für Funktionen in mehre-
ren Variablen. Diese wird wieder relativ einfach aus Richtungsableitungen und
univariaten Differentiationsregeln folgen.

Proposition 3.22 (Mehrfache Richtungsableitungen). Ist f : U → R, U ⊆ Rn

offen, k–mal stetig differenzierbar an x ∈ U, dann gilt:

Dk
yf(x) =

∑
|α|=k

k!

α!

∂kf

∂xα
(x)yα, y ∈ Rn. (3.26)

Beweis: Induktion über k. Für k = 1 ist

Dyf(x) = y
T
∇f(x) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x)yj =

n∑
j=1

∂1f

∂xεj
(x)yεj , (3.27)

und für k ≥ 1 erhalten wir mittels der Induktionshypothese und (3.27)

Dk+1
y f(x) = DyD

k
yf(x) = Dy

∑
|α|=k

k!

α!

∂kf

∂xα
(x)yα

=

n∑
j=1

yεj
∂1

∂xεj

∑
|α|=k

k!

α!

∂kf

∂xα
(x)yα =

n∑
j=1

∑
|α|=k

k!

α!

∂k+1f

∂xα+εj
(x)yα+εj

=

n∑
j=1

∑
|α|=k+1

k!

(α− εj)!︸       ︷︷       ︸
=

(k+1)!
α!

αj
k+1

∂k+1f

∂xα
(x)yα =

∑
|α|=k+1

(k+ 1)!

α!

∂k+1f

∂xα
(x)yα

n∑
j=1

αj

k+ 1︸        ︷︷        ︸
|α|
k+1=1

=
∑

|α|=k+1

(k+ 1)!

α!

∂k+1f

∂xα
(x)yα,

was (3.26) von k auf k+ 1 erweitert. �

Lemma 3.23 (Univariate Funktionen). Ist f : U → R, U ⊆ Rn offen, k–mal stetig
differenzierbar an x ∈ U und ist y ∈ Rn mit [x, x+ y] ⊂ U, dann gilt für die Funktion

g : t 7→ f(x+ ty), t ∈ [0, 1], (3.28)

die Identität
g(j)(t) = Dj

yf(x+ ty), j = 0, . . . , k. (3.29)
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Beweis: Der Fall k = 1 ist uns bereits aus Bemerkung 3.6 bzw. aus dem Beweis
von Satz 3.8 bekannt. Der Rest ist Induktion mit dem Induktionsschritt

g(k+1)(t) =
d

dt
g(k)(t) =

d

dt
Dk
yf(x+ ty)︸           ︷︷           ︸

=:gk(t)=fk(x+ty)

=
d

dt
gk(t)

= Dyfk(x+ ty) = DyD
k
yf(x+ ty) = D

k+1
y f(x+ ty).

�

Satz 3.24 (Taylorformel). Für f ∈ Ck+1(Ω) und x, y ∈ Ω mit67 [x, y] ⊆ Ω gibt es ein
ξ ∈ [x, y], so daß

f(x+ y) =
∑
|α|≤k

1

α!

∂|α|f

∂xα
(x)yα +

∑
|α|=k+1

1

α!

∂|α|f

∂xα
(ξ)yα. (3.30)

Beweis: Mit den Vorarbeiten ist der Beweis der Taylorfomel tatsächlich prak-
tisch univariat. Wir verwenden die Funktion

g :

{
[0, 1] → R,

t 7→ f(x+ ty),
g(0) = f(x), g(1) = f(x+ y),

und eine univariate Taylorentwicklung68

g(1) =

k∑
j=0

1

j!
g(j)(0) 1j +

1

(k+ 1)!
g(k+1)(θ), θ ∈ [0, 1], (3.31)

in die wir nun nur noch (3.29) und (3.26) einsetzen müssen,

f(x+ y) = g(1) =

k∑
j=0

1

j!
g(j)(0) 1j +

1

(k+ 1)!
g(k+1)(θ)

=

k∑
j=0

1

j!
D

(j)
y f(x) +D

(k+1)
y f(x+ θy︸    ︷︷    ︸

=:ξ

)

=

k∑
j=0

∑
|α|=j

1

j!

j!

α!︸ ︷︷ ︸
=1/α!

∂jf

∂xα
(x)yα +

1

(k+ 1)!

∑
|α|=k+1

(k+ 1)!

α!

∂jf

∂xα
(ξ)yα,

um (3.30) zu erhalten. �

Es ist auf den ersten Blick ein bisschen unerfreulich, daß wir bei der Verall-
gemeinerung ins Mehrdimensionale plötzlich diese ganzen Summen in (3.30)
bekommen. Daher ist es ganz vernünftig, sich zu überlegen, ob das natürliche

67Das ist eine echte Forderung und am einfachsten zu vermeiden, indem man fordert, daßΩ
eine konvexe Menge oder zumindest eine um x sternförmige Menge ist. Konvexität bedeutet,
daß für beliebige y, y ′ ∈ Ω auch [y, y ′] ⊆ Ω erfüllt ist, Sternförmigkeit, daß zumindest [x, y] ⊆ Ω,
y ∈ Ω, gilt.

68Siehe [26].
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Objekte sind oder ob wir die Ableitungen einfach nur zu kompliziert ausge-
drückt haben.

Zu diesem Zweck betrachten wir einmal das Polynom

y 7→ p(y) = Dk
yf(x) =

∑
|α|=k

1

α!

∂kf

∂xα
(x)yα

und stellen fest, daß für λ ∈ R

p(λy) =
∑
|α|=k

1

α!

∂kf

∂xα
(x) (λy)α︸  ︷︷  ︸

=(λy1)
α1 ···(λyn)αn=λ|α|yα

= λk p(y) (3.32)

gilt, und somitp eine homogene Funktion der Ordnungkoder kurzk–homogene
Funktion ist, was durch f(λx) = λkf(x) definiert ist. Das homogene Polynom
y 7→ Dk

yf(x) spielt damit also irgendwie die Rolle der k–ten Ableitung von f an
der Stelle, was konsistent mit der Ableitung von f an der Stelle x ist, nämlich
dem homogenen linearen Polynom y 7→ Dyf(x) = y

T
∇f(x).

Allerdings zwingt uns niemand, in jedem Schritt in dieselbe Richtung abzu-
leiten, sondern wir könnten die Ableitunsgrichtung variieren. Dazu wählen wir
eine Matrix

Rn×k 3 Y =


y11 . . . y1k
...

. . .
...

yn1 . . . ynk

 = [
y(1) · · · y(k)

]
mit Spalten y(1), . . . , y(k), in denen die entsprechenden Richtungen sitzen. Dann
definieren wir

DYf(x) = Dy(k) · · ·Dy(1)f(x), (3.33)

und betrachten die69 Funktion

Dkf(x) :

{
(Rn)k ' Rn×k → R,(
y(1), . . . , y(k)

)
7→ DYf(x),

Diese Funktion hat schöne Eigenschaften.

Lemma 3.25. Ist f an der Stelle x eine k–mal stetig differenzierbare Funktion, dann
gilt:

1. Dkf(x) ist symmetrisch, d.h.,

Dkf(x)
(
y(1), . . . , y(k)

)
= Dkf(x)

(
y(σ(1)), . . . , y(σ(k))

)
, (3.34)

für jede Bijektion σ : {1, . . . , k}→ {1, . . . , k}.

2. Dkf(x) ist linear in jeder Komponente: Für j = 1, . . . , k ist

Dkf(x)
(
. . . , αy(j) + βz(j), . . .

)
(3.35)

= αDkf(x)
(
. . . , y(j), . . .

)
+ βDkf(x)

(
. . . , z(j), . . .

)
.

69. . . sozusagen multimultivariate
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3. Die Diagonale Dkf(x)(y, . . . , y) ist k–homogen in y.

4. Es gilt

Dkf(x)(e1, . . . , e1︸       ︷︷       ︸
α1

, . . . , en, . . . , en︸        ︷︷        ︸
αn

) =
∂kf

∂xα
(x), α ∈Nd

0 , |α| = k. (3.36)

Beweis: 1) folgt aus der Tatsache, daß man bei differenzierbaren Funktionen die
Reihenfolge der partiellen Ableitungen und damit auch Richtungsableitungen
vertauschen darf:

DyDy ′f =

n∑
j,k=1

yjy
′

k

∂2f

∂xjxk
=

n∑
j,k=1

yjy
′

k

∂2f

∂xkxj
= Dy ′Dyf.

Für 2) nutzen wir die Linearität der Richtungsableitungen

Dαy+βzf = (αy+ βz)T∇f = αyT∇f+ βzT∇f = αDyf+ βDzf

und 3) ergibt sich aus ebendieser Linearität:

Dkf(x)(λy, λy, . . . , λy) = λDkf(x)(y, λy, . . . , λy) = · · · = λkDkf(x)(y, . . . , y).

4) folgt schließlich aus der Tatsache, daß ∂
∂xj

= Dej und damit

∂kf

∂xα
= Dα1

e1
· · ·Dαn

en
f,

was nichts anderes als (3.36) ist. �

Definition 3.26 (Multilinearform). Eine Abbildung F : (Rn)k → R nennt man k–
Linearform oder Multilinearform, wenn wenn sie linear in jeder Komponente
ist und symmetrisch, wenn sie invariant unter Vertauschung der Argumente ist.

Korollar 3.27. Die Funktion Dkf(x) ist eine symmetrische Multilinearform. Jede k–
Linearform ist k–homogen auf der Diagonalen.

Beispiel 3.28 (Linearformen & Bilinearformen).

1. Eine 1–Linearform oder einfach nur Linearform ist die bereits bekannte
Funktion der Form y 7→ aTy und bei der Ableitung ist dieses a nichts
anderes als ∇f(x).

2. Eine Bilinearform hat immer die Gestalt

y 7→ yTAy, A ∈ Rn×n (3.37)

wobei wir annehmen können, daß A eine symmetrische Matrix ist: Da

yTAy =
(
yTAy

)T
= yTATy,

ist

yTAy =
1

2
yTAy+

1

2
yTAy =

1

2
yTAy+

1

2
yTATy = yT

(
A+AT

2

)
y =: yT Ãy,

und die Matrix Ã ist in der Tat symmetrisch.
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3. Im Falle zweiter Ableitungen ist

A =

[
∂2f

∂xj∂xk
: j, k = 1, . . . , n

]
die Hessematrix, die ja von Haus aus symmetrisch ist, wenn die partiellen
zweiten Ableitungen stetig sind, siehe Korollar 3.13.

4. Matrizen A ∈ Rn×n haben also eine Doppelfunktion: Sie können sowohl
lineare Abbildungen Rn → Rn repräsentieren als auch Bilinearformen
Rn × Rn → R. Daß das schon unterschiedliche Dinge sind, erkennt man
nicht zuletzt an der Tatsache, daß für Bilineaformen die Symmetrisierung
1
2
(A+AT) ausreicht.

Jetzt müssen wir nur noch feststellen, daß symmetrische Multilinearformen
und homogene Polynome eigentlich dasselbe sind. Diese schon lange vorher
bekannte Beobachtung hat um 1990 bei den Splinefunktionen für einiges Aufe-
sehen gesorgt70 hat.

Satz 3.29 (Polarisierungsformel/Blossoming). Zu jedem k–homogenen Polynom p

gibt es genau eine k–Linearform P, so daß p(x) = P(x, . . . , x) und umgekehrt.

Beweis: ”⇒“: Für
p(x) :=

∑
|α|≤k ′

pα x
α

ist

λ 7→ p(λx) =

k ′∑
j=0

λj
∑
|α|=j

pα x
α

︸       ︷︷       ︸
=:cj

ein Polynom in λ, das mit λkp(x) genau dann übereinstimmt, wenn

p(x) =
∑
|α|=k

pα x
α,

also wenn p ein homogenes Polynom vom Grad k ist. Für dieses Polynom ist

P
(
y(1), . . . , y(k)

)
=
1

k!
DYp(x) =

1

k!

n∑
j1=1

· · ·

n∑
jk=1

y
(1)

j1
· · ·y

(k)

jk

∂kp

∂xj1 · · ·∂xjk
(x)︸               ︷︷               ︸

=pα(j1,...,jk)

,

mit
α(j1, . . . , jk) = (#{` : j` = j} : j = 1, . . . , n) ,

70Wobei es allerdings die Anwendung dieses Prinzips war, die dann schon neue Einsichten
gewährt hat.
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eine von x unabhängige symmetrische k–Linearform, deren Diagonale sich nach
(3.26) für71 x ∈ Rn als

P(y, . . . , y) =
1

k!
Dk
yp(x) =

∑
|α|=k

yα
1

α!

∂kp

∂xα
(x)︸    ︷︷    ︸

=α!pα

=
∑
|α|=k

pαy
α = p(y)

ergibt. Die Umkehrung ”⇐“ ist Punkt 3) von Lemma 3.25. �

Damit können wir nun endlich sagen, was die k–te Ableitung ener Funktion
f : Rn ⊇ U→ R ist.

Definition 3.30 (Differenzierbarkeit).

1. Das k–te Taylorpolynom oder der Jet der Ordnung k an eine k–mal stetig
(partiell) differenzerbare Funktion fmit Entwicklungspunkt x ist definiert
als

Tkf : y 7→∑
|α|≤k

1

α!

∂|α|f

∂xα
(x) (y− x)α. (3.38)

2. Ein Polynom p hat Höchstgrad k, wenn es als

p(x) =
∑
|α|≤k

pα x
α =

k∑
j=0

∑
|α|=k

pα x
α

︸       ︷︷       ︸
=:pj(x)

=:

k∑
j=0

pj(x) (3.39)

geschrieben werden kann. Das homogene Polynom pj bezeichnen wir als
j–te homogene Komponente von p, j = 0, . . . , k, und die k–te homogene
Komponente72 pk heißt Leitform von p.

3. Eine Funktion f : U → R heißt k–mal differenzierbar an der Stelle x ∈ U,
wenn es ein Polynom p = px vom Grad k gibt, so daß

lim
h→0

|f(x+ h) − p(h)|

‖h‖k
2

= 0 (3.40)

ist. Die symmetrische Multilinearform Dkf(x), die der Leitform von p
entspricht, nennt man die k–te Ableitung von f.

Satz 3.31 (Differenzierbarkeit). Ist f : U → R, U ⊆ Rn offen, k–mal differenzierbar
an x ∈ U, so gilt:

1. f is j–mal differenzierbar an x, j = 0, . . . , k. Insbesondere ist f stetig73.

2. Das Polynom px aus (3.40) ist eindeutig. Damit ist die k–te Ableitung wohldefi-
niert.

71. . . und unabhängig von . . .
72Also die von höchstem Grad.
73Das ist der Fall j = 0.
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3. Ist f ∈ Ck(Ω) für einΩ 3 x, dann ist p = Tkf.

Beweis: Eigentlich kopieren wir nur den Beweis von Satz 3.15. Für 1) schreiben
wir

p(h) =
∑
|α|≤k

pα h
α =
∑
|α|=k

pα h
α +

∑
|α|≤k−1

pα x
α =: pk(h) + p̃(h)

und erhalten unter Ausnutzung der k–Homogenität von pk, daß

|f(x+ h) − p(h)|

‖h‖k−1
2

=
|f(x+ h) − pk(h) − p̃(h)|

‖h‖k−1
2

=

∣∣∣∣∣∣f(x+ h) − p̃(h)‖h‖k−1
2

−
pk(h)

‖h‖k−1
2

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣f(x+ h) − p̃(h)‖h‖k−1

2

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣ pk(h)‖h‖k−1

2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣f(x+ h) − p̃x(h)‖h‖k−1
2

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣‖h‖k2 pk(h/‖h‖2)‖h‖k−1

2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣f(x+ h) − p̃(h)‖h‖k−1
2

∣∣∣∣∣∣− ‖h‖2 |pk(h/‖h‖2)|
und da das stetige Polynom74 pk auf der Einheitskugel beschränkt ist75, ergibt
sich

0 ≤ lim
h→0

∣∣∣∣∣∣f(x+ h) − p̃(h)‖h‖k−1
2

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
h→0

|f(x+ h) − p(h)|

‖h‖k−1
2︸                       ︷︷                       ︸

=0

+ lim
h→0 ‖h‖2

≤M<∞︷           ︸︸           ︷
|pk(h/‖h‖2)|︸                       ︷︷                       ︸
=0

= 0,

was bedeutet, daß f auch (k−1)–mal differenzierbar ist, damit aber auch (k−2)–
mal und so weiter.

Für 2) nehmen wir an, es gäbe pundq, die beide (3.40) erfüllen, und kommen
über

|p(h) − q(h)|

‖h‖k
2

≤
|f(x+ h) − p(h)|

‖h‖k
2

+
|f(x+ h) − q(h)|

‖h‖k
2

→ 0

auf

0 = lim
h→0 ‖h‖−k2 (p(h) − q(h)) = lim

h→0 ‖h‖−k2
k∑
j=0

(pj(h) − qj(h))

= lim
h→0 ‖h‖−k2

k∑
j=0

‖h‖j
2
(pj(h/‖h‖2) − qj(h/‖h‖2))

= lim
h→0

k∑
j=0

‖h‖j−k
2

(pj − qj)
(
h

‖h‖2

)
,

und da ‖h‖j−k
2

für h → 0 im Falle j = k gegen 1, ansonsten gegen ∞, ”konver-
giert“, folgt pj = qj, j = 0, . . . , k, also p = q.

74Polynome sind immer stetig!
75Siehe Korollar 1.69.
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Für 3) benutzen wir die Taylorformel (3.30) aus Satz 3.24 in der Form

f(x+ h) =
∑

|α|≤k−1

1

α!

∂|α|f

∂xα
(x)hα +

∑
|α|=k

1

α!

∂|α|f

∂xα
(x+ θh)hα

= Tkf(h) +
∑
|α|=k

1

α!

(
∂|α|f

∂xα
(x+ θh) −

∂|α|f

∂xα
(x)

)
hα, θ ∈ [0, 1],

und erhalten

|f(x+ h) − Tkf(h)|

‖h‖k
2

≤ ‖h‖k2

∑
|α|=k

1

α!

∣∣∣∣∣∣∂|α|f∂xα
(x+ θh) −

∂|α|f

∂xα
(x)

∣∣∣∣∣∣ |hα|
=
∑
|α|=k

1

α!

∣∣∣∣∣∣∂|α|f∂xα
(x+ θh) −

∂|α|f

∂xα
(x)

∣∣∣∣∣∣︸                            ︷︷                            ︸→0

∣∣∣∣∣ h‖h‖2
∣∣∣∣∣α︸    ︷︷    ︸

≤1

→ 0

für h→ 0. Der Rest ist die Eindeutigkeit aus 2). �

Bemerkung 3.32 (Differenzierbarkeit). Wir fassen noch einmal zusammen:

1. Die Definition (3.40) sagt, uns, was k–malige Differenzierbarkeit wirklich
bedeutet76:

Differenzierbarkeit ist äquivalent zu guter lokaler Approximierbarkeit
durch ein Polynom

Polynome sind ”brave“ und elementare Funktionen und ”glatte“ Funk-
tionen erben daher deren Eigenschaften – zumindest lokal.

2. Diese gute Approximation ist so gut, daß sie maximal von einem Polynom
erfüllt werden kann, das Summe der Ableitungen der Ordnungen 0, . . . , k
ist. Im ”Normalfall“ der Existenz von stetigen partiellen Ableitungen, also
einer Ck–Funktion ist dieses Polynom nichts anderes als das Taylorpoly-
nom der Ordnung k mit Entwicklungspunkt x, das wir nun auch in der
beinahe univariaten Form

Tkf(h) =

k∑
j=0

1

j!
Djf(x)(h, . . . , h︸      ︷︷      ︸

j

) (3.41)

schreiben können.

3. Die Sache mit Differenzierbarkeit und guter Approximation überträgt sich
auch von einem Punkt auf ganze Bereiche, aber das sind die klassischen
Sätze der Approximationstheorie, siehe z.B. [2, 3, 19, 23].

76Und hier noch einmal zum Ausschneiden und an die Wand hängen!
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3.5 Ein Beispiel
Nach all der abstrakten Theorie wollen wir uns nun einmal an einem explizi-
ten Beispiel ansehen, wie das wirklich funktioniert. Dazu betrachten wir die
Funktion77

f(u) = f(x, y) = ex
2−y, (x, y) ∈ [−1, 1]2, (3.42)

an der Stelle u∗ = (x∗, y∗) = (−1
2
,− 1

2
), siehe Abb. 3.6. Die partiellen Ableitungen

Abbildung 3.6: Die Funktion f aus (3.42). Nicht besonders spektakulär, aber
wir wollen ja auch ein gutartiges Beispiel haben.

dieser Funktion sind

∂f

∂x
f(x, y) = 2xex

2−y,
∂f

∂y
f(x, y) = −ex

2−y

und damit ist die Ableitung an der Stelle u∗ die lineare Funktion

D1f(u∗) : (x, y) 7→ ∇f(u∗)T ( x
y

)
= e

3
4 (−1, −1)

(
x

y

)
= −e

3
4 (x+ y).

Damit ist
f(u∗ + v) − f(u∗) = D1f(u∗)(v) + η(v)

bzw.

f(u∗ + v) = f(u∗) +D1f(u∗)(v)︸                    ︷︷                    ︸
=T1f(v)

+η1(v),
η1(v)

‖v‖2
→ 0. (3.43)

Das Taylorpolynom T1f ist damit eine Näherung erster Ordnung an die Funktion
f, die AbleitungD1f(u∗) hingegen eine beste Näherung erster Ordnung an f(u∗+
v) − f(u∗) = f(u∗ + v) − T0f(v). Die Funktionsweise der Ableitung ist in Abb 3.7
zu sehen.

77Die uns in Sachen Differenzierbarkeit keine Schwierigkeiten machen wird.
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Abbildung 3.7: Die Funktion f und ihre erste Ableitung als Tangentialebe-
ne, die den Graphen der Funktion an der Stelle u∗ berührt.

Für die zweite Ableitung bilden wir zuerst einmal die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung,

∂2f

∂x2
f(x, y) = (4x2+2)ex

2−y,
∂2f

∂x∂y
f(x, y) = −2xex

2−y,
∂2f

∂y2
f(x, y) = ex

2−y,

und damit die Hessematrix

Hf(x, y) =

[
4x2 + 2 −2x
−2x 1

]
ex
2−y, Hf(u∗) =

[
3 1

1 1

]
e
3
4 .

Die zugehörige Bilinearform D2f(u∗) ist

R2×2 3 (u1, u2) 7→ uT1 Hf(u
∗)u2 = e

3
4 (x1, y1)

(
3x2 + y2
x2 + y2

)
= e

3
4 (3x1x2 + (x1y2 + x2y1) + y1y2)

mit Diagonale

p2(u) = D
2f(u∗)(u, u) = e

3
4

(
3x2 + 2xy+ y2

)
. (3.44)

Derartige Funktionen bezeichnet man als Paraboloid. Für diese Funktion ist
dann

f(u∗ + v) = f(u∗) +D1f(u∗) +
1

2︸︷︷︸
= 1
2!

D2f(u∗)(v, v) + η2(v),
η2(v)

‖v‖2
2

→ 0,

wir haben jetzt also unsere Näherung erster Ordnung in eine Näherung zweiter
Ordnung verbessert, die neben der Steigung der Funktion f an u∗ auch die
Krümmung berücksichtigt.

Es ist ganz gut, sich einmal die Fehler der Taylorpolynome anzusehen. Das
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Abbildung 3.8: Das Paraboloid p2 aus (3.44) (links) und die Approximation
von f durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung (rechts), das auch als
Schmiegeparabel bezeichnet wird.

ist, siehe Abb. 3.9, erst einmal enttäuschend, denn auf dem Gesamtbereich
[−1, 1]2 ist der Fehler des Taylorpolynoms zweiter Ordnung signifikant größer.
Genau das ist der Unterschied zwischen lokaler und globaler Approximation und
Taylorpolynome sind nur in der Nähe des Entwicklungspunkts mit steigender
Ordnung auch immer besser. Das sieht man ganz gut in Abb. 3.10.

Ein bisschen spannender und auch unanschaulicher wird es bei den dritten
Ableitungen78, wo wir wieder einmal zuerst die partiellen Ableitungen ausrech-
nen:

∂3f

∂x3
(x, y) = (8x3 + 12x) ex

2−y,
∂3f

∂x2∂y
(x, y) = −(4x2 + 2) ex

2−y

∂3f

∂x∂y2
(x, y) = 2x ex

2−y,
∂3f

∂y3
(x, y) = −ex

2−y,

die wir jetzt in einer dreidimensionalen Struktur anordnen können, nämlich
einem 2 × 2 × 2–Würfel mit den beiden Ebenen ∂3

∂x∂x∂x
∂3

∂x∂x∂y
∂3

∂x∂y∂x
∂3

∂x∂y∂y

 =  ∂3

∂x3
∂3

∂x2∂y
∂3

∂x2∂y
∂3

∂x∂y2

 und

 ∂3

∂y∂x∂x
∂3

∂y∂x∂y
∂3

∂y∂y∂x
∂3

∂y∂y∂y

 =  ∂3

∂x2∂y
∂3

∂x∂y2

∂3

∂x∂y2
∂3

∂y3

 ,
(3.45)

das heißt, den symmetrischen Ebenen[
8x3 + 12x −4x2 − 2
−4x2 − 2 2x

]
ex
2−y und

[
−4x2 − 2 2x

2x −1

]
ex
2−y.

Rechnen wir einmal die Trilinearform D3f(u∗) aus: Mit den Einheitsvektoren

78Aber dann sollte das Prinzip so klar sein, daß es keine vierten Ableitungen mehr braucht.
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Abbildung 3.9: Abweichung der Taylorpolynome vom Grad 1 (links) und
Grad 2 (rechts). Man kann erahnen, daß die rechte Funktion in der Nähe
von u∗ ”flacher“ ist, aber auf dem gesamten Bereich [−1, 1]2 ist der Fehler
größer.

ex =

(
1

0

)
und ey =

(
0

1

)
erhalten wir79

D3f(u∗)(u1, u2, u3) = x1D
3f(u∗)(ex, u2, u3) + y1D

3f(u∗)(ex, u2, u3)

= x1x2D
3f(u∗)(ex, ex, u3) + x1y2D

3f(u∗)(ex, ey, u3)

+y1x2D
3f(u∗)(ey, ex, u3) + y1y2D

3f(u∗)(ey, ey, u3)

= x1x2x3D
3f(u∗)(ex, ex, ex)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂x∂x∂x (u

∗)= ∂f

∂x3
(u∗)

+x1x2y3D
3f(u∗)(ex, ex, ey)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂x∂x∂x (u

∗)= ∂f

∂x2∂y
(u∗)

+x1y2x3D
3f(u∗)(ex, ey, ex)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂x∂y∂x (u

∗)= ∂f

∂x2∂y
(u∗)

+x1y2y3D
3f(u∗)(ex, ey, ey)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂x∂y∂y (u

∗)= ∂f

∂x∂y2
(u∗)

+y1x2x3D
3f(u∗)(ey, ex, ex)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂y∂x∂x (u

∗)= ∂f

∂x2∂y
(u∗)

+y1x2y3D
3f(u∗)(ey, ex, ey)︸                   ︷︷                   ︸

= ∂f
∂y∂x∂y (u

∗)= ∂f

∂x∂y2
(u∗)

+y1y2x3 D
3f(u∗)(ey, eyex)︸                  ︷︷                  ︸

= ∂f
∂y∂y∂x (u

∗)= ∂f

∂x∂y2
(u∗)

+y1y2y3D
3f(u∗)(ey, eyey)︸                  ︷︷                  ︸

= ∂f
∂y∂y∂y (u

∗)= ∂f

∂y3
(u∗)

= x1x2x3
∂3f

∂x3
(u∗) + (x1x2y3 + x1y2x3 + y1x2x3)

∂3f

∂x2∂y
(u∗)

+ (x1y2y3 + y1x2y3 + y1y2x3)
∂3f

∂x∂y2
(u∗) + y1y2y3

∂3f

∂y3
(u∗),

was das Prinzip hinter den Multilinearformen klarmachen sollte: Zu der parti-
ellen Ableitung ∂j+kf

∂xj∂yk
(u∗) kommen alle Kombinationen von j–mal x und k–mal

79Das sieht schlimmer aus als es ist und sollte uns helfen, das System dahinter zu erkennen.
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Abbildung 3.10: Abweichung der Taylorpolynome vom Grad 1 (links) und
Grad 2 (rechts) auf dem Bereich [− 3

4 ,−
1
4 ]
2. Hier ist die deutlich bessere

Annäherung an der Stelle u∗ klar zu erkennen.

y. Die Diagonale ist dann

D3f(u∗)(u, u, u)

= x3
∂3f

∂x3
(u∗) + 3x2y

∂3f

∂x2∂y
(u∗) + 3xy2

∂3f

∂x∂y2
(u∗) + y3

∂3f

∂y3
(u∗)

= e
3
4

(
−7x3 − 3x2y− xy2 − y3

)
Damit können wir nun eine Näherung dritter Ordnung bilden, siehe Abb. 3.11.

Abbildung 3.11: Die Diagonale der dritten Ableitung (links) und das Tay-
lorpolynom der Ordnung 3 zusammen mit der Funktion (rechts). Man sieht,
daß die globale Annäherung sogar eher schlechter als besser wird.

Hier sieht man sehr gut den Unterschied zwischen lokaler und globaler Ap-
proximation. Die Approximation auf dem ”kleinen“ Bereich [− 3

4
,− 1

4
] um u∗ ist
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Abbildung 3.12: Approximation des Taylorpolynoms auf dem Bereich
[− 3

4 ,−
1
4 ]. Wie Sie sehen, sehen Sie fast nichts.

hingegen schon ziemlich gut, wie Abb. 3.12 zeigt.
Vierte und höhere Ableitungen schenken wir uns dann, nur noch eine kurze

Bemerkung zu den dritten Ableitungen.

Bemerkung 3.33. Die dritten Ableitungen sind immer ein dreidimensionales Sche-
ma. Die Größe und Anzahl der Ebenen ist hingegen immer n, in drei Variablen
stapelt man also drei 3 × 3–Matrizen übereinander und so weiter, wenn man
symmetrische Trilinearformen betrachten will.

3.6 Parametrische Flächen

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir nun noch Funktionen f : Rn →
Rd, also die multivariaten Gegenstücke zu den Kurven. Eine derartige Funktion
kann man entweder als parametrische Fläche ansehen, wie sie im CAD benutzt
werden, oder aber physikalisch als ein Vektorfeld interpretieren80. Wir wollen
hier eher unphysikalisch an die Sache herangehen und die ”Kurvenanalogie“
verwenden.

Beginnen wir mit den partiellen Ableitungen. Dazu betrachten wir die Kurve

g :

{
[0, 1] → Rd,

t 7→ f(x+ ty),

über die wir sofort vektorwertige Richtungsableitungen und partielle Ableitun-
gen definieren können.

Definition 3.34 (Partielle und Richtungsableitungen). Eine Funktion f : U→ Rd,
U ⊂ Rn offen, heißt an der Stelle x ∈ U

80Eine vektorwertige Funktion auf einem Gebiet. Typische Beispiele sind Strömungen oder
Magnetfelder, wo jedem Punkt eine vektorwertige Flußrichtung zugeordnet wird.
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1. partiell differenzierbar nach xj, wenn

∂f

∂xj
:= lim

h→0
f(x+ hej) − f(x)

h
∈ Rd,

existiert.

2. richtungsdifferenzierbar in Richtung y ∈ Rn, wenn

Dyf(x) := lim
h→0

f(x+ hy) − f(x)

h
∈ Rd

existiert.

Die partiellen bzw. Richtungsableitungen von f an der Stelle x sind also jetzt die
Ableitungen der Kurve g(t) = f(x+tej) bzw. g(t) = f(x+ty) an der Stelle t = 0.
Dies ist in der Tat so einfach wie es klingt. Schreiben wir f = (fj : j = 1, . . . , d)
bezüglich seiner Komponenten, dann ist natürlich

Dyfj(x) = ∇fj(x)
Ty, j = 1, . . . , d,

und daher

Dyf(x) =


Dyfj(x)
...

Dyfn(x)

 =

∇fj(x)

Ty
...

∇fn(x)
Ty

 =

∇fj(x)

T

...

∇fn(x)
T

︸           ︷︷           ︸
∈Rd×n

y, (3.46)

und da die Richtungsableitung ja von der Form ”Ableitung × Richtung“ ist,
haben wir einen guten Kandidaten für die Ableitung gefunden.

Definition 3.35 (Jacobimatrix). Für eine partiell differenzierbare Funktion f :
U→ Rd, U ⊆ Rn offen, und x ∈ U bezeichnen wir die Matrix

f ′(x) := Df(x) := Jf(x) :=

[
∂fj

∂xk
(x) :

j = 1, . . . , d
k = 1, . . . , n

]
=


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
...

. . .
...

∂fd
∂x1

(x) . . . ∂fd
∂xn

(x)


(3.47)

als Jacobimatrix von f an der Stelle x.

Für n = 1, also eine Kurve f : R→ Rd ist die Jacobimatrix dann also[
∂fj

∂xk
(x) :

j = 1, . . . , d
k = 1, . . . , n

]
=


df1
dx
(x)
...

dfd
dx

(x)

 = f ′(x),
die Ableitung der Kurven stimmt also mit der Definition (2.1) überein. Für d = 1
und beliebiges n hingegen ist

Jf(x) =
(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)
= ∇f(x)T ,

so daß das Konzept der Jacobimatrix in den beiden Fällen n = 1 und d = 1

konsistent ist. Die nächste Definition sollte uns bekannt vorkommen.
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Definition 3.36. Eine Funktion f : U→ Rd, U ⊂ Rn offen, heißt differenzierbar
an der Stelle x ∈ U, wenn es eine lineare Abbildung ` : Rn → Rd gibt, so daß

0 = lim
h→0
‖f(x+ h) − f(x) − `(h)‖1

‖h‖2
=

d∑
j=1

|fj(x+ h) − fj(x) − `j(h)|

‖h‖2
. (3.48)

Eine lineare Abbildung ` : Rn → Rd kann aber als

`(y) = Ly, L ∈ Rd×n,

und natürlich ist diese Matrix L = Jf(x), also die Jacobimatrix. Der Beweis ist
eine direkte Verallgemeinerung von Satz 3.15.

Bemerkung 3.37 (Jacobimatrix). Um es noch einmal klarzumachen: Die Jaco-
bimatrix und damit die Ableitung81 einer Funktion f : Rn → Rd hat als jte
Zeile den transponierten Gradienten der Komponentenfunktion fj. Allerdings
kommt es, vor allem im Optimierungskontext, vor, daß es bequemer ist, mit
der Transponierten der Jacobimatrix zu arbeiten, also der Matrix, deren Spal-
ten die Gradienten sind. Und gelegentlich wird diese Matrix dann ebenfalls als

”Jacobimatrix“ bezeichnet. Genau hinschauen kann daher nie schaden.

Übung 3.2 Formulieren und beweisen Sie Satz 3.15 für Vektorfelder. ♦

Unter Verwendung der Jacobimatrix können wir einen weiteren Klassiker der
Differentialrechnung formulieren.

Satz 3.38 (Kettenregel). Sind f : U→ Rm, U ⊆ Rn offen und g : V → Rd, V ⊆ Rm,
Funktionen mit f(U) ⊂ V , die an x ∈ U bzw. f(x) ∈ V differenzierbar sind, dann ist
die zusammengesetzte Funktion g ◦ f : Rn → Rd differenzierbar und es gilt

J (g ◦ f) (x)︸          ︷︷          ︸
∈Rd×n

= Jg (f(x))︸      ︷︷      ︸
∈Rd×m

Jf(x)︸ ︷︷ ︸
∈Rm×n

(3.49)

Beweis: Da f und g differenzierbar sind, ist für h ∈ Rn und h ′ ∈ Rm

f(x+ h) = f(x) + Jf(x)h+ϕ(h)

g(y+ h ′) = g(y) + Jg(y)h ′ +ψ(h ′),

mit ‖ϕ(h)‖2/‖h‖2 → 0 für h→ 0 und ‖ψ(h ′)‖2/‖h ′‖2 → 0 für h ′ → 0. Damit ist

(g ◦ f)(x+ h) = g
(
f(x)︸︷︷︸
=:y

+ Jf(x)h+ϕ(h)︸               ︷︷               ︸
=:η

)
= g(f(x)) + Jg(f(x)) (Jf(x)h+ϕ(h)) +ψ (Jf(x)h+ϕ(h))

= g(f(x)) + Jg(f(x)) Jf(x)h+ Jg(f(x))ϕ(h) +ψ (Jf(x)h+ϕ(h)) .

Mit der Notation aus (3.52) und (3.53) erhalten wir sofort, daß

‖Jg(f(x))ϕ(h)‖2

‖h‖2
≤ ‖Jg(f(x))‖2

‖ϕ(h)‖2

‖h‖2︸      ︷︷      ︸→0
→ 0,

81Noch genauer: Die Matrix, die diese Linearform beschreibt.
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sowie, für hinreichend kleines82 h,

‖Jf(x)h+ϕ(h)‖2 ≤

(
‖Jf(x)‖2 +

‖ϕ(h)‖2

‖h‖2

)
‖h‖2 ≤ (‖Jf(x)‖2 + 1) ‖h‖2, (3.50)

also auch83

ψ (Jf(x)h+ϕ(h))

‖h‖2
=

ψ (Jf(x)h+ϕ(h))∥∥∥Jf(x)h+ϕ(h)
∥∥∥
2

∥∥∥Jf(x)h+ϕ(h)
∥∥∥
2

‖h‖2

≤
ψ (Jf(x)h+ϕ(h))∥∥∥Jf(x)h+ϕ(h)

∥∥∥
2︸                     ︷︷                     ︸→0
(‖Jf(x)‖2 + 1) .

Damit ist

(g ◦ f)(x+ h) = g(f(x))︸    ︷︷    ︸
=(g◦f)(x)

+ Jg(f(x)) Jf(x)︸             ︷︷             ︸
=J(g◦f)(x)

h+ η(h),
‖η(h)‖2

‖h‖2
→ 0, (3.51)

was genau die Behauptung des Satzes ist. �

Übung 3.3 Zeigen Sie: Für jede Matrix A ∈ Rm×n ist die Operatornorm

‖A‖2 := max
‖x‖2=1

‖Ax‖2 = max
x,0

‖Ax‖2

‖x‖2
(3.52)

wohldefiniert und endlich und erfüllt die Ungleichung

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖2 ‖x‖2. (3.53)

♦

Korollar 3.39. Erfüllen f, g die Bedingungen von Satz 3.38, dann ist

∂(g ◦ f)j

∂xk
(x) =

m∑
`=1

∂gj

∂x`
(f(x))

∂f`

∂xk
(x), j = 1, . . . , d, k = 1, . . . , n. (3.54)

Beweis: Folgt sofort aus

∂(g ◦ f)j

∂xk
(x) = (Jg(f(x)) Jf(x))jk

und der Rechenregel für das Matrixprodukt, siehe [1, 4]. �

Die Kettenregel liefert eine interessante Beobachtung für homogene Funk-
tionen, siehe [32].

82Da limh→0 ‖ϕ(h)‖2
‖h‖2

= 0 ist, gibt es ein δ > 0, so daß ‖ϕ(h)‖2
‖h‖2

< 1 für alle ‖h‖2 < δ erfüllt sein
muss.

83Nicht vergessen: Nach (3.50) gilt auch Jf(x)h+ϕ(h)→ 0 für h→ 0.
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Satz 3.40 (Satz von Euler). Ist f : U→ R eine k–homogene Funktion und differen-
zierbar and x ∈ U, dann ist

f(x) =
1

k

n∑
j=1

xj
∂f

∂xj
(x). (3.55)

Den Operator in (3.55) bezeichnet man auch als θ–Operator.
Beweis: Wir differenzieren die Gleichung f(λx) = λk f(x) nach λ und erhalten
mit der Kettenregel

k λk−1f(x) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(λx) xj,

woraus (3.55) mit λ = 1 folgt. �
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[. . . ] die Mathematik ist eine ganze
Welt für sich, und man muß reichlich
lange in ihr gelebt haben, um alles zu
fühlen, was in ihr notwendig ist.

R. Musil, Die Verwirrungen des
Zöglings Törleß

Extrema 4
Als nächstes wollen wir uns mit Extremalstellen, also Minima und Maxima84 von
Funktionen. Da wir dabei Stellen größten bzw. kleinsten Funktionswerts suchen,
sollte f nun wieder eine reellwertige Funktion sein und da wir Differentiation,
also eine lokale Eigenschaft, nutzen wollen, wird es auch nur um lokale Extrema
gehen.

Definition 4.1 (Extrema). Eine Stelle x ∈ D heißt Minimalstelle bzw. Maximal-
stelle einer Funktion f : D → R, wenn es eine Umgebung U von x gibt, so
daß

f(x) ≤ f(y) bzw. f(x) ≥ f(y), y ∈ U ∩D, (4.1)

gilt. Der Wert f(x) heißt lokales Minimum bzw. lokales Maximum von f in U.
Ist xMinimal- oder Maximalstelle85, dann nennt man x Extremalstelle und den
Wert f(x) Extremum der Funktion f. Ein striktes Maximum bzw. ein striktes
Minimum liegt vor, wenn die Ungleichungen in (4.1) strikt erfüllt sind.

4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen
Aus Teil I kennen wird bereits eine notwendige Bedingung für die Existenz eines
Extremums an x, nämlich f ′(x) = 0. Und das überträgt sich auch nahtlos auf
mehrere Variablen.

Satz 4.2 (Notwendige Bedingung). Ist f : U → R, U ⊂ Rn offen, eine partiell
differenzierbare Funktion und x ∈ U ein lokales Extremum, dann ist ∇f(x) = 0.

Beweis: Reduktion auf den univariaten Fall. Da f partiell differnzierbar ist, sind
die Funktionen gj : t 7→ f(x+tej), j = 1, . . . , n, für t ∈ (−δ, δ) für ein hinreichend
kleines86 δ differenzierbar. Daß x eine Extremalstelle von f ist, bedeutet, daß an

84Man kann es leider nicht oft genug sagen: Singular Minimum/Maximum, Plural Mini-
ma/Maxima. Ein Maxima findet man bestenfalls im Goldenen Blatt und selbst da ist es dann
eine Maxima.

85Was sich nicht ausschließen muss!
86Die Menge U ist offen, es gibt also eine Kugel mit positivem Radius um x und in dieser ist

δ die Länge der kürzesten achsenparallelen Strecke.
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t = 0 ein Extremum derselben Art vorliegt und daher ist

0 = g ′j (0) =
∂f

∂xj
(x), j = 1, . . . , n,

was nichts anderes als ∇f(x) = 0 ist. �

Wie in einer Variablen ist87 f ′(x) = 0 weder ein Garant für das Vorliegen ei-
nes Extremums, siehe Abb. 3.4, noch eine Möglichkeit, zwischen Minima und
Maxima zu unterscheiden. Dafür benötigen wir Methoden zweiter Ordnung.

Definition 4.3 (Definite Matrizen). Eine Matrix A ∈ Rn×n heißt positiv definit,
wenn

yTAy > 0, y ∈ Rn \ {0}, (4.2)

und positiv semidefinit, wenn die Ungleichung in (4.2) mit ”≥“ erfüllt ist.
Die Matrix heißt negativ definit bzw. negativ semidefinit, wenn −A positiv
definit bzw. positiv semidefinit ist. Eine Matrix, die weder positiv noch negativ
semidefinit ist, heißt indefinit.

Bemerkung 4.4 (Definitheit).

1. Die Terminologie zur Definitheit ist nicht so ganz eindeutig: Im deutsch-
sprachigen Raum unterscheidet88 man eher zwischen definit und semi-
definit, im englischsprachigen Raum zwischen strikt definit und definit.
Hier empfiehlt es sich, immer nachzusehen, wie diese Eigenschaften in der
jeweiligen Literatur definiert sind.

2. In vielen Fällen enthält die Definition der Definitheit auch noch, daßA eine
symmetrische Matrix ist, alsoAT = A ist. Das ist für die Definition in (4.2)
zwar nicht notwendig, wird aber relevant, wenn man mit Matrizen aus
dem Cn×n arbeiten möchte, wo die Bedingung A = AH = AT daß A eine
hermitesche Matrix ist, dafür sorgt, daß yTAy reell und damit überhaupt
mit 0 vergleichbar ist.

3. Am einfachsten beschreibt man Definitheit über die Eigenwerte der Matrix.
Ein Eigenwert von A ist eine Zahl λ ∈ C, zu der es ein y , 0 gibt, so daß

Ax = λx (4.3)

ist. Jede n × n–Matrix hat n Eigenwerte, eventuell mit passend gezählter
Vielfachheit und eine Matrix ist

positiv definit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind,

positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte ≥ 0 sind,

negativ definit, wenn alle Eigenwerte < 0 sind,

87Nach Definition 3.35, genauer (3.47) ist f ′(x) = Jf(x) = Df(x) = ∇f(x)T auch eine zulässige
Schreibweise in mehreren Variablen!

88Bzw. unterschied.
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negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte ≤ 0 sind,

indefinit, wenn es mindestens einen positiven und mindestens einen ne-
gativen Eigenwert gibt.

Übung 4.1 Zeigen Sie:

1. Ist A positiv definit, so ist ajj > 0, j = 1, . . . , n.

2. A ist genau dann positiv definit, wenn jede Hauptuntermatrix89

Ak =


a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

 , k = 1, . . . , n,

positiv definit ist.

♦

Aus der Linearen Algebra kennt man90 das folgende Resultat, siehe z.B. [8], das
Definitheit über eine Sammlung von Vorzeichen ausdrückt.

Satz 4.5 (Hauptminoren). Eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n ist genau dann
positiv definit bzw. positiv semidefinit, wenn alle Hauptminoren

detAk = det


a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

 , k = 1, . . . , n, (4.4)

positiv bzw. nichtnegativ sind.

Zur Erinnerung: Die Determinante detA einer Matrix A ∈ Rn×n ist die eindeu-
tige alternierende Multilinearform in den Zeilen oder Spalten der Matrix, die
die Normierung det I = 1 erfüllt, siehe [4], oder kann auch explizit über die
Laplacesche Entwicklungsregel

detA = det


a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann


=

n∑
k=1

(−1)k+1a1k det


a21 . . . a2,k−1 a2,k+1 . . . a2n
...

. . .
...

...
. . .

...

an1 . . . an,k−1 an,k+1 . . . ann

 . (4.5)

Allerdings ist die Determinante zwar ein nettes theoretisches Hilfsmittel, für
praktische Rechnung jedoch ist sie ungeeignet, da sie numerisch hochgradig
instabil und recht aufwendig zu berechnen ist, siehe [14].

89Englisch: principal submatrix
90Oder vielleicht auch nicht.
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Mit Hilfe dieser Terminologie können wir nun die Extremaleigenschaften be-
schreiben. Wir machen das explizit für Minima, es lässt sich aber sehr einfach
auf Maxima übertragen, wenn man bedenkt, daß f an der Stelle x genau dann
ein Maximum hat, wenn −f an x ein Minimum hat. Mit anderen Worten: Aus
positiv definit wird in Satz 4.6 dann einfach ein negativ definit.

Satz 4.6. Für f ∈ C2 (D), D ⊆ Rn und x ∈ U ⊂ D, U offen, gilt:

1. Hat f an x ein lokales Minimum, dann ist ∇f(x) = 0 und die Hessematrix
Hf(x) ist positiv semidefinit.

2. Ist ∇f(x) = 0 und Hf(x) positiv definit91, dann ist x ein striktes lokales
Minimum, d.h. es gibt eine Umgebung U ′ von x, so daß f(x) < f (x ′), x ′ ∈ U ′.

Beweis: Beide Resultate folgen aus der Definition 3.30 der zweiten Ableitung,
genauer aus der Tatsache, daß für hinreichend92 kleines h

f(x+ h) = f(x) + ∇f(x)T h+
1

2
hT Hf(x)h+ η(h),

|η(h)|

‖h‖2
2

→ 0, (4.6)

erfüllt ist, siehe Satz 3.31.
Für 1) nehmen wir an, daß f an x ein lokales Minimum hat, daß also, nach

Satz 4.2, ∇f(x) = 0 ist. Dann ist wegen der Minimalität und mit (4.6), für alle
hinreichend kleinen h

0 ≤
f(x+ h) − f(x)

‖h‖2
2

=
f(x) +

=0︷    ︸︸    ︷
∇f(x)T h+ 1

2
hT Hf(x)h+ η(h) − f(x)

‖h‖2
2

=
1

2

hT Hf(x)h

‖h‖2
+
η(h)

‖h‖2
2

=
1

2

(
h

‖h‖2
2

)T
Hf(x)

(
h

‖h‖2

)
+
η(h)

‖h‖2
2︸ ︷︷ ︸→0
,

also (
h

‖h‖2

)T
Hf(x)

(
h

‖h‖2

)
≥ −2

η(h)

‖h‖2
2︸ ︷︷ ︸→0
, (4.7)

und die spezielle Wahl h = ty, t→ 0, liefert, daß yTHf(x)y ≥ 0 sein muss.
Für 2) sei nun Hf(x) positiv definit und h , 0 klein genug, sowie ∇f(x) = 0.

Da Hf(x) positiv definit ist, ist yTHf(x)y > 0 für ‖y‖2 = 1 und da die Einheits-
kugel kompakt ist, ist

0 < m := min
‖y‖2=1

yT Hf(x)y. (4.8)

Da außerdem

lim
h→0

η(h)

‖h‖2
= 0

91Im strikten Sinne!
92Die Verbindungsstrecke [x, x+ h] muss ganz in U liegen.
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ist, gibt es ein δ > 0, so daß

‖h‖2 < δ ⇒ |η(h)|

‖h‖2
> −

m

2
(4.9)

Mit (4.8) und (4.9) ist dann für ‖h‖2 < δ

f(x+ h) − f(x) = hT Hf(x)h+ η(h) = ‖h‖22

(
1

2

(
h

‖h‖2

)T
Hf(x)

(
h

‖h‖2

)
︸                       ︷︷                       ︸

>m

+
η(h)

‖h‖2︸ ︷︷ ︸
>−m/2

)
> 0,

und damit hat f an der Stelle x ein striktes lokales Minimum. �

Übung 4.2 Gilt für ein striktes lokales Minimum ∇f(x) = 0 und Hf(x) positiv
definit? ♦

Bemerkung 4.7. Satz 4.6 ist fast eine Charakterisierung für ein Minimum, aber
eben nur fast. Also notwendige Bedingung benötigen wir positive Semidefinit-
heit der Hessematrix, dafür aber unabhänging davon, ob es sich um ein striktes
Minimum handelt oder nicht, für die hinreichende Bedingung benötigen wir die
stärkere positive Definitheit, bekommen aber im Gegenzug auch mehr dafür,
nämlich ein striktes Minimum.

Man kann nun fragen, ob positive Semidefinitheit in irgendeiner Form ein hin-
reichendes Kriterium für ein Minimum sein kann und die Antwort ist zuerst
einmal ”nein“: Man muss sich nur ein Polynom der Form

p(x) =
∑
|α|≥3

pα x
α

ansehen, dessen Hessematrix anx = 0die Nullmatrix ist, also positiv und negativ
semidefinit ist, das Polynom kann aber an der Stelle machen, was es will, von
striktem Minimum über einen Sattelpunkt zum strikten Maximum, ohne daß
es in der zweiten Ableitung sichtbar wäre93. Trotzdem kann einem auch im Fall
von Semidefinitheit die Hessematrix helfen, Extrematypen auszuschliessen.

Proposition 4.8. Für f ∈ C2 (D), D ⊆ Rn und x ∈ U ⊂ D, U offen, mit ∇f(x) = 0

gilt:

1. Hat Hf(x) einen positiven Eigenwert, so ist x kein lokales Maximum.

2. Hat Hf(x) einen negativen Eigenwert, so ist x kein lokales Minimum.

Beweis: Wir zeigen nur 1), der Beweis von 2) funktioniert analog. Für einen
normalisierten Eigenvektor y, ‖y‖ = 1 zum positiven Eigenwert λ > 0, also
Hf(x)y = λy, ergibt sich durch Taylorentwicklung

f(x+ hy) = f(x) + h ∇Tf(x)︸    ︷︷    ︸
=0

y+ h2yTHf(ξ)y, ξ ∈ (0, hy),

93Ein einfacheres Beispiel sind die univariaten Funktionen f(x) = x3 und f(x) = ±x4.
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und da
yTHf(x)y = yT (λy) = λ‖y‖2 = λ > 0

ist, ist auch yT Hf(ξ)y > 0wenn |h| klein genug ist, sagen wir kleiner als h0 > 0.
Damit gilt

f(x) = f(x+ hy) − yT Hf(ξ)y < f(x+ hy), |h| < h0,

weswegen x keine Maximalstelle von f sein kann. �

Positive Definitheit der Hessematrix beschreibt eine weitere wichtige Eigen-
schaft einer Funktion.

Definition 4.9 (Konvexität).

1. Eine MengeΩ ⊆ Rn heißt konvex, genauer konvexe Menge, wenn

x, x ′ ∈ Ω ⇒ Ω ⊇ [x, x ′] := {(1− α)x+ αx ′ : α ∈ [0, 1].} . (4.10)

2. Eine Funktion f : Ω→ R heißt konvex, genauer konvexe Funktion, wenn
für x, x ′ ∈ Ω

f ((1− α)x+ αx ′) ≤ (1− α) f(x) + α f(x ′), α ∈ [0, 1], (4.11)

und sie heißt strikt konvex, wenn in (4.11) für α ∈ (0, 1) die strikte Unglei-
chung ”<“ erfüllt ist.

3. Eine Funktion f heißt konkav94, bzw. konkave Funktion, wenn −f konvex
ist.

Übung 4.3 Zeigen Sie: f ist genau dann konvex, wenn für alle x0, . . . , xm ∈ Ω
und alle 0 ≤ α0, . . . , αm mit α0 + · · ·+ αm = 1 die Ungleichung

f

 m∑
j=0

αj xj

 ≤ m∑
j=0

αjf(xj) (4.12)

erfüllt ist. ♦

Aus Teil I kennen wir eine Beschreibung konvexer und konkaver Funktionen,
nämlich f ′′ ≥ 0 bzw. f ′′ ≤ 0, siehe [26]. Da Konvexität aber durch das Verhalten
auf einer Geraden definiert ist, überträgt sich diese Eigenschaft recht einfach in
den multivariaten Fall.

Satz 4.10 (Konvexität). SeiΩ ⊂ Rn eine offene konvexe Menge. Dann ist f : Ω→ R
genau dann eine konvexe Funktion, wenn Hf(x) für alle x ∈ Ω positiv semidefinit
ist.

94Konkave Mengen gibt es nicht und insbesondere ist eine Menge nicht konkav, nur weil sie
nicht konvex ist.
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Beweis: Sei x ∈ Ω. DaΩ offen ist, gibt es zu jedem y ∈ Rn \ {0} ein δ > 0, so daß
x± δy ∈ Ω. Nun ist f genau dann konvex, wenn für jede solche Wahl von x und
y die univariate Funktion

g : t 7→ f(x+ t δy), t ∈ [−1, 1],

konvex ist, das heißt, wenn

0 ≤ g ′′(t) = δ2︸︷︷︸
>0

D2
yf(x+ t δy)

ist also wenn für alle x, y ∈ Rn

0 ≤ D2
yf(x) = y

THf(x)y

ist, also genau dann, wenn die Hessematrix positiv semidefinit ist. �

Bemerkung 4.11. Damit können wir Extrema geometrischer wie folgt beschrei-
ben: Ein Minimum liegt vor, wenn der Gradient verschwindet und die Funktion
lokal konvex ist, ein Maximum, wenn der Gradient verschwindet und die Funk-
tion lokal konkav ist.

4.2 Extrema unter Nebenbedingungen
Etwas spannender wird die Sache, wenn wir nicht mehr ”allgemeine“ lokale Ex-
trema zu beschreiben suchen, sondern die Extremalsuche auf einen Teilbereich
des Rn einschränken.

Beispiel 4.12. Wir wollen die Funktion f(x, y) = ax + by, (a, b) , 0, auf dem
Einheitskreis S2 = {(x, y) : x2 + y2 = 1} oder der Einheitskreisscheibe D2 =
{(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} maximieren.

Da ∇f =

(
a

b

)
, 0 ist, hat diese Funktion nach unseren bisherigen Beobach-

tungen kein lokales Extremum, auf den beiden Kompakta S2 und D2 hingegen
natürlich schon. Diesen ”Widerspruch“ wollen wir nun auflösen und eine allge-
meine Theorie für Extrema unter Nebenbedingungen herleiten. Dafür verwen-
den wir Methoden aus der Optimierung, siehe [28, 25], die nicht nur eleganter
und elementarer als die aus der Analysis [11] sind, sondern obendrein auch
noch leistungsfähiger.

Übung 4.4 Zeigen Sie: Auf dem n–dimensionalen Einheitswürfel [−1, 1]n hat
die Funktion f(x) = aTx, a ∈ Rn, das Maximum ‖a‖1 = |a1|+ · · ·+ |an|. ♦

Beim Ableiten auf beschränkten Gebieten müssen wir zuerst eine Verallgemei-
nerung der ”rechtsseitigen“ und ”linksseitigen“ Ableitungen, wie man sie von
den Intervallen her kennt.

Definition 4.13 (Tangentialkegel). Zu Ω ⊂ Rn und x ∈ Ω bezeichnet man die
Menge aller y ∈ Rn zu denen es Folgen xk ∈ Ω und αk ∈ R+ gibt, so daß

lim
k→∞ xk = x, lim

k→∞αk(xk − x) = y (4.13)

erfüllt ist, als Tangentialkegel T(Ω, x) vonΩ an der Stelle x.
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Bemerkung 4.14.

1. Anschaulich gesprochen besteht der Tangentialkegel aus allen Richtungen,
die von x aus in die MengeΩ hinein zeigen, da es, zumindest im Grenzwert,
Punkte von der Form x+ αy gibt.

2. Da man beide Seiten von (4.13) mit ‖y‖ multiplizieren kann, können wir
immer annehmen, daß ‖y‖ = 1 ist, und zwar bezüglich welcher Norm
auch immer.

Beispiel 4.15. Wie sehen die Tangentialkegel fürΩ = [−1, 1]2 aus?

1. Ist (x, y) ∈ (−1, 1)2 ein innerer Punkt des Quadrats, dann können wir
den Punkt aus allen Richtungen erreichen und T(Ω, (x, y)) = Rn. Das gilt
immer für innere Punkte.

2. Ist (x, y) ∈ {±1} × (−1, 1) bzw. (x, y) ∈ (−1, 1) × {±1} ein Randpunkt auf
einer Kante des Quadrats, dann ist

T(Ω, (x, y)) = {(u, v) : xu ≤ 0} bzw. T(Ω, (x, y)) = {(u, v) : yv ≤ 0}

3. In einer Ecke (x, y) ∈ {±1} × {±1} ist schließlich

T(Ω, (x, y)) = {(u, v) : xu ≤ 0, yv ≤ 0}.

Man sieht hier bereits, daß der Tangentialkegel ganz massiv von der Stelle
abhängen kann95.

Übung 4.5 Bestimmen Sie T(S2, x), x ∈ S2, und T(D2, x), x ∈ D2. ♦

Mit Hilfe des Tangentialkegels können wir eine Verallgemeinerung des einen
Teils von Satz 4.6 erhalten.

Proposition 4.16. Hat f ∈ C1(Ω),Ω ⊂ Rn, ein lokales Minimum bzw. Maximum an
x ∈ Ω, dann gilt

∇f(x)Ty ≥ 0, bzw. ∇f(x)Ty ≤ 0, y ∈ T(Ω, x). (4.14)

Beweis: Zu y ∈ T(Ω, x) gibt es Folgen Ω 3 xk → x und αk ∈ R+, k ∈ N, mit
αk (xk − x)→ y. Da xk → x bedeutet dies, daß

αk →∞ ⇒ lim
k→∞

1

αk
= 0.

Ist x ein lokales Minimum, so gilt für hinreichend großes k ∈N, daß

0 ≤ f (xk) − f(x) = f (x+ (xk − x)) − f(x) = f
(
x+ α−1

k
(αk(xk − x))︸           ︷︷           ︸

=:yk→y
)
− f(x)

=: f
(
x+ α−1

k
yk

)
− f(x),

95Er kann auch ziemlich wild und obskur werden, siehe [28].
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also auch96

0 ≤
f
(
x+ α−1

k
yk

)
− f(x)

α−1
k

=
f
(
x+ α−1

k
y
)
− f(x)

α−1
k

+
f
(
x+ α−1

k
yk

)
− f

(
x+ α−1

k
y
)

α−1
k︸                                  ︷︷                                  ︸

=Dyk−yf(ξk)→0
→ Dyf = ∇f(x)

Ty,

da f stetig differenzierbar ist. Wir haben also gezeigt, daß unter der Annahme
eines Minimums

y ∈ T(M,x) ⇒ ∇f(x)Ty ≥ 0

gilt, was nichts anderes als (4.14) ist. Ein Maximum behandelt man anlog. �

Bemerkung 4.17.

1. Anschaulich ist Proposition 4.16 das, was man erwarten würde: Ein Rand-
punkt x eines Intervalls ist ein lokales Minimum, wenn an einem linken
Randpunkt f ′(x) ≥ 0, also die Funktion steigend oder an einem rechten
Randpunkt f ′(x) ≤ 0, also die Funktion fallend ist.

2. Den allgemeinen Fall erledigt dann der Tangentialkegel.

3. Ist x ein innerer Punkt, dann ist T(Ω, x) = Rn, also ist ∇f(x) ∈ T(Ω, x) und
dann muss für ein Minimum 0 ≤ ±‖∇f(x)‖2 = ∇f(x)

T
∇f(x) sein, was eben

nur mit ∇f(x) = 0 zu erreichen ist. Damit sind wir zurück bei Satz 4.6.

Als nächstes beschreiben wir auch die Nebenbedingungen des Extremums über
Funktionen und zwar mittelsg : Rn → Rp undh : Rn → Rq. Die zu betrachtende
Menge ist dann

Ω = {x ∈ Rn : g(x) = 0, h(x) ≥ 0} . (4.15)

Das ”≥“ in (4.15) sollte man aber noch exakt erklären.

Definition 4.18. Für zwei Vektoren97 u, v ∈ Rk verwenden wir die partielle
Ordnung u ≤ v, was uj ≤ vj, j = 1, . . . , k, bedeuten soll.

Bei den Ungleichungsnebenbedingungen h unterscheiden wir zwei Typen, je
nachdem, ob wir uns im Inneren oder auf dem Rand der so definierten Menge
befinden.

Definition 4.19 (Aktive Nebenbedingungen). Eine Ungleichungsnebenbedin-
gung hj heißt aktiv an x, wenn hj(x) = 0 ist. Die Menge der an x aktiven
Nebenbedingungen bezeichnen wir mit

Ah(x) := {j : hj(x) = 0}. (4.16)
96Mit ξk ∈

[
x+ α−1

k
yk, x+ α

−1
k
yk

]
aufgrund des Mittelwertsatzes.

97Also ganz generisch.
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Als nächstes brauchen wir ein Lemma, das ganz massiv an lineare Algebra
erinnert, das aber eigentlich eher als konvexe Analysis98 [22] anzusehen ist.

Lemma 4.20 (Farkas–Lemma). Für A ∈ Rk×` und b ∈ Rk gibt es genau dann ein
0 ≤ x ∈ R` mit99 Ax = b, wenn

ATy ≥ 0 ⇒ bTy ≥ 0. (4.17)

Beweis: ”⇒“: Ist Ax = b, x ≥ 0, und ATy ≥ 0, dann ist

bTy = (Ax)
T
y = xT︸︷︷︸

≥0

ATy︸︷︷︸
≥0

≥ 0.

Für ”⇐“ bemerken wir zuerst, daß es keine nichtnegative Lösung von Ax = b

gibt, wenn der Vektor b ∈ Rk nicht zu

Rk ⊃ KA := AR`+ = {Ax : x ≥ 0} (4.18)

gehört. Diese Menge ist ein konvexer Kegel:

y, y ′ ∈ KA ⇒ αy+ α ′ y ′ ∈ KA, α, α ′ ≥ 0, (4.19)

denn wenn y = Ax und y ′ = Ax ′, dann ist

αy+ α ′ y ′ = αAx+ α ′Ax ′ = A (αx+ α ′ x ′) .

Man kann nun zeigen, daß sich KA als

KA =

N⋂
j=1

{
y ∈ Rk : vTj y ≥ 0

}
= {y : Vy ≥ 0}, y1, . . . , yN ∈ R

k, V ∈ RN×k

(4.20)
schreiben lässt.

Sei jetzt (4.17) erfüllt und nehmen wir an, daß b < KA. Nach unserer obigen
Bemerkung muß es also ein v ∈ {v1, . . . , vN} geben, so daß vTb < 0 ist, woraus
mit (4.17)100 folgt, daß auchATv 6≥ 0 ist, daß es also mindestens ein ` ∈ {1, . . . , n}
gibt, so daß (ATv)` < 0 ist. Setzen wir nun x = e`, dann ist Ax ∈ KA und somit

0 ≤ vTAx =
(
ATv

)T
x = eT`

(
ATv

)
=

(
ATv

)
`
< 0,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Also muss b ∈ KA gelten. �

Bemerkung 4.21. Die Zerlegung (4.20) und deren Beweis findet sich beispiels-
weise in [22, 28]. Für k = ` und invertierbares A kann man sich das leicht
klarmachen, denn da ist ja x = A−1y und x ≥ 0 bedeutet A−1y ≥ 0, das heißt,

98Wenn man denn überhaupt eine strikte Trennung der mathematischen Teilgebiete einführen
möchte.

99Also eine nichtnegative Lösung für das lineare Gleichungssystem. Im Kontext der linearen
Optimierung heisst sowas dann zulässiger Punkt.

100Von rechts nach links gelesen.
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(4.20) ist mit V = A−1 erfüllbar. Im allgemeinen Fall muss man zuerst AR` als
eventuellen Unterraum von Rk, charakterisiert durch wT

j
y = 0, also ±wT

j
y ≥ 0,

betrachten und dann wieder nach in diesem Unterraum linear unabhängigen
Spalten suchen, die man dann passend invertieren kann. Das ist dann auch schon
fast ein Beweis von (4.20), es muss nur noch sauber ausgearbeitet werden101.

Mit diesem Hilfsmittel können wir dann die Extrema unter Nebenbedingungen
beschreiben. Als ein technisches Hilfsmittel brauchen wir noch die Linearisie-
rung der Nebenbedingungen:

L(x) =

{
y ∈ Rn :

∇gj(x)
Ty = 0, j = 1, . . . , p

∇hj(x)
Ty ≥ 0, j ∈ Ah(x)

}
. (4.21)

Anschaulich enthält L(x) die Normalenrichtungen zu den Nebenbedingungen
mit korrekter Orientierung, positiv dazu geht es dann ”in Richtung MengeΩ“.

Satz 4.22. Für Ω = {x : g(x) = 0, h(x) ≥ 0} sei x ∈ Ω eine Minimalstelle von
f ∈ C1 (Ω ′),Ω ′ ⊇ Ω offen, mit{

y : zTy ≥ 0, z ∈ T(Ω, x)
}
=
{
y : zTy ≥ 0, z ∈ L(x)

}
. (4.22)

Dann existieren Vektoren λ ∈ Rp und µ ∈ Rq+, so daß

f ′(x) − λT g ′(x) − µT h ′(x) = 0 (4.23)
µTh(x) = 0 (4.24)

Beweis von Satz 4.22: Sei also x ∈ Ω eine Minimalstelle von f bezüglich Ω.
Nach Proposition 4.16 und der Annahme (4.22) heißt dies, daß

∇f(x)Ty ≥ 0, y ∈ L(x). (4.25)

Definieren wir A ∈ Rm,m := 2p+ #Ah(x) als102

A := A(x) =
[
Jg(x)T ,−Jg(x)T ,∇hj(x) : j ∈ Ah(x)

]
=


∂g1(x)

∂x1
. . .

∂gp(x)

∂x1
−
∂g1(x)

∂x1
. . . −

∂gp(x)

∂x1

∂hk(x)

∂x1
. . .

∂hk ′ (x)

∂x1
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

∂g1(x)

∂xn
. . .

∂gp(x)

∂xn
−
∂g1(x)

∂xn
. . . −

∂gp(x)

∂xn

∂hk(x)

∂xn
. . .

∂hk ′ (x)

∂xn

 ,
dann ist103 nach der Definition von L(x)

y ∈ L(x) ⇔ ATy ≥ 0,

und wir können (4.26) umschreiben in

ATz ≥ 0 ⇒ zT∇f(x) ≥ 0. (4.26)

101Was übrigens eine sehr schöne Übung darstellt.
102Zur Erinnerung: g ′(x) = Jg(x) erhalten wir dadurch, daß wir die Gradienten transponieren

und übereinanderstapeln, und Jg(x)T durch ”Nebeneinanderstellen“ der Gradienten.
103Unter Verwendung der tiefliegenden Erkenntnis, daß x = 0 genau dann, wenn [x,−x]

T
≥ 0.
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Nach dem Farkas–Lemma, Lemma 4.20, heißt dies aber, daß die Menge

{γ ∈ Rm : Aγ = ∇f(x), γ ≥ 0}

nichtleer ist und somit gibt es ein

γ =
[
γ
(1)

j
, γ

(2)

j
, γ

(3)

k
: j = 1, . . . , p, k ∈ Ah(x)

]
∈ R

2p+#Ah(x)
+ ,

so daß

∇f(x) = Aγ =

p∑
j=1

γ
(1)

j
∇gj(x) −

p∑
j=1

γ
(2)

j
∇gj(x) +

∑
j∈Ah(x)

γ
(3)

j
∇hj(x)

=

p∑
j=1

(
γ
(1)

j
− γ

(2)

j

)︸          ︷︷          ︸
=:λj

∇gj(x) +
∑
j∈Ah(x)

γ
(3)

j︸︷︷︸
=:µj

∇hj(x),

und mit µj = 0, j < Ah(x), ergibt sich (4.23). Die andere Folgerung, (4.24), sieht
man sofort, wenn man das innere Produkt ausschreibt:

µTh(x) =
∑
j∈Ah(x)

µj hj(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
j<Ah(x)

µj︸︷︷︸
=0

hj(x) = 0.

Damit ist der Beweis auch schon komplett. �

Bemerkung 4.23. Formulierung und Beweis von Satz 4.22 kommen aus der
Optimierungstheorie, genauer aus [28]. In der Analysis, beispielsweise in [11],
verwendet man den Satz über implizite Funktionen zum Beweis einer etwas
schwächeren Version, die nur Gleichheitsnebenbedingungen verwenden, dafür
aber ohne die etwas komplexeren Tangentialkegel auskommt, kein Wunder,
da Tangentialkegel ja vor allem bei Ungleichungsnebenbedingungen relevant
werden. Wir werden den Satz im nächsten Kapitel nochmals formulieren und
den Beweis zumindest skizzieren.

Bemerkung 4.24.

1. Die Bedingung (4.22) wird in der Optimierungstheorie als Guingard–
Bedingung bezeichnet, siehe [28], und stellt eine Forderung an die ”Brav-
heit“ der Nebenbedingungen dar.

2. Die Vektoren λ und µ bezeichnet man als Lagrangemultiplikatoren. Sie
reichern das Gleichungssystem (4.23) um weitere nichtlineare Variablen
neben x an, sind aber letztlich für die Lösung irrelevant.

3. Anschaulich betrachtet man gerne auch die Lagrangfunktion

F(x) = f(x) + λTg(x) + µTh(x)

und sucht dann eine Nullstelle von deren Gradient, minimiert also global.
Warum das aber dann für die passenden Werte von λ und µ ein Mini-
mum unter Nebenbedingungen charakterisiert, wird daraus leider nicht
ersichtlich.
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4. In der ”Praxis“ wird die Suche nach Extrema unter Nebenbedingungen
dadurch gelöst, daß man ableitet und gleich Null setzt, also

f ′(x) − λTg ′(x) = 0

g(x) = 0
(4.27)

nach x und λ löst und dann λ vergisst. Das sagt natürlich erst einmal gar
nichts, denn Lagrange-Multiplikatoren geben eine notwendige, aber eben
keine hinreichende Bedingung für ein Extremum eines bestimmten Typs,
beispielsweise ein Minimum. Das muss zusätzlich verifiziert werden.

Beispiel 4.25 (Fortsetzung von Beispiel 4.12). Für eine lineare Funktion f(x) =
aTx und die Einheitssphäre Sn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1} ergibt sich mit g(x) =
x2
1
+ · · ·+ x2n − 1 die Forderung

0 = ∇f(x) − λ∇g(x) =


a1
...

an

−

2x1
...

2xn

 = a− 2λx

und damit λ , 0, denn sonst wäre a = 0, und

xj =
aj

2λ
, j = 1, . . . , n.

Das setzen wir in die Nebenbendingung104
‖x‖2

2
= 1 ein und erhalten

1 =

n∑
j=1

( aj
2λ

)2
=

1

4λ2

n∑
j=1

a2j︸   ︷︷   ︸
=‖a‖2

2

=
(
‖a‖2

2λ

)2
,

also λ = ± 1
2
‖a‖2, und damit

x = ±
a

‖a‖
.

Das sind tatsächlich zwei Extremalpunkte, nämlich das Minimum und das Ma-
ximum von f auf dem Einheitskreis. Hier sieht man auch schon eine große
Schwäche der Lagrangemultiplikatoren bei Gleichheitsbedingungen: Sie können
nicht zwischen den Typen der Extrema unterscheiden.

Beispiel 4.26 (Fortsetzung von Beispiel 4.12). Nun betrachten wir die Einheits-
kugel Sn := {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}, also h(x) = 1− ‖x‖2

2
. Da105

∇h = ∇g ist, erhalten
wir ebenfalls106 wieder

0 = a+ 2µx,

nun aber wegen (4.24) noch zusätzlich die Aktivierungsbedingung

0 = µh(x) = µ
(
1− ‖x‖22

) ⇔ µ = 0 oder ‖x‖2 = 1.

104Wie immer geht alles mit dem Quadrat einfacher: Quadratisch, praktisch, . . .
105Der konstante Term überlebt die Ableitung nicht.
106

”Ebenfalls“ bis auf das Vorzeichen.
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µ = 0 ist aber unmöglich, da dann sofort a = 0 folgen würde, also muss ‖x‖2 = 1
und µ > 0 sein und aus

1 = ‖x‖22 =

∥∥∥∥∥− 1

2µ
a

∥∥∥∥∥2
2

=

(
‖a‖2

2µ

)2
folgt µ = 1

2
‖a‖2 und damit

x = −
a

2µ
= −

a

‖a‖2
,

was jetzt das Minimum auch eindeutig identifiziert, und zwar auf dem Rand. Al-
lerdings werden Lagrangemultiplikatoren für Ungleichungsbedingungen sehr
schnell komplizierter, weil man immer auch noch überprüfen muss, welche der
Nebenbedingungen aktiv ist und welche nicht.

Bemerkung 4.27. Satz 4.22 hat auch eine Variante für Maxima. Man kann sich
leicht überlegen, daß die Bedingung an die Ungleichungsnebenbedingungen
dann µ ∈ Rq− lauten muss, indem man in Satz 4.22 einfach f durch −f ersetzt
und Gleichung (4.23) mit −1multipliziert, was das Vorzeichen von µ umdreht.

Beispiel 4.28. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Minimierung der Bili-
nearform f(x) = xTBx, wobei wir die lineare Nebenbedingung g(x) = Ax − b
verwenden. Hierbei können wir wieder annehmen, daßB symmetrisch ist, denn
sonst ersetzen wir B durch B ′ = 1

2
(B+ BT), wofür ja

xTB ′x =
1

2
(xTBx+ xTBTx︸   ︷︷   ︸

(xTBx)T=xTBx

) = xTBx

gilt. Dann ist107

∇f(x) = 2Bx und g ′(x) = A

und damit erhalten wir aus Satz 4.22 die Bedingung

0 = ∇f(x) − λTg ′(x) = 2Bx− λTA = 2Bx−ATλ =
[
2BAT

] [ x
λ

]
.

Zusammen mit der Nebenbedingung Ax = b führt das dann zu dem linearen
Gleichungssystem[

2B AT

A 0

] [
x

λ

]
=

[
0

b

]
, bzw.

[
B+ BT AT

A 0

] [
x

λ

]
=

[
0

b

]
im Falle einer nichtsymmetrischen Matrix B. Damit lässt sich auch dieses Mini-
mierungsproblem sehr einfach lösen.

Übung 4.6 Zeigen Sie: Für die Bilinearform f(x) = 1
2
xTBx ist ∇f(x) = (B+BT)x.

♦

107Wer’s nicht glaubt: Nachrechnen!
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4.3 Ein bisschen Variationsrechnung
Man kann Minimierungsprobleme noch ein wenig allgemeiner angehen, indem
man nicht eine Funktion bezüglich deren Argument im Rn minimiert, sondern
indem man einen Ausdruck, der von einer Funktion abhängt, bezüglich dieser
Funktion minimiert. Der zu minimierende Ausdruck ist dann eine Abbildung
von einem Funktionenraum in die reellen Zahlen, also ein sogenanntes Funk-
tional. Die Minimierung von Funktionalen bezüglich ist genau das Thema der
Variationsrechnung – im Übrigen ein sehr klassisches Gebiet der Analysis mit
immens vielen Anwendungen. Sehen wir uns einmal kurz die wesentlichen
Ideen an, und zwar in der Darstellung von [10]. Ein Variationsproblem befasst
sich zuerst einmal mit der Minimierung eines Funktionals der Form

L[f] =

∫b
a

F (x, f, f ′)dx (4.28)

bezüglich der Funktion f, wobei F (x, y, y ′) : R3 → R eine Funktion in den
formalen Variablen x, y, y ′ ist.

Beispiel 4.29 (Kürzester Weg). Gesucht ist eine Funktion fmit f(a) = fa, f(b) =
fb und kürzester Bogenlänge∫b

a

√
1+ f ′(x)2 dx, ⇒ F(x, y, y ′) =

√
1+ (y ′)

2
.

Das wesentliche Konzept hier ist das Differential eines Funktionals, das ei-
ner Ableitung des Funktionals nach der Argumentfunktion entspricht. Für ein
Funktional L fixieren wir f und betrachten für Funktionen h die Differenz

∆hL[f] := L [f+ h] − L[f].

Wir nennen L differenzierbar an f, wenn es ein lineares Funktional108 δL[h](f)
gibt, so daß

∆hL[f] = δL[h](f) + η(h), lim
h→0

η(h)

‖h‖
= 0.

Dazu brauchen wir also einen normierten Raum von Funktionen und es kann
nicht schaden, wenn der Funktionenraum auch vollständig ist. Ein derartiger
Banachraum ist für ein kompaktes Intervall I ⊂ R beispielsweise

C(I), ‖f‖ = ‖f‖∞ := max
x∈I

|f(x)| (4.29)

oder

Ck(I), ‖f‖ =

k∑
j=0

‖f(j)‖∞. (4.30)

Lemma 4.30. Das Differential δL[·](f) ist eindeutig.

108Diese Funktional entspricht der Richtungsableitung in Richtung h.
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Beweis: Gäbe es zwei Differentiale h 7→ δ1L[h](f) und h 7→ δ2L[h](f), dann wäre

δ[h] := δ1L[h](f) − δ2L[h](f) = ∆hL[f] − η1(h) − ∆hL[h] + η2(h) = η2(h) − η1(h)

und da δ[·] ein lineares Funktional ist, ist für t > 0 und ‖h‖ = 1

δ[h] =
δ[th]

t
=
δ[th]

‖th‖
=
η1(th) − η2(th)

‖th‖

also

δ[h] = lim
t→0

η1(th) − η2(th)

‖th‖
= 0

und damit ist auch
δ[h] = ‖h‖ δ[h/‖h‖] = 0

für jedes h, also δ = 0, das heißt, δ1L[h](f) − δ2L[h](f). �

Bemerkung 4.31. Das Funktional L[f] ist normalerweise nicht differenzierbar,
sondern “nur” konvex, d.h.

L [(1− α) f+ αg] ≤ (1− α)L [f] + αL [g] , α ∈ [0, 1].

In diesem Fall betrachtet man nicht das Differential, sondern das sogenannte
Subdifferential, siehe z.B. [22], was die Dinge zwar schon etwas schwerer bzw.
interessanter aber nicht unmöglich macht.

Proposition 4.32. Wenn das FunktionalL[f] an f∗ ein Minimum hat, dann istδL[h](f∗) =
0 für alle h.

Beweis: Ist f∗ eine Minimalstelle, dann ist für hinreichend kleines ‖h‖

0 ≤ L [f∗ + h] − L [f∗] = δL[h] + η(h)

weswegen δL[h] ≥ 0 sein muß, da der andere Term schneller als ‖h‖ gegen Null
geht. Nun ist aber wegen der Linearität des Differentials die Bedingung

0 ≤ δL[h] = −δL[−h] ≤ 0

nur mit δL[h] = 0 zu erreichen. �

Die Bedingung an das Differential ist ja ganz schön, aber es ist in keinster Weise
klar, wie man sowas praktisch ausnutzen könnte. Zu diesem Zweck verwenden
wir eine Taylor–Entwicklung von F und erhalten aus der Definition von L

∆hL[f] = L [f+ h] − L[f] =

∫b
a

F (x, f+ h, f ′ + h ′) − F (x, f, f ′) dx

=

∫b
a

h
∂F

∂y
(x, f, f ′) + h ′

∂F

∂y ′
(x, f, f ′) dx+ · · ·

weswegen

δL[h] =

∫b
a

h
∂F

∂y
(x, f, f ′) + h ′

∂F

∂y ′
(x, f, f ′) dx (4.31)

ist.
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Satz 4.33. Ist eine Funktion f Minimallösung, dann erfüllt sie die Euler–Lagrange–
Gleichung

∂F

∂y
(x, f, f ′) −

∂

∂x

∂F

∂y ′
(x, f, f ′) = 0 (4.32)

des Variationsproblems.

Die Differentialgleichung (4.32) kann man dann mit den verschiedensten Ver-
fahren numerisch angehen kann.

Der Beweis von Satz 4.33 basiert auf dem folgenden elementaren Lemma.

Lemma 4.34. Erfüllen die Funktionen f0, . . . , fn ∈ C[a, b] die Identitäten∫b
a

n∑
j=0

fj(x)h
(j)(x) = 0 (4.33)

für alle h ∈ Cn[a, b] mit h(j)(a) = h(j)(b) = 0, j = 0, . . . , n, dann gilt

n∑
j=0

(−1)j f
(j)

j
(x) = 0, x ∈ [a, b]. (4.34)

Beweis: Partielle Integration von∫b
a

f(x)h(j)(x)dx = (−1)j
∫b
a

f(j)(x)h(x)dx

zeigt, daß genau dann
∫b
a f(x)h

(j)(x)dx = 0 für alle h, die am Rand verschwin-
den, gilt, wenn

0 = f(j) ⇔ f ∈ Πj−1

ist. Sei Fj die (n− j)–te Stammfunktion von fj, also

Fj =

∫ x
a

· · ·

∫ t2
a

fj(t1)dt1 dt2 · · ·dtn−j,

dann ist natürlich fj = F
(n−j)

j
und partielle Integration liefert wieder einmal

0 =

∫b
a

n∑
j=0

fj(x)h
(j)(x)dx =

n∑
j=0

∫b
a

F
(n−j)

j
(x)h(j)(x)dx

= (−1)n
n∑
j=0

∫b
a

(−1)jFj(x)h
(n)(x)dx = (−1)n

∫b
a

n∑
j=0

(−1)jFj(x)h
(n)(x)dx,

also

n∑
j=0

(−1)n−jFj(x) ∈ Πn−1 ⇒ fn = −

n−1∑
j=0

(−1)jFj + p, p ∈ Πn−1.
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Damit ist fn mindestens eineC1–Funktion, denn alle Funktionen Fj, j = 0, . . . , n−
1, auf der rechten Seite sind Stammfunktionen stetiger Funktionen. Nimmt man
nun die erste Ableitung, dann ist

f ′n − fn−1 = −

n−2∑
j=0

(−1)jF ′j + p
′

wieder eineC1–Funktion, kann also noch einmal differenziert werden und damit
ist

(f ′n − fn−1)
′
= f ′′n − f ′n−1

eine wohldefinierte stetige Funktion. Setzen wir dieses Argument induktiv fort,
so erhalten wir schließlich, daß

n∑
j=0

(−1)j f
(j)

j

eine stetige Funktion ist, und eine weitere partielle Integration zeigt, daß

0 =

∫b
a

 n∑
j=0

(−1)j f
(j)

j

 (x)h(x)dx = 0, h(a) = h(b) = 0,

ist, und da das für alle stetigen h gilt, muß die stetige Funktion in (4.34) in der
Tat auf ganz [a, b] verschwinden. �

Übung 4.7 Zeigen Sie: Ist f stetig und erfüllt∫b
a

f(x)h(x)dx = 0, h ∈ C[a, b], h(a) = h(b) = 0,

dann ist f = 0. ♦

Beweis von Satz 4.33: Wir wenden einfach Lemma 4.34 auf die Identität

0 = δL[h] =

∫b
a

h
∂F

∂y
(x, f, f ′)︸          ︷︷          ︸
f0

+h ′
∂F

∂y ′
(x, f, f ′)︸           ︷︷           ︸
f1

dx

an. �

Beispiel 4.35 (Kürzester Weg, Teil II). In diesem Fall ist F (x, y, y ′) =
√
1+ y ′2

und damit
∂F

∂y
= 0,

∂F

∂y ′
=
1

2

2y ′√
1+ y ′2

=
y ′√
1+ y ′2

.

Die Euler–Lagrange–Gleichung lautet also

∂

∂x

∂F

∂y ′
= 0 ⇒ C =

∂F

∂y ′
(x, f, f ′) =

f ′(x)√
1+ (f ′(x))

2

,
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also

C2 =
f ′(x)2

1+ (f ′(x))
2

⇔ f ′(x) = ±

√
C2

1− C2
,

also ist f ′ eine Konstante und die Funktion damit eine Gerade – die Konstante
C bestimmt sich dann aus den Randbedingungen, sollte aber nicht gerade ±1
sein109.

109Überlegen Sie sich, warum das nicht sein kann.
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Da ist das Problem, suche die
Lösung;. Du kannst Sie durch reines
Denken finden; denn in der
Mathematik gibt es kein Ignorabimus.

D. Hilbert

Implizite Funktionen 5
Eine implizite Funktion gibt Beziehungen zwischen Variablen x und y nur auf
indirekte Weise an, nämlich als

F(x, y) = 0, x ∈ U ⊆ Rn, y ∈ V ⊆ Rn×m, F : Rn+m → Rd. (5.1)

Insbesondere kann man ein beliebiges Gleichungssystem

gj(x) = hj(x), j = 1, . . . , d, ⇔ G(x) = H(x)⇔ (G−H)(x) = 0

als implizite Gleichung darstellen. Das Ziel bei der Behandlung impliziter Funk-
tionen besteht dann darin, einige Variablen in Abhängigkeit der anderen Varia-
blen auszudrücken, also eine Funktion f : Rn → Rm zu finden, so daß mit der
Notation aus (5.1) dann

F(x, f(x)) = 0, x ∈ U, (5.2)

erfüllt ist. In diesem Kapitel werden wir herausfinden, unter welchen Vorausset-
zungen so etwas zumindest lokal möglich ist und wie man implizite Funktionen
nutzen kann.

5.1 Ein Ableitungstrick und Implizitierung
Bevor wir loslegen, ein einfaches Beispiel für implizite Funktionen.

Beispiel 5.1 (Kreise & Kugeln). Der Einheitskreis S2 erfüllt die implizite Funk-
tion

0 = F(x, y) =
√
x2 + y2 − 1 oder 0 = F(x, y) = x2 + y2 − 1.

Beide Gleichungen sind korrekt, aber bei der ersten ist F wegen der Wurzel
nicht differenzierbar. Beim Auflösen nach y gelangt man zu der wohlbekannten
Fallunterscheidung

y = f±(x) = ±
√
1− x2, x ∈ [−1, 1],
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es gibt also keine110 Auflösung für alle x und es kann mehrere Lösungszweige
geben. Analoges gilt für die Einheitssphären Sn, die durch

F(x) =

n∑
j=1

x2j − 1

implizit gegeben sind.

Ein erster Vorteil impliziter Funktionen ist, daß wir Funktionen manchmal sehr
einfach differenzieren können, indem wir die Kettenregel ausnutzen. Sei also
f : Rn → Rm und F : Rn+m → Rd differenzierbare Funktionen mit F(x, f(x)) = 0.

Dann setzen wir G(x) = F(x, f(x)) = F(g(x)), g(x) =
[
x

f(x)

]
und erhalten nach

der Kettenregel (3.54)111 aus der Tatsache, daß G(x) ≡ 0 ist, für j = 1, . . . , d und
k = 1, . . . , n die Rechnung

0 =
∂Gj

∂xk
(x) =

∂

∂xk
F(g(x))

=

n∑
`=1

∂Fj

∂x`
(g(x))

∂g`

∂xk
(x)︸    ︷︷    ︸

=
∂x`
∂xk

=δk,`

+

m∑
`=1

∂Fj

∂y`
(g(x))

∂gn+`

∂xk
(x)︸       ︷︷       ︸

=
∂f`
∂xk

=
∂Fj

∂xk
(x, f(x)) +

m∑
`=1

∂Fj

∂y`
(x, f(x))

∂f`

∂xk
(x) =

∂Fj

∂xk
(x, f(x)) +

(
F ′y(x, f(x)) f

′(x)
)
jk
,

also, wenn wir alles in einer Matrix zusammenfassen,

F ′x(x, f(x))︸        ︷︷        ︸
∈Rd×n

= − F ′y(x, f(x))︸         ︷︷         ︸
∈Rd×m

f ′(x)︸ ︷︷ ︸
∈Rm×n

, (5.3)

wobei F ′x die Ableitung bzw. die Jacobimatrix bezüglich der ersten n Varia-
blen x1, . . . , xn bezeichnet und F ′y die Ableitung nach den letzten m Variablen
y1, . . . ,m. Ist d = m und die dann quadratische Matrix F ′y(x, f(x)) invertierbar,
dann ist sogar

f ′(x) = −F ′y(x, f(x))
−1 F ′x(x, f(x)). (5.4)

Beispiel 5.2. Leiten wir doch einmal unsere impliziten Kreise F(x, y) = x2+y2−1
mit f(x) = ±

√
1− x2 ab, dann ergibt sich, da hier d = m = 1 ist, die Ableitung

f ′(x) = −
2x

±2
√
1− x2

= ∓
x

√
1− x2

,

und das ganz ohne die Wurzel ableiten zu müssen.

110Relle, um genau zu sein. Aber Achtung: Differenzierbarkeit von komplexwertigen Funktio-
nen ist nicht so einfach und nennt sich dann Funktionentheorie, siehe [15].

111Das ist auch gleich noch einmal eine schöne Übung im Umgang mit der Kettenregel.
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α

β

d2

d1

x0

x1

x2

Abbildung 5.1: Der Zweigelenkroboter. Die Regelgrößen sind die beiden
Winkel α und β, die zu regelnde Größe ist der Tool Center Point x(2).

Beispiel 5.3 (Roboter). Wir sehen uns einmal die Kinematik eines ganz ein-
fachen Roboters wie in Abb. 5.1 an und wollen wissen, wie der Tool Center
Point x(2) von den Winkeln α und β abhängt112. Dazu bestimmen bestimmen
wir zuerst

x(1) = x(0) + d1

[
cosα
sinα

]
und dann

x(2) = x(1) + d2

[
cosα+ β
sinα+ β

]
= x(0) + d1

[
cosα
sinα

]
+ d2

[
cos(α+ β)
sin(α+ β)

]
= x(0) +

[
d1 cosα+ d2 cos(α+ β)
d1 sinα+ d2 sin(α+ β)

]
=: f(α,β).

Die Abbildung f : R2 → R2 heißt (kinematische) Vorwärtstransformation, die
Abbildung f−1 entsprechend (kinematische) Rückwärtstransformation. Kritisch
sind, wie wir gerade gesehen haben, singuläre Konfigurationen, die sich aus
der Ableitung

f ′(α,β) =

[
−d1 sinα− d2 sin(α+ β) −d2 sin(α+ β)
d1 cosα+ d2 cos(α+ β) d2 cos(α+ β)

]
ergeben. Da wir bei der Determinante beliebig Spalten zueinander addieren

112Wir machen das hier jetzt ”zu Fuß“, es gibt dafür eine sehr schöne klassische Theorie auf
der Basis von Matrizenmultiplikationen, die man beispielsweise in [21] findet und die auch den
Standard in der Robotik darstellt.
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oder voneinander abziehen dürfen, ist

det f ′(α,β) = det
[

−d1 sinα −d2 sin(α+ β)
d1 cos(α+ β)+ d2 cos(α+ β)

]
= d1d2 (cosα sin(α+ β) − sinα cos(α+ β)) = d1d2 sin(α+ β− α)

= d1d2 sinβ,

und eine Singularität tritt fürβ ∈ {0, π} auf, also für den voll zusammengeklapp-
ten Roboter und den komplett ausgestreckten Roboter und das sind auch genau
die beiden Situationen, die man vermeiden sollte.

Beispiel 5.4 (Roboter II). Durch eine einfache Umformung können wir unser
Roboterproblem auch implizit schreiben, nämlich als

0 = F(x,φ) = F (x1, x2, α, β) = x− f(φ) = x− x
(0) −

[
d1 cosα+ d2 cos(α+ β)
d1 sinα+ d2 sin(α+ β)

]
.

Diese Funktion erfüllt dann

0 = F(f(φ), φ) = F
(
x, f−1(x)

)
.

Es gibt aber noch eine andere Implizitierung. Die Kenntnis der Winkel ist
nämlich äquivalent zur Kenntnis des Punktes x(1), denn kennen wir x(1), dann
sind α und β ja die Winkel zwischen x(1) − x(0) und der x–Achse bzw. zwischen
x(1) − x(0) und x − x(1). Und für x(1) gibt es eine fast noch schönere implizite
Funktion:

0 = F
(
x, x(1)

)
=

[
d2
1
− ‖x(1) − x(0)‖2

2

d2
2
− ‖x− x(1)‖2

2

]
.

Diese Funktion stellt eine geometrische Invariante des Roboters dar: Die Abstände
der betrachteten Punkte zueinander sind die Längen der Arme.

5.2 Der Satz über implizite Funktionen
In diesem Abschnitt erhalten wir das wichtigste Resultat über implizite Funk-
tionen, das uns sagt, wann wir nach geeigneten Variablen auflösen können.

Satz 5.5 (Satz über implizite Funktionen). ZuU ⊆ Rn und V ⊆ Rm sei F : U×V →
Rm stetig differenzierbar. Weiter sei (x∗, y∗) ∈ U×V ein Punkt mit F(x∗, y∗) = 0, an
dem die Matrix

F ′y =

[
∂Fj

∂yk
: j, k = 1, . . . ,m

]
∈ Rm×m (5.5)

invertierbar ist. Dann gibt es x∗ ∈ U ′ ⊆ U und y∗ ∈ V ′ ⊆ V und eine stetig
differenzierbare Funktion f : U ′ → V ′ mit

f(x∗) = y∗ und F(x, f(x)) = 0, x ∈ U ′ (5.6)

Außerdem gilt

F(x, y) = 0 ⇔ y = f(x), (x, y) ∈ U ′ × V ′. (5.7)
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Bemerkung 5.6 (Implizite Funktionen).

1. Die Dimension von y und die Anzahl der Komponenten von F müssen
jetzt in Satz 5.5 übereinstimmen, denn sonst wäre die Matrix in (5.5) nicht
quadratisch und damit auch nicht invertierbar.

2. Man kann das auch anders sehen: Die Anzahl der Komponenten von
F gibt die Anzahl der Variablen, nach denen man auflösen kann. Inter-
pretiert man F nun als Gleichungssystem, dann heißt das, daß man in
jeder Gleichung eine Variable eliminieren, also durch andere Variable
ausdrücken und dann in den anderen Gleichungen einsetzen kann. Die-
se Vorgehensweise kennt man auch bei der naiven Lösung von linearen
Gleichungssystemen113

3. Die Mengen U ′, V ′ sorgen für eine Lokalisierung der Invertierung. Die
Funktion f ist nicht global bestimmbar, sondern eben nur lokal.

Bevor wir uns an den Beweis von Satz 5.5 machen, zuerst noch eine kleine
Vorbemerkung.

Lemma 5.7. Ist F stetig differenzierbar und ist die Matrix F ′y an einer Stelle (x, y)
invertierbar, so ist sie das auch in einer Umgebung von (x, y).

Beweis: Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn

det F ′y(x, y) , 0

ist. Diese Determinante ist ein Polynom in denm2 Variablen ∂Fj
∂xk

, j, k = 1, . . . ,m,
die ihrerseits wieder stetige Funktionen sind. Damit ist det F ′y(x, y) eine stetige
Funktion und damit gibt es ein δ > 0, so daß

‖x ′ − x‖
‖y ′ − y‖

}
≤ δ ⇒ ∣∣∣det F ′y(x

′, y ′) − det F ′y(x, y)
∣∣∣ < 1

2

∣∣∣det F ′y(x, y)
∣∣∣ ,

und damit hat dann det F ′y(x ′, y ′) für alle solchen x ′, y ′ dasselbe Vorzeichen wie
det F ′y(x, y), kann also insbesondere nicht Null werden. Damit ist die Ableitung
aber in dieser Umgebung invertierbar. �

Jetzt aber zum Beweis, der ein bisschen länglicher werden wird.
Beweis von Satz 5.5: Nach Voraussetzung ist die Matrix A := F ′y(x

∗, y∗) inver-
tierbar und so können wir die Funktion

G : (x, y) 7→ y−A−1 F(x, y), (x, y) ∈ U × V, (5.8)

definieren, die

G ′y = I−A
−1 F ′y ⇒ G ′y(x

∗, y∗) = I− F ′y(x
∗, y∗)−1 F ′y(x

∗, y∗) = 0

113Wie es richtig geht, lernt man dann in einer Numerik–Vorlesung.
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erfüllt. Wegen der Stetigkeit von F ′y gibt es daher Umgebungen114 x∗ ∈ U1 und
y∗ ∈ V1 des Punktes, so daß

‖G ′y(x, y)‖ <
1

2
, (x, y) ∈ U1 × V1, (5.9)

wobei wir als Matrixnorm beispielsweise wieder die Operatornorm verwenden
können. Dann wählen wir ein ρ > 0, so daß

Bρ(y
∗) ⊂ V1

ist und eine offene Umgebung U2 ⊆ U1 von x∗, so daß

sup
x∈U2

∥∥∥G(x, y∗) − y∗∥∥∥ ≤ ρ
2
. (5.10)

Nach der Definition (5.8) ist

F(x, y) = 0 ⇔ y = G(x, y)

und unsere implizite Funktion ist damit äquivalent zu einem Fixpunktproblem.
Nach (5.9) ist für x ∈ U1 und y, y ′ ∈ V1∥∥∥G(x, y) −G(x, y ′)∥∥∥ =

∥∥∥G ′y(x, η) (y− y ′)
∥∥∥ ≤ ∥∥∥G ′y(x, η)∥∥∥︸         ︷︷         ︸

≤
1
2

∥∥∥(y− y ′)
∥∥∥

≤
1

2
‖y− y ′‖,

auf der Menge V1 ist also G(x, ·) eine Kontraktion für alle x ∈ U1. Wählen wir
x ∈ U2 ⊂ U1 und y ′ = y∗, dann erhalten wir für y ∈ Bρ(y∗) daß

‖G(x, y) − y∗‖ ≤ ‖G(x, y) −G(x, y∗)‖+ ‖G(x, y∗) − y∗‖

≤
1

2
‖y− y∗‖︸      ︷︷      ︸

≤ρ

+ sup
x∈U2

‖G(x, y∗) − y∗‖︸                     ︷︷                     ︸
≤ρ/2

≤ ρ

so daß für jedes x ∈ U2 die Funktion

g : y 7→ G(x, y), Bρ(y
∗)→ Bρ(y

∗),

eine Kontraktion auf Bρ(y∗) ist. Nach Satz 1.51, bekannt als Banachscher Fix-
punktsatz, hat damit die Funktion g für jedes x ∈ U2 einen eindeutigen Fixpunkt
f(x) mit der Eigenschaft

f(x) = G(x, f(x)) ⇔ 0 = F(x, f(x))

und es gibt in Bρ(y∗) auch keinen weiteren Fixpunkt, also auch kein weiteres
y ∈ Bρ(y

∗) mit F(x, y) = 0. Zwischenfazit:

114Die wir als Kugeln und damit konvex wählen können.
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Es gibt eine lokale Funktion f : U2 → Bρ(y
∗) mit F(x, f(x)) = 0 und f(x) ist

der einzige passende Wert in Bρ(y∗) zu x.

Nun müssen wir noch zeigen, daß f differenzierbar ist. Dies zeigen wir nur für
den ”Bezugspunkt“ x∗, da dieser beliebig ausgewählt war115 gilt das für jede
Stelle, an der F ′y invertierbar ist und nur solche betrachten wir ja. Wir setzen

Ax := F
′

x(x
∗, y∗) ∈ Rm×n, Ay := F

′

y(x
∗, y∗) ∈ Rm×m

und erhalten aus der Differenzierbarkeit von F, daß

F(x, y) = F(x∗, y∗)︸     ︷︷     ︸
=0

+Ax(x− x
∗) +Ay(y− y∗) + η(x, y)

= Ax(x− x
∗) +Ay(y− y∗) + η(x, y),

η(x, y)

‖(x− x∗, y− y∗)‖2
→ 0, (5.11)

wobei Ay invertierbar ist. Das liefert

0 = A−1
y 0 = A

−1
y F(x, f(x)) = A

−1
y (Ax(x− x

∗) +Ay(f(x) − y
∗) + η(x, y))

= A−1
y Ax(x− x

∗) + f(x) − y∗ +A−1
y η(x, y),

also

f(x∗ + h) − f(x∗) = f(x∗ + h) − y∗ = −A−1
y Ax︸      ︷︷      ︸

=:f ′(x∗)

h−A−1
y η(x

∗ + h, f(x∗ + h)). (5.12)

Die hier gefundene Definition von f ′(x∗) ist bei genauem Hinsehen

f ′(x∗) = −F ′y(x
∗, y∗)−1 F ′x(x

∗, y∗),

also nichts anderes als unsere bereits wohlbekannte Formel (5.4). Nach (5.12) ist
also f differenzierbar an x∗, wenn

η(x∗ + h, f(x∗ + h))

‖h‖2
→ 0. (5.13)

Nach (5.11) gibt es U3 ⊂ U2 und 0 < σ ≤ ρ, so daß für (x, y) ∈ U3 × Bσ(y∗)

‖η(x, y)‖ ≤
1

2‖A−1
y ‖
‖(x− x∗, y− y∗)‖ ≤

1

2‖A−1
y ‖

(‖x− x∗‖2 + ‖y− y∗‖2) ,

siehe Übung 5.1, und alle Punkte (x, f(x)), x ∈ U3, liegen in U3 × Bσ(y∗). Dazu
wählen wir erst σ klein genug und dann U3 so, daß es klein genug ist und dann
zusätzlich (5.10) erfüllt116. Dann ist

‖η(x, f(x))‖ ≤
1

2‖A−1
y ‖

(‖x− x∗‖2 + ‖f(x) − y
∗
‖2)

115Einzige Forderung war ja, daß F ′y an dieser Stelle invertierbar ist.
116Dazu müssen wir die Menge ja nur verkleinern.
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und damit nach (5.12)

‖f(x∗ + h) − y∗‖ ≤ ‖A−1
y Axh‖+ ‖A

−1
y η(x

∗ + h, f(x∗ + h))‖

≤ ‖A−1
y Ax‖ ‖h‖+ ‖A

−1
y ‖ ‖η(x

∗ + h, f(x∗ + h))‖

= ‖A−1
y Ax‖ ‖h‖+

1

2‖A−1
y ‖
‖A−1

y ‖ (‖h‖2 + ‖f(x
∗ + h) − y∗‖2)

=
(
‖A−1

y Ax‖+
1

2

)
‖h‖+

1

2
‖f(x∗ + h) − y∗‖2,

also
‖f(x∗ + h) − y∗‖ ≤

(
2‖A−1

y Ax‖+ 1
)
‖h‖2. (5.14)

Damit ist dann aber

0 ← ∥∥∥η(x∗ + h, f(x∗ + h))∥∥∥∥∥∥(h, f(x∗ + h) − y∗∥∥∥ ≥
∥∥∥η(x∗ + h, f(x∗ + h))∥∥∥
‖h‖2 + ‖f(x∗ + h) − y∗‖2

≥

∥∥∥η(x∗ + h, f(x∗ + h))∥∥∥
‖h‖2 +

(
2‖A−1

y Ax‖+ 1
)
‖h‖2

=

∥∥∥η(x∗ + h, f(x∗ + h))∥∥∥
‖h‖2

1

2‖A−1
y Ax‖+ 2

,

was (5.13) beweist und damit den Beweis der Differenzierbarkeit von f kom-
plettiert, aus der aber nach Satz 3.15 auch die Stetigkeit von f folgt. �

Übung 5.1 Zeigen Sie, daß ‖(x, y)‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 gilt. (Einzeiler) ♦

Eine Beobachtung des Beweises fassen wir nochmals zusammen.

Korollar 5.8 (Ableitung implizit definierter Funktion). Ist F : U × V → Rm

differenzierbar, U ⊆ Rn, V ⊂ Rm und ist (x, y) ∈ U × V mit F(x, y) = 0 und
det F ′y(x, y) , 0, dann gilt für die implizit definierte Funktion117 f : Rn → Rm

f ′(x) = −F ′y(x, f(x))
−1 F ′x(x, f(x)). (5.15)

Eine weitere Anwendung des Satzes über implizite Funktionen ist eine Formel
für die Ableitung der Inversen.

Satz 5.9 (Ableitung der Umkehrfunktion). Ist f : U → Rn, U ⊆ Rn offen, stetig
differenzierbar und erfüllt an der Stelle x ∈ U die Bedingung det f ′(x) , 0, dann ist f
in einer Umgebung von x invertierbar und die Umkehrfunktion f−1 erfüllt(

f−1
) ′
(f(x)) = (f ′(x))

−1
. (5.16)

Beweis: Wir betrachten die Funktion F : R2n → Rn, definiert durch

F(u, v) = u− f(v), u, v ∈ Rn,

für die F(f(x), x) = 0, x ∈ Rn, und

F ′u(u, v) = I, F ′v(u, v) = −f ′(v)

117Die nach Satz 5.5 existiert.
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gilt. Ist det f ′(x) , 0, dann gibt es nach Satz 5.5 mit (u∗, v∗) = (f(x), x) =: (y, x)
eine eindeutige Funktion gmit

0 = F (y, g(y)) = y− (f ◦ g)(y), y ∈ U 3 f(x), (5.17)

so daß f eine Umkehrfunktion von g ist. Da det f ′(x) , 0 ist und da f ′ stetig ist,
gilt det f ′(x ′) , 0 auf einer ganzen offenen Umgebung U ′ von x. Damit ist, für
x , x ′ ∈ U ′

f(x) − f(x ′) = f ′(ξ)︸ ︷︷ ︸
det,0

(x ′ − x)︸     ︷︷     ︸
,0

, 0,

also ist f lokal injektiv. Mit y = f(x ′) in (5.17) erhalten wir dann f(x ′) =
f(g(f(x ′))) und wegen der lokalen Injektivität muss g(f(x ′)) = x ′ sein, g ist also
lokal auch eine Umkehrfunktion118 von f. Außerdem gilt nach (5.15)

g ′(y) = − (F ′v(y, g(y)))
−1︸               ︷︷               ︸

=−f ′(g(y))−1

F ′u(y, g(y))︸          ︷︷          ︸
=I

= (f ′(g(y)))
−1

und mit nochmals y = f(x) ergibt sich

(f−1) ′(f(x)) = g ′(y) =
(
f ′(g(f(x))︸    ︷︷    ︸

=x

)
)−1

= (f ′(x))
−1

wie in (5.16) behauptet. �

Definition 5.10. Eine Stelle x ∈ U ⊆ Rn heißt singulärer Punkt einer an x

differenzierbaren Funktion f : U→ Rn, wenn det f ′(x) = 0 ist.

Singuläre Punkte sind bei Funktionen Rn → Rn genauso unangenehm wie
bei Kurven, es ist immer besser, wenn x ein regulärer Punkt ist, also wenn
det f ′(x) , 0 ist.

Bemerkung 5.11. Ein anderer Blickwinkel an implizite Funktionen ist, daß man
implizit gegebene Funktionen in vielen Fällen nach ”irgendwelchen“ Variablen
auflösen kann: Ist F : Rn → Rd, d ≤ n, eine stetig differenzierbare Funktion
und x ∈ Rn ein Punkt mit F(x) = 0, dann kann man die Matrix F ′(x) ∈ Rd×n

betrachten. Hat diese Matrix d linear unabhängige Spalten, dann können wir die
zugehörigen Komponenten von x in ŷ ∈ Rd zusammenfassen und den Rest in
x̂ ∈ Rn−d zusammenfassen. Nach einer Umnumerierung der Variablen erhalten
wir dann eine Funktion F̂ : Rn−d+d → Rd mit

F̂(̂x, ŷ) = 0, det F̂ŷ(̂x, ŷ) , 0

und damit gibt es wieder ein f : Rn−d → Rd mit F̂(̂x, f(̂x)) = 0. Diese ausgewähl-
ten Spalten müssen nicht eindeutig sein, es gibt also eventuell sogar mehrere
Möglichkeiten, nach einzelnen Variablen aufzulösen.

118Wir haben also folgendes bewiesen: Ist f eine Umkehrfunktion von g, dann ist auch g eine
Umkehrfunktion von f, solange nur die Ableitungen nichtsingulär sind.
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Beispiel 5.12. Wir betrachten F(x, y) = x2 + y2 − 1, also die implizite Definition
des Einheitkreises. Hier ist

F ′(x, y) = [2x, 2y],

wo für xy , 0 beide Spalten119 Determinanten , 0, man kann also nach x oder
nach y auflösen. Für x = 0 hingegen müssen wir nach y auflösen, denn x(y) ist
an dieser Stelle nicht eindeutig, da es ja immer ±

√
1− yr ist. Analog für y = 0.

Beispiel 5.13 (Roboter III). Die ”abgefahrene“120 Größe (f−1)
′ hat nun übrigens

eine technische Bedeutung, denn sie gibt uns die Änderung der Winkel, also
der Steuergrößen, in Abhängikeit von der Änderung des Tool Center Point und
liefert damit eine Umrechnung von Bewegungsgeschwindigkeit in Winkel-
geschwindigkeit. Das eine ist das, was der Benutzer gerne hätte, das andere
das, was wir steuern müssen. Etwas formaler: Der Roboter soll eine Kurve
x(t) = f(φ(t)) := f(α(t), β(t)) abfahren. Die so resultierende Bahngeschwindig-
keit ist121 dann[

x ′
1
(t)

x ′
2
(t)

]
= x ′(t) =

d

dt
(f ◦ φ)(t) = f ′(φ(t))φ ′(t) = f ′(φ(t))

[
α ′(t)
β ′(t)

]
und für die Umkehrfunktion φ(t) = f−1(x(t)) liefert das nun gerade

φ ′(t) =
(
f−1(x(t))

) ′
x ′(t) = (f ′(φ(t)))

−1
x ′(t).

Das ist die praktische Anwendung von Satz 5.9, denn f ′(φ(t)) können wir leicht
ausrechnen und invertieren122, x(t) ist die vorgegebene Stellgröße und dann ist
die geforderte Winkelstellung φ(t) nichts anderes als123 das Integral

φ(t) =

∫ t
0

φ ′(t)dt− φ(0) =

∫ t
0

(f ′(φ(t)))
−1
x ′(t)dt− φ(0).

Übrigens gibt es nur eine lokale Inverse von f, denn für jede nichtsiguläre Stel-
lung des Roboters gibt es immer zwei Konfigurationen mit demselben Ergebnis
x, eine bei der x(1) oberhalb der Verbindungsgeraden zwischen x(0) und x(2) liegt
und eine, bei der der Punkt darunter liegt.

5.3 Der Umkehrsatz
Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes über implizite Funktionen ist die
Antwort auf die Frage, wann sich eine Funktion F : Rn → Rn umkehren lässt,
also wann die Umkehrfunktion F−1 existiert. Auch hier spielen die regulären
Punkte die entscheidende Rolle. Das folgende Resultat ist eine Reformulierung
von Satz 5.9 nach [11]. Bewiesen haben wir es aber schon vorher.

119Das sind einfach nur die Zahlen 2x, 2y.
120Wie wir gleich sehen werden, gilt das sogar im Wortsinne.
121So können wir auch noch einmal unsere Kettenregel üben.
122Es sei denn, der Roboter fährt in die singuläre Position.
123Undφ(0) ist die hoffentlich bekannte Position des Roboters zum Zeitunkt t = 0, an dem die

Bewegung beginnt.
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Satz 5.14 (Umkehrsatz). Ist f : U → Rn, U ⊆ Rn stetig differenzierbar und x∗ ∈ U
ein regulärer Punkt von f, d.h., det f ′(x∗) , 0, dann gibt es eine Umgebung U ′ ⊆ U
von x∗ und eine Umgebung V von y∗ := f(x∗), so daß f : U ′ → V eine Bijektion ist.
Insbesondere existiert auf V die Umkehrabbildung f−1, die(

f−1
) ′
(y∗) = (f ′(x∗))

−1 (5.18)

erfüllt.

Mit Hilfe des Umkehrsatzes lassen sich auch globale Eigenschaften einer Funk-
tion beweisen, die wir im Folgenden zusammenstellen wollen.

Satz 5.15. Ist f : U → Rn, U ⊆ Rn, U offen, eine stetig differenzierbare reguläre
Funktion, d.h. det f ′(x) , 0, x ∈ U, dann gilt:

1. f ist eine offene Abbildung124:

U ′ ⊆ U offen ⇒ f(U ′) offen.

2. Es gilt das Maximumprinzip: Die Funktion x 7→ ‖f(x)‖ besitzt auf U kein
Maximum.

3. Ist 0 < f(U), dann besitzt f auch kein Minimum auf G.

4. Ist f injektiv, dann ist die Umkehrfunktion f−1 : f(U) → Rn stetig differen-
zierbar.

Bemerkung 5.16. Ist U beschränkt und damit der Abschluss U kompakt, dann
hat das Maximumprinzip eine stärkere Formulierung:

Die Funktion ‖f‖muss ihr Maximum auf dem Rand ∂U annehmen.

Dies folgt sofort aus Satz 5.15, da die stetige Funktion ‖f‖ auf dem Kompaktum
U annehmen muss, auf der offenen Menge U selbst aber nicht – da bleibt dann
nur noch der Rand übrig.

Beweis von Satz 5.15: 1): Sei x ∈ U ′ ⊆ U und f(U ′) 3 y := f(x). Nach dem
Umkehrsatz ist f auf einer offenen Menge U ′′ ⊆ U ′ eine Bijektion und f und f−1

sind stetig125. Trivialerweise gilt für jedes V ⊂ U ′′, wo f ebenfalls eine Bijektion
ist, daß

V = f−1(f(V))

sein muss, und damit ist f(V) Urbild der offenen Menge V und offen, da f−1

stetig ist. Für jedes x ∈ U ′ gibt es also eine offene Umgebung V von x, so daß
f(V) offen ist, zu jedem f(x), x ∈ U ′, also eine offene Umgebung. Damit ist f(U ′)
offen.

124Bitte nicht verwechseln: Bei einer stetigen Funktion sind die Urbilder, nicht die Bilder offener
Mengen offen.

125Sie sind ja sogar differenzierbar!
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Für 2) nehmen wir an, x∗ sei eine Maximalstelle der Funktion g(x) = ‖f(x)‖,
das heißt, ‖f(x∗)‖ ≥ ‖f(x)‖, x ∈ U. Wäre nun f(x∗) = 0, dann wäre ‖f(x)‖ = 0,
x ∈ U, und damit f ≡ 0, also auch f ′ ≡ 0 auf U, was aber nach Voraussetzung
ausgeschlossen ist. Also ist ‖f(x∗)‖ , 0. Nach dem Umkehrsatz ist f auf einer
ganzen Umgebung von f(x∗) umkehrbar, also gibt es eine offene Umgebung V
von f(x∗) mit V ⊆ f(U), also auch ein ρ > 0 mit Bρ (f(x∗)) ⊆ V ⊆ f(U). Damit ist
aber

y := f(x∗) +
ρ

2‖f(x∗)‖
f(x∗) =

(
1+

ρ

2‖f(x∗)‖

)
︸              ︷︷              ︸

>0

f(x∗) ∈ Bρ(x
∗) ⊆ f(U),

es gibt also ein x ∈ Umit y = f(x), und es ist

‖f(x)‖ = ‖y‖ = ‖

(
1+

ρ

2‖f(x∗)‖

)
f(x∗)‖ =

(
1+

ρ

2‖f(x∗)‖

)
︸              ︷︷              ︸

>1

‖f(x∗)‖ > ‖f(x∗)‖,

im Widerspruch zur Maximalität von ‖f(x∗)‖.
Der Beweis von 3) verläuft entsprechend, nur mit 1 − ρ

2‖f(x∗)‖
und 4) ist eine

direkte Konsequenz aus dem Umkehrsatz, der ja die lokale stetige Differenzier-
barkeit an jedem Punkt zur Aussage hatte. �

5.4 Nochmals Extrema unter Nebenbedingungen
Wie in Bemerkung 4.23 angekündigt, wollen wir uns jetzt noch einmal den
Satz über Lagrange-Multiplikatoren ansehen und ihn mit Mitteln der Analysis,
genauer unter Ausnutzung des Satzes über implizite Funktionen, beweisen.
Und das wird sich als ausgesprochen einfach herausstellen.

Korollar 5.17. Zu U ⊆ Rn seien die Funktionen f : Rn → R und g : Rn → Rp,
p < n, stetig differenzierbar, und f besitze in x∗ ∈ U ein lokales Extremum unter der
Nebenbedingung g(x∗) = 0, an der g ′ maximalen Rang p hat. Dann gibt es Lagrange–
Multiplikatoren λ ∈ Rp, so daß

f ′(x∗) − λTg ′(x∗) = 0. (5.19)

Bemerkung 5.18. Wir fordern in Satz 5.17, daß die Nebenbedingungen an der
Stelle x∗ nichtdegeneriert sind, das heisst, die Matrix

g ′(x∗) =

[
∂gj

∂xk
:
j = 1, . . . , p
k = 1, . . . , n

]
hat den maximalen Rang p < n, so daß es eine quadratusche Teilmatrix[

∂gj

∂xk`
: j, ` = 1, . . . , p

]
gibt, deren Determinante von Null verschieden ist. Dazu brauchen wir, daß wir
nicht zu viele Nebenbedingungen haben, also p < n.



100 5 IMPLIZITE FUNKTIONEN

Beweis: Wir schreiben x = (y, z), y ∈ Rn−p, z ∈ Rp, also g(x) = g(y, z) und
nehmen an, daß detg ′z(x∗) , 0 ist, sonst würden wir die Variablen einfach
umbenennen. Nach dem Satz über implizite Funktionen, Satz 5.5, gibt es dann
eine Umgebung U∗ von x∗, in der alle x ∈ U∗ mit g(x) = 0 von der Form
x = (y,ϕ(y)) sind.

Da nun f an x∗ ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0

hat, hat
ψ : y 7→ f (y,ϕ(y))

ein lokales Extremum126 ohne Nebenbedingung und es gilt, unter Verwendung
von 5.9,

0 = ψ ′(x∗) =
[
f ′y, f

′

z

]
(x∗)

[
I

ϕ ′

]
(y∗) = f ′y(x

∗) + f ′z(x
∗)ϕ ′(y∗)

= f ′y(x
∗) − f ′z(x

∗)g ′z(x
∗)−1︸              ︷︷              ︸

:=λTy=(λ1,...,λn−p)

g ′y(x
∗)

Ausserdem gilt trivialerweise

f ′z(x
∗) = f ′z(x

∗)g ′z(x
∗)−1︸             ︷︷             ︸

:=−λTz=−(λ1,...,λp)

g ′z(x
∗),

was sich zu

f ′(x∗) =
[
f ′y, f

′

z

]
(x∗) =

[
λTyg

′

y, λ
T
zg
′

z

]
(x∗) = λT g ′(x∗)

kombinieren lässt und auch schon den Satz beweist. �

Bemerkung 5.19. Die Idee des Beweises ist wirklich einfach und naheliegend:
Vermittels des Umkehrsatzes parametrisieren wir die Funktion lokal mit den
n−p freien Variablen und nutzen dann das Kriterium für ein lokales Extremum
ohne Nebenbedingungen. Der Rest lässt sich so schön einfach hinschreiben und
formal verifizieren, weil wir die richtigen Konzepte und angemessene Notation
verwenden.

Der analytische Beweis gilt nur für Gleichheitsbedingungen, deren Anzahl darüber
hinaus kleiner als die Anzahl der Variablen sein muss. Bei Gleichheitsbedingun-
gen kann man immer λ durch −λ ersetzen, so daß es egal ist, ob man f ′+λg ′ = 0
oder f ′−λg ′ = 0 fordert und man sich nicht durch unteschiedliche Formulierun-
gen in der Literatur verwirren lassen muss. Was allerdings bleibt, ist die Frage,
wie man

0 =

[
f ′ + λTg ′

g

]
wirklich löst, wenn f und g kompliziertere Funktionen sind. Zufällig befassen
wir uns mit dieser Frage im nächsten Abschnitt.

126Gleicher Art natürlich.



5.5 Das Newton–Verfahren 101

5.5 Das Newton–Verfahren

Der Beweis von Satz 5.5 liefert uns auch die wichtigste Idee für eines der zentra-
len Resultate und eines der wichtigsten Verfahren der numerischen Mathematik.
Wir haben dort ja das Problem F(x) = 0 in das Fixpunktproblem

x = G(x) = x−A−1 F(x), A ∈ Rn×n (5.20)

umgewandelt, wobei A prinzipiell zuerst einmal eine beliebige invertierbare
Matrix sein darf. Allerdings sollteAquadratisch sein, was nur dann funktioniert,
wenn F : U→ Rn, U ⊆ Rn, eine Funktion mit genausovielen Komponenten wie
Variablen ist. Bei der Suche nach einem Fixpunkt verwendet man dann die
Iteration

x(k+1) = G(x(k)) = x(k) − F ′(x(k))−1 F(x(k)), (5.21)

und fragt sich, wann x(k) → x∗ mit F(x∗) = 0, d.h., G(x∗) = x∗. Dabei ist F ′(x(k))−1

eine Folge von Matrizen, die idealerweise gegen F ′(x∗) konvergiert, denn diese
Matrix war ja im Beweis von Satz 5.5 die ”richtige“ Wahl.

Definition 5.20 (Nullstellen). Ein Punkt x ∈ U heißt Nullstelle von F : U →
Rn, U ⊆ Rn, wenn F(x) = 0 ist und einfache Nullstelle, wenn127 zusätzlich
det F ′(x) , 0, also die Nullstelle kein singulärer Punkt ist.

Bemerkung 5.21. Eine Nullstelle von F ist nichts anderes als eine gemeinsame
Nullstelle der Funktionen f1, . . . , fn. Einfache Nullstellen kennen wir auch für
univariate Funktionen, hier ist dann einfach f ′(x) , 0 und die Funktion hat
einen Vorzeichenwechsel. Wie Übung 5.2 zeigt, ist das in mehreren Variablen
auch nicht groß anders.

Übung 5.2 Zeigen Sie: Hat F an x eine einfache Nullstelle, dann gibt es eine
offene Umgebung U ′ von x, auf der F(x ′) , 0, x ′ ∈ U ′ \ {x} gilt. ♦

Lemma 5.22. Ist x∗ ∈ U eine einfache Nullstelle der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion F : U→ Rn, dann gibt es eine Umgebung x∗ ∈ U ′ ⊆ U und ein ρ ∈ (0, 1), so
daß G(U ′) ⊆ U ′ und

‖G(x) −G(x ′)‖ ≤ ρ ‖x− x ′‖, x, x ′ ∈ U ′, (5.22)

wobei
G(x) := x− F ′(x∗)−1 F(x), x ∈ U ′.

Beweis: Da F(x∗) = 0 vorausgesetzt war, ist G(x∗) = x∗ und ausserdem ist F ′

auf einer Umgebung U1 von x∗ invertierbar. Jetzt kommt wieder das ”Verklei-
nerungsspiel“ wie im Beweis von Satz 5.5: Da

G ′(x) = I− F ′(x∗)−1 F ′(x) ⇒ G ′(x∗) = I− F ′(x∗)−1 F ′(x∗) = 0,

127Das setzt natürlich voraus, daß F differenzierbar ist.
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gibt es zu 0 < ρ < 1 eine konvexe Umgebung U2 := Bσ(x
∗) ⊂ U1, σ > 0, von x∗

mit128

‖G ′(x)‖F ≤
1

2
ρ und ‖G(x) − x∗‖2 ≤

1

2
ρ, x ∈ U2.

Für x, x ′ ∈ U2 ist dann mit Hilfe der Fixpunkteigenschaft und dank der Diffe-
renzierbarkeit gibt es ξ ∈ [x∗, x], ξ ′ ∈ [x∗, x ′], so daß

‖G(x) −G(x ′)‖2 = ‖G(x) − x
∗ + x∗ −G(x ′)‖

=
∥∥∥G ′(ξ) (x− x∗) −G ′(ξ ′)(x ′ − x∗)∥∥∥

2

≤

∥∥∥G ′(ξ) (x− x ′)∥∥∥
2
+

∥∥∥(G ′(ξ) −G ′(ξ ′)) (x ′ − x∗)∥∥∥
2

≤ ‖G ′(ξ)‖F︸      ︷︷      ︸
≤
1
2ρ

‖x− x ′‖2 +
∥∥∥(G ′(ξ) −G ′(ξ ′))∥∥∥

F︸                      ︷︷                      ︸
≤n|D2G|U,∞ ‖ξ−ξ ′‖

‖x ′ − x∗‖︸       ︷︷       ︸
≤σ

≤
1

2
ρ ‖x− x ′‖2 + σn|D

2G|U,∞ ‖ξ− ξ ′‖2︸       ︷︷       ︸
≤‖x−x ′‖2

≤

(
1

2
ρ+ σn|D2G|U,∞

)
‖x− x ′‖2

≤

(
1

2
+
σn |D2G|U,∞

ρ

)
ρ‖x− x ′‖2,

siehe Übung 5.3, insbesondere (5.24). Wählen wir jetzt also den freien Parameter
σ noch so, daß

σ ≤
ρ

2n|D2G|U,∞ ,
dann istU ′ = U2∩Bρ(x∗) die gesuchte Menge, auf derG eine Kontraktion ist. �

Übung 5.3 Die Frobeniusnorm einer Matrix A ∈ Rn×n ist definiert als

‖A‖F :=

√√
n∑
j=1

n∑
k=1

a2
jk
. (5.23)

Zeigen Sie:

1. Die Frobeniusnorm ist eine Norm, d.h., sie erfüllt die Axiome aus Defini-
tion 1.4.

2. Die Frobeniusnorm und die euklidische Norm ‖ · ‖2 auf dem Rn sind
verträglich, das heißt,

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F ‖x‖2.

3. Ist F : Rn → Rn×n eine stetig differenzierbare matrixwertige Funktion und
U ⊆ Rn, so ist

‖F(x) − F(x ′)‖F ≤ n sup
ξ∈U

max
j,k,`=1,...,n

∣∣∣∣∣∂fjk∂x`
(ξ)

∣∣∣∣∣ ‖x− x ′‖2.
128Die Einschränkung auf die euklidische Norm ”‖ · ‖2 und die Frobeniusnorm für Matrizen

hat rein technische Gründe.
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4. Ist die Funktion F in 3) von der Form F = G ′, G : Rn → Rn, so ergibt sich

‖G ′(x) −G ′(x ′)‖F ≤ n sup
ξ∈U

max
j,k,`=1,...,n

∣∣∣∣∣ ∂2g`∂xj∂xk
(ξ)

∣∣∣∣∣︸                           ︷︷                           ︸
=:|D2F|U,∞

‖x− x ′‖2. (5.24)

♦

Der Rest ist dann im wesentlichen nur noch eine Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes, man muss allerdings noch ein bisschen aufpassen, daß F ′(x(k))
so nahe bei F ′(x∗) liegt, daß es da keine Schwierigkeiten gibt. Details dazu lernt
man in der Veranstaltung Numerische Mathematik, siehe z.B. [16, 24, 31].

Korollar 5.23 (Newton–Verfahren). Hat die zweifach stetig differenzierbare Funk-
tion F : U → Rn, U ⊆ Rn eine einfache Nullstelle an x ∈ U, dann gibt es eine
UmgebungU ′ von x, so daß für alle Startwerte x(0) ∈ U ′ die Newton–Iteration (5.21)
gegen x konvergiert.

Die Geometrie des Newton–Verfahrens in einer Variablen ist einfach: Zu einem
gegebenen Punkt x(k) schneidet man die Tangente an die Funktion f an dieser
Stelle mit der x–Achse und verwendet damit die Nullstelle dieser Näherung
als neue Näherung für die Nullstelle – die Nullstellenbestimmung für lineare
Funktionen gilt ja als eher nicht ganz so schweres Problem. Daß das am Ende
dann so gut funktioniert, liegt an der optimalen lokalen Annäherung der Funk-
tion durch die Ableitung. In der Tat ergibt sich die Iterationsvorschrift direkt

x0

x1

x2

Abbildung 5.2: Das Newton–Verfahren, genauer, die ersten beiden Schritte
in diesem Verfahren.

aus Nullsetzen der Tangentenformel:

0 = `(x) = f(x(k)) + f ′(x(k))(x− x(k)) ⇔ x = x(k) −
f(x(k))

f ′(x(k))
.
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In mehreren Variablen liefert uns jedes f ′
j

einen Gradienten und die Gleichungen

0 = `j(x) = fj(x
(k)) + ∇fj(x

(k))T(x− x(k)), j = 1, . . . , n, (5.25)

die einenn−1–dimensionalen affinen Teilraum, also eine Hyperebene imRn (als

”Parameterraum“) definiert. Der Schnitt dieser nHyperenebenen ist generisch,
also im Normalfall, ein Punkt, kann aber natürlich beliebig degenerieren. Fasst
man nun (5.25) in einer Gleichung zusammen, so erhält man wieder

0 = F(x(k)) + F ′(x(k)) (x− x(k)) ⇔ x = x(k) − F ′(x(k))−1 F(x(k)).

5.6 Anwendungen impliziter Funktionen
Eine Anwendung des Satzes über implizite Funktionen haben wir bei dem Ro-
boter ja schon kennengelernt, wo wir die Bahnplanung über die implizite, geo-
metrische Invariante der kinematischen Transformation durchführen konnten.
Jetzt sehen wir uns noch ein paar andere Anwendungen an.

Beispiel 5.24 (Höhenlinien). In einer digitalen Karte modelliert man die Höhen-
information zu einem Punkt (x, y), heute zumeist im WGS84–Referenzsystem
angegeben, das von GPS–Systemen ausgegeben wird, als Wert f(x, y) über dem
Referenzellipsoid. Diese Punkte kann man für praktische Anwendungen als
ebene Punkte in einer geeigneten Parametrisierung ansehen, so daß die Höhen-
information also als f(x, y), x, y ∈ U × V ⊂ R2 angesehen werden kann.

Eine wichtige Information ist nun die Höhenlinie zur Höheh, also die Menge
aller Punkte mit f(x, y) = h bzw.

0 = F(x, y) = f(x, y) − h.

Diese Höhenlinien sind dann zumeist geschlossene Kurven129, die man gerne
ermitteln möchte, man hätte also gerne eine Kurve h(x) bzw. h(y) mit

0 = F(x, h(x)) bzw. 0 = F(h(y), y).

Ist nun
0 , ∇F(x, y) = ∇f(x, y),

dann kann man zumindest nach einer der beiden Variablen lokal auflösen und
so die Höhenlinie berechnen.

Beispiel 5.25 (Schnittberechnung). Sind zwei implizite Flächen imR3 als f1(x) =
0und f2(x) = 0, x ∈ R3, gegeben, dann ist die Schnittkurve dieser beiden Flächen
implizit durch

0 = F(x) =

[
f1(x)
f2(x)

]
129Die Höhendaten sind durchaus als stetig anzunehmen, auch wenn dies ein sehr vereinfach-

tes Modell ist, ebenso wie das Modell der Funktion f(x, y), aber im ”normalen“ kartographischen
Kontext ist das in Ordnung.
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definiert. Kennt man nun einen Punkt x∗ auf dieser Schnittkurve, also F(x∗) = 0,
und ist130 [

∂fj

∂xk
(x∗) :

j = 1, 2
k = 2, 3

]
invertierbar, dann gibt es eine Funktion g : R → R2 mit F(x1, g(x1)) = 0, x1 ∈
U 3 x∗

1
, was genau eine lokale Parametrisierung der gesuchten Kurve ist. Nun

ist
g ′ = (F ′2,3)

−1 F ′1

aus F berechenbar und wir wissen, daß für hinreichen kleines h

0 = F (x∗1 + h, g(x
∗

1 + h)) = F (x
∗

1 + h, g(x
∗

1) + hg
′(ξ)) ≈ F (x1 + h, g(x

∗

1) + hg
′(x∗1))

und damit erhalten wir näherungsweise einen benachbarten Punkt auf der
Schnittkurve. Starten wir jetzt das Newton–Verfahren mit

y(k+1) := (F ′2,3)
−1(x∗1 + h, y

(k)) F2,3
(
x∗1 + h, y

(k)
)
, y(0) = g(x∗1) + hg

′(x∗1),

dann konvergiert die Folge der y(k) nach Korollar 5.23 gegen ein ymit

F(x∗1 + h, y) = 0 ⇒ y = g(x∗1 + h),

und wir haben einen weiteren Punkt auf der Schnittkurve gefunden.
Wählt man nun noch in jedem Punkt die Koordinaten k, k ′ ∈ {1, 2, 3} so, daß ∂f1

∂xk
(x∗) ∂f1

∂xk ′
(x∗)

∂f2
∂xk

(x∗) ∂f2
∂xk ′

(x∗)


so invertierbar wie möglich wird, dann wird das Ganze zu einem fast schon
funktionierenden Verfahren zur Bestimmung von Schnittkurven.

Beispiel 5.26 (Raytraycing). Auch beim Raytracing, also der Strahlverfolgung
zur Berechnung beleuchteter Szenen, siehe [5], sind implizite Funktionen leich-
ter zu handhaben. Auch hier stellt man eine Fläche im Raum als f(x) = 0,
f : R3 → R, dar, und modelliert einen Sehstrahl als Schnitt zweier Hyperebe-
nen, also als

0 = G(x) =

[
gT
1
x− c1

gT
2
x− c2

]
,

so daß sich der Schnittpunkt als Lösung von

0 = F(x) =

[
f(x)
G(x)

]
, F : R3 → R3,

ergibt, wofür sich als Berechnungsmethode wieder das Newton–Verfahren an-
bietet, die dann einen Punkt x∗ mit F(x∗) = 0 liefert. Da man beim Raytraycing

130Der Einfachheit halber wählen wir die letzten beiden Koorditnaten, generell müssten wir
voraussetzen, daß F ′(x∗) vollen Rang hat und dann zwei Koordinaten wählen, die zu linear
unabhängigen Spalten von F ′(x∗) gehören. Aber man kann es auch übertreiben.



106 5 IMPLIZITE FUNKTIONEN

dann Reflexionen berechnen muss, um den Strahl weiterzuverfolgen, brauchen
wir die Normale an die Fläche, also den Vektor, der auf die Tangentialebene
senkrecht steht. Um diese zu berechnen, nehmen wir an, daß ∂f

∂x3
(x∗) , 0 ist und

erhalten eine lokale Funktion g : R2 → Rmit f(x1, x2, g(x1, x2)) = 0 und

g ′(x∗1, x
∗

2) =
(
∂f

∂x3
(x∗)

)−1
f ′1,2(x

∗) ∈ R1×2.

Die Tangentialebene ist dann die Menge aller Punkte x der Form

x = x∗ +

[
I

g ′(x∗
1
, x∗
2
)

]
h =: x∗ +Ah, h ∈ R2.

Ist nun v ∈ R3 die bis auf Normierung eindeutige nichttriviale Lösung von
ATv = 0, dann ist

x = x∗ +Ah ⇒ vTx = vTx∗ + vTA︸︷︷︸
=0

h ⇒ vTx− vTx∗ = 0,

so daß v die gesuchte Normalenrichtung sein muss. Letztlich normiert man v
dann noch so, daß ‖v‖2 = 1 ist, die Richtung ist trickreicher, denn f(x) = 0 ist ja
nur die Begrenzungsfläche des darzustellenden Objekts und hat keine Ahnung,
wo Innen oder Aussen ist.
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I disapprove of certainties [. . . ] They
limit one’s range of vision. Doubt is
one aspect of width.

S. Rushdie, Grimus

Mannigfaltigkeiten 6
In diesem Kapitel wollen wir ein bisschen mehr Geometrie betreiben, genauer,
uns mit Analysis auf komplexeren Objekten als dem Rn betreiben.

Beispiel 6.1 (GPS). Das in GPS normalerweise verwendete WGS84–System de-
finiert Funktionen auf einem Ellipsoid E. Will man also mit diesen Funktionen
Analysis betreiben131, so muss man Funktionen f : E → R behandeln. Nun ist
zwar E ⊂ R3, aber E ist eben keine offene Menge und damit wird es schwer,
Ableitungen zu definieren oder gar zu integrieren.

Genau diese Frage, nämlich wie man Funktionen auf gekrümmten Flächen un-
tersuchen kann und wie man vor allem diese gekrümmten Flächen beschreiben
kann, wird uns in diesem Kapitel beschäftigen.

6.1 Dimension, Stetigkeit und Diffeomorphismen

Naiv gesehen ist Dimension eines Objektes eine einfache Sache: Punkte sind
nulldimensional, Geraden eindimensional, Ebenen zweidimensional und so
weiter. Und natürlich nimmt man an, daß zweidimensionale Objekte auch wirk-
lich ”größer“ sind als eindimensionale. Dem ist aber erst einmal nicht so.

Lemma 6.2. Es gibt eine Surjektion f : [0, 1]→ [0, 1]2, das Intervall ist also mindes-
tens so groß wie das Quadrat.

Beweis: Für x ∈ [0, 1) sei

x = .x1x2 · · · =

∞∑
j=1

xj2
−j, xj ∈ {0, 1},

die dyadische Darstellung von x, die wir dadurch eindeutig machen können,
daß wir verlangen, daß sie unendlich viele Nullen enthält. Die Mehrdeutigkeit

0.100 · · · = .011 . . .

131Und da ist das Wort Steigung, das man ja gerne im Zusammehang mit der Ableitung
verwendet dann auch endlich im Wortsinne zu verstehen
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wird dann nämlich immer im Sinne des Ausdrucks auf der linken Seite aufgelöst:
Hätte x nämlich nur endlich viele Nullen, dann gibt es eine letzte Null, sagen
wir an xn, und dann ist

x = .x1 . . . xn−1 011 . . .︸    ︷︷    ︸
=100...

= .x1 . . . xn−1100 . . .

und x ist sogar eine rationale Zahl, siehe Übung 6.1. Nun setzen wir

f(x) = (.x1x3x5 . . . , .x2x4x6 . . . ) =

 ∞∑
j=1

x2j−1 2
−j,

∞∑
j=1

x2j 2
−j


und f(1) = (1, 1). Die Funktion ist surjektiv, weil wir jedes (x, y) ∈ [0, 1]2 \ {(1, 1)}
als

.x1y1x2y2 . . .

codieren können. �

Übung 6.1 Zeigen Sie: Eine Zahl x ∈ [0, 1] ist rational, wenn ihre dyadische
Dastellung endliche viele Nullen oder Einsen enthält. Gilt auch die Umkehrung?
♦

Bemerkung 6.3. f aus Lemma 6.2 ist keine Bijektion, da wir auf [0, 1]2 keine
Eindeutigkeit gefordert haben, die wir auf [0, 1] ja auch nur benötigt haben,
damit f wohldefiniert war. Und in der Tat ist

(
1

2
,
1

2

)
=


(0.10 . . . , 0.10 . . . ) = f(0.110 . . . ) = f( 3

4
),

(0.01 . . . , 0.10 . . . ) = f(0.01 10︸︷︷︸ . . . ) = f( 38),
(0.10 . . . , 0.01 . . . ) = f(0.10 01︸︷︷︸ . . . ) = f( 56),

es gibt also sogar mehr Urbildpunkte als Bildpunkte, das Intervall enthält somit
sogar eher mehr Elemente als das Quadrat, was natürlich nicht stimmt, da jede
der überabzählbar vielen dünnen, noch nicht einmal offenen Teilmengen x ×
[0, 1] ⊂ [0, 1]2, x ∈ [0, 1], gerade ein Intervall ist.

Das ist auf den ersten Blick etwas kontraintuitiv, aber vielleicht liegt es ja daran,
daß wir mit der Surjektion einfach zu großzügig waren. Betrachtet man nämlich
die Folge

xn := 0.00 1 . . . 1︸  ︷︷  ︸
2n

⇒ f(xn) = (0.0 1 . . . 1︸  ︷︷  ︸
n

, 0.0 1 . . . 1︸  ︷︷  ︸
n

)

dann gilt

x := lim
n→∞ xn = 0.010 · · · =

1

4
⇒ f(x) =

(
0,
1

2

)
,

(
1

2
,
1

2

)
= lim

n→∞ f(xn),
die in Lemma 6.2 verwendete Funktion ist also unstetig. Und wenn man so
wenig Struktur verwendet, dann kann es natürlich durchaus passieren, daß
Dinge schiefgehen. Nur leider hilft Stetigkeit auch nicht weiter.
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Satz 6.4 (Peano). Es gibt eine stetige Surjektion f : [0, 1]→ [0, 1]2.

Beweis: Die klassische stetige Surjektion ist die berühmte Peanokurve. Dazu
zerlegt man ein Quadrat in neun Subquadrate, die man in der folgenden Art
und Weise numeriert:

3 4 9

2 5 8

1 6 7

→ ↓ ◦↑ ↓ ↑↑ → ↑ .
Für jedes dieser Subdreiecke verwendet man nun wieder eine angepasst Version
dieser Zerlegung:

• für 1, 3, 7, 9 die Originalversion,

• für 2, 8 eine in x–Richtung gespiegelte Version

9 4 3

8 5 2

7 6 1

◦ ↓ ←↑ ↓ ↑↑ ← ↑ .
• für 4, 6 eine in y–Richtung gespiegelte Version

1 6 7

2 5 8

3 4 9

↓ → ↓↓ ↑ ↓→ ↑ ◦

.

• für 5 eine in x- und y–Richtung gespiegelte Version:

7 6 1

8 5 2

9 4 3

↓ ← ↓↓ ↑ ↓
◦ ↑ ← .

Diese Numerierungen sorgen dafür, daß man einer Ecke des Quadrats beginnt
und es auf der gegenüberliegenden verlässt. So lässt sich für n ∈N, eine Menge
von N = 9n Quadraten Qn

1
, . . . , Qn

N
⊂ [0, 1]2 konstruieren, deren Inneres leeren

Durchschnitt hat und die gemeinsam [0, 1]2 überdecken. Ausserdem zerlegt
sich das Quadrat Qn

k
in Qn+1

9(k−1)+1
, . . . , Qn+1

9k
und Qn

k
und Qn

k+1
haben für k =

1, . . . , 9n−1 eine gemeinsame Seite. Verbindet man die Mittelpunkte yn
k
∈ [0, 1]2,

k = 1, . . . , 9n, dieser Quadrate, so erhält man die in Abb 6.1 zu sehenden Kurven,
die wir so parameterisieren wollen, daß132 f(0) = (9−n, 0), f(1) = (1−9−n, 1) und

fn(x
n
k) = y

n
k , xnk = 9−n

(
k−

1

2

)
, k = 1, . . . , 9n,

Die zugehörigen stückweise linearen Funktionen fn sind stetig und beschränkt.
Für x ∈ [0, 1] gibt es eine Intervallschachtelung x ∈ In

k
= [(k− 1)/9n, k/9n],

132Geometrisch sind die xk ganz einfach die Mittelpunkte der Intervalle [(k− 1)/9n, k/9n].
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k ∈ {1, . . . , 9n}, und da auch die zugehörigen Quadrate Qn
k

verschachtelt sind
und Seitenlänge 3−n existiert genau ein Punkt133

y =

∞⋂
n=1

Qn
k = lim

n→∞ f(x), (6.1)

die Kurven konvergieren also punktweise gegen f. Da aber nach Konstruktion

max
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| ≤ 3
−n, n ∈N,

ist, liegt auch gleichmäßige Konvergenz vor, und damit ist f in der Tat stetig134.
Da sich jeder Punkt y als Grenzwert einer Intervallschachtelung wie in (6.1)
schreiben lässt, gibt es aber auch zu jedem y ∈ [0, 1]2 auch ein x ∈ [0, 1] mit
y = f(x), das heißt, die Funktion f ist, wie behauptet, surjektiv. �

Abbildung 6.1: Die ersten vier Schritte in der Konstruktion einer Peanokur-
ve

Man kann mit Hilfe der Peanokurve noch weitere kontraintuitive Objekte kon-
struieren, indem man sie mit einer anderen Pathologie kombiniert.

Beispiel 6.5 (Cantorfunktion). Eine Funktion, die stetig und monoton steigend
ist und dennoch fast überall Ableitung Null hat, kann man folgendermaßen
konstruieren:

1. Wir setzen f(0) = 0 und f(1) = 1.

133Dieses Argument sollte uns aus dem Topologiekapitel bekannt vorkommen!
134Siehe Teil I, [26].
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2. Auf dem Intervall [ 1
3
, 2
3
] setzen wir f(x) = 1

2
.

3. Auf [ 1
9
, 2
9
] setzen wir f(x) = 1

4
und auf [ 7

9
, 8
9
] entsprechend f(x) = 3

4
.

4. Für allgemeines n ≥ 1weisen wir den Wert

2k+ 1

2n
=

n−1∑
j=1

εk,j 2
−j + 2−n, k = 0, . . . , 2n−1 − 1, (6.2)

entsprechend dem Intervall

[xk,n, xk,n + 3
−n] , xkn = 2

n−1∑
j=0

εk,j 3
−j, k = 0, . . . , 2n−1 − 1, (6.3)

zu.

Die Idee hinter (6.2) und (6.3) ist einfach: Im ersten Schritt werden die Werte für
das Intervall [0.1, 0.2] in ternärer135 Darstellung festgelegt, also für alle Punkte
der Form .1ε2ε3 . . . , im zweiten für 0.01 . . . und 0.21 . . . , im dritten für 0.001 . . . ,
0.021 . . . , 0.201 . . . , 0.221 . . . und so weiter. Damit erhalten wir Funktionswerte
für alle Stellen mit wenigstens einer 1 in der ternären Entwicklung.

Die so resultierende Funktion φ heißt Cantorfunktion und sie hat die fol-
genden Eigenschaften:

1. φ ist eine stetige Funktion von [0, 1]→ [0, 1].

2. φ nimmt nur abzählbar viele verschiedene Werte an, nämlich jede dyadi-
sche Zahl

k

2n
, k = 0, . . . , 2n, n ∈N,

aber φ([0, 1]) liegt dicht in [0, 1].

3. φ ist monoton steigend.

4. φ hat fast überall Ableitung Null. Genauer: Die Menge der Stellen x, an
denen φ ′(x) existiert und φ ′(x) = 0 ist, ist offen und dicht136.

Übung 6.2 Verifizieren Sie die Eigenschaften der Cantorfunktion. ♦

Betrachtet man nun f ◦ φ mit der Peanokurve f und der Cantorfunktion φ,
dann erhält man eine Kurve, die überhaupt nur abzählbar viele Werte annimmt,
aber trotzdem das Quadrat ”ausfüllt“, in dem Sinne, daß die Kurve mit jeder
noch so kleinen offenen Teilmenge des Quadrats nichtleeren Schnitt hat. Sei also
X ⊂ [0, 1]2 solch eine offene Teilmenge, die eine KugelBρ(x), x ∈ X, ρ > 0, enthält.

135Also zur Basis 3.
136Nämlich die Vereinigung des Inneren aller Intervalle, auf denen φ als konstant definiert

wurde.
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Dann ist natürlich auch Bρ(x) ∩ f(φ([0, 1])) abzählbar, also besteht aus Punkten
yj, j ∈N. Damit ist

Bρ(x) ∩ f(φ([0, 1])) ⊆ Yλ :=

∞⋃
j=1

(B2−jλ(yj) ∩ Bρ(x)) ⊆ Bρ(x), 0 < λ < ρ,

eine Teilmenge von X, die durch Wahl von λ beliebig klein gemacht werden
kann, der ”Anteil“ von Bρ(x) ∩ f(φ([0, 1])) an Bρ(x) ist also Null137, es gibt also
praktisch keine Punkte der Kurve in X. Anders gesagt, siehe [9],

Die stetige Kurve f(φ([0, 1])) ist fast überall im Einheitsquadrat fast nirgend-
wo.

Das Fazit ist relativ einfach: Stetigkeit ist anscheinend138 nicht wirklich ausrei-
chend, um die Dimension eines Objektes zu erfassen. Andererseits muss aber
die Peanokurve eine unendliche Länge haben, kann also nicht rektifizierbar und
damit auch nicht differenzierbar sein. Deswegen sieht es mit Differenzierbarkeit
in Sachen Dimension schon deutlich besser aus, was die folgenden Definition
motiviert.

Definition 6.6 (Diffeomorphismus). Eine Funktion ϕ : U → V , U,V ⊂ Rn

heißt Diffeomorphismus, wenn sie bijektiv und stetig differenzierbar ist und
ihre Umkehrfunktion ϕ−1 : V → U stetig differenzierbar ist. Sind ϕ und ϕ−1

sogar k–mal bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, so spricht man von einem
Ck–Diffeomorphismus139 bzw. einem C∞–Diffeomorphismus.

Übung 6.3 Zeigen Sie: Die Umkehrfunktion eines Diffeomorphismus ist eben-
falls ein Diffeomorphismus. Nein, war nur ein Scherz. ♦

6.2 Mannigfaltigkeiten

Jetzt können wir Objekte der Dimension k im Rn definieren.

Definition 6.7 (Mannigfaltigkeit). Eine Menge M ⊂ Rn heißt k–dimensionale
Mannigfaltigkeit oder kurz k–Mannigfaltigkeit, k ≤ n, wenn es zu jedem
x ∈M eine offene Umgebung U von x, eine offene Teilmenge V ⊂ Rn und einen
Diffeomorphismus f : U→ V gibt, so daß

f(U ∩M) = V ∩
(
Rk × {0}

)
= {y ∈ Rn : yk+1 = · · · = yn = 0} . (6.4)

Bemerkung 6.8.

137In der Sprache der Maßtheorie: Das ist eine Nullmenge.
138Wirklich bewiesen haben wir ja nichts, nur Belege angegeben, daß Dinge anscheinend nicht

so richtig funktionieren.
139Das beinhaltet also immer Forderungen an die Funktion und deren Umkehrfunktion.
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1. Anschaulich gesprochen ist eine k–Mannigfaltigkeit immer ein lokales Bild
desRk unter einem Diffeomorphismus und damit auch eink–dimensionales
Objekt.

2. Jeder Punkt des Rn ist eine 0–Mannigfaltigkeit.

3. Jede offene Teilmenge U ⊂ Rn ist immer eine n–Mannigfaltigkeit, man
muss nur V = U und f(x) = xwählen.

4. Analog ist die kanonische Einbettung des Rk, x 7→ (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)
immer eine Mannigfaltigkeit.

Beispiel 6.9 (Ebenen). Der einfachste nichttriviale Fall einer Mannigfaltigkeit ist
sicherlich eine k–dimensionale Ebene im Rn. Dazu betrachten wir eine Matrix
A ∈ Rn×k, die die parametrisierte Ebene

E =
{
Ax+ b : x ∈ Rk

}
, b ∈ Rn,

definiert. Wären nun Spalten vonA von anderen Spalten linear abhängig, dann
könnte man diese einfach weglassen, ohne E zu verändern140 und müsste ein-
fach k entsprechend verkleinern. Nehmen wir also an, sie wären alle linear
unabhängig, dann kann man diese Vektoren a1, . . . , ak ∈ Rn mit ak+1, . . . , an
zu einer Basis des Rn ergänzen, und zwar orthogonal, also so, daß aT

j
a` = 0,

j = 1, . . . , k, ` = k+ 1, . . . , n. Die erweiterte Matrix

Â := [a1 . . . ak ak+1 . . . an] =: [AB], B ∈ Rn×n−k,

ist dann invertierbar und f(y) := Â−1(y − b), y ∈ Rn der gesuchte Diffeomor-
phismus, und zwar sogar global. Schreiben wir nämlich

Â−1 =

[
G

H

]
, G ∈ Rk×n, H ∈ Rn−k×n,

dann ist [
Ik

In−k

]
= I = Â−1Â =

[
G

H

]
[AB] =

[
GA GB

HA HB

]
,

also HA = 0, GB = 0 und GA = Ik, HB = In−k. Für y ∈ E, also y = Ax + b für
x ∈ Rk ist dann

f(y) = Â−1(y− b) = Â−1Ax =

[
G

H

]
Ax =

[
GA

HA

]
x =

[
I

0

]
x

=

[
x

0

]
∈ Rk × {0},

wohingegen wir für y = (Ax+ b) + y ′, y ′ = Bx ′, x ′ ∈ Rn−k \ {0},

f(y) =

[
x

x ′

]
140Überlegen Sie sich, warum!
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erhalten. Mit anderen Worten:

y ∈ E ⇔ f(y) ∈ Rk × {0},

die Ebene ist also eine k–Mannigfaltigkeit, wobei k die Anzahl der linear un-
abhänigen Zeilen von A, also den Rang der Matrix, bezeichnet.

Das besondere und auch besonders seltene an Beispiel 6.9 ist die Tatsache, daß
das dort definierte f ein globaler Diffeomorphismus ist, das heißt, daß die
offene Umgebung U aus Definition 6.7 als Rn gewählt werden kann.

Beispiel 6.10 (Sphären). Das nächsteinfachere Beispiel einer Mannigfaltigkeit
ist die Einheitssphäre im Rn,

Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖2 = 1},

die ja implizit als

Sn−1 = {x : F(x) = 0}, F(x) := ‖x‖22 − 1 =

n∑
j=1

x2j − 1,

gegeben ist. Da F ′(x) = 2xT ist, ist die Ableitung , 0 für alle x ∈ Sn−1, das heißt,
die Rang–1–Matrix F ′ hat auf der ganzen Sphäre den Maximalrang 1, und damit
ist immer xj , 0 für mindestens ein j, wo auch

xj = ±

√
1−
∑
k,j

x2
k

(6.5)

erfüllt sein muss; nehmen wir an, (6.5) gilt mit Vorzeichen ”+“ und j = n. Die
Funktion

f(y) =

y1, . . . , yn−1, yn −
√√
1−

n−1∑
k=1

y2
k


ist nun auf einer offenen Umgebung141 von x wohldefiniert, umkehrbar und
differenzierbar mit

f ′(y) =


1

. . .

1
2y1√

1−
∑
k<n y

2
k

. . .
2yn−1√
1−

∑
k<n y

2
k

1

 ,
und es ist

fn(y) = 0 ⇔ yn =

√
1−
∑
k<n

y2
k

⇔ y ∈ Sn−1.

Damit ist die Sphäre auch, wie es der Anschauung entspricht, eine n − 1–
dimensionale Mannigfaltigkeit im Rn.

Hinter dem Beispiel der Sphäre steckt natürlich ein allgemeineres Prinzip, das
wir uns als nächstes ansehen wollen. Der Hintergrund ist natürlich142 wieder

141Nämlich solange yj dasselbe Vorzeichen wie xj hat, dann ist auch der Ausdruck unter der
Wurzel , 0 und damit differenzierbar.

142Oder?
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der Satz über implizite Funktionen, bzw. eine direkte Folgerung daraus. Doch
zuerst eine Definition

Definition 6.11 (Rang). Der Rang143

rankA = dimARm = dimATRn (6.6)

einer Matrix A ∈ Rn×m, ist die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen oder
Spalten von A.

Bemerkung 6.12. Daß der in (6.6) definierte Zeilenrang und Spaltenrang immer
übereinstimmen, ist eine bekannte Tatsache aus der linearen Algebra, siehe z.B.
[4, 2.8.3].

Satz 6.13. Ist f : Rn → Rp, p ≤ n, stetig differenzierbar in einer offenen Menge
U ⊂ Rn mit der Eigenschaft

f(x) = 0 ⇒ rank f ′(x) = p, x ∈ U, (6.7)

dann ist f−1(0) eine (n− p)–dimensionale Mannigfaltigkeit.

Als Vorbereitung brauchen wir eine interessante Konsequenz des Umkehrsatzes,
Satz 5.14, für ”nichtquadratische“ Funktionen.

Satz 6.14. Ist f : Rn → Rp, p ≤ n, stetig differenzierbar in einer offenen Menge
U ⊂ Rn und gibt es x∗ ∈ U mit

f(x∗) = 0 und rank f ′(x∗) = p, (6.8)

dann gibt es eine offene UmgebungU ′ von x∗ und einen Diffeomorphismusϕ : U ′ →
Rn mit der Eigenschaft

(f ◦ϕ) (x) = (xn−p+1, . . . , xn) , x ∈ U ′. (6.9)

Beweis: Da rank f ′(x∗) = p ist, gibt es Indizes j1 < · · · < jp, so daß

f ′v(x
∗) = det

[
∂fj

∂xjk
(x∗) : j, k = 1, . . . , p

]
, 0.

Nehmen wir zuerst einmal an, daß j1 = n − p + 1, . . . , jp = n, und schreiben
x = (u, v), u ∈ Rn−p, v ∈ Rn, und definieren F : Rn → Rn als

F(x) = F(u, v) =

[
u

f(u, v)

]
, x = (u, v).

Dann ist

F(x∗) =

[
u∗

f(x∗)

]
=

[
u∗

0

]
143Auf Englisch ”rank“
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und

F ′(x∗) =

[
I

f ′u(x
∗) f ′v(x

∗)

]
invertierbar, so daß es nach dem Umkehrsatz, Satz 5.14, eine Umgebung V von
(u∗, 0) gibt, auf der die Inverse144 F−1 mit

(F−1) ′ =

[
I

−(f ′v)
−1
f ′u (f ′v)

−1

]
,

existieren muss, zumindest lokal. Ist πv(x) := πv(u, v) := v die Projektion auf
die letzten p Komponenten, dann ist f = πv ◦ F und damit

f(u, f−1v (u, v)) = (f ◦ F−1)(x) = (πv ◦ F ◦ F
−1)(x) = πv(x) = v,

also ist ϕ = F−1 der gesuchte Diffeomorphismus.
Bleibt der Fall, daß j1 < · · · < jp beliebig sind. Dann sei g : Rn → Rn eine

Permutation der Variablen, so daß

g(x) =
(
· · · , xj1 , xj2 , . . . , xjp

)
Auf die Funktion f̃ := f ◦ g können wir dann das bisher bewiesene anwenden
und erhalten einen Diffeomorphismus ϕ̃, so daß

(xn−p+1, . . . , xn) = (f̃ ◦ ϕ̃)(x) = (f ◦ g ◦ ϕ̃)(x) =: (f ◦ϕ)(x).

�

Übung 6.4 Zeigen Sie: Jede Permutation ist ein Diffeomorphismen und unter die
Konkatenation f ◦ g von Diffeomorphismen ist wieder ein Diffeomorphismus.
Formulieren Sie den zweiten Teil der Aussage korrekt unter Berücksichtigung
der Definitionsbereiche. ♦

Übung 6.5 Berechnen Sie die Inverse der Blockmatrix[
A

B C

]
∈ Rn×n, A ∈ Rk×k, B ∈ Rn−k×k, C ∈ Rn−k×n−k,

unter der Annahme, daß A und C invertierbar sind. Kann die Matrix für sin-
guläres A oder C invertierbar sein= ♦

Beweis von Satz 6.13: Sei also nun x ∈ f−1(0), also f(x) = 0. Nach der Annahme
(6.7) ist dann rank f ′(x) = p und es gibt die UmgebungU von x und den Diffeo-
morphismusϕ aus Satz 6.14. Dann istψ = ϕ−1 der gesuchte nach Definition 6.7:
Schreiben wir nämlich x als x = ϕ(y), dann ist

0 = f(x) = (f ◦ϕ)(y) = (yn+p−1, . . . , yn) ⇔ yn−p+1 = · · · = yn = 0,

144Wie man leicht durch Ausmultiplizieren verifiziert, ist
[
I
A B

]−1
=

[
I

−B−1A B−1

]
,

siehe auch Übung 6.5
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was nichts anderes als

0 = ψn−p+1(x) = · · · = ψn(x)

ist. �

Mit anderen Worten: Alle implizit gegebenen Mengen mit überall nichtsin-
gulärer Definitionsfunktion F : Rn → Rp sind n − p–dimensionale Mannigfal-
tigkeiten. Das entspricht auch der anschaulichen Intuition, daß jede Gleichung
den ”Verlust“ einer Dimension bedeutet. Da im Falle von Beispiel 6.9 und Bei-
spiel 6.10 die Ableitungen F ′(x) = A (also sogar konstant) und F ′(x) = 2xT sind,
folgt die Mannigfaltigkeitseigenschaft nun ganz automatisch.

Korollar 6.15 (Einheitssphären). Die Einheitssphären Sn−1 ⊂ Rn sind n − 1–Man-
nigfaltigkeiten145.

Die folgenden alternative Beschreibung von k–Mannigfaltigkeiten zeigt, daß
man diese lokal auch explizit beschreiben kann.

Satz 6.16. Eine TeilmengeM desRn ist genau dann eine k–Mannigfaltigkeit, wenn es
zu jedem x ∈ M eine offene Umgebung U von x, eine offene Teilmenge W ⊂ Rk und
eine stetig differenzierbare Bijektion146 f :W → Rn gibt, so daß

1. f(W) =M ∩U,

2. rank f ′(y) = k, y ∈W,

3. f−1 : f(W)→W stetig ist.

Definition 6.17 (Koordinatensystem). Die Funktion f aus Satz 6.16 heißt (lokales)
Koordinatensystem um x.

Beweis von Satz 6.16: ”⇒“: Sei M eine k–Mannigfaltigkeit und ϕ : Rn → Rn
der Diffeomorphismus aus Definition 6.7. Wir setzen

W ′ := ϕ(M ∩U) ∩ (Rk × {0}) = {y ∈ ϕ(M) : yk+1 = · · · = yn = 0},

dann
W := πu(W

′) ∈ Rk, ⇒ W ′ =W × {0},

und f(u) = ϕ−1(u, 0), u ∈ Rk. Die Funktion ist stetig147 weil ϕ ein Diffeomor-
phismus war und erfüllt nach Konstruktion f(W) =M∩U. Schreiben wir wieder
x = (u, v), u ∈ Rk, v ∈ Rn−k, dann ist, mit g = πu ◦ϕ : Rn → Rk

g(f(u)) = (πu ◦ϕ)(f(u)) = (πu ◦ϕ ◦ϕ
−1)(u, 0) = πu(u, 0) = u

und daher
I = (g ◦ f) ′ = g ′(f(u))︸      ︷︷      ︸

∈Rk×n

f ′(u)︸ ︷︷ ︸
∈Rn×k

, (6.10)

145Was auch den oberen Index erklärt.
146Bijektion ist die Funktion natürlich nur auf f(W), der Rest interessiert ja nicht.
147Und sogar differenzierbar!
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weswegen rank f ′(u) = k sein muss.

”⇐“: Sei nun f eine Funktion, die 1)– 3) erfüllt und seien x ∈ M, y ∈ Rk so,
daß x = f(y). Wir nehmen an, daß die ersten k Zeilen von f ′ linear unabhängig
sind, also

0 , det
[
∂fj

∂y`
: j, ` = 1, . . . , k

]
,

ansonsten numerieren wir unser Koordinatensystem im Rn um148. Dann setzen
wir g :W ×Rn−k → Rn als

g(x) := g(u, v) := f(u) +

[
0

v

]
, x ∈W ×Rn−k,

und erhalten

g ′(x) =

[
f ′
k
(u) 0

f ′
n−k

(u) I

]
, f =

[
fk
fn−k

]
,

also
detg ′(x) = det f ′k(u) , 0.

Damit gibt es eine offene Menge V1 um (y, 0) und eine offene Umgebung V2 um
g(y, 0), so daß g : V1 → V2 eine differenzierbare Umkehrfunktion ϕ hat – das
ist, wieder einmal, der Umkehrsatz. Da f−1 stetig ist, sind die Urbilder offener
Mengen bezüglich f−1, also die Bilder offener Mengen bezüglich f, ebenfalls
offen und es gibt eine offene Menge U, so daß

{f(u) : (u, 0) ∈ V1} = U ∩ f(W).

Ersetzen wir U durch U ∩ V2 und setzen V := ϕ(U), dann ist

U ∩M = {f(u) : (u, 0) ∈ V} = {g(u, 0) : (u, 0) ∈ V},

so daß

ϕ(U ∩M) = g−1(U ∩M) = g−1{g(u, 0) : (u, 0) ∈ V} = V ∩
(
Rk × {0}

)
,

wie in Definition 6.7 gefordert. �

Bemerkung 6.18. Der Name ”Koordinatensystem“ ist aus [29] entnommen. In
[18] wird eine derartige Funktion als Immersion bezeichnet, im Kontext der Dif-
ferentialgeometrie oder der Riemannschen Geometrie spricht man gerne auch
mal von einer Karte.

Der Beweis von Satz 6.16 zeigt, daß ein Koordinatensystem im wesentlichen
eine Umkehrung des Diffeomorphismus sein muss, allerdings sind weder der
Diffeomorphismus noch das Koordinatensystem eindeutig.

148Das war ja sehr willkürlich gewählt.
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Beispiel 6.19 (Ebene). Bei der Ebene in Beispiel 6.9 ist der Diffeormorphismus
die Funktion

f(y) = Â−1(y− b), y ∈ Rn,

das Koordinatensystem die Funktion

f(x) = Ax+ b, x ∈ Rk.

Jede Matrix B ∈ Rn×k, deren Spalten b1, . . . , bk denselben k–dimensionalen Un-
terraum desRn aufspannen wie die Spalten a1, . . . , ak vonA, ist ebenfalls Koor-
dinatensystem der Mannigfaltigkeit E. Diese Matrizen sind genau von der Form
B = AT , T ∈ Rk×k, det T , 0, und damit können wir die Koordinatensysteme als

fT(x) = ATx+ b := ATx+ b, x ∈ Rk.

parametrisieren. Die zugehörigen Diffeomorphismen sind danny 7→ Â−1
T
(y−b).

Beispiel 6.20 (Sphären). Koordinatensysteme für die Einheitssphären Sn−1 wäre
die Funktionen

fj(x) =



x1
...

xj−1(
1−
∑

k,j x
2
k

)1/2
xj+1
...

xn


, j ∈ {1, . . . , n}.

Das Koordinatensystem fj funktioniert in einer Umgebung jedes Punktes x ∈
Sn−1 mit xj , 0. Das heißt, daß mit ”wenigen“ Ausnahmen alle Koordinatensys-
teme gewählt werden können.

Beispiel 6.21 (Torus). Auch explizite Parametrisierungen können als Koordi-
natensysteme funktionieren, wenn sie regulär sind, also rank f ′ = k ist. Die
Parametrisierung des Kreises mit Radius r um den Punkt (R, 0),

u 7→ [
R+ r cosu
r sinu

]
, 0 < r < R,

kann man um die z–Achse rotieren und erhält so das Koordinatensystem149

f(u, v) =

 (R+ r cosu) cos v
(R+ r cosu) sin v

r sinu

 , u, v ∈ T,

mit Ableitung

f ′(u, v) =

 (R− r sinu) cos v −(R+ r cosu) sin v
(R− r sinu) sin v (R+ r cosu) cos v

r cosu 0

 .
149Erinnerung an Teil 1:T = R/2πZ entspricht dem Intervall [−π, π]mit ”zusammengeklebten“

Enden.
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Die Determinante der oberen 2 × 2–Matrix ist

(R− r sinu)︸           ︷︷           ︸
>0

(R+ r cosu)︸            ︷︷            ︸
>0

(
cos2 v+ sin2 v

)︸                ︷︷                ︸
=1

> 0,

so daß die Jacobimatrix dieser Koordinatenfunktion auch wirklich überall Rang
2 hat. Die resultierende Mannigfaltigkeit f (T2) bezeichnet man als Torus imR3.
Ihre implizite Gleichung lautet

0 = f(x, y, z) =
(√
x2 + y2 − R

)2
+ z2 − r.

Bemerkung 6.22. Das Konzept der Regularität ist konsistent mit dem, was wir
bei der Definition der Kurven kennengelernt haben. Eine reguläre Kurve, also
eine Kurve mit f ′ , 0 bzw. rank f ′ = 1 überall ist dann also auch eine 1–
Mannigfaltigkeit und die Parametrisierung das Koordinatensystem.

Man wäre jetzt versucht zu sagen, eine k–Mannigfaltigkeit im Rn definiere sich
einfach als Bild150 einer regulären Funktion f : Rk → Rn. Dem ist aber nicht so,
die Bedingung 3) hat sehr wohl ihren Sinn.

Abbildung 6.2: Die Funktion aus Beispiel 6.23. Die Kurve ”schliesst“ sich
wieder an der Stelle (0, 0).

Beispiel 6.23. Die Funktion

f(t) = sin 2t
[

cos t
sin t

]
, t ∈

(
−
π

2
,
π

2

)
,

siehe Abb 6.2, bildet die offene Teilmenge V :=
(
−π
2
, π
2

)
⊂ R regulär nach R2 ab,

aber das Bild f(V) ist keine Mannigfaltigkeit, denn es gibt keinen Diffeomorphis-
mus, der eine beliebig kleine Umgebung von (0, 0) gleichzeitig auf Umgebungen
von 0, −π

2
und π

2
abbilden kann.

150Manchmal auch als Spur oder Graph.
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Aber f ist auch kein Koordinatensystem, da f−1 nicht stetig ist: Man kann
Folgen xk ∈ R2 mit xk → 0 definieren, für die f−1(xk) gegen −π

2
, 0 oder π

2

konvergiert oder sogar beliebig zwischen diesen Werten wechselt. Bedingung
3) in Satz 6.16 ist also sehr wohl notwendig.

Unsere bisherige Definition einer Mannigfaltigkeit hat immer um jeden
Punkt der Mannigfaltigkeit eine Umgebung f(W) gefordert, die ebenfalls zur
Mannigfaltigkeit gehört. Zwar ist f(W) normalerweise keine offene Menge151

imRn, aber trotzdem hat jeder Punkt eine Umgebung auf der Mannigfaltigkeit,
f(W) ist relativ offen. Insbesondere ist jeder Punkt von M in dieser Definition
ein innerer Punkt, die Mannigfaltigkeit hat also keinen Rand, auch wenn sie im
Sinne der mengenwertigen Topologie selbst nur Rand ist.

Übung 6.6 Zeigen Sie: Ist M ⊂ Rn eine k–Mannigfaltigkeit, k < n, dann ist
∂M =M. ♦

Um also Mannigfaltigkeiten mit Rand definieren zu können, brauchen wir ein
etwas subtileres Konzept.

Definition 6.24 (Mannigfaltigkeit mit Rand).

1. Der (positive) HalbraumHk
⊂ Rk ist definiert alsHk := {x ∈ Rk : xk ≥ 0}.

2. Eine Menge M ⊂ Rn heißt k–dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand,
wenn zu jedem Punkt x ∈M entweder die Forderungen aus Definition 6.7
erfüllt, oder es eine offene Menge U 3 x, eine offene Menge V ⊂ Rn und
einen Diffeomorphismus f : U→ V gibt, so daß

f(U ∩M) = V ∩
(
Hk
× {0}

)
= {y ∈ V : yk ≥ 0, yk+1 = · · · = yn = 0}. (6.11)

und fk(x) = 0.

3. Erfüllt x die Bedingung aus 2), so heißt xRandpunkt der Mannigfaltigkeit
M. Die Menge aller Randpunkte bildet den Rand ∂M der Mannigfaltig-
keit152.

Bemerkung 6.25. Das ”entweder . . . oder“ in Punkt 2) von Definition 6.24 ist
absolut korrekt. Wären nämlich f1 : U1 → V1 bzw. f2 : U2 → V2 Diffeomorphis-
men153 gemäß Definition 6.7 bzw. Definition 6.24, dann ist f2 ◦ f−11 : V1 → V2 ein
Diffeomorphismus imRk, der eine offene Teilmenge desRk, nämlich πu(V1) auf
die nicht offene Teilmen πu(V2) abbildet; letzere ist nicht offen, da f2,k(x) = 0 ist.
Das ist dann aber ein Widerspruch zu Satz 5.15, 1), wo gezeigt wurde, daß jede
Funktion mit det f ′ , 0 eine offene Abbildung sein muss, die offene Mengen
auf offene Mengen abbildet.

151Beispiel: Die Sphären Sn−1 im Rn
152Was jetzt aber nicht mehr im topologischen Sinne von Definition 1.19.
153Dafür muss man eventuell U2 und V2 so verkleinern, daß U2 ⊂ U1 ist, was aber möglich

ist, da ja x ∈ U1 ∩U2, also U1 ∩U2 , ∅ eine nichtleere offene Menge ist, die x enthält und damit
einen guten Kandidat für U2 darstellt.



122 6 MANNIGFALTIGKEITEN

Satz 6.26 (Mannigfaltigkeiten und Rand). Ist M ⊂ Rn eine k–Mannigfaltigkeit
mit Rand, dann ist der Rand ∂M eine k − 1–Mannigfaltigkeit und M \ ∂M eine
k–Mannigfaltigkeit.

Beweis: Sei x ∈ ∂M und f : U→ V ein Diffeomorphismus wie in Definition 6.24.
Dann sind alle Punkte x ′ mit

f(x ′) ∈ V ∩ (Rk−1 × {0}) = {y ∈ V : yk = · · · = yn}

ebenfalls Randpunkte von M, da sie auch Definition 6.24 erfüllen. Jeder Punkt
x ′ mit f(x ′) ∈ V ∩ (Rk × {0}) mit154 fk(x

′) > 0 gehört zwar zur Mannigfaltigkeit
M, kann aber nach Bemerkung 6.25 kein Randpunkt sein. Damit ist

f(∂M ∩U) = {y ∈ V : yk−1 = · · · = yn = 0},

weswegen ∂M genau die Definition 6.7 für eine k − 1–Mannigfaltigkeit erfüllt.
Andererseit gilt aber

f ((M \ ∂M) ∩U) = {y ∈ V : yk > 0, yk+1 = · · · = yn = 0}

nach einer Verkleinerung auf die offene Menge V ′ = {y ∈ V : yk > 0} ein
entsprechend angepasstes U ′ ist

f ((M \ ∂M) ∩U ′) = {y ∈ V ′ : yk+1 = · · · = yn = 0},

was genau der Definition einer k–Mannigfaltigkeit entspricht. �

Beispiel 6.27 (Sphären, Halbkugeln, Kreise). Die Sphären Sn−1 im Rn sind ein
schönes Beispiel, wie das mit und ohne Rand aussehen kann.

1. Die Sphäre Sn−1 selbst ist eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, ganz im Sin-
ne der ursprünglichen Definition. Dennoch ist sie beschränkt, denn alle
x ∈ M erfüllen trivialerweise ‖x‖2 ≤ 1. So etwas bezeichnet man als ge-
schlossene Mannigfaltigkeit.

2. Die Halbkugel
Sn−1
≥

= {x ∈ Sn−1 : xn ≥ 0}

ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand ist natürlich

Sn−2 × 0 = {(x, 0) : x ∈ Sn−2 ⊂ Rn−1},

also eine n − 2–dimensionale Sphäre, die nun aber wieder eine Mannig-
faltigkeit ohne Rand ist. Jedes Koordinatensystem f : Rn−2 → Rn−1 ergibt
sofort ein kanonisches Koordinatensystem f̂(u) = (f(u), 0) für die n − 2–
Sphäre im Rn.

3. Die offene Halbkugel

Sn−1> = {x ∈ Sn−1 : xn > 0}

erfüllt ja
Sn−1> = Sn−1

≥
\ ∂Sn−1

≥

und ist wieder eine ”normale“ Mannigfaltigkeit.
154f(x ′) < 0 ist ausgeschlossen, da der Diffeomorphismus per definitionem auf Hk × {0}

abbildet.
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6.3 Tangentialräume und Orientierung
Als nächstes beschäftigen wir uns mit der Frage, was denn nun die Ableitung
einer k–Mannigfaltigkeit M im Rn ist. Verwendet man um x ∈ M ein Koordi-
natensystem f : W → Rn, u ∈ W ⊂ Rk, wobei x = f(u) ist, dann kann man
natürlich die Ableitung

f ′(u) ∈ Rn×k

in irgendeiner Form als Ableitung der Mannigfaltikeit ansehen. Nun sind Ko-
ordinatensysteme aber natürlich nicht eindeutig und wäre g : W ′ → Rn ein
anderes Koordinatensystem mit u ∈ W ′ und g(u) = x, dann haben wir keine
Garantie, daß g ′(u) = f ′(u) ist und damit hinge dieses Konzept einer Ableitung
massiv von der Parametrisierung ab.

Beispiel 6.28. Setzen wir g(v) := gA(v) := f(A(v−u)+u),A ∈ Rk×k invertierbar,
v ∈W ′, dann ist

g ′(u) = f ′(u)A

eine lineare Transformation von f ′(u) mit Gleichheit genau dann, wenn A = I

ist.

Beispiel 6.28 zeigt, daß die Ableitung des Koordinatensystems keine parame-
trisierungsunabhängige Größe, also nicht intrinsisch ist. Auf der anderen Seite
gibt es aber auch eine Idee, was eine intrinische Größe sein könnte, nämlich
der Vektorraum f ′(u)Rk = g ′

A
(u)Rk, der von den Spalten der Ableitungen

aufgespannt wird. Das können wir formalisieren.

Definition 6.29 (Tangentialräume).

1. Für f : V → Rn und u ∈ V definieren wir die lineare Abbildung

Luf : v 7→ f ′(u) (v− u),

die gerade die Ableitung155 von f an der Stelle u ist.

2. Der Tangentialraum der k–MannigfaltigkeitM an der StelleM 3 x = f(u),
f ein Koordinatensystem, ist definiert als

Tx := x+ Luf(R
k) = x+

{
f ′(u)(v− u) : v ∈ Rk

}
. (6.12)

Den linearen Anteil dieses Raums bezeichnen wir mitMx := Tx − x.

3. Eine Menge X ⊂ Rn heißt affiner Teilraum des Rn, wenn es ein X ∈ x gibt,
so daß

X− x := {x ′ − x : x ′ ∈ X}

ein Vektorraum ist.

Bemerkung 6.30. Affine Teilräume des Rn sind von der Form ARm + b, A ∈
Rn×m, b ∈ Rn, haben Dimension ≤ m und Dimension m genau dann, wenn
rankA = m ist.

155Im Sinne von Definition 3.14.
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Lemma 6.31. Für jedes x ∈M ist der Tangentialraum Tx ein k–dimensionaler affiner
Teilraum des Rn.

Beweis: Da f ein Koordinatensystem ist, ist rank f ′(v) = k, v ∈ V , also insbe-
sondere rank f ′(u) = k, x = f(u), und Tx − x = f ′(u)Rk ist ein k–dimensionaler
linearer Teilraum des Rn. �

Als nächstes zeigen wir, daß Tx tatsächlich nur von M und x abhängt, also
intrinsisch ist.

Lemma 6.32. Sind f : V → Rn und g :W → Rn Koordinatensysteme mit

f(u) = g(v) = x ∈M, u ∈ V, v ∈W, (6.13)

dann ist
Luf(R

k) = Lvg(R
k),

und damit ist Tx wohldefiniert.

Beweis: Die Abbildung g−1 ◦ f : V ′ → W ′ ist auf einer Umgebung V ′ ⊆ V von
u definiert mit BildbereichW ′. Da

f = g ◦ g−1 ◦ f,

ist nach der Kettenregel und wegen f(u) = g(v) = x

f ′(u) = g ′
(
g−1(f(u))︸       ︷︷       ︸
=g−1(x)=v

)
(g−1 ◦ f) ′(u) = g ′(v)︸  ︷︷  ︸

∈Rn×k

(g−1 ◦ f) ′(u)︸            ︷︷            ︸
∈Rk

.

Die Matrix auf der linken Seite hat Rang k, also müssen auch beide Matrizen auf
der rechten Seite Rank k haben, insbesondere ist also (g−1 ◦ f) ′(u) invertierbar.
Die Inverse findet man auch leicht, indem man die Identität156

x = f−1 ◦ g ◦ g−1 ◦ f

differenziert, was

I = (f−1 ◦ g) ′(v) (g−1 ◦ f) ′(u) ⇔ (f−1 ◦ g) ′(v) =
(
(g−1 ◦ f) ′(u)

)−1
ergibt. Insbsondere gilt also für jedes Paar von Koordinatensystemen

det(g−1 ◦ f) ′(u ′) , 0, u ′ ∈ V ′. (6.14)

Also gilt

Luf(R
k) = Lu

(
g ◦ g−1 ◦ f

)
(Rk) =

(
g ◦ g−1 ◦ f

) ′
(u)

(
Rk − u

)
= g ′(v) (g−1 ◦ f) ′(u)

(
Rk − u︸    ︷︷    ︸

=Rk

)
= g ′(v) (g−1 ◦ f) ′(u)Rk︸                ︷︷                ︸

=Rk

= g ′(v)
(
Rk − v

)
= Lvg(R

k),

156Dieses Spiel kann man durchaus weitertreiben, man muss allerdings darauf achten, daß die

”innerste“ Funktion ein Koordinatensystem, da die Inversen von Koordinatensystem, f−1 und
g−1 nicht auf dem ganzen Rn, sondern nur aufM definiert sind.
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und damit ist Tx in der Tat vom gewählten Koordinatensystem unabhängig. �

Da der Tangentialraum ja genau der affine Teilraum ist, der von den Spalten von
f ′ erzeugt wird, können wir ohne weiteres eine Basis dieses Raums angeben.

Korollar 6.33. Ist f ein Koordinatensystem mit x = f(u), dann sind die Vektoren157

m` :=

[
∂fj

∂u`
(u) : j = 1, . . . , n

]
, ` = 1, . . . , k, (6.15)

eine Basis vonMx := Tx − x, also

Tx = x+ span {m` : ` = 1, . . . , k} . (6.16)

Diese Basis hängt allerdings vom gewählten Koordinatensystem ab.

Generell ist ein Vektorfeld einfach eine vektorwertige Funktion, also das mul-
tivariate Gegenstück zu einer Kurve. Will man Vektorfelder entlang einer Man-
nigfaltigkeit definieren, dann muss man ein bisschen aufpassen.

Definition 6.34 (Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten). Eine Funktion F : M →
Rn von einer Mannigfaltigkeit in den Rn heißt Vektorfeld auf der Mannigfal-
tigkeit, wenn

F(x) ∈ Tx, x ∈M. (6.17)

Bemerkung 6.35. Da, wie bereits ausgenutzt, ja Rn = x+Rn, ist, kann man das
Vektorfeld auch als

F(x) = x+ F̃(x), F̃ : Rn →Mx,

auffassen. Die Anschauung ist dann, daß der Vektor158 F̃(x) als an x ”angeklebter
Pfeil“ gesehen wird. Man kann, wie in [29], auch formal zwischen Rn und Rnx
unterscheiden, wobei letzterer aus Paaren (x, v) besteht, wobei die Vektorraum-
operationen nur auf die zweite Komponente v angewendet werden und nicht
auf den Fußpunkt x.

Alternativ kann man affine Geometrie auch sehr schön über baryzentrische
Koordinaten beschreiben, siehe [20], was nicht nur klassisch ist sondern auch
in der Welt des CAGD159 verwendet wird.

Beispiel 6.36. Ein praktisches Beispiel für ein Vektorfeld auf einer Mannigfal-
tigkeit wären Windströmungen auf dem Erdellipsoid unter Vernachlässigung
von Auf- und Abwärtsbewegungen.

Ist F : M → Rn ein Vektorfeld, dann kann man für ein Koordinatensystem
f : W → Rn die ”Koordinatenversion“ F ◦ f : W → Rn davon betrachten, also
die Abbildung W 3 u 7→ F(f(u)) ∈ Rn. Wegen (F ◦ f)(u) ∈ Tf(u) = x + f ′(u)Rk

gibt es also einen Vektor v(u), so daß

F(f(u)) = x+ f ′(u) v(u) ⇔ f ′(u) v(u) = F(f(u)) − x. (6.18)
157Das sind die Spalten von f ′(u).
158Diesmal und nur diesmal und auch das nur um der Anschaulichkeit willen.
159Computer Aided Geometric Design.
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Da der Vektor auf der rechten Seite nach Definition 6.34 im Vektorraum liegt,
der von den Spalten von f ′(u) aufgespannt wird, existiert immer so ein v(u) und
da die Matrix f ′(u) vollen Rang hat, ist v(u) sogar eindeutig bestimmt. Ersetzen
wir nun v(u) durch u + v(u), ”kleben“ wir also die Richtung v(u) affin an u,
dann erhalten wir, daß

Luf(v(u)) = x+ f
′(u)(v(u) − u) = x+ f ′(u) ṽ(u) = x+ (F(f(u)) − x) = F(f(u)),

was uns zu folgender Beobachtung führt.

Lemma 6.37. Ist F : M → Rn ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer k–
MannigfaltigkeitM und ist f :W → Rk ein zweimal stetig differenzierbares Koordina-
tensystem fürMum einen Punkt x ∈M, dann gibt es ein beliebig stetig differenzierbares
Vektorfeld v :W → Rk, so daß

(F ◦ f)(u) = Luf(v(u)), u ∈W. (6.19)

Beweis: Zu zeigen ist nur noch die stetige Differenzierbarkeit von v und die
folgt aus (6.18): Da f ′(x) beliebig oft differenzierbar ist und überall vollen Rang
hat, gibt es eine Linksinverse g :W → Rk×n zu f ′ mit

g(u) f ′(u) = I ∈ Rk×k,

und diese ist so oft differenzierbar wie f ′. Dann ist

v(u) = g(u) (F(f(u)) − x)

stetig differenzierbar. �

Noch ganz kurz ein kleines Bisschen zum Thema Orientierung. Orientierung
ist eine Eigenschaft von geordneten Basen [v1, . . . , vk] und [w1, . . . , wk] eines Vek-
torraums, die man sich am besten als Matrizen vorstellt. Der Basiswechsel kann
durch eine Matrix A beschrieben werden160, die durch

wj =

k∑
`=1

aj` v`, j = 1, . . . , k, (6.20)

eindeutig bestimmt ist. Die beiden Basen sind gleich orientiert, wenn detA > 0
ist und entgegengesetzt orientiert, wenn detA < 0 ist. Sind f, g Koordinaten-
systeme und betrachtet man die Basen (6.15) aus Korollar 6.33, dann sind diese
Basen des Tangentialraums genau dann gleich orientiert, wenn

det(g−1 ◦ f)(u) > 0, u ∈W

gilt, also wenn die Beziehung zwischen den beiden Koordinatensystemen orti-
entierungstreu ist. Ein Mannigfaltigkeit heißt orientierbar, wenn es eine kon-
sistente Orientierung gibt. Das klassische Beispiel für eine nicht orientierbare
Mannigfaltigkeit ist das Möbiusband, siehe Abb 6.3. Bei einer nicht orientier-

160Das ist oftmals die ”Standarddefinition“ von Matrizen in der linearen Algebra: Als Koeffi-
zienten eines Basiswechsels.
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Abbildung 6.3: Das Möbiusband und die Unmöglichkeit, es zu orientieren,
aus [29].

baren Mannigfaltigkeit sind auch die Normalen nicht wirklich sauber definiert,
da deren Richtung ebenfalls von der ”Händigkeit“ des Koordinatensystems
abhängt und springt, wenn sich die Orientierung ändert. Das ist genau der be-
kannte Effekt, daß das Möbiusband als gedrehtes und verklebtes Band keine
Ober- und Unterseite hat161, sondern eben nur eine Seite.

161Weswegen in der Stochastik auch selten ”Möbiusmünzen“ geworfen werden.
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geometrische Invariante, 91
geschlossene Mannigfaltigkeit, 122
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gleichmäßig stetig, 23, 31
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lineare Abbildung, 123
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Möbiusband, 126
Mannigfaltigkeit, 112
Mannigfaltigkeit mit Rand, 121
Maximalstelle, 69, 74, 99
Maximum, 81
Maximumprinzip, 98
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Parametrisierung, 28, 120
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principal submatrix, 71
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Produkttopologie, 19
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Rückwärtstransformation, 90
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reellwertige Funktion, 69
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reguläre Kurve, 34
regulärer Punkt, 96, 98
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sternformige Menge, 52
stetig, 14, 43
stetig differenzierbar, 49, 91
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stetige Abbildung, 28
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Surjektion, 107
surjektiv, 110
symmetrisch, 53, 82
symmetrische Matrix, 54, 70, 71
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Symmetrisierung, 55
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Tangentialebene, 60, 106
Tangentialkegel, 75
Tangentialraum, 123
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Tool Center Point, 90
Topologie, 9
topologischer Raum, 10
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total beschränkt, 19
total beschrankt, 21
totales Differential, 45
Trilinearform, 61
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Umkehrabbildung, 98
Umkehrfunktion, 97, 98, 112
Umkehrsatz, 98, 118
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Variationsrechnung, 83
Vektor, 28
Vektorfeld, 64, 125
Vektorraum, 3, 43, 123
vektorwertige Funktion, 36
vertraglich, 102
Vervollständigung, 15
vollständig, 15, 16
Vorwärtsdifferenz, 42
Vorwärtstransformation, 90
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wohldefiniert, 108

Zeile, 66
Zeilenrang, 115
zulässiger Punkt, 78
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