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Statt einer Leerseite ...

Denn die Doktrin der geschlechtergerechten Sprache macht
das Lesen solchermassen ,gerechter” Texte nicht nur fast un-
ertraglich. Sie basiert auch auf einem linguistischen Grun-
dirrtum, weil es das biologische Geschlecht mit dem gramma-
tischen Genus gleichsetzt.

C. Wirz, ,Neusprech fiir Fortgeschrittene“, NZZ Online, 12.7.2013

Die wahren Analphabeten sind schlief3lich diejenigen, die zwar
lesen kénnen, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ-Online, 11.7.2009
Alles andere als ein Sieg ist ja erst einmal eine Niederlage.

B. Becker, Januar 2014,
Quelle: Niirnberger Nachrichten, 23.1.2014

The most incredible thing about miracles is that they happen.
G. K. Chesterton, The Innocence of Father Brown

And it didn’t stop being magic just because you found out how
it was done.

T. Pratchett, Wee Free Men
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Vorwort -l

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che continua-
mente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico l'universo), ma
non si puo intendere se prima non s’impara a intender la lingua,
e conoscer i caratteri, ne’ quali é scritto. Egli é scritto in lingua
matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure
geometriche, senza i quali mezzi é impossibile a intenderne
umanamente parola; senza questi € un aggirarsi vanamente per
un oscuro laberinto.

(Galileo Galilei, Il Saggiatore, Cap V)

Normalerweise braucht ein Vorlesungsskript kein Vorwort, oder soll-
te zumindest keines brauchen, aber bei Analysis 1 ist es doch etwas
anders, denn Analysis 1 ist eine Eintrittskarte in die Welt der Mathema-
tik. Hier erwirbt man nicht nur Wissen, sondern lernt grundsatzliche
Denk- und Arbeitsweisen der Mathematik kennen und wird auch in die
Sprache der Mathematik! eingefiihrt. Analysis ist deutlich &lter als Li-
neare Algebra, eine ihrer ,Geburtsstunden® ist sicherlich die Principia
Mathematica von Isaac Newton. Fast alle anderen Gebiete der Mathe-
matik, von der Stochastik tiber die Numerik bis zu Funktionentheorie
und Differentialgleichungen nutzen analytische Terminologie und bau-
en darauf auf.

Analysis betreibt man in der einen oder anderen Form auch in der
Schule, leider oft genug? in der anderen. Mathematische Konzepte wer -
den unsauber, gelegentlich falsch, eingefiihrt und verwendet, Notation
missbraucht und inkorrekt verwendet. Daher ist diese Vorlesung auch
eine Art Sprachkurs, eine Einfihrung in die Sprache der Mathema-
tik und deswegen sollte man Aufgaben immer in Sprache, Terminolo-
gie und Notation dieses Skripts bearbeiten. Das Eintiben des korrekten
Formalismus, die Fahigkeit, diesen fiir korrekte Argumente zu nutzen,
ist neben dem reinen Wissen ein nicht zu unterschitzender Aspekt jeder
Einfihrung in die Analysis.

IDas Galilei-Zitat oben ist normalerweise als ,Das Buch der Naturwissenschaften ist
in der Sprache der Mathematik geschrieben” wiedergegeben.
20der zumindest definitiv zu oft.



1 Vorwort

In diesem Sinne, um einen anderen grof3en Italiener zu zitieren: ,La-
sciate ogni speranza, voi ch’entrate!”. Wir sind ja nicht (mehr) in der
Schule . ..



Zahlen und Figuren 2

Der Erste, der durch Zeichen jenes einfache Verhdiltniss 2 x 2 =
4 ausdriickte, erfand die Mathematik, jene mdchtige Wissen-
schaft, welche wirklich den Menschen auf den Thron der Welt
erhob.

(J. A. Brillat-Savarin, Physiologie des Geschmacks)

Analysis funktioniert nicht auf beliebigen Mengen, um ,Kurvendis-
kussionen“ verntinftig durchftihren zu kénnen, benétigt man gewisse
Strukturen, die wir uns zuerst einmal ansehen wollen. Dabei verwen-
den wir! die in der Mathematik gebriuchliche AXIOMATIK, die Objekte
und Begrifflichkeiten durch Angabe ihrer Eigenschaften definiert und
damit festlegt.

2.1 Korper

Um Analysis betreiben zu kénnen, benétigen wir als erstes wir eine ma-
thematische Struktur, in der alle Grundrechenarten ,funktionieren®.

Definition 2.1.1 (Kérper). Eine Menge K mit den Operationen? ADDITI-
ON ,+“ und MULTIPLIKATION ,-“ hei3it KORPER, wenn die folgenden Be-
dingungen fur alle x,y,ze K erfullt sind:

1. X+ +z=x+(y+2) (ASSOZIATIVGESETZ).
X+y=y+x (KOMMUTATIVGESETZ).

Es gibt ein Element 0 € K mit der Eigenschaft x+0=x, xeK.

W N

Zu jedem x e K gibt es ein Element y € K mit x+y = 0. Dieses Element
wird mit —x bezeichnet.

IDijeses ,wir* meint nicht den Verfasser des Skripts und den Dozenten, ebensowenig
wie einen Pluralis Majestatis sondern bezieht den Leser mit ein. Wer sich nicht
einbezogen fiihlt, hat einfach Pech gehabt.

2In mathematischer Sprechweise bedeutet ,mit den Operationen“ immer, daf3 das
Ergebnis der Operation wieder zur Menge gehort, in unserem Fall also:

x,yek = x+yx-yek.
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(X y)z=x-(y-2).

5

6. xy=yx.

7. Es gibt ein Element 1 € K mit der Eigenschaft 1-x=x, xeK.

8. Zu jedem x # 0 gibt es ein Element y € K mit xy =1, das dann mit 1
oder x~! bezeichnet wird.

9. x(y+2)=xy+xz (DISTRIBUTIVGESETZ).

In algebraischer Sprechweise bedeuten 1)- 4), daf3 K beztiglich der Ad-
dition eine KOMMUTATIVE GRUPPE bzw. ABELSCHE GRUPPE bildet, 5)- 8)
sagen, daf3 K* =K\{0} eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation
bildet und 9) ist die Eigenschalft, die eine Beziehung zwischen Addition
und Multiplikation herstellt.

Bemerkung 2.1.2. Es gibt nun zwei Moglichkeiten: Entweder man ak-
zeptiert, daf3 ein TRIVIALER KORPER K = {0} existiert wir beispielsweise in
[19], oder man fordert, wie in [15] zusatzlich die NICHTTRIVIALITAT 1 # 0,
so daf3 jeder Kérper mindestens zwei Elemente enthalt, und zwar auf je-
den Fall 0 und 1. Das ist dann auch schon der kleinste endliche Korper
F, mit der Rechenregel® 1+1 =0.

Als erstes sehen wir uns nun ein paar ,offensichtliche” Eigenschaften
der Korper an, die dennoch eines Beweises bediirfen, auch wenn dieser
sehr leicht aus den Axiomen abgeleitet werden kann. Dabei verwenden
wir Kommutativ- und Assoziativgesetz ohne das noch explizit anzuge-
ben.

Proposition 2.1.3 (Elementare Eigenschaften).
1. Die Elemente 0 und 1 sind eindeutig?.
1 . .
—x und ; sind eindeutig.

Es gilt0-x=0, xe K.

LD

Korper sind NULLTEILERFREIL: xy = 0 genau dann wenn x = 0 oder’
y=0.

Beweis: Fiir 1) nehmen wir an, es giabe zwei Nullelemente, 0 # 0’ mit
x+0=x+0"=x, xe€ K. Aber dann ist insbesondere 0=0+0" =0/, was ein
offensichtlicher Widerspruch ist. Identisch bekommt man auch 1=1-1'=
1.

3Das ist dann so klar wie da 1+1 =2 ist.

4Was aber nicht bedeuten muss, daf sie verschieden sind, siehe Bemerkung 2.1.2.

5Das ist ein nichtausschliessliches oder, also kein ,entweder oder®, sondern bedeutet,
dag auch x und y den Wert Null haben kénnen.



2.1 Koérper

2): Sei y irgendeine Zahl mit x+y=0. Dann ist —-x=-x+0=-x+x+y=y
nach Definition von —x. Ensprechend folgt aus xy =1 auch daf 1/x =
1/x-1=1/x-x-y=y.

3): Das Distributivgesetz 9) liefert x-0=x(0+0) = x-0+ x-0, aber ande-
rerseits ist ja auch x-0=x-0+0. Also

x-0+40=x-0+x-0 = x-0=0,

wenn wir auf beiden Seiten (-x)-0 addieren und nochmals das Distribu-
tivgesetzt verwenden.

Die Richtung , <" von 4) folgt sofort aus 3). Fiur ,=“ nehmen wir an,
dag einer der beiden Faktoren # 0 ist, sagen wir x, dann existiert * und
wir erhalten

0=2.0=1 =y

=—0=_-xy=y
ist umgekehrt y # 0, dann liefert dasselbe Argument x = 0, mindestens
einer der beiden Faktoren ist also sicher =0. O

Ubung 2.1.1 Zeigen Sie: 0 = -0, (-1)x = —x sowie (-x)y = —(xy) und
=)=y =xy, x,yekK. o

Bauen wir uns doch einfach einmal einen Koérper konstruktiv aus den
Rechenoperationen zusammen.

Beispiel 2.1.4 (Rationale Zahlen). Nach Definition 2.1.1 enthalt ein
Korper mindestens die Elemente 0 und 1. Addieren wir, unter Verwen-
dung der ,normalen“ Rechenregeln nun immer wieder 1 zu sich selbst,
so erhalten wir die Zahlen 2:=1+1, 3:=1+1+1=2+1, und so weiter, also
die Menge N={1,2,3,...}, die man NATURLICHE ZAHLEN nennt. Alternativ®
kann man auch Ny =Nu {0} verwenden.

Zu jedem Element x von Ny gibt es auch —x, was uns die negativen
Zahlen —1,-2,... einbringt und insgesamt die Menge Z =NyuU-N, die man
als GANZE ZAHLEN bezeichnet. Damit sind wir mit der Addition durch
und die Multiplikation ist auf Z ebenfalls wohldefiniert.

Bleibt also die Division, die ja bei ganzen Zahlen nicht immer so wirk-
lich aufgeht und fiir die wir nun Bruiche einftihren mtissen, also Zahlen
der Form

xX==, peZ, qeN,

wobei wir ganz willktirlich das Vorzeichen in den Zahler schieben. Die
Multiplikationsformel
pp _pr
a4 4q4q
ubertragt nur die Multplikationsformel aus Z auf die Briiche, die Addi-
tionsformel , , .
P, P _pPa+tqp
a q aq’'

6Wie beispielsweise in den Peano-Axiomen.
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hingegen ist eine Konsequenz aus dem Distributivgesetz, das ja immer
noch gelten muss.

Aber das Fazit ist interessant: Wenn wir nur mit den beiden minima-
len Bestandteilen des Korpers, 0 und 1, anfangen und dann nur daftir
sorgen, daf3 alle ,normalen”“ Rechnoperationen auch ein Ergebnis ha-
ben, dann landet man bereits bei allen Briichen und erhélt RATIONALE
ZAHLEN, die mit Q bezeichnet werden.

Beispiel 2.1.5 (Endliche Korper). In Beispiel 2.1.4 war immer von ,,nor-
malen“ Rechenoperationen die Rede, also von einer Addition, die nicht
die Eigenschaft 1+---+1=0 hat. Lasst man das zu, dann bekommt man
auch ENDLICHE KORPER wie zum Beispiel F,, was die Menge {0,1} mit der
Rechenoperation 1+1 =0 darstellt. Das ist, wie man leicht nachrechnet,
ein Korper.

f]bung 2.1.2 Zeigen Sie, daf3 F5 ={0,1,2,3,4} mit den Operationstafeln

+/0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0/01 2 3 4 0(0 0 0 0O
11 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 01 2/0 2 41 3
3/3 401 2 3|0 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 21
ein Korper ist. &

Noch einmal zurtick zu den rationalen Zahlen, die auch aus einem an-
deren Grund ein Beispiel sind, aus dem man lernen kann. Jede ratio-
nale Zahl x = p/q kann ja durch den ZAHLER p € Z und den NENNER
g €N dargestellt werden, also kann man Brtiche ja als Paare von Zahlen
darstellen.

Definition 2.1.6. Fir Mengen X,Y bezeichnet das PRODUKT X x Y die
Menge aller Paare aus X, Y, also

XxY:={(x,y): xeX,yeY}. (2.1.1)
Naturlich kann man auch Produkte hoherer Ordnung bilden:
Xy % x Xy ={(x1,...,xp) : xj€Xj,j=1,...,n},
und ein Spezialfall ist X" =X x--- x X.

Ist also @ = Z x N? Die Antwort ist nein, denn 1 und £ sind in Q dieselbe
Zahl, in Z xN aber unterschiedliche Paare. Wir brauchen also noch ein
bisschen mehr.

Definition 2.1.7 (Aquivalenzen).



2.1 Koérper

1. Eine RELATION ~ auf X ist eine Teilmenge R < X x X und man schreibt
x~x' wenn (x,x) € R ist.

2. Eine AQUIVALENZRELATION ,=“ auf X ist eine reflexive, symmetri-
sche und transitive Relation, das heif3t,
a) x=x (REFLEXIV),
b) x=y <o y=x (SYMMETRISCH),
C) x=y,y=2z= x =z (TRANSITIV).
3. Zu jedem x € X definiert eine Aquivalenzrelation die AQUIVALENZ-

KLASSE
x]:={x'eX:x=x]. (2.1.2)

x heifst REPRASENTANT der Aquivalenzklasse [x].

Man kann sich nun fragen’, inwieweit die Bedingungen an eine Aquiva-
lenzklasse redundant sind. Immerhin legt das tiiberzeugende Argument

x=x' = x'=x > X=X

nahe, daf Symmetrie (erstes ,=“) und Transitivitat (zweites ,=") bereits
die Reflexivitat implizieren. Allerdings ist hier ein kleiner Denkfehler,
denn es setzt voraus, dafl es ein y gibt, so daf3 x = y erftllt ist. Genau-
genommen gilt also die folgende Aussage.

Lemma 2.1.8. Ist ~ eine symunetrische und transitive Relation, dann gilt
fiir jedes x € X entweder x # x', x' € X, oder x ~ x.

Lemma 2.1.9. Flir x,x' € X gilt
[x] = [x'] = x=x'. (2.1.3)

Beweis: Ist x = x/, so gilt flir jedes y e [x], daf

y=x=x' = y=x' = ye[x],

also® [x] ¢ [x/]. Dasselbe Spiel mit vertauschten Rollen von x und x’ liefert
aber auch [x] < [x] und damit schlieflich [x] = [x/].
Ist umgekehrt y € [x] = [x/], dann bedeutet das nach (2.1.2)

X = y = _X,', = X = x,,
und der Beweis ist komplett. O

Beispiel 2.1.10.

"Eigentlich sollte man sowas immer tun.
8Mehr bekommen wir erst einmal nicht. Bei Beweisen muss man halt schon ein wenig
aufpassen.
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1.

Die Aquivalenzrelation
X=y =3 x—-ye2”Z

teilt Z in gerade und ungerade Zahlen, denn x = y gilt ja genau
dann, wenn die Differenz der beiden Zahlen gerade ist.

Die natiirliche Aquivalenzrelation auf Z x N ist natiirlich

/

(P, =, q) & o pqd' =p'q, (2.1.4)

QT
QT

N

1.

NN

wobei die letzte Identitat in ( ) den Vorteil hat, daf3 man sie in

Z verifizieren kann.

Satz 2.1.11 (Rationale Zahlen). Die Menge der Aquivalenzklassen be-
ztglich (2.1.4) in Z xN bildet mit den Operationen

[(p, DI+ 1P, gN=[pqd +P q.99)], ((p,Pl- 1P, g) =[(pp,qq9)] (2.1.5)

einen Korper mit 0 =[(0,1)] und 1 =[(1,1)].

Beweis: Man kann die gesammelten Koérperaxiome aus Definition 2.1.1
einfach nachrechnen®. Beispielsweise egeben sich die Assoziativ- und
Kommutativgesetze direkt aus (2.1.5) und ihren Varianten auf Z; das
Distributivgesetz erhalt man aus

und

[(p, Pll(a,D)] + [(p, Pll(c, d)]

[(p, D] ([(a,D)] + [(c,d)]) = [(p, Pll(ad + bc, bd)] = [(adp + bcp, bd q)]

[(ap, b)) + [(cp,dq)] = [(apdq + bcpq,bqdq)]
[((apd+ bcp, bdq)]

unter Verwendung von Ubung 2.1.3.

Trotzdem ist noch etwas zu beweisen, ndmlich dafs die Rechenope-
rationen (2.1.5) unabhangig von dem gewahlten Reprasentanten sind.
Dazu sei [(p,q)] = [(1,5)], also ps=gr, dann ist!°

(P, PI+1P,g) = [(pgd'+P'q,.99)] =1(pqg's+p'qs,qq's)]
~——
=qrq’

= [(qrd'+p'gs,qq's)| = [(rq'+ p's,q's)]

[(r,9)]+1(p,q)]

9Ubung! Hier hilft nur, es einmal selbst gemacht zu haben.
10A}_Js der Schule ist dieser Prozess als ERWEITERN bzw. KURZEN bekannt, siehe
Ubung 2.1.3.

10
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und

[(pp’,qq")] =1(pp's,qq's)) = (qrp’, qq' )]
[(rp',sq)] =1, )] 1(p', g")],

[(p, 1 1(p', g")]

und damit ist die Rechnung unabhingig vom gewéahlten Reprasentan-
ten. 0J

Ubung 2.1.3 Beweisen Sie die KURZUNGSREGEL [(p,q)] = [(pr,qr)], r €N.
&

Nun sind die rationalen Zahlen nach Art von Satz 2.1.11 nicht wirk-
lich Briiche, sondern Aquivalenzklassen von Paaren in Z x N, die sich
allerdings bezuglich der Rechenoperationen verhalten wie Q@ und die
vermittels S = [(p,q)] zu jedem Bruch eine passende Aquivalenzklasse
vorhalten und umgekehrt. Der vornehme Mathematiker sagt, die bei-
den Korper sind zwar nicht gleich, aber ISOMORPH zueinander und das
ist nun wieder so gut wie gleich.

2.2 Ordnung

Als nachstes wollen wir ein wenig Ordnung in unsere Kérper bringen!!.
Definition 2.2.1 (Ordnungen). Eine Relation ,<“ auf X heif3t
1. (strikte) PARTIELLE ORDNUNG, wenn sie TRANSITIV ist, d.h.:
x<y y<z => X<z

und fir jede Wahl von x, y € X héchstens eine der drei Moglichkeiten
x<y, x=y oder y< x erfullt ist, siehe [15].

2. TOTALE ORDNUNG, wenn auf3erdem fir alle x,y € X entweder x < y,
x=y oder y < x gilt.

Die Notation x > y bezeichne y < x.
Bemerkung 2.2.2 (Ordnungen).

1. Man kann alternativ auch eine Relation ,<" tiber die Forderung der
Transitivitidt und die beiden Bedingungen
a) x<x,
b) x<y, y<sx=>x=y

einfihren, siehe [29]. Dann ist x<y © x<y, x#y.

HEjn Schuft ist . ..

11
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2. Kritisch oder interessant ist hierbei die Sache, da3 x<y und y<x
nur dann erfillt sein darf, wenn x = y ist, auch bei einer partiellen
Ordnung. Sonst kénnte man auf K x K die Ordnung

X, <x,y) o x+y=sx'+)y

einfuhren, die offensichtlich transitiv ist, aber eben einen ganzen
Haufen ,gleicher” Elemente hat.

Beispiel 2.2.3 (Ordnungen).
1. Eine partielle Ordnung auf Z xN ware [(p,¢)] < [(p/,q")] falls p < p’
und g < q'. Dann sind beispielsweise die Elemente [(1,2)] und [(2,1)]

nicht vergleichbar.

2. Eine totale Ordnung ware hingegen durch

!
<P

p & pqg <p'q

QT

definiert, wobei , <" rechts die naturliche totale Ordnung auf Z be-
zeichnet. Das ist die KANONISCHE ORDNUNG auf Q.

Definition 2.2.4. Ein Koérper K hei3st ANGEORDENTER KORPER oder GE-
ORDNETER KORPER, wenn es eine TOTALE ORDNUNG ,>“ auf K gibt, so
daﬁlz

/

xX<x = x+y<x'+y yek, (2.2.1)

und
x,y>0 = xy>0. (2.2.2)

Als POSITIVE ELEMENTE!® von K bezeichnen wir alle x mit x > 0 und
schreiben K, :={xe€K: x> 0}.

Als nachstes ein paar einfache Konsequenzen aus dieser Definition.
Proposition 2.2.5. Flir einen angeordneten Korper K gilt:

1. x<x' & —x>-x.

2. falls x #0, so ist entweder x>0 oder —x > 0.

3. 1>0.

12Auch hier fordert man wieder die VERTRAGLICHKEIT von Ordnung und Rechenope-
rationen, also zwischen derOrdnung und der Struktur des Korpers.

13Da das Nullelement in jedem Kérper eindeutig definiert ist, ist auch Positivitit wohl-
definiert.

12



2.2 Ordnung

Beweis: Fur 1) nehmen wir an, daf3 x < x’ ist, verwenden (2.2.1) mit
y=-x-x' und erhalten

X =x+(x-x)<x'+(-x-x)=-x

wie behauptet. Ist umgekehrt —x’' < —x, dann wahlen wir y = x+ x/, was
ganz analog
x=-xX+x+x)<-x+x+x)=x

liefert.

Fur 2) wahlen wir x # 0. Dann ist nach den Ordnungsaxiomen entwe-
der x>0 oder x <0. Ware nun x>0 und ebenfalls —x > 0, dann hatten wir
nach (2.2.1) den Widerspruch 0= x—-x >0, also ist —x < 0. Ist hingegen
x <0, dann ist nach 1) —x>-0=0.

Um schlielich 3) nachzuweisen, nehmen wir an, daf3 1 <0, also -1>0
ware. Dann gilt, nach 2), aber fiir beliebiges x >0, daf

0>-x=(-1x,
ware, was im Widerspruch zu (2.2.2) steht. O

Bemerkung 2.2.6. Bei der Definition des angeordneten Koérpers pas-
siert etwas, das sehr typisch in der Mathematik ist: Wenn man zwei
Konzepte, in diesem Fall Kérper und totale Ordnung, zusammenbringt,
dann muss man auch festlegen, wie die Rechenoperationen in der einen
Struktur mit der anderen Struktur zusammenspielen, und das ist in
unserem Fall die Forderungen (2.2.1) und (2.2.2).

Eine direkte Folgerung aus Proposition 2.2.5, 3) ist, daf angeordnete
Korper recht grof3 sind.

Korollar 2.2.7. Jeder angeordnete Koérper K enthdlt N im Sinne der Ein-
bettung
n=1l+---+1
—

und damit auch Q.

Beweis: Da 1> 0 ist auch n+1>n>0 und damit ist NcK, wegen der ad-
ditiven Abgeschlossenheit auch Z c K und wegen der Abgeschlossenheit
unter Division auch Q. [

Definition 2.2.8 (Archimedischer Korper). Ein angeordneter Korper K
hei3it ARCHIMEDISCHER KORPER, wenn es zu jedem x,ye K mit 0<x<y
ein neN gibt, so daf3 nx>y.

Proposition 2.2.9 (Archimedisches Prinzip). Ist K ein archimedischer
Korper und sind x,y e K, dann gibt es ne N mit (n—1)x < y < nx.

13



2 Zahlen und Figuren

Beweis: Da fur n'>n

nx=nx+m-n x >nx,

—_——

>0 >0
ist die Folge der nx MONOTON STEIGEND, da 1> 0 ist, wie in Proposi-
tion 2.2.5 gezeigt. Nach Definition 2.2.8 gibt es nun (mindestens) ein
neN mit nx >y falls x < y ist, ist x> y, so tut es sogar n=1. Da es nur
endlich viele N> n' < n gibt, kann auch nur endlich oft n'x > y sein und
wir wahlen aus diesen endliche vielen Moglichkeiten das kleinste n’, fiir
das dann aber (n'—1)x < y gelten muss, denn sonst gibe es ja noch ein
kleineres n'. O

Proposition 2.2.10. Die rationalen Zahlen Q sind ein archimedischer
Korper.

Beweis: Die Ordnungsrelation ,p/q < p'/q' < pq’ < p'q* haben wir ja schon
in Beispiel 2.2.3 kennengelernt. Damit bildet Q einen geordneten Kor-
per. Fur x=p/q < x' =p'/q' wahlen wir nun n nur so, daf3 npq' =pg+---+
pq > p'q ist, dann ist auch nx > x'. O

In dem Augenblick, wo man einen geordneten Koérper hat, verfigt man
uber eine ganz besondere Funktion.

Definition 2.2.11. Auf einem geordneten Korper K definiert man die
BETRAGSFUNKTION

X, x=0
|x|:= { 1, x<0, x e K. (2.2.3)

Bemerkung 2.2.12. Die Betragsfunktion ist wohldefiniert, da das neu-
trale Element der Addition in einem Koérper eindeutig bestimmt ist und
da nur eine der drei Moglichkeiten x <0, x>0 oder x =0 eintreten kann.

Satz 2.2.13 (DREIECKSUNGLEICHUNG). Ist K ein geordneter Kérper, so
gilt

lx+yl <lx|+1yl, x,yek. (2.2.4)
Beweis: Aus (2.2.3) folgt sofort, daf3 +x < |x| ist. Ist also x+y =0, so ist

Ix+yl=x+y=<|x|+]yl,
ist hingegen x+ y <0, dann ist
x+yl==-(x+y) =0+ (=y) s|x|+ 1yl

und damit ist (2.2.4) auch schon bewiesen. O
Ubung 2.2.1 Beweisen Sie die DREIECKSUNGLEICHUNG NACH UNTEN:

lx—yl=|x|-yl, x,yekK. (2.2.5)

¢

Definition 2.2.14 (Notation Ordnungen). Von nun an schreiben wir x <
y wenn x STRIKT KLEINER ist als y, wenn also insbesondere x # y gilt,
und x < y far den Fall, der Gleichheit mit einschlief3t.

14



2.3 Abbildungen und Kardinalitit

2.3 Abbildungen und Kardinalitat

Wir beginnen mit einer ,Metadefinition®.

Definition 2.3.1 (Abbildung). Eine ABBILDUNG f: X — Y zwischen einem
DEFINITIONSBEREICH X und einem BILDBEREICH Y ist eine Vorschrift,
die jedem Element x € X ein Element f(x) € Y zuordnet.

1. Eine Abbildung f heif3t INJEKTIV, wenn zu jeder Wahl x,x" € X, x # x’
auch f(x) # f(x') gilt.

2. Eine Abbildung f heif3t SURJEKTIV, wenn es zu jedem ye Y ein x € X
gibt, so daf f(x) =y ist.

3. Eine Abbildung f heif3it BIJEKTIV, wenn sie surjektiv und injektiv
ist.

Schliefdlich bezeichnen wir das BILD von X' € X unter f mit
f&XN={fx) : xeX'}. (2.3.1)

Bemerkung 2.3.2. Ob eine Abbildung injektiv oder surjektiv ist, hangt
auch ganz massiv davon ab, zwischen welchen Mengen man sie be-
trachtet. So ist f(x) = x?

1. Np — Nj injektiv, aber nicht surjektiv,
Z — Ny weder injektiv noch surjektiv,
Fo — > bijektiv,

Q. — Q, injektiv, aber nicht surjektiv!'4,

o s W N

R, — R, bijektiv!®
Es ist also eine Frage der Funktion und der Mengen.

Lemma 2.3.3. Ist f: X — Y eine Bijektion, dann existiert dic UMKEHRAB-
BILDUNG f~!:Y — X und ist ebenfalls bijektiv.

Beweis: Zu jedem y € Y gibt es wegen der Surjektivitat von f mindestens
ein x mit f(x) = y und wegen der Injektivitit von f auch nur hdchstens
ein derartige x. Fazit: Es gibt genau ein x € X mit f(x) = y. Also definieren
wir die Umkehrabbildung f~! als f~!(y) = x, die per Definitionem!®

flof@:=f1fen=rty=x

14Wie wir bald herausfinden werden.

15Allerdings miissen wir erst noch herausfinden, was dieses ,R* denn nun wirklich ist.

16 Apropopos ,Definitionem*: Die Notation fog = f(g(-)) haben wir bei der Gelegenheit
auch gleich eingefiihrt.

15



2 Zahlen und Figuren

erfullt.

Diese Abbildung ist injektiv, denn gibe es y,y’ mit f~1(y) = f1(y) =: x,
dann ist y = f(x) =)/, also y =y'. Sie ist surjektiv, da es ja zu jedem xe X
den Punkt y = f(x) gibt, so daf3 f~!(y) = x ist. O

Ubung 2.3.1 Zeigen Sie: Sind f: X — Y und g:Y — X’ Bijektionen, dann
ist go f: X — X’ ebenfalls eine Bijektion und es gilt

(gof)—l :f_log_l.
¢

Eine wichtige Aufgabe von Bijektionen ist die Definition eines konsisten
Begriffs von ,gleich grof3“ bei zwei unendlichen Mengen. Hat man eine
ENDLICHE MENGE X vor sich, so kann man deren Elemente zidhlen und
die KARDINALITAT #X ist eine wohldefinierte natiirliche Zahl'” und zwei
Mengen X, Y sind GLEICHGROSS, wenn #X =#Y ist. Das heifst aber auch,
dal wir eindeutige Paare zwischen X und Y bilden kénnen, beispiels-
weise ,erstes Element, zweites Element, usw.“ Das motiviert dann die
folgende Definition.

Definition 2.3.4 (Gleiche Kardinalitat & Abzahlbarkeit).

1. Wir sagen zwei Mengen X,Y haben dieselbe KARDINALITAT bzw.
nennen sie GLEICHGROSS, wenn es eine Bijektion f mit f(X) = f(Y)
gibt.

2. Eine Menge X heif3st ABZAHLBAR, wenn es eine surjektive Abbil-
dung f:N— X gibt, die man dann auch als ABZAHLUNG bezeichnet.
Manchmal unterscheidet man zwischen abzahlbar und ABZAHL-
BAR UNENDLICH, letzteres bedeutet die Existenz einer Bijektion zwi-
schen N und X.

Bei unendlichen Mengen ist die Vorstellung von ,gleich“ grof3 nicht im-
mer vollkommen intuitiv.

Beispiel 2.3.5 (Abzahlbare Mengen).
1. Jede endliche Menge ist abzahlbar.

2. Die Mengen N, und N sind beide abzahlbar, also gleichgrof3, obwohl
N\ Np = {0}.

3. Die Mengen 2N = {2,4,6,8,...} und N/2 = {1,1,3,2,...} sind beide ab-
zéhlbar, obwohl die eine halb so viele, die andere doppelt so viele
Elemente hat wie N. N\2N und N/2\N sind ebenfalls abzahlbar.

4. 7 als echte Obermenge von N ist ebenfalls abzahlbar.

17Es gibt erst einmal keine halben Elemente einer Menge, obwohl auch derartige Kon-
zepte nicht ganz unvorstellbar waren.
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2.3 Abbildungen und Kardinalitit

5. Schreibt man das in naiven Kardinalzahlen, so hief3e das

oco+]1l = oo
co+o00 = o0
oco—oo = 1,00,—00,

wobei der letzte Ausdruck naturlich Nonsens ist. Eine Operation
wie co—oo ist einfach nicht sinnvoll zu definieren und deshalb auch
nicht sinnvoll definiert.

Ubung 2.3.2 Geben Sie eine Abzidhlung fiir Z an. o
Netter ist da da schon die folgende Beobachtung.

Satz 2.3.6 (Erstes Cantorsches Diagonalverfahren). Seien X,Y abzdhl-
bare Mengen. Dann ist auch X x Y abzdhlbar.

Beweis: Wir miissen eine Surjektion von Ny und X x Y konstruieren!®.

Dazu verwenden wir erst einmal Abzadhlungen X = {x(j) : jeNg}, Y ={y(j) :
j €Np}, dann ist
XxY ={(x(j),yk) : j, keNo}.

Die Elemente von X x Y ordnen wir nach Diagonalen!®
XxYoDp:={(x(j),yk=j): j=0,...,k},  keN.

So eine Diagonale hat k+1 Elemente, die ersten k Diagonalen haben

daher?? ingesamt
(k+1)(k+2)

2

Elemente. Ordnen wir also die Elemente von X x Y erst nach Diagonalen
und dann innerhalb der Diagonalen, dann ist

1+2+--+(k+1)=

k(k—-1)

(XxY)( +j)::(x(j),y(k—j)), j=0,....k, keNj,

eine Abzahlung. Sie ist eine Bijektion da jedes Paar (x(j), y(k)) auf genau
einer Diagonale liegt und da naturlich auch nur an genau einer Stelle.
O

18Da #Nj = #N ist, gibt es eine Bijektion f:N— N, und eine surjektive Abbildung g:N —
X. Dann ist aber nach Lemma 2.3.3 und Ubung 2.3.1 go f~!:Nyp — X ebenfalls eine
Surjektion und genau diese verwenden wir.

19Daher auch der Name.

20Das ist das Resultat, das dem ,jungen Gauf* zugeschrieben wird und dessen Beweis
so einfach ist, daf3 er sogar beinahe von einem Germanisten nachvollzogen werden
kann, dessen Fahigkeit ansonsten eher im ebenso korrekten wie ermtidenden Ge-
brauch der indirekten Rede liegt, [17]. In Wirklichkeit war die Methode mit einem
sehr schénen und einfachen geometrischen Beweis bereits bei den Rechenmeistern
des 16. Jahrhunderts bekannt, siehe [1].
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2 Zahlen und Figuren

Satz 2.3.6 lasst sich in unserer naiven und immer noch unrichtigen
Schreibweise als 0o? = co schreiben. Und was fiir zwei Mengen geht, das

geht auch fiir beliebig viele, also oot = oco.

f]bung 2.3.3 Zeigen Sie: Sind Xj,..., X, abzahlbar, dann ist auch X; x
---x X, abzahlbar. O

Da wir Q als ZxN schreiben kénnen, also als Produkt zweier abzadhlbarer
Mengen, liefert uns Satz 2.3.6 auch das folgende Ergebnis.

Korollar 2.3.7. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Ubung 2.3.4 Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar. <

Schon langsam stellt sich dann schon die Frage, ob es auch mehr als
abzéhlbar gibt. Und auch hier kénnen wir, im Vorgriff auf das nachste
Kapitel, ein Beispiel angeben.

Satz 2.3.8. Die Menge aller Funktionen?! f:N— {0,1} ist nicht abzéhlbar.

Beweis: Der Beweis basiert auf dem zweiten Cantorschen Diagonalver-
fahren und funktioniert per Widerspruch. Nehmen wir an, wir konnten
alle bindren Folgen abzihlen, also als Funktionen f;:N — {0,1} schrei-
ben, so daf es fiir jedes f:N — {0,1} einen Index j mit f = fi gibt. Nun
konstruieren wir ein neues f als ,inverse Diagonale” dieser Folgen:

flk) =1 fi(k), keN.

Da f(k) # fx(k) ist f von allen Folgen f; verschieden und damit ist f ¢ {f; :
j €N}, im Widerspruch zur Annahme, die Menge ware abzdhlbar. O

2150 eine Funktion bezeichnet man auch als BINARE FOLGE.
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Folgen und Reihen 3

Heute haben wir die experimentelle und mathematische Natur-
wissenschaft und laufen nicht mehr Gefahr, der Mystik in die
Arme zu fallen. Wir kénnen uns aber neue Hilfsarbeiter fiir die
Erkenntnis heranziehen.

(Kurd Laf3witz, Aspira. Geschichte einer Wollke)

In diesem Kapitel brauchen wir eigentlich nur einen angeordneten
Korper K, werden die Theorie aber auch gleich nutzen, um die reellen
Zahlen R ,ordentlich” zu definieren. Dazu brauchen wir aber erst einmal
Terminologie und Konzepte der Folgen und Reihen. Von nun an ist also
K immer ein geordneter Korper.

3.1 Folgen und Konvergenz

Definition 3.1.1 (Folge). Eine FOLGE in K ist eine Abbildung a:N — K
oder a:Ny — K, die normalerweise als (a,: neN)) geschrieben wird!. Die
Menge aller Folgen Ny — K bezeichnen wir mit (N()).

Bemerkung 3.1.2. Eine Notation, die man immer wieder findet, ist
Y¥:={f: X — Y} fur die Abbildungen von X nach Y. Sie begriindet sich
dadurch, dal man X? = {(x, x2) : xj € X} auch als Abbildungen von {1,2}
nach X auffassen kann.

Treibt man das weiter, so ist 2% = {0,1}*X = {Y : Y < X}, wobei man die Ele-
mente a(x) als Indikator dafur auffasst, ob x in der jeweiligen Teilmenge
enthalten ist:

ax)=1 < xeY.

Beispiel 3.1.3. Folgen kénnen direkt definiert sein, beispielsweise

n-—1

an:
n

oder REKURSIV wir bei den FIBONACCIZAHLEN

api1=0an~+an_1, n=2, a=ap=1.

1Eigentlich ist ,a(k)“ fast die bessere Notation und wird in ,richtiger* Mathematik
auch gerne verwendet, aber die Indexschreibweise a; ist einfach etablierter und
viel mehr Standard.
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3 Folgen und Reihen

Und schon kommen wir zum zentralen Konzept des gesamten Kapitels
und generell einem der wichtigsten Konzepte der gesamten Analysis.

Definition 3.1.4 (Konvergenz). Eine Folge a heifit KONVERGENT mit GRENZ-
WERT a* € K, wenn es zu jedem ¢ € K, also € >0, ein ng = ny(e) gibt, so
dag

la, —a*| <&, n=ng. (3.1.1)

Wir schreiben in diesem Fall

a* = lim a,. (3.1.2)

n—oo
Eine Folge heif3t DIVERGENT, wenn sie nicht konvergent ist.
Bemerkung 3.1.5 (Konvergenz).

1. Zur Konvergenz einer Folge gehort per definitionem die Existenz
des Grenzwerts in K. Es wird sich herausstellen, daf3 das sehr wohl
ein Problem sein kann und bei den rationalen Zahlen Q auch sein
wird.

2. Wann immer ein Ausdruck der Form lim = ... auftaucht, bedeutet
das, daf3 dieser Grenzwert existiert, auch wenn es vielleicht nicht
immer vorher explizit hingeschrieben wurde. Die einzige Ausnah-
me sind die eigentlich schlampigen und genaugenommen sogar
unzulassinge Ausdruicke lim--- = co flir eine DIVERGENTE FOLGE.
Gebrauchlich ist diese Schreibweise aber trotzdem.

3. Der zentrale Aspekt an (3.1.1) ist, daf3 ¢ klein wird, bzw. beliebig
klein gewahlt werden. Das geht, weil in jedem angeordneten Korper
K die Menge {x € K :x >0} kein kleinstes Element hat, da fur jedes
x>0 nach Axiom (2.2.2) auch %x >0 gilt2 und dann wegen (2.2.1)

1 1 1 1
X==-x+ -x>-x+0==x
2 2 2 2
>0

erfullt sein muss, zu jedem Element gibt es also ein kleineres, so-
gar mindestens abzahlbar viele kleinere.

Ubung 3.1.1 Zeigen Sie: Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn
#n:la,—a"| =€} <oo, >0,

erfullt ist. &

Als erstes sollten wir uns davon uberzeugen, daf3 Definition 3.1.4 und
insbesondere auch (3.1.2) iberhaupt sinnvoll sind.

2Ubung: Beweisen Sie die Ungleichung 1 > 0.
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3.1 Folgen und Konvergenz

Satz 3.1.6 (Grenzwert). Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert,
eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, es gabe a* und a’ gegen die a konvergiert. Dann
wihlen wir € > 0, wahlen ny so, daf3 |a, —a*| <e und |a, — d'| < € fur alle
n = ny erfiillt ist und erhalten® far jedes n=ng

la*-d|=|a*-a,+a,—-ad|<|a" —a,l+|d —a,| <2e.

Da das fiir jedes ¢ > 0 erfallt sein muss, kann nur |a* —a'| =0, also a* = a’
gelten. O]

Definition 3.1.7 (Beschranktheit). Eine Folge a € ¢(N) heifst NACH UN-
TEN BESCHRANKT, wenn es ein K € K gibt mit K < a,, n€N, NACH OBEN
BESCHRANKT, wenn a, < K, ne€N, und BESCHRANKT, wenn |a,| <K, neN,
ist.

Proposition 3.1.8. Jede konvergente Folge ist beschrdnlkt.

Beweis: Sei € >0, ny so, daB |a,—a*|<e, n=ng gilt, und M :=max{a,:n<
ne}t. Dann ist

M, < np, N
ans{ N =T =M+a +e=:K.
a*+e, n = ny,
Beschranktheit nach unten zeigt man analog. O

Proposition 3.1.9. Sind a,b € ¢(N) konvergente Folgen, so sind auch a+
b= (a,+by, : neN) und ab = (a,b, : n€N) konvergent, und es gilt

lim (@, + b,) = im a, + lim b,, lim (a,b,) = ( lim a,,) ( lim bn). (3.1.3)
n—oo n—o0 n—o0 n—o0 n—oo n—o0

Beweis: Sei ¢ >0 und ny so gewahlt, daf |a, —a*| <e und |b, - b*| <e fur
alle n > ng. Dann ist fur n > ny

|(@n+by) = (@ +b")| < lan— a*|+|b, — b*| < 2,
—_—— S——

<€ <&

ersetzen wir also ¢ durch ¢€/2, dann haben wir die Konvergenz auch ganz
formal gezeigt. Recht analog erhalten wir auch

|anbn—a*b*| = |(an— a*)bp + a* (by—b*)| < |(an—a*)| bp + |(by— b*)| a*.

Da b eine konvergente Folge ist, ist b nach Proposition 3.1.8 beschrankt,
sagen wir durch M und damit ist

|anbn -a* b*| <(M+a*)e

und damit konvergent. O

SWir lernen hier eine der wichtigsten Beweistechniken der Analysis kennen: Null
addieren und die Dreiecksungleichung anwenden.
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3 Folgen und Reihen

Bemerkung 3.1.10. Es gibt bei solchen e-Beweisen zwei Schulen. Die
einen passen die Voraussetzungen so an, daf3 am Ende ein ,< ¢ her-
auskommt, den anderen genugt es, zu zeigen, daf3 der Ausdruck durch
f(e) beschrankt ist, wobei f eine Funktion mit f(0) = 0 ist. In diesem
Skript wird das zweite Konzept verwendet werden, aus meiner Sicht ist
es recht kindisch, die Voraussetzungen auf €/27 oder was auch immer
zu trimmen.

Ubung 3.1.2 Modifizieren Sie den Beweis von Proposition 3.1.9 so, dafl
am Ende die Ausdriicke durch ¢ nach oben beschrankt sind. &

Korollar 3.1.11. Sind a, b konvergente Folgen, dann sind auch Aa = (Aay, :
neN) und a- b konvergent.

Beweis: Fur Aa setzen wir b, = 1, neN, und verwenden die Produktregel
aus Proposition 3.1.9. Der Spezialfall A = -1 ergibt dann, daf3 auch -b
konvergent ist und nach der Summenformel schlieflich auch a-»b =
a+(=Db). ]

Proposition 3.1.12. [st a eine konvergente Folge mit a, # 0, n€ N, und
a*#0, dann ist % konvergent und es gilt

. 1
lim — =—
n—oo q, a*

Beweis: Wir kénnen* annehmen, daB a* > 0 ist, denn sonst kénnen
wir a durch -a ersetzen, was ja nach Korollar 3.1.11 nichts an der
Konvergenz andert.

. * . . *
Seien nun 0< ¢ < % und ny wie gehabt, dann ist a, >a” —¢> 5, n= ny,
und damit
1 1 la*—al |a*—al 2
- = * a* _x %12 £
an a lana*l  %a*  (a%)
und das ist nichts anderes als die Konvergenz. O

Bemerkung 3.1.13. Die Forderung a, # 0 wurde, was den Grenzwert
angehen, endlich viele Ausnahmen zulassen, es wurde also auch rei-
chen, a, #0 fur n = ny zu fordern. Die Forderung an den Grenzwert ist
aber unbedingt notig, und zwar nicht nur, weil dann das Beweisargu-
ment nicht mehr funktionieren wiirde: a, = + ist eine konvergente Folge
mit a* =0, aber die Folge b, = ain = n ist nicht einmal beschrankt, also
keinesfalls konvergent.

Definition 3.1.14. Fur Folgen a, b € ¢(N) schreiben wir a < b falls a, < b,
neN.

4Wie gerne gesagt wird: 0BDA, das heift, ohne Beschrénkung der Allgemeinheit, aber
die exzessive Verwendung dieses Kiirzels ist auf demselben Niveau wie 5.
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Bemerkung 3.1.15. Die Ordnung aus Definition 3.1.14 ist lediglich ei-
ne PARTIELLE ORDNUNG auf der Menge aller Folgen; das bedeutet, da
fiir a # b nicht unbedingt eine der beiden Optionen a < b oder a = b gelten
muss.

Proposition 3.1.16. Ist a < b und sind a, b konvergent, dann ist auch

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis: Seien ¢ und ny wie gehabt, dann ist

b*—a*=b*-b,+b,—a,+a,—a* =b*-b,+a,—a* =-2¢.
~—— —— Y

=0 =—€ =—€

Da wir ¢ beliebig klein® wihlen kénnen, die Grenzewerte a* und b* aber
von ¢ unabhingig sind, muss b* —a* =0 sein, also b* = a*. O

Bemerkung 3.1.17. Das ,<" im Grenzwert ist nicht zu vermeiden, selbst
wenn a < b gilt, also a, < b,, neN. Ein einfaches Beispiel ist a, =1 —% und
b,=1+ % was trotz a, < b,, die Grenzwerte

lim a,=1= lim b,
n—oo n—oo

liefert.

Eine doppelte Anwendung von Proposition 3.1.16 liefert das folgenden
Einschlusskriterium, das in [25] mit einem lustigen Namen bedacht
wurde.

Lemma 3.1.18 (Sandwich-Lemma). Ist a<b < d/, dann ist auch®

lim a, < lim b, < lim a,.
n—oo n—oo n—oo

Mit diesem Lemma kann man dann auch mal komplexere Folgen un-
tersuchen.

Beispiel 3.1.19 ([25], S. 39). Die Folge

n%+3n

e T — neN
n+2n2+1’ ’

n

ist eine Nullfolge. Offensichtlich ist b, =0 und auferdem ergibt sich
a,:=0<b,=

und Lemma 3.1.18 erledigt den Rest.

5Aber immer noch positiv!
6Mit Verweis auf Bemerkung 3.1.5!
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3.2 Cauchy-Folgen und Volistandigkeit

Schoén langsam sind wir so weit, da§ wir uns eine Definition der re-
ellen Zahlen geben kénnen, auf denen spiater unsere Analysis im we-
sentlichen abspielen wird. Dazu ein wichtiges Konzept fiir konvergente
Folgen.

Definition 3.2.1 (CAUCHY-FOLGE). Eine Folge a heiit CAUCHY-FOLGE,
wenn es zu jedem ¢ >0 ein ny € N gibt, so daf

lam, —anl <e, m,n = np. (3.2.1)

Eine Cauchy-Folge ist ein Versuch einer Definition einer konvergenten
Folge ohne die Existenz des Grenzwerts fordern zu miissen. Anschau-
lich heif3t ja (3.2.1), daf3 ab einem gewissen Index die Folgenglieder be-
liebig dicht beisammen liegen. Und tatsachlich ist das auch eine not-
wendige Bedingung fiir Konvergenz.

Satz 3.2.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
Beweis: Seien ¢ und ny wie gehabt und m, n = ny. Dann ist
lam—ayl =\am—a* +a* —ayl <|ay,—a*|+|a,—a*| <2¢

und damit ist a eine Cauchy-Folge. O

Die Umkehrung von Satz 3.2.2 stellt uns vor ein interessantes Pro-
blem. Dazu beschéftigen wir uns erst einmal mit einem Problem, das
gar nichts mit konvergenten Folgen zu tun hat, ndmlich der Berech-
nung der QUADRATWURZEL einer rationalen Zahl.

Geometrisch bedeutet ,/y ja, da3 man die Seitenldnge x eines Qua-
drats mit Flacheninhalt y bestimmt; andererseits kennen wir ein einfa-
ches Objekt mit Flacheninhalt y, namlich das Rechteck mit den Seiten-
langen y und 1. Die Aufgabe ist also die Umwandlung eines Rechtecks
in ein flachengleiches Quadrat und das Problem ist so alt, da bereits
die Babylonier ein Verfahren zu seiner Losung hatten, siehe [13]. Die
Idee ist erstaunlich simpel: Das Rechteck mit Flacheninhalt y hat die
Seitenlangen x und y/x. Ist es ein Quadrat, dann ist x=,/y, ist es kein
Quadrat, dann ist eine Seite zu lang und eine Seite zu kurz, die Wahr-
heit ist also in der Mitte. Damit ist dann aber der Mittelwert

1 Y
X = 5 (x+ ;)
moglicherweise eine bessere Naherung fiir die Seitenlange des Qua-

drats. Und das wiederholt man dann einfach . ..

Definition 3.2.3 (Heron-Verfahren). Das HERON-VERFAHREN berech-
net ausgehend von xj:=y >0 die Folge
1

xn:—(xn_1+ Y ) nen. (3.2.2)
2 Xn-1
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3.2 Cauchy-Folgen und Vollstdndigkeit

Bemerkung 3.2.4. Ist ye Q, dann ist auch x,€Q, neN.
Satz 3.2.5. Das Heron-Verfahren (3.2.2) konvergiert fiir jeden Startwert

Xo € Q mit
y<x5<2y (3.2.3)
gegen /y in dem Sinne
x>0 und  lim X2 =Y. (3.2.4)

Bemerkung 3.2.6.

1. Die Wahl des Startwerts x, in (3.2.3) erscheint ein wenig willkuirlich
und tatsachlich kann man zeigen, daf3 das Heron-Verfahren fiir
jeden Startwert xo = ,/y konvergiert. Dann braucht man aber ein
bisschen mehr Theorie und Analysis. Wir werden aber im Beweis
sehen, wo wir die Annahme brauchen.

2. Daf3 so ein Startwert existiert, ist einfach zu sehen: Es gibt p, g und
r,s, so daf3

ﬁ<§::z und x::§<\/2y.

Wenn keiner der beiden Briiche schon die Forderung erfiillt, dann
2
ist Z—; =x’<y<2y<z’= %. Dann wahlen wir zwischen x = £ und

z= g die rationalen Punkte

die %(g - §) voneinander entfernt sind, und wenn man n so grof3

wird, daf3 diese Entfernungen < ,/y sind, dann liegt einer dieser
Punkte zwischen ,/y und /2y und ist der gewunschte Startwert.

Ubung 3.2.1 Zeigen Sie: Zu zwei beliebigen Zahlen 0 < a < 8 gibt es
Zahlen p,qeN, so daf3 ag® < p? < Bq°. &

Beweis von Satz 3.2.5: Wegen

2 2
2 2 y 1y
X,—y = Xp-1+ —y==X,_;+=Xn- +———-
n=Y (2( ol xn—l)) Y 4 n-1 2 nlxn—l 4xi_1
=y
1, 1 1y 1( z
= =X - —V+ —-—— — | Xp=-1— >0
g 1757 a2 4" o

ist x, >,/y wann immer x,_; # ,/y, also per Induktion” und unter Ver-
wendung der Tatsache, daf3 nach (3.2.3) ja x5 > y ist,

Xn >\, neN. (3.2.5)

"Wer genau aufgepasst hat, sieht nattirlich, daf3 das nur funktioniert, wenn y =: xo #
V7. also y #1 ist. Aber mal ehrlich: Wer braucht ein Heronverfahren um die Qua-
dratwurzel von 1 zu berechnen — dafiir gibt es Tabellen und inzwischen sicherlich
auch eine App.
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3 Folgen und Reihen

Aufierdem ist

=

3
=

3

L
I

1R AR i)
2 n—1 Xn-1 n—1—2 X1 n-1

! (y-x2_,)<0
= -X
2xn—1y n-1

nach (3.2.5), also ist die Folge der x, strikt monoton fallend und nach
unten beschrankt:
VY <Xp<Xp-1, neN. (3.2.6)

Daraus folgt, da
2 _ ¥2 _ 2y
Xn—=Y < 0 y < Y=y —
y y y

sein muss. Das nutzen wir, um unsere Abschatzung von oben weiterzu-
rechnen:

0< 1

0 < x°— —l(x — )2— L (x2_, —y)?
n— V= 4 n-1 1 - 4xi_1 n-1"Y
1 x_ -y 1
< @(xi_l ~y)? = ”41y X2 -y< Z(xi_l -y)
1 1 ¥y
< E(xi_z—y) << 4—n(x(2)—y) < o’
und das liefert sofort (3.2.4). O

f]bung 3.2.2 Zeigen Sie: Die Folge x,, die im Heron-Verfahren (3.2.2)
generiert wird, ist eine Cauchy-Folge. &

Leider bedeutet aber (3.2.4) eben nicht, daf3 das Heron-Verfahren in je-
dem Korper K gegen /y konvergiert, denn nach 3.1.4 muss der Grenz-
wert x* der Folge zu K gehoren. Und daf3 das nicht klappt, wussten
schon die alten Griechen?.

Satz 3.2.7 (Euklid). v2¢ Q.

Beweis: Angenommen, es giabe x = % €Q, p,geN, mit x? =2. Dann kén-
nen wir unter allen aquivalenten Darstellungen von x diejenige mit dem
kleinsten p wihlen. Nun liefert die Annahme x? =2, daf

]92:25]2 - ]9:2}9’, pIEN’

und damit auch

2q2:(2p’)2:4p'2 = q2:2p'2 = q=24q'.

8Und daB es gerade fiir v2 ,schiefgeht”, war fiir die sehr geometrisch denkenden
Griechen ein doppelter Schock, denn V2 ist eine Zahl, die sehr wohl existiert: Es ist
die Lange der Diagonalen des Einheitsquadrats, also eine Zahl, die man geometrisch
aus ganzen Zahlen konstruieren kann.
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3.2 Cauchy-Folgen und Vollstdndigkeit

Das heifst dann aber

b P

q 2q" 4
und widerspricht der Minimalitat von p. Damit kann es keine rationale
Zahl x mit x> =2 geben. O

Ubung 3.2.3 Wie sieht es mit v/5 aus? Fir welche rationalen Zahlen
x€Q ist /xeQ? %
Wir haben also ein Problem: Die Folge, die wir im Heron-Verfahren kon-
struiert haben, wiirde gerne konvergieren, tut es aber nicht, und zwar
nur deswegen, weil mit Q etwas ,faul” ist, namlich daf der Grenzwert
der Folge nicht in @ enthalten ist. Das fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 3.2.8 (Vollstandigkeit). Der Korper K heif3t VOLLSTANDIG,
wenn jede Cauchy-Folge a:N — K konvergiert.

Bemerkung 3.2.9 (Vollstandigkeit).

1. Vollstandigkeit ist im allgemeinen sehr schwer zu tiberpriifen, denn
wie soll man feststellen ob der potentielle Grenzwert einer Folge
nun in K liegt.

2. Eigentlich ist Vollstandigkeit keine Frage des Korpers, sondern der
METRIK. Eine Metrik® d: X x X — R ist eine Abstrahierung des Ab-
standsbegriffs und durch die Axiome

dx,y)=d(y,x)>0, x#y, d(x,x)=0, xeX,

und10
dx,y)<d(x,2)+d(z,y)

definiert. Die KANONISCHE METRIK auf K ist gerade d(x,y) =|x— yl.
Sobald man eine Metrik hat, kann man die gesamte Maschinerie
von Konvergenz und Cauchy-Folgen einfiihren und verwenden.

3. Eine Menge X mit Metrik d heist dann METRISCHER RAUM und
ein metrischer Raum heif3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge
konvergiert.

Wenn also Q unvollsténdig ist, dann erweitern wir es halt so, daf3 es
passt, also vollstdndig ist. Dazu bezeichnen wir generell mit ¢'(K) die
Menge aller Cauchy-Folgen mit Werten in K und fithren die Aquivalenz-
relation

a=zad <o lim(a-d),=0, a,a €€ K), (3.2.7)

n—oo
ein. Die Definition (3.2.7) sorgt dafiir, da3 zwei Cauchy-Folgen auch
dann ,denselben“ Grenzwert haben, wenn sie eigentlich in K keinen
haben. Da K ein Korper ist, ist ja 0 e K per Definitionem erfullt.

9Was auch immer die reellen Zahlen R genau sind. Aber wir werden es ohnehin gleich
erfahren.
10Ja, das ist eine Dreiecksungleichung!
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3 Folgen und Reihen

Bemerkung 3.2.10. Hinter der Konstruktion in (3.2.7) steckt durch-
aus einiges, denn wenn die Grenzwerte nicht existieren, dann ist eine
Aussage wie

lim a, = lim a),

n—oo n—oo
sinnlos, da in ihr undefinierte Objekte verglichen werden, die Differenz-
folge a - a' hingegen ist ein wohldefiniertes Objekt in ¢ (K) und das Ele-
ment 0 also potentieller Grenzwert existiert in jedem Korper, sogar wenn
er trivial ist.

Beispiel 3.2.11. Die Folgen x, und x, = ”T‘lxn nach (3.2.2) ,konvergie-
ren” beide gegen ,/y, was normalerweise eben nicht in Q liegt. Die Diffe-

renz
;1
" n

ist hingegen eine brave Nullfolge.

Bilden wir nun auf ¢ (K) Aquivalenzklassen bezuglich (3.2.7), also
la] :{a’e%(n@ . lim (an - d’,) :0}, (3.2.8)
n—oo

dann bilden diese Aquivalenzklassen einen neuen Koérper K*, in dem wir
K als
K3 x— [ayl, (ax)pn=x, nenN, (3.2.9)

wiederfinden konnen. (3.2.9) nennt man die KANONISCHE EINBETTUNG
von K in seine (metrische) VERVOLLSTANDIGUNG K*.

Definition 3.2.12 (Relle Zahlen). Die Vervollstandigung R von Q be-
zeichnet man als REELLE ZAHLEN.

Bemerkung 3.2.13.

1. Die Definition 3.2.12 der reellen Zahlen ist Resultat einer konse-
quenten Vervollstandigung der natiirlichen Zahlen!!: Durch Ver-
vollstandigung beziglich der Subtraktion entstand Z, die Hinzu-
nahme der Division lieferte Q und die metrische Vervollstandigung
letztendlich R. Und zweimal haben wir hierbei das etwas abstrakte
Konzept der AQUIVALENZKLASSE benétigt.

2. In vielen Lehrbtichern, z.B. [10], fordert man einfach Vollstandig-
keit von R tiber das VOLLSTANDIGKEITSAXIOM, aber man kann es
eben auch direkt machen.

3. Es gibt keinen ,billigen“ und gleichzeitig sauberen Zugang zu den
reellen Zahlen, das Konzept ist nicht so ganz trivial. Man kann
alternativ auch DEDEKINDSCHE SCHNITTE verwenden, siehe [15],
aber die sind auch nicht einfacher.

HyUm L. Kronecker (1823-1891) zu zitieren: ,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk.“, siehe [26].
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3.2 Cauchy-Folgen und Vollstdndigkeit

4. Wozu es fuhren kann, wenn man das ,Kontinuum® anzuwenden
versucht ohne verstanden zu haben, was sich wirklich dahinter
verbirgt, zeigt das Buch [28], das der Mathematik ideologische Un-
terdriickung des freien Denkens vorwirft, oder, wie es dort ausge-
druckt wird, eine Ideoliigie. Und das nur deswegen, weil der Autor
nie kapiert hat, was reelle Zahlen eigentlich sind.

Die Definition der reellen Zahlen als (metrische) VERVOLLSTANDIGUNG
von Q ist nett, aber wir muiissen noch zeigen, daf3 wir so auch das Objekt
generieren, mit dem wir arbeiten wollen. Das fassen wir im folgenden
Satz zusammen.

Satz 3.2.14. R aus Definition 3.2.12 ist ein vollstdndiger, angeordneter
Korper.

Wir haben drei Dinge nachzuweisen:

1. Korper,
2. angeordnet,

3. vollstandig

und auch wenn alle drei Eigenschaften recht elementar zu erhalten
sind, sind sie doch nicht ganz!? offensichtlich.

Proposition 3.2.15. R is ein Korper.

Beweis: Dies ist am einfachsten. Man tiberlegt sich, daf3 zu zwei Cauchy-
folgen a,b die Summe a+ b und das Produkt ab ebenfalls Cauchyfolgen
sind: Es gibt zu € >0 eine Konstante!® ny, so daf

max (|a, — aml, by — bml) <&, m,n=ny
und dann ist auch
[(an+by) — (@m~+ b))l <l|a,—am|l+ by — byl <2¢
und
lanbn — ambm| = lan(bp — bm) + (an — am)bm| < (1anl +1bml) €

und da Cauchyfolgen beschrankt sind, siehe Ubung 3.2.4, sind beide
ebenfalls Cauchyfolgen. Genauso kénnen wir den Beweis von Proposi-
tion 3.1.12 auf Cauchyfolgen tibertragen. Das liefert Rechenregeln fiir
Cauchyfolgen und macht diese zu einem Korper. O

Ubung 3.2.4 Zeigen Sie: Jede Cauchyfolge ist beschrankt. (Hinweis:
Proposition 3.1.8) %

Um eine totale Ordnung und damit eine Betragsfunktion zu erhalten,
ubertragen wir als nachstes die Ordnung von Q auf Cauchyfolgen.

12Und schon gleich gar nicht in der Analysis I . ..
13Erst mal gibt es eine Konstante fiir @ und eine fiir b, davon nehmen wir die gréfere

29



3 Folgen und Reihen

Definition 3.2.16. Fiir Cauchyfolgen a,b € ¥ (K) schreiben wir a > b,
wenn es € >0 und ny e N gibt, so daf

a,>b, +e, n=np. (3.2.10)
Analog ergibt sich die Definition von ,<*.
Proposition 3.2.17. R ist geordnet.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf3 es sich um eine TOTALE ORDNUNG han-
delt. Dazu bemerken wir zuerst, dafd

lim (a, —b;) =0 (3.2.11)
n—oo

ja bedeutet, dafl [a] = [b] ist und somit die beiden Folgen dieselbe reelle
Zahl bezeichnen. Ist (3.2.11) nicht erfillt, dann gibt es € >0 und eine
unendliche, monoton steigende Folge n; von Indizes, so daf3 entweder

ap, —bn, > ¢, keN, (3.2.12)
oder
by, — an, > ¢, ke N.

Eine von diesen beiden Teilfolgen muss undendlich viele Elemente ent-
halten und aus Symmetriegriinden reicht es, sich auf den ersten Fall,
(8.2.12), zu beschranken. Da a, b Cauchyfolgen sind, gibt es einen Index
ng, so daf3

£ €
|am_an|<_; |bm_bn|<_y m’nzn()'
3 3
Wahlen wir nun auch k so, daf nj > ng ist, dann ist fiir n > ng
an—bp=ay—ap +an, —by, +by, —bp>e—-—=->=
—_—— —— ——
>—€/3 >€ >—€/3

und damit is (3.2.10) mit ¢ anstelle von ¢ erfullt. Die restlichen Ord-
nungsaxiome folgen direkt aus den Ordnungseigenschaften von Q. [

Und zum Schluss die Beobachtung, daf3 die Vervollstandigung zur Voll-
standigkeit fihrt.

Proposition 3.2.18. R ist vollstéindig.

Beweis: Sei x = (x,: n € N) eine Cauchyfolge in R, also x, = [a"], wobei
jedes der'* a" = (a} : k € N) selbst eine Cauchyfolge in @ ist. Das bedeutet,
daf3 es fiir alle € >0 ein ny >0 gibt, so daf

€> |Xm—xpl =[a™ - [a"]], m, n = ny, (3.2.13)

14Das " ist hier kein Exponent sondern ein oberer Index.
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3.2 Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit
die Differenz der beiden Cauchyfolgen ist wieder eine Cauchyfolge, die
fiir k — oo durch ¢ beschrankt ist. Somit gibt es auch ein kyeN, so daf

la;' —a;| <2, m,n = ny, k= k. (3.2.14)

Jetzt diskretisieren wir € und setzen € = 1/2p, p e N. Dann gibt es Indizes

1
la;' —a;l < —, m,n=np, k=kp, peN, (3.2.15)
p

und wir definieren x* = (x;‘ 1je I\I) durch!®

n
xi=a,’

j k_p, j:kp,...,kp+1_1, peNO,

so daf3 x,’;p = a,’;’j . Far m,n =k, ist dann gemass (3.2.15)
[Xn—Xml < —,

also ist x* eine Cauchyfolge und fur jedes ¢ >0 gilt mit p>¢™! und n=n,

dap .
<_<€, kzkp,

n
|Cen) e — (x )il = ’a,’j -a,’
also [x* —x,| <€, n=ny, so dafy x* der Grenzwert der Folge x ist. O

Bemerkung 3.2.19. Der Beweis von Proposition 3.2.18 funktioniert ein
wenig wie das Cantorsche Diagonalverfahren. Wenn wir die Folgen ein-
fach in einer ,Tabelle” ubereinanderschreiben,

1 2 3

T T T
1 a% a% asz
a% a% as
3 a; a, a,

dann sagt uns (3.2.14), daf} es zu jedem ¢ >0 Indizes n. und k. gibt, so
dap sich alle, mit ,x“ und ,*“ gekennzeichneten, Elemente im unteren
rechte Block der Tabelle

1 voo | ke ket+1
I I I

1 a, R KA
e a, * s
ne +1 af”l e | % *

15Mit der Konvention kj:= 1.
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3 Folgen und Reihen

um hoéchstens ¢ im Absolutbetrag unterscheiden. Der Grenzwert x* be-

steht dann im aus den mit * markierten Elementen, die allerdings hin-

reichend oft wiederholt werden. Und man nimmt nur die diskreten Wer-
1

te fiir ¢, um etwas abzéhlbares, also eine Folge zu erhalten.

Von nun an werden wir die reellen Zahlen fleifig verwenden und daher
immer, wenn es nicht anders gesagt ist'® K =R setzen.

3.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

Es gibt seltsame Folgen wie beispielsweise
a,=(-1", d.h., a=(-1,1,-1,1,...),

die nattirlich nicht konvergieren, aber zumindest aus zwei konvergenten
Teilen zusammengesetzt sind.

Definition 3.3.1. Sei 0 : N — N eine STRENG MONOTONE ABBILDUNG:
o(l1)<o(2) <---. Die TEILFOLGE a, von ac€ ¢(N) ist definiert als

(ag)n = Aoy, neN.

Mit o(n) = 2n ist in unserem Beispiel also a, = (1,1,...) und mit o(n) =2n-1
entsprechend a, = (-1,-1,...), die Folge besteht also aus zwei konvergen-
ten Teilfolgen. Und das ist kein Zufall, wie der folgende klassische Satz
zeigt.

Satz 3.3.2 (Bolzano-Weierstraf3). Jede beschrénkte Folge a € ¢(N) t{iber R
enthdlt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Die Beschranktheit von a bedeutet, day es M >0 gibt, so daf
la,| < M ist. Wir konstruieren nun eine INTERVALLSCHACHTELUNG, also
eine Folge I = [by, ckl, k €Ny, von Intervallen Iy > I, o I, o --- mit der Eigen-
schaft, daf

Ll:i=cp—br=2" M, und #n:a,€ i} =oco. (3.3.1)

Wir beginnen mit I, := [-M, M], fur das (3.3.1) naturlich erfillt ist. Neh-
men wir nun an, wir hatten ein I; konstruiert, das (3.3.1) erfiillt, dann
wahlen wir x;,; = %(bk + ¢¢) als Mittelpunkt von I;. Da

I = [Dg, Xk ] U [xk, Ck]

unendlich viele Folgenglieder enthalt, liegen in mindestens einem der
beiden Intervalle [bg,x;] oder [xi,ci] ebenfalls unendlich viele Folgen-
glieder; dieses Intervalll” nennen wir I;,; uns es erfallt aufgrund der
Konstruktion

1
|1k+1|:§|1k|:21‘(k+”M und  #n:a, € I} = oo,

16Und wir werden es nicht oft anders sagen!
17Und wenn wir die Wahl haben sollten, dann einfach eines von den beiden.
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also (3.3.1) mit k+1 anstelle von k.
Nun brauchen wir nur noch die Funktion

o(k):=min{n>o(k-1) : a, € I}, o(0):=0,

einzufiihren, dann ist 0 monoton steigend und definiert eine Teilfolge a,
mit (aq)x € Iy. Far n<n' ist dann ay () € I,y € I, und damit ist

lag(n) — g )| <|I,|=2""M, n<n'eN.

Die Teilfolge a, ist also eine Cauchy-Folge und konvergiert weil R voll-
standig ist. O

Nachdem wir im Beweis Intervalle verwendet haben, definieren wir noch
schnell, was wir eigentlich damit meinen.

Definition 3.3.3 (Intervalle). Ein OFFENES INTERVALL (a,b) in einer
angeordneten Menge X ist

(a,b)={xeX:a<x<b},
ein ABGESCHLOSSENES INTERVALL die Menge
la,b]:={xeX:a<x<Db}
und als HALBOFFENES INTERVALL bezeichnet man
(a,b]:={xeX:a<x<hb oder [a,b):={xeX:a<x<Db}.

Alternativ konnte man auch [q, b], 1a,b[ usw. verwenden, aber die an-
gelsdchsische Schreibweise mit den runden Klammern ist international
gebrauchlicher.

Definition 3.3.4 (Haufungspunkte). Sei a € ¢(N) eine Folge.

1. Die Zahl x € R heist HAUFUNGSPUNKT der Folge a, wenn es eine
Teilfolge a, gibt mit
r}gn (ag)n = X. (3.3.2)

2. Der kleinste Haufungspunkt einer Folge heifSst LIMES INFERIOR, der
grofite LIMES SUPERIOR und wir schreiben

x =liminfa, bzw. x =limsupa,.
n—oo n—o0

Bemerkung 3.3.5 (Haufungspunkte).

1. Eine Folge kann, wie unser Beispiel a, = (-1)" zeigt, komplett aus
Haufungspunkten bestehen, die Hiufungspunkte muissen aber nicht

in der Folge auftauchen, wie a, = (-1)"2-1 zeigt, wo |a,| <1 gilt, aber

limsupa, =1, liminfa, = -1.
n—oo n—oo
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3 Folgen und Reihen

2. Eine Folge kann sogar abzahlbar viele Haiufungspunkte haben,
a=(,12123,1,2,3,4,...)

und diese Haufungspunkte kénnen auch wieder Haufungspunkte
haben:

Ubung 3.3.1 Konstruieren Sie eine Folge in Q, die alle rationalen Zahlen
als Haufungspunkt hat. %

Proposition 3.3.6. Jede Teilfolge a, einer konvergenten Folge ist eben-
falls konvergent und es gilt

lim ay ) = lim a,.
n—oo n—oo

Beweis: Sei a* der Grenzwert von a, € >0 und ng so, dap |a,—a*|<e, n=
ny. Da o monoton ist, ist'® ¢(n) = n > ny und damit ist auch lagm—a*l <e,
n = ng, was genau die Behauptung ist: a, konvergiert und hat denselben
Grenzwert. O

Proposition 3.3.7. Jede monoton steigende!® und beschréinkte Folge a €
¢(N) konvergiert.

Beweis: Nach Satz 3.3.2 enthélt a eine konvergente Teilfolge a,, und
mit
a*:= nh_{n (ag)n

t20

gilt a* = a,, neN, da die Folge monoton steigend ist*”. Sei nun ¢ >0 und

ng so, daf3
e>|a* — agml=a”* — agm, n=ng,

dann ist fur jedes n = o(ng)

O0<a*- a, = a’ - Ag(ng) TAg(ng) — An <€ — (an— aa(no))’
N

<€

also, da die Folge immer noch monoton steigend ist,

Also ist auch a eine Cauchy-Folge und somit konvergent. OJ

18Und wer’s nicht glaubt, der soll's beweisen.

19Das heift a,y = a, fir n’ > n.

20Ware namlich a* < a,, < a,,, <--- fir ein n, dann wire ja auch a* <lima, = a* und das
ist ein Widerspruch.
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3.4 Reihen

3.4 Reihen

Jetzt betrachten wir Folgen nicht mehr nur ,fur sich®, sondern summie-
ren die Folgenglieder auf. Um uns nicht weiter mit (Un-) Vollstandigkeit
herumérgern zu mussen, betrachten wir weiterhin das Ganze nur noch
in R.

Definition 3.4.1 (Reihe). Zu einer Folge a € ¢(N) definiert man die (un-
endliche) REIHE

Die n—te PARTIALSUMME der Reihe ist

n
Spi= ) ag, neN. (3.4.1)
k=1

Die Reihe heif3t KONVERGENT, wenn die Folge der Partialsummen kon-
vergiert und hat den GRENZWERT

o0
Z ap:= lim s,. (3.4.2)
n=1

Beispiel 3.4.2 (Beispiele fiir Reihen). Klassische Reihen sind:

o8]
1. HARMONISCHE REIHE: )_

n=1

S |-

(o]

2. GEOMETRISCHE REIHE: ) ¢", ¢>0.

n=1

o0
3. ALTERNIERENDE REIHE: ) (-1)".
n=1

Die Partialsummen der alternierenden Reihe sind s, = %((—1)” —1), also
-1,0,—-1,0,... und damit ist die Reihe also nicht konvergent. Trotzdem
gibt es den schénen ,Beweis* von Abel?!, der den Grenzwert a nennt
und dann auf

a=-1+1-1+1-1+-=-1—-(-1+1-1+--)=-1—-a
und damit ¢ = -] kommt . ..

Als nachstes ein Resultat, bei dem man sich leichter den Beweis als die
Formel merken kann.

21Ja, von dem Nils Hendrik Abel.
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3 Folgen und Reihen
Lemma 3.4.3 (Geometrische Summen). Fiir neN und 1 # x € R ist??
n
5 4t
k=0

Beweis: Aus der einfachen Rechnung

1-x) x*
k=0

1-— x}’l+l

- (3.4.3)

n+l

n n n n n
)IESRED IELID JE LN S LIS IR 3
k=0 k=0 k=0 k=1

k=0 k=0

— 1 _ x”H—l
folgt sofort die Behauptung, wenn man durch 1 - x dividiert. O

Satz 3.4.4 (Geometrische Reihe). Flir g <1 konvergiert die geometrische
Reihe mit Grenzwert (1-q)~!, fiir g =1 divergiert sie.

Beweis: Fir g #1 haben die Partialsummen den Wert
sn=0-)'(1-¢""),  neN,

und da g" — 0 fiir g<1 und ¢g" — oo fir g > 1, wenn n — oo wachst, ist das
Konvergenz- und Divergenzverhalten fiir g # 1 auch schon geklart. Far
q =1 ist aber naturlich

n
sp=) l=n+1, nen,
j=0
was ebenfalls gegen oo divergiert. OJ

Satz 3.4.5 (Allgemeines CAUCHY-KRITERIUM fiir Reihen). Die Reihe zu
einer Folge a € ¢(Ny) konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € >0 ein
ny =0 gibt, so daf3

n
Z ap| <g, m,n = ny. (3.4.4)
k=m

Beweis: Da fur die Partialsummen

n m—1 n
Sp=Sm-1= Zak_ Z ay = Z ag
k=1 k=1 k=m

gilt, heifsit (3.4.4) nichts anderes als daf3 s= (s, : n€Ny) eine CAUCHY-
FOLGE ist und da wir uns nun in dem vollstandigen Kérper R bewegen,
ist das aquivalent zur Konvergenz von s. O

Satz 3.4.6 (Notwendige Bedingung). Konvergiert die Reihe ~a zur Folge
ac¢(N) so ist a eine NULLFOLGE, das heif3t,

lim a, =0. (3.4.5)

n—oo
22 Aus asthetischen Griinden ist es auch bei Reihen manchmal besser, die Summation

mit Null beginnen zu lassen. Aber nach wie vor sind N und Ny doch im wesentlichen
dasselbe.
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3.4 Reihen

Beweis: Konvergiert die Reihe, so gibt es nach (3.4.4) zu jedem ¢ >0 ein
no €N, so dafy mit m = n fiir jedes n = ny die Abschatzung

n
> ak

k=n

£> =layl =la, - 0|

erfuillt ist, was nichts anderes heif3t, als da3 a eine Nullfolge ist. O

Proposition 3.4.7. Sei0<ac¢(N), d.h., a, =0, neN. Dann konvergiert Za
dann und nur dann, wenn die Folge der Partialsummen beschrénlkt ist,
also s < M fiir ein M € R.

Beweis: Ist a >0, dann gilt fir n=m

und daher ist s eine monoton steigende Folge. Ist s unbeschrankt, dann
konvergiert die Folge nicht, ist s beschrankt, so konvergiert sie nach
Proposition 3.3.7. Da Konvergenz der Reihe per definitionem nichts an-
deres ist als Konvergenz der Partialsummen, folgt damit die Behaup-
tung. 0J

Satz 3.4.8 (Harmonische Reihe). Die HARMONISCHE REIHE divergiert.

Beweis: Der Beweis ist ein bisschen trickreicher, aber interessant. Wir
wahlen 1# p e N und betrachten die Teilfolge

, 2 AN DA | Pl
Sn:Spn: E:Z%-'- Z %+"'+ Z % (346)
k=1 k=1 k=p+1 k=p"1+1
Ein typischer Summand,
p! 1
Y oo (3.4.7)
k=pi-1+1

enthalt p/—p/~' = p/~!(p-1) Summanden, die alle groer oder gleich dem
letzten Term, 1/p/’, sind. Somit ist
p’! _

1 p’ B - . 1
Y o> X pi=ple-npi=E—
k=p/-1+1 k=p/-1+1 p

und daher
s, >n p_1
p
Damit ist die?3 Folge der Partialsummen unbeschrinkt und nach Pro-
position 3.4.7 kann die Reihe damit nicht konvergieren. O

23Im tibrigen auch noch monoton steigende.
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3 Folgen und Reihen

Die harmonische Reihe ist, obwohl sie divergent ist, dennoch von grof3er
Wichtigkeit und taucht in vielen Teilgebieten der Mathematik auf, denn
sie ist eine Reihe, die ,gerade so“ divergiert.

Satz 3.4.9. Fiir jedes a > 1 konvergiert die unendliche Reihe
X1

—.
k=1 k

Beweis: Der Beweis verwendet wieder die Zerlegung (3.4.6) der beson-
deren Partialsummen s/, und schatzt wieder den typischen Summanden
(3.4.7) ab, diesmal aber nach oben. Dazu verwenden wir den grofiten
Summanden in (3.4.7), also (p/~' +1)7% < (p/~1)~* und erhalten

Py . ‘
L =< pIp-1p UV = (p-n(p I (3.4.8)
k=pi-1+1

Da a >1 und p =2 eine natiirliche Zahl ist, ist g:= p!™% < 1. Setzen wir
nun (3.4.8) in (3.4.6) ein, dann ist
1-g" p-1

=— =K,
1-g 1-

n . n-1
<Y (p-DP Y T =p-1Y ¢/ =(p-1
j=1 Jj=0

also s'< K. Da es fiir jedes neN ein ke N mit p* = n gibt, ist damit auch
sp<s.<K, nen,

und die Folge der Partialsummen ist beschrankt. Nach Proposition 3.4.7
konvergiert damit die Reihe. O

3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

Die geometrische Reihe hat den unmittelbaren Nutzen, uns eine weitere
Definition des verwendeten Zahlensystems der reellen Zahlen zu geben.
Dazu betrachten wir zuerst das STELLENWERTSYSTEM?4, das eine na-
turliche Zahl n e N bezuglich einer BASIS 2< BeN als

k .
n=> zijB!,  zj€Zp:={0,...,B-1}, (3.5.1)
Jj=0
schreibt.
Ubung 3.5.1 Zeigen Sie, daf die Darstellung aus (3.5.1) eindeutig ist.
¢

24Eine der ganz grofen Errungenschaften der Menschheit, die es erméglicht, mit Zah-
len zu rechnen und die nach dem Fehltritt mit den rémischen Zahlen erst mit
Leonardo da Pisa alias Fibonacci nach Europa kam, siehe [24].
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3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

Wir interessieren uns hier jetzt aber fur die NACHKOMMSTELLEN und
betrachten daher Zahlen der Form

oo .
X = ZZ]'B_], ZjEZB. (352)
j=1

Lemma 3.5.1. Die Reihe in (3.5.2) konvergiert fiir jede Wahl von zj € Zp
und ist <1.

Beweis: Da alle Summanden positiv sind, reicht es nach Propositi-
on 3.4.7 wieder, die Beschranktheit zu beweisen. Das ist aber einfach:

1-B™"

n . n . n-1 )
o= LB s Y B-DET =BT B0 L B =5 BNy
]:

j=1 j=0
= 1-B "<1.

Sind alle z; = B—1, dann gilt in der ersten Abschatzung Gleichheit und
der Grenzwert der Folge ist 1. Das ist nichts anderes als das gute alte
0.9=1. O

Definition 3.5.2. Die durch die ZIFFERNFOLGE z dargestellte Zahl x ist
definiert als der GRENZWERT der Reihe

x= szB_j. (3.5.3)
j=1

Die Ziffernfolge bezeichnet man als B-~ADISCHE DARSTELLUNG von Xx.

Nach Definition liefert jede solche Reihe eine reelle Zahl, aber ist die
Abbildung 7§} — R mit z— ¥ z;B~/ auch surjektiv, also lasst sich auch
wirklich jede reelle Zahl so beschreiben. Die Antwort und ein bisschen
mehr Information fassen wir im nachsten Satz zusammen.

Satz 3.5.3 (Unendliche B-adische Briiche).

1. Zu jeder reellen Zahl x mit 0 < x < 1 gibt es Ziffern zj € Zg, j€N, so
daf3 (3.5.3) erfiillt ist.

2. Eine Zahl x ist genau dann rational, wenn die Darstellung ab einem
gewissen Index PERIODISCH ist, das heif3t, wenn es n,k € N gibt, so

daB zmsr = z2m, m=n gilt?.

3. R ist UBERABZAHLBAR.

25Das sind die Zahlen von der Form .12345, die man aus der Schule kennt. Hier ist
ubrigens n=k=3.
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3 Folgen und Reihen

Beweis: Indem wir zuerst den ganzzahligen Anteil abziehen, kénnen wir
uns fiir den Beweis auf den Fall beschranken, daf 0< x <1 ist26.

Fiar 1) konstruieren wir nun eine Ziffernfolge, die x beschreibt. Dazu
erinnern wir uns, daf3 eine reelle Zahl durch eine CAUCHYFOLGE a von
rationalen Zahlen dargestellt ist. Zur Konstruktion setzen wir a° := a und
unterteilen das Intervall [0,1] in

[0,11:=

J€Zp

=U

JEZp

)

j+1
B

o9 | ~.

Das sind endlich viele Intervalle, in mindestens einem von diesen Inter-
vallen, sagen wir I, k € Zg, muissen also unendlich viele Folgenglieder
von a° liegen, die eine Teilfolge a' von rationalen Zahlen bilden, die nach
Proposition 3.3.6 ebenfalls gegen x konvergiert. Nun setzen wir noch
z1 := k und haben damit folgendes erreicht:

1 .
Zz]-B_f—a,lC <B7, keN, und klim a}C:x. (3.5.4)
j=1 o
Das ist der Fall n=1 der Aussage
n .
Y zjB/-al|<B7", keN, und klim a; = x, (3.5.5)
j=1 —o°

die wir nun per Induktion beweisen wollen. Angenommen, (3.5.5) gilt
fir ein n =1, dann setzen wir

n
Xn:=) zjB7!
j=1

und zerlegen das Intervall [x,,x, + B~"] wieder in

_ J j+1
[xn,xn+B n]: U xn+W,xn+W =: U I],
Jj€Zp JEZB

und wieder enthalt eines der Intervalle, sagen wir I, unendlich viele
Folgenglieder von a”. Wir setzen z,,; := k, nennen diese Teilfolge a"'!
und schon haben wir den Induktionsschritt fiir (3.5.5) durchgefiihrt.

Sei nun wieder ¢ >0, und ngy so, daf |a; — x| < € fur k = ny, dann ist auch?”
|aZ — x| < ¢ fur jedes n und k = ny. Damit ist

<B "+¢

n n

.R—J_ R _ g n_
ZZ]B X Zz]B a,+a,—x
j=1 j=1

26F{ir urspriinglich ganzzahliges x haben wir also nun zwei Méglichkeiten, aber lieber
zwei als keine.
27Es sind ja Teilfolgen, sieche den Beweis von Proposition 3.3.6.
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3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

und wenn wir n; so grof3 wahlen, daf3 B™" < ¢ fur alle n = n; erfullt ist,
dann ist |s, — x| < 2¢, die Reihe konvergiert also gegen x.

Um 2) zu beweisen, beginnen wir mit ,,=“ und nehmen an, daf3 x=p/q
eine rationale Zahl mit p < g ist. Die Bestimmung der B-adischen Ent-
wicklung lernt man schon in der Schule: Man setzt ry = p und bestimmt
dann die Ziffern durch DIVISION MIT REST via

Bri-1=zjq+rj, ri€lq, zj€Zp, JjeN. (3.5.6)

Nun gibt es aber nur endlich viele mogliche Divisionsrest r;, so daf3 es
irgendwann zu ersten Mal zu einer Wiederholung kommen muss: r,.x =
r,, wobei wir n und k so wahlen kénnen, daf n+ k minimal ist?®. Dann
ist aber in (3.5.6) auch r,x+1 = 41 und so weiter, die Entwicklung ist
also periodisch. Fur die Umkehrung ,<* betrachten wir eine periodische
Reihe

n+k—1 n+2k-1
J— J J J
Z zjB~ Z zjB ' + Z zjB '+ Z zZjB ' +-
j=n+k
00 n+(€+1)k 1 -1 oo k— (ks )
— J J— J n+lk+j
= ZZ]B +Z Z zjB~ Zz]B +Z Zzn+gk+ B~
(=0 j=n+rlk j=1 =0 j=0 ‘“f—"
=Zn+j
n—1 k-1 oo n-1 .. k  n+k-1 ,.
. . Z B z
- - —lk J J
= ZiB T+ Y 2y BT Y BT =Y oy -,
; ! Z " Z ZBI Bk-1 Z Bi
j=1 j=0 =0 Jj=1 j=n

und da das eine endliche Summe von Bruichen ist, ist das Ergebnis
ebenfalls ein Bruch, also rational.

3) ist nochmals das zweite Cantorsche Diagonalverfahren: Gabe es
eine Abzahlung xi, k€N, der reellen Zahlen, dann stellt man jede dieser
Zahlen als bindre Folgen dar und geht vor wie in Satz 2.3.8, um eine
neue reelle Zahl zu erhalten, die nicht in der alten Aufzahlung liegt. [

Beispiel 3.5.4 (Zenos Paradoxon). Achilles, der schnellste Mensch sei-
ner Zeit?® wird von einer Schildkréte zum Wettlauf tiber 100m herausge-
fordert. Achill erreicht 10m/s39, die Schildkréte 1m/s. Sie erhalt einen
Vorsprung von 10m. Zeno3! behauptet nun, daf Achille die Schildkréte
nie einholt, und zwar mit folgendem Argument: Zu dem Zeitpunkt (z.B.
1s nach dem Start), zu dem Achilles den Punkt erreicht, an dem sich die
Schildkréte befindet, ist diese schon ein Stuick weitergekrochen, Achil-
les muss also noch ein Stiick weiter, um sie einzuholen, aber da ist die

28Wir interessieren uns also dafiir, wann sich so ein Rest zum ersten Mal wiederholt.

29Siehe [16] oder auch, da leichter zu lesen, [23, 23. Gesang, Vers 555].

30Er lauft also die 100m, ohne Spikes, Steroide und Nandrolon in beachtlichen 10
Sekunden. Fur's Doping waren seinerzeit die Gotter zustandig, siehe [23, G. 23,
V. 768-776].

31Zeno von Elea, 5. Jhdt. vor Christus, Verfasser von Paradoxien, die nachzuweisen
suchten, da3 es Bewegung eigentlich nicht gibt.
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3 Folgen und Reihen

Schildkrote auch schon wieder weg (namlich O0.1m) und so weiter. Mit
anderen Worten: Zeno stellt fest, da3 Achilles zu den Zeitpunkten

n-1 .
th=) 107/,  neN,
j=0

die Schildkréte fast, aber nicht ganz, eingeholt hat, was den endlichen
B-adischen Entwicklungen 1.1...1 entspricht. Aber wann holt Achilles
denn nun die Schildkréte ein? Nach ¢ Sekunden hat Achilles ja 10t
Meter zurtickgelegt, die Schildkroéte hingegen 10+ ¢, der unerreichbare
Zeitpunkt errechnet sich also also als

10t=10+1¢ o t=—=11= lim ¢,.
9 n—oo
Mit anderen Worten: Das Zenosche Paradoxon ist nichts anderes als die
Diskrepanz zwischen Partialsummen und Grenzwert und die dargstellte
Zahl ist eben nicht irgendeine Partialsumme, sondern der Grenzwert der
Reihe.

Beispiel 3.5.5 (Zahlen am Computer). Ein interessantes Phinomen bei
der Computerbenutzung ist die Tatsache, dafs man bei der Eingabe der
Zahl 0.1 bereits einen Fehler macht. Computer stellen Zahlen BINAR, al-
so zur Basis 2, dar und beztiglich dieser Basis hat 1/10 eine echt unend-
lich periodische Darstellung32. Der Computer hat aber nur endlich viele
Ziffern, muss also abschneiden oder runden und je nachdem, wie das
passiert, kann die Operation 10 0.1 den Wert 1 liefern oder nicht.

3.6 Konvergenzkriterien fur Reihen

Aus den Rechenregeln fiir Folgen folgt mittels der Betrachtung der Par-
tialsummenfolgen sofort auch die Analogie fur Reihen.

Korollar 3.6.1 (Rechenregeln fur Reihen). Sind Xa und b konvergente
Reihen, dann konvergieren auch X(a+ b) und XAa fiir A € R und die Grenz-
werte verhalten sich entsprechend.

Als néchstes betreiben wir noch ein wenig Konvergenztheorie fiir Rei-
hen, bei denen, wie uns ja bereits das Abelsche Beispiel zeigt, nicht alles
so ganz einfach ist, wie es auf den ersten Blick scheint.

Satz 3.6.2 (Leibniz—Kriterium). Ist a =0 eine monoton fallende Nullfolge,
dann konvergiert die ALTERNIERENDE REIHE

Y ~Dkay.
k=1

3250 wie 1/9 =.1 im gebrauchlichen DEZIMALSYSTEM.
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3.6 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen s,,, n €N, und stellen fest,

dap

2n+2 v 2n B

Sonv2—S2n= Y. (=D%ax— Y (=D ar = azns2—a2n41 <0
k=1 k=1 —~
Sa2n+1

und analog

2n+1 r 2n—-1 r

Son+1—Son-1= Y. (=D ar— Y (-D*ax=—asn+1+az, 20,
k=1 k=1 _
=—U2n
sowie
Son+1—S2n=—a2p+1 <=0 < Son+1 < S2n-

Damit ist s,, eine monton fallende Teilfolge, die nach unten durch s; be-
schrankt ist und s,,;; eine monoton steigende Teilfolge, die nach oben
durch s, beschrankt ist. Damit konvergieren beide Teilfolgen nach Pro-
position 3.3.7 und die Grenzwerte muissen dieselben sein, da

lim $3,41 — lim sy, = — lim ay,+1 =0,
n—oo n—oo n—oo
und a eine Nullfolge ist. O

Korollar 3.6.3. Die ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE
[e.0]
1
Y k=
k=1 k
konvergiert.

Satz 3.6.4 (Cauchyscher Verdichtungssatz). Ist a = 0 und monoton fal-
lend, dann konvergiert Za genau dann, wenn die VERDICHTETE REIHE

o0
Z 2 k azk
k=1
lconvergiert.

Ubung 3.6.1 Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz. Hin-
weis: Sehen Sie sich die Beweise aus Satz 3.4.8 und 3.4.9 noch einmal
genau an. Kann man den Verdichtungssatz verallgemeinern? %

Richtig ,brave“ Reihen konvergieren aber nicht nur, sondern haben
noch mehr zu bieten.

Definition 3.6.5 (Absolute Konvergenz). Eine Reihe Xa hei3it ABSOLUT
KONVERGENT, wenn die Reihe

o0

Zlal:= ) laxl

k=1

konvergiert.

43



3 Folgen und Reihen

Proposition 3.6.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, die Um-
kehrung gilt nicht.

Beweis: Ist Za absolut konvergent, dann sagt das Cauchy-Kriterium
aus Satz 3.4.5, daf3 es zu jedem ¢ >0 ein ny € N gibt, so daf3 fur alle
npsmsn

E>

n n
Y lagl|= ) lal
k=m k=m

ist und dank der Dreiecksungleichung ist dann auch fiir dieselben ¢, ng
und m, n

n
> ax
k=m

und nach Satz 3.4.5 konvergiert damit auch Xa. Daf3 die Umkehrung
nicht gilt, zeigt die harmonische Reihe. O]

n
< ) lakl<e
k=m

Satz 3.6.7 (QUOTIENTENKRITERIUM). Ist a € ¢(N) eine Folge fiir die es
no €N und 0 <1 gibt, so daj333

an+1

an #0, <0, n = ny, (3.6.1)

an
erfilllt ist, dann konvergiert die Reihe Za absolut.

Beweis: Fur n = n, folgt aus (3.6.1), da

2 —
lan| < 0lap—11<6%ap—s|l<---<0" no|an0|

und somit
n no—1 n n k
I —
Yolar = Y lagl+ Y lapl =5, 1+ Y, 05 ™lay,l
k=1 k=1 k=ng k=ng
_ ! n_n06k< ! - Hk_ / |an0|
= Spo—11lanl Z —5n0—1+|ano|z = Sno-1 -6’
k=0 k=0

so daf3 die Folge der Partialsummen beschrankt ist und damit X|a| kon-
vergiert. 0J

Beispiel 3.6.8.
1. Die Reihe Y 27"n? konvergiert, denn es ist

27" (n+1)?*  1(n+1)? 8
27" 2 n?2 9

falls n =3.

33Man beachte, daf die erste Bedingung in (3.6.1) keine wirkliche Einschrankung ist,
denn Folgenglieder mit a, = 0 tragen nichts zur Reihe bei und sind deswegen fiir
Konvergenz uninteressant, so day man immer eine Teilfolge a, wahlen konnte, fiir
die agm #0, neN, ist und fur die Za = Za, gilt.
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2. Die harmonische Reihe erfuillt zwar

n
= <1
n+1

an+1
an

fiir alle neN, ist aber nicht konvergent, denn es gibt kein 6 <1, far
das der Quotient unabhdingig von n durch 6 beschrankt ist.

3. Die konvergente Reihe Y 1/k? erfiillt ebenfalls nicht das Quotient-

kriterium, da

n2

C(n+1)?
ebenfalls beliebig nahe an 1 herankommt. Das Quotientenkrite-

rium ist also lediglich eine HINREICHENDE BEDINGUNG, wenn es
nicht erfuillt ist, so sagt das erst einmal nichts.

an+1
an

Definition 3.6.9 (Umordnung). Eine UMORDNUNG ist eine bijektive34
Abbildung 7:N — N. Die Folge a, ist dann definiert durch

(ar)n = arn), neN.

Ubung 3.6.2 Zeigen Sie: Ist a eine konvergente Folge, dann ist auch
jede Umordnung a, konvergent und es gilt

lim a, = lim a;@.
n—oo n—oo

&

Definition 3.6.10. Eine Reihe Xa heif3t UNBEDINGT KONVERGENTS?, wenn
jede Umordnung Za, ebenfalls konvergent ist.

Proposition 3.6.11. Jede absolut konvergente Reihe ist unbedingt kon-
vergent.

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ny e N mit
o0
Y lakl<e, n=np.
k=n

Sein nun n; so grof3, daf

{]-)---) nO} < {T(]-))---rT(nl)}

dann ist, far n=n,

n no
Y larwl = ). lagl
k:l k:l

34Und daher normalerweise nicht monoton steigende!
35Auf Englisch ,UNCONDITIONALLY CONVERGENT".
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und daher,
[’} n 0 no [es)
0= ) lakl— Y larwl < Y lagl— Y larl= > laxl<e
k=1 k=1 k=1 k=1 k=nyp+1

was nichts anderes ist als die absolute Konvergenz der Reihe gegen den-
selben Grenzwert wie der von X|a. O

Bisher war alles ziemlich so wie erwartet, jetzt aber gbnnen wir uns ein-
mal ein etwas kontraintuitives Resultat: Wenn eine Reihe nicht absolut
konvergent ist, dann kénnen Umordnungen nicht nur einiges sondern
eigentlich beliebig viel anrichten.

Satz 3.6.12 (Riemannscher Umordnungssatz). Ist Za eine konvergente,
aber nicht absolut konvergente Reihe, dann gibt es zu jedem s € R eine
Umordnung t, so daf3

2: dr(m =S
k=1
ist.
Beispiel 3.6.13. Das Beispiel fur eine konvergente, aber nicht absolut

konvergente Reihe ist die alternierende harmonische Reihe Y, #

Beweis: Wir nehmen wieder an, daf a, #0, neN, erfiillt ist, und definie-
ren, fur xeR

_ x—|x|

X+ |x| .
= = max{x, 0} und x = 5 = min{x, 0}.

2

xt

Da a keine Nullen als Folgenglieder hat, sind a* und a~, die kompo-
nentenweise so gebildet werden, zwei Teilfolgen von a, die zusammen
gerade a ergeben.
Dann ist
Sa=Xa " +Za” und Yla|l=Xa " -Za”

und ware 2a” konvergent, dann ware nach Annahme und Korollar 3.6.1
auch Xa™ =ZX(a-a"*) konvergent und damit ebenfalls X|a|=X(a"—a~), und
das ware ein Widerspruch. Dasselbe Argument gilt auch fiur Xa™ und da
Ya* eine Reihe ist, die nur aus nichtnegativen Zahlen besteht, bzw. Za*
eine Reihe, die nur aus negativen Elementen besteht, ist

Z a;cr =00, Z a, = —oo. (3.6.2)
k=1 k=1

Nun sei n; der kleinste Index, so daf3
n

+ . +
sTi=) al>s
k=1
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3.6 Konvergenzkriterien fiir Reihen

gilt. So einen Index muss es nach (3.6.2) geben. Als nachstes wahlen
wir m; als Kleinsten Index, fir

L= Z ai + Z a; <s
k=1
erfullt ist. Die beiden ,Restreihen”
[e.0] [o.@]
+ —
Y af und Y. a
k=n;+1 k=m;+1

divergieren immer noch wie in (3.6.2) und daher gibt es auch wieder ein
kleinstes n, mit

Zak+2ak+ Z ai >s,
k=1

k= ni+1

ein kleinstes m», mit
Zak+2ak+ Z a + Z ap <s,
k=1 k=n;+1 k=m;+1
und so weiter. Das liefert eine Umordnung a, von a in
(a+)1) () (a+)n1» (a_)l; [EXE) (a_)ml; (a+)n1+1» X (a+)n2; (a_)m1+1; cee

bei denen zumindest einige Partialsummen um s herum kreisen. Wegen
der Minimalitat der Indizes ist

§] —Qp <8 = s<slss+anl,
beziehungsweise
sl_—ar_nlzs = S>8128+am1,
und so weiter, was uns
|5;F—s| slaf—ljl, jeEN, (3.6.3)
liefert, also
lim st =s. (3.6.4)

j—oo J
Die Reihe Xa konvergiert und erfiillt daher das Cauchy—-Kriterium aus
Satz 3.4.5, d.h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ny, so daf

Y ak|<e, m,n=n.

Wiéhlen wir nun j so, daf3 nj = ny und m; = ng ist, dann sind alle Indizes
die in
Y. ) m,nznj+m;

auftauchen, groser als ny und daher muss die Summe im Betrag < ¢
sein. Mit anderen Worten: Xa, ist konvergent und dann muss s nach
Proposition 3.3.6 der Grenzwert sein. U
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3 Folgen und Reihen

Korollar 3.6.14. Eine konvergente Reihe ist genau dann unbedingt kon-
vergent wenn sie absolut konvergent ist. Die unendliche Summation ist
also im allgemeine nicht kommutativ36.

3.7 Produkie von Reihen und die eulersche Zahl

Nun fehlt uns nur noch das Produkt von zwei Reihen ZXa-Zb. Nach
Satz 3.6.12 ist es sicherlich sinnvoll, sich von Ordnung und Reihenfol-
ge freizumachen, also ,nur® absolut konvergente Reihen zu verwenden.
Wegen

(Z “j) (Z bk) = ) ajbr=:) pk
Jj=1 k=1 jik=1 k=1

wobei die PRODUKTREIHE Xp aus eine ABZAHLUNG der Produkte a;by
besteht, also pj, = @bk, n€N.

Satz 3.7.1. Sind Xa und b absolut konvergente Reihen, dann konver-
giert jede Produktreihe Zp absolut und es gilt

Beweis: Fur N e N setzen wir m = max{j(n):1 < n < N} und m' = max{k(n) :
1< n < N} und erhalten

N N m m m m’'
Y 1pal Y lajmlbrml< Y. Y lajlbl = (Z |6le) (Z |bk|)
n=1 j=lk=1 j=1 k=1

n=1

gllajl) (:llbkl),

die Partialsummen von Z|p| bilden also eine monoton steigende und be-
schrankte Folge, die nach Proposition 3.3.7 konvergieren muss. O

IA

Die Produktreihe ist ja eine Abzahlung der einzelnen Produkte und die
naturliche Vorgehensweise dafiir ist so wie im ersten Cantorschen Dia-
gonalverfahren, bei der die Produktreihe als CAUCHYPRODUKT3”

(Oo aj) (i bj) = ‘i Cn, Cp = i akbn_k (3.7.1)
0 j=0 n=0

j: = k:0

geschrieben werden.

36was uns zeigt, daf3 wir uns vor der naiven Annahme hiiten sollten, da eine Eigen-
schaft endlicher Operationen so einfach ,per Grenzwert” auch dann gultig bleibt,
wenn sie unendlich oft durchgefiihrt wird.

37Hier ist es geschickter, die Reihen ausgehend von 0 zu numerieren. Apropos: ,num-
merieren” kommt eher von ,dumm® als vom lateinischen Wort ,numerus®.
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3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl

Zum Abschluss noch ein bisschen was zur magischen Zahl e, die auch
EULERSCHE ZAHL genannt wird. Dazu brauchen wir die FAKULTAT n!
einer Zahl neN, die als

nl=nn-1!'=nn-1)---1, 0o'=1,
definiert ist.

Proposition 3.7.2 (Eulersche Zahl). Fiir jedes x € R konvergiert3® die
Reihe

o0 xn
exp(x):= ) — (3.7.2)
n=o 1!
absolut.

Beweis: Wir verwenden das Quotientenkriterium aus Satz 3.6.7 und die

Tatsache, daf3
| x|

n+1

an+1
an

fiir n = |x| durch 6 =|x|/(1+ |x]) <1 unabhangig von n beschrankt werden
kann. O

Definition 3.7.3. Die EULERSCHE ZAHL e ist definiert als
x 1
e:=exp(l) = Z — (3.7.3)
n=0 n!

Proposition 3.7.4. Fiir xe R und neN gilt
1. exp(x+ y) =exp(x)-exp(y).
2. exp(—x) =1/exp(x).
3. exp(n) =e".

Lemma 3.7.5. Flir den BINOMIALKOEFFIZIENT

k" kln-k! I

gilt die allgemeine BINOMISCHE FORMEL
" (n
x+p"= Y|, |xFyrr (3.7.4)
i=o\k
Beweis: Man beweist (3.7.4) per Induktion:

ool

38Unter Verwendung der Konvention 0° = 1.
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3 Folgen und Reihen

und erhélt unter Verwendung der Konvention (") =(,%,) =0,

n
(x+y)n+1 x+y)(x+y" (x+y)Z (Z)xkyn—k
k=0

- i(k)kﬂnk i()kﬂﬂk

k=0

< Bl Sl R )

k=0

woraus man mit der Rekursionsformel

n n n! n!
+ = +
(k—l) (k) (k=-D!'(n+1-k)! kl(n-kKk)!

n+1 ( k +n+1—k)_ n+l
k ¥n+1 n+1 J_ k

=1

des Binomialkoeffizienten den Induktionsschritt erhalt. O

Beweis von Propsition 3.7.4: Fur 1) verwenden wir (3.7.4), erhalten

exp(x+y) = Z(x+)’) :le(Z)xkyn—k

n=0 n! n=0 n! k=0
© 1 I n! B o n xk yn—k
- Z_IZ ! 'xkynkzzz_ !
n=o 1! j=o k!'(n—k)! n=0i=o k! (n—Kk)!
[ —

=:cp

und bemerken, daf3 ¢, ein CAUCHYPRODUKT der beiden absolut kon-

vergenten Exponentialreihen ist. Nach Satz 3.7.1 konvergiert damit die

Reihe von exp(x+ y) gegen das Produkt der Reihen von exp(x) und exp(y).
2) und 3) sind direkte Konsequenzen von 1), denn es gilt ja

k

X x X x
exp(x) exp(—x) = exp(x—x) =exp(0) = | )_ —| =1+ Y - =1
k=0 k! =0 k=1_""1x=0
=0
und
el=e, el =e.e" =exp(l)exp(n) =exp(n+1).
0
Ubung 3.7.1 Zeigen Sie, daf exp(l/n) = e!/” = {/e und da somit e*
<>

exp(x) fir alle x € Q gilt.
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Funkiionen 4

Alles andere als ein Sieg ist ja erst einmal eine Niederlage.

(Boris Becker, Januar 2014)

Jetzt beschaftigen wir uns endlich mit Funktionen, genauer mit ihren
reellwertigen Vertretern.

Definition 4.0.1 (FUNKTION). Eine REELLWERTIGE FUNKTION f ist eine
Abbildung von einem DEFINITIONSBEREICH D c R nach R.

Beispiel 4.0.2. Als typisches Beispiel flir eine ELEMENTARE FUNKTION f
kann man ein POLYNOM

n .
fx)=) ajx!, xeR,
=0

eine TRIGONOMETRISCHE FUNKTION f(x) = sin(x) bzw. f(x) = cos(x), oder
die EXPONENTIALFUNKTION f(x) = exp(x) angeben. Das mit dem Definiti-
onsbereich D wird z.B. fur f(x) =1/x interessant, wo man tunlichst 0 € D
vermeinden sollte.

4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

Der grundlegende Funktionstyp in der Analysis sind diejenigen Funk-
tionen, die man ,in einem Strich® zeichnen kann.

Definition 4.1.1. Eine Funktion f heif3t STETIG an der Stelle x € D, wenn
es zu jedem ¢ >0 ein 6 >0 gibt, so daf

xXeD, |x-x|<é = Ifx) - fol<e (4.1.1)

gilt. Die Funktion heif3t stetig auf D, wenn sie stetig an jeder Stelle x € D
ist. Die stetigen Funktionen auf D bezeichnen wir mit C(D).

Es gibt einige Arten, Stetigkeit anschaulich zu beschreiben. Eine ist,
daf kleine Anderungen im Argument auch nur zu kleinen Anderun-
gen des Funktionswertes fithren kénnen!, eine andere ist, daf3 stetige
Funktionen LOKAL KONSTANT sind: Zoomt man nahe genug an die Stelle
x heran, so dndert sich die Funktion dort nicht.

Oder man macht es gleich mathematisch prazise und sagt, daf$ Funk-
tionsauswertung und Grenzwertbildung vertauscht werden kénnen.

IWas man als eine Art ,Stabilitat* der Funktion interpretieren kénnte
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4 Funktionen

Satz 4.1.2 (Stetigkeit). Eine Funktion f: D — R ist genau dann stetig an
der Stelle x*, wenn fiir jede Folge x, in D mit Grenzwert x* € D

lim f(x,) = f(x%). (4.1.2)

erfilllt ist.

Bemerkung 4.1.3. Man kann Stetigkeit auch kurz und knapp als

schreiben, wenn man Voraussetzungen wir die Existenz des Limes in D
mal dezent beiseite lasst.

Beweis von Satz 4.1.2: Fur ,=" sei f stetig an x* und x eine Folge, die
gegen x* konvergiert. Dann gibt es zu jedem € >0 ein § > 0 mit |f(x*) -
f(x)l<e, |x*—x'| <6 und auBerdem ein ny €N, so daf |x,—x*| < far n = ng.
Das heif3t:

|f(xn) = f(x")I <€, nzny,  also  lim f(x,)=f(x").

Die Richtung ,<*“ zeigen wir durch Beweis der Negation, also daf fur
jede nicht stetige Funktion auch die Grenzwerteigenschaft (4.1.2) nicht
erfullt ist. Ist also f nicht stetig, also UNSTETIG an x*, dann existiert ein
€>0, sodafl es zu jedem 6 >0 ein x’' € D mit |x'—x*| < § aber |f(x)—f(x*)| = ¢
gibt. Setzen wir nun é = 1, so liefert das Punkte x, € D mit |x, - x*| < L,
also

. *
lim x, =x7,
n—oo

aber gleichzeitig |f(x,) — f(x*)| = €, so daf3 die Folge f(x,) sicherlich nicht
gegen f(x*) konvergiert. O

Da x, — x* genau dann wenn x,—x* eine Nullfolge ist, kdnnen wir Satz 4.1.2
noch ein wenig umschreiben.

Korollar 4.1.4 (Stetigkeit revisited). Eine Funktion f ist genau dann ste-
tig an x*, wenn fiir jede NULLFOLGE h mit x*+h={x*+h, : neN}c D

Him f(x* + hy) = f(x7)
erfiillt ist.

Das Konzept ,Konvergenz aller Folgen® flihrt dann auch zu einem ver-
allgemeinerten Grenzwertbegriff in Funktionen.

Definition 4.1.5. Fiir x€ D und c € R schreiben wir

lim f() = ¢, (4.1.4)
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4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

wenn fiir jede Folge a € D mit lim a, = x die Beziehung
nh_l:n f (ap) =c

erfullt ist. Gilt das nur fur alle a, = x, so liegt ein EINSEITIGER GRENZ-
WERT vor, und wird als

lim f(y) oder lim f(y)

N y—xt
geschrieben. Analog schreiben wir fiir Restriktion a, < x

li d lim .

yl}l}cf(y) oder Jim fy

Als néchstes ein Begriff, der zuerst einmal mit der Stetigkeit nichts zu
tun zu haben scheint, den wir aber noch sehr gut brauchen kénnen.

Definition 4.1.6 (Supremum und Infimum). Das SUPREMUM y = sup D
einer Menge D cR ist die KLEINSTE OBERE SCHRANKE von D, also dieje-
nige Zahl, die

1. D<y,d.h. x<y, xe D, (obere Schranke)
2. es gibt kein y’' < y mit D <y’ (kleinste obere Schranke)

erfullt. Existiert kein solches y, so schreiben wir supD = co. Analog ist
das INFIMUM infD die GROSSTE UNTERE SCHRANKE von D.

Ubung 4.1.1 Zeigen Sie: Fiir jede Menge D <R ist infD < sup D. o

Bemerkung 4.1.7. Supremum und Infimum kénnen, mtissen aber nicht
zur Menge D gehoren. Das einfachste Beispiel sind [-1,1] vs. (-1,1). In
beiden Fallen ist infD = -1, supD =1, aber im ersten Fall gehoren die
beiden zu D (und damit existieren auch min D und maxD), wiahrend im
zweiten Fall weder Infimum noch Supremum zu D gehéren und daher
auch min D und maxD nicht existieren.

Proposition 4.1.8 (Existenz von sup und inf). Ist D nach oben beschrdnkt,
dann existiert sup D, ist D nach unten beschréinkt, so existiert infD.

Beweis: Wir beweisen nur den Fall des Supremums, das Infimum funk-
tioniert identisch. Um Trivialititen auszuschlief3en, sei auferdem D # @.
Nach Voraussetzung gibt es daher K € R mit D < K und mindestens x € D
und es ist x < K. Wir setzen gy = x, by = K und konstruieren eine Folge
von Intervallen I,, n =0, folgendermafien: Wir bilden c, = %(an +b,) und

setzen?
(an, cn), cn=D,

(cn, by, sonst. (4.1.5)

(an+1,bn+1) = {

2Das sind jetzt keine offenen Intervalle, sondern Paare.
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4 Funktionen

Dann ist immer a, < a,+1 < by+1 < b, sowie |[,,| =27"(K - x), n € Ny und
es gilt immer b, = D. Die Folge b ist monoton fallend, nach unten be-
schrankt und konvergiert daher gegen eine obere Schranke y von D.
Ware y' < y ebenfalls eine obere Schranke von D, dann ist jedes x€ [y, y]
ebenfalls eine obere Schranke, denn D < y’ < x impliziert ja D < x. Wahlen
wir jedoch n so grof3, da3 27" < y—y' ist, dann ist y’ < a,, was einen Wider-
spruch darstellt, da a, per Konstruktion gerade keine obere Schranke
von D ist. 0J

Bemerkung 4.1.9. So ganz einfach ist das mit Suprema und Infima
nicht wirklich, denn die Mengen kénnen auch sehr 16chrig sein, wie
beispiel die CANTOR-MENGE

bei der aus jedem der Intervalle [0,37"] jeweils die Mitte herausgeschnit-
ten wird. Es ist immer noch infD = minD =0, aber um die Null herum
wird es ,ddnn“.

U

1 2
D:[O,l]\( [
n=1

3n’3n

Mit Hilfe des Supremums kann man den Stetigkeitsbegriff auch quan-
tifizieren.

Definition 4.1.10 (Stetigkeitsmodul). Der STETIGKEITSMODUL w(f,9) ist
definiert als

o(f,6) =supf{|f(x") - f(x)| : x,x' € D,|x—x'| < 5}. (4.1.6)

Der Stetigkeitsmodul betrachtet nun die Stetigkeit allerdings in globaler
Form, wir brauchen also eine globale Variante.

Definition 4.1.11 (Gleichmafige Stetigkeit). Die Funktion f heifst GLEICH-
MASSIG STETIG auf D cR, wenn es zu jedem ¢ >0 ein § > 0 gibt, so daf

Ix'—x| <6 = If(x-f)l<e
erfullt ist.

Bemerkung 4.1.12. Der Unterschied zwischen der Stetigkeit und gleich-
magiger Stetigkeit ist also, dafs im ersten Fall 6 = 6(x) vom Punkt xe D
abhéngen darf, wohingegen es im zweiten Fall ein globales § fiir alle
x € D geben muss.

Ubung 4.1.2 Zeigen Sie: f ist genau dann gleichmégig stetig auf D,
wenn

lim w(f,6,) =0
fir jede Nullfolge ¢ gilt. %

Das folgenden Resultat ist eine direkte Folgerung aus den Definitionen,
aber man sollte es zumindest einmal gesagt haben.
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4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

Satz 4.1.13. Jede auf D gleichmdif3ig stetige Funktion ist stetig an jedem
x € D. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht>

Beispiel 4.1.14. Die Funktion f(x) = exp(x) ist stetig aber nicht gleich-
mafig stetig auf R.

Beweis: Wir betrachten
exp(x + h) —exp(x) = exp(x) exp(h) — exp(x) = exp(x) (exp(h) — 1)

sowie

exp(y) =) —=1+) = =>  exp(y)>1, y>0,
=0 ! o1 n!

und wegen exp(y)exp(—y) =1 folgt insgesamt

>1, y>0,
0 <exp(y) und exp(»< =1, y=0, (4.1.7)
<], y<0
Ausserdem ist
lexp(y) 1| ,l; ! |y|n; 7! 'ylngo (n+1)! 'yl,;o !

lylexp(lyl),

so dag fiir jede Nullfolge 1 mit* i < K die Grenzwertaussage®

lim |exp(hy) — 1| < lim |7y exp(Ihal) < lim |ha|exp(IK]) =0,

derentwegen
r}im lexp(x + h,) —exp(x)| = exp(x) nlim |exp(hn) - 1| , xeR,

gilt, das nétige 6 fur die Beschrankung von h hangt aber wegen des Fak-
tors exp(x) von der Stelle x ab, weswegen die Stetigkeit nicht gleichmafig
ist. 0

Ubung 4.1.8 Zeigen Sie: Jede Nullfolge ist beschrankt. &

Definition 4.1.15 (Operationen auf Funktionen). Fiur Funktionen f,g
sind die Funktionen f+g, f-g und f/g definiert durch

ey

(f£8):=f)+glk),  (f-O:=f0gk),  (fIeH):= gE;

SKorrekter ware: Nicht immer. Aber dazu spéter mehr.
4Siehe Ubung 4.1.3.
5Genau genommen verwenden wir hier die Monotonie von exp(x): Far y >0 ist

exp(x + y) = exp(x) exp(y) > exp(x), x€eR.
N——

>1
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4 Funktionen

Aus den Rechenregeln fur Folgen und deren Grenzwert folgt dann un-
mittelbar die folgende Beziehung fiir stetige Funktionen.

Satz 4.1.16 (Stetige Funktionen). Sind f,g € C(D), so sind auch f+gc¢
C(D) und f-g e C(D). Die stetigen Funktionen bilden also insbesondere
einen VEKTORRAUM®. Ist g(x) #0, so ist f/g stetig an der Stelle x.

Satz 4.1.17. Sind f,ge C(D) mit g(D) < D, so ist auch fog= f(g(-)) € C(D).

Beweis: Sei a c D eine konvergente Folge mit lima, = x, dann ist auch
b= (g(ay):neN)c D eine konvergente Folge mit

b= Jim b, = Jim g(a,) = g(3)

und damit dann auch
,}L‘Eof(bn) = f(b*)=f(gx) = (fog(x),

wie behauptet. O

4.2 Bisektion und der Zwischenwertsaiz

Die ,intuitive” Definition stetiger Funktion ist ja immer noch, daf3 man
die Funktion ,in einem Strich* zeichnen kann. Die formale Version die-
ser Intuition ist der ZWISCHENWERTSATZ, den wir in diesem Kapitel be-
weisen werden und zwar als Konsequenz eines einfachen Verfahrens
zum Auffinden einer NULLSTELLE einer Funktion, also einer Stelle x € D,
fir die f(x)=0 ist.

Von nun an verwenden wir der Einfachheit nur noch Intervalle als De-
finitionsbereich und schreiben dann Cla, b] bzw. C(a,b) fur die stetigen
Funktionen auf abgeschlossenen’ und offenen® Intervallen, die Notati-
on fiir Mischformen, also halboffene® Intervalle, ergibt sich dann von
selbst. Schreiben wir C(I), dann ist I ein Intervall, bei dem es egal ist,
ob es offen, halboffen oder abgeschlossen ist.

Satz 4.2.1 (Nullstellensatz). Ist f € C(I) und gibt es Punkte x, und x_ mit
f(xy) =0 und f(x-) <0, dann gibt es ein x€ I, so daf3

x € [min{x_, x,},max{x_, x,}] und fx)=0. 4.2.1)

6Genau genommen bilden sie sogar eine ALGEBRA, das ist eine Menge, in der man
addieren und multiplizieren kann.

“Das Intervall I = [a, b] bezeichnet man als ABGESCHLOSSEN, weil mit jeder Cauchyfol-
ge x<[a,b], d.h. a<x, <b, neN, auch deren Grenzwert in I liegt.

8Das Intervall I = (a,b) nennt man OFFEN, weil es zu jedem x €I auch ein € >0 gibt,
so daf} {x' € I:|x—x'| <¢} = I erfullt ist. Richtig lernt man die Begriffe ,offen“ und
~-abgeschlossen” dann in Analysis 2 kenne, wenn man sich ein wenig mehr mit
Topologie beschaftigt.

9Die sind dann erstaunlicherweise weder offen noch abgeschlossen.
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4.2 Bisektion und der Zwischenwertsatz

Beweis: Wir konstruieren wieder einmal eine Intervallschachtelung. Da-
Zu setzen wir ag = x_, by = x, und nehmen an, daf’ ag < by ist. Denn wéare
ap = by, dann tut es x = ay = by, da dann 0 < f(x) <0 sofort f(x) =0 liefert.
Ist hingegen ay > by, dann ersetzen wir f durch -f, was fiir die Frage
nach Nullstellen keine Rolle spielt, da f(x) =0 genau dann erfillt ist,
wenn (—f)(x) =0 ist.

Es gilt also f(ag) <0< f(by) und wir bilden nun durch BISEKTION Fol-
gen ay, by, neN, mit

flay) <0< f(by) und |b, — anl <27 " by — ag, nen, (4.2.2)

was fir n =0 per Annahme trivialerweise erfullt ist. Nehmen wir an, es

gelte fiir irgendein n, dann setzen wir'® ¢, = 1(a, + b,) und
a R an» f(cn) = 0) b . Cn, f(cn) = 0!
CAR (o flew) =0, "1 by, flen) =0,

so daf3 (4.2.2) auch fur n+1 erfullt ist. Da a eine monoton steigenden
Folge in I ist, existiert ein Grenzwert a* :=lima, und wegen f(a,) <0
ist auch lim f(a,) < 0. Analog gibt es ein b* =limb, mit lim f(b,) = 0. Da
auflerdem

lim (b, —an) =0,

folgt a* = b* =: x und die Stetigkeit von f liefert
0= lim f(by) = f(x)= lim f(a,) =0 = fx)=0,

wie behauptet. O

Die hier vorgestellte Methode, die auf der Basis der beiden Stellen x.,x_
mit f(x;)f(x-) <0 die Nullstelle anndhert, nennt man BISEKTIONSVER-
FAHREN. Dieses ist die einfachste Methode, eine Nullstelle einer Funkti-
on zu bestimmen - es gibt zwar schnellere wie das NEWTON-VERFAHREN !,
aber die haben andere Probleme. Mehr zu derartigen Verfahren lernt
man in Vorlesungen zur Numerischen Mathematik, siehe z.B. [22].

Korollar 4.2.2 (Zwischenwertsatz). Sie f € C(I) und x,x' € I. Dann gibt es
zu jedem ¢ zwischen f(x) und f(x') ein y zwischen x und x', sodaf3 f(y) =c
ist.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall x < x’ und f(x) < f(x), alle anderen
Fille!'? funktionieren analog. Mit g:= f — ¢ ist dann

gX)=f(x)—-c<0= f(x")—c=gKx)

und nach Satz 4.2.1 gibt es ein y € [x, x'] mit g(y) =0, also f(y)=c. O

10Und das sollte jetzt eigentlich niemanden mehr tiberraschen.

1Wir kennen bereits eine Auspragung des Newton-Verfahrens, namlich das HERON—
VERFAHREN.

12Es sind maximal drei!
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4 Funktionen

4.3 Abgeschlossene Intervalle
Wie Folgen kénnen nattirlich auch Funktionen beschrankt sein.

Definition 4.3.1 (Beschranktheit). Eine Funktion f:D — R heif3t NACH
OBEN BESCHRANKT, wenn es ein K € R gibt, so daf3 f(x) <K, xe€ D, ist,
NACH UNTEN BESCHRANKT, wenn f(x) = K, x € D, gilt und BESCHRANKT,
wenn |f(x)| < K.

Satz 4.3.2. Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall und f € C(I), dann
ist f beschrénkt und es gibt eine MAXIMALSTELLE x; und eine MINIMAL-
STELLE x_ mit

f(x2) < f(x) < fxy), xel.
Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir Beschranktheit nach oben und
das Maximum, Beschranktheit nach unten und Minimum laufen wieder
analog. Sei y =sup{f(x):x € I}. Dann gibt es eine Folge a c I mit
y=lim f(an).
Ist namlich y = oo, dann muss es a, geben mit f(a,) = n, ist y endlich und

f(ay) <y, dann muss es, da das SUPREMUM die kleinste obere Schranke
ist, auch ein a,,; < y geben!3 mit

1
ly—flans)| < Ely—f(an)l.

Die Folge der a, ist beschrankt, a < a, < b und enthalt damit eine in R
konvergente Teilfolge a,. Da a < ay, < b ist auch!4

a<x:=lim az;,<b = xel,
n—oo
und damit ist wegen der Stetigkeit von f
y= Jim faom) = £ lim aoem) = 00,

Im Falle .y = co* ware das ein Widerspruch, denn oo ist kein Wert in R,
im anderen Fall ist

fx) =max{f(x):x' e}

und x die gesuchte Maximalstelle. O

13Achtung: Auch wenn es wie eine Konstruktion aussieht, ist dieses ,Verfahren® nicht
wirklich konstruktiv, wie man so ein a,,; namlich wirklich bestimmen soll, ist alles
andere als Klar.

l4Hier benutzt man, dafs | ABGESCHLOSSEN ist, denn sonst lage der Grenzwert mogli-
cherweise nicht in I.
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4.3 Abgeschlossene Intervalle

Beispiel 4.3.3. Auf offenen Intervallen gilt Satz 4.3.2 im allgemeinen
nicht!®. Auf (0,1) ist die Funktion f(x) = 1/x unbeschrankt, sie wird far
x — 0 beliebig grofs und die ganz brave Funktion f(x)=x nimmt auf (0,1)
weder ihr Infimum, 0, noch ihr Supremum, 1, an.

Abgeschlossene Intervalle haben noch eine weitere schéne Eigenschatft:
Auf ihnen sind Stetigkeit und gleichmé&gpige Stetigkeit dasselbe. Die Ei-
genschaft, die wirklich dahintersteckt, nennt sich KOMPAKTHEIT und
wird uns ebenfalls in Analysis 2 begegnen, wo wir lernen werden, dafl
im Endlichdimensionalen, insbesondere in der eindimensionalen Welt
von R, eine Menge genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist, also genau das, was ein Intervall [a, b] tut und ge-
nau das, was wir im Beweis von Satz 4.3.2 wirklich verwendet haben.

Satz 4.3.4 (Gleichméagpige Stetigkeit). Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes
Intervall, dann ist f: 1 — R genau dann auf I stetig, wenn f auf I gleich-
mdfsig stetig ist.

Beweis: Da gleichmifige Stetigkeit auf I starker ist'® als Stetigkeit an
jeder Stelle von I, brauchen wir nur die Richtung ,=" zu zeigen. Nehmen
wir dazu an, es gabe ein stetiges f € C(I), das nicht gleichméafig stetig
ware. Das heif3t, es gabe ein ¢ >0 und Folgen a,b c I mit |a, — b,| < % und
|f(an) — f(by)| >e. Nach dem Satz 3.3.2 von Bolzano-Weierstrass gibt es
eine konvergene Teilfolge a, von a, mit

| -b | < —1 < —1 d li =
a, = un m da, X
o(n) o(n) ( ) n o (n)

Damit konvergiert aber auch b, gegen x und damit ist wegen der Stetig-
keit von f
flx) = ,}Elélof(aa(n)) = ’qli_{lgof(ba(n)),

was zu dem Widerspruch

0 < €= r}i_l)lolo|f(aa(n)) — fbom))| = nh_l}gof(aa(n)) - r}i_l)l(}of(ba(n))

= [fx)-fx)I=0
fahrt. O
ﬁbung 4.3.1 Zeigen Sie: Die Funktion f:x— |x| ist stetig. Was hat das
mit dem Beweis von Satz 4.3.4 zu tun? &
15Zur Erinnerung: Wenn ein Mathematiker sagt ... . . im allgemeinen ist xyz nicht rich-

tig®, so bedeutet das, daf3 es mindestens ein Beispiel gibt, so daf xyz nicht gilt.
16Da man dann ein § hat, das nicht von x abhangt.
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Mehr zur 5
Exponentialfunktion

Fiir mich hat so eine Rechnung etwas Schwindliges; als ob es ein
Stiick des Weges weif3 Gott wohin ginge. Das eigentlich Unheim-
liche ist mir aber die Kraft, die in solch einer Rechnung steckt
und einen so festhdilt, dafs man doch wieder richtig landet.

(Robert Musil, Die Verwirrungen des Zéglings Torlef3)

In diesem Kapitel befassen wir uns ein wenig intensiver mit der EXpo-
NENTIALFUNKTION exp und den dadurch definierten elementaren Funk-
tionen. Aber wir werden nattirlich deutlich mehr dabei lernen.

5.1 Monotonie und Umkehrfunktionen

Aus Beispiel 4.1.14 wissen wir, daf3 exp(y) > 1 fir y >0 und daher ist fir

x>x
>1
—_———

— / = ! ] !
exp(x) =exp(x' + x—x) =exp(x') exp(x Ox) > exp(x'), (5.1.1)
>0 >

weswegen die Funktion exp zu einer besonderen Klasse von Funktionen
gehort.

Definition 5.1.1 (Monotone Funktionen). Eine Funktion f:I— R heifit
MONOTON STEIGEND, wenn f(x) = f(x), x > x/, und STRENG MONOTON
STEIGEND, wenn f(x) > f(x), x> x’. Die Begriffe MONOTON FALLEND und
STRENG MONOTON FALLEND definieren sich analog.

Satz 5.1.2 (Umkehrfunktion). Ist f € C(I), I = [a, b], eine stetige und STRENG
MONOTON STEIGENDE FUNKTION, dann existiert eine stetige und monoton
steigende UMKEHRFUNKTION! f~1: f(I) — I mit der Eigenschaft

(f to f)(x) =x, xel.

Beweis: Da fur x # x’ entweder x > x’ und damit f(x) > f(x’) oder x < x’
und damit f(x) < f(x) gilt, ist f(x) # f(x'), x# x', also ist f INJEKTIV. Nach

IMan sollte die Umkehrfunktion nicht mit dem REZIPROKWERT 1/f von f verwech-
seln, der ebenfalls gerne als f~! geschrieben wird.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

dem Zwischenwertsatz, Satz 4.2.2, ist f(I) ebenfalls ein Intervall, und
zwar

f)=1f(a), fb)], I=1a,b],

und dasselbe entsprechend fiir (halb)offene Intervalle. Ausserdem sagt
der Zwischenwertsatz, dafy f surjektiv auf f(I) ist. Damit ist f bijektiv
und nach Lemma 2.3.3 existiert die Umkehrabbildung f~!. Sei nun yc
f(D) eine konvergente Folge im Intervall f(I) mit y, = f(x,), x, €I, neN,
und limy, =: y. Ware f~! unstetig an y, dann géibe es eine solche Folge
yn— y und ein € >0, so daf3

e<If ) =W
fiir unendlich viele neN, so daf3 es eine Teilfolge y, mit y, — y, aber
7 Gom) - f'MIze,  neN, (5.1.2)

gibt. Die Folge z = (f ! (ysm) : n €N) ist beschrankt und besitzt nach Satz 3.3.2
eine konvergente TEILFOLGE z, = f ! (Jyr00) — 2* mit

fl2)= r}i_{rolof(za’) = r}i_{{.lo(fof_l)(YU’oa(n)) = %Egoyg/oa(n) =¥
also f~1(y) = z, im Widerspruch zu (5.1.2). O
Ubung 5.1.1 Zeigen Sie: (f™))"! = f. o

Ubung 5.1.2 Gilt Satz 5.1.2 auch, wenn man ,nur* Monotonie, aber
nicht notwendigerweise strikte Monotonie fordert? %

Korollar 5.1.3. Satz 5.1.2 gilt auch, wenn man ,steigend”“ durch ,fal-
lend” ersetzt.

Korollar 5.1.4. Auf jedem Intervall I c R besitzt die EXPONENTIALFUNK-
TION f: x — exp(x), eine Umikehrfunktion f~!, die als NATURLICHER LOGA-
RITHMUS log: R, — R bezeichnet wird. Es gilt die Funktionalgleichung

log(xy) =logx+logy, X,y €R;. (5.1.3)

Beweis: Nach (5.1.2) ist die Exponentialfunktion immer streng mono-
ton steigend und Existenz und Stetigkeit des Logarithmus folgen aus
Satz 5.1.2. Fur einen Beweis von (5.1.3) setzen wir x = exp({) und y =
exp(n), so daf3

xy=exp)expm =exp({+n) = log(xy)=logexp(+n)=<¢{+n

sowie
logx =logexpé=¢ und logy =logexpn=n,

was ganz genau (5.1.3) ergibt. O
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5.2 Exponentialfunktionen

Bemerkung 5.1.5. Oftmals wird in der Literatur auch In fir den natur-
lichen Logarithmus verwendet, die Terminologie ist nicht eindeutig. Wir
kommen noch dazu.

Ubung 5.1.3 Zeigen Sie:

lin(l)logx = —00. (5.1.4)
X—
Was ist die formal ganz korrekte Formulierung von (5.1.4)? O

Korollar 5.1.6. Fiir neN besitzt die POTENZFUNKTION? x — x" mit SR,
eine Umkehrfunktion, die n-te WURZEL die als f~!(x) = x'/"* oder f~'(x) =
{/x geschrieben wird.

Beweis: Da flir x>0 und y>0
(x+y)”=i Mlxkynk = gy yn +er—:1 " xkynk > xn
k —— =\k h

k=0 k=1 R S
>0 =0

ist, ist f(x) = x” streng monoton steigend, nach Ubung 5.1.4 stetig, und
besitzt damit nach Satz 5.1.2 eine stetige Umkehrfunktion. O

Ubung 5.1.4 Folgern Sie aus der Identitit
n - n—-k( ™| k_ n-k
x=»"=) (-1 xFy"E,

k=0 k

dagf die Funktion x— x" an jeder Stelle x € R stetig ist. &

5.2 Exponentialfunktionen

Nun beschaftigen wir uns noch ein wenig intensiver mit der Exponenti-
alfunktion und ihren lieben Verwandten.

Definition 5.2.1 (Allgemeine Exponentialfunktion). Fir a € R, ist die
ALLGEMEINE EXPONENTIALFUNKTION exp, definiert als

exp,(x) := exp(x loga), xeR. (5.2.1)

Proposition 5.2.2 (Allgemeine Exponentialfunktion). Fiir a > 0 ist exp,,
stetig und es gilt

1. exp,(x+y) =exp,(x) exp,(}).
2. exp,(n)=a", neN.

3. exp,(p/q) = VaP.

2Der englische Name ,POWER FUNCTION® klingt sportlicher und weniger protzig.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

4. lim Va=1.

n—oo

Beweis: Da exp, = fog mit g(x) = xloga und f(x) = exp(x), ist exp, nach
Satz 4.1.17 ebenfalls stetig. Der Rest ist schnell nachgerechnet: 1) folgt
aus

exp,(x+y) = exp(loga(x+y))=exp(xloga) exp(yloga)
= expy(x) expy(y),
2) folgt per Induktion aus
exp,(1) = exp(loga) = a
und 1), und daraus ergibt sich schlieBlich, daf

a’ = exp,(p) = exp, (qg) =exp,(p/q+---+plq) = (exp,(p/ ),
S~— ———
q

woraus wir nur noch auf beiden Seiten die g-te Wurzel ziehen miissen,
um 3) zu erhalten. Fur 4) nutzen wir 3) in Form von

1
a1/n:expa(;), nel,
und die Stetigkeit der Funktion exp,,. O

Die Funktion exp, ist stetig und inzwischen auf ganz Q definiert. Damit
kénnen wir sie auf ganz R fortsetzen und erhalten damit eine Definition
fir a*, aeR,, xeR. Die Rechenregeln fur a* ergeben sich dann wie folgt.

Proposition 5.2.3. Flir a,be R, und x,y R gilt
1. a*V=a*-a’.

2. (a-b)* =a*b*.

Beweis: 1) kennen wir schon aus Proposition 5.2.2 und braucht nur
den Grenzubergang

a* = lim exp, (&), lim Pn _ X,
n—o0

2) ergibt sich aus

(ab)* = exp,,(x) =exp(xlog(ab)) = exp (x(loga +logb))
= exp(xloga)-exp(xlogh) = exp,(x) -exp,(x) = a*- b*,

und 3) folgt aus
1=1"=01/a-a)*=1/a)*-a”.
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5.2 Exponentialfunktionen

Proposition 5.2.4 (Umkehrfunktion reloaded). Die Umikehrfunktion zu
a” ist der LOGARITHMUS ZUR BASIS a,
logx
1 = 5.2.2
0g,(x) loga ( )
Beweis: Wir schreiben a = exp(loga) = ¢'°6¢ und damit
y:= at = (eloga)x — exloga’
weswegen
1
= 0gy
loga
sein muss. O

xloga=1logy =>

Bemerkung 5.2.5. Alle Logarithmen sind bis auf einen multiplikativen
Faktor identisch, die Basis des Logarithmus, normalerweise 2, e oder 10
ist also nicht wirklich relevant.
Exponentialfunktionen sind auch die einzigen Losungen der Funktio-
nalgleichung f(x+y) = f(x) f(y).
Satz 5.2.6. Ist eine Funktion f € C(R) L6sung der FUNKTIONALGLEICHUNG

fa+y=f0f0», xyeR (5.2.3)
dann ist entweder® f =0 oder es gibt acR, mit f(x) = a*, x€R.
Umgelkehrt sind die Funktionen f =0 und f(x) = a* Lésungen von (5.2.3).

Beweis: Dafl x— a* die Gleichung (5.2.3) erfillt, haben wir schon be-
wiesen, es geht also nur um die Umkehrung, daf (5.2.3) auch f(x) = a*
impliziert. Ist f # 0 eine Losung von (5.2.3), dann gibt es ein x mit f(x) #0
und damit ist

fx) = f(x+0) = f(x)f(0) = fo)=1
sowie )
1 1 1
a—f(l) _f(z-i_i) = (f(i)) =>0.
Wiére a =0, dann ist auch
f(n)=0"=0, nelN,
und damit?, fir p,geN,
p P\’ p
o=ro=rof)=lr(5)] = s(5)-e
fp=rla p f p f p
was aus Stetigkeitsgriinden fur jede Folge p,, g, mit limn_,ooq—z =0 den
Widerspruch
. Pn
1= f(0) = lim (—):0
1= Jim f| "
liefert. Also ist a >0 und die Funktionalgleichung (5.2.3) liefert®, dag

3Die Notation f = ¢ steht fiir f(x)=c, x€ D.
4Ein argumentatorisches deja vu . ..
5Nun schon zum dritten Mal.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

dann f (Z) = {/aP sein muf. Der Rest ist Stetigkeit®.
Die zweite Aussage rechnet man leicht und unmittelbar nach. O

Als nachstes halten wir fest, daf3 die Exponential sehr schnell wachst,
der Logarithmus hingegen sehr langsam.

Lemma 5.2.7 (Grenzwerte). Flir jedes k€N gilt

X
lim ¢ _ 00, und lim x_klogx =0. (5.2.4)
X—00 x X—00

Beweis: Fur x>0 ist
xk+1 e* X

X o0 xn
e’ = _—> = _>
n;o n!  (k+1)! xk " (k+1)!

was flir x — oo beliebig grof3 wird. Fur die zweite Aussage sei R, 3 x,, — oo
eine divergente Folge von positiven Zahlen. Dann” ist auch die Folge
yn := klogx, divergent gegen oo und wenn wir x, als e’*'*, d.h., x,* =

e kynlk — p=¥n gchreiben, dann ist

yn 1
x;klogxn:e_y"kyn:k(ey ,) ,
n

und das konvergiert geméaf3 der ersten Abschéatzung gegen Null. O

Bemerkung 5.2.8 (Doppelte Grenzwerte). Zum Abschluss stellen wir
uns nochmals die Frage, welchen Wert eigentlich 0° so hat. Wegen der
beiden Grenzwerte

lim a* =0, xeR, und lin(l)ale, xXeR,
a—0% X—

kommen wir zu dem unbefriedigenden Ergebnis

lim lim ¢*=1im0=0#1= lim 1= lim lim a*,
x—0a—0" x—0 a—0* a—0* x—0

daf3 sowohl 1 also auch 0 ,sinnvolle* Werte fiir 0° waren. Was wir wirklich
lernen ist aber:

1. 0° l1Asst man besser undefiniert.

2. Die Vertauschung von Grenzwertbildung in Funktionen mehrerer
Variablen wie hier (4, x) — a* mufl man sich genauer ansehen®, nai-
ves Vertauschen ist jedenfalls verboten.

6Nicht Schweigen!

“Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion einer monoton steigenden Bijektion zwi-
schen R und R,.

8Was auch noch passieren wird.
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Ein kleiner Schénheitsfehler der reellen Zahlen besteht darin, daf man
Wurzeln oder generell Exponentiation der Form a* nur fir positive Wer-
te a bilden kann. Das ist geometrisch nachvollziehbar, denn negative
Flachen kann man sich nur schwer vorstellen, siehe [18], aber mathe-
matisch unbefriedigend.
Deswegen fithrt man die IMAGINARE EINHEIT i := /-1 ein, die also die
Eigenschaft
i*=-1 (5.3.1)

hat. Diese Zahl gehort offensichtlich nicht zu R, also kann man sie als
LINEAR UNABHANGIG zu R, insbesondere zur Vektorraumbasis® {1}. Be-
trachten wir nun den R-Vektorraum C, der von {1,i} erzeugt wird, dann
kann man z e C schreiben als

z=1l-x+i-y=x+1y, X, VER,
und es ist
z+Z =(x+ip+ & +iy)=x+xX)+ily+y).
Man kann zwei Zahlen aber auch multiplizieren:

z-Z

(x+iy)-(x' +iy") :xx'+ixy'+ix'y+iyy'
=21

(xx'—yy) +ilxy +x'y).
Und siehe da: es funktioniert!

Satz 5.3.1 (Komplexe Zahlen). Die Menge R? = {(x, ¥): x,y € R} bildet mit
den Rechenoperationen

(x+x,y+y" (5.3.2)
(xx'—yy,xy +x'y) (5.3.3)

(x, )+, )
(x,y)-(x,9)

einen KORPER C mit den neutralen Elementen 0= (0,0) und 1 = (1,0). R ist
in C als (R,0) c C KANONISCH EINGEBETTET.

Definition 5.3.2 (Komplexe Zahlen). Der Korper C hei3it KORPER DER
KOMPLEXEN ZAHLEN. Eine KOMPLEXE ZAHL z € C schreibt man als

z=(x,))=x+1iy, i=(0,0D),

und bezeichnet x = Rz als REALTEIL von z, y =Sz als IMAGINARTEIL von
z.

9Ein kurzer Querverweis in die lineare Algebra: R ist ein R-Vektorraum mit Basis {1}.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

Beweis von Satz 5.3.1: Man uberpruft die Kérperaxiome nach Defini-
tion 2.1.1, was alles ziemlich Standard ist. Der einzig interessante Teil
ist, daf

(xy)‘lz( X ) ) (x,y) #0
) xz + yz) x2 + y2 ) ) )

das MULTIPLIKATIVE INVERSE von x,y ist. Das kann man einfach nach-
rechnen, aber man kann auch systematisch darauf kommen: Sucht
man x',y’ mit (x,y)-(x,y") =(1,0), so fihrt das zu den Gleichungen

xx'—yy =1 X -y x' 1 ]
/ I < 1| = )
yx' +xy = y X y 0
=A
also
x ] 21 [ 1] 1 Xy 1] 1 X
y’ - 0 _x2+y2 -y X 0 _x2+y2 -y ’
wie behauptet. OJ
Ubung 5.3.1 Zeigen Siel©
| a b a1 d -b
A=l ¢ a - “ad-bc| -c a |

Bemerkung 5.3.3.

1. In der Algebra sind die komplexen Zahlen sehr wichtig, da sie, im
Gegensatz zu R ein ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENER KORPER sind,
in dem auch alle Wurzeln aller Koérperelemente enthalten sind, was
dazu fiihrt, daf POLYNOMIALE GLEICHUNGSSYSTEME immer l6sbar
sind.

2. Den Prozess, Wurzeln hinzuzunehmen, indem man Parchen (x,y) €
K? bildet, als x+y/ay interpretiert und die zusétzliche Rechenregel
(va)? = a verwendet, bezeichnet man als ADJUNGIEREN dieser Wur -
zeln. Den resultierenden Koérper schreibt man dann als K[y/a] und
er hat die Multiplikationsregel

) - &,y = x' +ayy, x'y + xy).

Das ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Computeralgebra, siehe [11,
20], und weniger abgefahren als man denken mag: Man braucht
solche Konzepte, um grofle ganze Zahlen schnell auf dem Compu-
ter multiplizieren zu kénnen.

Ubung 5.3.2 Zeigen Sie, dafl Q[v2] ein Kérper ist. &

10Sofern Sie schon Lineare Algebra hatten.
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Definition 5.3.4. Zu C>z=x+iy ist die KOMPLEX KONJUGIERTE ZAHL
als z:=x—iy und der ABSOLUTBETRAG als

lzl:=VzZ=/x2 + )2 (5.3.4)

definiert.

Mit Hilfe der komplexen Konjugation und gegebenenfalls (5.3.3) sieht
man sofort, dafl z=z, z+2z =z+7, 2z =Z-z und vor allem

§Rz:1(z+a, S‘sz:i,(z—z). (5.3.5)
2 21

Wichtiger ist aber die Tatsache, das der komplexe Absolutbetrag ein
~richtiger Absolutbetrag ist.

Lemma 5.3.5. Es gilt|-|:C—R und
1. |z| 20 und |z| =0 genau dann wenn z =0,
2. \z-Z|=1z|-|7].
3. |z+ 7| <zl +1|Z|, z,2' €C,
Beweis: 1) folgt sofort aus (5.3.4), 2) aus
221> = (22)(z2) =22'Z2 =12I*|Z),

und fir 3) bemerken wir zuerst, dafl

1zl = V(R2)2+ (32)2 =V (R2)2 = |Rz| = Rz (5.3.6)
und deswegen, mit (5.3.5),
lz+Z )% = (z+2)(z+2)=(z+2)Z+2) =z +22 +22 +|2'|?
= |zP+zz +z2 +1Z 1P <|zP+2  |zZ|  +|Z P =zl +1Z'])?
— —~
=2R(z2) =|zllZ|=lzll1Z/|
und die Behauptung folgt durch Wurzelziehen. O

Hat man einmal einen verniinftigen Absolutbetrag!!, dann kann man
uber Folgen, Reihen und deren Konvergenz reden, und zwar jetzt auch
uber Folgen und Reihen in C.

Definition 5.3.6 (Komplexe Folgen & Reihen). Eine KOMPLEXWERTIGE
FOLGE a:N— C heif3t

1. KONVERGENT, wenn es ein a* € C und zu jedem 0<e€R ein nye N
gibt, so dag |a,—a"| <&, n= ny,

lGenauer: Eine Metrik, aber mehr dazu erst in Analysis 2.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

2. CAUCHY-FOLGE, wenn es ein ny €N gibt, so daB |a, —anl <&, m,n=
no.

Eine KOMPLEXWERTIGE REIHE Xa heifst KONVERGENT, wenn die (kom-
plexwertige) Folge ihrer Partialsummen konvergiert und ABSOLUT KON-
VERGENT, wenn X|a| konvergiert.

Ubung 5.3.3 Zeigen Sie: C ist vollstindig. o

Lemma 5.3.7 (Konvergenz im Komplexen). Eine komplexwertige Folge a
kkonvergiert genau dann, wenn die reellwertigen Folgen Ra und Sa kon-
vergieren.

Beweis: Aus (5.3.6) sehen wir, daf3 |Rz| < |z| und |3z| < |z|, so daf3 bei
konvergentem a fiir n = ny auch

e>la,—a’|=|Ra, —Ra™| und e>la,—a*|=Sa,—Sa”|

erfallt ist und somit Ra,, — Ra* und Sa, — Ja*, was auch schon ,=>“
beweist. Fur ,<* wahlen wir zu € > 0 den Index ng, so daf3 |Ra,, —Ra*|<e¢
und [Sa, —Sa*| < &, woraus

(an—a"| = \/IRa, - Ra* 2 +13a, - Sa* P < V26% = V2e

folgt, die komplexe Reihe konvergiert also ebenfalls. O

Da wir alle unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen und Reihen im Kom-
plexen einfach wortwortlich kopieren kénnen, lasst sich auch die Expo-
nentialfunktion ohne Probleme erweitern.

Korollar 5.3.8 (Komplexe Exponentialfunktion). Ftir jedes z € C konver-
giert die Reihe

ooZk

— (5.3.7)
i=o k!

exp(z) :=

absolut, die Grenzfunlktion exp(z) ist tiberall stetig und erfiillt die Funlktio-
nalgleichung

exp(z+z') = exp(z) exp(z). (5.3.8)

AufSerdem ist exp(z) = exp(z) und exp(z) = e* und es gilt

e*l =1, eix = g7 xeR. (5.3.9)

Beweis: Konvergenz und Fuktionalgleichung funktionieren exakt wie im
reellen Fall in Proposition 3.7.2 und Proposition 3.7.4, die Rechenregeln
fiir die Konjugation liefern
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

weswegen .
exp(ix) =exp(ix) =exp(—ix)
und damit
Iexp(ix)l2 =exp(ix)exp(—ix) =exp(0) =1
sein muss. O

Definition 5.3.9 (Trigonometrische Funktionen). Die Funktionen Co-
SINUS und SINUS, definiert als

. ix + —ix . ix _ ,—ix
cos(x) :=Re'* = % und sin(x) := Je'* = % (5.3.10)
i
nennt man TRIGONOMETRISCHE FUNKTION. Sie erftillen per Definitionem
die EULERSCHE GLEICHUNG
e'* = cos(x) + i sin(x). (5.3.11)
Satz 5.3.10 (Trigonometrische Funktionen). Die Funktionen x — sinx
und x — cos x sind stetig und erfiillen

sin” x + cos®

x=1, (5.3.12)
und die ADDITIONSTHEOREME

Cos xcos y —sinxsin y, (5.3.13)

cos(x+y)
sin(x+y) = cosxsiny+sinxcosy. (5.3.14)

AufSerdem ist cos eine GERADE FUNKTION, d.h. cos(—x) = cos(x) und sin eine
UNGERADE FUNKTION, d.h. sin(—x) = —sin(x).

Beweis: So schwer ist das alles gar nicht. Die Stetigkeit folgt aus der
Stetigkeit von exp:C — C, (5.3.12) aus (5.3.9),

1=e"? = sin® x + cos® x,

die Additionstheoreme aus e!**Y) = ¢i¥*i¥ = ¢i* iy ynd damit

cos(x+y) +isin(x+y) = (cosx + isinx) (cosy + isiny)
= (cosxcosy—sinxsiny)+i(cosxsiny+sinxcosy).

Der Realteil dieser Identitat ist dann (5.3.13), der Imaginarteil (5.3.14).
Nach (5.3.10) ist auf3erdem

ploX) 4 pmi-0)  pmix y pix
2 B 2

cos(—x) = = COS(JC)

und , . . :
) ( ) el(—x)_e—z(—x) e 1x _ pix ) ( )
sin(—Xx) = = = —Ssin(x).
2i 2i
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

Bemerkung 5.3.11 (Additionstheoreme & Musik). Verwendet man (5.3.13)
mit +y, so ergibt sich
cos(x+y) +cos(x—y)
= C0SXxCOsy—sinxsiny+cosxcos(—y)—sinxsin(-y) =2cosxcosy,
(,U/

und y = “5* setzt, dann erhélt man

w+w'

und wenn man nun noch x = 5

die Formel . /

cos(w) + cos(w”) :2cosw;w cosw_zw , (5.3.15)
die fiir unser Musikverstandnis eine wesentliche Rolle spielt. In der
einfachsten Form modelliert man namlich einen TON als eine Cosinus-
schwingung mit FREQUENZ w und (5.3.15) sagt uns dann, was passiert,
wenn zwei Tone gleichzeitig erklingen. Auf der rechten Seite sieht man
namlich einen Ton der mittleren Frequenz!?, auf den eine APLITUDEN-
MODULATION angewendet wird, deren Frequenz der halben Differenz der
beiden Frequenzen entspricht. Das sind sogenannte SCHWEBUNGEN, die
man als ein ,Wahwahwah“ wahrnehmen!® kann und die die wesentliche
Grundlage der physiologischen Harmonietheorie darstellen, siehe [14].
In der Praxis hat man Schwebungen auch benutzt, um Instrumente
nach Gehor zu stimmen, denn alle praktischen Stimmsysteme verwen-
den Tone, die nicht exakt konsonant sind, sondern um ein definiertes

Etwas davon abweichen.

Jetzt zurtick von der Musik zur Mathematik und zur Reihenentwicklung
von Sinus und Cosinus.

Proposition 5.3.12 (Sinus & Cosinus). Flir xR ist

2k s

_ i LE_L 5.3.16

cosx ,CZO( )* (2k)' BT ( )
2k+1 3 5

sinx = al +x——-~- (5.3.17)

-1 — v
kZ:O( ) Ck+1! " 3 sl
und beide Reihen konvergieren absolut.

Beweis: Fur ke, ist

1, k€4|\|0
ik _ i, k€4|\|0+1
- -1, k € 4Ng + 2
-1, ked4Ny+3
und daher ist
. oo (ix)k 00 xk
. _ ix _ _ fe
cos+isInx = e = Z Il = Z l X
k=0 k=0
o) 4 0o 4+ 00 x4k+2 > x4k+3

|
M

& (ak)! Z(4k+1)' 0(4k+2)!_lkzzo(4k+3)!’

12Dje ,TONHOHE" liegt also zwischen o und o'.
13Nicht ,wahnemen"!
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

was wir nur noch in Real- und Imaginarteil aufspalten und geeignet
zusammenfassen miissen, um (5.3.16) und (5.3.17) zu bekommen. Die
absolute Konvergenz ist klar, da es sich in beiden Fallen um Teilreihen
der absolut konvergenten Exponentialreihe handelt. O

Die Reihen (5.3.16) sind eine Moglichkeit, Cosinus und Sinus auch
praktisch zu berechnen, allerdings muss man dann nattrlich nach end-
lich vielen Schritten abbrechen und sich tiberlegen, welchen Fehler man
dabei macht. Solche Abschatzungen sind nicht weiter schwierig.

Lemma 5.3.13 (Fehlerabschatzung der Reihenentwicklungen). Flir n e

No ist
2k |.7C|2n+2 5 318
_ , <2 , 3.
cosx— kzb( Dk 20 (2n+2)! |x|<2n+3 ( )
und
n © x2k+l |x|2n+3
sinx— ) (-1) < : x| <2n+4. (5.3.19)
= 2k+1)!|~ 2n+3)!

Beweis: Wir beweisen nur die erste Abschatzung, die zweite funktioniert
analog. Nach (5.3.16) ist

2

1
ost= L' G = 2V o
. 2n+2 o' B ) x2(k—n—1)
1" -n-
D Gt k;ﬂ( D Skek-D@n+3

(_1)n+1 x2n+2 Z(_ )k x2k
2n & @n+2k+2)---2n+3)

und daher
zk 2n+2 2k
_ I« - k x
- + ) (-1 :
Cosx — kZO( bl 2k)! (2n+2)! ,C;( ) 2n+2k+2)---(2n+3)
—Ya
Die Reihe Xa mit
2k
ar = ap(x) = (¥ € No,

@Cn+2k+2)---2n+3)’

summiert wegen |ay| < |a; |¥ eine monoton fallende alternierende Nullfolge

WEII

x2

2n+3)2n+4)’
also sicherlich wenn x <2n+3 ist. Dann ist

1=ap>l|ail =

O<s(ay—a))+(@—az)+---=2a=ay— (a1 —ax)—--<ap=1,
=0 >0 >0
woraus (5.3.18) unmittelbar folgt. O

Jetzt begeben wir uns auf die Suche nach einer ,magischen Zahl®.

73



5 Mehr zur Exponentialfunktion

Lemma 5.3.14 (Nullstelle des Cosinus). Im Intervall [0,2] hat die Funlcti-
on x — cos(x) genau eine Nullstelle.

Beweis: Daf3 cos(0) =1 ist, kann man aus (5.3.16) ablesen, an x =2 ver-
wenden wir die Abschédtzung mit n» =1 und erhalten, daf

22 04 16 2 1
cos2<(l1-—)+—=1-2+—=-1+-=-=<0,
217 4! 24 3 3

so daf3 nach dem Nullstellensatz 4.2.1 cosx mindestens eine Nullstelle
in [0,2] haben muss. Uber die Restgliedabschatzung (5.3.19) zeigt man
auferdem, daf sinx >0, x € (0,2]: Fiir n=0 ergibt sich!* aus (5.3.19)

. |x]® Ix® |xP®
[sinx— x| < — o ——— <sinx—-x<—
3! 6 6

und die linke der beiden Ungleichungen lasst sich fiir x>0 in

ez =x(1- ]
sinx=x——=x|1——
6 6

umformen, was fiir 0 < x <2 positiv ist. Aus der Identitat
cos(x+y) —cos(x—y)=-2sinxsiny

erhalt man als Analogon zu (5.3.15), dag fur x,x"€[0,2], x = x’

€[0,2] €[0,2]
—N —N
, Cox+x o x—Xx
COSX—Ccosx =-2sin sin <0,
N 2 7 o 2 7
>0 >0

weswegen der Cosinus strikt monoton fallend ist und daher héchstens
eine Nullstelle haben kann. O

Definition 5.3.15 (7). Als KREISZAHL!® 7 bezeichnen wir die eindeutige
Zahl 7 € [0,4] mit der Eigenschaft cos% =0.

Satz 5.3.16. ¢/" = 1.

Beweis: Da cosZ =0 ist sin” =1-cos*4 =1, also sin§ € {+1} und da sin% >0,
ist sin% =1. Damit ist

iz T .. T .
e'2 =cos—-+isin—-=1,
2 2
~——
=0 =1
also
j AN i3 . . i

e’”:(el2) =i*=-1, ez =3 =i, m=it=1, (5.3.20)
was sogar noch deutlich mehr ist. O

14Der Trick, eine Ungleichung |x| < y in -y < x < y aufzuspalten, ist oft hilfreich und
daher durchaus (be)merkenswert.

15In Kreuzwortratseln auch gerne als LUDOLF’'SCHE ZAHL bezeichnet, nach Ludolf/Lu-
dolph van Ceulen, 1540-1610, Fechtmeister (bei dem Namen) und Mathematiker,
der n auf 35 Dezimalstellen berechnete, siehe [5].

74



5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Korollar 5.3.17 (PERIODIZITAT). Die Funktionen x — e'* und damit auch
x+— cosx und x+— sinx sind 2zx—PERIODISCH, d.h.

elx+2m) _ pix. cos(x +27) = cos X, sin(x +2m) =sinx

Beweis: Folgt wegen (5.3.20) alles aus e/¥*27) = ¢/* 27 = ¢i¥, O

Aufgrund der Periodizitat sind Sinus und Cosinus zwar auf ganz R de-
finiert, aber kennt man sie auf [0,27], dannt kennt man sie tiberall, da
sich jedes xeR als x=2kn+x', ke Z, x€[0,2n) schreiben lasst. Das kann
man auch formalisieren.

Abbildung 5.3.1: Links: Cosinus (rot) und Sinus (blaw) auf dem In-
tervall [-10,10], so da3 man ein paar Schwingungen und die PERI-
ODIZITAT sieht. Rechts: Der Sinus auf dem Intervall [0,27].

Definition 5.3.18 (Torus). Der TORUS T ist die Menge aller Aquivalenz-
klassen von R beziiglich der Aquivalenzrelation

x=x N x—x'e2nz.
Als REPRASENTANTENMENGE fur T kann jedes Intervall der Lange 27 ge-
wahlt werden, beispielsweise [, 7] oder [0,27].

Bemerkung 5.3.19. Ein wichtiger Unterschied zwischen T und [0,27]
ist, da3 auf dem Torus Addition und Subtraktion immer wohldefiniert
sind: Ist x—x' <0 oder x+ x’ > 27, dann addiert oder subtrahiert man
solange 27, bis man wieder im Intervall gelandet ist. Da das alles in der-
selben Aquivalenzklasse liegt, handelt es sich immer noch um dasselbe
Element von T.

Jetzt aber noch ein paar Eigenschaften von Cosinus und Sinus.

Proposition 5.3.20. Fiir xeR gilt
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

1. cos(x+m) =—cosx und sin(x +m) = —sinx,
2. cosx= sin(% —x) und sinx = cos(% -X).

3. Die NULLSTELLENMENGE des Cosinus ist

{xeR:cosx:O}:{g+kn:k€Z}, (5.3.21)
die des Sinus
{xeR:sinx=0=nZ={kn:keZ}. (5.3.22)
Beweis: Da
e ) = I pIX = (_1)(cos X + isinx) = —cosx — isinx

ist, folgt 1) und wegen

e!G=% — pl% o71% _ j(cosx — isinx) = sin X + i COS X

ist 2) auch nicht wirklich schwerer. Fur 3), genauer, fur (5.3.21), erin-
nern wir uns daran, daf3 7 die einzige Nullstelle des Cosinus im Intervall
[0,2] ist und da cos—x = cosx, sind i% auch die einzigen Nullstellen des
Cosinus im Intervall [-2,2] > [-%,Z], dal® 7 <4. Wegen 1) gibt es damit
auch keine Nullstelle im Intervall 7 + (-%,%) = (£,37) und 3 ist dann die
nachste Nullstelle. Mit diesem Argument und 1) folgt dann (5.3.21), was

dann zusammen mit 2) auch sofort (5.3.22) liefert. O

Jetzt haben wir unser Sammelsurium von von trigonometrischen Funk-
tionen auch fast beisammen.

Definition 5.3.21. Die Funktionen TANGENS und COTANGENS sind de-
finiert als

tanx:= smx} XER\(Z+7TZ), cotx:= C?Sx, xeER\nZ. (5.3.23)
CcosXx 2 sinx

Tangens und Cotangens sind stetige Funktionen, aber sie haben Aus-
nahmepunkte, sogenannte POLE, an denen durch Null dividiert wird, so
daf3 die Funktion dort den Wert +co annimmt. Da die Nennerfunktion
einen Vorzeichenwechsel hat, die Zahlerfunktion aber von Null verschie-
den ist, springen die Funktionen sogar von +oco nach Foo.

Sinus, Cosinus und Tangens haben auf den richtigen Intervallen auch
Umkehrfunktionen. Dazu muss man sich naturlich tiberlegen, auf wel-
chen Intervallen die trigonometrischen Funktionen positiv oder negativ
bzw. monoton steigend oder monoton fallend sind.

16Es sollte sich herumgesprochen haben, daf 7 =3.1414592... bzw. 7 = £, was die alten
Agypter verwendet haben. Man kann 7 beispielsweise aus der Reihenentwicklug
des Cosinus und der Nullstellenforderung durch Intervallschachtelung ermitteln,
siehe [10].
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5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Definition 5.3.22 (Umkehrfunktionen). Die Umkehrfunktion des Sinus

ist der ARCUSSINUS —

arcsin: [-1,1] — [——,—],
2 2
die des Cosinus der ARCUSCOSINUS

arccos: [-1,1] — [0, 7]

und die des Tangens der ARCUSTANGENS
T
arctan:R — (——, —).
22

Die hier angegebenen Abbildungsbereiche nennt man HAUPTZWEIGE der
Funktionen!”

Zum Abschluss noch zwei Bemerkungen zu den komplexen Zahlen, die
geometrisch wie praktisch von grofier Bedeutung sind.

Proposition 5.3.23 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Jede Zahl 0 #
z € C kann eindeutig!® als

z=lzle®,  0el0,2m), (5.3.24)
geschrieben werden.

Beweis: Wir setzen z' = £, so daf3

M9
1=1Z)7 = RZ)? + (32)?

gilt. Da (Rz/)? €[0,1] ist Rz’ € [-1,1] und « := arccosRz’ € [0,7] ist wohldefi-
niert. Dann ist nach (5.3.12)

Sz =+V1-Rz)2=+V1-cos’a=+sina =:sinf.

Nun setzen wir nur noch

B a, a=p,
9_{2n_a’ . = fel0,2m),

dann ist

Z =cosO +isin0 = e'?, 0 €[0,2m),

wie behauptet. OJ

Definition 5.3.24 (Phase). Die Zahl 0 in (5.3.24) nennt man auch PHA-
sE!? oder ARGUMENT der komplexen Zahl z.

17Und wegen der Periodizitit gibt es immer noch weitere Zweige.

18Und fiir z =0 ist die Darstellung (5.3.24) sogar fiir jedes 6 € R erfiillt, wir brauchen
die Unterscheidung also wirklich nur fiir die EINDEUTIGKEIT.

19Das kommt von der Interpretation als Wechselstrom oder als akustisches Signal.
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5 Mehr zur Exponentialfunktion

Bemerkung 5.3.25 (Multiplikation). Durch Proposition 5.3.23 haben
wir eine geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zah-

len: . ' '
ZZI — |Z| ele |Z/|elg — |Z||Z/| el(9+9 )’

man multipliziert also die Betrdge und addiert die Phasenwinkel. Ins-

besondere kann die Multiplikation mit einer komplexen Zahl auch als

Rotation des anderen Faktors in der ZAHLENEBENE aufgefasst werden.

Proposition 5.3.26 (Einheitswurzeln). Flir n =2 hat die Gleichung z" =1
in C genau die n Lésungen

(j = e2mikin kefo,...,n—1}, (5.3.25)
die man n—-TE EINHEITSWURZELN nennt.

Beweis: Da o ‘
(Z:(eZJnk/n) 262mk:1, k=0,...,n-1,

ist jedes (i eine Losung von z" = 1. Sei nun z eine beliebige Losung, dann
ist unter Verwendung von (5.3.24)

1=|z"=|z|" = lz| =1 = z=¢e",

und damit
i0\" _ in0 o
1=|e =e'"™" =cosnb +isinnb,

so daf3 n6 eine Nullstelle des Sinus sein muss, was zu

k
nfenz = HEEZH[O,ZH):{—”:k:O,...,Zn—l}
n n

fiihrt. Da
cos2kr=1 und cosk+1m=-1, k=0,...,n-1,

bleiben fir z" =1 nur die geradzahligen Vielfachen von n Ubrig, was
genau die Einheitswurzeln (. liefert. O

Mit Hilfe der Sinusfunktion kann man auch eine ,etwas andere” Form
der Unstetigkeit produzieren. Bisher war unser Bild von Unstetigkei-
ten auf abgeschlossenen Intervallen?® immer das einer Sprungfunktion,
aber es gibt auch andere Funktionen wie

f(x):sini, xe[-1,1],

wobei man f(0) € R beliebig vorschreiben kann. Diese Funktion ist nicht
stetig an x =0, da sie in jeder Umgebung von 0 jeden Wert aus [-1,1]
beliebig oft annimmt. Die Funktion

f(x) :xsin%, f(0):=0,

hingegen ist sogar stetig auf ganz R.

20Dann ist da ja auch noch x— 1/x auf (0,1) ...
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Differentiation é

[...]if you don’t understand the math you can’t write the code.

(Neal Stephenson, Cryptonomicon)

Jetzt ist es mehr als an der Zeit, endlich auch den Begriff der Ab-
leitung einzuftihren. Die Differentialrechnung wurde um 1700 hochst-
wahrscheinlich unabhangig voneinander! von Newton und Leibniz ent-
deckt bzw. erfunden, was zu einem Prioritatenstreit fiihrte, der fur eine
Vielzahl von Anekdoten sorgte und immer noch sorgt.

6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 6.1.1 (Differenzierbarkeit). Eine Funktion f: D — R heif3t
DIFFERENZIERBAR an x € D, wenn der Grenzwert

£ = tim L2

xX'—x X —X

x’;éx, (6.1.1)

existiert. Der Wert f’(x) hei3t DIFFERENTIALQUOTIENT oder ABLEITUNG
von f an der Stelle x. Ist f an allen x € D differenzierbar, so nennt man

f' die ABLEITUNGSFUNKTION von f und schreibt auch % daftr.
Bemerkung 6.1.2.

1. Zur Erinnerung: Der Grenzwert in (6.1.1) ist so zu verstehen, da
fiir jede Folge x, c D\ {x} mit x,, — x der Grenzwert

c:= lim —f(xn) — /&)

n—oo  Xp—X
existiert? und von der gewahlten Folge unabhdngig ist.

2. Alternativ kann man den Differentialquotienten® auch als

fx+h)-f(x)
h )

fl(x)= }li% h#0, (6.1.2)

1 Auch wenn das immer wieder Anlass fiir historischen Disput ist, siehe [6].

2Also insbesondere auch nicht ,=co* ist!

SIm Rahmen der Falsographiereform schreibt man neuerdings auch
,DIFFERENZIALQUOTIENT®, aber das kommt dann auch von Leuten, denen
solch debile Sprachverwirrungen wie ,nummerieren“ eingefallen sind und die
wahrscheinlich bald ein grofies Austauschprogramm fiir die Verkehrsschilder
fordern, auf denen seit vielen Jahren falschlicherweise ,Stop*“ steht.
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schreiben, was auch fast gebrauchlicher als (6.1.1) ist.

3. Die geometrische Interpretation von (6.1.1) ist, den Ausdruck auf
der rechten Seite als Steigung der SEKANTE durch die beiden Punk-
te f(x) und f(x") zu interpretieren und im Grenzwert diese beiden
Punkte so zusammenriicken zu lassen, daf3 sich am Ende die TAN-
GENTE an die Kurve ergibt.

Beispiel 6.1.3 (Einfache Ableitungen).

1. Fur f=ceRist far alle x,x’ € D auch f(x') - f(x) = ¢c— ¢ =0 und damit

& -fx) B
x'—x, x'#x x'—x x—x, x'#x X' — X
——

=0

)

fir f(x) = x ergibt sich ganz analog

lim

¥-x x'—-x ¥-x X' —x

=1.

n_ I _
limf(x) f(x):. X —-x

2. Fur f(x) = x| und die Folge x, =+ — 0=: x erhalten wir

1

_ 1_9
n—o0 Xp—X n—»ooﬁ_()
mit x, = -1 hingegen,
1
- 1_g
lim Jom) = J 00 _ lim — =-1.
n—oo Xp—X n—oo _1 _

n

Hier existiert zwar in beiden Fallen ein Grenzwert, aber der ist
nicht von der Folge unabhéangig. Allerdings gabe es dann auch eine
~-wirklich bose“ Folge, sieche Ubung 6.1.1.

Ubung 6.1.1 Zeigen Sie: Gibt es Folgen x,, x/, mit

lim x, = lim x), = x,
n—oo

aber
i LG~ F() 2 lim f(x;/)— f(x),
n—oo  X,—X n—oco X, —X
dann gibt es auch eine Folge y, mit y, — x, fiir die die Folge
fyn)—fX)
Yn—Xx
divergiert. O

Interessant ist die nachste Aussage, die Differenzierbarkeit als gute Ap-
proximierbarkeit von f durch lineare Funktionen beschreibt.
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6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Satz 6.1.4. Eine Funktion f: D — R ist genau dann an der Stelle x diffe-
renzierbar, wenn es eine Konstante c € R gibt, so da/3

!
FO) = f@+etd —0+)  und  lim L% =g 6.1.3)
N ——

x-xx'—x
=:0(x")

Beweis: Fiur ,=“ nehmen wir an, da3 f an x differenzierbar ist und
setzen einfach einmal c:= f'(x). Dann ist

o =fN - fo-foE-x

und damit
/ n_ ! _ —
i <p,( )_l (f(x) fx) f'(x)x, x)_ fx) f(x) f( 0 =0.
X-xX —X x'-x x'—x X' —Xx x’—»x x' -
=f’(x)
Fur die Umkehrung , <" betrachten wir
I _ I _ ! /
lm—f(x)/ f(x):lim(c()f x)+<p/(x)): + lim (p,(x):c,
x'—x X —X x-x\ X' —X X —X xX—-xX =X
=0
also ist auch f'(x) =c. O

Die Aussage von Satz 6.1.4 ist also, daf3 es die magische AFFINE FUNK-
TION* 7: f(x) + f'(x)(-— x) gibt, die f so gut annihert, daf der Fehler ¢(x')
schneller als x - x" gegen Null geht.

Korollar 6.1.5 (Stetigkeit). Ist f: D — R in x € D DIFFERENZIERBAR, S0 ist
f in x auch STETIG.

Beweis: Wegen (6.1.3) ist

lim f&x) = lim (f+ 0" -1 +ex)
x'—x x'—x
_ <p( x)
= f@+fx 11m(x—x)+hm(x x) —f( X).
x —X
-0 -0
und der Rest ist Satz 4.1.2. O

Jede differenzierbare Funktion ist stetig und die Umkehrung gilt, wie
f(x) = |x| zeigt, nattirlich nicht. Allerdings ist diese Funktion ja nur an
einer Stelle nicht differenzierbar, namlich am ,Knick“. Naturlich kann
man Funktionen bauen, die beliebig viele Knicke haben und selbst auf

4Die Namen ,affine Funktion® und ,LINEARE FUNKTION“ werden oftmals synonym
verwendet, aber genau genommen ist eine lineare Funktion von der Form f: x— ax,
und damit f(x+ y) = x+y und eine affine Funktion von der Form f: x— ax+ b, was
nur noch f(ax+(1-a)y)=ax+(1-a)y ergibt.
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6 Differentiation

einem endlichen Intervall unendlich viele Knicke provozieren. Aber gibt
es auch Funktionen, die stetig und nirgends differenzierbar sind? Das
war lange Zeit eine offene Frage und wurde erst 1909 von Faber in
[9] positiv beantwortet. Die Konstruktion ist erfreulich elementar, aber
trotzdem trickreich und liefert beliebig ,zackige“ Funktionen.

Beispiel 6.1.6 (Ableitung der Exponentialfunktion). Um die Ableitung
von f(x) =exp(x) zu berechnen, erinnern wir uns, daf

exp(x + h) —exp(x) _ exp() exp(h)—1
h h
1 ® hk 0 hk—l oo hk
= exp(x) o > oo exp(x) 1; R exp(x) (1 + /;1 ks 1)!)
00 k
= exp(x)+exp(x) th:O T exp(x),
0

wann immer h — 0. Also ist exp’ = exp.

6.2 Rechenregeln

Als nachstes die allseits bekannten Rechenregeln fur differenzierbare
Funktionen.

Satz 6.2.1 (Grundrechenarten). Sind f,g: D — R an x € D differenzier-
bar®, dann gilt:

1. Af und f + g sind differenzierbar an x und es gilt

AN ) =1 f(0), (f+'x)=f'x)+gw. (6.2.1)

2. f-g ist differenzierbar an x mit

(&' () =f0g x)+f(0gx). (6.2.2)
3. Ist zusdtzlich g(x) #0, dann ist auch f/g an x differenzierbar und es
gilt®
' _ /
(if) () = L1080 T () 6.2.3)
dx g (g(x))?

Beweis: Punkt 1 und (6.2.1) folgen sofort aus den Rechenregeln fir Fol-
gen und deren Grenzwerte. Fiir die PRODUKTREGEL (6.2.2) betrachten

5Mit der Konsequenz, dag es Folgen x, # x mit x, — x gibt.
5Wir verwenden hier tibungshalber einmal die andere Notation.
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6.2 Rechenregeln

Wir
fx+hgx+h) - f(x)g(x)
h

1
7 (fx+h) = f)gx+h+ f)(gx+h) —gx))
fx+h) - f(x)

glx+h)—gx)

glx+h)+ fx) = ffx)gx)+ f(x)g (x),

N h J Hﬂ N h J
—~f'(x) —8W —~g'(0)

was man auch als formalen Grenziibergang schreiben kann und was 2)
beweist’. Fiir 3) bemerken wir zuerst, daf g(x) # 0 wegen der Stetigkeit
auch g(x+ h) # 0 far alle hinreichend kleinen |h| bedingts, und far alle
solchen h gilt dann
(l)’(x) l( 11 )_g(x)—g(x+h)

g hlgx+h gx)) hgx+hgx)
1 glx+h)—gx) _ -g'(x)

gx+hgkx) h g%(x)’
und unter Verwendung von (6.2.2)
fY pon 1 1) fl) fg(x)
(g) x) = f (x)ﬁ‘i'f(x) (g) (x) = 2 - gz(x)
flgx) - fxg'(x)
- g2(x)
was genau die QUOTIENTENREGEL® (6.2.3) liefert. O

Beispiel 6.2.2 (Ableitung der Polynome). Verifizieren wir doch einmal
unsere schénen neuen Regeln an den Funktionen der Form f(x) = x",
neNy. Ein derartige Funktion nennt man POLYNOM, oder, um genau zu
sein MONOM, schlief3lich handelt es sich ja nur um einen einzigen Term.
In der Tat gilt

f'(x)=nx""1, ne€Np, (6.2.4)

was man durch Induktion tiber n auch leicht nachweist: Fur n =0 ist1©

f(x)=1und daher!! f'(x)=0=0-x7", fiir'2 n=1ist f(x) = x und

fx+h) - f(x) 3 x+h-x B
h - h

“Wenn der Differentialquotient existiert, und den haben wir ja gerade ausgerechnet,
dann ist die Funktion differenzierbar.
8In dem ,e-6“ Kontext der Stetigkeit brauchen wir nur 0 < ¢ < |g(x)|“ zu wahlen und
dann |kl < §. Wer’s jetzt noch nicht kapiert hat, sollte den Beweis dringend als
Ubung ausformulieren!
9Bekannt als ,NAZ-ZAN durch N Quadrat®.
10Wer genau aufpasst findet hier eine 0° = 1-Konvention, was aber einfach nur eine ste-
tige Fortsetzung der Funktion ist, und wer will sich schon durch eine Unstetigkeit
an 0 das Leben schwer machen?
11Schon wieder eine stetige Fortsetzung!
12Das ist der Induktionsanfang fiir Feiglinge, denn wie wir in den Fufnoten gesehen
haben, enthalt der Fall n =0 ein paar implizite Annahmen der stetigen Fortsetzung.

1:1-x°,

fl(x)=
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und der Induktionsschritt ergibt sich mit (6.2.2) aus

d
= n+l :_(x.x”):x”+xnx”_1 :(1+n)x”.
dx dx

Die Formel (6.2.4) gilt aber sogar fiir n€ Z, denn ist ist n:= -m <0, so ist,
naturlich fir x #0,

d 1 mx™1 - e
fl)=——=—-"—=—-mx" "M = —mx "™ = px
dx x™m (x™M)2

Der nachste Satz sagt anschaulich, daf3 beim Vertauschen von x und
y = f(x) die Steigung durch ihren Reziprokwert zu ersetzen ist.

Satz 6.2.3 (Inverse Funktion). Sie f: D — R eine stetige, streng monotone
Funktion!3, die an x € D differenzierbar ist und fiir die f'(x) # 0 gilt. Dann
ist f~! an y = f(x) differenzierbar und es gilt

1 1
e 1 w)

Beweis: Wir wissen bereits, daf3 f~! fiir ye D' = f(D) existiert und stetig
ist. Sei y, < D’ eine Folge mit y, — y, wobei y, = f(x,) mit x, — x, dann ist

- fa) - (fw) Xp— X

Yn—y B flxn) - f(x) () - f(x)

was flir n — oo gegen 1/ f'(x) konvergiert. 0J

d .,
d_yf () = (6.2.5)

Beispiel 6.2.4 (Ableitung des Logarithmus). Das klassische Beispiel fiir
eine Umkehrfunktion ist f(x) =log(x) = exp~!(x). Aus (6.2.5) folgt dann
1 1

S 1 _ _ 2
[ (%) =log (x) = exp’(log(x)) exp(logx) x’

Satz 6.2.5 (Kettenregel). Sind g: D — R und f: g(D) — R differenzierbar
an x€ D und g(x) € g(D), dann ist fog an x differenzierbar und es gilt die
KETTENREGEL

(fog) (x)=f(gx) g (x). (6.2.6)

Beweis: Fur ye D' = g(D) setzen wir

Fy) - f(gx) £ )
)= y-goy 7 g ' (6.2.7)
f(gx)), y=8W),

und da f differenzierbar ist, gilt

lim f*) = f(gx).
y—g)

1I3Wir brauchen das, damit die Umkehrfunktion existiert.
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6.3 Hoéhere Ableitungen

Aufierdem erhalten wir aus (6.2.7) und der Stetigkeit von f, daf3
f-fgx)=r"»y-gw), yeD'
Damit ist fur jede Folge x, < D\ {x} mit x, — x

o e~ feG) _ | fym) -~ fgx)

/
o = I
(fog)(x) lim. o —x lim. o —x
C i L0 (yn—g@) (g B 8
n—o0 Xpn—X n—oo Xpn—X
= dim £ () lim B TED ) oy,
1n—00 \n—»oo vn — |
=f'(g(x) =g'(x)

O

Beispiel 6.2.6 (Trigonometrische Funktionen). Mit den Rechenregeln
aus Satz 6.2.1 kénnen wir Beispiel 6.1.6 auch auf die trigonometrischen
Funktionen erweitern:
acosx+ ia sinx = (cosx + isinx)’
= (exp(ix))' = iexp(ix) = i (cosx+isinx) = i cosx—sinx,

und so erhalten wir die bekannten Regeln

(cosx)' = —sinx, (sinx)’ = cosx. (6.2.8)

6.3 Hohere Ableitungen

Was man einmal machen kann, kann man naturlich wiederholen und
so Funktionen auch mehrfach ableiten. Dazu aber erst einmal eine De-
finition.

Definition 6.3.1. Eine Funktion f:D — R heif3t DIFFERENZIERBAR in D,
wenn f an jeder Stelle x € D differenzierbar ist, also f’ als Funktion von
D nach R existiert. Die Funktion f heif3t STETIG DIFFERENZIERBAR auf
D, wenn die Funktion f’ auferdem auf D stetig ist.

Es ist gar nicht so einfach, Funktionen zu finden, die differenzierbar,
aber nicht stetig differenzierbar sind, denn Sprungstellen, die typischen
Unstetigkeiten helfen nicht.

Beispiel 6.3.2. Die Funktion f(x) = x*sin 1 mit f(0) = 0, siche Ubung 6.3.1,
hat nach (6.2.8) die Ableitung

1 1) - 1

f'(x) =2xsin — + x* cos (—) — = 2xsin— —cos —,

X x) x X X
die an x =0 nicht stetig ist, sondern in jeder Umgebung von x =0 jeden
Wert zwischen -1 und 1 annimmt. Dennoch existiert
fh)—-f(0)

h

21
hsmh

= lim = lim hsin% =0.

"0)=1
Fo hli% h—0 h h—0
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Ubung 6.3.1 Zeigen Sie: Fur jedes k€N ist die Funktion f(x) = xfsinl
stetig auf R, wenn man f(0) =0 setzt. &
Ist nun f': D — R als Funktion definiert'* und ist x € D ein Punkt, zu
dem es Folgen x, € D\ {x} gibt, so daf3 limx, = x, dann kénnen wir auch
fir f’ einen Differentialquotienten bilden und erhalten

£ 1= (Y () = lim LS

; (6.3.1)
X'—x X —X

sofern der Limes rechts existiert. Existiert f”, dann ist nattirlich nach

Corollar 6.1.5 auch f’ an dieser Stelle stetig. Diese Idee kann man in

einer rekursiven Definition formalisieren.

Definition 6.3.3 (Hohere Differenzierbarkeit). Eine Funktion f: D — R
heif3t k MAL DIFFERENZIERBAR auf D, k€N, falls f k—1 mal differenzierbar
ist und die Funktion f*-1 .= % f auf D differenzierbar ist. Hierbei
ist Differenzierbarkeit als 1-malige Differenzierbarkeit zu verstehen. Die
entsprechende kTE ABLEITUNG bezeichnen wir mit f®,

Ist f eine k mal differenzierbare Funktion und ist f® stetig auf D,
so nennen wir dies k MAL STETIG DIFFERENZIERBAR. Die Menge aller k
mal stetig differenzierbaren Funktionen auf D bezeichnen wir mit ck(D,
wobei C°(D) = C(D).

Bemerkung 6.3.4. Hohere Differenzierbarkeit an einer Stelle ist ein we-
nig unhandlich, denn um f® (x) zu bestimmen brauchen wir ja Differen-
tialquotienten von f*~Y um x herum, so da3 zumindest diese Funktion
zumindest auf einem Teil von D in der Nahe von x existieren muss. Dann
konnen wir alles auch gleich auf ganz D machen und schlimmstenfalls
lieber D verkleinern.

Ubung 6.3.2 Zeigen Sie: C¥(D) ist ein Vektorraum tiber R und geben Sie
die (iberraschende) Rechenregel fiir af + fg, a,feR, f,ge CK(D) an. ¢

Ubung 6.3.3 Beweisen Sie die LEIBNIZ-REGEL

n
f-o"w=) (Z) fPrg™ P,  nen (6.3.2)
k=0
Hinweis: Induktion konnte funktionieren. O
Ubung 6.3.4 Berechnen Sie (fog)” und (fog)". O

14Erst einmal ganz egal, ob stetig oder nicht.
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6.4 Extrema, Zwischenwerte und schéne Dinge

6.4 Extrema, Zwischenwerte und schone Dinge
Wir beginnen mit ein wenig Extremismus.

Definition 6.4.1 (Extrema). Ein Punkt x € D heist LOKALES MINIMUM
bzw. LOKALES MAXIMUM einer Funktion f: D — R, wenn es ein ¢ > 0 gibt,
so daf3

f)<f(x) bzw. f(x)=fKX), x'eD, |x' -x|<e. (6.4.1)

Ein LOKALES EXTREMUM ist ein lokales Minum oder ein lokales Maxi-
mum!®. Man bezeichnet ein lokales Extremum als STRIKTES LOKALES
EXTREMUM, wenn in (6.4.1) die strikte Ungleichung far x’ # x gilt.

Extrema kann man uber die Ableitung beschreiben. Allerdings muss
man mit dem Definitionsbereich ein weig aufpassen.

Satz 6.4.2 (Extrema & Ableitungen). Sei f € C'la,b] und x € (a, b) ein lo-
kales Extremum von f. Dann ist f'(x) =0.

Beweis: Wir nehmen an, f hatte an x ein Maximum, fiir Minima funk-
tioniert der Beweis analog.

Da x € (a,b) gibt es zu dem magischen ¢ > 0 aus Definition 6.4.1 Folgen
x5 > x> x,, mit
+ =

lx;—xl<e  und lim x = lim x,, = x.
n—oo n—oo

Da f(x) = f(x¥) ist, gilt auch

<0 _ <0
fxh - f(x) “0< fx,) = fx
xp-x 0 X,—-X
—— ——
=0 <0
und somit
— _ + _
0< lim M:f’(x): lim MSO,
n—oo X, —X n—oo Xy —X
wovon sich f'(x) =0 ablesen lasst. O

Bemerkung 6.4.3 (Ableitung = 0).

1. Die Bedingung f'(x) =0 ist nur eine NOTWENDIGE BEDINGUNG fir
die Existenz eines lokalen Extremums, die auf3erdem nicht zwi-
schen Minima und Maxima unterscheiden kann.

15Verstandnisfrage: Ist auch beides gleichzeitig moglich?
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6 Differentiation

2. Damit der Beweis funktioniert, brauchen wir zwei Folgen, die sich
von rechts und von links an x annahern, der Punkt x darf also kein
RANDPUNKT des Intervalls sein.

3. Fur Randpunkte ist die Aussage von Satz 6.4.2 sogar falsch. Das
einfache Beispiel ist die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0,1]:
Der Randpunkt x =1 ist ein lokales Maximum der Funktion, aber
fl)=1#0.

Als nachstes gibt es Varianten des Zwischenwertsatzes flir Ableitungen.
Da wir auch fur den Zwischenwertsatz Funktionen auf einem INTER-
VALL I betrachtet haben, fiir die zu je zwei Punkten x,x’ € I auch alle
Zwischenpunkte zu I gehért haben!®, werden wir das auch hier benéti-
gen. Aufierdem spielen, wie wir gerade gesehen haben, bei Ableitungen
die Randpunkte eine gewisse Rolle, so daf3 wir jetzt ein bisschen sorgfal-
tiger zwischen offenen und abgeschlossenen Intervallen unterscheiden
mussen.

Satz 6.4.4 (Satz von Rolle). Seia<b und!” feCla,blnC'(a,b) und f(a) =
f(b). Dann gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.

Normalerweise formuliert man den Satz von Rolle in einer minimal schwa-
cheren Form als Aussage uber Nullstellen.

Korollar 6.4.5 (Rolle klassisch). Sei f e C'(I) und xi,x, € I mit x; < x, und
f(x1) = f(x2) =0. Dann gibt es ein x € (x1, xp) mit f'(x) =0.

Beweis von Satz 6.4.4: Ist f konstant, dann ist f' =0 und der Satz
ist trivialerweise richtig. Wenn nicht, dann ist entweder min,e, 3 f(x) <
f(@) oder minye(qp f(x) > f(a) und da f eine stetige Funktion auf dem
abgeschlossenen Intervall [a, b] ist, wird das Extremum an einer Stelle
x € (a,b) angenommen!®, die dann auch ein lokales Extremum ist und
daher f'(x) =0 erfullt. O

Proposition 6.4.6 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen). Ista<b und f €
Cla,blnC!(a,b), dann gibt es x € (a,b), so daf3

fb)-fa)

= 0. (6.4.2)

Beweis: Voraussetzungen und Positionierung dieses Resultats legen na-
he, daf3 hier der Satz von Rolle hilfreich sein kénnte. Dazu betrachtet
man g € Cla, b], definiert durch

fb) - f(a)

8(x) = f(x) = —~

(x—a)

16 Allgemein bezeichnet man so etwas als eine KONVEXE MENGE.
17Nette Ubung: Geben Sie eine Funktion f € C'(a,b) mit f ¢ Cla, b] an.
18Dje Randpunkte kénnen es ja nicht sein, da wir < bzw. ,>* abgenommen haben.
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6.4 Extrema, Zwischenwerte und schéne Dinge

mit g(a) = f(a) = g(b). Nach Satz 6.4.4 gibt es ein x mit

fb) - f(a)

b-a '’
was genau (6.4.2) ist. O
Aus (6.4.2) folgt direkt die nachste Aussage.

0=¢g'(x)=f"(x)-

Korollar 6.4.7. Ist a<b und f € Cla,blnC'(a,b) mit m< f'(x) <M, x€ (a,b),
dann ist
mb-a)< f(b)- f(a)<Mb-a).

Ist insbesondere m=M =0, also f'=0, so ist f konstant.

Mit Korollar 6.4.7 konnen wir unsere erste DIFFERENTIALGLEICHUNG 10-
sen.

Proposition 6.4.8. Flir ceR ist jede Lésung der Differentialgleichung
fl(x)=cfx), xeR, (6.4.3)
von der Form f(x) = 1e‘*, LeR.

Beweis: Mit g(x) := e “*f(x) ergeben die PRODUKTREGEL aus Satz 6.2.1
und (6.4.3), daf3

g = (e “f+efl)=e(-cfx)+cf0)=0,
=cf(x)

also ist nach Korollar 6.4.7 g(x) = A fir ein A € R und damit f(x) = Ae®*. O

Proposition 6.4.9. Ist a < b und f € Cla,blnC'(a,b), dann ist f genau
dann MONOTON STEIGEND, wenn f'(x) =0, x € (a, b), und monoton fallend
falls f'(x) <0. Gelten die strikten Ungleichungen, so ist auch die Monotonie
strikt.

Beweis: Wir beweisen es fur monoton steigende Funktionen, fur fallen-
de Funktionen geht es genauso. Fur ,=" betrachten wir eine Folge x, > x
und erhalten sofort, daf

flxp) - f(x) S

xn_x
————
=0

f'(x)= lim 0.

Fuar ,<“ nehmen wir an, da3 f'(x) =0, x€ (a,b) und wahlen a<x< x' <b.
Dann gibt es nach Proposition 6.4.6 ein ¢ € (x, x') mit

fOh-fo=&"-x (& =0,

>0 =0

und gilt f'(¢) >0, so haben wir sogar strikte Ungleichung. O
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Proposition 6.4.10 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema). Sei f € C!(a, b)
zweimal differenzierbar in x € (a, b) mit f'(x) =0 und f"(x) >0 bzw. f"(x) <0.
Dann besitzt f an der Stelle x ein STRIKTES LOKALES MINIMUM bzw. Ma-
ximum, d.h., es gibt e >0, so daf3 f(x) < f(x') bzw. f(x) > f(x) fiir alle x' # x
mit |x—x'| <e.

Beweis: Da

TevN _ 1
0< f"(v) = lim L&)
x'—x X' =X
gibt es € >0, so daB fur alle x’ # x mit |x'— x| <& auch ];(_xg >0 gilt, da

ja f'(x) =0 ist. Damit ist f'(x') <0 far alle x' < x und f'(x') >0 fr alle
x' > x, |x' — x| < e. Nach Proposition 6.4.9 ist damit f links von x erst ein-
mal streng monoton fallend und rechts von x streng monoton steigend,
woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung 6.4.11. Diesmal haben wir eine HINREICHENDE BEDINGUNG
fir ein Extremum, die aber leider nicht notwendig ist, denn im Falle
f"(x) =0 kann alles passieren, wie die Beispiele

f=+x* und fx)=x
zeigen.

Die nte Ableitung f ergibt sich ja als ein Grenzwert von Sekanten an
die (n—1)te Ableitung, die ihrerseits wieder ein Grenzwert von Sekanten
ist, und so weiter. In Definition 6.3.3 haben wir es so gemacht, daf3 wir
die Grenzwerte sozusagen ,der Reihe” nach abgearbeitet haben, indem
zuerst an jedem Punkt die erste Ableitung, dann daraus die zweite Ab-
leitung, etc. Man kann das aber auch direkt machen und landet dann
bei einem Konzept, das auf Newton zuriickgeht, und der selbst!'® dar-
iiber sagte: ,Est enim fere ex pulcherrimis quae solvere desiderem?°*:
Far f:I—R und x; €R ist die DIVIDIERTE DIFFERENZ [Xi,...,X,]f, n€N,
rekursiv als

[x1]f

[xly---yxl’l+1]f =

f(x), (6.4.4)
[XZ,...,xn+l]_[xl""’x”]f. (6.4.5)
Xpn+1 — X1

definiert. Der Spezialfall n = 2 der dividierten Differenz ist gerade der

DIFFERENTIALQUOTIENT
f(x2) = fx1)

X2 — X1 ’
dividierte Differenzen héherer Ordnung sind dann eben Differentialquo-
tienten von Differentialquotienten. Und tatséchlich sind dividierte Diffe-
renzen auch beinahe Ableitungen, es gilt namlich in Verallgemeinerung

19In einem Brief an Leibniz via Oldenburg 1676, siehe [4].
20 Es gehért ndmlich zu den schénsten Dingen, die zu lésen ich mir wiinschen kénn-
te.“ Oder so ahnlich.
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von Proposition 6.4.6 fiir fe€ C" !(a,b) und xi,...,x, € (a,b) der Zwischen-
wertsatz
G

[X1,...,Xpl f = T e jgll,i..r.l,nxj’jgll?.}fnxj . (6.4.6)

Das ist gar nicht so schwer zu beweisen und taucht normalerweise im

Kontext der POLYNOMINTERPOLATION in der numerischen Mathematik
auf, siehe z.B. [7, 22].

6.5 Konvexitat

Als nachstes eine ganz wichtige Klasse von Funktionen.

Definition 6.5.1 (Konvexitat). Eine Funktion f: I — R heif3t KONVEX,
wenn fir alle x,x' € I die Ungleichung?!

FAx+A-Dx) < Af()+1-1)f(x), A€ (0,1) (6.5.1)

erfallt. f hei3t KONKAV, wenn —f konvex ist. Funktionen heiflen STRIKT
KONVEX bzw. STRIKT KONKAV, wenn die Ungleichung in (6.5.1) strikt ist.

Bemerkung 6.5.2 (Eigenschaften der Konvexitat).

1. Die Bedingung (6.5.1) lasst sich auch geometrische interpretieren,
namlich dap far alle x,x’ die Funktion f komplett unterhalb der
Verbindungslinie bzw. SEKANTE durch x und x’ verlauft.

2. Konvexe Funktionen bilden keinen VEKTORRAUM mehr. Ist f kovex,
dann ist —f konkav, was normalerweise nicht dasselbe ist, siehe
Ubung 6.5.1. Allerdings ist die Menge der konvexen Funktionen
ein POSITIVER KEGEL:

f, g konvex o af +pBg konvex, a,B=0. (6.5.2)

3. Insbesondere folgt aus (6.5.2) auch, daf3 fur zwei konvexe Funk-
tionen f,g auch deren KONVEXKOMBINATION af+(1—-a)g, a € (0,1)
konvex ist: Die Menge der konvexen Funktionen ist eine KONVEXE
MENGE?2.

4. Konvexe Funktionen und konvexe Mengen spielen eine nicht zu
unterschatzende Rolle in der Mathematik, insbesondere in der Op-
TIMIERUNG?3, so daf es nicht verwundert, daf KONVEXE ANALYSIS
als eigenstandiges mathematisches Teilgebiet etabliert ist.

21Dje fiir A = 0,1 trivialerweise erfiillt ist, so daf3 das offene Intervall keine signifikante
Einschrankung darstellt.

22Genau wie Intervalle, die ebenfalls die Eigenschaft haben, daf3 mit x,x’ € I auch die
Konvexkombination ax+ (1-a)x’ zu I gehort.

23Wo es einen ganz gewaltigen Unterschied macht, ob man konvexe oder nichtkonvexe
Situationen betrachtet.
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5. Da wir far f:D — R far alle Punkte x,x' € D die Kombination Ax+
(1-A1)x" bilden und f an dieser Stelle auswerten kénnen miissen,
enthalt D mit?* x < x’ auch {y: x < y < x} und muss damit ein In-
tervall sein. Genauer: Konvexe Funktionen sind nur auf konvexen
Mengen sinnvoll definiert und die einzigen konvexen Mengen, die
wir momentan kennen, sind Intervalle.

Ubung 6.5.1 Zeigen Sie: Eine Funktion f ist genau dann konvex und
konkav, wenn f von der Form f(x)=ax+b, a,beR, ist. O

Satz 6.5.3 (Konvexitit und zweite Ableitung). Eine Funktion f € C?(a,b)
ist genau dann konvex, wenn f"(x) =0, x € (a, b), erfiillt ist.

Beweis: ,=": Ist f konvex und gibt es ein x* mit f”(x*) <0, dann ist
gx):=f(x) - fl(x")(x—x)
ebenfalls in C?(a, b) und erfillt
g = - = gx")=0
sowie
g"(x):f”(x) - g//(x*):f//(x*)<0,
so dafl g an der Stelle x* ein lokales Maximum hat. Wahlen wir nun
zwei naheliegende und hinreichend nahe liegende Stellen x; < x* < x, mit

fxj) < f(x*), dann ist®
Xy —x* x*—x
"= X1+ X2 =1 Ax +(1—A) Xz,
X2 —X1 X2 —X1

aber

AfG)+A=A) fx) < fA+1=-D) = f(x) = f(Ax1 + (1= x2),
—— ——
<f(x*) <f(x*)
im Widerspruch zur Konvexitat von f.

Fiar ,<" nehmen wir an, daf3 f”(x) =0 ist, was sofort nach Propositi-
on 6.4.6 fur x < x’ die Abschatzung

fleh-flo=u"-0 " =0, &e(x,x)

>0 =0

ergibt, so daf3 f' MONOTON STEIGEND ist. Sei nun x; < x, und x = Ax; +
(1-A)x € (x1,x2), A€ (0,1). Dann verwenden wir Proposition 6.4.6 noch
zweimal und erhalten

fx) = f(x1) - FE, und fx2) = f(x)

X—X1 Xo— X

= (&),

240hne Einschrankung . ..
25Einfach ausrechnen, wenn es jemand nicht glauben sollte.
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wobei
(x1,x) 381 <2 € (x,Xx2).

Da f’ monoton steigend ist, ist f'(¢;) < f'(é2) und damit26

fx) = f(x1) - f(x2) = f(x)

(x2—x1) f(x) = f(x1) (2 — %) + f(x2) (x — x1),

X— X X2 — X
also
X2 — X1 Xo— X X—X
f(x) xz_xlf(x) Y1 J(x1) o f(x2)
~—
=2 =1-1
und damit ist f konvex. O

Bemerkung 6.5.4 (Konvexitat & Extrema). Durch Satz 6.5.3 sollte nun
auch klar sein, warum Konvexitdat so viel mit Optimierung, also der
Kunst, Extrama zu bestimmen, zu tun hat: Nach Proposition 6.4.10
liegt immer dann ein Minimum vor, wenn f’(x) =0 ist und wenn zu-
satzlich f”’(x) > 0 gilt, wenn die Funktion also lokal STRIKT KONVEX ist.
Umgekehrt erhalten wir ein Maximum, wenn die Funktion lokal konkav
ist, natarlich immer zusammen mit f’(x) = 0. Konvexitat und Konkavitat
beschreiben das lokale Krimmungsverhalten und helfen daher bei der
Klassifizierung eines Extremums.

Satz 6.5.5 (Konvexitat & Stetigkeit). Ist f : [a,b] — R konvex, dann ist
feC(a,Db).

Beweis: Wir fixieren x € (a,b) und wahlen § e R so, daf3 x+6 € (a,b), was
nur eine Einschinkung an |§] ist. Dann definieren wir die Funktion

fx+ho) - f(x)

h) = hel0,1
@p(h) 7 €[0,1]
und betrachten lim;_q¢(h). Da
1 h
x—m(x+h5)+h+1(x—6),

ist wegen der Konvexitat von f

1 h
f(X)Smf(x+h6)+mf(x—6)

und damit

h 1 1 h
W= f0 - f= el (f(x+ h&) - f(x)1+mf(x -5),

=7 ph)

26Mit (xp — x)(x—x1) durchmultiplizieren und umformen
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also

@) = f(x) - f(x-0), (6.5.3)
fiir jede Folge h, >0 mit h, — 0 ist also ¢(h,) und damit auch der Grenz-
wert nach unten beschrankt. Andererseits gilt aber far 0 < /' < h, daf

!/ !

X+ ﬁ(x+ hé) |- f(x)

h o
p(h) 7

fx+h&)-fx)=f

h—n n n
; fx)+ ﬁf(x+ hé) - f(x) = " (f(x) = f(x+hd))

= heo),

die Funktion ¢ ist also MONOTON STEIGEND. Damit ist fiir jede monoto-
ne Nullfolge h, >0 die Folge ¢(h,) monoton fallend und nach unten be-
schrankt und konvergiert daher gegen einen Grenzwert, der aufgrund
der Monotonie auch unabhéngig von der gewihlten Folge sein muss?”.

Also existiert

<

f(x+hoé)—-f(x)

fx+hé)—f(x)

Jm (k) = lim, h =101 lim, nio| (6.5.4)
Insbesondere gilt
0= nli_{lgohnlw(hn)l = nli_{lgolf(x+ hy6) — f(x)]
und damit ist f stetig. O]

Bemerkung 6.5.6 (Konvexitat & Glattheit). Der Beweis von Satz 6.5.5
ist eigentlich etwas ,liberdimensioniert”, denn er zeigt nicht nur, daf
jede konvexe Funktion stetig ist, sondern man sieht aus (6.5.4) sogar,
daB f an jeder Stelle EINSEITIG DIFFERENZIERBAR?® ist: Solange man
entweder rechts oder links von x bleibt, existiert der Differentialquoti-
ent.

Es gibt ein einfaches und klassisches Beispiel fiir eine einseitig diffe-
renzierbare Funktion, namlich f(x) = |x| an der Stelle x = 0. Und welch
ein Zufall: Diese Funktion ist auch konvex und zeigt damit auch gleich,
daf3 wir von konvexen Funktionen auch nicht mehr Differenzierbarkeit
erwarten durfen.

Es gibt ein paar nette Anwendungen der Konvexitit, die man sich an-
sehen sollte. Das erste ist eine einfache Induktion, mit deren Hilfe man
Konvexitat ein wenig ,,allgemeiner” beschreiben kann.

27Gabe es namlich zwei Grenzwerte a* < b* mit zugehérigen Nullfolgen a, >0 und
b, >0, dann gibt es ein Folgenglied a, mit ¢(a,) < b*, aber auch ein b,y mit b, < a,
und die Monotonie von ¢ liefert, da3

b* <@by) <pla,) <b”

sein musste und das ist ein Widerspruch.
28Im mehreren Variablen spricht man dann auch von RICHTUNGSDIFFERENZIERBAR,
aber in einer Variablen gibt es nur zwei Richtungen: vor und zurtck.
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Proposition 6.5.7. Eine Funktion f:I— R ist genau dann konvex, wenn
Jfir alle n =2 und alle Zahlen 0< A;, j=1,...,n, mit Ay +---+ 1, =1 die Un-
gleichung

f(z )L]-x]-)s Z fxj), X1y, Xp €1, (6.5.5)
j=1 =1

erfilllt ist.

Beweis: Die Definition der Konvexitat ist der Fall n =2 (und damit auto-
matisch 1, =1-1,) in (6.5.5), was auch schon ,,<" erledigt und gleichzei-
tig den Induktionsanfang fiir die Richtung ,=* bildet. Seien nun Zah-
len?® 0<1;<1, j=1,...,n+1, und xy,...,X,41 € I gegeben, dann schreiben
wir

A
j
f—¢A
n+1
Z Aj iXi= Z Aj jXj + An+1Xn+1 = (1= Apt1) Z —xj +An+1Xn+1,
j=1 1 An+1
\—,_.4

=:x'

und da A} +---+ 1), =1, ergeben die Definition der Konvexitat und die
Induktionsannahme, daf3

n+1
f(Z ijj)
=1

f((l _An+1)x,+/1n+1xn+l) = _/1n+l)f(x,) +/1n+1f(xn+1)

(1I- An+1)f(z /ijj) + Ans1f(Xns1)

IA

n+1
(1= Aps1) ZA f(Z A x,)+An+1f(xn+1) = Z Ajf(x;)),

j=1 J j=
was den Schritt n — n+ 1 komplettiert. OJ
Lemma 6.5.8 (Logarithmus). Die Funktion x — logx ist KONKAV.

Beweis: Die Beispiele 6.2.4 und 6.2.2 liefern, daf log”’(x) = —é <0 far
xeR,. ]

Lemma 6.5.8 lasst sich sehr gut verwenden, um Vergleiche zwischen
Mittelwerten herzustellen.

Definition 6.5.9 (Artithmetisches und geometrisches Mittel). Zu Zahlen
X1,..., X, € Ry nennt man

1 n
a(xl,...,xn)::Eij (6.5.6)

290hne diese Einschriankung wéaren es nicht wirklich n+1 Zahlen, da dann A; =0 fur
einige j gelten und die Induktion direkt greifen wiirde.
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ARITHMETISCHES MITTEL3? und

n 1/n
Y(X1,..n, Xp) 1= (H xj) (6.5.7)
j=1

GEOMETRISCHES MITTEL der Zahlen.

Korollar 6.5.10 (Vergleich der Mittel). Fiir x,,...,x, € Ry ist

3 x). (6.5.8)

und die Monotonie der Exponentialfunktion liefert
1 Z 1 Z 1
— . = 1 — . > —
" E: Xj exp(og(njEZIx])) eXp(n

j=1

n n 1/n
> long) = (H eXp(lOg(xj))) )
i=1 j=1

]

und damit unmittelbar (6.5.8). O

Lemma 6.5.11. Seien1<p,q<oco mit1l/p+1/g=1 und x,y € R;.. Dann ist

Uxyy<>4? (6.5.9)
vy p q

Beweis: Derselbe Trick3! wie in Korollar 6.5.10: log(x/p + y/q) = (logx)/ p+
(logy)/q und daher

XY XY
—+= :explog(—+—) Zexp(
P 4 p

’ logx N logJ’) _ Py,

p q
0J

Mit Hilfe dieses einfachen Lemmas, das ubrigens insbesondere dann
richtig ist, wenn x =0 oder y =0 ist, kénnen wir eine der wichtigsten
Ungleichungen der Analysis beweisen.

Satz 6.5.12 (Holdersche Ungleichung). Flir xi,...,x, € R und y,...,yn €R
und alle1 < p,q<oo mit1/p+1/qg=1 gilt die HOLDER-UNGLEICHUNG

n n Up 1/q
Z|ij’j|S(Z|le”) (Zlyjl") . (6.5.10)
J=1 Jj=1 j=1

30Das ist natirlich fir beliebige xj € R definiert.
31 Repetitio est . .. " wie der Lateiner sagt
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Beweis: Die Behauptung wird trivial, wenn

n 1/p n 1/q
X::(lejlp) =0 oder Y= Zlyjl") =0,
j=1 j=1

denn das ist genau dann der Fall wenn x; =0 oder y; =0, j=1,...,n, und
dann verschwinden beide Seiten von (6.5.10). Fiir X # 0 und Y # 0 setzen
wir |x ;1P lyil9
oo 1 p Vi SN g
=S Vit Tye = LN=Ly=l

Nach Lemma (6.5.9) ist

/ /

. y. |x.y.|
J 7] \1p . \1lg _ 170 .
+ q 2(xj) (y]) ——XY , ]—1,...,}’1,
und daher
n n x’. yl. 122 12 1 1
Y lxjyjl=XY —]+—]):XY Y X+=Y ¥ =xvy —+—):XY,
i=1 s ]; P 4 (Pj: T qi3 ]) p 4
SN—— S—— -1
=1 =1
wie in (6.5.10) behauptet. O

Bemerkung 6.5.13. Den Spezialfall p = g =2 von (6.5.10) nennt man
CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG. Beide Ungleichungen gelten auch fur
kkomplexe xj,y;, der Beweis tibertragt sich direkt.
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Integration 7

Das Doktorwerden ist eine Konfirmation des Geistes.

(Lichtenberg)

In diesem Kapitel lernen wir die ,Umkehroperation” zur Differentiati-
on, namlich die Integration kennen. Dazu muissen wir das Integral einer
Funktion definieren, was im zwei Schritten passieren wird:

1. Wir definieren das Integral fiir besondere und besonders einfache
Funktionen.

2. Wir tibertragen die Definition durch einen Grentibergang auf eine
grofere Klasse von Funktionen.

7.1 Definition des Riemann-Integrals

Wir betrachten hier erst einmal nur Integration auf einem endlichen,
abgeschlossenen Intervall I = [a, b], a<b.

Definition 7.1.1 (Unterteilungen & Treppenfunktionen).

1. Eine endliche Menge X = {xy,...,x,} < [a, b] heist UNTERTEILUNG des
Intervalls I, wenn

a=xo<x1<--<x,=b (7.1.1)

gilt. Mit I; := [x;_1,x;], j=1,...,n, bezeichnen wir das jte Teilintervall
der Zerlegung I=1, U---UI, von I.

2. Eine Unterteilung X' = {x;:j =0,...,n'} c I heiit VERFEINERUNG von
X, wenn X < X' ist. Wir schreiben Verfeinerungen dann auch ein-
fach als X c X'.

3. Die CHARAKTERISTISCHE FUNKTION yqo von Q c [ ist definiert als

1, xX€e),

XQ()C)Z:{ 0. 20 xel. (7.1.2)
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4. Eine TREPPENFUNKTION zur Zerlegung X ist eine Funktion der Form!

n
GX) = Y € Xixj1 (%), xel\X. (7.1.3)
j=1

Anders gesagt: Eine Funktion ¢ ist genau dann eine Treppenfunk-
tion, wenn es eine Zerlegung X gibt, so daf (7.1.3) gilt.

5. Mit T[a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf
la, D).

Abbildung 7.1.1: Eine Treppenfunktion (links) mit den Funktionswerten an
den Unterteilungsstellen und deren Integral in geometrischer
Interpretation (rechts): Man nimmt einfach die vorzeichenbe-
hafteten Flachen der von der Funktion und der x—Achse ge-
bildeteten Rechtecke und summiert diese auf. Dabei spielen
die ,Kringel” keine Rolle mehr.

Bemerkung 7.1.2. Da eine Treppenfunktion an den Zerlegungsstellen
X nicht definiert ist, gibt es sogar zu jeder Zerlegung unendlich viele
Treppenfunktionen, die sich nur an X unterscheiden und damit eigent-
lich aquivalent sind.

Das Integral einer Treppenfunktion ist, wie man in Abb. 7.1.1 sieht, nun
sehr einfach zu bestimmen, namlich als vorzeichenbehfaftete Flache,
der Rechtecke, die von der ,, Treppe“ und der x—Achse gebildet werden.

Definition 7.1.3. Fur eine Treppenfunktion ¢ und eine zugehorige Zer-
legung X ist das INTEGRAL definiert als

b n
j;¢(x)dx:f ¢(x)dx:= ch (xj—xj-1). (7.1.4)

j=1

1So wie wir hier die Treppenfuktion definieren, ist sie praktisch immer UNSTETIG, da
¢(xj) =cj+cjy1, j=1,...,n-1, gilt. Man kénnte nun nattirlich auch mit halboffenen
Intervallen arbeiten, also mit y(x; ,x;) oder x(; ,x;, aber dann ist die Entscheidung,
ob man den linken oder rechten Rand in einem Intervall dazunimmt, absolut will-
ktrlich und im Endeffekt gewinnt man auch nichts. Durch die Einschrikung in
(7.1.3) spielen diese Punkte auch keine Rolle und wir kénnten die abgeschlossenen
Intervalle auch problemlos durch offene ersetzen.
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Lemma 7.1.4. Das Integral (7.1.4) einer Treppenfunktion ist unabhdngig
von der gewdihlten Zerlegung X.

Beweis: Seien X, X' zwei Zerlegungen fur ¢ und nehmen wir zuerst ein-
mal an, dafl X' > X eine Verfeinerung von X ist. Das heif3t, es gibt eine
surJektlve Abblldung 0:1{0,...,n'} = {0,...,n} mit ¢(0) =0 und o(n’) = n und

Co(j-1y+1 = """ = Cyjy = Cj- Daher gilt
n o(j)
S xip Zc (x; —x; = Z Y Cp (x;c—x;C_l)
j=lk=0(j- 1)+1 v
0(1)
n o(j) n
/ !/
= 26 ) emxe )= 6 - X)) =Zx¢.
j=1  k=o(j-1+1 j=1
:x:r(j)_x;(jq):xj_xjfl

Ist X' keine Verfeinerung von X, dann bilden wir zuerst X* = Xu X', also
X c X* und X' < X* und erhalten mit zweimaliger Anwenung der obigen
Beobachtung, daf3

Sxp=2x:p=Zxh,
also ebenfalls Xx¢ = Zx¢p. O
Definition 7.1.5. Fur f,g:1— R schreiben wir f < g falls f(x) <g(x), x€I.

Ist eine der beiden Funktionen eine Treppenfunktion mit Zerlegung X,
so muf die Ungleichung nur auf I\ X gelten.

Treppenfunktionen kann man addieren und mit Konstanten multipli-
zieren? und das tibertrigt sich auch auf das Integral.

Proposition 7.1.6. Sind ¢,y : I — R Treppenfunktionen und a, f € R, dann
ist auch a¢ + Py eine Treppenfunktion und das Integral ist linear,

f(ac/)(x) + By (x) dx = afgb(x) dx+,6fw(x) dax, (7.1.5)
I I I

und monoton,
o<wvw => f(p(x) dx < fw(x) dx. (7.1.6)
I I

Beweis: Sind X und Y die Zerlegungen zu ¢ bzw. v, dann ist Z := XUY ei-
ne gemeinsame Verfeinerunung und ¢,y sind auch Treppenfunktionen
beziiglich Z = {z,..., 2} mit>

m m
= Z CjXlzj,zj-1 und V= Z dj)([zj,zj'_ﬂ (7.1.7)
j=1 j=1

2Sie bilden also einen VEKTORRAUM, und zwar einen unendlichdimensionalen.
3Nun sind alle Punkte aus Z aus der Betrachtug ausgeschlossen.
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und damit ist auch
m
adp+ Py =) (acj+Pd;) Xizjz)
j=1

eine Treppenfunktion. Nach Lemma 7.1.4 ist auf3erdem

fl(a(,b(x) +Py () dx=) (acj+pd;) (zj—zj-1)
=1
= a) cjlzgj—zj-0+B ) dj(zj—zj-1)=aZzp+ Py
= =

aZxp+ PIyy = af(/)(x) dx+,6fw(x) dx,
I I

und das ist (7.1.5). Mit der Darstellung (7.1.7) ist ¢ < ¥ genau dann
wenn c; < d; und dann ist

f1¢(x) dx=2zp=) cj(zj—zj-1)< ) dj(zj—zj-1) :zzw:flw(x) dx.
j=1 j=1
O

Definition 7.1.7 (Oberintegral & Unterintegral). Zu f: [a, b] — R definiert
man das OBERINTEGRAL als

fllf(x)dx::inf{flcp(x)dx:d)zf} (7.1.8)

und das UNTERINTEGRAL
1
f f(x)dx::sup{fcp(x)dx:([)sf}. (7.1.9)
I I

Insbesondere ist immer |, IT fx)ydx< [ Il fodx.

Definition 7.1.8. Eine Funktion f:I— R heif3t INTEGRIERBAR, genauer
RIEMANN-INTEGRIERBAR, wenn sie beschrankt ist und wenn

| 1
f f(x)dx:f f(x)dx::ff(x)dx (7.1.10)
I I I

erfullt ist.

Bemerkung 7.1.9. Beschranktheit der Funktion ist momentan eine
Forderung fir die Integrierbarkeit, da dann die Existenz von Ober-
und Unterintegral automatisch folgen. Ist f beispielsweise nicht nach
oben beschrankt, dann gibt es zu keinem X eine Treppenfunktion v mit
f <v, da jede Treppenfunktion automatisch beschrankt ist, schlieflich
betrachten wir ja nur endliche Zerlegungen.
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Die folgende Aussage ist also trivial* aber dennoch wichtig.
Satz 7.1.10. Jede integrierbare Funktion ist beschrénlkt.
Beispiel 7.1.11.

1. Fir jede Treppenfunktion gilt [ IT px)dx = [;p(x)dx = [ Il f(x)dx und
damit sind alle Treppenfunktionen integrierbar. Das ist nicht ver-
wunderlich, da das gesamte Konzept ja darin besteht, die Integrier-
barkeit auf das intuitive Integral fiir Treppenfunktionen zurtickzu-
fihren.

2. Integrierbare Funktionen mussen also nicht stetig sein.

3. Die Funktion

1, x€la,blnQ,

X@(x):{ 0 xZlablno. x€la,b]

ist nicht integrierbar, denn es gilt immer
l 1
f Xo(x)dx=Db-a, f xo(x)dx=0.
I I

4. Das Oberintegral ist erst einmal nur fiir nach oben beschrankte
Funktionen definiert, sonst hat es den Wert +oco, das Unterintegral
entsprechend fiir nach unten beschrankte Funktionen.

Satz 7.1.12 (Subadditivitit). Seien f,g: I — R beschréinkt und A € R;.
Dann gilt

l ! !
fl (f(x)+g) dxst f(x) dx+f1 g(x)dx, (7.1.11)

d.h., das Oberintegral ist SUBADDITIV, sowie

| |
f (Af () dx:/lf f(x)dx. (7.1.12)
I I

Beweis: Nach der Definition des Infimums® gibt es zu jedem & >0 Trep-
penfunktionen ¢ > f und v > g mit gemeinsamer® Zerlegung X, so daf

l |
f f(x) dxzfc/)(x) dx—¢ und f g(x) dxzfu/(x) dx—e,
I 1 I I

4Da in einer Definition festgelegt.

S5Das ist jetzt ein guter Zeitpunkt, diese zu wiederholen. Besser jetzt als in der Klau-
sur.

6Wenn nicht, dann nimmt man eine Verfeinerung, also genau so, wie wir es jetzt
schon die ganze Zeit gemacht haben.

103



7 Integration

und da f+g<¢+vy ist

|
f[ (f(x)+gx) dx

IA

f1(¢(X)+w(X)) dx:flqb(x) dx+f11//(x) dx

IA

| |
f fx) dx+f g(x)dx +2e,
I I

und da ¢ beliebig war, folgt (7.1.11).
Fiar (7.1.12) geben wir uns ebenfalls € > 0 vor und wéahlen ein ¢ = f

mit” f<p5f1f+e, und da A >0 ist, ist auch Af < A¢ und somit

IA

l l
f Af(x)dx fﬂt(p(x)dxlefgb(x)dxsﬂt(f Af(x)dx+e
I I I I

|
)Lf fx)dx+ e,
I

was uns zumindest schon einmal [ "Af<a [ L f liefert. Umgekehrt gibt es
zu g=Af ein y>g mit [y < ['g+eund da y=g=Af ist /A= f. Damit
erhalten wir

l
/1] fx)dx
I

IA

l
ﬂtf/l_lt/f(x) dx:fu/(x) dxsf gx)dx+e
I I I

l
= f Af(x)dx+e
I

und somit ebenfalls [*Af =2 [! f, womit auch (7.1.12) bewiesen ist. [
Beispiel 7.1.13. Fiir das Oberintegral kann in (7.1.11) im allgemeinen
keine Gleichheit gelten. Das einfachste Beispiel ist f = yg., g =1-)g, dann
ist
l l 1 !
b—a:f f(x)dx:f gx)dx und Ozf f(x)dx:f g(x)dx,
I I I I

aber

l l l l
f (f(x)+g) dx:f ldx=b-a<2(b-a) :f f(x)dx+f g(x)dx.
I I I I
Aus | 1
f (—f)(x)dx:—f f(x)dx (7.1.13)
I I
folgt sofort die folgende Version von Satz 7.1.12 fir Unterintegrale.
Korollar 7.1.14. Flir beschréinkte f,g:1— R und A€ R, ist

1 1 1 1 1
f[ (f(x)+g) dxzfl f(x)dx+fl g(x)dx, fl (Af) dx:)LfI fx) dx.
(7.1.14)
Flir A e R_ ergibt sich auf3erdem

1 l l 1
f (Af () dxz?tf fx)dx, f (Af () dx = A[ fx)dx (7.1.15)
I I I I

“Die folgenden Kurzschreibweise werden wir gerne einmal wéihlen, wenn sich der IN-
TEGRATIONSBEREICH I und die INTEGRATIONSVARIABLE x aus dem Kontext ergeben.
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7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Wir beginnen mit einer weiteren Beschreibung der Integrierbarkeit, die
direkt aus der Definition von Supremum und Infimum und Definiti-
on 7.1.8 folgt.

Korollar 7.2.1. Eine Funktion f: I — R ist genau dann integrierbar, wenn
es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢ < f < gibt, so daf3

fu/(x)dx—f(/)(x)dx<£ (7.2.1)
T I
ist.

Die erste Beobachtung ist, daf3 stetige Funktionen ,brav‘ und daher
integrierbar sind.

Satz 7.2.2. Jede stetige Funktion f € Cla, b] ist integrierbar.

Beweis: Da f auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] stetig ist, ist f
nach Satz 4.3.4 auch GLEICHMASSIG STETIG. Zu jedem € > 0 gibt es also
ein 6 > 0 mit |f(x) — f(x")] <& wann immer |x—x'| <§. Wahlen wir nun die
Zerlegung X so, daf xj;1—xj<6, j=0,...,n, dann ist

fxj)—e< f(x) < fx))+e, X € [xj-1,%j],

und daher®

n

P =Y (fxj-1) =€) Xy () <

M=

f(x))([xj_l,xj] (x)

( ~.
Il
—_

)

=f(x)

2 (fOrj-1) +8) Xy (0) =1 9 ().

IA

~.
[a—

Auflerdem ist

fw(x) dx—f(p(x) dx
I
n n

= Z fxj—)+e)(xj—xj-1) - ) (flxjo) —€) (xj—xj-1)

: j=1

2¢€ Z (xj—xj-1) =2¢(b—a),
j=1

und da ¢ beliebig war, konnen wir Korollar 7.2.1 anwenden und f ist
integrierbar. O

8Hier gehen wir auf Nummer sicher und verwenden die halboffenen Intervalle, um
die Punkte von X nicht gesondert behandeln zu miissen.
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Satz 7.2.3 (Monotonie & Integrierbarkeit). Jede monotone Funktion f :
I — R ist integrierbar.

Beweis: Wir nehmen an, dafl f MONOTON STEIGEND ist, flir monoton fal-
lende Funktionen funktioniert der Beweis analog®. Da I abgeschlossen
ist existiert f(b), ist also insbesondere!® < oo und wegen f(a) < f(x) < f(b),
xel, ist f auch beschrankt. .

Fur neN definieren wir uns die Punkte X = {x; :=a+ %(b— a):j=0,...,n},
die eine gleichmagige Zerlegung von I bilden. Auflerdem setzen wir

n n
¢=3 FO1) Kixjoy,x () und V=) fO) Xixjpa ()
j=1 j=1

Aufgrund der Monotonie von f ist ¢(x) < f(x) <y(x), x€ I\ X und aufler-
dem, da xj;—xj_; =1,

flw(x) dx—fjd)(x) dx =) flx)(xj—xj-1) =) flxj-1)(x;—xj-1)
j=1 j=1

n n-1
Zf(xj)(xj—xj_l)— Z fx)(xje1—x5)
i=1

j=0

n-1
= f(xn) (Xp—Xp-1) —f(xo) (X1 — Xxp) + ]Z‘,Zlf(xj)g(xj _xj—l) - (x]'+1 —xj)l

1

n

1
= == 1_
n ~n=0

_1
“n

(f) - f@),

1
n
was flir n — oo gegen 0 konvergiert und es uns erlaubt, Korollar 7.2.1
anzuwenden. O

Aus den Rechenregeln fur Ober- und Unterintegrale und Treppenfunk-
tionen kénnen wir auch Rechenregeln fur integrierbare Funktionen ab-
leiten.

Korollar 7.2.4. Sind f,g:I— R integrierbar und A € R, so sind auch f+g
und Af integrierbar und das Integral ist LINEAR:

ff(f(x)+g(x))dx:flf(x)dx+f1g(x)dx, fl(/lf(x))dxzﬂtflf(x)dx. (7.2.2)

AufSerdem gilt
f<g => ff(x) dxsfg(x) dx. (7.2.3)
I I

Definition 7.2.5. Zu f: I — R definiert man

L f(x), f(x) = 07 L _f(x)y f(x) = 07
frlx):= { 0, F(x0) <0, =17 £(x)>0.
9Was immer eine gute Ubung darstellt . . .
10Das ist das Wesen einer Funktion f:1—R

(7.2.4)
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7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Insbesondere ist also f. =0. Mit Hilfe dieser Operationen kann man aus
einer integrierbaren Funktion weitere integrierbare Funktionen ablei-
ten.

Satz 7.2.6. Sind f,g:I— R integrierbar, so sind auch

1' f+)f—’
2. 1fIP, p=1,

3. fg

integrierbar.

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu jedem ¢ >0 Treppenfunktionen
¢<f<wmit [v-[¢<e. Dann sind auch ¢, und v, Treppenfunktionen
mit 0 < ¢, < fi <v, und da y.(x) =0 auch ¢, (x) =0 impliziert, gilt

ft[J+(x)dx—f(,b+(x)dxsfu/(x)dx—fcp(x)dx<£,
I I I I

und somit ist f, integrierbar; fur f- erhalt man den Beweis ganz analog,
was 1) beweist. Da |f| = f, + f_ ist auch |f| integrierbar!!.
Fur 2) nehmen wir zuerst einmal an, daf3 0 < f <1, ansonsten ersetzen

wir f durch
f—sup;f

sup; f —inf; f’
was existiert, da f beschrankt ist. Da f integrierbar ist, gibt es Treppen-
funktionen mit gemeinsamer!? Unterteilung X, so da 0<¢<f<y<1
und [y - [¢ <e ist. Far p =1 sind dann auch ¢? und y? Treppenfunk-
tionen mit 0 < ¢? < fP <y? < 1. Fur g(x) = x” und damit g'(x) = px~! liefert
der Mittelwertsatz fur x; < x,

xy —xt =g(x)—gx) =g O —x1) = peP - x1),  E€(x,x),

und mit x; = ¢(x) und x; = y(x) erhalten wir somit

p —(hP - p-1 _ _
YyP () —pP () =p 9;_1 (W) — @) < p(px) —dx)),

<yl l(x)<1

woraus sofort

pr(x)dx—fgbp(x)dxsp(fu/(x)dx—fcp(x)dx)5198
I I I I

llDjese Eigenschaft gilt nur fiir das Riemann-Integral auf einem abgeschlossenen In-
tervall [a, b]. Auf ganz R mit dem etwas komplizierteren LEBESGUE-INTEGRAL funk-
tioniert das nicht mehr!

12Wenn nicht, dann nimmt man wie gehabt die Vereinigung der Unterteilungen, also
deren gemeinsame Verfeinerung.
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und damit die Integrierbarkeit von f” folgt, solange f nichtnegativ ist.
Ersetzen wir f durch |f|, dann folgt 2).
3) folgt sofort aus 2) und der netten Identitat

1
FE8() =2 ((f0+800)* = (f(0) - g(0)7).
U
Korollar 7.2.7 (Dreiecksungleichung). Ist f: I — R integrierbar, so ist
’ff(x)dx sflf(x)ldx. (7.2.5)
I I

Beweis: Nach Satz 7.2.6 ist |f| integrierbar, die rechte Seite von (7.2.5)
ist also wohldefiniert. Schreiben wir f = f; — f-, dann ist nach der ,nor-
malen® Dreiecksungleichung

j;f(x)dx ‘£f+(x)dx—f1f_(x)dx flf+(x)dx flf_(x)dx

flf+(x)dx+flf_(x)dx:f1f+(x)dx+f_(x)dx:fllf(x)ldx,

da fi =0 und damit auch [ f, > ist. O

Satz 7.2.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,¢ € C(I) und
auflerdem ¢ = 0. Dann existiert ein ¢ € I, so daf3

flf(x)go(x) dx:f(é)flgo(x) dx. (7.2.6)

Flir ¢ =1 gilt der Spezialfall

< +

flf(x) dx=f&) (b-a). (7.2.7)
Beweis: Wir setzen
m:= rnin(x), M:rnale(x),

wobei die Extrema nach Satz 4.3.2 existieren. Damit ist m < f(x) < M,
x € I, und damit wegen der Nichtnegativitiat von ¢ auch me(x) < f(x)p(x) <
Mo(x), xe I, also

mf(p(x) dxsff(x)(p(x) dstf(p(x) dx
I I I

und damit gibt es ein y € [m, M], so daf3

flf(x)(p(x) dx:yj;(p(x) ax.

Nach dem ZWISCHENWERTSATZ flir stetige Funktionen, Satz 4.2.2, gibt
es dann aber auch ein &, so daf3 f(¢) = y ist, was den Beweis komplettiert.
O

Das letzte Resultat ist ein konstruktiver Ansatz zur Integration tiber die
naherungsweise Berechnung des Integrals.
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7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Definition 7.2.9 (Riemannsumme). Zu einer Unterteilung X = {xy,..., x,}
von I und STUTZSTELLEN = :={¢y,..., &, mit & € [x5—1, x| definiert man die
RIEMANNSUMME .
Rxz=f:=) [ (xk—x-1). (7.2.8)
k=1
Als FEINHEIT der Zerlegung X bezeichnet man die Grofle

.....

Die Riemannsumme ist das Integral eine Treppenfunktion, deren ,Stu-
fenhohe“ durch Auswertung von f an einer Stelle im jeweiligen Intervall
der Zerlegung gebildet wird. Man kann (7.2.8) aber auch als einen Aus-
druck ansehen, der ausgehend von der Kenntnis von f an den Stellen &
den Wert des Integrals anndhert. Derartige Ausdriicke bezeichnet man
als QUADRATURFORMEL, sie spielen in der numerischen Mathematik ei-
ne zentrale Rolle.

Satz 7.2.10. Sei f: I — R integrierbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
0 >0, so dap fiir jede Unterteilung X mit Feinheit h(x) < 6 und jede Wahl
von zugehdrigen Stiitzstellen = die Abschditzung

Uf(x) dx—Rxz=f|<e¢ (7.2.9)
I

erfiillt ist.

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu dem vorgegebenen ¢ Treppen-
funktionen ¢ < f <y mit [y — [¢p <e; sei Y ={y,...,ym} die zugehorige
gemeinsame Zerlegung. Auf3erdem ist f beschrankt und damit die Gro-
Be

M =sup|f(x)| <oo

xel

wohldefiniert. Mit 6 := "5, seien X = {xo,..., X5} eine Zerlegung mit h(X) <46

und E zugehorige Stiitzstellen. Damit definieren wir die Funktion

n
wx) =Y fEN Xy XEINX,
j=1

Diese Funktion erfiillt
dx)-2M<w(x)<y(x)+2M, xelI\(XUY) (7.2.10)
und auflerdem
[xj, Xjr1]l €V yis) = P =@ =yK), xe(xjxja). (7.2.11)

Sei nun J < I die Vereinigung aller offenen Intervalle (x;,xj41), Zu denen
es ein k gibt, so daf die Voraussetzung von (7.2.11) erfullt ist, also
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[xj,%j+1] < (Vk, Yi+1) gilt. Nun definieren wir eine weitere Treppenfunktion
o zur Zerlegung X, die wir auf zu J gehorigen Intervallen auf 0 setzen
und sonst auf 2M. Dann ist wegen (7.2.10) und (7.2.11)

P(x) —o(x) <w(x) <y(x)+o(x), xel\(XuY). (7.2.12)

Ein Intervall [x;_;,x;], auf dem o # 0 ist, muss einen der Zerlegungs-
punkte yy,..., yn enthalten, im ,schlimmsten® Fall als Randpunkt. Dann
taucht jeder der inneren Zerlegungspunkte y,,...,y,-1 bei zwei solchen
Intervallen auf, die beiden Randpunkte nur einmal. Insgesamt kann es
also hochstens 2(m—1)+2 =2m derartige Intervalle geben, die alle hochs-
tens Lange h(X) <6 haben. Damit ist

fa(x) dx=<=2mQMh(X)<4dmMob =¢
I

und damit

f(p(x)dx—s5fw(x)dxsf1//(x)dx+£.
I I I
=Rxz=f

Da auflerdem [ f < [¢+e, ergibt sich

ff(x)dxsf¢(x)dx+£SRX,5f+2€
I 1

und analog mit [ f> [w—¢ auch [ f = Rx=f-2¢, was schlieBlich die ge-
wunschte Abschétzung

< 2€

Ulf(X) dx—Rx=f

ergibt. O]

Zum Abschluss noch die Additivitat des Integrals unter GEBIETSZERLE-
GUNG.

Lemma 7.2.11. Flir ce (a,b) und integrierbares f ist

b c b
ff(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx. (7.2.13)

Beweis: Sei ¢ >0 und ¢ < f < v wie immer Treppenfuktionen mit [y —
J¢ < e und gemeinsamer Zerlegung X. Mit X, := X uU{c} sind nun ¢, :=

O Xia,c0 Und P2 := P x(c,p) SOWI€ W1 =Y X0 UNd Y2 := v x(,p €benfalls Trep-
penfunktionen mit

P(x) = p1(x) + Pp2(x), Y (x) =y1(x) +y2(x), xel\ X,
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und ¢, < f <y, auf [a,c]\ X, sowie ¢, < f <y, auf [¢,b]\ X.. Damit ist f auf
[a,c] und [c, b] integrierbar und es gilt

v

b b c b
ff(x)dx f(,b(x)dx:f (,bl(x)dx+f ¢1(x)dx
=[S f-e oY e

b b
ff(x)dx+f f(x)dx-2¢e

v

und
b b c b
ff(x)dx < ft//(x)dx:f wl(x)dx+f W (x)dx
Sf;?}_’—g Schf_E
b b
< f f(x)dx+f fx)dx+2¢,

also

b b b

f f(x)dx—(f f(x)dx+f f(x)dx) <2g,

a a Cc
woraus die Behauptung folgt. O

7.3 Integration und Differentiation

Jetzt befassen wir uns mit der Interakttion von Integration und Dif-
ferentiation und werden feststellen, daf3 die beiden ,im wesentlichen®
Umkehrungen voneinander sind.

Ubung 7.3.1 Zeigen Sie: Jede Treppenfunktion und jede monotone
Funktion haben eine Stammfunktion. O

Trotz seines sehr einfachen Beweises tragt der nachfolgende Satz einen
grofien Namen und ist in verschiedensten Formen kommuniziert wor-
den, siehe [27].

Satz 7.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version
1). Fiir f € C(I) ist die Funktion

X
F(x)::f fdt, X € [a,b], (7.3.1)
a

differenzierbar mit F' = f.

Da f € C(I) stetig ist, ist auch f € C[a, x] fiir alle x € [a, b] und damit ist das
Integral in (7.3.1) nach Satz 7.2.2 auch wohldefiniert.
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Beweis: Flur x < (a,b) und & >0 erhalten wir mit Hilfe von Lemma 7.2.11
und (7.2.7)

1 1 x+h X 1 [xth
E(F(x+h)—F(x)) E(f f(x)dx—f f(x)dx)zﬁf fx)dx

1 x+h
= O~ f ldx = £ (&)
hJy
=h
mit ¢ = ¢y, € [x,x+ h]. Dann braucht man nur noch die Stetigkeit, um
einzusehen, daf
ey s l 3 . _ ( . )_
F'(x) _}E})h(ﬂx+h) F(x)) —}ll_r%f(fh) =f }llg(l)fh = f(x)

sein muss. O

Definition 7.3.2 (Stammfunktion). Eine STAMMFUNKTION F oder PRIMI-
TIVE FUNKTION oder ANTIABLEITUNG'3zu einer stetigen Funktion f:1 — R
ist eine Funktion F mit F’ = f. Die Funktion F aus (7.3.1) bezeichnen wir
als KANONISCHE STAMMFUNKTION.

Proposition 7.3.3 (Stetigkeit der Stammfunktion). Ist f: I — R integrier-
bar, dann ist die kanonische Stammfunktion F stetig.

Beweis: Da f integrierbar ist, ist f beschrankt, sagen wir |f(x)| < M,
x € [a, b] und nach Korollar 7.2.7 ergibt sich

|F(x)—F(x)| = f fnde sf If(Oldt<|x—-x'| M, (7.3.2)
X x S~
<M
woraus die Stetigkeit unmittelbar folgt!4. O

Proposition 7.3.4. Zwei differenzierbare Funktionen F,G: I — R sind ge-
nau dann Stammfunktionen zu f € C(I), wenn F — G eine Konstante ist.

Beweis: Da g’ =0 fur g =c, ceR, folgt die Richtung ,,<"* unmittelbar. Sind
umgekehrt F,G Stammfunktionen, dann ist (F-G)'=F -G = f- f=0und
nach Korollar 6.4.7 ist F—G=c fir ein ceR. OJ

Und jetzt noch einmal ein weiterer Satz, der ebenfalls gerne als HAUPT-
SATZ oder FUNDAMENTALSATZ der Differential- und Integralrechnung be-
zeichnet wird.

13Auf Englisch ANTIDERIVATIVE.

14Genau genommen ist F sogar mehr als stetig, namlich LIPSCHITZ-STETIG, eine Ei-
genschaft, die durch (7.3.2) definiert wird und die eine kontrolliertere Form der
Stetigkeit darstellt. Insbesondere kann man in diesem Fall in der e-60-Formulierung
dann immer 6 = ¢/ M wihlen.
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Satz 7.3.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version
2). Ist F eine Stammfunktion zu f € Cla, b], dann ist

b b
f fx)dx = F(b) - F(a) ::F(x)‘xza. (7.3.3)
Beweis: Die KANONISCHE STAMMFUNKTION
X b
R = [ fwdn  Fo@=0Fb)= [ fods
a a

aus (7.3.1) erfallt (7.3.3) und jede andere Stammfunktion F ist nach
Proposition 7.3.4 von der Form F(x) = Fy(x) + ¢ und damit ist

b
F(b) - F(a) = (Fo(b) +¢) — (Fo(a) + ¢) = Fy(b) — Fy(a) :f fx)dx
=0 a

wie behauptet. O

Beispiel 7.3.6. Satz 7.3.5 erlaubt es, Integrale zu Funktionen, die wir
differenzieren kénnen, recht einfach und unspektakular zu berechnen:

1. fe*dx=el-e",

2. [cosxdx=sinx

’

X=a
3. [xFdx =25k ’ , k=0,
X=a
b
4. [L1dx= logx‘x:a, allerdings nur dann, wenn a > 0 ist.

7.4 Rechenregeln fir Integrale

Auch fir Integrale gibt es Rechenregeln, die im Wesentlichen Konse-
quenzen aus Rechenregeln fiir Ableitung und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sind.

Satz 7.4.1 (SUBSITITUTIONSREGEL). Seien I = [a,b], ] = [c,d] Intervalle,
feCU) und ¢ € CY(I) mit o(I) < J. Dann ist
, ¢(b)
[1ow)gwar=[""jwax (7.4.1)
1 @(a)

Beweis: Fur jede Stammfunktion F von f gilt nach der Kettenregel
(Fop)' () =F' (o) ¢'(1) = f (o) ¢' (D), tel,

und damit nach zweimaliger Anwendung von Satz 7.3.5

@(b) ¢(b)
= f(x)dx.
x=¢(a) p(a)

b
ﬁf(w(t))w’(t) dt= fI(Fow)’(t) dt= Fow(t)‘a = F(x)
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O

Unter Verwendung der symbolischen Schreibweise dg(t) = ¢'(t)dt kann
man (7.4.1) etwas illustrativer und vielleicht leichter merkbar als
@(b)
f fle®)de() = fodx (7.4.2)
1 p(a)

schreiben. Tatsachlich steckt hinter (7.4.2) deutlich mehr Methode, aber
das wére an dieser Stelle ein wenig zu viel.

Beispiel 7.4.2 (Substitutionsregel). Zur Illustration der Substitutions-
regel und um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie man damit rechnen
kann, sehen wir uns ein paar Beispiele an.

1. Mit der Substitutionsfunktion ¢(¢) =t + ¢, c € R, erhalten wir

b b b b+c
(t+c)dt:f t+c) 1 dt:f () do(t) = (x)dx,
[r o Ldi= [ femapn=| e
=) ¢'(1)
was niemanden zu sehr tiberraschen sollte.

2. Machen wir es ein klein wenig komplizierter und verwenden fur
¢ # 0 die Funktion ¢(t) = ct, um

b 1 rb 1 rb 1 [rcb
[ renar=<["row ¢ ar== [ rowapn =< [ reax

c c
=@ (1)
zu erhalten.

3. Jetzt wird es ein bisschen spannender, wir berechnen einmal die
Flache des Halbkreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 als!®

1
f V1-x2dx.
1

Mit der Substitution x = ¢(¢) =sint erhalt man also!®

1 /2 /2
V1-x2dx / V1-¢?(0d (t):f V1-sin®t costdt
f—l —n/2 ¢ ¢ - D

/2
/2
f cos’ tdrt,

=Vcos? t=|cos t|=cos t
—m/2

15Dje KREISLINIE besteht ja aus den Punkten (x,y) mit x*>+ y* = 1 und die obere Halfte
ergibt sich damit als y = y(x) = +V1—x2.

16Wir lesen nun (7.4.2) von rechts nach links und erinnern uns daran, daf sin+% = +1
ist.
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7.4 Rechenregeln fiir Integrale

wobei wir benutzt haben, daf3 der Cosinus auf [-x/2,7/2] nichtne-
gativ ist. Da

e\ 10, 1
cos’t= (—) = —(ez”+2+e_2”) = —(1+cos20),
2 4 2

kénnen wir unter Verwendung von 2) folgendermafien weiterrech-

nemn:
1 1 /2
[ \/l—xzdx:—f (1+cos2t)dt
-1 2J-n12
1 /2 1 /2 7T 1 T
= —f 1dt+—f costht:—+—f costdt
‘—n/2 , ‘—n/2 . 2 4 -7
=n =3 J7 costdt
a7 1 . b4 T
= —+4+-—- sinx =—.
2 4 X=-7 2

sinm—sin—-m1=0-0=0

Die Flache des Einheitskreises ist damit exakt n. Damit haben wir
endlich auch die r?z-Formel fiir die Kreisfliche bewiesen, denn,
zur Erinnerung, bisher kannten wir ja n nur als Nullstelle einer
Funktion, die sich aus der komplexen Exponentialfunktion erge-
ben hat.

Die zweite wichtige Rechenregel betrifft das Produkt von Funktionen.

Satz 7.4.3 (PARTIELLE INTEGRATION). Fiir f,ge C'(I), I =[a,bl, gilt

b
flf(x)g'(x) dx:f(x)g(x)’x:a—flf'(x)g(x) dx. (7.4.3)

Beweis: Mit der PRODUKTREGEL (6.2.2) der Differentiation erhalten wir

b b b
f(x)g(x)‘x_a:f (f9)'(x) dx:f fx)g'x)+gx) f'x)dx,
- a a

was sich direkt in (7.4.3) umformen lasst. O

Partielle Integration ist immer dann das Mittel der Wahl, wenn man es
mit Funktionen zu tun hat, die sich durch Ableiten ,loswerden® lassen
oder nach Ableitung reproduzieren. Sehen wir uns zwei einfache Bei-
spiele an.

Beispiel 7.4.4 (Partielle Integration).

1. Mit Hilfe einer Stammfunktion F zu f, also f=F' ist

b b b b
fxf(x)dx - fo'(x)dx:xF(x)‘ —f F(x) dx.
a a xX=a a
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7 Integration

Definiert man die k—~TE STAMMFUNKTION F;. als
X
Fo(x):= f(x), Fi(x) :f Fr (0 dt, keN, (7.4.4)
a

mit F| = Fj_; und F,(Ck) = f, dann ist!”

b b b
f x"f(x)dx:x”Fl(x)‘ B —f nx" 1R (x)dx

b b b
= X"RA@| _ -nx" R+ f n(n-1x"""Fx) dx
x=a x=a Jgq4
k2l . nl . b b
= — ] n—j . _ k n—k
= j;)( 1) (n—j)!x F]+1(x)‘x:a+( 1) fa —(n—k)!x Fiiq(x) dx
L . onl . b
= -1/ n-jr.
- ];0( R e F]+1(x)‘x:a,

da die (n+1)-te Ableitung vom x" ja bekanntlich 0 ist. Kennt man
also die Stammfunktionen von f, so kann man auf diese Art alle
MOMENTE

b
,un(f)::f x"f(x)dx, n €N, (7.4.5)

berechnen. Ist f =0, so lasst sich f Ubrigens auch wieder aus die-
sen Momenten rekonstruieren, aber das ist eine andere Geschich-
tels,

2. Hubsch ist auch fir 0<a<b

b b 1 b
x:a—fa x;dx:x(logx—l)

b
f logxdx = xlogx
a

X=a

Fur eine etwas substantiellere Aussage integrieren wir einmal an den
trigonometrischen Funktionen herum und interessieren uns fiir die Fol-

ge

/2
an::f sin” xdx, neNy
0

17Wer will, kann das Ganze gerne formal mit Induktion beweisen — schaden kann es
nicht!
18Wenn auch eine sehr interessante.
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7.4 Rechenregeln fiir Integrale

mit ag =7 und!® a; = cos0 - cos5 =1. Nun schreiben wir

/2 /2
apel = f sin”“xdx:—f sin” x (cosx)' dx
0 0

. /2
= —S8SIn XCOoSX

/2
+n sin” ! x (cosx) (cosx)dx
x=0 0 ——

=(sinx)’
P S A m2
= —sin” = cos—+sin"0cos0+n sin” 'x cos’x dx
2 2 = 0 ——

=0 =1-sin®x
=0

/2
= nf sin”_lx(l—sinzx) dx:nf
0 0
= nanp-1—Nan+i,

/2 /2

sin”_lxdx—nf sin”™! xdx
0

also
n

b4
i1 = ——0an-1, apg=—,a; =1. 7.4.6
nal = dnel 0=, 4 ( )

Damit ist flir ne Ny

g _ n 2j-1_n@2n-1)2n-3)---3-1 (7.4.7)

T 2704 2j 2 2n@n-2)--4-2 o
noo9j 2n@2n—2)---4-2

a1 = [] / (7.4.8)

2j+1 @n+)@n-1)---53

j=1
und insbesondere % =214 Da fur x€[0,7/2] ja 0 <sinx <1 gilt, ist
sin®**? x < sin®**! x < sin®"* x = Aopso < Aops1 < Q2.
Damit ist
1= lim Gan+1 > lim Gan+a _ im 2n+l =
n—oo dsy, n—oo o, n—oo2n+2
also
1
1 = 1 a2n+1=llmg ﬁ?.k—l ﬁ 2k
B llmﬁZk lﬁlzk 2 1£[4k2
- oan—oo| it 2k—1 |0 2k+1]  mn—oo4k2—1

(7.4.9)

fihrt, mit dessen Hilfe sich n explizit berechnen lasst. Allerdings kon-
vergiert das Produkt nicht sonderlich schnell, fliur n = 500 erhalt man
gerade mal 3.1400, so daf3 die Formel eher von theoretischem Wert ist;
daftir ndhern sich die Werte aber von unten an, man erhalt also immer
genauere untere Abschatzungen von .

19Das ist ausnahmsweise kein Schreibfehler, denn die Stammfunktion zu sin x ist cos x.
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7 Integration

7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

Bei der Definition des Riemann-Integrals hatten wir zwei wesentliche
Einschrankungen:

1. Der Integrationsbereich musste ein abgeschlossenes, endliches In-
tervall sein.

2. Die zu integrierende Funktion, der INTEGRAND??, musste beschrankt
sein.

Um diese beiden Einschrankungen zumindest teilweise loszuwerden
nutzen wir wieder einen Grenzprozess und erhalten so eine Erweite-
rung des Integral- und Integrierbarkeitsbegriff. Die dadurch definierten
Integrale bezeichnet man als UNEIGENTLICHES INTEGRAL. Zuerst lassen
wir eine Integrationsgrenze ,gegen Unendlich gehen®.

Definition 7.5.1. Ist f:[a,00) — R integrierbar auf jedem Intervall [a, b],
b > a, dann heif3t das Integral

00 b
fx)dx:= l}imf fx)dx (7.5.1)

a

KONVERGENT falls der Grenzwert in (7.5.1) existiert?!. Analog definiert
man das Integral [ _boo fx)dx.

Beispiel 7.5.2. Fir s>1 und a >0 ist das Integral

konvergent. In der Tat gilt

b 1 b 1 1 1 1 1
f x Sdx=——x'"° - ( _ )
a | x=a (s=D\ps—1 gs-1 s—1as!
~——
<0 —0

fair b — oo.

Der nachste Fall ist die Situation, daf3 die Funktion f am Rand des Inte-
grationsbereichs nicht definiert ist?2, also eine SINGULARITAT am Rand
hat. Wir legen diese Singularitit auf den linken Rand, eine Singulari-
tat am rechten Rand und eine beiderseitige Singularitat behandelt man
analog.

2080, jetzt ist dieses Wort auch einmal aufgetaucht. Und eine Integrandin gibt es nicht,
auch nicht im Zeitalter der gendergerechten (was fiir ein grausiges Wort, auch ohne
das zugehorige Konzept) Sprachregelungen.

21Und zwar wieder fiir jede Folge b, — co und unabhingig von der gewihlten Folge.

22Nach dem ,Zerlegungssatz*, Lemma 7.2.11 kénnen wir das Intervall an jeden Punkt
im Integrationsbereich, an dem f nicht definierte ist, in zwei Teilintervalle aufspal-
ten, die den ,bdsen” Punkt dann als Randpunkt haben.
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

Definition 7.5.3. Ist f: (a,b] — R integrierbar auf jedem Intervall?3 [a+
€,b] so heifsit das Integral KONVERGENT, wenn der Grenzwert

b b
f f(x)dx:= lim f fx)dx (7.5.2)
a e—0"Ja+e

existiert.

Beispiel 7.5.4. Das Standardbeispiel ist
b1
f —dx, a<l,
0

fir das wir

erhalten. Fur a =1 hingegen ist
[ Lax-toga
3 x=logx| _

was leider nicht konvergiert.

=logb—loge,
€ —~—

——00

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale kénnen wir Integration nutzen, um
sehr elegant die Kovergenz gewisser Reihen beurteilen zu kénnen.

Satz 7.5.5 (Integralvergleichskriterium). Flir eine nichtnegative monoton
fallende Funlktion f:[1,00) — R, konvergiert das Integral

f fx)dx
1

genau dann, wenn Reihe
(o]
> fm
k=1
lconvergiert.

Beweis: Da f monoton fallend ist, ist

n+l
fn+1) < f fx) dx< f(n), nen,
n
=f($), xe[n,n+1]

und damit

n k+1

n n
Y flk+D) < Z f(x)dx= f fdx<) fh, neN.
k=1 k=1

k=1

Damit ist aber die Summe genau dann beschriankt und damit konver-
gent, wenn das Integral beschrankt und damit konvergent ist. O

23Nicht vergessen: Integrierbarkeit ist auf abgeschlossenen Intervallen definiert!
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7 Integration

Beispiel 7.5.6. Die Reihe Y n™* konvergiert flir @ > 1 und divergiert fur
a <1, wie uns jetzt ganz einfach das Integral

n nl—a_l
f x %dx=
1 l-«

sofort zeigt. Damit kann man die Grenzwerte dieser Reihe als Funktion
von s betrachten:

[e.°]

C(a)::kZ’l%, x>1, (7.5.3)

die erst richtig interessant wird, wenn man a € C mit f®a > 1 wahlt. Das
ist dann die bertithmte RIEMANNSCHE ZETAFUNKTION, siehe [8], deren
Nullstellenverhalten immer noch ungeklart ist?%.

Und wenn wir schon bei den bertihmten Funktionen sind, dann definie-
ren gleich noch eine ganz spezielle SPEZIELLE FUNKTION.

Definition 7.5.7 (Gammafunktion). Die GAMMAFUNKTION ist definiert
als

F(x)::f * e ldt, x>0, (7.5.4)
0

Die obige Definition ist an beiden Grenzen ein uneigentlichens Integral.
Am linken Rand stellen wir fest, daf3 der Integrand f(¢) = t*le7t aus
(7.5.4) f(1) < t*! erfiillt und daher nach Beispiel 7.5.4 das Integral kon-
vergiert. Andererseits2® ist, wenn wir ¢ so grof wihlen, daf e’ > t'* ist,
auch t* e’ < 2 und das Integral konvergiert nach Beispiel 7.5.2.

Das Schoéne an der Gammafunktion ist die Tatsache, daf3 sie eine
kontinuierliche Erweiterung der Fakultét ist.

Proposition 7.5.8 (Gammafunktion und Fakultat). Die Gammafunktion
erfiillt

'x+1)=xI'(x), xeR,, und I'm+1)=n! neN. (7.5.5)

Beweis: Beginnen wir mit der Rekursionsformel links in (7.5.5), die wir

durch die partielle Integration®®
(e ¢] fo%) [ee] tx
x+1) = f txe_tdt:—txe_t‘ +xf e tdt=1lim — +xT(x)
0 =0 0 t—oo el
=0

beweisen und fiir die rechte Formel brauchen wir nur noch, daf3

t—o00

oo [es)
F(l):f e_tdt:—e_t) =—lime ‘'+1=1
0 t=0

=0

24Das ist die RIEMANNSCHE VERMUTUNG, die (Stand Juni 2015) eine der letzten tiber-
lebenden ,groflen” Vermutungen der Mathematik ist.

25Und das durchaus in einem doppelten Sinne.

26Dje Integration der ,selbstreproduzierenden” Exponentialfunktion gegen eine ,redu-
zierende“ Potenzfunktion schreit férmlich danach
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

ist, denn dann ist
I'n+l)=nI'(n-1)=---=nn-1---I'Q) =n!,
wie behauptet. O

Definition 7.5.9 (Logarithmische Konvexitit). Eine Funktion?” f:1—
R; heif3it LOGARITHMISCH KONVEX, wenn die Funktion log f : I — R konvex
ist, d.h., wenn fir A€ [0,1]

f(A,x'i' (1 _A)x’) — elogf(ﬂx+(l—l)x’) < e/llogf(x)+(l—/1)10gf(x’) — f(x)A .f(x,)l—l (7‘5‘6)
gilt.

Logarithmische Konvexitat ist eine zentrale und beinahe charakterisie-
rende Eigenschaft der Gammafunktion.

Satz 7.5.10 (Gammafunktion).

1. Die Gamumafunktion ist LOGARITHMISCH KONVEX.

2. Ist f:R; — R, eine logarithmisch konvexe Funktion mit f(x+1) = xf(x)
und f(x)=1, soist f=T.

Beweis: Aus der HOLDER-UNGLEICHUNG

b b p , b l/q 1 1
f If(x)g(x)ldx:(f If(x)l”) ([ Ig(x)lq) , —+—=1, (7.5.7)
a a a p g

siehe Ubung 7.5.1, folgt mit p:=A71, g:=1-1)"', daB

b /
F()lx+(1 —)L)x') ‘_f t)Lx+(1—7L)x—le—tdt

£

b b
_ f t?tx+(l—/1)x’—le—tdt :f tx/p+x'/q—(l/p+1/q)e—t dt

€ €
b 1/ b 1/
ENY) _ q _ -1 —n1l/ -1 - q
— f (tx 1) P(tx’ 1) e t(l/p+1/q)dt:f (tx le t) P(tx/ 1e t) dt
€ €

1/p 1/p

b /
U t* _1e_tdt) — T +T)',
£

IA

b
(f tx_le_tdt)
&

wobei wir formal erst die Ungleichung fiir die endlichen Integrale be-
stimmen und dann jeweils die Grenziibergange ¢ — 0 und b — oo durch-
fihren muissten. Auf jeden Fall beweist das 1).

Sei umgekehrt f eine Funktion, die die Bedingungen von 2) erfullt,
dann folgt aus der Funktionalgleichung f(x+1) =xf(x), daf

n—-1
fa+m=x+n-Dfx+n-1)=--=fx [[(x+k), nen, (7.5.8)
k=0

2"Das Intervall I hier kann offen, abgeschlossen und uneigentlich sein, insbesondere
ist I =R, erlaubt.
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7 Integration

gelten muss und die Normalisierung f(1) =1 ergibt auch schon f(n+1) =
n!, auf N stimmen f und I also schon einmal tberein. Fir den Rest
verwenden wir zu x € (0,1) die logarithmische Konvexitédt und die einfach
zu verifizierende Beobachtung x+n=(01-x)n+x(n+1):

flx+n) = f(-0n+x(n+D))<fm)'™*fn+D*

f(n+1))x .
= = —]_' .
f(n) ( 0 (n-1'n

=(n—1)! “=—
=(n!/(n-1)H*=n*

Weil es so schon funktioniert hat, dasselbe Spiel mit n+1=x(n+x)+ (1-
X)(n+x+1):
n = f+)=fxmr+0)+1-0n+x+1)<fr+x0)*fn+x+D"
= f(n+x)x((n+x)f(n+x))1_x = f(n+x)(n+x'7,
was insgesamt die Ungleichungen
nn+x) < fx+n) < n-Dn* nenN, (7.5.9)
1
=nln*~

ergibt. Setzen wir nun (7.5.8) in (7.5.9) ein und dividideren durch das
positive Produkt, dann erhalten wir die Ungleichung
n! n!

s x—l_ _—' x—1 7 1
!x+n_1)._.x(n+x) J<f(x><£x+n—l)---xn , (7.5.10)
::c;;(x) =:£;(x)
wobei28
a,(x) (n+x\x1 x\x-1 . ap(x)
= =(1+— 1 =1.
b, (x) ( n ) (+n) - nl—r’gobn(x)

Existiert also einer der beiden Grenzwerte a* =lima, oder b* =limb,, fir
n — oo, dann existiert auch der andere die beiden Grenzwerte und de-
finiert den Funktionswert f(x) eindeutig. Wirde eine der beiden Folgen
divergieren, so tate dies auch die andere und die Funktion ware an der
Stelle x nicht definiert?®. Nun kennen wir aber eine Losung, der Funk-
tionalgleichung, namlich I', weswegen also fiir jedes x € R,

nlggo an(x) = nlglgo by (x) =T (x) = fx)=T(x)
gelten muss. O

f]bung 7.5.1 Beweisen Sie (7.5.7). Hinweis: Wenden sie die Holdersche
Ungleichung (6.5.10) auf die Riemannsumme an und verwenden Sie
Satz 7.2.10. O

Als Anwendungen erhalten wir Formeln fiir die Gammafunktion und
um 7 in ihr zu finden.

28Zur Beachung: Da x < 1 ist dieser Quotient auch wirklich < 1, was konsistent mit
a, < b, ist.
29Sie hatte ,Funktionswert co“.
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

Korollar 7.5.11. Flir xeR, ist

X

!
T(x) = wn (7.5.11)
n~oo x(x+1)---(x+n)
und )
r (5) =. (7.5.12)

Beweis: Der Ausdruck auf der rechten Seite von (7.5.11) ist b”xTnn’ was
fiir jedes x denselben Grenzwert n — oo wie b, hat, namlich I'(x). Damit
ist aber insbesondere

(1) . n'\v/n

(-] = lim

2 n—ocol(1+ 1) -(n-1+Hn+3)
1 . n'\v/n

F(—) = lim 1 1 1 1.’
2 n—oe(1-3)2-35)-(n=-3)(n+3)

also, indem wir im Nenner den (k+ 1)ten Term des ersten Produkts mit
dem kten Term des zweiten Produkts zusammenfassen,

1\ 2n (nh?
T'|- = lim : :
”—’°°n+2(1 4)(4—3)--'(7’12—1)
n n 4k2 T
= lim lim =2 1i 2—=m,
”—’°°n+1" ,!_[kz—}l n—><>0,£[14k2—1 2

wobei wir nochmals das WALLIS-PRODUKT (7.4.9) verwendet haben. [

Die Formel (7.5.11) kann man schlief3lich auch nutzen, um eine Aus-
sage Uber das Verhalten der Funktion n — n! zu erhalten. Dazu nennt
man zwei Folgen3® a,b ASYMPTOTISCH AQUIVALENT, in Zeichen a ~ b oder
a, ~ b,, wenn
lim n _ 1
n

ist. Mit dieser Terminologie kann man die STERLING-FORMEL als
n
n! ~ \/Znn(ﬁ) (7.5.13)
e

schreiben, Beweis siehe [10, 15]. Und so seltsam sie auch aussieht, sie
kann tatsachlich von Nutzen sein ...

30Die nicht konvergent sein miissen!
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Folgen und Reihen von 8
Funktionen

Die sichere Uberzeugung, daf3 man kénnte, wenn man wollte,
ist Ursache an manches guten Kopfes Untditigkeit, und das nicht
ohne Grund.

(G. Chr. Lichtenberg)

In diesem letzten Kapitel betrachten wir nun nicht nur einzelne Funk-
tionen, sondern Folgen f,,: D — R von Funktionen, und interessieren uns
fiir deren Gemeinsamkeiten. Dabei kann D wieder eine ziemliche belie-
bige Teilmenge von R sein, wenn wir mit Eigenschaften wie Stetigkeit,
Integrierbarkeit oder Differenzierbarkeit operieren wollen, dann sollte
nattrlich auch D passend sein.

8.1 Punkiweise und gleichmdBige Konvergenz

Definition 8.1.1 (Konvergenz). Sei f,,: D — R, neN, eine Folge von Funk-
tionen mit gemeinsamem Definitionsbereich D.

1. Die Folge f, hei3t PUNKTWEISE KONVERGENT mit Grenzfunktion f:
D — I, wenn es zu jedem x € D und jedem ¢ >0 ein ny € N gibt, so daf

|f0) - fu®)|<e,  n=ng. (8.1.1)

2. Die Folge f, heif3t GLEICHMASSIG KONVERGENT mit Grenzfunktion
f:D—1I,wenn es zu edem € >0 ein ny € N gibt, so daf3

|lf(x0) - fux)| <e, n=ny xe€D. (8.1.2)

Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichmépiger Konvergenz
besteht also darin, dafl in letzterem Fall der Index ny von der Stelle x € D
unabhdingig ist.

Jede gleichmafig konvergente Folge ist auch punktweise konvergent,
die Umkehrung gilt allerdings nicht, selbst wenn die Funktionen stetig
sind. Das ,klassische” Gegenbeispiel auf dem Intervall [0,1] ist die Folge

nx, x€[0,+],
fa(x):=3 2-nx, xe[,2], (8.1.3)
0, x€[2,1],
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

sieche Abb. 8.1.1. Fiir jedes x>0 ist f,(x) =0 fiir alle n>1 und f,(0) =0
gilt sogar fur alle n. Daher konvergiert die Funktion punktweise ge-
gen Null und musste, wenn sie gleichméagig konvergieren wurde, eben-
falls Grenzfunktion Null haben!. Nun gibt es aber zu jedem n e N ein
x, namlich x = % an dem f(x) =1 ist. Wem das nicht reicht, der kann

gn(x) = nf,(x) betrachten, da divergieren die Werte an x = % sogar.

A

1

| ‘ >
0 1/n 2/n

Abbildung 8.1.1: Einfachstes Beispiel einer punktweise, aber nicht gleich-
magig konvergenten Funktionenfolge. Das ,Dach” ruckt far
n — oo immer weiter nach links.

Proposition 8.1.2. Ist f,,: D — R eine gleichmdf3ig konvergente Folge von
stetigen Funktionen, dann ist auch der Grenzwert f stetig.

Beweis: Sei ¢ >0 und x € D. Wegen der gleichmé&figen Konvergenz der
Folge f, gibt es ein keN, so daf?

|fk(y)—f()/)|<5, J’ED,
und da f; stetig ist, gibt es auch ein 6 >0 mit
lx-x'l<6 = |fi() = fi(XI <e.

Damit ist fur |x—x'| <6

|f) - fON] = |fO0) = firl) + fir) — firx) + fir (X)) = f(x)]
= lf(x) —fk(x)[+Jfk(x) —fk(x,)l+lfk(x,)—f(x’)[<35,
und damit ist f stetig. O

IDer gleichméflige Grenzwert muss nach (8.1.1) und (8.1.2) an jeder Stelle mit dem
punktweisen tibereinstimmen.

2Wegen des Betrags ist |fi— f| = |f — fi|, man kann die Reihenfolge also nach Lust und
Laune vertauschen.
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8.1 Punktweise und gleichméBige Konvergenz

GleichmdfSige Konvergenz ist notwendig, damit Proposition 8.1.2 funk-
tioniert, ansonsten ist sie im allgemeinen falsch®. Ein einfaches Gegen-
beispiel ist auf I =[-1,1] die Folge

max(—1,nx), x<0
fux) = 0, x=0, (8.1.4)
min(1,nx), x>0,

von stetigen Funktionen, die punktweise gegen die SIGNUMFUNKTION
-1, x<0,
ox) = 0, x=0, (8.1.5)
konvergiert. Ein bisschen mehr Spaf3 macht allerdings das folgende Bei-

spiel aus [12].

Beispiel 8.1.3 (Coole Funktion). Wir konstruieren ein Beispiel, wo die
Grenzfunktion an allen rationalen Zahlen unstetig ist.

1. Die Funktion

- x=teq,
f(x):{ q g0 (8.1.6)
0, xeR\Q,

wobei die Darstellung p/q einer rationalen Zahl so gewahlt sein
soll, daB ¢ € N minimal ist, ist UNSTETIG* auf Q und STETIG® auf
R\Q und stellt daher eine gewisse Herausforderung an die Intuition
dar.

2. Um auf [0,1] eine Folge f, zu konstruieren, die punktweise gegen
f aus (8.1.6) konvergiert®, betrachten wir alle x = g €[0,1] mit g<n

und setzen an diesen Stellen f,(x) == sovme
1, _ Py 1y, 1P _ p_1p
f(x)'—n2 q(x q+n2)+n(q x), xe[q n?’ q
n L
Ty _ Py lep_P_ 1 PP, L
n (X q)+q(x q 77) xEe [qq n?

was nichts anderes ist als eine stiickweise lineare Funktion, die
an den Stellen gi # wieder bei 1 landet. An allen anderen Stellen

setzen wir f, = <.

3Das heift, es gibt mindestens ein Gegenbeispiel.

4In jeder beliebigen Nahe zu einem rationalen Punkt gibt es andere rationale Punkte
mit beliebig grofiem Nenner, an denen f beliebig nahe an Null kommt

5Um an eine irrationale Funktion nahe genug heranzukommen, muss der Nenner
immer gréfler werden.

6Wer eine Funktion auf ganz R bevorzugt, setzt dieses f einfach 1-PERIODISCH fort,
also f,(k+x) = fu(x), keN, x€[0,1). Das ist stetig da f,(0) = f,(1) =1.

127



8 Folgen und Reihen von Funktionen

3. Diese Folge f; erfullt sogar f,, = f,+1. fallt monoton und konvergiert
punktweise gegen f: Fur jede rationale Stelle x = g ist irgendwann
n=q und fir irrationale x € R\ Q konvergiert f,(x) gegen Null.

4. Leider ist f aber eben unstetig an Qn[0,1].

12

13t

1/4 +

15 +

>

14 173 12 2/3  3/4 1

Abbildung 8.1.2: Die Funktion fs; aus Beispiel 8.1.3. Man sieht die ,hohen Gip-
fel“ der Funktion f, allerdings mit der Breite n~2, die im Laufe
des Prozesses immer mehr abnehmen wird. Alle anderen Gip-
fel sind durch den Minimalwert % "tiberflutet”, tauchen aber
fiir hinreichend grofes n irgendwann auf.

Die Funktion aus Beispiel 8.1.3 hat aber noch eine schéne Eigenschatft:
Sie ist Riemann-integrierbar auf [0,1] und ihr Integral ist 0. Um das zu
zeigen, brauchen wir eine Ober- und eine Untersumme, also Treppen-
funktionen ¢ < f < mit 0= [¢ = [y. Die Wahl ¢ = 0 ist einfach, far
v verwenden wir eine Folge von Treppenfunktion, die sich analog zu
Abb 8.1.2 ergibt, namlich

p_1 p, 1
1, xe[q n3,q+n3,

1
o sonst.

U/n(x) = {

Es gibt in [0,1] maximal n? Briiche” mit Nenner < n und jeder dieser Bruii-
che fligt eine Treppe mit Fliche 2/n® hinzu, also insgesamt héchstens

“Genauer: 2 mit Nenner 1, einen mit Nenner 2, 2 mit Nenner 3, 3 mit Nenner 4, und
das bereits mit Doppelnennungen, also insgesamt 2+ 2%=1) was mit n? hinreichend

2
grof3zligig abgeschatzt ist.
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1

eine Flache von 2/n. Den Rest tiberschatzt man mit f -

insgesamt, daf

=1 und erhalt

1 2 1 3
Osf Ypx)dx<—+—=—,
0 n n n

was fur n — oo tatsdchlich gegen 0 konvergiert.

Bei der Konvergenz von Folgen haben wir den Abstandsbegriff verwen-
det, der durch die Betragsfunktion, die auf jedem geordneten Korper
existiert. Das wollen wir im Vorgriff auf Analysis 2 ein wenig abstra-
hieren, wobei wir auch gleich komplexwertige Funktionen betrachten
konnen, durch den Betrag in (8.1.7) passiert ja nichts wesentliches.

Definition 8.1.4 (Supremumsnorm). Die SUPREMUMSNORM Zzu einer
stetigen Funktion f:D — C ist definiert als

I fllDoo =l fllew :=sup|f(x)I. (8.1.7)
xeD

Ist D =[a,b], dann kann man ,sup“ auch durch ,max“ ersetzen.

Ubung 8.1.1 Zeigen Sie: | - ||, erfiillt die NORMAXIOME

1. Ifleo=0und [[fle=0 < f=0.
2. lcfllo =lelll flloos cER.

3. 1f+8lloo=flloo+ lI&lloo-
¢

Die Normaxiome aus Ubung 8.1.1 sind genau die Eigenschaften des Be-
trags, die wir bei der Konvergenzanalyse von Folgen stdndig verwendet
haben. Damit geben Sie uns auch einen Konvergenzbegriff von Funk-
tionenfolgen. Und der lasst sich leicht identifizieren.

Proposition 8.1.5. Eine Folge f, konvergiert genau dann gleichmdifSig
gegen f, wenn || f, — fllo eine Nullfolge ist.

Beweis: ,=“: Konvergiert f; gleichmassig gegen f, dann gibt es zu jedem
€ >0 ein ny, so dap |f,(x) — f(x)| < e fur alle x € D erfiillt ist. Nach der
Definition des Supremums gibt es aber auch ein x* € D mit

| fn(x™) = f(x™)|>suplfp(x)— f(x)|—¢€

xeD

und damit ist

I fr— flloo :=suplfrn(x) = f)| <|fn(x™) = f(x")|+€<2€, n = ny,
xeD

und | f; - flle ist eine Nullfolge. Fur ,<* wahlen wir zu € > 0 ein ny, so
dag | f,— flleo <€, n=ny, und erhalten, dafy dann auch far alle xe D

| frn(x) = FO| < sup | fn(x) = FED =1 fru= flloo <&, n=ny,

x'eD
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

erfullt sein muss. 0

Mit anderen Worten: Die SUPREMUMSNORM beschreibt gleichméafiige Kon-
vergenz. In diesem Kontext kann man nun wieder ein Cauchy—Kriterium
aufstellen und in fast perfekter Analogie all das machen, was wir vorher
mit Folgen und Reihen von Zahlen gemacht haben.

8.2 Konvergenzsdatze

Als erstes sehen wir uns Reihen von Funktionen und deren absolute
Konvergenz an.

Satz 8.2.1 (Absolute Konvergenz). Sei f;, : D — R eine Folge von Funktio-
nen, fiir die die Reihe X f,, ABSOLUT KONVERGENT ist, d.h.

> I fullo <o (8.2.1)
n=1
Dann konvergiert die Reihe
Y f
n=1

absolut und gleichmdifSig gegen eine Grenzfunktion f.

Beweis: Fur jedes xe D ist

Y Af )= ) M fulloo <00,
n=1 n=1

die Reihe X f,(x) konvergiert also absolut und die Funktion f:D — C ist
wohldefiniert. Aulerdem ist fiir xe€ D

FO=Y i)=Y fid]=s X i@l Y lfulloo
k=1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

wobei der letzte Ausdruck eine von x unabhangige Nullfolge in n ist. Das
bedeutet aber gerade, daf3 die Reihe GLEICHMASSIG KONVERGENT ist. [J

Unter gewissen Voraussetzungen konvergieren auch Integrale.

Satz 8.2.2 (Integrale). Konvergiert die Folge f, € Cla, b] von stetigen Funlc-
tionen gleichmdf3ig gegen f € Cla, b], dann ist

b b
ff(x)dx=nli_1}(}of fu(x)dx. (8.2.2)

Beweis: Nach Proposition 8.1.2 ist f stetig und damit integrierbar, dank
Satz 7.2.7 und Satz 7.2.8 ist

b b
f f(x) dx—f fn(x)dx
a a

IA

b
[lr@- | ax=|7© - ol o-a
| f=full(b—a),

und da || f - full — 0 fir n — oo, konvergieren auch die Integrale. O

IA
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Bemerkung 8.2.3. Punktweise Konvergenz reicht fiir die Integrale nicht
aus! Das einfachste Beispiel ist die Funktionenfolge g, := n f, mit den
Funktionen f, aus (8.1.3) bzw. Abb 8.1.1. Der punktweise Grenzwert ist
g =0, aber es gilt

1 1 1
f gn(x)dx=1 = lim f gn(x)dx=1#0 :f gx)dx.
0 0 0

n—oo
Und auch fiir die Ableitung gibt es einen Satz.

Satz 8.2.4. Ist f, € Clla,b] eine Folge differenzierbarer Funktionen, die
punktweise gegen f : [a, b] — R konvergiert und deren Ableitungen f, gleich-
mafig konvergieren, dann ist f differenzierbar und es gilt

nli_r»x&)f,é(x) = f'(x), x € la,b). (8.2.3)

Beweis: Da die Funktionen f; gleichmdifSig konvergieren, ist die Grenz-
funktion g stetig und integrierbar und nach Satz 8.2.2 ist fiir jedes
X € [a,b]

f@) = lim f,00= lim (fn(a)+ f f,;mdr)

,}illgof”(“H,}ilEof f,;(t)dt:f(a)+f g(ndt,

und damit ist nach Satz 7.3.1 f differenzierbar mit f'(x) =g(x), xe D. O

8.3 Der Satz von Arzela-Ascoli

Die Aussagen des letzten Abschnitts waren allesamt durchaus unspek-
takular® und die Gegenbeispiele waren fast interessanter als die Re-
sultate selbst. In diesem Abschnitt werden wir uns einen klassischen
Satz ansehen, der ein Analogon des Satzes von Bolzano-Weierstrass,
Satz 3.3.2, darstellt. Dazu erst einmal eine kleine Vorbemerkung.

Ist f, € Cla,b] eine gleichmafiig konvergente Folge stetiger Funktio-
nen auf einem kompakten (abgeschlossenen und beschrankten) Inter-
vall, dann bildet diese Folge eine CAUCHY-FOLGE beziglich der Norm,
d.h., fur alle £ >0 gibt es ein ny, so daf fiur m,n= ny

e>fn—fimlloo = xler%%] | fn(x) = fin(x)] = |fn(x) = fn(x)| <&, x€la, bl

(8.3.1)
gilt. Die Funktion f;,, ist nach Satz 4.3.4 GLEICHMASSIG STETIG, es gibt
also ein 6 =6,, >0, so daf3

lx—x'|<6 = | frn(x) — f(x)] < &. (8.3.2)

8Muss ja auch nicht immer so sein.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Jetzt betrachten wir so ein Paar x,x’ mit? |x— x'| <6 und erhalten, daf

|fn(x) _fn(x,”

| /2 (X) = (%) + fin(X) = fin(x) + frn(x) = fu(x)]
[Jn(0) = fin ()] + | fin () = fin )] + [ fin (&) = fu ()| < 3,

<€ <€ <€

IA

und damit haben wir ein §, namlich §,, gefunden, so dagf fiir alle n = ny,
unabhangig von n die Aussage

lx—x'| <6 > | fr(x) — fu(x)] <3¢ (8.3.3)
erfullt ist. Diese Eigenschaft formalisieren wir.

Definition 8.3.1 (Gleichgradige Stetigkeit). Eine Menge oder FAMILIE?
Z < C(D) von stetigen Funktionen heif3t GLEICHGRADIG STETIG, wenn es
zu jedem € >0 ein ¢ > 0 gibt, so daf

lx—x'| <6 = If(x)- f(x)<e, feZ. (8.3.4)

Bemerkung 8.3.2. Definition 8.3.1 ist ein bisschen redundant, denn
jedes Folgenglied f;, einer Folge von gleichgradig stetigen Funktionen ist
ja automatisch GLEICHMASSIG STETIG und somit auch stetig.

Die Uberlegungen, die zu (8.3.4) gefiihrt haben, lassen sich dann fol-
gendermafien zusammenfassen.

Proposition 8.3.3 (Gleichgradige Stetigkeit). Jede gleichmdBig konver-
gente Folge .7 = (f,,: n e N) von stetigen Funktionen ist gleichgradig stetig.

Satz 8.3.4 (ARZELA-ASCOLI). Fiir eine Familie . < Cla,b] von stetigen
Funktionen sind die _folgenden Aussagen dquivalent:

1. Jede Folge f, € % enthiilt eine gleichmdcif3ig konvergente TEILFOLGE.
2. ¥ ist gleichgradig stetig und punktweise beschréinkt.
Fur den Beweis brauchen wir eine kleine Hilfssaussage.

Lemma 8.3.5. Ist 1) in Satz 8.3.4 erfiillt, so ist.# gleichmd3ig beschrdinkt,
d.h.,

sup |l flloo < 00.
feF

9Nochmals als Hinweis: Dieses § hingt von dem wie auch immer festgelegten Wert m
ab.

10Eine Familie von Funktionen kann ansonsten véllig unstrukturiert sein. Soll also
keiner sagen, mathematische Definitionen oder Nomenklatur hatte keinen Reali-
tatsbezug.
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8.3 Der Satz von Arzela-Ascoli

Beweis: Ware .# unbeschrinkt, dann gibt es eine Folge f, € .# mit
[ frllo = n und damit mit Punkten x,, so daf |f,(x,)| = n. Wirde diese
Folge gegen f konvergieren, dann gilt fiir jedes ¢ und » hinreichend
grof3, daf3

lfx)l = fuxn)|—e=zn—¢
und f ware unbeschrankt im Widerspruch zur Stetigkeit von f. O
Jetzt aber an die Arbeit, wir kommen zu einem der langsten Beweise
dieser Vorlesung!!.
Beweis von Satz 8.3.4: Wir beginnen mit ,2) = 1)“ und nehmen an,
dagp die Folge f, eine Folge in der gleichgradig stetigen und punktweise
beschrankten Familie .# ist. Ausserdem sei x;, k€N, eine ABZAHLUNG
von X :=[a,b] nQ. Diese Punkte liegen DICHT in [a,b], d.h. fir jedes x €
[a,b] und jedes € >0 gibt es einen Index k, so daf |x—xi| < € ist. Da die
Folge f.(x1), neN, eine beschrankte Folge von Zahlen ist, enthalt sie
nach Satz 3.3.2 eine konvergente Teilfolge f,(, und wir definieren

fx1):= %Elgofal(n) (x1). (8.3.5)
Dasselbe Argument mit f;,(,(x2) liefert eine Teilfolge f;,,) von fs,» mit
f(xz) = %Elgofag(n) (x2).

Da o, eine Teilfolge von ¢; war, gilt (8.3.5) auch mit ¢, anstelle von o;.
Auf diese Weise konstruieren wir Teilfolgen o und Funktionswerte mit

f(x]-) = r}i_l:lgofak(”) (x]'), ] = 1,...,k. (836)

und mit o: k— o (k) erhalten wir eine Folge, fir die

f&p=lim foo(xj),  jEN, (8.3.7)
erfiilllt ist'?> und damit ist die Grenzfunktion f zur Teilfolge o schon

einmal auf X definiert. Die Folge konvergiert, ist damit eine Cauchyfolge,
so daf} es zu jedem ¢ >0 ein ny gibt, so daf

| foom X)) = fom(x)| <€, jEN, m,n=ny. (8.3.8)
Wegen der Gleichstetigkeit gibt es zu jedem ¢ >0 ein 6 >0, so daf
x—x'| <8 > | fom () = fom(XN)| <é&, x€la,bl,neN. (8.3.9)

Auflerdem kOnnen wir [a,b] aber bereits mit endlich vielen Intervallen
der Form [x;-6,x;+8] iiberdecken!3, sagen wir mit den Intervallen I, ..., Iy

llFast schon ein ,richtiger* Beweis.

12(8.3.7) gilt fiir jedes j, aber nicht unbedingt gleichmdBig in j, was wir aber auch nicht
brauchen werden, da wir gleich feststellen werden, daf3 nur endlich viele j benétigt
werden und damit wird die Sache deutlich entspannter.

13Das ist eine ganz wesentliche Konsequenz der Gleichstetigkeit und damit eine Ei-
genschaft der Folge f,, die uns dieses § liefert.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

und wir ordnen unsere Punkte in X so um, daf3 I; = [x;—6,x;+0], j=
1,...,N, ist. Damit zeigen wir nun die Konvergenz auf X: Zu x € [a, b] und
€ >0 existiert 6 >0, so daf3 (8.3.9) erfiillt ist. Dazu gibt es die d—Intervalle
Ii,..., Iy, die [a,b] Uiberdecken und damit einen Index j € {1,..., N} mit
x € I;. Auflerdem gibt es das ny aus (8.3.8), und wir wihlen m,n = n,.
Dann ist

|fa(m) (x)— fa(n) (x)|
= Jfa(m) (x) — fa(m) (xj)[+lfo(m) (xj) - fa(n) (xj)[+lf0(n) (%) - fa(n) (xj)l

<& <€ <€

< 3¢,
und diese Abschatzung gilt GLEICHMASSIG in x, d.h.

Il fotm) = foumlloo < 3, m,n = ny,

die Teilfolge konvergiert daher gleichmafig und hat eine stetige Grenz-
funktion.

Fur die Umkehrung , 1) = 2)“ nutzen wir zuerst einmal Lemma 8.3.5,
um zu erkennen, daf3 .# gleichmafig und damit nattrlich insbesondere
punktweise beschrankt ist. Nehmen wir also an, .# ware nicht gleich-
gradig stetig, d.h., es gibt ein € >0, so daf fur alle § > 0 eine Funktion
[ = fs und Punkte x = x5, x' = xj mit der Eigenschaft

Ix—x'| <6 und lf(x) - f(x)|>e (8.3.10)

existieren. Nehmen wir wieder speziell 6 = 1, so bekommen wir Folgen
fneZ und x,,x), € [a,b] mit

| X, — x| <& und | fn(Xn) = fu(x)] > €. (8.3.11)

Die Folge der x, ist beschrankt und enthélt daher nach dem Satz von
BOLZANO-WEIERSTRASS!4, Satz 3.3.2, eine konvergente Teilfolge x,(,) —
x. Wegen |xs(m — X, | < 55 < 5 konvergieren auch die x/ ,, gegen x. Nach
Voraussetzung enthalt nun f;, eine gleichmafig konvergente Teilfolge

fo'ay — f, fur die dann

€< )fa’(n) (Xo'tm) = fortmy (x;/(n))

< ‘f(xa’(n)) = f i)

+ | f o) = forim oron) | + ‘f(x;'(n)) = forom (K1)

i
slf=foromlloo s f=formlloo

J(Xor(n)) _f(xcly/(n)) +21f = formlloo — 0
S
TV _}0
—0

<

[\

gelten muss, was einen Widerspruch liefert, da die rechte Seite fir n — oo
gegen Null konvergiert. O

l4Wie schon gesagt: Diese beiden Resultate sind miteinander verwandt!
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8.4 Potenzreihen und die Taylor-Formel

Ein PoLyNOM, also eine Funktion der Form
k
fl2)= Z ar 2%,
k=0

wobei z gerne auch komplex sein darf, ist naturlich eine besonders ein-
fache Funktion und kann auch als Summe der Monome a,z" angesehen
werden. Etwas allemeiner konnten wir die Funktion dann auch als

f@=Y ar(z-z9)*,  zeC,
k=0

schreiben und uns fragen, was passiert, wenn der GRAD n des Polynoms
gegen unendlich geht.

Definition 8.4.1 (Potenzreihe). Eine POTENZREIHE ist eine komplexwer -
tige Reihe der Form

f(@=) an(z—z)",  zeC. (8.4.1)

n=0

Natuirlich kann man Potenzreihen auch nur tiber R definieren und un-
tersuchen, ,schoéner” und nattirlicher werden die Konzepte aber tat-
sachlich im Komplexen. Wir beginnen mit einer zentralen Konvergenzaus-
sage.

Satz 8.4.2. Konvergiert die Potenzreihe (8.4.1) fiir ein z* € C, so konver-
giert sie fiir jedes 0 < p < |z* — 29| absolut und gleichmdfSig auf der abge-
schlossenen KREISSCHEIBE

K(zp,p):={z€C:lz—z| < p} (8.4.2)

Beweis: Wir setzen!® fni=an(-—2zp)", dann sagt die Annahme, daf3 die
Reihe ) f,,(z") konvergiert16 und dafl deswegen f,(z*) eine Nullfolge und
damit beschrankt ein muss: |f,,(z*)| < M fur ein passendes M € R. Fur alle
z € K(zy,p) ist dann

(z—2zp)"

lan(z—20)"| = |an(z" — zp)"

(z* —zp)"

n n
sM( p )
|z* — zp|

v (. >

Z— 20

M Z*—Zo

<M ~~ ~~
<p™/|z*—zp|" =:0"

15In dieser sehr gebrauchlichen Notation steht das unscheinbare Piinktchen ,-* fiir
das Argument der Funktion, was einfach ktirzer ist, als f(z) =... oder f:z+— ...
schreiben zu mussen.

16yorsicht: Wir haben keine absolute Konvergenz angenommen, den Absolutbetrag
darf man also nicht in die Summe ziehen.
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und da p <|z* — zp| ist, ist 6 <1 und daher
[e,0] [e,0] M
Z [fn(@2l =M Z 0" = —.
n=0 n=0 1-6

Damit konvergiert die Reihe absolut und mit einer Schranke, die von z
unabhdinig ist, also auch gleichmagig. O

Bemerkung 8.4.3. So einfach der Beweis ist, so bemerkenswert ist das
Ergebnis: Konvergenz, noch nicht einmal ABSOLUTE KONVERGENZ der
Potenzreihe an einer Stelle z* sorgt dafiir, daf3 die Potenzreihe auf jedem
Kreis um zy, der z* nicht enthalt, absolut und gleichmdif3ig konvergiert.
Es gilt also ein ,ganz oder gar nicht“-Prinzip.

Das folgende Resultat ist zwar eine einfache Erweiterung von Satz 8.4.2,
wird aber weitreichende Konsequenzen haben.

Korollar 8.4.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.4.2 konvergiert
auch die Potenzreihe

g(z):= Z na,(z—zg)" ! (8.4.3)

n=1

absolut und gleichmdifSig auf K(zy, p) filr alle p <|z* — zg|.

Beweis: Genau wie im Beweis von Satz 8.4.2 zeigt man, daf3 mit g, =
na,(--zp)" ! auch die Abschitzung

|gn(2)| < Mng" !

gilt und da
gnr1(2)l _ (n+ 10" n+1

= 0
lgn(2)] ng" n

far hinreichend grofies n unter 1 fallt, folgt die Konvergenz aus dem
QUOTIENTENKRITERIUM, Satz 3.6.7. O

Ein Blick auf (8.4.3) zeigt natirlich, was man dabei im Sinn hatte.

Korollar 8.4.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.4.2 ist die Funlk-
tion f auf K(zy, p) "R differenzierbar'” und die Ableitung ergibt sich durch
GLIEDWEISE DIFFERENTIATION.

Beweis: Unter Verwendung der Notationen von Satz 8.4.2 und Korol-
lar 8.4.4 ist g, = f} und da die Reihe der g, konvergiert und die f,, eben-
falls gleichmafig und damit punktweise konvergieren, ist f' = g nach
Satz 8.2.4. OJ

Das fuhrt uns zu einem zentralen Resultat in der Theorie der Potenzrei-
hen.

17Kleine Warnung: Fiir Funktionen mit komplexem Argument haben wir keine Ablei-
tung definiert, das ist der FUNKTIONENTHEORIE vorbehalten.
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Definition 8.4.6. Der KONVERGENZRADIUS einer Potenzreihe f(z) =Y a,(z—
z0)" ist definiert als

o(f):= sup{lz—zol : Z an(z—zp)" konvergiert}. (8.4.4)

n=0

Korollar 8.4.7. Die Potenzreihe f(z) =) an(z—zp)" konvergiert absolut und
gleichmdfig fiir |z — zo| < p(f) und divergiert fiir |z — zo| > p(f).

Beweis: Ist |[z—z| < p(f), dann gibt es ein z* mit |z—zy| < |z* - 2| < p(f), an
dem die Potenzreihe konvergiert und Satz 8.4.2 garantiert dann auch
die absolute und gleichméagige Konvergenz an z. Gabe es umgekehrt ein
z mit |z—zp| > p(f), dann widersprache das der Definition in (8.4.4), denn
der Konvergenzradius ist ja das SUPREMUM. O

Korollar 8.4.8. Die Potenzreihe f(z) =) an(z—zp)" ist im Intervall
(a,b) ={xeR:|x -zl < p(f)}

unendlich oft differenzierbar und es gilt
1
an=— " (20). (8.4.5)

Beweis: Jede absolut und gleichmé&fig konvergente Potenzreihe ist dif-
ferenzierbar und ihre Ableitung wieder eine Potenzreihe, die wieder ab-
solut und gleichméagig konvergiert und eine Ableitung hat und so weiter.
Damit ist die Potenzreihe unendlich oft differenzierbar und da sich die
Ableitungen durch gliedweise Differentiation ergeben, gilt!®

oS ! X (n+k)!
P = Y (nnk)'an (x—z0)" k= Y (n o ) a, (x—zy)", (8.4.6)
n=k \"t T R n=0 :

was man wieder auf ganz C erweitern kann. Einsetzen von z; in (8.4.6)
liefert dann (8.4.5). O

Nattirlich spricht absolut nichts dagegen, den ENTWICKLUNGSPUNKT z
der Reihe reell zu wahlen, und dann haben wir einen ,naturlichen” Be-
zug zwischen einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion und ei-
ner Potenzreihe. Das genau ist der Inhalt des Satzes von Taylor bzw. der
TAYLORFORMEL.

Satz 8.4.9 (Satz von Taylor). Sei f € C"*}(I) und xy,x € I. Dann gilt

7 0 (xp)

fo=3%

ok lfx _an p(n+)
L h (x — xp) +n! xo(x n"f (0 dt. (8.4.7)

18Das ist jetzt also eine Funktion f:R— C und solche Funktionen kann man einfach
differenzieren, indem man Real- und Imaginarteil separat differenziert.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Beweis: Induktion tiber n. Fiir n =0 hat (8.4.7) die Form

X
£ = Fxo) + f fldt,
X0

was der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Satz 7.3.1,
ist.

Fiur den Induktionsschritt wenden wir PARTIELLE INTEGRATION auf
das RESTGLIED /... in (8.4.7) an und erhalten

ifx(x—t)”f(”“)(t)dr
n! Jx,

= 1 1 e p | 1 * +1 £(n+2)
pETTS T A A (n+1)!fxo (= 0™ F () di

1 1 x
- (n+ 1)' (x_ xo)n+1f(l’l+1) (x()) + (n+ 1)'L (x_ t)I’H—l f(l’l+2)(l_) dt.

! s
Das in (8.4.7) eingesetzt liefert
n k)
f0 [~ ) (x—x0)™*! £ (xp)

Il
.~
g
~
W
|

(n+1)!

1 X
-t n+l p(n+2) t dt
+(n+1)!fxo(x 7 f (1)
n+1 f(k)(xo) © 1 X
_ J \A0J _ —t n+l p(n+2) ¢ dt,
kzzo o X X0) +(n+1)!fxo(x )P ()
also genau die ,,(n + 1)-Variante” von (8.4.7). O

Bemerkung 8.4.10. In (8.4.7) konnen auch Integrale der Form | f gx)dx
mit a > b auftreten, fir die Integration bisher nicht definiert ist. Mit der
Funktion ¢ :=a+b--, die die Rolle von a und b vertauscht, ist

p(a)

b b a
—f f(x) dx:f f(x)(p’(x) dx = f((p_l(x))dx:f fla+b-x)dx,
a a \_f-’ b

@(a)

was dann auch wieder wohldefiniert ist. Anschaulich integriert man die
Funktion ,in die andere Richtung".

Korollar 8.4.11. Eine Funktion f: I — R ist genau dann ein POLYNOM
vom Grad < n, wenn f"+Y =0 ist.

Beweis: Ist f ein Polynom vom Grad < n, so folgt die Behauptung direkt
aus der Ableitungsformel (6.2.4). Umgekehrt verschwindet fiir f+9 =0
das Restglied in (8.4.7) und was bleibt ist ein Polynom. O

Satz 8.4.12 (Taylor mit Lagrange-Restglied). Sei f € C"*!(I) und xg,x € I.
Dann gibt es ein!? ¢ € (x, x), so daf3

n £ (xp) k, ForbE

f=>) (x — Xo)

-0 K (n+1)!

19Hjer ist entweder das Intervall (xg, x) gemeint, wenn x < x ist oder das Intervall (x, xo),
wenn xp > x ist.

(x = x0)" 1. (8.4.8)
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8.4 Potenzreihen und die Taylor-Formel

Beweis: Wir nehmen an, dafl xp < x ist, dann ist (x—xp)” > 0 und wir kon-
nen den Zwischenwertsatz der Integration, Satz 7.2.8 auf das Restglied
aus (8.4.7) anwenden, was zu

if x—p" f () dt
n!Jx

1 x 1 (x_t)n+l X
_ = g(n+D N — ___ fr+D)
= f (f)Lo(x ez O S|
1
r T ARG
fahrt. O

Fur unsere Restglieder haben wir immer eine (n+ 1)te Ableitung der
Funktion f und deren Stetigkeit gebraucht. Es geht aber auch mit ein
bisschen weniger.

Korollar 8.4.13. Ist f e C"(I) und xy€ I, dann gilt fiir xe I

n  £k)
f=) %(X—Xo)k =00 (x-x)",  lim n(x) =0. (8.4.9)
k=0 :

Beweis: Mit Taylor der Ordnung n—1 ist

n-1 (k)( ) (n)( )
f(x)—kZ:Of k!xo (x—xo)k=%(x—xo)”
(n) (n) ()
_ 7 (xo0) (x—x0) + ) = 7 (x0) (e x0)"
n! n!

und da?® n(x):= 11(f(&) - f(x)) stetig ist und ¢ zwischen x, und x einge-
quetscht ist, folgt n(x) =0 fir x — xo. O

Eine nette kleine Anwendung der Taylor-Formel erlaubt es uns, Funk-
tionsgrenzwerte zu betrachten, die von der Form g sind.

Korollar 8.4.14 (L'Hospital). Sind f,ge C"*(I) und gibt es ein x* € I mit
P =g®x" =0, k=0,...,n, (8.4.10)

und g™V (x*) # 0, dann ist ]é stetig an x* und es gilt die L'HOSPITAL—

REGEL
tim T _ FOD(x%)

= . 84.11
ngcl* g(x) g(n+1) (x*) ( )

Beweis: Wir verwenden die Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied (8.4.8)
fir f und g und erhalten

GNP S B A ()

(x_x*)n+1
(n+1)! (n+1)!

no1
— = k) _ Mk
f(x) —kE:O i % ) (x—x")"+

20Ja, das ist eine Funktion von x, denn die Zwischenstelle ¢ hangt von x ab, und zwar
stetig.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

bzw.
(n+1) (z/
8 (5)(x_x*)n+1

8 ="

)

so daf3
fo _ fE

U *
g(x) a g(n+1)(§/)’ &&e(x,x"),

wobei ¢, &' nattirlich wieder von x abhéangen. Da gV (x*) # 0 ist die Funk-
tion stetig in einer Umgebung von x*, man kann den Limes in (8.4.11)
bilden und er ergibt sich als Quotient der Limites, die wegen der Ste-
tigkeit von f"*Y und g("*! existieren und die Form wie auf der rechten
Seite von (8.4.11) haben. O

Beispiel 8.4.15. Wir betrachten

. sinx
lim —.
x—0 X

Das ware g, aber die Ableitungen von Zahler und Nenner haben die

Form cosx und 1, also ist

. sinx . cosx cos0
lim =lim = =1.

x—0 X x—0 1 1

Definition 8.4.16 (Taylor—Reihe). Zu einer beliebig oft differenzierbaren
Funktion f:7— R und xy € I heif3t die POTENZREIHE

00 (n)
Tf(x):= Z fn' (x—x0)" (8.4.12)
n=0 .

TAYLOR-REIHE zu f mit ENTWICKLUNGSPUNKT Xp.

Mit Taylorreihen kann so ziemlich alles schiefgehen, was schiefgehen
kann, sie kénnen

1. keinen positiven Konvergenzradius haben?!
2. konvergieren, aber nicht gegen f.
Fur den zweiten Fall kann man ein Beispiel angeben.
Beispiel 8.4.17. Die Funktion f(x) =e ¥ x>0, erganzt durch f(0) =0,

hat fiir xo = 0 Taylorreihe Tf =0 ohne selbst die Nullfunktion zu sein.
Dies zeigt man in zwei Schritten:

21Also nirgends konvergieren ausser an der trivialen Konvergenstelle x;, wo sie den
Wert f(xp) hat.
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8.4 Potenzreihen und die Taylor-Formel

1. Fur jedes neN gibt es ein Polynom p,, so daf

FP %) = ppx™h el x> 0. (8.4.13)

Das geht per Induktion tiber n, wobei der Fall n =0 trivial ist. An-
sonsten ist

d Ll - 1 -2 e 12 2
Fr () = Ep”(x He 1/x2:_p;1(x Hx2e 1/x2+pn(x He 1/x25’
also pu+1(x) = —x% pl(x0) +2x° pp(x).
2. Esist
=0,  neN. (8.4.14)
Dazu betrachtet man lediglich
) R 1y -1 _ qe Pr(X)
dp T =g pa e = i e =0

Also ist die Taylorreihe eine Summe von Nullen, was trivialerweise sogar
Konvergenzradius co hat und somit konvergiert, nur eben leider nicht

gegen f.

Taylorreihen kann man verwenden, um Funktionen in Reihen entwi-
ckeln und so vielleicht auf wirklich oder sogar effizient berechnen zu
kénnen. Bevor wir uns ein Beispiel ansehen, zuerst noch ein wichtiges
Resultat in diesem Zusammenhang.

Satz 8.4.18 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei c eine Folge reeller Zahlen,
fiir die die Reihe ¢ konvergiert. Dann konvergiert die Potenzreihe

f) =) cpx"
n=0

Siuir alle x€10,1] und f ist stetig auf[0,1].

Beweis: Da die Reihe konvergiert ist die Folge der c, beschrankt??, die
Reihe konvergiert absolut fur alle x <1 und der Konvergenzradius p(f)
ist damit = 1. Interessant wird die Sache also nur fiir x = 1, deswegen
auch der Name GRENZWERTSATZ. Da

f=> cp
n=0
konvergiert die auch fur x =1, was ubrig bleibt, ist

lim f(x) = f(1) = Y cn. (8.4.15)
X n=0

22Sjehe Beweis von Satz 8.4.2.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Definieren wir
o0
Sp = Z Ch»
k=n

so folgt
so= f(1), Sn—Sn+1 = Cn, lim s, =0. (8.4.16)

n—oo

Insbesondere ist |s,| beschrankt, sagen wir |s,| < M, und die Reihe ) s, x"
konvergiert nach dem inzwischen wohlvertrauten Argument fir |x| < 1.
Damit ist

oo o0
(1-x) Z spxt = Z spx"t —
n=0 n=0

(e, 0] o0
= Sot+ Y (Sn—$n-1)X"=F)+ Y (Sp1—8p) X"
n=1 n=0"——~—""

18

1 o0 (0,0
spx™ =) =) s x”
n=0 n=1

n=0

=—Cp

= fM=Y cpx™ = F) - xf ).
n=0

Sei nun € > 0 vorgegeben und n € N so gewahlt, daf |s,| < e fir n = ny.
Dann setzen wir 6 := 37~ und erhalten fir jedes x€ (1-6,1), daf

(e 0]
<(1-x) Z |s,|x"
n=0

|f—xf0)|=]{0-x) ) spx"
n=0

no—1 (o] o0
_ _ n _ n _ n
= Q-2 ) Ispl X" +1=x) ) Ispl X" <6Mno+e(l-x) ) x

<6 n=0 <M =1 = e <€ \_n:no__a
x"0/(1-x)

no

< €+ex? <2¢
~—~

<1

was nichts anderes bedeutet als
f) =limxf(x) =lim f(x),
x—1 x—1

und genau das war ja zu zeigen. O

Als Anwendung dieses Satzes jetzt die Reihenentwicklung einer wichti-
gen Funktion.

Korollar 8.4.19 (LOGARITHMUSREIHE). Flir x € (-1,1] gilt

00 n 2 3
logl+x)=Y ()" =x-Z 42 . (8.4.17)
n=1 n 2
und damit auch
o n-1 (x—a)"
logx=loga+ ) (-1)"'——, 0<x<2a,a>0. (8.4.18)

n=1 a"n
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8.4 Potenzreihen und die Taylor-Formel

Beweis: Da

X
log(1+ 1) = log(1+ x) - log(1 +0) = log(1+ 1) :f
—— =0 0

=0

(1+1)

und da die Taylorreihe von f = (1+-)~! die Form?3

(n)
Tf(1) = an() Z( n"e"

n=0

X [ OO o0 X
f(Z(—l)"t”)dt:Z(—l)”fo t"dt
tn+1 00 tn

Z( D=L

was (8.4.17) beweist, woraus (8.4.18) durch

hat, ist

log(1 + x)

logx =logla+x—a) =loga(1+ x;aa) :loga+log(1+ x;aa)

folgt. Bleibt nur noch das Verhalten bzw. die Stetigkeit am Rande und
dafur benétigen wir Satz 8.4.18. Am linken Rand, x = -1, haben es wir
mit der divergenten harmonischen Reihe zu tun??, am rechten Rand
hingegen mit der alternierenden harmonischen Reihe und die konver-
giert bekanntlich nach dem LEIBNIZ-KRITERIUM aus Satz 3.6.2. O

Eine Potenzreihenentwicklung haben wir noch, und zwar fir eine durch-
aus nicht unwichtige Funktion.

Satz 8.4.20. Fiir a R und |x| <1 konvergiert die BINOMISCHE REIHE
> na—-k+1
1+x)%= Z (a)x”, (a) = H u. (8.4.19)
n=0\" k

Bemerkung 8.4.21. Fur n:=acN ist (}) gerade der normale Binomial-
koeffizient:

a a! _al@-1)---(@a—n+1) ﬁ k+1
n n'(a n)' 1-2-. k=1

und far »n > a enthélt das Produkt den Wert 0, so daf3 aus der Reihe

die wohlbekannte endliche Summe wird. Interessant wird Satz 8.4.20

naturlich fir a ¢N.

?3Die Ableitungen von f sind " = (-1)"n!(1+1)™""!, n€Np, wie man sich per Induktion
(Ubung!) leicht klarmacht.
24Kein Wunder, da ja logx — —oo fiir x — 0.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Beweis von Satz 8.4.20: Der Beweis gliedert sich in drei Schritte. Zu-
erst berechnen wir die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 zu f(x) =
1+x)% als

n

(1+0)% "

X
oo 5

00 f(n) (0)
> =
n=0

n.

o0
x":Z(
n=0\k

Danach zeigen wir mit dem QUOTIENTENKRITERIUM aus Satz 3.6.7, daf3
die Reihe fur |x| <1 konvergiert:

a n+1
X "y k+1)( 2 k a—-n+1
T PSP e
) x ek oo @ —k+1 n+1
und da =% — 1 fiir n — oo und x < 1, wird dieser Ausdruck fur hinrei-

chend grofies n irgendwann kleiner als 1, weswegen die Reihe konver-
diert.

Im dritten und letzten Schritt zeigen wir schlielich, daf3 die Taylorrei-
he auch wirklich gegen (1+x)* konvergiert, woflir wir uns das RESTGLIED
aus (8.4.7) vornehmen. Dieses hat die Form

1 X
Ry f(x) = ;fo x-p" () de

X
= (n+1)( @ )[ x=0"1+0* " dz. (8.4.20)
n+1/)Jo

Faro<t<x<1 ist?®

1+ 0% " <1+ n%<max{l,2% =:C,

=1

also

—(x— t)l’l+1 x

X B n _ a
[Rp+1f(X)] Cfo (x—1) dt—(n+l)(n+l)C B

IA

(n+1)(

a

n+1

C a xn+1
n+1

und da dieser Ausdruck ein Glied der konvergenten Taylorreihe ist, folgt

t=0

lim |Rps1 f(0) =0,  0<x<l, (8.4.21)

Ein bisschen aufwendiger wird es fiir -1 < x <0, wo wir wie in Bemer-

25Je nachdem, ob a positiv oder negativ ist.
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26

kung 8.4.10 die Integration ,umdrehen” muiissen“®, was zu

a X
R x) = (n+1 x—t ) 1—t a=n=1 g4
n+1f(x) ( ) el fo( )7 ( )
—x—(x+0—-1)=t —1-(x+0—-)=t+1-x
a 0 .
= (n+1) ft”(t+1—x)“_”_ dt
n+1/Jy

n
—) A+t-x%tdt
1+t—x

a 0
= (n+1) f
n+1/Jy

fihrt. Da 1<1+¢-x<1 ist, kbnnen wir den zweiten Term im Integral
wieder durch C’:=max{1,2%!} abschéitzen und erhalten

( X ) 0 X ’
IRps1f(0)<(n+1) C’f dt<(n+1) C’f " dt,
n+1 x n+1 0

n

1+t—x
R e

<[tn
von wo aus wir wie oben weiterrechnen kénnen, um auch auf

lim Ry f0I=0,  —1<x<0. (8.4.22)

zu kommen. Und der Fall x = 0 ist zu schwer, um im Rahmen einer
Grundlagenvorlesung fiir Analysis behandelt zu werden?”. O

8.5 Fourierreihen

Neben den Taylorreihen, die in Sachen Konvergenz oftmals recht zickig
und nicht ganz einfach sind?®, gibt es noch einen zweiten wichtigen Typ
von Reihenentwicklung, der zu einer besonderen Klasse von Funktionen
gehort.

Definition 8.5.1 (Periodizitat). Eine Funktion f:R — R heif3t PERIODISCH
mit PERIODE T oder kurz T-PERIODISCH, wenn

fx+T)=f(x), x€eR. (8.5.1)

Kennt man eine periodische Funktion auf einem Intervall [¢,¢+ T] der
LANGE T, so kennt man sie tiberall.

26Und es kann ja nicht schaden, das auch einmal in einem konkreten Fall durchzu-
fahren.

27Far alle, die diesen Satz glauben, gilt: Gehe zuriick zu Kapitel 1, gehe nicht in die
Klausur, ziehe nicht 9 ECTS-Punkte ein.

28Funktionen, deren Taylorreihe tiberall konvergiert, also Kovergenzradius oo hat, sind
ganz besondere Funktionen, denen man in der FUNKTIONENTHEORIE auch eine
Menge Aufmerksamkeit widmet.

145



8 Folgen und Reihen von Funktionen

Da man aus einer T-periodischen Funktion f ganz einfach eine T7'-
periodische Funktion g gewinnen kann, indem man g = f(&-) setzt?9,
reicht es, sich alles fur eine Periodenldnge anzusehen, so dafs wir uns
beispielsweise fiir T =27 entscheiden kénnen und werden.

Definition 8.5.2. Der TORUS T = R/27nZ ist die Menge aller Aquivalenz-
klassen von R modulo 27, d.h. [x] = [y] genau dann, wenn x— y = 2kn fir
ein passendes k € Z. Der Torus ist ISOMORPH zu allen Intervallen der
Lange 27, beispielsweise [—n, 7], wobei die Punkte —7 und n miteinander
identifiziert werden.

Bemerkung 8.5.3. Jede 27-PERIODISCHE FUNKTION f kann also als
f:T—Roder f:T — C angesehen werden. Beispiele fiir Funktionen in
C(T) sind die KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION x — e'* sowie SINUS und
CoOsINUS.

Definition 8.5.4 (Trigonometrische Polynome). Ein TRIGONOMETRISCHES
PoLyYNOM vom GRAD n ist eine Funktion der Form

n
flx)= %+ Z ay coskx + by sinkx, (8.5.2)
k=1
bzw. .
fx) = Z cr et (8.5.3)
k=—n

Schreiben wir (8.5.3) als

n
co+ Yy cpe ™+ ek
k=1
n
Co+ Z cr(coskx+isinkx)+ c_p(coskx —isinkx)
k=1

co+(cp+c_p)coskx+i(cy—c_y)sinkx,

f(x)

dann folgt3©

1 .
ag = Ck+C_f ck = slak—ibg),
e = ile-c O ek = lagriny, KN (BS54
und damit sind (8.5.2) und (8.5.3) wirklich aquivalent.
Die nachste Aussage sieht zuerst einmal ganz unschuldig aus, hat
aber, wie wir gleich sehen werden, weitreichende und sehr systemati-
sche Folgen.

Satz 8.5.5 (Orthogonalitat).

29Denn dann ist g(-+ T") = f(& - +T) = f(£) =g.
30Und dies schliesst ag = 2¢, ein
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1. Fur j,kez gilt3!

L™ iix —ikx g0 s ) L j=k,
7 _ne e dx=06i:= 0, itk (8.5.5)
2. Fir j, keNy gilt
1" 1"
—f sinjxsinkxdx:—f cos jxcoskxdx =0 ji (8.5.6)
T J—7 TJ-m
sowie
1 b/
—f sin jx coskxdx =0. (8.5.7)
TJ-n

Beweis: Fur j = k ist (8.5.5) nichts anderes als % J1=1, far j # k hinge-
gen erhalten wir

T ik T, k 1 ik T
-7 -7 l(]_k) X=7

wobei wir die konkreten Werte noch nicht einmal auszurechnen brau-
chen, sondern uns nur auf die 2z—Periodizitat beschranken kénnen, sie-
he auch Ubung 8.5.1. Damit ist 1) bewiesen und wir kénnen es skru-
pellos fiir 2) ausnutzen. Beispielsweise ist3?

cosjxcoskxdx=— dx

TJ_gn T J_gn 2 2
T v/ T v/
= l(lf ei(j+k)xdx+lf ei(j_k)xdx+lf ei(k_j)xdx+lf e_i(j+k)xdx)
-7

4\ J_5 TJ-gn TJ_n T
~ TV ~ N TV 7\ D <\ i

=0 =26jk :25jk =0

1 fﬂ 1 fn eijx_l_e—ijx eikx_l_e—ikx

was fur den Sinus ganz entsprechend funktioniert:

L. .. 1 7 elix — p=ijx pikx _ p—ikx
— | sinjxsinkxdx=— dx

TJ-n nJ-n 20 20
1,1 ™ .. 1 7 .. 1 77 .., . 1 7 ..
— __(_f ez(]+k)xdx__f e’(f_k)xdx——f el(k—])xdx+_f e—l(]+k)xdx)
4 \7-[ _” ” LJT _n ” Lﬂ _” 7 \JT _7[ ”
% i - %
= i

31Dje ,Funktion® § hier bezeichnet man als KRONECKER-4.
32Bitte berticksichtigen: j und k sind jetzt nur noch in Ny, also beide nichtnegativ, so
daf immer 6; =0 ist.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Das ist dann auch schon (8.5.6) und fiir (8.5.7) gehen wir ganz genauso
vor:

dx

lfn - sin ko d 1fn eijx+e—l'jx eikx_e—ikx
COSJjxsmkKxax = —

T J—m T J—n 2 21
T b/ T T
_ i(lf ei(j+k))xdx_lf ei(j—k)xderlf ei(k—j)xderlf e—i(j+k)xdx)
4t ) n L o L I JJ-n b

" " " "

=0 :26116 :26]1(? =0

O

Ubung 8.5.1 Zeigen Sie: Ist f eine differenzierbare, 2r—periodische Funk-
tion, dann gilt

fl(x)dx=0.
=7

¢
Damit besteht zwischen den trigonometrischen Funktionen und dem
Integral eine besonders enge Beziehung.

Definition 8.5.6 (Skalarprodukte & Orthogonalitat).

1. Eine Abbildung33 (., : C(T) x C(T) — R heifit SKALARPRODUKT, wenn
sie eine SYMMETRISCHE BILINEARFORM ist, d.h., wenn

a) (fi+fo8)=(fi,8)+(fe8) und (f,g1+ &) =(f &) +([ &),
b) (Af,g)=(f g) und (f,Ag)=A(f,g).
o (f.8)=(&f)

erfuallt ist. 1a) und 1b) definieren eine Multilinearform, 1c) ist fir
das ,SYMMETRISCH" verantwortlich.

2. Eine Abbildung (,:): (T — C) x (T — C) — C heif3t SKALARPRODUKT,
wenn sie eine SESQUILINEARFORM®? ist, d.h., wenn 1a) gilt und 1b)
durch

(Af.g)=Mf.g),  (fAg)=A(f.g),  AeC, (8.5.8)

sowie 1c) durch
(f.8)=(gf) (8.5.9)

ersetzt wird. Dieser Fall umfasst die reelle Situation.

33Stetigkeit ist hier eine sehr willkiirliche Voraussetzung, die man nicht wirk-
lich braucht, die uns aber das Leben deutlich leichter macht, zumal wir kein
LEBESGUE-INTEGRAL zur Verfiigung haben.

34 Sesqui“ ist Latein und steht fiir ,Eineinhalb*.
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8.5 Fourierreihen

3. Ein Skalarprodukt heist ENTARTET, wenn es ein f #0 gibt, so daf
{f,f) =0 ist. Normalerweise fordert man®°, daf ein Skalarprodukt
DEFINIT ist, d.h., daf3

f#0 = (f,f>>0 (8.5.10)
ist.

Proposition 8.5.7 (Skalarprodukte auf C(T)). Die Abbildungen

(f,8),:= f fgx) dx und  (f,8),:=— f(x)g(x)dx

sind Skalarprodukte fiir integrierbare Funktionen auf T und definit, wenn
f, g stetig sind.

Beweis: Die Eigenschaften 1a) und 1b) sind aufgrund der Linearitat
des Integrals in beiden Fallen leicht nachgewiesen. Sind f, g reellwertig,
dann ist

1", —— 1"
(freh=—] fogwdx=—| fgwdx=(gf)

fiir komplexwertige Funktionen ergibt sich

1 7 I 1 "——
(frghi=— [ rogmde=- [ Foigwdr=(g.f),.

Fur die Definitheit bemerken wir zuerst einmal, daf3

(fif) = %f_?f(xnzdx,

und zwar ganz egal, ob f reell- oder komplexwertig ist. Ist nun f # 0,
dann gibt es € >0, und x € (-m,7), so daf3 [(x)]? > € ist. Wegen der Stetigkeit
von f gibt es dann auch 6 > 0 mit |f(x)[? > % fur [x'~x| <6 und da |f| 20
ist damit

T x'+6 €

If(x)lzdxzf If(x)lzdx>26—:5£>0.
- x'-6 T 2
>€

Dag fur (.,-), alles ganz analog geht, muss hoffentlich nicht mehr beson-
ders explizit gesagt werden. O]

Damit kénnen wir Satz 8.5.5 in Skalarprodukt-Terminologie umschrei-
ben.

Korollar 8.5.8. Es gilt

(cos j-,cosk-); = (sinj-sink-), =8 jx, (cos j-,sink-), =0, j, k€N,
(8.5.11)
und
(exp(ij-),exp(ik-)), =6 ik, j kez. (8.5.12)

350ftmals auch stillschweigend.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Definition 8.5.9 (Othonormalsystem). Eine ABZAHLBARE FAMILIE oder
FOLGE f,, n € Ny, von Funktionen heift ORTHONORMALSYTEM fir ein
Skalarprodukt (-,-), wenn

(fir fi) =8k, J, k€ Np. (8.5.13)

Das Orthonormalsystem heift VOLLSTANDIG in einem Vektorraum3® X
von Funktionen, wenn es zu jedem f € X Koeffizienten ay(f), k €Ny gibt,
so daf3

=0 (8.5.14)
2

lim
n—o00

‘f— Y ar() fx
k=0
gilt.

Kaum hat man neue Terminologie, schon kann man Korollar 8.5.8 noch-
mals umformulieren.

Korollar 8.5.10. Die Familien f, = e, ne Z, und f,,, = cosn-, fans1 =sinn-,
neNy, sind Orthonormalsysteme.

Wir werden jetzt noch zeigen, daf die beiden Orthonormalsysteme3” tat-
sachlich vollstandig in C(T) sind und dazu ein klein wenig nette Theorie
entwickeln. Dazu schreiben wir jetzt kurz (.,-) fiir eines der beiden Ska-
larprodukte ¢-,-); oder (., -),.

Lemma 8.5.11 (Norm). Jedes Skalarprodukt {-,-) induziert eine NORM

I fllz:= m fecCm), (8.5.15)
auf C(T), d.h., es gelten die NORMAXIOME
1. Ifl2=0 und | fll,=0 < f=0.
2. IAfllz=IMTAfll2, A€ C.

3. If+glza=Ifl2+1gl2-

Beweis: 1) folgt aus der in Proposition 8.5.7 festgestellten Definitheit
des Skalarprodukts, 2) aus

IAf13 = (A AS) = AAFF) = WP LI
=12

und 3) aus

If+gl3

(f+ef+g)=(ff)+{f &) +(gf)+(g8)
Lf15+{f g)+{f &) +Igl3 (8.5.16)
R —
=2R(f.g)

36Man kann also Funktionen addieren und mit Zahlen multiplizieren und bleibt in
seinem Raum.

37Na gut, genau genommen ist es ja eigentlich nur eines, einmal reell, einmal komplex
geschrieben.
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8.5 Fourierreihen

sowie der CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG:

e <fl2lglla, (8.5.17)

die fir f =0 oder g =0 trivialerweise erfiillt ist3®. Mit®°® u:=(f,g)/(g g)
erhalten wir aus der Definitheit des inneren Produkts*©

If—ugls={f-ug f-ug)={ff)-1f g)-u{g f)+lu*(g g)
——

=(f.8)

{f.8)/.8) Kf &)’
(88 (g8
—_—— !
=Kf.8)1?/{g.8)
I f, &)I?
gl

0

IA

IF15—2R (B f, &) +Iul*(g, &) = I fll; — 2% g 8)

S8 S8l
(g8) (&8)

115 -2 =fl5-

)

was sich direkt in (8.5.17) umformen lasst. Da R(f,g) < I(f, g)| ist, er-
halten wir durch Einsetzen von (8.5.17) in (8.5.16) dann die finale Ab-
schatzung

If+gl2<IfI3+20flalgls+ gl = (Iflz+lgll2)’
und somit 3). O

Definition 8.5.12 (Fourierkoeffizienten). Als RELLE FOURIERKOEFFIZI-
ENTEN einer Funktion f € C(T) bezeichnet man die Zahlen

1 T
ap(f) = (f.cosk-);=—[ f(t)cosktdt,
i k € No, (8.5.18)
bi(f) = (fsink-), = ;f f() sinktdr,
=TT
als KOMPLEXE FOURIERKOEFFIZIENTEN hingegen
ck(f):(f,exp(ik-)):% f(e *tay, kez. (8.5.19)

Ubung 8.5.2 Zeigen Sie: Ist f reellwertig, dann gilt fiir die c¢; aus
(8.5.19) ci(f) = c_r(f). &

Die Fourierkoeffizienten ermoglichen es uns, eine Funktion mit Hilfe der
trigonometrischen Polynome bestmdglich darzustellen. Und auch das
gilt wieder in einem wesentlich allgemeineren Kontext.

38Dann steht da 0 <0, was man mit ein wenig gutem Willen durchaus glauben kann.

39Man beachte: Der Nenner dieses Ausdrucks, (g, g) ist immer reell.

40Man kénnte das Ganze auch tiber die Cauchy-Schwarz-Ungleichung des Integrals
zeigen, aber dieser Beweis ist cooler und zeigt, da das mit der Norm fiir jedes
Skalarprodukt funktioniert.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Satz 8.5.13 (Bestapproximation). Sei f;,, n €Ny, ein ORTHONORMALSYS-
TEM zum Skalarprodukt (-,-y und seien ci(f) :=(f, fx) die Fourierkoeffizien-
ten von f. Dann ist fiir alle n € Ny

<

2

, ao,...,a, €C. (8.5.20)
2

P—i%mn F-Y axfi
k=0 k=0

Beweis: Fur beliebige ay,...,a, ist

2 n n
=(f-2 afuf-) akfk>

2 k=0 k=0

f- i ar fx
k=0

n n n
= If15-Y @ {f fi)= Y. ac{f. )+ Y. ajax{f; fe)
k=0 N’ k=0 N —rt j,k=0 ——
=ck(f) =i () =8k

n n
= IfI3-2R Y arce()+ Y laxl
k=0 k=0
n n n n
= 1fI5=Y lex(OF+ Y lee(OPF=2R Y. arer(H) + Y. lagl?
k=0 k=0 k=0 k=0

= 13- NP+ Y |er() - ae]?
k=0 k=0~——~—"""

=0

P—i%mn
k=0

2

)

2
was auch schon (8.5.20) ist. O

> |flI5- Y lee(HIF =
k=0

Ubung 8.5.3 Zeigen Sie, daf fiir jedes Orthogonalsystem und jedes f
2
n

=1£15- Y lee(POIP (8.5.21)

2 k=0

f- Xn: ck(f) f
k=0

gilt und beweisen Sie den SATZ VON PYTHAGORAS:
(£.8)=0 = If+glz=1fI3+Igl3 (8.5.22)
¢

Aus dem Beweis von Satz 8.5.13 kénnen wir eine weitere Schlussfolge-
rung ziehen.

Korollar 8.5.14 (Eindeutige Bestapproximation).
1. In (8.5.20) gilt genau dann Gleichheit, wenn ay. = ci(f), k=0,...,n, ist.

2. Die APPROXIMATIONSGUTE
E,(f):= , n € Np, (8.5.23)
2

f- i ck(f) f
k=0

ist eine monoton fallende Folge in n.
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8.5 Fourierreihen

Korollar 8.5.15 (Besselsche Ungleichung). Ist f,, n € Ny, ein Orthonor-
malsystem, so gilt fiir die Fourierkoeffizienten c,(f) die BESSELSCHE UN-
GLEICHUNG

Y lea(OF = I£I5 (8.5.24)
n=0
und die Fourierreihe Y ¢, (f) f, konvergiert in der Norm || - .

Beweis: Nach (8.5.21) ist
2 n

=1£15- Y lee (PP,

2 k=0

0=

Fo3 ) fi
k=0

woraus (8.5.24) sofort folgt. Fiir die Konvergenz betrachten wir*!

o0

Y (D fx

k=n

o0
= Z
k=

J

2
= < Y Do D Ck(f)fk>

2 k=n k=n

cj(NeeD {fj, fio) =I§ lce(HI* —0

:5jk

n

fiir n — oo, da die Reihe Y |ci(f)|?> konvergiert*2. O
Bemerkung 8.5.16 (Konvergenz).

1. Die Konvergenz der Fourierreihe zu f bedeutet aber noch lange
nicht, daf3 der Grenzwert auch wirklich f ist. Das einfachste Bei-
spiel ist das Orthonormalsystem f,, = cos n- und die Funktion f = sin,
fir die c,(f) =0 far alle 7 ist, und somit konvergiert die Fourierreihe
gegen die Nullfunktion, nicht gegen den Sinus.

2. Ausserdem konvergiert die Reihe nur im quadratischen Mittel und
selbst wenn jedes Glied f, einer Folge von Funktionen Eigenschaf-
ten wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit besitzt, so muss sich das
im Gegensatz zur gleichmafigen Konvergenz nicht auf die Grenz-
funktion tbertragen. Ein Beispiel ist die Folg f;:[-1,1] — R mit

=

INSI=IA

= 3=

<1 xe[-1,1], neN,

-1
fn(x) = { nx, -

<
1
1, " X

)

die gegen die unstetige SIGNUMSFUNKTION f(x) = I_fcl mit f(0) =0 kon-
vergiert.

Jetzt zurtick zur Vollstandigkeit aus Definition 8.5.9.

4lwer’s ganz genau will, nimmt erst eine endliche Summe bis N und lisst dann N — co
gehen.
42Schliesslich hat sie nichtnegative Summenglieder und ist beschrankt.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Satz 8.5.17 (Vollstandigkeit). Flir ein Orthonormalsystem % :={f,:n¢€
Np} in einem FUNKTIONENRAUM X sind dquivalent:

1. 7 ist vollsténdig.

2. Die Fourierreihe konvergiert gegen f:

=0, feX. (8.5.25)
2

n
lim || f—
lim | f =3 ce(f) fi
k=0
3. Es gilt die PARSEVAL-IDENTITAT, die manchmal auch als VOLLSTAN-
DIGKEITSRELATION bezeichnet wird:

(o]

If13= Y lea(H)?,  feX. (8.5.26)

n=0

Beweis: Wir beginnen mit , 1) = 2)“: Vollstdndigkeit heif3t, daf3 es eine
Folge ai(f) gibt, so dafl es zu jedem ¢ >0 ein ny gibt mit

Fo3 ) fe

k=0

E> =

2

Fo 3 arlh) i
k=0

2

nach Satz 8.5.13. Also konvergiert die Fourierreihe erst recht.
Far ,2) = 3)“ und ,3) = 1) nutzen wir (8.5.21) in der Form

1F15 =3 ek (PP = En(f)
k=0

und da 2) gerade sagt, daf3 E,(f) — 0 geht, folgt auch die Identitat (8.5.26).
Und ist (8.5.26) erfiillt, dann geht E,(f) — 0 fiir n — oo, also konvergiert
die Fourierreihe. 0J

Korollar 8.5.18 (Orthogonalitat). Ist .# ein vollstéindiges Orthonormal-
system in X, so gilt*3

(f fn)=0, neNy &  f=0. (8.5.27)
Damit sind die Fourierkoeffizienten injektiv.

Beweis: Die Richtung ,,<" ist offensichtlich und ,=" folgt aus der Voll-
standigkeit und c,(f) =0, n € Ny. Waren schlieflich f,g Funktionen mit
cn(f) = cn(g), dann ist

cn(f—8)=(f-8fn)={(Ffn)—(& fa)=ca(f) —cn(g) =0

und damit f-g=0, also f =g, weswegen die Abbildung f— (c,(f): n€Ny)
INJEKTIV ist. O

Nachdem wir jetzt hoffentlich ein wenig verstehen, was vollstandige Or-
thonormalsysteme sind und kénnen, wird es Zeit, uns klarzumachen,
daf3 wir bereits welche kennen.

43Mit dieser Eigenschaft kann man Vollstindigkeit sogar charakterisieren, braucht
dazu aber ein etwas besseres Integral und einen dazu passenden Funktionenraum.
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Satz 8.5.19 (Vollstandige Orthonormalsysteme). Die Familien
1. %, :={1,cos,sin,cos2-,sin2-,...} = {cosn-, sinn-: n € Np},
2. %y :={exp(in-):neNg},

sind vollstédndige Orthonormalsysteme fiir C(T).

Fur den Beweis, den wir nur fiir die Exponentialfunktion fihren wer-
den** nehmen wir uns erst einmal besonders einfache Treppenfunktio-
nen vor und definieren die SPRUNGFUNKTIONEN

0, —-n<x<a,

xeT ac€ (—m, ).
1, aAa<x<Tm ’ ’

Sa(x) ::{

Fir diese kénnen wir die Vollstandigkeit mit ein bisschen Arbeit*> nach-
rechnen.

Lemma 8.5.20 (Sprungfunktionen & Vollstandigkeit). Ftirjedes a € (-, )
gilt

o0

Isalls =" len(sa)l*. (8.5.28)

n=0

Beweis: Zuerst rechnet man ganz einfach

1 (7 1 7 T—a
||sa||§=—f Isa(t)lzdt:—f ldt=—— (8.5.29)
27 J-x 27 Ja 27
aus, um dann auch ¢y = %% und, fur ne Z\ {0},
1 ™ ) 1 = . -1 Nt
ch(sy) = — sa(t)e_””dt:—f e Mdt= ——e '
27w J-x 27w Ja 2min t=a
e—ina_e—inn
B 27in
also
2 1 —ina —inm ina inm 1 in(m—a) in(a—m)
|Cn(Sa)| = W(e — e )(e —e ):W(Z—e — e )
B 1 1 eintm=a) 4 pinla-m) _1-cosn(r—a)
- 2n2m? 2n2m? 2 o 2n2m?
=cos71r(n—a)
3 1-cosnb
Bl 2n2mg?

44Dinge sind einfacher hinzuschreiben und fiir Sinus und Cosinus folgen die Resultate
mit den inzwischen wohlbekannten Methoden.

45Manchmal kommt man auch in der Mathematik um das Rechnen nicht herum, aber
wenn dann das rauskommt, was man wollte und wenn man dabei ein bisschen
denken musste, dann kann es fast Spass machen.
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mit b:= 7 —a zu erhalten. Da |c,(s,)|* = |c_,(s,)|?, ergibt sich

[o.0] [e.0]
Y len(sa)l> =1co(sa)P+2 Y len(sa)l?
n=0 n=1
b2 1- cosnb P 1xX1 12 cosnb
- nzz ?,;lﬁ 7[22
Dajf3 die Reihe
X cosnx
f):=) ——,  x€T,
n=1 I

gleichmafig und absolut konvergiert, folgt aus der Tatsache, daf3 |cos-| <

1 ist, und es gilt

0o i X+, —-T1<x<0,
, sinnx 1
== =3y O x=0, xeT.
n=1 X -7, O<x<m,

(8.5.30)

Schreibt man g fir die Funktion auf der rechten Seite von (8.5.30), dann

ist namlich

T

1 ) 1[0 . 11" )
cn(g):=—| gx)sinnxdx= —f g(x)sinnxdx+ —f g(x)sinnxdx
T T J-7 T Jo

=7

1 (O x+m | 1 ("x—-m .
— sinnxdx+ — sinnxdx
- 2 T Jo 2

T
X+ mcosnx|0 1 [0 X—T COSnx |t 1"
= - +—f cosnxdx— +—f cosnxdx
27 n lx=—g 2J-z 27 n x=0 2Jo
1 1 lf” 1
= ———-—+—-| cosnxdx=-—,
2n 2n 2J-x n
=0
und da die Reihe in (8.5.30) konvergiert46 ist
X
fx)=f(-m+ fl(ndt, xeT, (8.5.31)
—7T
und daher, fiir x <0,
X t+m (f + m)? o (x+ﬂ)2
f@) = flm+ f T = femy + - fem+
- 2 4 X=—-7
sowie fir x =0,
Xt—m r—m)?|* x—-m? 72
fx) = f(0)+f —dt:f(0)+( ) = f(0) +( ) - —
0o 2 4 |20 — 4 4
=f(-m)+n?/4
_ (x - m)?
= f(-m+ 2

46Details beispielsweise in [10].
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Bleibt noch die Bestimmung der Integrationskonstante f(-r). Dazu wer-
fen wir einen Blick auf

% cos2n+1)Z = cos2nZ

X cosnx > >
e N M TS ILIAR SRrYo
[ —

T
f=2)
2 n=1 n=0 n=1

=0
1 i COS 7T

n=1

1 1
Zf(ﬂ) = Zf(—ﬂ),

woraus wir mit

1 —7/2 + m)? 2
LS = f=2) = flom + % = fl-m) + =
endlich die Konstanten*”
o] (_l)n 7.[2 © ] 7[2
— = —_— =, 0 = —_— = 8.5.32
fem n;l n2 12 1 Z’nz 6 ( )
identifiziert haben. Der Rest ist Einsetzen*8:
S b? 1 & 1 & cos nb
2
= — 4+ —
ngolcn(sa)l e n2 ;
~—— \—r—"
_n? _(b-m? 72
-6 - 4 12
m—a)® 1 1 (az nz) 1 n?-2an+ad*-a*> 1 a
472 6 n2\l4 12) 4 4772 2 2n
_ m-a
- oon ]
und das ist endlich (8.5.29). O

Die Funktionen s, sind Prototypen fir Treppenfunktionen und so lasst
sich das Ganze sehr einfach erweitern.

Korollar 8.5.21 (Treppenfunktionen & Vollstandigkeit). Flir jede TREP-
PENFUNKTION ¢ € T[-7, 7] ist

lpl5="> len (@) (8.5.33)
n=0

Beweis: Fur -n<a<b<n gilt

X = Xla,bl = Sa— Sb

47Wieder taucht 7 aus heiterem Himmel auf, diesmal mit der netten Formel

Sozusagen der ,SECHSAPPEAL® von 7.
48Und die Erinnerung daran, dafl b= —-a=>0 ist solange a ¢ [-x,7] erfillt ist.
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und damit
ck(x) = cx(8q) — cr(sp),

also

n

Sa—Sp— Y. (ck(sa) — cr(sp)) e’
k=0

n .
x=Y ce(pe®
k=0

2 2

n
.
sp— ) ck(sp)e’
k=0

n
-
Sa— ) cr(sa)e’
k=0

IA

+
2 <

—0 -0

)

2

was nach Lemma 8.5.20 gegen 0 konvergiert und nach Satz 8.5.17 da-
mit Aquivalent zur behaupteten Vollstandigkeit ist. OJ

Der Rest geht dann wieder recht kanonisch.
Beweis von Satz 8.5.19: Jedes f € C(T) ist stetig und damit INTEGRIER-
BAR. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢,w € T(T) mit

4
Iflo=y<f=¢=lfle  und | @@-¢)dx<e’
-7
Fur g:= f - ¢ gilt dann
187 < 1y~ = [y — | [y — §l =21 f ool — &,
~——

=2 flleo

und damit ist
T T
||g||§:f gt <20 fleo [ W) = b0 dt <21l fllooe®.
-7 -7

Seien nun .
Snf = Z Ck(f) eik',
k=0

die PARTIALSUMME der Fourierreihe und entsprechend S,g und S,¢,
dann ist

Snf =88+ Sno.
Nach Korollar 8.5.21 gibt es ein ngy, so daf3

lp—Snpll2 <e, n=ny,

nach (8.5.21) is

n

lg—Salz=1llgl5— Y lce(@I* = ligll5 <2l fllooe®
k=0

und damit ist fur n=ny

If=Sufllz = 1g+¢—Su(g+Pl2=lg—Suglz+p=Sudllz

<\/m£ <e
< (\/2||f||oo+1)£.
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Also ist
,qli_{lolollf— Snfll2=0
und damit ist die Vollstandigkeit endlich bewiesen. O

Nachdem wir im Beweis letztlich nur Integrierbarkeit als Konsequenz
der Stetigkeit verwendet haben, gilt das Resultat auch in einem etwas
allgemeineren Kontext.

Korollar 8.5.22 (Vollstandigkeit). Die Orthonormalsysteme aus Satz 8.5.19
sind vollstédndig fiir Riemann-integrierbare Funktionen auf T.

Es kann nicht schaden, die Ergebnisse des Kapitels nochmal zusam-
menfassen:

1. Jede Funktion f € C(T) definiert Fourierkoeffizienten.

2. Aus diesen Fourierkoeffizienten kann man eine FOURIERREIHE bil-
den, die in der Norm ||, konvergiert und zwar gegen f. Genau
das ist die Bedeutung der Vollstdndigkeit. Allerdings bedeutet das
nicht, dafl die Fourierreihen auch GLEICHMASSIG KONVERGENT wa-
ren. Dies wurde zwar relativ lange angenommen, aber 1873 gab
Du Bois-Reyomond*® ein Beispiel einer Funktion aus C(T) an, fiir
das

=00
n—oo

n
lim Hf— Z ck(f) fx
k=0 .
gilt. Um das zu beweisen, muss man ein bisschen (Fuktional-)Analysis
betreiben, siehe [21, Satz 1.5]; auf alle Falle kann man aber dieses
Beispiel und die daraus resultierenden neuen Fragestellungen als
.Geburtsstunde“ der APPROXIMATIONSTHEORIE sehen.

3. Die Partialsummen der Fourierreihen sind die beste Ndherung,
wieder in der Norm | -[., die man mit den beteiligten trigonome-
trischen Polynomen tiberhaupt erhalten kann.

Das hat auch eine musikalische Interpretation. Ein TON im musikali-
schen Kontext ist namlich ein periodisches Ereignis mit Periode 1/w,
wobei man w als FREQUENZ bezeichnet und normalerweise in HERTZ
angegeben: Hz = s™!. Dann kénnen wir den Ton f als

= %f) + > ax(f) cosknw-) + br(f) sin(knw-) (8.5.34)
keN

f

schreiben, also als Uberlagerung von GRUNDTON und den als OBERTO-
NE bezeichneten Schwingungen, deren Frequenz ein ganzzahliges Viel-
faches der des Grundtons ist. Wir nehmen auferdem der Einfachheit

49Das ist nur eine Person, genauer Paul David Gustav Du Bois-Reyomond, der {ibri-
gens Mathematik und Medizin studiert hatte.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

halber an, daff f nur aus Cosinusanteilen besteht, also bi(f) =0, ke N,
was man dadurch erreicht, daff man sich f als GERADE FUNKTION, also
f(=1 = f(r) vorstellt, und daf3 es keinen TINNITUS gibt, daf3 also auch
aop (f) =0 ist.

Ubung 8.5.4 Zeigen Sie: Ist f € C(T) gerade, so ist br(f) =0, keNy. &

Die Fourierkoeffizienten bezeichnet man als SPEKTRUM dieses Tons und
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Abbildung 8.5.1: Spektrum zweier Dudelsackspielpfeifen mit unter-
schiedlicher Klangcharakteristik. Der Unterschied ist im Spektrum
definitiv sichtbar.

ihre Aplituden beschreiben die Klangcharakteristik des Instruments,
siehe Abb 8.5.1. Gute Literatur hierzu sind [2, 3] und nattrlich der
Klassiker [14]. Allerdings ist reale Musik nur selten periodisch, denn

hhhhhhh

l | MH

nnnnnnnnnnnnnnn

i JHi‘ul sl QJ ‘HLHLJIHM il

nnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Abbildung 8.5.2: Klangfarben zweier verschiedener Pianos. Diese
Werte sind aber mit Vorsicht zu sehen, denn der Ton eines Pianos
ist eben nicht periodisch sondern klingt exponentiell ab.

ein konstanter Ton gilt da als eher nicht so spannend. Und selbst viele
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8.5 Fourierreihen

Instrumente, beispielsweise Saiteninstrumente, sind nicht periodisch,
sondern eher von der Form

f(y=e“tg(v), glt+1/w)=g(1).

Das fiihrt dann zu Spektren wie in Abb. 8.5.2, obwohl ein Pianoton
eigentlich nur 3-4 wirklich signifikante Partialtone hat, alle ,héherfre-
quenten” Anteile sind eher der Abklingrate geschuldet.

Auf der Basis der Fourierreihen kann man nun die Phanomene der
KONSONANZ und DISSONANZ von Ténen erkliaren. Seien f,g Téne®° mit
Fourierreihen®!

flx)~ Z ar(f) cosRrwkx), g(x) ~ Z ar(g) cosnwkx), (8.5.35)

k=0 k=0
also mit SPEKTRUM ci(f) bzw. cr(g). Erklingen zwei Tone gleicher Fre-
quen gleichzeitig, dann tberlagern sich die Fourierreihen und man hort

o0

(F+8) ) ~ Y (ar(f) + ar(g)) cosRrwkx),
k=0
die Spektren addieren sich und die KLANGFARBE des Tones verandert
sich dadurch. Hat nun g die doppelte Frequenz wie f, dann ist

glx) ~ Z ar(g) cosm(2w)kx) ~ Z ar(g) cosrw2kx),
k=0 k=0

also

S [ ar(f)+akp(g),  ke2N
(f+g)(x)~kz:0{ ax(f), ke2N-1

und wir erhalten wieder denselben Ton wie f, aber mit anderer Klang-
farbe. Die OKTAVE hat also perfekte KONSONANZ. Ist g eine REINE QUIN-
TE zu f, also ein Ton mit Frequenz %w, dann ist

} cos(2rnwkx)

gx) ~ Zak(g)cos(2n§wkx)
k=0 2

3
3k+ -
2

),

die Halfte der Partialtone geht also in f auf, die andere Halfte sitzt ge-
nau in der Mitte zwischen diesen Partialtonen. Das ist immer noch sehr
konsonant und das konsonanteste nichttriviale Intervall. Ftir Frequenz

Po mit gektirztem ? ist entsprechend

= ) ax(g) cosnw3kx)+ ) ask+1(g) cos (Zna)
k=0 k=0

o qg-1 oo pr
g ~ Y agr(g)cos@rnwpkx)+ Y Y agi+r(g)cos (Zmu pk+ 7) x).
k=0 r=1k=0

50Der Einfachheit 2z7—periodisch.
51 Richtige* Gleichheit besteht ja nicht unbedingt, aber nach Korollar 8.5.18 besteht
zumindest eine 1 - 1-Beziehung zwischen Funktion und Reihe.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Da p und ¢ als TEILERFREMD vorausgesetzt sind, gibt es re{l,...,q -1}
und seN, so da®? pr—sg=1 ist und fiir dieses spezielle r, s erhalten wir
einen Partialton

Agk+r(g) cOs (27‘[(1) ((p +8)k+ é) x),

von g der nach Bemerkung 5.3.11 mit dem Partialton
ap+5k(f) cos (2w ((p + ) k) x)

den Zusammenklang

1 w
2a4k+r(8) A(p+sk(f) cos (an ((p + 8k + 5) x) cos (271;)

generiert. Ist nun g in einem gewissen Rahmen grof3, so ist dies eine
hochfrequente Schwebung, die man auch als REIBUNG der Partialténe
bezeichnet und die als DISSONANZ wahrgenommen wird, ist g zu grofs,
dann nimmt man diese Schwebung einfach nicht mehr wahr. Wir fassen
zusammen.

Satz 8.5.23 (Pythagordisches Credo). HARMONIE ist ein Frequenzver-
hdltnis, das einem Bruch mit mdglichst kleinem Nenner entspricht.

52Das ist die BEZOUT-INDETITAT, die man in der (Computer-)Algebra kennenlernt und
die recht leicht zu beweisen ist, indem man sich den euklidischen Algorithmus
genauer ansieht.
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