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Statt einer Leerseite ...

Welcher aber ... durch die Geometria sein Ding beweist und die
griindliche Wahrheit anzeigt, dem soll alle Welt glauben. Denn da ist
man gefangen.

Albrecht Diirer

A peculiarity of the higher arithmetic is the great difficulty which has
often been experienced in proving simple general theorems which
had been suggested quite naturally by numerical evidence.

H. Davenport, The Higher Arithmetic, 1952

I always found it shameful that mere technologists should have ar-
rogated to themselves the right to be called that, scientists, men of
knowledge.

S. Rushdie, Grimus

You may call it ‘nonsense’ if you like, [...] but I've heard nonsense,
compared with which that would be as sensible as a dictionary.

L. Carroll, Through the looking glass
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Geschichte muf§ doch wohl allein auf
Treu und Glauben angenommen
werden? Nicht?

Lessing, Nathan der Weise II1,7

Eine kurze Geschichte 1
der Splines

Auch wenn man gerne die Arbeiten (Schoenberg, 1949a; Schoenberg, 1949b) von
Schoenberg aus dem Jahr 1946 als die “Geburtsstunde” der Splines bezeichnet,
waren die B-Splines “wahrscheinlich Hermite und sicherlich Peano” (Schoen-
berg in (Schoenberg, 1973)) bekannt. Will man noch weiter in der Geschichte
zuriickgehen, so kann man sich auf die exponential Euler Splines berufen, die
bereits von Euler (1755), aber natiirlich nicht unter diesem Namen, untersucht
wurden. Eine Zusammenfassung der “Ur- und Frithgeschichte” der Splines gibt
beispielsweise die Arbeit von Butzer, Schmidt und Stark (Butzer et al., 1988).
Doch kehren wir wieder zuriick zu Isaac J. Schoenberg, einem der profil-
iertesten und vielseitigsten angewandten und nicht nur angewandten Mathe-
matiker des 20. Jahrhunderts. Im Rahmen seiner Tatigkeit im War Department
at Aberdeen Proving Ground wéahrend des zweiten Weltkriegs begann er, aus-
gehend von Approximationsproblemen, mit der Untersuchung von Splines. Es
ist einer der wenigen positiven Aspekte des Kriegs, dafs zur selben Zeit auch
Haskell B. Curry, ansonsten eher der Algebra und abstrakten Logik zugetan, von
diesem Ansatz Kenntnis bekam und ihn gemeinsam mit Schoenberg weiteren-
twickelte. Eine Kopie eines Briefes, in dem Curry von diesen Entwicklungen
erzdhlt, findet sich im Buch von Micchelli (Micchelli, 1995) (das sich beispiel-
sweise mit den Themen Subdivision, Splines mit verallgemeinerten Differenzier-
barkeitseigenschaften, multivariate Splines und Blossoming befafst und schon
deswegen sehr empfehlenswert ist). Trotzdem beschéftigte sich auch Schoen-
berg zuerst einmal lange Zeit mit anderen Dingen, so daf} die bertihmte Arbeit
von Curry und Schoenberg (Curry & Schoenberg, 1966) erst mit fast 20—jahriger
Verspatung im Jahre 1966 erschien. Einer der Griinde, warum Schoenberg seine
Resultate tiber Splines wieder “aus der Schublade” holte, war wohl die Tatsache,
dafs inzwischen auch andere Mathematiker, allen voran Carl de Boor, die Splines
entdeckt hatten und so Schoenbergs Interesse neu weckten. Natiirlich bestand
einer der Griinde fiir das aufkeimende allgemeine Interesse an Splines im Bedarf
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an “guten” Typen von Kurven im Zusammenhang mit den CAD-Systemen und
den numerischen Berechnungen, die durch die Entwicklung der Computertech-
nik in ganz neuen Grofienordnungen durchgefiihrt wurden. Auf der anderen
Seite waren und sind Splines auch ein wichtiges theoretisches Hilfsmittel bei der
Untersuchung von n—ten Weiten, wo sie eine wichtige Rolle als Minimallosun-
gen bestimmter Funktionale spielen. Inzwischen ist die Literatur zum Thema
“Splines” gigantisch. Die beste, umfangreichste und via Internet zugangliche
Bibliographie stammt von de Boor und kann beispielsweise {iber seine WWW-
Homepage http://www.cs.wisc.edu/ deboor abgerufen werden.

In den meisten “klassischen” Lehrbiichern tiber Numerische Mathematik
werden Splines (oft nur kubisch, das heifst von der Ordnung m = 3) als Losung
eines Interpolationsproblems an den einfachen Knoten ty.1,...,t, eingefiihrt
und beschrieben. Nicht, dafd das irgend etwas schlechtes wére, gerade in diesem
Zusammenhang zeigen die Splines ein den Polynomen weit iiberlegenes Ver-
halten, da sie das oftmals katastrophale Oszillationsverhalten der Interpolation-
spolynome nicht mitmachen. Auf alle Félle hat man es aber in diesem Rahmen
wegen der einfachen Knoten stets mit Funktionen aus C™! zu tun. Eine Basis
des zugehorigen Splineraums ist dann schnell angegeben: sie besteht aus allen
Polynomen vom Grad m sowie den abgebrochenen Potenzen

(t—t)™ t>t, .
t—t)" = "i=m+1,...,n—1.
( 1)+ { 0 t <ty ) )

Klar — diese Funktionen sind alle linear unabhéngig, stiickweise polynomial
und m — 1 mal stetig differenzierbar. Damit haben wir also m + 1 Polynome
und n — m — 1 abgebrochene Potenzen, also n Basisfunktionen, und da wir,
dank der B-Splines, wissen, daf$ der Splineraum Dimension n hat, sind diese
Funktionen ebenfalls eine Basis. Allerdings eine Basis mit Nachteilen: die Basis-
funktionen haben unendlichen Trdger! Deswegen war man interessiert an ein-
er Basis des Splineraums dergestalt, daf$ alle Basisfunktionen moglichst kleinen
Trager haben — und das fiihrte zu den B-Splines. Daf} diese Funktionen dann
auch noch {iiber eine Rekursionsformel verkniipft sind, wie Cox (Cox, 1972)
und de Boor (Boor, 1972) zeigten, macht sie nur noch sympathischer. Zudem
haben die Basisfunktionen mit kompaktem Trdger noch einen weiteren Vorteil,
den bereits Schoenberg weidlich ausnutzte: da zur Berechnung von N™(t) stets
nur die m Knoten “links von t” und die m Knoten “rechts von t”, sowie die
m + 1 zugehorigen Kontrollpunkte verwendet werden, gibt es tiberhaupt keine
Schwierigkeiten, auch unendliche Knotenfolgen t;, i € Z, mit unendlichen Kon-
trollpolygonen d;, i € Z, zu betrachten. Und das ist mit einer Basis aus Poly-
nomen und abgebrochenen Potenzen nun doch etwas unschon, da hier anjedem
Punkt eine unendliche Anzahl von Basisfunktionen beitrdgt. Aber besser noch:
sind die Knoten gleichverteilt, also z.B. t; = 1, 1 € Z, (das sind genau die Cardinal



B-Splines von Schoenberg (Schoenberg, 1973)), dann sind die B-Splines lediglich
verschobene Kopien voneinander, genauer

NM™(x) = Ngt(x — 1), 1eZ,

und man hat eigentlich nur einen B-Spline.

Aus den 70er und 80er Jahren gibt es eine Vielzahl von Arbeiten iiber Splines,
die fiir einige Zeit ein richtiges “Modethema” waren. Einen gewissen Uberblick
aus unterschiedlichen Perspektiven und von unterschiedlichen Zugéngen her
bieten beispielsweise die Biicher von de Boor (Boor, 1978), Schumaker (Schu-
maker, 1981) oder Niirnberger (Niirnberger, 1989). Auf alle Fille fand man eine
Vielzahl von Problemen und Gebieten, wo sich die Splines als mehr oder weniger
niitzlich erwiesen.

Trotzdem geschah noch einmal das Wunder, dafs auf einem eigentlich “abge-
grasten” Feld, das die (univariaten) Splines in den 80er Jahren mit Sicherheit
waren, noch einmal zarte Bliiten (engl. “blossoms”) sprossen. Es war tiberraschen-
derweise wieder de Casteljau, der zuerst auf die Zusammenhénge mit polaren
Formen aufmerksam machte (Casteljau, 1985), wenn auch in sehr schwer lesbar-
er Form. Die Anwendung von Blossoming auf Splinekurven geht wohl auf Lyle
Ramshaw (Ramshaw, 1987) zurtick (siehe auch und vor allem (Ramshaw, 1989)).
Die Darstellung in diesem Skript folgt in weiten Ziigen (Sauer, 1996), die ihrer-
seits auf einer Arbeit von Hans—Peter Seidel (Seidel, 1989) basiert, welche im
wesentlichen fiir meine Begeisterung fiir dieses Gebiet verantwortlich ist. Sei-
dels Ziel war es tibrigens, die neuen Einsichten, die das Blossoming gewéhrte,
auch auf Flachen (generell, auf den multivariaten Fall) zu tibertragen. Obwohl
da einige Dinge ganz entschieden anders sind als bei den Kurven, gelang es
doch, Splinefldchen von hochgradiger Flexibilitdt zu konstruieren. Aber das ist
eine andere Geschicht ...
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Ich schwire Ihnen, jedes Wort ist
wahr. Fiir Sitze aber hafte ich nicht.

R. Schami

Kurven, Funktionen und
so weiter

Die Vorlesung beschiftigt sich mit der Modellierung, Speicherung und Manip-
ulation von Kurven und Flichen!. Damit wir auch wissen wovon wir reden und
um sicherzustellen, daf$ wir auch wirklich von demselben reden, ist es sinnvoll,
zuerst einmal die grundlegenden Begriffe zu wiederholen bzw. einzufiihren. So
eine Art ,Differentialgeometrie fiir Arme” also.

2.1 Kurven

Eine Kurve im R¢, d > 1, kann auf viele verschiedene Arten eingefiihrt werden,
beispielsweise implizit, parametrisch oder approximativ. Auch wenn wir uns im
Rahmen der Vorlesung auf parametrische Kurven beschrianken wollen, sollen
die beiden anderen nicht ganz unerwihnt bleiben.

Eine implizite Kurve ist die Losung eines Gleichungssystems der Form

F(x) =0, F=(fi,..., ), x € R¢.

In vielen Féllen ist dabei n = d — 1, getreu dem Motto ,jede Bedingung bindet
eine Dimension”, das aber nattirlich fiir nichtlineare Funktionen F blanker Un-
sinn und auch fiir lineares F mit ewtas Vorsicht zu geniessen ist. In der Praxis
sind implizite Kurven ausgesprochen schwer zu handhaben?, da fiir jeden Punkt
der Kurve irgendwie ein Gleichungssystem zu losen ist. Und Informationen wie
Glattheit der Kurve, Tangenten in einem Punkt und dhnliches sind noch schw-
erer zu erhalten.

Eine approximative Kurve kennt in vielen Féllen noch nicht einmal eine
explizite Darstellung der Kurve oder Fldche, sondern verfiigt nur iiber Approx-
imationen, die normalerweise von sehr einfacher Natur sind, beispielsweise

!Auch wenn das Hauptaugenmerk auf den Kurven liegen wird.

?Das stimmt natiirlich so wieder einmal nicht ganz, beim Raytracing ist es beispielsweise
besser, die zu rendernden Fldchen implizit gegeben zu haben, da der Schnitt solcher Fldchen
mit einem Sehstrahl ,nur” das Hinzufiigen einer weiteren Gleichung ist.
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Linienziige, die sich aber wenn nétig beliebig verfeinern lassen, bis sie der
Kurve so nahe kommen wie man nur will. Subdivision—-Kurven und —Fldchen,
die beispielsweise bei der 3D-Animation zum Einsatz kommen? sind Beispiele
hierfiir. Geeignet sind solche Darstellungen vor allem dann, wenn das Objekt
nur gut aussehen muss und analytische Eigenschaften nicht wirklich relevant
sind.

Eine parametrische Kurve ist eine Abbildung von einem Intervall I der Form

fy
f=|: [:I=RY I ¢ R kompakt. (2.1)
fa

Anschaulich kann man sich die Kurve oder zumindest deren Graphen durchaus
als ein deformiertes Intervall vorstellen.

Man spricht von einer stetigen bzw. k-mal stetig differenzierbaren Kurve?,
wenn f; € C(I) bzw. f; € C¥(I),j = 1,..., d. Nur weil eine Kurve glatt im Sinne
von Differenzierbarkeit ist, muss sie {ibrigens noch lange nicht glatt im optischen
Sinne sein. Ein einfaches Beispiel ist die Neilsche Parabel, sieche Abb 2.1, der

Abbildung 2.1: Die Neilsche Parabel (links) und ihre Komponenten (rechts).
Man sieht deutlich, daf} die Komponentenfunktionen glatt sind, die Parabel
aber natiirlich eine Spitze in der Mitte hat.

einfachen Kurve
3

w
‘LLZ‘|’ I:[_1>1]3

f(u) = l

SPixar stellt angeblich zumindest sei ,Gerri’s Game” alle Figuren mit Subdivisionfldchen dar,
die sehr intuitiv zu manipulieren sind.

*Der Begriff ,glatt” wird gerne auch mal fiir eine unspezifizierte Differenzierbarkeitsordnung
verwendet.
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die zwar zu C*=(I)¢ gehért5, aber dennoch eine ,Zacke” an tu = 0 hat. Mit etwas
genauem Hinschauen sieht man auch den Grund, denn dortist £(0) := g—i (0) =0.
Definition 2.1 Eine Stelle uw € 1 heifit kritischer Punkt der Kurve f falls f(1) = 0
ist.

Kritische Punkte einer Kurve sind etwas sehr unangenehmes und sollten im
Normalfall vermieden oder zumindest sorgféltig untersucht werden, denn:

An einem kritischen Punkt kann fast alles passieren (muss aber nicht). I

Da im Rahmen der Vorlesung ja auch Matlab bzw. octave verwendet werden
sollen, ist es vielleicht ganz nett und instruktiv, sich anzusehen, wie man so einen
Plot wie in Abb. 2.1 hinbekommt. Zuerst beschafft man sich eine Abtastung des
Intervalls I,

octave> X = (-1:.01:1);

und dann plottet man die beiden Funktionen:

octave> plot( X. 3,X.72 );

Will man die Komponenten geplottet haben, so geht das mit
octave> plot( [ X."3,X.72 17);

Das plot-Kommando ist etwas gewohnungsbediirftig und benimmt sich halt
unterschiedlich, je nachdem, ob man eine Matrix oder zwei Vektoren iibergibt.

2.2 Graph oder Funktion oder was?

Der nichste Punkt tiber den man sich bei Kurven klar werden muss, ist, ob man
sie als Graphen, also als Punktmenge £(I) oder wirklich als Funktionen, also als
Abbildung £ : T — RR? ansieht. Wahrend ein Designer sich im wesentlichen fiir
f(I) interessiert, ist bei Bahnplanungsaufgaben, beispielsweise im Bereich des
Numerical Control, spielt hingegen die Funktion eine zentrale Rolle, denn da geht
es dann auch um sowas wie Ableitungen. Der wesentliche Unterschied zwischen
diesen beiden Sichtweisen wird ersichtlich, wenn man sich Reparametrisierun-
gen ansieht.

SPolynome sind unendlich oft differenzierbar.
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Definition 2.2 (Reparametrisierung) Eine Reparametrisierung ist eine surjek-
tive Funktion @ : ] — 1 von einem kompakten Intervall | mit der Eigenschaft®
©(]) = L Eine regulire Reparametrisierung erfiillt ausserdem ¢ € C'(]) und
¢ #0.

Klar, dem Graphen sind Reparametrisierungen vollig egal, denn da gilt ja

f(I) =f(e(])) = (fo @) (J) = £,(]),

wobei wir f,, := fo @ fiir die reparametrisierte Kurve schreiben werden. Fiir die
Funktion macht das natiirlich einen Riesenunterschied. Nehmen wir beispiel-

sweise 5
u 0
[=]=10,1] (p(u):{ )
VD 1—2u, %

so durchlduft f, die Kurve gleich zweimal und das ist, wie man sich leicht
tiberlegen kann, keine Frage der (Nicht-)Differenzierbarkeit von ¢. Immerhin:

Bei einer reguliiren Reparametrisierung ist nicht nur der Mehrfachdurchlauf aus-
geschlossen, sondern man kann diese Parametrisierung auch wieder umkehren.

: (2.2)

<u
<u ,

IA A
Y Y

Ubung 2.1 Zeigen Sie: Ist ¢ # 0, so existiert die Umkehrabbildung @' : T — J.
¢

Kritischen Punkten ist die Reparametrisierung iibrigens egal, ganz egal, ob diese
reguldr ist oder nicht: Ist ¢ (u) ndmlich ein kritischer Punkt von f und ¢ € C'(]),
so gilt

d d - ,

Tufe(w) = g flew) =flew) ¢(u) =0,

u du \....\6...../
und deswegen ist u ein kritischer Punkt von f,. Ist ¢ reguldr, dann beste-
ht sogar eine 1 — 1-Beziehung zwischen den kritischen Punkten, ,schlechte”
Reparametrisierungen mit Nullstellen der Ableitung kénnen sogar noch weit-
ere kritische Punkte generieren.

Wie das Beispiel (2.2) zeigt, kann man mit schlechten Reparametrisierun-
gen eine ganze Menge erreichen, so daf$ sich ein Kompromiss anbietet: Eine
intrinsische Eigenschaft einer Kurve ist eine, die zumindest unter requliren
Reparametrisierungen invariant bleibt’. Das wichtigste Hilfsmittel dafiir ist die
Bogenlinge. Dazu schreiben wir I = [u,, u.] fiir unser Parameterintervall und
approximieren die Kurve durch einen Streckenzug durch die Punkte

f(y), j=0,...,n, U =Up < Uy < -+ < Up = U < U,

siehe Abb. 2.2. Mit der euklidischen Norm

®Das ist gerade die Surjektivitit.
"Mehr kénnen wir nicht fordern, Eigenschaften, die unter allen Reparametrisierungen invari-
ant bleiben, sind ziemlich trivial.
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Abbildung 2.2: Die Ndherung der Bogenlidnge tiber den interpolierenden
Streckenzug.

und unter Verwendung der Taylor-Formel nullter Ordnung?®
fu) —f(uw) = (W' —u) £(8),  Eeuu]

ergibt sich die Lange des Streckenzugs bis u,, = u* als

Cfuo, . wn) =D ) —fu)|, =D (wy—ui) [[£(&)]],
j=1 j=1

was nun auch wieder nichts anderes als die Riemann-Summe fiir das Integral

tgw) = | ], au 2.3)
ist.

Definition 2.3 (Bogenldnge) Die Bogenlinge s(u*) des Kurvenstiicks von . bis u*
ist der durch (2.3) definierte Wert £ (£;u*).

¥Die Intervallschreibweise in dieser Gleichung ist im Sinne konvexer Hiillen zu verstehen,
d.h. [u,u’] = min{u, u’'}, max{u, u}.
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Die Bogenlinge ist invertierbar, solange es keine Intervalle gibt, auf denen f
verschwindet. Solche Intervalle sind zwar nicht auszuschliessen, aber eigentlich
idiotisch, denn sie legen eine Parametrisierung zugrunde, bei der f ,auf der
Stelle steht” und man verliert nichts, wenn man solche Intervalle zu einem,
dann kritischen, Punkt zusammenfasst. Aufierdem hédngt die Bogenldnge nicht
von der (reguldren) Parametrisierung ab:

o M)
(o) = |

(97] (ua)

if((p(v)) i dv :J ”f (p(v)”2 dv

o (uq)

o (ue) p
_ J e (@], 1o (v dv:J I, dv

@7] (ua)

= ((fu).

Ist nun aber die Funktion u — s(u) invertierbar’, so kénnen wir die Kurve f auch
nach der Bogenldnge parametrisieren und erhalten so f(s), fiir die insbesondere
die Identitat!"

fu) = - f(s(u)) = —£(s(w) ES(uJ
= £0stw) g [ il v = (st Jw
gilt, was wir auch als!!
f
fr(s) = () 2.4)
[
schreiben konnen, weswegen die Ableitung nach der Bogenldnge immer | f'(s) || 5

1 erftillt, also eine Einheitstangente liefert.

Die Entscheidung, ob wir eine Kurve parametrisch oder als Graphen sehen,
hat auch groen Einfluss auf den Abstandsbegriff'?, den wir verwenden sollten.
Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hétten zwei Kurven f,g : I —
R4 gegeben, also zwei Kurven mit identischem Parameterbereich. Ausserdem
interessieren wir uns hier nicht fiir gemittelte Abstinde'?, sondern nur fiir ,worst
case”—Abstinde, die in der Praxis auch normalerweise am interessantesten sind.
Aber auch da gibt es noch genug Moglichkeiten:

9 Also praktisch immer!

1UNormalerweise bezeichnet man in diesem Kontext mit f die Ableitung nach dem (freien)
Bahnparameter, mit f* hingegen die Ableitung nach der Bogenlinge.

Djese Gleichung ist an kritischen Punkten allerdings ein wenig problematisch! Noch ein
Grund, sie zu meiden.

12Mathematisch haben wir hier grole Freheiten, es miissen nur die Axiome einer Metrik
erftillt sein, also Nichtnegativitdt, positive Homogenitédt und die Drelecksunglelchung.

13 Also Abstinde wie den durch die 1-Norm induzierten d(f, g) = [, ”f u)” du.
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Parametrischer Abstand: Hier betrachtet man

d(f,g) := max Hf(u) — g(u)” . (2.5)

uel

Damit dieser Abstandsbegriff funktioniert miissen die Kurven ,vergleich-
bar” parametrisiert sein.

Parameterfreier Abstand: Da die Parametrisierung in intrinsischer Geometrie
ja egal ist, konnte man sie als freien Parameter mit einbauen:

d (f, g) := min max ||f¢,(u) — g(u)” , (2.6)

©>0 uel

wobei die regulire Parametrisierung ¢ auch I auf sich selbst abbilden
sollte. Das ist natiirlich ein sehr geometrischer Ansatz, aber die Bestim-
mung von ¢ fithrt zu einem nichtlinearen Variationsproblem, und die
sind nicht so ganz einfach zu 16sen, auch wenn es nattirlich Verfahren gibt
(Gelfand & Fomin, 1963; Kirk, 1970; Stengel, 1986).

Bogenlingenabstand: Als,Mittelweg” konnte man die nattirliche Parametrisierung

durch die Bogenldnge verwenden, wobei man natiirlich mit den Kur-
venldngen £ und {; normalisieren sollte:

¢
f(s) —g(e—f s) .

Hat man eine Bogenldngenparametrisierung der beiden Kurven, so ist das
ein recht einfach zu bestimmender Wert.

(2.7)

d (f, g) := max

0<s<l

Hausdorff-Abstand: Hier bestimmt man zu jedem Punkt f(u) den ndchsten
Punkt auf g und maximiert dann:

mamin [f(w) = gw)]

Und da man min und max nicht so ohne weiteres vertauschen darf!4,
symmetrisieren wir das Ganze noch zu

d(f,g) := max {maxmin ||f(u) — g(u')” , max min ||f(u) —g(u) }

uel u’el uwel uel
(2.8)
Auch dieser Ausdruck ist natiirlich nicht wirklich einfach zu berechnen.
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Abbildung 2.3: Zwei Kurven, fiir die alle obigen Abstandsbegriffe unter-
schiedliche Werte liefern.

Fiir welches dieser Konzepte man sich nun letztendlich entscheidet, hiangt
sowohl vom gewiinschten Kurvenmodell bzw. der jeweiligen Anwendung, also
auch von den Rechenkapazititen und Geschwindigkeitsanforderungen'™ ab.
Abb. 2.3 zeigt zwei Kurven, fiir die sich die verschiedenen Abstandsbegriffe
ziemlich signifikant unterscheiden. Man muss sich halt dartiber im Klaren sein,
dafS es ein ,richtig” oder ,falsch” per se erst einmal nicht gibt, sondern dafs das
ganz massiv davon abhidngt, was man mit seinen Kurven eigentlich anstellen
will.

Ubung 2.2 Welcher dieser Abstandsbegriffe liefert den kleinsten Wert und
warum? o

2.3 Ebene Kurven vs. Raumkurven

Einen weiteren grofien Unterschied macht es, ob man Kurven in der Ebene R*
oder im Raum R3 betrachtet. Das ist bei Geraden schon anschaulich klar: In
der Ebene schneiden sich Geraden fast immer, im Raum fast nie. Und tiber das,
was im R? fiir d > 3 passiert, wollen wir uns gar nicht erst Gedanken machen,
zumal das nicht wirklich praxisrelevante Situationen sind. Natiirlich ist das hier
nur eine ,Mini-Ubersicht”, detaillierte Informationen gibt’s beispielsweise in

H4Der ,Hauptsatz der Spieltheorie”, das Minimax-Theorem von ]. von Neumann (Neumann
& Morgenstern, 1944) beschiftigt sich mit genau dieser Frage.
15Tn der Realitiit stellt sich mehr als nur einmal die Frage ,,Offline oder Echtzeit”.
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(Struik, 1961).
Betrachten wir also mal soein f : I — R¢, d = 2,3, und bilden an der Stelle
u € I wieder einmal eine Taylor-Entwicklung, dann ist fiir § € R,

. 5., 8. Y
flu+06) = flu) +8f(u) + 2f() 3f() :Z f(u),

wobei wir uns die Terme hoherer Ordnung schenken wollen. Als néchstes fordern
wir, dafs die Ableitungsvektoren £0), j =1,...,d, linear unabhéngig sind, dann
bilden sie ein lokales Koordinatensystem, das man nach Gram-Schmidt or-
thonormalisieren kann:

o f(u)
e,
n = flu)—tt'f(u) =f(u) — f(_u—)f(lzl)f(u)
I i |
_ B i) - i) (Fw) - Flu)ia) o
- . 2 - . 2 ) T )
el [l |
C_on i i)~ )f( )f(u) (F(uw) — F"(u)) f(u)
m], | fw) - W, ~ W —Fr) fw),
B f(u) x f(u)
[£(w) x Fw,

Dabei verwenden wir im R? das (vektorwertige) Kreuzprodukt, das als'®

€ X1 Y X2Y3 — X3Y2
€ X2 Y2 | =1 X3Yy1 —X1Y3

€3 X3 Y3 X1Y2 —X2Yq

x Xy = det

definiert ist. Die Tangente t kennen wir schon, die ist rein zufillig f'(s), s = s(u)
und wegen

1=[fe= e s = 0= (fs((f'( NE(s) = 2(£(s)" £(s)
muss die Normale n ein Vielfaches von £”(s) sein, schliefllich liegt
2
St lus)) = o (Fluls) wie) =F(uls)) (w(s)* + Fuls) w'(s)  29)

16Eigentlich kennt man Determinanten ja nur fiir quadratische Matrizen, aber mit der folgen-
den formal nicht korrekten Formel kann man sich’s am besten merken.
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im Erzeugnis von f und f und steht senkrecht auft, also auch auf f. Die Binprmalg
b existiert nur fiir d = 3 und ist gerade dadurch definiert, daf$ sie auf f und f
senkrecht steht — das ist ja die Natur und Rechtfertigung des Kreuzprodukts.

Ubung 2.3 Zeigen Sie, daf sich im R® die Normale auch durch
f x (f X f)

n=bxt= _—_
[, [1£

berechnen ldsst. Weisen Sie dafiir die beiden folgenden Eigenschaften des Kreuzpro-
dukts nach:

Antikommutativitit: x Xy = —y X x,

Grassmann-Identitit: x X (yxz) =x'zy —x'yz,

und verwenden Sie diese. o

Definition 2.4

1. Die Vektoren t,n, b bilden das Frenet—Dreibein, englisch Frenet Frame, an der
Stelle u, eine natiirliches und intrinsisches lokales Koordinatensystem.

2. Die Schmiegeebene'” bzw. Osculating Plane ist die von t und n aufgespannte
affine Ebene durch f(u) im R3. Im R? ist sie bedeutungslos.

3. Die Kriimmung der Kurve ist als

() = [8]], = [l w]

2

definiert und gibt gleichzeitig den Reziprokwert des Radius des Schmiegekreises'®
an die Kurve an der Stelle u an.

Die Auswirkungen der unterschiedlichen Parametrisierungen auf Kriimmung
und so weiter kann man sich sehr einfach an einem ganz elementaren Beispiel
veranschaulichen.

Beispiel 2.5 Fiir I = [0, 1] betrachten wir das Geradenstiick

f(u) =au+b, 0+#a,beRY d=23. (2.10)

7Der Name stammt von (einem der) Johann Bernoulli(s), oder, wie es in (Struik, 1961) heisst,
von ,John Bernoulli”.
18Was auch immer das ist.
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Solche Geraden haben Tangeten a/||al|, und natiirlich'® Kriimmung Null, was wir hier
auch durch die Ableitung gezeigt bekommen:

Nun parametrisieren wir um, und zwar mit der requliiren®® Parametrisierung @(u) =
u?, so daff wir f,(u) = au? + b, also

f, = 2au, f,=2a+#0

erhalten. Dennoch ist die Kriimmung Null, denn f, und f, sind ja linear abhéngig
und die Normale als Kriimmungsrichtung ist ja der Teil von £, der auf £, senkrecht
steht.

Ubung 2.4 Was ist die Bogenldngenparametrisierung von f aus (2.10)? o

Man sieht: Parametrisierung nach der Bogenlédnge ist fiir die Behandlung der Ge-
ometrie von Kurven sehr hilfreich. Kann man nun aber auch jede Kurve nach der
Bogenldnge parametrisieren? Theoretisch ja, praktisch ist aber { (f;-) eine ziem-
lich komplizierte Funktion, die man nur schwer invertieren kann. Einfach wire
das nur, wenn beispielsweise ||f|| 5 ein Polynom wire, das liesse sich dann exakt
integrieren und invertieren. Solche Kurven bezeichnet man als Hodographen,
aber sie sind ausgesprochen spezielle Kurven, bei denen ja die Komponen-
ten voneinander abhdngen. Allerdings sind es auch besonders ,schéne” und
niitzliche Kurven, wie man in (Farouki, 2007) nachlesen kann.

Bemerkung 2.6 (Parametrisierungen) Im Numerical Control werden Kurven oft-
mals in verschiedenen Stufen des Prozesses in unterschiedlichen Formen gespeichert.
Die Bahngeometrie wird gerne nach der Bogenlinge parametrisiert?, fiir die Bah-
ndynamik hingegen verwendet man zumeist eine Zeitparametrisierung, denn dann
sind die Ableitungen von f nach dem Zeitparameter t die physikalischen GrofSen
Geschwindigkeit, Beschleunigung und Ruck®, die auf einer Maschine bestimmte
Grenzwerte nicht iiberschreiten diirfen.

Ta, das ist anschaulich klar, aber gerade in der Mathematik ist das, was anschaulich klar ist,
selten richtig. Dennoch sollte man sich hier im klaren sein, dafd jeder verniinftige Kriimmungs-
begriff so formuliert sein muss, dafs Geraden Kriimmung Null haben — denn Kriimmunyg ist ja
gerade ein Maf fiir die Abweichung von der Geraden. Definition sind nie richtig oder falsch,
aber sie konnen sinnvoll oder idiotisch sein.

2Die eine Nullstelle der Ableitung an u = 0 ist irrelevant, wer’s nicht glaubt kann ¢(u) =
(1 —e)u? + eufiir 0 < ¢ < 1 verwenden und ein bisschen mehr rechnen.

21 Zumindest approximativ.

2Terminus Technicus fiir die Beschleunigungswechsel.
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Das Frenet-Dreibein ist natiirlich nur dann ein richtiges Dreibein, wenn die drei
Vektoren f, f und f linear unabhéngig sind, was nattirlich nicht tiberall und fiir
alle Kurven garantiert werden kann. Trotzdem ist es schon ein Spezialfall, wie
das néchste einfache Beispiel zeigt.

Beispiel 2.7 (Parabeln) Betrachten wir doch einfach einmal die Kurve

aru? +bru+c
flu) = : —au’ +bu+c, uwel[-1,1], a,b,ceR",
agu? +bgu+cq

fiir die f(u) =2au+bundf(u) =2a gilt. Diese beiden Vektoren sind an w = 0 linear
abhingig, wenn a und b linear abhiingig sind, also wenn es A # 0 gibt, so daff b = Aa
ist. Dann ist aber
flu) = a(u2 + ?\u) +b =ax+b,
—

=X
was nichts anderes als eine umparametrisierte Gerade ist. Natiirlich ist das ein besonders
einfaches Beispiel, denn Parabeln zeichnen sich ja durch konstante ,Kriimmung” aus.

2.4 Anschlussbedingungen

In der Praxis sind Kurven (und Fldchen) zumeist stiickweise definiert, wobei
die Objekte auf jedem der Stiicke ,brav”, also von einer bestimmten Glattheit
im Sinne von Differenzierbarkeit sind. An den Verbindungsstellen wird es aber
natiirlich interessanter. Nehmen wir also an, wir hitten zwei Kurven, f : [uy, u]
und g : [u’, 1], deren Ubergang wir an der Stelle u* ansehen wollen.

Stetigkeit ist eine Bedingung, tiber die wir nicht zu reden brauchen. Wenn
resultierende zusammengesetzte Kurve [f, g] an u* nicht einmal stetig ist, dann
sind es zwei separate Kurven und fertig. Wir fordern also immer bei einem
Ubergang, daf3

f(u) =g(u) (2.11)

sein soll.

Differenzierbarkeit wird da schon interessanter. Da wire zuerst einmal die
parametrische Differenzierbarkeit C', bei der wir zusiitzlich

Fuw) = g (W) (2.12)

verlangen, was allerdings wegen f,, = f ¢ nicht unter Reparametrisierungen er-
halten bleibt. Eine intrinsische Variante ist die geometrische Differenzierbarkeit
G', bei der nur noch

f(u) g(u)

f'(u) = — = —
e, (sl

g'(u) (2.13)
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gefordert wird. G' hat damit drei &quivalente Beschreibungen:

1. Die Einheitstangenten stimmen tiiberein bzw. die Tangenten zeigen in
dieselbe Richtung.

2. Man kann die Kurve f regulédr so reparametrisieren, daf f, und g einen
C'-Ubergang haben. Dazu muss nur gewéhrleistet werden, da$?®, daf8

eu)=u und ¢(u) = —”g(U)HZ

Ew],
ist.

3. Parametrisiert man beide Kurven nach der Bogenldnge, so erhidlt man
einen C'-Ubergang. Das ist nun wieder eine intrinische, geometrische
Eigenschaft.

Man sieht also, es gibt parametrische und parameterfreie Beschreibungen der
geometrischen Differenzierbarkeit. Natiirlich ist jede C'-Verbindung auch G',
in letzterem Fall hat man ja einen Freiheitsgrad mehr und kann die Lange von
f(u) frei wahlen, solange sie positiv?* bleibt.

Noch interessanter wird es, wenn man sich die zweimalige Differenzier-
barkeit ansieht. Nun gut, parametrisch ist das einfach, da kommt nur

f(u) = g (w) (2.14)

zu (2.11) und (2.12) dazu, aber wie sieht das geometrisch aus? Fordern wir
f" =g’ und £’ = g, so liefert das die bereits bekannte Bedingung (2.13), die
wir auch als

. . -
g’ (u) =f(u)u, u =u'(s(u’)) = ||f (W, » (2.15)
schreiben konnen und zu der ausserdem noch
g” (uw) =f(u) (W) +f(u)u” (2.16)

dazukommt. Das heisst, dafy g” in der Schmiegeebene von f an der Stelle u
liegen muss bzw. die beiden Schmiegeebenen iibereinstimmen miissen®, da
f und g kollinear sind und dafd derselbe Wert von u’ wie in (2.15) auch hier

2Und das wird nur bei kritischen Punkten problematisch — hatte ich schon gesagt, da8 man
diese nach Kriften vermeiden sollte?

2Negative Lange wiirde eine Tangente bedeuten, die in die Gegenrichtung zeigt und das will
man dann doch nicht.

PFiir d = 2 ist das trivial, bei Raumkurven hingegen eine echte Forderung!
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funktionieren muss, allerdings quadratisch. (2.15) und (2.16) sind insgesamt 2d
Gleichungen in den beiden Unbekannten u” und u”, von denen aber die Hélfte
nichtlinear ist. So einfach geht es also offensichtlich nicht. Deswegen verwendet
man fiir G2 gerne die folgende Definition, siehe (Farin, 1988).

Definition 2.8 (G?) Zwei parametrische Kurven f und g an w haben einen G*-
Ubergang, wenn sieanweinen C'-Ubergang haben® und in der Bogenlingenparametrisierung
C? aneinanderhiingen.

Diese Begriftlichkeiten machen das Leben einfacher, denn nun ist nach (2.15)

. .
uE:Hf(u) 5 :ué::u,

, =g

und es gilt nach (2.16), dafs

0 = f"(W)—g” (W) =Ffu) WP +fuw)uw —gu) W) +gu)w)
AVA Y. * .. * ( * uf// _ué/
= (u') (f(u)—g(u)Jrf(u)—z).
(u’)
Das konnen wir abschliessend auch mal als Satz formulieren.

Satz 2.9 Ist u* kein kritischer Punkt, dann ist ein C'-Ubergang genau dann ein G>-—

Ubergang, wenn es ein A € R gibt, so dafl f(u)— gu)=A f (u*) ist.

2Tn der globalen Parametrisierung auf [uo, w1]
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Infinities and indivisibles transcend
our finite understanding, the former
on account of their magnitude, the
latter because of their smallness;
Imagine what they are when
combined.

G. Galilei

Eine algorithmische
Einfuhrung in Splines

Splinekurven spielen auch heute noch eine wesentliche Rolle in industriellen
Anwendungen, insbesondere im Bereich der CNC-Maschinen®. Das geht so
weit, dafy die Steuerung derartiger Maschinen, sei es zum Schneiden, zum
Frasen oder zum Drehen, Splines bis zur Ordnung 5 als Eingaben direkt ver-
arbeiten kann. Diese Anwendungen beeinflussen natiirlich auch die Sichtweise
auf Splines und die Art und Weise, wie man mit ihnen umgeht. Dieses er-
ste Kapitel wird daher von Anwendungen und dem praktischen Umgang mit
Splines beeinflusst sein; manche der Beweise werden wir auf spéitere Kapitel
verlegen, denn eleganter kann man diese Sachen oftmals mit Hilfe von etwas
allgemeineren theoretischen Mitteln angehen.

3.1  Zur Motivation

Im praktischen Kontext sind Splines stiickweise polynomiale Kurven zur Darstel-
lung und Manipulation von Kurven. Und wenn wir “Kurven” sagen, dann

meinen wir Kurven, also nicht Graphen von Funktionen, sondern parametrische

Kurven, also Abbildungen f : [a,b] — R¢, wobei das Parameterintervall [a, b]

normalerweise eher irrelevant ist?® und d gerne die Werte 2 oder 3 annimmt —

wir haben es also wieder mit planaren Kurven bzw. Raumkurven zu tun. Damit so

eine Kurve verntinftig auf dem Computer dargestellt und verarbeitet werden

kann, sollte sie zwei wesentliche Eigenschaften haben:

2CNC = Computer Numerical Control.

2Es wird — zumeist aus Mangel an Phantasie — gerne als [0, 1] gewdhlt. Eine sinnvollere
Wahl wire eine Parametrisierung der Kurve nach der Bogenldnge, dann hitte man es mit dem
Intervall [0, £] zu tun, wobei { die Lange der Kurve ist.
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1. Die Kurve muss vollstandig durch eine endliche Anzahl von Koeffizien-
ten d,...,d, € RY beschrieben werden. Diese Koeffizienten bezeich-
net man auch als Kontrollpunkte.

2. Die Kontrollpunkte sollten geometrische Eigenschaften der Kurve
wiedergeben.

Wiéhrend die erste Forderung ziemlich offensichtlich ist, wird die zweite Eigen-
schaft benotigt, um die “Interaktion zwischen Mensch und Maschine” moglich
zumachen oder doch zumindest wesentlich zu erleichtern. Gerade wenn das De-
sign oder die Bearbeitung von Kurven aus der Manipulation von Kontrollpunk-
ten besteht, sollte doch ein intuitiver Zusammenhang zwischen diesen Kon-
trollpunkten und der endgiiltigen Gestalt der Kurve bestehen.

3.2 Knoten und B-Splines

Das Splines, wie bereits gesagt, stiickweise polynomiale Funktionen sein wer-
den, ist es sicherlich zuerst einmal verntinftig, diese Stiicke auch entprechend
festzulegen, was durch das Konzept der Knotenfolge geschieht.

Definition 3.1 Eine endliche, indizierte Menge T = Tnn = {ti,..., tmini1} heifit
Knotenfolge der Ordnung m falls

1. t] S"’Stn_t,_m_H.
2. Y <timor
Bemerkung 3.2 (Nomenklatur)

1. Es ist immer eine wichtige Entscheidung, wo man bei der Knotenfolge mit der
Indizierung beginnt. Normalerweise bevorzuge ich wie in (Sauer, 2000a) eine
Indizierung, die mit Null anfingt, allerdings hat diese den wesentlichen Nachteil,
daf3 eine direkte Umsetzung in Matlab bzw. Octave dadurch unmdiglich wird®.
Da aber zur Anwendung immer auch das numerische Spiel auf dem Rechner
gehort, ist hier eine Indizierung vorzuziehen, die mit 1 beginnt.

2. Bei dem Begriff der Ordnung eines Splines gibt es in der Literatur keinen wirk-
lichen Standard. Man kann damit entweder® den lokalen Polynomgrad bezeich-
nen oder aber die lokale Dimension, also eines mehr als der lokale Polynomgrad.
Bei der Verwendung von Literatur zu Splines empfiehlt es sich also, zuerst einmal
genau nachzusehen, was genau mit “Ordnung” gemeint ist.

¥Im Gegensatz zu Programmierung in C/C++.
Wie in diesem Skript.
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Offensichtlich ist die Ordnung der Knotenfolge nur fiir die zweite Bedinung
relevant, die besagt, dafd die Vielfachheit eines Knotens m+-1nicht iiberschreiten
darf; die Vielfachheit pu = ; eines Knotens t; ist einfach die Zahl, die angibt, wie
oft der Knoten innerhalb der Knotenfolge T wiederholt wird:

t <. Stjq < tj = :tHH*] < tj+u < <thina. (31)

n

Ist iy = 1 fiirj = 1,...,m +n + 1, dann sagen wir es handle sich bei T um
eine einfache Knotenfolge. Und schon kénnen wir unsere B-Splines definieren,
diesmal {iber einen ganz einfachen rekursiven Prozess.

Definition 3.3 Fiirk =0,..., m, sind die B-Splines N}‘, j=1,...,n+m—Xk, der
Ordnung k definiert als

N (IT) = X[ty t511)> (3.2)

-— 1 _ Hoxr —- _
NEGT) = —Z-NMT(T) + == NET (LT 3.3
! o —t ) tier =t 07 33)

Aus dieser Definition erhalten wir sehr unmittelbar bereits einige fundamentale
Eigenschaften der B-Splines.

Proposition 3.4 Die B-Splines
1. sind nichtnegativ, Nf >0,

2. haben kompakten Triger, NJ}‘ (x|T) =0, x ¢ [tj, tjsxl,

k

3. sind stiickweise Polynome vom Hochstgrad k auf den Knotenintervallen: N; ko)
4HLe+1

TTy.

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Induktion tiber k. Die stiickweise konstan-
ten Funktionen N? haben die obigen drei Eigenschaften beinahe trivialerweise.

Fiir den Ubergang k— 1 — k verwenden wir die Rekursionsformel (3.3), die uns
zusammen mit der Induktionsannahme sagt, daf3

N¥(x|T) =0, x ¢ ([t tjd U [0, tie]) = [, ]

und da fiir alle x € [tj, tj+1] alle Terme in (3.3) > 0 sind, muss dies auch fiir N}‘
gelten. Aufierdem ergibt sich N; dadurch, dafy zwei Splines der Ordnung k — 1,



3.2 Knoten und B-Splines 23

also zwei stiickweise lineare Polynome vom Grad < k — 1, mit einer linearen?!
Funktion multipliziert, was wiederum eine stiickweise polynomiale Funktion
vom Grad < k liefert. O

Bemerkung 3.5 Fiir einfache Knoten funktioniert die rekursive Definition 3.3 der
B-Splines glatt und ohne Probleme, aber bei mehrfachen Knoten muss man ein wenig
aufpassen, weil man sonst irgendwann bei der Iteration an eine “division by zero”
geriit, namlich wenn tj.1 = tj ist. Gliicklicherweise kann man diese Situation aber
einfach ignorieren, denn in diesem Fall ist der Triger des entsprechenden Splines in der
Rekursionsformel die leere Menge und deswegen lisst man ihn einfach unter den Tisch
fallen.

Die Auswertung eines B-Splines an einem Vektor X von Punkten wird in Octave
von einer Funktion® BSplEval erledigt, also nutzen wir diese Funktion einmal
und plotten den einen oder anderen B-Spline, einfach, um ein Gefiihl dafiir
zu bekommen. Ein Blick auf Definition 3.3 zeigt, dafs wir fiir n Funktionen
NTY, ..., NI einen Knotenvektor mit n+m+1 Knoten brauchen. Gut, versuchen
wir uns doch einmal am “klassischsten” alle Fille, am kubischen Fall m = 3 und
verwenden wir einfach equidistante Knoten

octave> T = (0:10)
T =
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

dann haben wir es mitn = 11 —4 = 7 B-Splines zu tun, die wir an einem feinen
Gitter auswerten und dort plotten wollen:

octave> hold on; X = (0:.01:10);
octave> for j=1:7 plot( X,BSplEval( j,3,T,X ) ); end

Das war ja einfach, also versuchen wir auch noch eine nicht-dquidistante Knoten-
folge:

octave> T = sqrt(0:10); clearplot; X = (0:.01:max(T));
octave> for j=1:7 plot( X,BSplEval( j,3,T,X ) ); end

3Die Sprechweise ist nicht immer eindeutig, denn man kann streng genommen ja zwis-
chen linearen und affinen Funktionen unterscheiden, je nachdem, ob noch ein konstanter Term
vorhanden ist oder nicht. Trotzdem soll hier “linear” zumeist fiir Polynome vom Ho6chstgrad 1
stehen, ganz egal, ob die Dinger nun linear oder affin sind.

32 Alle Funktionen sind so gestaltet, dafs sie auch unter Matlab funktionieren sollten, aber da
Octave Open Source Software ist und somit nicht nur ausgesprochen leistungsfahig sondern von
allem auch frei verwendbar, allgemein verftigbar und ohne Lizenzeinschrankungen nutzbar ist,
werde ich in Zukunft nur auf Octave verweisen.
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Die Ergebnisse dieses kleinen Spielchens konnen in Abb. 3.1, bewundert werden,
aber sie konnen natiirlich nur als Motivation fiir eigene, unabhingige Experi-
mente mit B-Splines dienen, bei denen man ein Gefiihl dafiir bekommen kann,
wie sich die B-Splines in Abhdngigkeit von der Knotenwahl verhalten. Jetzt

07 T T T T 0.8

06 0.7 |-

06 |-
05 |-

05

04

0.4

0.3 |

0.3 |

0.2 |-
0.2 |

0.1 | o1k

o L AN . Lo 1 S o L L L LA A RN
0 2 4 6 8 10 0 05 1 15 2 25 3 35

Abbildung 3.1: Die B-Splines mit gleichverteilten (links) und “Wurzel”-
Knoten (rechts).

aber trotzdem zuriick zur Theorie!

Definition 3.6 Eine Splinekurve in R% mit Kontrollpolygond =1[d; : j=1,...,n] €
RY™ ist eine Kurve der Form
Smd =S (-[T)d:=> d;N"(-|T). (3.4)

j=1

Eine Splinekurve wird also eindeutig bestimmt durch ihre Kontrollpunkte
di,...,d, control points d;, j = 1,...,n, und die Knotenfolge T. Als einfache
und unmittelbare Konsequenz daraus kann man derartige Kurven vollstindig
dadurch beschreiben und auch manipulieren, daf man das Kontrollpolygon
und/oder die Knotenfolge verdandert. Anders gesagt: Alles, was wir mit Splines
so anstellen werden und auch konnen, ldsst sich immer auf die Bestimmung
geeigneter Knoten und Kontrollpunkte zurtickfiithren. Und die sind endliche In-
formation!

3.3 Der Algorithmus von de Boor

Ohne dieses geometrische Verfahren zur Auswertung von Splines geht es natiirlich
nicht, ganz abgesehen davon, daf$ er uns auch ganz allgemein beim Verstandnis
der Natur der Splines unterstiitzen wird.
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Algorithmus 3.7 (de Boor)
Eingabe:

o Knotenfolge T = Ty,
e Kontrollpunkte dy,...,d, € RY,
® X € [tmgty..nytugtl.
Prozedur:
1. Bestimme{ e {m+1,...,n}sodaff x € [ty tei1).

2. Initialisiere:

d?(x):dj, j=L—m,..., L

3. Fiirk=1,...,m
(a) Fiirj=1{0—m+Xk,...,{berechne®

. tj+m—k+1 - X

Himk — 4

und damit
di(x) = o(x) &7 (%) + (1 — () & (%), (3.5)

Ergebnis: S;,d(x) = d*(x).

Ubung 3.1 Implementieren Sie den Algorithmus von de Boor in Matlab/octave.
¢

3 Diese baryzentrische Koordinate hangt natiirlich von j ab - aber als Variable in einem Programm
brauchen wir’s nicht.
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Abbildung 3.2: Der kubische (m = 3) de-Boor-Algorithmus um einen ein-
fachen (links) und einen doppelten (rechts) Knoten herum.

Die Korrektheit von Algorithmus 3.7 ldsst sich nun sehr einfach zeigen: Wir
wenden einfach die Rekursionsformel fiir die B-Splines “riickwérts” an

Smd(x) = Y dyNI(x|T)

Y1 —x

n
x—t
= ) 4 N (x| T) + N (x [ T)
— e —t ) Yk — G
n n+1
x — 1 t X
- d LN (x| T+ Y d 2N (x| T)
) j ) j
n+1
t X X
= LB, (I La | N (x| T)
TG — Y b — J

Jetzt miissen wir nur noch aufpassen, welche Splines wirklich zur Summe beitra-
gen —da die Tragerintervalle der Splines ja mit fallender Ordnung immer kleiner
werden, liegt der Punkt x in immer weniger Tragerintervallen und am Schluss
sind fast alle “Zwischenkoeffizienten” und deren Berechnungen unnétig bis auf
die, die gerade zu d* fithren, und das sind gerade die, die auch im de-Boor-
Algorithmus auftauchen.
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Bemerkung 3.8 (Weitere Eigenschaften)

1. Die Splinekurve S, d ist eine Abbildung [t 1, tni1] — RY, “lebt” also sozusagen
nur auf diesem Bereich. Daher miissen die Randknotenty, ..., tyyundtoir, ... tniny
eine besondere Rolle spielen.

2. Die erscheint zuerst einmal ein wenig seltsam, denn die Definition der B-Splines
und damit auch der Splinekurve als Linearkombination von B-Splines mit Vektor—
Koeffizienten gilt ja eigentlich auf ganz R. Der Algorithmus 3.7 hingegen scheint>*
nur auf dem Intervall [ty 1, tni1] zu funktionieren.

3. In vielen, wenn nicht so gar den meisten Anwendungen und in der allermeisten
Theorie withlt man die Randknoten als m + 1-fache Knoten, das heifst,

t1—"':tm+1) tn+1:"':tn+m+l-

Das garantiert, daf$ am Rand des “guten” Intervalls die Splines gerade den er-
sten bzw. letzten Kontrollpunkt passieren, weswegen man diese Eigenschaft auch
als Endpunktinterpolation®™ bezeichnet. Aber es ist sogar noch besser: Die
Ableitungen am Rand®® sind Vielfache der entsprechenden Differenzen der Rand—
Kontrollpunkte. Somit enthiilt das Kontrollpolygon also wirklich jede Menge ge-
ometrische Information iiber die Kurve.

4. Es ist normalerweise nicht so einfach, sich das ganze Indexgewurstel des de—
Boor-Algorithmus einzuprigen und im Gedichtnis zu behalten. Was man sich
aber leicht merken kann, ist die Geometrie des Verfahrens: Das Verhiiltnis, in dem
x gewisse Knotenintervalle aus m 4+ 1, m, m — 1, ... und schliefSlich 2 Knoten
teilt, wird auf passende Seiten des Kontrollpolygons iibertragen, was zu neuen
Kontrollpunkten fiihrt.

5. Der de—Boor—Algorithmus verwendet ausschliefSlich Konvexkombinationen von
Kontrollpunkten, um neue Kontrollpunkte zu bestimmen und deswegen ist die
Splinekurve immer automatisch in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons en-
thalten.

Jetzt versuchen wir aber noch, die scheinbar widerspriichliche Situation aufzuldsen,
dafs die Splinekurve mittels B-Splines global definiert ist, der Algorithmus die

3Man beachte die Wortwahl.

% Auch als endpoint interpolation bekannt und geschétzt.

%Und das sind Vektoren, daist die Richtung viel wichtiger als der Absolutbetrag — willkommen
in der wunderbaren Welt der Kurven!
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Kurve aber nur lokal beschreibt. Dafiir betrachten wir zuerst einmal die “kon-
stante” Kurve, bei der alle d; Skalare sind und denselben Wert haben, sagen wir
d; = 1. Hier bekommen wir

d?(x) = «(x) d}‘_j] (x) 4+ (1 —«(x)) d;‘*] (x) = x(x) +1—x(x) =1,

also

> NECIT) =1, (3.6)

j=1

Allerdings gilt diese Identitdt nur auf dem Intervall [t,, 1, t,+1], siche Abb. 3.3,

0.8
08

06 |- 06

04t 04

02
02

L L L L
0 1 2 3 3 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 3.3: Plot der Funktion aus (3.6) fiir die Knotenfolge
{0,1,2,3,4,5,6,7} (links) — die Identitat ist tatsdchlich nur im Intervall [3, 4]
erfiillt, das gerade von “innersten” Knoten bestimmt wird.

Mit dreifachen Randknoten gibt es einen nicht differenzierbaren Sprung an
3 and 4, wahrend die Knotenfolge {3, 3, 3, 3, 4,4, 4, 4} einen scharfen Sprung
liefert (rechts).

so dafd unser Dilemma eine verbliiffend einfache Losung hat:

Splinekurven sind tiberall wohldefiniert, aber wirklich “brav” sind sie nur
auf dem Intervall I,,,(T) := [tmi1, thsl.

Was uns schliefSlich ein weiteres gutes Argument fiir m + 1-fache Randknoten
liefert.
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3.4 Ein wichtiger Spezialfall: De Casteljau und Bézier

Es gibt einen besonders einfachen Spezialfall von Knotenfolgen, namlich m 41—
fache Randknoten rechts und links und sonst nichts:
T={ti...,ty,tusr, ooy tur ) = {0 n=m-+1,
m+1 m+1

wobei wir den Randknoten® dann auch gleich die Werte 0 und 1 geben kénnen.
In Kurzschreibweise: T = {0™*!, 1™}, Das relevante Knotenintervall ist dann
also nur noch I, (T) = [0, 1] und auf diesem Intervall ist die Splinefunktion ein
einziges Polynom. Auch der de-Boor—Algorithmus vereinfacht sich in diesem
Fall ganz massiv, denn

1. fur x € (0, 1) liefert unser ,Intervallindikator” immer { = m + 1.

2. im ersten Schritt betrachten wir die baryzentrischen Koordinaten beziiglich
der Intervalle [tj, tj ], wobei j von £ —m + 1 =2 bis { = m + 1 lduft, die
Intervalle sind also

[t Lol -+~ ey toa)
3. im ,allgemeinen” Schritt k = 2,..., m arbeiten wir die Bezugsintervalle
[tiery tmaa) - ooy [, toma2—k] @b und die sind ebenfalls wieder Kopien des

Ausgangsintervalls [0, 1].

Einen Begriff aus den obigen Bemerkungen sollten wir allerdings noch kléren.

Definition 3.9 Als baryzentrische Koordinaten u(x) eines Punktes x relativ zum
Bezugsintervall [a, b] bezeichnet man das Paar u(x) = [uo(x), w; (x)] mit der Eigen-
schaft, dafs

x =uo(x)a+u(x)b. (3.7)

Baryzentrische Koordinaten von Punkten im Intervall [a, b] liegen immer zwischen 0
und 1, siehe (3.8).

Ubung 3.2 Zeigen Sie:

b—x x—a]. (3.8)

u(x):[b—a’b—a

Der ,Exponent” steht hier natiirlich fiir die Vielfachheit der Knoten.
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Diese Beobachtungen fiihren uns zum wesentlich &lteren® Algorithmus von
de Casteljau®

Algorithmus 3.10 (de Casteljau)
Eingabe:
e Kontrollpunkte by, ..., b, € RY,
e x€[0,1].
Prozedur:

1. Initialisiere:
b?(x):dj, j=1,...,n.

2. Fiirk=1,...,n—1setze
b}‘(x) =(1—x) b}H (x) —l—xd;:]] (x), j=1,...,n—k. (3.9)

Ergebnis: B,_;d(x) = b;‘_' (x).

Das Polynom, das der Algorithmus von de Casteljau liefert, bezeichnet man als
Bézierkurve® und hat die schone einfache geschlossene Form*!

n—1

B,_id(x Z JH( ,_1) (1—x)" T = ZdH]B =1 x € [0,1]. (3.10)

j=

Diese Formel beweist man wie schon vorher beim de-Boor-Algorithmus mit
dem , Invarianztrick”

n—1

ij+1(“]._1)x]’(1 = me (“ 2) [U Y e B GRE)

j=0

auf der Basis der guten alten kombinatorischen Identitt*

=) G2 o

38 Alter im Vergleich zum Algorithmus von de Boor.

3Paul Faget de Casteljau, Mathematiker, in den 60ern bei Citrden in der CAD-Entwicklung
tatig.

40Pjerre Bézier, von Haus aus Ingenieur, also nicht Mathematiker, war bei Renault tdtig und en-
twickelte unabhingig von de Casteljau, insbesondere mit einem voéllig anderen Ausgangspunkt,
siehe (Bézier, 1972), ebenfalls eine Theorie dieser Kurven. Im Gegensatz zu seinem , Konkur-
renten” durfte Bézier seine Resultate aber verdffentlichen.

#Mit einer Indizierung die mit Null beginnt wire sie noch viel schéner.

“2Mit der Konvention (, ;) = () = 0.
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Abbildung 3.4: Der Algorithmus von de Casteljau und seine Geometrie.

siehe (Graham et al., 1998).
Ubung 3.3 Beweisen Sie (3.12).

Setzt man nun (3.12) in die linke Seite von (3.11) ein, so ergibt sich*®

n—1
2_bin (n)— 1)Xj(1 —x)" =) by ((n ]_ 2) + (7)1:12)) X (1 —x)" 2
: ~

n—2
— (1 —x) bj (n ]_ z)xj (1—x)"7 + Z xbj1 (?:f)ﬂ” (1—x)™"
; =

n—2
— (] — X) bj+1 (Tl ]_ Z)Xj (1 — X)nizij + Z ij+2 (TL )_ Z)Xj (] — X)nizij

j=0

= Y (1 —x) by + xbj,) (“ J‘ z)xj (1—x)"27,

=] (%)

und das ist dann auch schon der induktive Beweis von (3.11).

“3Wieder unter Ausnutzung der Binomialkoeffizientenkonvention.

31

—j
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3.5 Curry, Schoenberg und andere Basen

Das fundamentalste Resultat der gesamten Splinetheorie besagt, dafs B-Splines
nicht irgendwelche stiickweisen Polynome sind, sondern eine Basis eines ganz
besonderen Vektorraums von Kurven bilden.

Definition 3.11 (Splineraum) Der Splineraum der Ordnung m zur Knotenfolge
T = Ton, in Zeichen 5,,(T), besteht aus allen Funktionen f mit den folgenden beiden
Eigenschaften:

1. fist eine auf T stiickweise polynomiale Funktion vom (Hochst-) Grad* m :

f’(t]'atj+1) € ”m.
2. f besitzt eine gewisse globale Glattheit®
tao<ty=-=t 0 <t = feCcmH (tjfhthru) . (3.13)

Mit anderen Worten:

Der Splineraum 5,,(T) besteht aus allen Funktionen, deren Einschrankung
auf Knotenintervalle Polynome vom Grad m sind und die an an einem
Knoten der Vielfachheit p immer noch m — p—mal stetig differenzierbar
sind.

Bemerkung 3.12 Sehen wir uns einmal die beiden Extremfille an:

w = 1: an einem einfachen Knoten schliefSen die beiden Polynomstiicke zu den angren-
zenden Intervallen (m — 1)—mal stetig differenzierbar aneinander an. Und das ist
auch gut so, daf$ der Spline da nicht noch glatter ist, denn wenn zwei Polynome
p und q vom Grad m, an einer Stelle & in allen Ableitungen bis Ordnung m
iibereinstimmen, dann brauchen wir nur eine Taylorentwicklung anzusehen und
erhalten, daf$

ist und die beiden Polynome somit iibereinstimmen miissten — was fiir einen
Ubergang beliebiger Glattheit an & sorgen wiirde. Nein, nein, m — 1 reicht vollig.

#“Mit dem Grad von Polynomen ist das so eine Sache: Fiir manche ist es der Hochstgrad, fiir
manche mufs dann auch der Koeffizient zu diesem Grad von Null verschieden sein. Dswegen
verwenden wir hier die formale Schreibweise mit p € TT,,, was dann uneingeschréanktdegp < m
bedeutet.

“5Im Sinne von Differenzierbarkeit, zu anderen Glattheitsbegriffen kommen wir spater noch.
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= m+ 1: an einem Knoten maximaler Vielfachheit betriigt die Differenzierbarkeit-
sordnung m—(m+1) = —1, was man gerade mal so interpretieren kann, ndmlich
als einen Sprung — nullmalige stetige Differenzierbarkeit ist ja schliefSlich immer
noch die gute alte Stetigkeit. Deswegen ist es auch nicht sinnvoll, hohere Vielfach-
heiten als m + 1 zuzulassen, ganz abgesehen davon, dafS die einem ohnehin nur
die Rekursionsformel (3.3) versauen.

Satz 3.13 (Curry & Schoenberg) Die B-Splines N (-] T) sind eine Basis des Splin-
eraums S, (T).

Eine Methode, Satz 3.13 zu beweisen, bestiinde darin, die Ableitungsformel

d m
—N" (x]T) = ——NM" (x| T) —
= (KT L (x]T)

T NMTIT), =T,
(3.14)
zu verwenden, die man durch sehr elementare*® aber etwas aufwendige Rech-
nung verifizieren kann, indem man folgendem Kochrezept z.B. aus (Sauer,
2000a) folgt: Man nehme die Ableitung der Rekursion (3.3), benutze (3.14) in-
duktiv fiir die so erhaltenen Splines der Ordnung m — 1 und fasse die Terme
passend*” zusammen. Nachdem die B-Splines stiickweise Polynome sind, kann
man sich bei (3.14) erst mal auf x € R\ T beschranken, wo die Splines un-
endlich oft differenzierbar sind und dann mit einem Stetigkeitsargument auf
ganz R fortsetzen. Das ist, wie gesagt, wie wir es nicht machen. Im spéteren
Theorieteil werden wir einen sehr eleganten Beweis kennenlernen, der auf dem
“Blossoming Principle” beruht.
Aber die wesentliche Konsequenz von Satz 3.13 ist natiirlich die folgende
Beobachtung;:

Himir — Hn

Jede Funktion f € §,,(T) kann auf eindeutige Weise als

geschrieben werden. Insbesondere ist dim$5,,(T) = n, hdngt also im
wesentlichen von der Anzahl der Knoten, nicht von der Ordnung der Splines
ab.

4Es gibt leider keine gute deutsche Ubersetzung des englischen “straightforward”.
#Na gut, viele Beweise bestehen darin, Terme richtig zusammenzufassen.
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Es gibt noch eine andere Basis fiir 5,,, namlich die abgebrochenen Potenzen?®,
die wir der Einfachheit halber nur fiir einfache Knoten betrachten wollen*. Die
abgebrochene Potenz der Ordnung m mit Bruchtstelle t ist die Funktion

m_ [ (x=1", x> t,
- = { Zh R,
und die Basis besteht nun aus den Monomen 1,x,...,x™ und den abgebroch-
enen Potenzen (- —1t;),j = m+ 1,...,n — 1. Das sind dann wieder n sttick-

weise polynomiale linear unabhéngige Funktionen und damit eine Basis des
Splineraums. Auch wenn diese Basis wieder nur fiir das Intervall [t 1, t,], un-
eingeschrankt verntinftig ist, haben die meisten der Basisfunktionen dennoch
einen sehr grofien Trager — eben ganz im Gegensatz zu den B-Splines.

Ubung 3.4 Zeigen Sie:
1. Die abgebrochenen Potenzen (- —1)T" sind m — 1-mal stetig differenzierbar.
2. Die Polynome und die abgebrochenen Potenzen sind linear unabhéngig.

¢

3.6 Wie stellt man einen Spline dar?

Wir wollen diesen ersten Abschnitt damit beenden, uns zu tiberlegen, wie
man nun so eine Splinekurve wirklich am Computer darstellt, insbesondere
in Octave, denn ein Ziel dieses Kapitels soll die Erstellung einer kleinen “Mini—

Spline-Toolbox” sein. Und die Kontrollpunkte d; € R?,j = 1,...,n, organisiert
man am besten in einer Matrix™
d]»1 te dn,] de
d=ldi-d)=| ¢ . 1 |eR™™, dj=| :
d] d .- dn,d d)"d

b

Um nun einen Spline an einer (endlichen) Punktmenge X C R auszuwerten,
die wir geschickterweise in Octave durch einen Vektor reprisentieren werden™,

#Die deutsche Ubersetzung “Kastratfunktionen” die de Boor in seiner Vorlesung an der ETH
Zirich (Boor, 1990) zuerst verwenden wollte, fand leider (?) zu wenig Zuspruch.

“Wir verwenden die Basis sowieso nicht, warum also unnétigen Aufwand betreiben.

%0Die Notation, Kleinbuchstaben, wenn auch fette, fiir Matrizen zu verwenden, ist nicht
gerade Standard, aber ein wenig muss man schon zwischen dem Konzept “Kontrollpolygon”,
also Vektor von Punkten im R4 und der Darstellung “Matrix” unterscheiden, auch wenn sich,
wie wir bald sehen werden, der Matrizenkalkiil sehr gut ausnutzen lasst.

>1Was uns sogar die Verwendung eines Multiset ermdglicht, also einer Menge mit Vielfach-
heiten.
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berechnen wir die Matrix®?

=1,...,n

R 5 Ny (X) = Ni (X[ T) = [N (e T) 07 i ™

und der Wert des Splines S,,d an X ist dann nur noch eine simple Matrixmulti-
plikation,
Snd(X) = d N (X). (3.15)

Dieses einfache Stiickchen Lineare Algebra wird sich im Folgenden noch als sehr
niitzlich erweisen. Die Funktion, die die Matrix N, (X|T) fiir gegebene m, T, X
bestimmt, trdgt den im Moment noch etwas seltsamen Namen BSplVander,
dessen Bedeutung uns aber bald klar werden wird.

0.8
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02 |
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Abbildung 3.5: Eine Splinekurve und ihr Kontrollpolygon, alles ganz ein-
fach — sogar die Knoten. ..

Schauen wir uns schliefslich noch an, wie man eine Splinekurve wie in Abb 3.5
eingibt und plottet: Zuerst definieren wir die Knotenfolge (mit vierfachen Rand-
knoten) und die Kontrollmatrix>® als

52Ein Wort zur Notation: “Normale” Matrizen sind immer als

I S j:]v-')m mxn
A_[a’k' k:1,...,n}EIR

zu sehen, wobei also j den Zeilen- und k den Spaltenindex bezeichnet. Und in genau demselben
Sinne bezeichnet bei einer allgemein indizierten Matrix

_ . xeX XXY . To#Xx#Y
A—[(x,y). er]e]R ~ R

x den Zeilen- und y den Spaltenindex. Fazit: Oben steht die Zeile, unten die Spalte!
3 Also die von den Kontrollpunkten gebildete Matrix.
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octave> T
octave> d

,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4 1;
11

[ O ,
[0 500 1;0.4.81.8.40171;

Um den Spline an einem feinen Gitter X auszuwerten, verwenden wir
octave> X = (0:.01:4); y = d * BSplVander( 3,T,X );

und Plotten bedeutet lediglich, d und y zeichnen zu lassen:

octave> hold on; plot( d(1,:),d(2,:) ); plot C y(1,:), y(2,:) );

Und das war’s auch schon!

3.7 Manipulation von Splines

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den elementaren Operationen, die
man so auf Splinekurven anwenden kann.

3.7.1 Einfache geometrische Transformationen

Geometrische, zumindest affine, Transformationen einer Splinekurve sind sehr
einfach, denn fiir A € R™? und y € R? erhalten wir, daf8

ASnd+y=) (Adi+y) N*([T)—y > NM([T)+y,
=1 j=1
=1

so daf3 eine affine Transformation einer Kurve sich auf eine affine Transforma-
tion der Kontrollpunkte bzw. der Kontrollmatrix beschrankt. Und das ist nichts
anderes als eine Linksmultiplikation®* von d.

3.7.2 Differentiation und Integration

In vielen Féllen ist es wichtig, die Ableitungen oder Stammfunktionen® einer
Splinekurve zu bestimmen, gerade in Anwendungen mit “smoothing splines”.

>Fiir die, die die lineare Algebra schon wieder weitgehend vergessen haben: Es ist ein ziem-
licher Unterschied, in welcher Reihenfolge bzw. von wo man Matrizen multipliziert.
% Auf Englisch “antiderivative”.
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Um eine Darstellung fiir die Ableitung einer Splinekurve herzuleiten, verwen-
den wir natiirlich die Ableitunsformel (3.14) fiir die B-Splines und erhalten

_ m m
Smd’(x) = di [ ———N™"" (x| T) = ————N"™ " (x| T)
; tm =t tympr —ti
n d] . n+1 d]_] .
= m Z—t. —t~Nj (x| T) —m Z— —t-Nj (x| T)
j=1 )+m ) j=2 )+m )
n+1
d; —d-
= my —— ]N]T“_1 (x|T)
= bem — 4
= qud] (x),

unter der Konvention dy = d,..; = 0. Also bestimmt sich die Kontrollmatrix d'
der “Ableitungskurve” S,,_;d' als

tm — 1

d' =mdD, =mdD,A,T (3.16)
tnint1 =t
wobei die Differenzenmatrix D als
1 -1
D, = € RV
1 -1

definiert ist und A,,T die Diagonalmatrix bezeichnet, die von den Reziprokw-
erten der m-Differenzen zwischen den Knoten gebildet wird:

AmT:diag [(thrm_tj)i] . j:],_,,,n—l—]]EIRHHXHH.

Durch Iteration von (3.16) konnen wir nun auch Ableitungen hoherer Ordnung
berechnen, und zwar als

d> = dm(m—1)DyART D1 AT,

k—1
ko m! _.
& = d—q [[DniAnsyT = dGy.
j=0

Da fiir jedes x € R und jede Kontrollmatrix d die Beziehung

ANy (x) = d* Ny (x| T) = d G Ny (x| T)
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gilt, erhalten wir, daf$ die Splinevektoren, also die Vektoren von Funktionen, die
dadurch gebildet werden, daff man alle B-Splines “iibereinanderstapelt”, die
Beziehung

N = Gy Ny (+]T), (3.17)

erfiillen, die es uns erlaubt, diese Spaltenvektoren direkt miteinander zu verkniipfen.

Allerdings hitten®® wir an dieser Stelle ein kleines Problem iibersehen! Wenn
wir Randknoten der Vielfachheit m + 1 haben®, dannist t,,; = t; and tpyme1 =
thy1, so dafs A, T dann die Gestalt

0|

hétte, was natiirlich Unsinn ist, da wir versuchen wiirden, eine singuldre Ma-
trix zu invertieren. Nichtsdestotrotz ist das nicht wirklich ein Problem, wenn
wir erkennen, daf} der erste B-Spline N}“’] ja nur auf (t, ty1) “lebt”, also von
Null verschieden ist, und so nichts zum Verhalten der Splinekurve und deren
Ableitung, auf dem relevanten Intervall 1,,(T) = [tmi1, tay1] beitragen kann. Das-
selbe gilt natiirlich auch fiir den Randknoten ganz rechts und den zugehorigen
B-Spline NTTJ:]].

Folglich kénnen wir, solange wir “nur” am Verhalten auf I,,(T) interessiert
sind®®, den ersten und den letzten B-Spline einfach ignorieren und erhalten so
die etwas kompaktere Darstellung

(Smd), = Sm—1a] ( |:I?)

wobei? = Tm—1,n—1 = {tz, e »tn—s—m} und

d] = manAmT) Dn — . ' : € IRan—] .
1
Jetzt konnen wir die zugehorigen Matrizen Ek € Rv" k=1,..., m, rekursiv
als . L _
Go =1, Gy =G 1 Dy 1A T
%(Qder haben.

%Und das war ja sozusagen unsere “Voreinstellung”.
Und das ist eine automatische Konsequenz aus m + 1-facher Vielfachheit der Randknoten.
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mit Knotenfolgen

:I:k = :]:k,n—&—m—k = {tirty -+ oy tnms1 s
berechnen und mittels
Ny (-1 T) =d Ny (+1T),
erhalten wir das folgende Gegensttick zu (3.17):
N (1T) = Ge N (1T (3.18)

Fassen wir zusammen:

Je nachdem, welches “Ableitungskonzept” wir betrachten wollen, gibt es
zwei Moglichkeiten, die Ableitung einer Splinekurve zu bestimmen, eine,
bei der sukzessive die dufsersten Randknoten entfernt werden und eine, die
diese erhélt. Allerdings:

1. Auf dem “wesentlichen” Interval I,,,(T) stimmen beide Ansitze libere-
in.

2. Fir Randknoten der Vielfachheit m+1 miissen wir das zweite Konzept
verwenden.

Wir konnen die Ableitungsformel auch verwenden um das (unbestimmte)
Integral beziehungsweise die Stammfunktion einer Splinekurve zu berechnen,

und zwar als
X

J Snd(t) dt = Spd*(x), X € [tm, tnl, (3.19)
wobei
j termer — T
* —ktmtl kK R _
d; = kg] ; dy, j=1,...,n—1. (3.20)

Diese Identitat ldsst sich recht einfach verifizieren, indem man die Ableitungs-
formel auf (3.19) anwendet — das ist eine nette kleine Ubung.

Ubung 3.5 Tun Sie’s! &
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3.7.3 Numerische integration von Splinefunktionen

Auch wenn uns die Formel (3.19) erlaubt, einen geschlossenen Ausdruck™ fiir
die Stammfunktion einer Splinekurve zu bestimmen, ist sie dennoch nur von
beschrianktem Nutzen fiir die Bestimmung von Integralen, die wir sehr oft in
der Form

LRN)."‘(XIT) N (x| T) dx

brauchen werden, die uns ganz natiirlich im Kontext der “Least Squares Ap-
proximation” tiber den Weg laufen wird. Um Integrale numerisch zu berech-
nen, machen wir Gebrauch von zusammengesetzter Gauiquadratur, siehe
(Gautschi, 1997; Isaacson & Keller, 1966; Sauer, 2000b). Zuerst einmal bemerken
wir, daB das Produkt zweier Splinefunktionen® vom Grad m und m’ wieder eine
Splinefunktion, also eine auf T stiickweise polynomiale Funktion, ist, allerdings
mit dem lokalen Polynomgrad m + m’. Das heifst aber, dafs es vollig ausreicht,
auf jedem Knotenintervall [t;, tj;1] eine Gaui—Quadraturformel der Ordnung m
zu verwenden, denn so eine Quadraturformel integriert alle Polynome bis zum
Grad 2m + 1 exakt, also insbesondere auch das Produkt unserer Splines ohne
irgendwelche Fehler jenseits der ebenso allgegenwértigen wie unvermeidlichen
Rundungsfehler zu machen.

Gut, seien als &,..., &y € [—1,1] die Gaulknoten der Ordnung m fiir das

Integral ﬂ] dx, also die Nullstellen des Legendrepolynoms vom Grad m + 1,
und seien wy, ..., w,, die zugehorigen Gewichte; wer diese Werte nicht selbst
berechnen will, findet sie beispielsweise in (Abramowitz & Stegun, 1972). Da

41 to1—t ! ti —
J f(x)dx:%J f(tj—l—(x—l—n%) dx,
tj —1

erhalten wir die gesuchte Quadratur als

AL tig —t — o+t tg—t
J £(x) dx:%Zwkf( ”‘2 L4 ”‘2 ]ak) (3.21)
Y k=0

und das Integral tiber die gesamte Kurve kann dann ganz einfach durch Sum-
mationvonj=m+1,...,nbzw.j =1,...,n+ m erhalten werden.

*Und Ingenieure lieben geschlossene Ausdriicke!

®Das sind Splinekurve in d = 1. Wie soll man schlieflich das Produkt zweier Kurven
definieren? Als inneres oder als komponentenweises Produkt? Ist eigentlich beides nicht so
widersinnig.
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Auch dieser Prozess ldsst sich wieder sehr effizient mittels Linearer Algebra
implementieren®!, indem man den Auswertungsvektor

_ Lot —t L ottt
;j::[tj+%ﬁk:kzo,...,m], t) = 1+2 L j=m,...,n,
definiert, sowie die Matrix
) Hta—t .
F = diag —— j=m..n [f(Z) : j=m,...,n], (3.22)
und dann das Integral als
norte
J f(x)dx = ZJ f(x) dx = 1"Fw
m(T) tj

j=m

berechnet, wobei w = [w; : j =0,...,m] der Vektor der GauSgewichte ist —
und die erlauben es uns dann auch, hier das Gleichheitszeichen zu verwenden.

Nattirlich ist (3.22) erst einmal nur fiir einfache Knoten korrekt, aber da
die Intervalle zwischen zwei identischen Knoten zu einem Punkt degenerieren,
gibt es da nicht viel zu integrieren und deswegen konnen sie einfach ignoriert
werden.

61Zur Erinnerung: In Octave und natiirlich auch in Mat1ab werden die Benutzer dazu angehal-
ten, so viel Lineare Algebra wie moglich zu verwenden und beispielsweise Schleifen durch Vek-
torisierung zu ersetzen. Wenn man ehrlich ist, konnte man nattirlich auch sagen, daf8 Schleifen
so langsam implementiert sind, daff man eher von ihrem Gebrauch abgehalten wird.
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Perilous to us all are the devices of an
art deeper than we possess ourselves.

J. R. R. Tokien, The Lord of the Rings
— The Two Towers

Interpolation

Die urspriingliche ,Definition” eines Splines, aus der auch die Namensgebung
resultiert, ist die eines interpolatorischen Kurvenlineals, zu Deutsch Straklatte.
Was also liegt ndher als sich erst einmal mit Interpolation zu befassen.

4.1 Interpolation und Minimalitat

Esistbeinahe ein Glaubensgrundsatz der angewandten Mathematik, dafs Splines
fiir Interpolationszwecke geschaffen sind — schliefSlich ist der Namensgeber ja
ein “interpolierendes” Kurvenlineal — und daf man deswegen mit ihnen immer
gut interpolieren kann und sollte. Es gibt Argumente zugunsten dieser Reli-
gion, aber genauso gut Argumente, die diese Aussage nicht unterstiitzen. Aber
fangen wir mal mit der “positiven” Seite an.

4.1.1 Interpolation an den Knoten und der natiirliche Spline

Das Interpolationsproblem besteht darin, zu vorgegebenen Interpolationsstellen
X € R und Werten®? y € R* eine Funktion f zu finden, so daf3

f(X) =y, d.h. f(x) =y, x € X, 4.1)
erftillt ist. Interpolation mittels eines linearen Funktionenraums wie 5,,(T) kann

man immer in ein Problem aus der linearen Algebra transformieren: Wenn wir
namlich den Spline bzw. die Splinekurve in der B-Spline-Darstellung schreiben,

62Die Notation RX mag ein wenig exzentrisch erscheinen, aber erstens ist es besser, die Dinge
“nattirlich” zu indizieren anstatt die Punkte durchzunumerieren und dann eine Zahl N zu
haben, die nicht wirklich etwas aussagt, und zweitens ist AB = [f: A — B} durchaus keine
ungebrauchliche Schreibweise.
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dann nimmt das Interpolationsproblem die folgende Gestalt an,
Y N (x|T) =y, x€X
j=1

die wir in Matrixform als
d Nm(X) =Yy

schreiben kénnen. Und das ist sogar die Form fiir Kurven und Vektordaten y €
R¥*X aber natiirlich muss man wieder aufpassen, was man von welcher Seite
multipliziert.

Die Matrix N, (X) oder ihre Transponierte® heifit Vandermondematrix®* des
Interpolationsproblems; das erkldrt auch den Namen der Funktion BSplVander,
die wir ja vorher schon kennengelernt haben und die gerade diese Matrix er-
stellt hat, in der Basisfunktionen an Punkten ausgewertet wurden. Eine recht
triviale aber bedeutsame und immer wieder auf wundersame Art und Weise
wiederentdeckte Tatsache ist nun:

Das Interpolationsproblem hat genau dann eine eindeutige Losung wenn
N..(X) invertierbar ist.

Wenn wir mit Splines interpolieren wollen, dann dridngen sich als Interpo-
lationsstellen natiirlich die einzigen ausgezeichneten Parameterwerte auf, die
wir haben — die Knoten T. Damit ist es sicherlich keine schlechte Idee, an den
relevanten Knoten t,,.1, ..., t ;1 zu interpolieren, aber leider auch keine so un-
eingeschrankt gute, denn es sind ja nur insgesamt n — m + 1 Punkte, so dafs die
Matrix Ny, ({tmi1y - .+, tas1}) noch nicht einmal quadratisch, geschweige denn
invertierbar ist. Allerdings: Es konnte schlimmer kommen, denn immerhin han-
delt es sich ja “nur” um ein unterbestimmtes Gleichungssystem

Smd(tm+j):y)', j=1,...,n—m+1,

wir konnen also auf die Existenz mindestens einer Losung hoffen®, die sich dann
vielleicht durch zusitzliche Bedingungen eindeutig machen lasst.

Muss noch ausdriicklich gesagt werden, dafs all dies nur fiir einfache Knoten
gilt?

%3Je nachdem, welcher Schule man angehort, aber {iber eine Transposition zu streiten ist doch
eher Musikern vorbehalten.

#4Das Interessante an der Geschichte ist, daf Vandermonde gar nichts damit zu tun hatte, son-
dern daf3 der Erfinder des Namens, wahrscheinlich Lagrange, nur unbedingt einen franzosischen
Mathematiker ehren wolte — oh wunderbare Welt der Namensgebung.

%Na gut, hoffen kann man immer.
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Also fiigen wir unserem Interpolationsproblem weitere Bedingungen hinzu,
vorzugsweise an den Endpunkten. Ist nun m eine ungerade Zahl, dann ist m — 1
gerade und die Zusatzbedingungen lassen sich gleichméfSig und symmetrisch
auf die Endpunkte verteilen®. Typische Beispiele fiir solche Randbedingungen
sind:

Natiirliche Randbedingungen: Ableitungen von hoher Ordnung sollen am Rand
verschwinden, also
—1
(Smd)™ (1) =0, kzmi—+hnwm—h j=m+1,n+ 1.

Was daran nun so “natiirlich” ist, erschliefst sich (nattirlich) auf den ersten
Blick nicht so ganz unmittelbar!

Hermite Randbedingungen: Man legt Werte fiir die Ableitungen am Rand fest:

m—1 .
SWd (1), k=T..,—5— j=m+ln+l.
Das kann durchaus praktisch relevant sein, indem man, beispielsweise bei

einer Werkzeugmaschine, Geschwindigkeit und Beschleunigung festlegt.

Periodische Randbedingungen: Man “schliefit” die Kurve periodisch:
Swd(tmr) = Spld (tan), k=T, m—1.
Wo es angemessen ist, ist das durchaus keine schlechte Idee.

Not-a-knot-Bedingungen: Diese “exzentrischsten” Randbedingungen, die eigentlich
nur im Kontext kubischer (m = 3) Splines zu finden sind, fordert, daf3 die
Splinekurve an den &uflersten inneren Knoten t,,.; und t,; nicht nur
m — I-mal, sondern m-mal und somit unendlich oft differenzierbar ist,
dafs also diese Knoten eben keine Knoten mehr sind.

Abgesehen von den natiirlichen Randbedingungen fordern alle anderen Zusatzbe-
dingungen zusédtzliche Annahmen: Im Hermitefall miissen Ableitungen an den
Endpunkten vorgegeben und nétigenfalls geraten werden, und die periodischen
Randbedingungen sind ohnehin nur dann sinnvoll, wenn die zu interpolieren-
den Werte ebenfalls periodisch sind, d.h., wenn y; = y,_p; ist.

%Das ist der Grund fiir die manchmal immer noch zu findende Legende, es gébe nur Splines
von ungeradem Polynomgrad.
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4.1.2 Minimalitat des natirlichen Splines

Es gibt noch eine weitere Methode, unterbestimmte Systeme zu 16sen, indem
man die Eindeutigkeit der Losung durch Minimierung erzwingt: Man sucht
sich unter allen Losungen des Gleichungssystems diejenige heraus, die fiir ein
bestimmtes Funktional® einen minimalen Wert ergibt. Anstatt also einfach nur
nach einer Losung von (4.1) zu suchen, minimiert man ein passend gewdhltes
Funktional unter der Nebenbedingung (4.1). Wir werden uns diesem Ansatz spéter
noch in groBerer Allgemeinheit widmen. Hier werden wir lediglich festhalten®,
daf3 der natiirliche Spline in der Tat die Losung eines Minimierungsproblems
ist.
Zu diesem Zweck definieren wir die Energie-Halbnormen

1/2
2
If],, == (J (f(k)(x))) dx, k € N,
I (T)

und legen fest, daf$ ein natiirlicher Splineinterpolant derjenige natiirliche Spline
ist, der die Interpolationsbedingung

Smrf (t) =1 (), j=m+1,...,n+1
an den Knoten erftillt.
Satz 4.1 Sei m = 2r + 1 eine ungerade Zahl und f € C™'(R). Dann ist
ISl < Iy (4.2)

In etwas prosaischeren Worten kénnen wir Satz 4.1 folgendermafien formulieren:

Unter allen C™V/2_Lgsungen des Interpolationsproblems an den Stellen

tmily ..+, tnyr minimiert der natiirliche Spline das Energiefunktional |-[,_;.

Das erklédrt dann tibrigens auch den Namen “nattirlicher Spline”, denn ein
Spline ist eigentlich ein flexibles Kurvenlineal, das durch Gewichte gezwun-
gen wird, durch gewisse vorgegebene Punkte zu verlaufen und das dann die
energetisch gilinstigste Position einnimmt, indem es das Energiefunktional

124 dz
J et as = [ P ey e =45

7Oftmals als “Energiefunktional” bezeichnet, auch wenn es manchmal gar nicht wirklich
etwas mit Energie in einem physikalischen Sinn zu tun hat. Aber es gibt einem das gute Gefiihl,
etwas besonders 6konomisches zu tun.

8Und diese Tatsache und deren Beweis diirfen in einer Vorlesung iiber Splines einfach nicht
fehlen.
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Abbildung 4.1: Ein “echter” Spline. Die Gewichte (und sie tragen ihren
Namen zu Recht) fixieren das felxible Lineal an den Interpolationspunkten.
Danke an Dr. M. Hollenhorst, der der Arbeitsgruppe Numerik seinen Spline
tiberlassen hat.

Il 14

minimiert — wobei das
Mit anderen Worten:

Der kubische natiirliche Spline ist kein Spline! I

Da der Beweis von Satz 4.1 elementar und recht erhellend ist, schauen wir uns
ihn doch auch einmal an:

wirklich fiir eine sehr, sehr grobe Niherung steht.

Beweis von Theorem 4.1: Unter Verwendung der Abkiirzungen Sf = S, vf und
I = [,,(T) beginnen wir mit

-t = [ (F00 = (50 ()’ ax
_ L (f(r-i-])(x))z . zf(r+1)(x)(sf)(r+1) (X) + ((Sf)(‘r+1) (X))Z dx

= [l -2 L (Fr () = (5O () (5O (x) dx — IS, . (4.3)
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Abbildung 4.2: Die natiirlichen Randbedingungen des kubischen Splines:
Die freien Enden nehmen, sich selbst iiberlassen, eine lineare Gestalt an.

Firj =m+1,...,n liefert partielle Integration

1
J (f(f“)(x) - Sf(*“)(x)) S (x) dx
Y
o
— J (f“)(x) — S (x))Sf(T“) (x) dx

Y

1

— (f“) (x) — Sf“)(x)) S (x)

Y

k

4
_ Z(_1 )r—l (f(r—l)(x) — (=1 (X)) Sf(r+1+l)(x) i
1=0 4
o
(1) J () = sy M) SF(x) dx,  k=1,...,7
—————
Y =0 fiir k=r
T b
— Z(_1 )r—l (f('r—l](x) o Sf(r—l)(x)) Sf(r+l+l)(x) tJ 1 ,
1=0 )

und wenn wir das nun tiber j summieren, dann heben sich die gesamten inneren
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Terme weg und es bleibt nur noch

J(f(f“)(x) — S (x)) $F1 (x) dx

I

T thtt

_ (—1 )r—l (f(r—l) (x) — Sf(r—l) (X)) S](Cr+l+1) (X) —0
1=0 tm

tibrig. Wenn wir das nun wieder in (4.3) einsetzen, dann landen wir bei

ISFI7,, = If7,, — If — SfI2,, < If]

+1 =

2
r+1

mit Gleichheit dann und nur dann wenn f — Sf € TT... O

4.1.3 Schoenberg, Whitney, Greville

Im vorherigen Abschnitt haben wir darauf bestanden, an den “relevanten”
Knoten zu interpolieren und dafiir den Preis weiterer, mehr oder weniger
natiirlicher oder kiinstlicher Zusatzbedingungen bezahlt, um fiir unser Inter-
polationsproblem eine eindeutige Losung zu bekommen. Es ist aber unabhingig
davon eine interessante Frage, wie die Interpolationsstellen x, ..., X, zu legen
sind, damit wir mit dem n-dimensionalen Vektorraum S, (T, ) interpolieren
konnen. So einfach wie bei den Polynomen, wo es reichte, daff die Interpola-
tionsstellen alle verschieden waren, ist es halt nicht mehr.

Es ist intuitiv klar, daf8 bei beliebiger Wahl von n Interplationsstellen Prob-
leme auftreten miissen: Auf jedem Knotenintervall [t;, t;,] ist der Spline ein
Polynom vom Grad hochstens m und wenn in einem solchen Intervall mehr
als m + 1 Punke zu liegen kommen, dann wird das Interpolationsproblem im
allgemeinen unlosbar sein, weil bereits das lokale Teilproblem auf dem Intervall
[tj, tj41] unlosbar ist. Daher muss es eine Beziehung zwischen den Interpolation-
sstellen und den Knoten geben, die gliicklicherweise so einfach ist, wie man sie
sich nur wiinschen kann.

Satz 4.2 (Schoenberg & Whitney) Interpolationanden Stellen X ={x; : j=1,...,n},
X1 < -+ < xp hat genau dann® eine eindeutige Losung in Sy, (T) wenn

t]'<Xj<tj+m+], ):1,,m (44)

%Um genau zu sein: Das gilt so nur, wenn kein Knoten die maximal erlaubte Vielfachheit
m + 1 hat.



4.1 Interpolation und Minimalitét 49

Noch leichter kann man sich die Schoenberg-Whitney-Bedingung (4.4) merken,
wenn man sich ihre geometrische Bedeutung vor Augen fiihrt:

Jede der Interpolationsstellen x;, j = 1,...,n, hat an einer Stelle zu liegen,
an der der B-Spline mit demselben Index positiv ist.

Ein vollstindiger Beweis von Satz 4.2 geht {iber das hinaus, was wir an dieser

Stelle brauchen”®, aber es ist ziemlich leicht einzusehen, daff und warum diese
Bedingung notwendig ist. Nehmen wir zum Beispiel an, dafd es einen Index j
gédbe, so daf3 x; < t;ist, also auch x; < ty, k > j, denn die Knoten sind aufsteigend
angeordnet. Nachdem der B-Spline N* als Trager das Intervall [ty, t;m1] hat,
folgt, daf3

N (%1 T) =0, k=7j,...,m.
Ein Blick auf die ersten j Spalten der Vandermondematrix Ny, (X) zeigt, daf3

[ N](X]|T) N](Xj|T) 1 [ N](X1|T) N](Xj’T)
Nj_4 (.X1 |T) Nj_4 (.Xj IT) | | Njy ('XI |T) Nj_4 ('Xj |T)
| NaalT) o NaGgIT L L 0 o

und diese Spalten sind linear abhédngig, weil sie aus j Vektoren bestehen, die nur
in den ersten j — 1 Komponenten von Null verschieden sind, also als j Vektoren
im R~ aufgefasst werden kénnen. Also ist die Matrix singulédr. Im Falle der
Existenz von j mit der Eigenschaft x; > tj,m1 fiihrt eine analoge Betrachtung
der ersten j Zeilen der Matrix zum selben Ergebnis.

Daf3 die Schoenberg-Whitney—-Bedingung auch hinreichend ist, ist etwas
aufwendiger und beruht auf der Tatsache, dafi die Splines ein sogenanntes
schwaches Tschebyscheff-System bilden. Das bedeutet, dafs Splines auf Knoten-
intervallen entweder komplett verschwinden oder nur sehr wenige Nullstellen
haben. Genauer: Verschwindet ein Spline auf keinem Teilintervall von [ty, tyn1,
dann hat der Spline hichstens n — 1 Nullstellen. Ein moglicher Beweis, der in
(Sauer, 2000a) angegeben ist, basiert auf Knoteneinfiigen”! und der Tatsache,
dafs dieser Prozess variationsvermindernd ist. Wenn wir aber diese Nullstel-
leneigenschaft erst einmal haben, dann ist es einfach: Wére das Interpolation-
sproblem ndmlich nicht 18sbar’?, dann gébe es eine nichttriviale Losung des

70S0000 schwer ist er aber auch wieder nicht, siehe (Sauer, 2000a).
7IWir kommen spéter noch dazu.
72Hurrah, ein indirekter Beweis.
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homogenen Interpolationsproblems, also einen Vektor d # 0 mit der Eigen-
schaft, dafs dN,,(X) = 0 ist und dieser Spline hat mindestens die n Nullstellen
X1y . .. Xn, Was nach unseren vorherigen Uberlegungen nicht moglich sein kann.

Ubung 4.1 Zeigen Sie: Verschwindet ein Spline auf dem offenen Intervall I C
[tj, tj4+1], dann verschwindet er (mindestens) auf dem ganzen Intervall [t;, tj.1].
¢

Also sagt uns Satz 4.2 ganz genau, wo wir die Interpolationsstellen hinzule-
gen haben, um Eindeutigkeit der Interpolation zu erreichen. Was es uns allerd-
ings nicht sagt, ist, wie wir diese Stellen systematisch aus den Knoten bestimmen
sollen — alles, was sich in den geforderten Intervallen befindet ist ja in Ordnung.
Dennoch gibt es eine “kanonische” Wahl, ndmlich die sogenannten Greville-
Abszissen:

1« :
Xj:H;tj+k, ):1,...,TL. (4:5)

Die Definition der Greville-Abszissen ist erstaunlicherweise unabhédngig von
den beiden “dufiersten” Knoten t; und t,,...1, aber das soll uns nicht weiter
storen, zumal diese beiden Knoten ohnehin keine besonders grofie Rolle spie-
len. Was man aber leicht sieht, ist, daf} die Greville-Abszissen wirklich “gute”
Inerpolationspunkte sind, denn es gilt

1
=<t =< o (1 + -+ tem) < tjom < tjrme

mit Gleichheit in der linken Ungleichung genau dann wenn t; = --- = tj;,
und Gleichheit in der rechten Ungleichung genau dann, wenn tj; = -+ =
tj;m+1 gilt, das heifit, die Schoenberg-Whitney-Bedingung kann durch die
Greville-Abszissen nur verletzt werden, wenn es innere Knoten der Vielfachheit
m + 1 gibt. Aber das ist fiir Interpolation ohnehin eher unsinnig, weil dann der
Interpolant unstetig werden kann.

An einem Knoten der Vielfachheit m + 1 hat die Splinekurve eine Un-
stetigkeit und daher kann ein Interpolationswert an dieser Kurve nicht
festgelegt werden: Soll man den rechtsseitigen oder doch eher den links-
seitigen Grenzwert wihlen?

Eine weitere Rechtfertigung fiir die Benutzung der Greville-Abszissen liefert
der Schoenberg—Operator

n

Fnf =Y F04) N"(-|T), (4.6)

=1
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der die Funktion f nicht interpoliert, sondern ihre Werte an den Greville-
Abszissen als Kontrollpunkte verwendet. Wir werden uns diesen dufierst niitzlichen
Operator spdter noch genauer ansehen.

4.1.4 Parametrische Interpolation — so einfach ist es nicht!

Soweit zur schonen Theorie, aber in der Praxis sind die Abszissen selten gegeben,
alles was man dort kennt, sind Punktey;,...,y, € RY, durch die die Kurve gehen
soll, die beispielsweise daher kommen, dafs ein Werksttick gescannt oder von
einem CAM-System abgetastet wurde. Die zugehorigen Abszissen sind nicht
festgelegt und konnen, nein, miissen irgendwie bestimmt werden, natiirlich in
Abhangigkeit von den Datenwerten. Fiir diese Abszissenwahl gibt es eine ganze
Menge von Strategien, die alle das Aussehen und die Qualitit der resultierenden
interpolierenden Kurve teilweise recht dramatisch beeinflussen konnen; einige
dieser Strategien sind in (Farin, 1988) aufgelistet, basieren aber alle mehr oder
weniger auf heuristischen Kriterien.

Intuitiv’® wiirde man fordern, dal der Abstand zwischen den Interpolation-
sstellen x; dem Abstand zwischen den Datenpunkten y; entsprechen sollte, was
die Wahl

X]ZO

x = [ly2—wl,

k
xo = ot ye-yeal, =2 [y-yall,  x=2...m
j=2

liefert. Nun kénnte man versuchen, die Knoten T so anzupassen, dafs die Menge
Xder Interpolationsstellen nicht nur die Schoenberg-Whitney-Bedingung erfillt,
sondern sogar die der Greville-Abszissen ist. Bestehen wir aufierdem noch auf
m + T-fache Randknoten, dann erhalten wir die Knoten durch sukzessives Ein-
setzen in (4.5):

Hh==thy = x4
m—1
thi = mxy— Z ter2
= 4.7)
m-1
thyy = mxj—Ztk+j, j=2,...,n
k=1

73S0, damit sind wir auch in der wunderbaren Welt der Heuristik!
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Allerdings liefert uns diese Vorgehensweise als erste Uberraschung’ keine
m + 1-fache Vielfachheit des rechten Randknotens mehr! AufSerdem sieht (4.7)
auch bei dem folgenden numerischen Beispiel sehr schlecht aus: Wir tasten den
Einheitskreis gleichméfig ab,

octave> y = [ cos( 2*pi*(0:6)/7 ); sin( 2*pi*(0:6)/7 ) 1]
y =

1.00000 0.62349 -0.22252 -0.90097 -0.90097 -0.22252 0.62349
0.00000 0.78183 0.97493 0.43388 -0.43388 -0.97493 -0.78183

und bestimmen dann die Knotenfolge

octave> T=GrevilleKnots( 3,y )
ans =

Columns 1 through 8:

0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 2.60330 2.60330 2.60330 5.20660
Columns 9 through 11:

5.20660 5.20660 5.20660

mit einem dreifachen Knoten im Inneren! Die zugehorigen Greville-Abszissen
sind schliefslich

octave> X = Greville( 3,T )
X =

0.00000 0.86777 1.73553 2.60330 3.47107 4.33884 5.20660

und das ist eigentlich in Ordnung - der Abstand zwischen den Interpolation-
sstellen ,,passt”.

Allerdings ist die Losung dieses Interpolationsproblems sehr enttduschend
— obwohl die Funktion in Abb. 4.3 an den Ecken des Polygons interpoliert, hat
sie wegen des dreifachen Knotens einen Knick, und das sieht gar nicht schon
aus. Mit anderen Worten: Die naive Strategie ist es leider nicht. Es gibt sogar
Beispiele, bei denen eine nicht aufsteigende Knotenfolge generiert wird. Liegt das
nun an der Einfachheit des Ansatzes oder ist das ein prinzipielles Problem?
Schauen wir doch einfach nach!

Allgemein muss jeder zulédssige Knotenvektor™ t = [t; : j=2,...,m+n]

74Und als Beleg dafiir, daf hier etwas faul sein kénnte!
7®Das ist nichts anderes als die Knotenfolge, nur eben jetzt als Vektor geschrieben und damit
an Matrizen multipizierbar.
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Abbildung 4.3: Interpolant, dessen Knoten nach (4.7) berechnet wurden.
Der dreifache Knoten liefert eine Stelle, an der die Funktion nicht differen-
zierbar ist, siehe den Detailausschnit (rechts).

eine Losung von

1T ... 1 -1 1
_— '.. '.. t::Mt:X) '-. '-. t:DTtZO (4.8)
1T ... 1 -1 1

mit M € R™™™ ! ynd D' € R™™ 2™ gein — das ist ein System von lin-
earen Ungleichungen. die man in Tateinheit mit der Minimierung eines linearen
Funktionals durch Lineare Programmierung losen kann, siehe (Dantzig, 1963;
Nocedal & Wright, 1999), aber auch (Karlin, 1959) fiir den hochinteressanten
Bezug zur Spieltheorie. Beispielsweise konnten wir auch noch den Abstand
zwischen den Knoten maximieren, was uns zum Minimierungsproblem

maxs, [1\)/[T _Olnzuingl, t,s > 0. (4.9)

fithrt, das wir dann nur noch in einen Standardldser’® zu stecken brauchen. Das
wird von der Funktion GrevilleKnotsOpt erledigt und die sagt uns auch, dafs
wir fiir diese Abtastung nichts besseres erwarten konnen:

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,y )

7Hier verwenden wir 1p_solve, (Berkelaar et al., 2000), ein wunderbar in octave 2.9.x zu
integrierendes und auch sehr schnelles Tool zur linearen Optimierung. Alternativ kénnte man
auch auf glpk, (Makhorin, 2000), zuriickgreifen, das automatisch in Octave integriert wird und
in vielen Distributionen auch ist.
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#**% Minimal Knot distance: 0.000000e+00 ***
ans =

Columns 1 through 7:

0.00000 0.00000 0.00000 2.60330 2.60330 2.60330 5.20660
Columns 8 and 9:

5.20660 5.20660

und das ist genau das, was uns unser naives Verfahren auch geliefert hat.
Daf? die Funktion ansonsten schon ordentlich funktioniert zeigt uns das Beispiel

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,Greville( 3,[0® 0 ® (0:5) 555171 ))
**% Minimal Knot distance: 0.000000e+00 ***
ans =

Columns 1 through 7:

0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 2.00000 3.00000 4.00000
Columns 8 through 10:

5.00000 5.00000 5.00000

Es stellt sich sogar heraus, daf$ dieses Optimierungsproblem fiir viele Konfigura-
tionen keine Losung hat”’, daB es also keine Knotenfolge gibt, deren zugehorige
Greville-Abszissen voneinander denselben Abstand haben wie die zu inter-
polierenden Punkte! Am einfachsten findet man solche Beispiele durch zuféllige
Wahl der Punkte:

octave> d = rand( 5,1 ); dd = [ 0, ( tril( ones(5) )* d )’ ];

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,dd )

warning: lp_solve: some elements in list of return values are undefined
Error: Problem unsolvable

ans = [](0x0)

Daher besteht der “Stadardansatz” darin, die Knoten so zu wihlen, dafs
ihr Abstand dem Abstand der Datenpunkte entspricht und dann an den
wohldefinierten Greville-Abszissen zu interpolieren. Deren Abstand ist
dann zwar nicht mehr ganz so toll, aber zumindest funktioniert alles.

"’Der sogenannte “zuldssige Bereich”, also die Losungsmenge des Ungleichungssystems ist
die leere Menge.
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4.2 Was ist faul an Interpolation?

Also gut, Splines konnen interpolieren, ob nun an den Greville-Abszissen, an
den Knoten oder anderswo, aber dennoch bleiben bei der Interpolation unver-
meidbare Probleme tibrig, die schlicht und einfach daher kommen, dai man im
allgemeinen mit glatten Funktionen interpoliert.

4.2.1 Abhangigkeit von der Parametrisierung

Das erste Problem, das uns bei der Interpolation erwartet, ist die starke Abhangikeit
des Ergebnises von der Parametrisierung der Interpolationsstellen, also der Wahl,
welchen Parameterwert wir welchem der zu interpolierenden Punkte zuordnen.
Denn im Gegensatz zum funktionalen Fall ist die Zuordnung zwischen Inter-
polationsstelle und Interpolationswert nicht a priori festgelegt.

Wir werden dieses Phanomen mit einem sehr einfachen Beispiel illustrieren,
namlich wieder mit den sieben Punkten auf dem Einheitskreis von oben und
kubischen Splines. Dazu brauchen wirn+ m+1 =7+ 3 + 1 = 11 Knoten mit
Randknoten der maximalen”® Vielfachheit 4. Beginnen wir mit gleichverteilten
Knoten, also

octave> T=[ 00 0012
octave> X = Greville( 3,T
X =

344447;
)

0.00000 0.33333 1.00000 2.00000 3.00000 3.66667 4.00000

wobei die Funktion Greville iiberraschenderweise die Greville-Abszissen zur
Knotenfolge berechnet. Um zu interpolieren, stellen wir als nédchstes die Van-
dermondematrix auf und berechnen die Kontrollpunkte mittels

octave> V = BSplVander( 3, T, X )’; d=(CV\y )’;

Die Transposition in dieser Darstellung hat lediglich technische Griinde. Und in
der Tat erhalten wir so das Ergebnis in Abb. 4.4. Gut, das ist nicht allzu schlecht,
aber jetzt vergrofiern wir den Abstand zwischen den Knoten und damit auch
zwischen den Greville-Abszissen auf nicht proportionale Weise:

octave> T=[ 00 00149 16 16 16 16 1;X = Greville( 3,T );

Es iiberrascht uns nun nicht mehr, dafs der zugehorige Interpolant eine grofsere
Abweichung im ,spéateren” Teil der Kurve hat, widhrend der Interpolant zu den
immer dichteren Knoten

octave> T =10000 1.31.71.92 2 2 2 ];X = Greville( 3,T );
seine grofite Abweichung im Anfangsstiick der Kurve hat, siehe Abb. 4.5. Dies

78 Aus den altbekannten Griinden!
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Abbildung 4.4: Der Splineinterpolant mit dquidistanten Knoten und den
zugehorigen Greville-Abszissen. Man erkennt sehr schon, dafy die Abwe-
ichung des Splines vom Datenpolygon dort grofler wird, wo das Polygon
deutlich kiirzere Teilstiicke hat. Anschaulich ist es auch klar, dafs man an
dieser Stelle fiir die unpassende Parametrisierung ,bezahlt”.

sollte auch die letzten Zweifler davon tiberzeugen, dafs das Ergebnis sehr sen-
sibel fiir die Parametrisierung der Interpolationsstellen ist. Ungliicklicherweise
- und das hat uns das Desaster mit den Greville-Abszissen im letzten Kapitel
leider recht deutlich aufgezeigt - ist es nicht einfach, gute” Parameterwerte fiir
die Interpolationspunkte zu bestimmen. Fassen wir zusammen:

Das Ergebnis der Splineinterpolation hdangt ganz massiv von der Wahl der
zugehorigen Parameterwerte ab.

4.2.2 Der Fluch der Interpolation - ein unerwiinschter Uberschuss

Die héssliche Seite der Interpolation durch glatte Funktionen zeigt sich, wenn
man Ecken interpolieren will. Ein ganz einfaches Beispiel erhalten wir, wenn wir
die Verbindungslinien [0,0] — [1,0] und [1,0] — [1, 1] abtasten und diese Daten
interpolieren. Legen wir, um einfach anzufangen, vier Interpolationspunkte auf
jede der Linien,

octave> y = [ (0:1/3:1 ); zeros( 1,4 ) 1;
octave> y [y, [ onesC 1,3 ); ( 1/3:1/3:1) ] 1;

7Und wir werden noch sehen, daf8 es schon gut wire, Greville-Abszissen als Interpolation-
spunkte zu haben.
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Abbildung 4.5: Die Interpolanten mit wachsendem (links) und fallendem
(rechts) Abstand zwischen den Knoten.

wdhlen die zu diesem Zweck notwendigen 11 gleichverteilten Knoten
octave> T =[ 0 0 0 (0:4) 4 4 4 ];
und berechnen den Interpolanten mit unserer ,Standardmethode”

octave> d = ( BSplVander( 3,T,Greville(C 3,T ) )’\y’ )’;

08 [ 1 08

06 4 06

04 g 04

02t 1 02 b

0 4 0

02 L L L L L 02

L L L L
0 02 0.4 0.6 08 1 12 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.6: Das Uberschieen des Splineinterpolanten in Ecken, und
zwar mit vier (links) und zehn (rechts) Abtastpunkten auf der stiickweise
linearen Kurve.
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Abb. 4.6 zeigt das Ergebnis dieses Interpolationsprozesses und das normaler-
weise unerwiinschte Uberschieen des Interpolanten. Natiirlich wird der Ef-
fekt geringer, wenn man die Interpolationspunkte dichter wahlt, aber er ver-
schwindet nicht - und beispielsweise beim Frdsen oder Laserschneiden sind
solche Effekte todlich.

Was noch schlimmer als die Abweichung von der ,Idealgestalt” der Kurve
an den Ecken ist, ist der Verlust von geometrischer Information®’: Die Origi-
nalkurve ist konvex, der Interpolant aber nicht mehr! Und das hat nichts mit
Splines als solchen zu tun, sondern ist ein allgemeines Prinzip:

Differenzierbare Funktionen konnen bei Interpolation keine Konvexitdt der
Ausgangsdaten erhalten, man muss sich also entweder von der Differenzier-
barkeit oder der Interpolation verabschieden, wenn man Konvexitit erhal-
ten will.

Das einfachste Beispiel, das zeigt, dafs konvexe differenzierbare Interpolation
konvexer Daten unmdoglich ist, verwendet die Funktion f(x) = [x| und lediglich
die fiinf Punkte 0, +1 and +1. In der Tat werden wir gleich sehen, daf jeder
konvexe CI-Interpolant auf den beiden Intervallen [—1,0] und [0, 1] linear sein
muss und deswegen an der Stelle 0 eben doch nicht konvex sein kann.

Sei g der Interpolant. Wegen der Konvexitdt von g haben wir fiir jedes x €
[0, 1] dafs

gx) =gxT+(1—=x)0) <(1—x) g(0) +xg(1) = (T —x) f(0) +xf(1) = f(x),
und somit g(x) < f(x), x € [0, 1]. Auflerdem ist

o (1) i )00 ) ()

sowie (1
o (3)- i ), RN

sodaf$ g’ (]E) = 1. Nehmen wir nun an, es gdbe ein x* € [O, %] sodafl g (x*) < f(x*)

=
|
=y
N—
—'3
—
N—=
N—
|
—h
—
TR
|
>
~

und schreiben wir x € [x*, 15] als

* 1 1 X
x =A"+ (1 =A)3, A=<
2 z—x*

e [0,1],

80Tm Englischen gibt es das schone Wort shape information, das aber mit , Gestaltinformation”
nur sehr holzern iibersetzt wire.
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dann erhalten wir, wieder wegen der Konvexitit, daf3

o) < Ag(x)+ (1=Ng(3)=AF06)+ (1= N F(3) 4 Mg (6] £ 1)

5 2
1 (1 * :
_ f(z)_(z—x)—f—?\(g(x)—f(x))
1_
= x+ 7 (g —f(x))

Also ergibt sich fiir h > 0,

of)-sfz 1) = -2,

was zum Widerspruch

(1)1 90ITE

1
2 3 —x

fiihrt. Auf genau dieselbe Art und Weise impliziert die Existenz eines x* € [%, 1]

mit g (x*) < f(x*) da8 g’ (%) < 1 sein miisste - wieder ein Widerspruch. Damit
muss aber g = f sein und daher ist g leider nicht mehr differenzierbar an x = 0.

Als  kronenden” Abschluss dieses Abschnitts gibt Abb. 4.7 noch ein Beispiel,
das Interpolation nicht in gutem Licht dastehen l&sst.

4.2.3 Die Behandlung von Ecken

Aber was nun tun, wenn wir es mit Daten zu tun haben, die aus sehr aufwendi-
gen Messungen® oder Berechnungen stammen und die wir deswegen nicht
nur approximieren diirfen, sondern eben wirklich reproduzieren, das heifst in-
terpolieren miissen, ganz einfach weil Abweichungen von diesen Daten nicht
toleriert wird? Nun, es gibt einen relativ einfachen Trick, mit Ecken und Kanten
in solchen Daten fertigzuwerden:

Verwende Eckenerkennung und fiige fiir diese Stellen einen m-fachen
Knoten ein. Der reproduziert die Ecke und ist aufSerdem automatisch eine
Greville-Abszisse, das heifst, an dieser Stelle wird auch wirklich interpoliert.

Bleibt die Frage, wie man Eckenerkennung durchfiihrt. Aber dafiir gibt es jede
Menge von Methoden:

81In der Koordinatenmeftechnik wird sehr viel Geld in Hardware zur extrem genauen Mes-
sung von Punkten und Abstidnden investiert.
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Abbildung 4.7: Eine Interpolationsrunde rund um das Einheitsquadrat zeigt
beide moglichen Effekte: Uberschiefen und Schleifen.

Man bestimmt eine zweite dividierte Differenz der Datenpunkte - sofern
man zugehorige Parameterwerte hat. Unter Annahme einer gleichméfSiigen
Paramterisierung® hat man es dann einfach mit ||d]-+1 —2d; + dj; || zu tun.
Wenn dieser Wert grof ist®, dann hat man eine Ecke gefunden.

Man betrachtet den Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Datenseg-

menten:
(dj1 —d;)' (dy —dj1)

dj1 — d5|| {|d; — |

0y = arccos

und nimmt eine Ecke dort an, wo «; ,weit genug” von 7 entfernt ist.

Man verwendet Wavelet-Methoden. Wie in Abb. 4.8 dargestellt, zeigen
die Waveletkoeffizienten die Lage der Ecken an, man kann aus ihrer Am-
plitude und der Art und Weise wie sie ihre Vorzeichen wechseln, unter
gewissen Umstdnden sogar Riickschliisse auf Art und Winkel der Ecke
ziehen.

82 Also einer Bogenlidngenabtastung, die iibrigens nicht ganz einfach zu bestimmen ist.
8Was auch immer das konkret bedeutet.
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Abbildung 4.8: Die “D3” Daubechies-Wavelet-Koeffizienten (rechts) einer
Funktion mit Ecken (links). ,Signifikante” Koeffizienten weisen ziemlich
deutlich auf die Ecken hin.

Eine Kombination zweier Ansitze, dividierte Differenzen und Wavelets, hat in
der Tat sehr gute Ergebnisse in der Koordinatenmesstechnik erziehlt (Maresch,
2006). Es lohnt sich allerdings, die vorgegebene Kurve feiner abzutasten um so
von dquidistanten Punkten auf einer stiickweise linearen Kurve ausgehen zu
konnen.

4.2.4 Warum Approximation besser sein kann

Interpolation hat also ihre Grenzen und diese beruhen, wie wir gesehen haben,
auf prinzipiellen Griinden und nicht auf technischen Beschrankungen oder un-
serer Unfdhigkeit. So gesehen kann die Rekonstruktion einer Funktion f aus
Abtastwerten sehr komplex sein und zu Artefakten fithren. Einen Teil davon
kann man zwar durch Eckenerkennung in den Griff bekommen, aber dennoch
bleiben da schon noch einige Details offen . ..

Ein vollstindig anderer Ansatz zur Rekonstruktion von Funktionen aus
Abtastwerten ist der vorher schon einmal erwédhnte Schoenbergoperator

n .] m ]

ymfZZf(Xj) N;n(lT), ijaztﬁ_k, ]Z],...,TL, (410)
j=1 k=1

ein sogenannter Quasi-Interpolant an den Greville-Abszissen. Und dafs die

Greville-Abszissen hier auftauchen, das ist kein Zufall!

Proposition 4.3 Der Schoenbergoperator besitzt lineare Exaktheit, das heifst, /;\{ =
Cirl el und m > 1.
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Beweis: Im Fall m = 1 ist die Proposition offensichtlich korrekt, da wir es dann
mit dem stiickweise linearen Interpolanten zu einer linearen Funktion zu tun
haben, der wieder linear sein muss. Fiir m > 2 haben wir hingegen, dafs

Zﬂ( Zt]+k] (T) —%ZZE () N (-] T),
j=1

und wegen (3.16),

, n ] m .
(ml) = Zﬁz ) — € (t- 1+k))N "T)
j=1 )+m ) k=

o0 (tim) — (s
=y e 2 8 N =
tim — Y J

j=1

was eine Konstante ist. Daher ist .%,,{ aber eine lineare Funktion mit derselben
Steigung wie {, und da wenigstens einer der Endknoten die Vielfachheit m oder
m + 1 hat, interpoliert .7, { dort auch noch. Dann bleibt den beiden Funktionen
aber wirklich nichts anderes mehr {ibrig, als identisch zu sein. O

Der oder zumindest ein wichtiger Grund fiir die Verwendung der Greville-
Abszissen ist die lineare Exaktheit des zugehorigen Schoenbergoperators.

Aber warum und wofiir ist lineare Exaktheit so erstrebenswert? Ganz einfach:

Unter dieser Voraussetzung konnen wir ein quantitatives Resultat fiir den glob-
alen Approximationsfehler angeben, das uns garantiert, dafy bei hinreichend
feiner Abtastung jede Funktion durch den Schoenbergoperator beliebig gut
approximiert werden kann. Wir werden uns auch den Beweis ansehen, denn
der ist einerseits ganz illustrativ und der Prototyp fiir allgemeinere Resul-
tate in Sachen Approximationsordnung. Mehr zu dem Thema findet sich in
(Boor, 1990; Niirnberger, 1989; Schumaker, 1981).

SatZ 4.4 Fur f S CZ [tm+] y tn+]] gllt

If — Fmflloe = [ max ]If(x) — Inf(x)] < m? 1Moo hz, (4.11)
XE[tm41,tn+1
wobei
h= max [t —t (4.12)
j=1,...,m+n

der maximale Knotenabstand ist.
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Beweis: Der Beweis ist erstaunlich einfach®: Wir betrachten ein nichttriviales
Knotenintervall [; = [tj, tj+1), bemerken, daf

j
tipr 4+ F tm ) <o
Sl = Y f(k+‘ IH‘) NI (T, (4.13)

m
k=j—m

und wihlen t* = % (j—m+1 + tjzm) als den Mittelpunkt des Intervalls
Ji = j—maty oml 2 T,

das von den ,relevanten” Knoten® aufgespannt wird und das alle Greville—-
Abszissen enthdlt, die auf der rechte Seite von (4.13) auftauchen konnen. Eine
Taylorentwicklung von f um t* ergibt, dafs

2
x—t

0 = £(t) + -t () + e, per),

Tyt

und dabher, fiir x € Jj,
x—tP D tm — tomn)’ ,
) =Tif ()| = = If" (&)] <+ max]f"(x)|
mih?
< 5 1o, (4.14)

weil tj;m — tj_m41 < (2m — 1)h. Insbesondere erhalten wir fiirk =j —m,...,j

t + ot tem mZhZ ’”
i (= k) < T ) (415)
und damit
mZhZ 124 j m mzhz 124
S (=Tl < =11l D N CIT) < == 11"l

k=j—m

<1

Daraus und aus (4.15) erhalten wir schliefilich die finale Abschdtzung

max | Smf —fl(x) < max|S (f —Tif)| (x) + max Ty f — 1] (x)
XE]' Xej

XEI]'

IA

212
m”h” [[f"],

aber da die rechte Seite unabhdngig von j ist, gilt die Abschdtzung fiir alle
Intervalle gleichzeitig, also global, was genau (4.11) ist. m|

84Nur nicht fiir die, die sowieso alles fiir klar und trivial halten.
%Das sind diejenigen Knoten, die zu B-Splines gehoren, die im Intervall I; ungleich Null
sind.



64 4 INTERPOLATION

Bemerkung 4.5 Wenn man den Beweis etwas genauer ansieht, erkennt man, dafs

max |.Znf — f| (x) < m*h? max |f”(x)], j=m+1,...,n, (4.16)

XEIj Xe]j

ist, was eine lokale Version des obigen Satzes liefert und zeigt, dafy man Knoten dort
dicht plazieren muss, wo die Kriimmung hoch ist.

Wir fassen zusammen: Jenseits der technischen Details enthilt der Beweis zwei
wesentliche Zutaten:

Lokalitat: Auf einem bestimmten Knotenintervall ist nur eine kleine Zahl
von B-Splines aktiv und der Bereich des Schoenber-Splines, der vom
Verhalten von f in diesem Intervall I; beeinflusst wird, hat hochstens
Grofse mh.

Polynomerhaltung: Die Greville-Abszissen sind so gewdhlt, dafd der lineare
Anteil des Taylorpolynoms bei der Differenz zwischen Funktion und
Splineapproximant irrelevant wird, so da8 ein Vielfaches von h? {ibrig-
bleibt, was fiir h — O natiirlich auch sehr viel schneller gegen Null geht
als h. Das gilt nattirlich nur fiir lineare Exaktheit, konnten wir mehr
Polynome reprduzieren, dann wiirde auch ein grofierer Teil des Tay-
lorpolynoms eliminiert werden! Allerdings ist das mit der hoheren
Ordnung nicht mehr so einfach, man braucht dann auch Ableitungen
von f im Quasiinterpolanten . . .

Diese Art Argument ist wahrscheinlich viel dlter als (Schoenberg, 1973) und
funktioniert in viel allgemeineren Sitationen, zum Beispiel bei der Untersuchung
von Ganzzahltranslaten von Funktionen mit kompakten Trager im Umfeld von
translationsinvarianten Rdaumen und Wavelets. Das klingt toll und allgemein,
aber der Prototyp dort sind auch ,nur” Splines, genauer kardinale Splines, also
die B-Splines zur unendlichen Knotenfolge T = hZ.
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Although this may seen as a parodox,
all exact science is dominated by the
idea of approximation.

Bertrand Russell

Approximation

Wenn also Interpolation nicht so wirklich toll ist und fiir prinzipielle Schwierigkeit-
en sorgt, dann sollte man die exakte Reproduktion der Datenpunkte vielleicht
gleich aufgeben und dafiir mehr Wert auf gute Approximationseigenschaften
legen.

5.1 Glattungssplines

Wir haben schon gelernt, dafd der natiirliche Spline die Losung eines bestimmten
Minimierungsproblems ist, auch wenn es nicht so klar ist, wie sinnvoll es ist,
genau dieses Funktional zu minimieren. Aber immerhin - Minimierung scheint
durchaus keine schlechte Idee zu sein und deswegen werden wir in diesem
Abschnitt Interpolanten oder Approximanten betrachten, die Losungen von
Minimierungsproblem sind. Typischerweise werden solche zu minimierenden
Funktionale gewichtete Kombinationen aus einem Approximationsfunktional
und einem Glattheitsfunktional sein, die messen, wie weit der Spline von den
vorgegebenen Daten entfernt sein darf beziehungsweise wie gut er sich zu
benehmen hat. Dabei kénnen wir natiirlich sowohl die Funktionale® als auch
die verwendete Norm variieren und wir werden in der Tat auch sehen, dafs dies
zu durchaus unterschiedlichen Resultaten fithren kann

5.1.1 Interpolation und Minimierung

Die erste, einfachste und unmittelbarste Idee ist nattirlich, unter allen Verfiigbaren87
Interpolanten denjenigen auszuwdihlen, der ein vorgegebenes Funktional min-

8Wollen wir beispielsweise nur vorgegebene Werte approximieren oder vielleicht auch
Ableitungen und wollen wir ,Glattheit” eher {iber eine erste, zweite, dritte oder siebe-
nundzwanzigste Ableitung beschreiben?

% Diese Menge sollte allerdings schon noch etwas eingeschréankt sein, endlichdimensionale
Rdume konnten da gewiss nicht schaden.
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imiert - dieses Konzept der Optimalinterpolation®® ist auch im statistischen
Kontext sehr beliebt® und dort unter dem Namen Kriging bekannt, siehe z.B.
(Christensen, 2001).

Schauen wir uns doch einmal zwei Beispiele solcher Interpolationsprozesse
mit Splines an. Dazu wéhlen wir Interpolationsstellen X = {x; : j =1,...,n'},
n’ < n, und erhalten so ein unterbestimmtes Interpolationsproblem, also auch ein
unterbestimmtes lineares Gleichungssystem, und machen die Losung dadurch
eindeutig, dafs wir ein zusétzliches lineares Funktional minimieren - im statistis-
chen Umfeld der linearen Modelle wire das eben dann ein Kovarianzschétzer™.
Konkret konnte unser Minimierungsproblem die Gestalt

. ” 2 X
f = R A
min LR P dx, X)) =y, yeR, (5.1)
haben. Und wieder ist die Matrix-Vektor-Notation sehr hilfreich. Unter Verwen-
dung der Splinedarstellung f = S,,d = dN,, konnen wir das Minimierungsprob-
lem (5.1) beziiglich des (Zeilen-) Vektors d als

rr}iinj dN” (x)N”(x)'d dx =: dAd", dN,,.(X) =, (5.2)
R

schreiben, was ein quadratisches Optimierungsproblem mit Gleichheitsrandbe-
dingungen ist. Mittels der Lagrangemultiplikatoren®!, siche(Sauer, 2002b), ergibt
sich das Minimum dann ganz einfach®? als Lésung des linearen Gleichungssys-

tems 5 ) 4 i
A N, (X 0
B REE 9

-

wobei, gemafs (3.18),

A = U N]T“(x)”NlT(x)”dx jyk=1,...,n
R ]

—~ J G,N,(x)NI (x)Gl dx = G, (J N, (x)NT (x) dx)ag
R R

8Siehe beispielsweise die Literaturverweise in (Micchelli, 1986).

8Dann ist das Funktoinal normalerweise die Varianz der Zufallsvariable.

Man kann sehr viel Mathematik so in statistischer Terminologie umformulieren, daf$ sie
kein normaler Mathematiker mehr versteht.

91Optimierer wiirden das als Kuhn-Tucker-Bedingungen bezeichnen und méglicherweise die
Namensliste sogar noch deutlich verldngern.

92Man muss sich natiirlich noch iiberlegen, dafl es da genau ein Minimum geben muss und
daf3 das einzige Extremum unter diesen Nebenbedingungen auch wirklich ein Minimum ist
- aber anschaulich sucht man ja hier ,nur” nach dem Minimum einer nach oben geoffneten
Parabel.
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eine quadratische, positiv definite Matrix ist. Auflerdem ist die Gram-Matrix
der B-Splines

B,. =B.(T) := LR N, (x)N] (x) dx (5.4)

ja sogar strikt positiv definit und daher gilt Ax = 0 genau dann, wenn G,x =0
ist, also genau dann, wenn x Segment einer linearen Folge ist. Daher hat das
lineare Gleichungssystem in (5.3) genau dann eine eindeutige Losung wenn das
Interpolationsproblem nicht durch eine lineare Funktion gelost werden kann,
das heifit, wenn die Datenpunkte nicht auf einer Geraden liegen.

Dieser Ansatz der Minimalinterpolation funktioniert immer, solange man
nur ein quadratisches Funktional zu minimieren versucht und fithrt immer
zu einem linearen Gleichungssystem. Kompliziertere Funktionale wiirden
dann zu nichtlinearen Gleichungen fiihren, die auch wesentlich komplexere
Losungsmethoden erforderlich machen wiirden.

Andere Minimierungsfunktionale kann man durch Diskretisierung des En-
ergiefunktionals”, das heifit, durch Berechnung des Vektors

f:=1"(Z) =dNn(2)", ZCR,

woraufhin man eine Vektornorm von f, beispielsweise

Il = )1 (2)]

zeZL
minimiert. Unter der Annahme #Z = N, das heifst, Z = {z,, ..., zn}, ergdbe sich
das Minimierungsproblem” dann als
N NTTn(X) 0 dT — yT
minl'u = Zuj, N (Z2)” I l ] < 0 |,
au =1 —N'(2)” 1 <]l o

und kann beispielsweise mit linearer Programmierung gelost werden. Min-
imierung beziiglich der {;-Norm ist ein gebrduchliches Prinzip bei der Bildverar-
beitung und den dabei entstehendend inversen Problemen, siehe (Mallat, 1999;
Sauer, 2003).

BWir werden ,Energiefunktional” als Synonym fiir ,Glattheitsfunktional” verwenden, die
anschauliche Idee dahinter sollte ja inzwischen klar sein.

%*Wie man darauf kommt? Keine Angst, das werden wir gleich sehen, und zwar mehr als nur
einmal.
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5.1.2 Minimierung der Supremumsnorm und lineare Optimierung

Anstatt ,mittlere” Eigenschaften einer gewissen Ableitung zu minimieren, konnen
wir auch Verfahren verwenden, die darauf abzielen, ein globales Maximum
dieser Ableitung zu minimeren, das heifit, man betrachtet

) de(X) =Y,

min HSQ?dH =min max ‘Sgi)d(t)
d oo d teltmerytnatl
wobei unsere Randbedingung immer noch so gewihlt ist, dafd die Splinekurve
interpoliert, alsoimmer noch ein interpolierender Spline vorliegt - wir verdndern
hier erst einmal nur das zu minimierende Funktional. Sehen wir uns dieses
Problem erst einmal fiir den Fall k = m — 1, also die hochste Differenzierbarkeit-
sordnung® an, denn dann ist die Splinekurve

Smd=dNy" " =dGp N (-[T)

eine stiickweise lineare Kurve, die ihr Maximum an einem der Knoten an-
nehmen muss und der Wert dieses Maximums ist die Norm des entsprechenden
Kontrollpunkts. Als ,Koeffizientennorm” auf R? wihlen wir ebenfalls die oo-
Norm und definieren

V= max
t€ltmy1,tng1]

‘S(mm*”dH = max H(dam,1)jH .

j=1,...,n—m+1

Mit anderen Worten: v ist die kleinste positive Zahl so daf3

‘(dam_1)j‘$v1, j=1,...,n—m+1,

das heif3t, N
—v1 < dqu <vl

oder _
i(dGm_1)jSv1, j=1,....n—m+1, (5.5)

so dafd wir die Ungleichungen aus (5.5) in der Matrixform
idGmJ - 1d 1n7m+1 v < 0d><n+mf1
1
=Laxn+m-1

zusammenfassen konnen, die wir dann nur noch um die linearen Gleichheits-
bedingungen aus der Interpolation,

de(X) =%,

%Fiir m = 3 bedeutet das gerade, den grofiten Wert von S/, d zu minimieren.
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erweitern miissen. Schliefllich transponieren wir das Ganze noch und stellen
fest, daf$ die Losung des linearen Programms

N (X 0 = T
minv, G “lomiixa || < 0 (5.7)
v _G;q _1n7m+]><d < 0

uns dasjenige Kontrollpolygon liefert, fiir das der zugehorige Spline minimalen
globalen Absolutbetrag der m + 1-ten Ableitung hat. Ein paar Bemerkungen sind
aber an dieser Stelle schon notig:

1. Die meisten Implementierungen des Simplexalgorithmus oder generell
von Losungsverfahren fiir lineare Programmierung kennen nur vektorw-
ertige rechte Seiten in (5.7), nicht aber matrixwertige, so wie sie dort im
Moment stehen. Das ist aber kein wirkliches Problem, man muss nur die
Spalten der Matrix tibereinanderstapeln. In octave wird diese Aufgabe
vom Befehl reshape ausgefiihrt, mathematisch ist das als der ,,vec”-Oper-
ator, siehe z.B. (Marcus & Minc, 1969), bekannt.

2. Die (5.7) verlangt einem Losungsverfahren fiir lineare Optimierung schon
einiges ab! Der Grund ist, daf8 die Variablen d normalerweise auch neg-
ative Werte annehmen diirfen”® und auch sonst nicht direkt beschrankt
sind, sondern nur indirekt durch die Nebenbedingung, die sie mit der zu
minimierenden Variable verkniipft. In der Optimierung bezeichnet man
dies als eine freie Variable und die miissen erkannt und geeignet behan-
delt”” werden. Eine naive Implementierung des Simplexalgorithmus wie
in (Sauer, 2002b) wiirde an diesem Optimierungsproblem scheitern.

3. Viel wichtiger ist es, zu beachten, dafs (5.7) nicht komponentenweise
betrachtet werden kann, denn die Komponenten der Koeffizienten d;,
j = 1,...,m, sind ja tiber die Variable v gekoppelt, die das Maximum
tiber alle Komponenten aller Kontrollpunkte ist.

4. Wiirden wir jede Komponente individuell durch v; beschranken und dann
iiber v; + -+ + v4 minimieren, dann entsprdache die der Verwendung der
1-Norm als Koeffizientennorm im IR

5. Im allgemeine fithrt das Miniminierungsproblem (5.7) allerdings schon zu
Optimierungsproblemen mit dn + 1 Variablen, was fiir manache realistis-
chen Werte von n schon recht groff werden kann. Man sollte aufierdem

%Es gibt ja keinen Grund, dies a priori auszuschliefSen.
’Genauer gesagt ausgetauscht.
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schon bedenken, daf$ die Komplexitidt des Simplexalgorithmus fiir n Vari-
ablen bei O (2") liegt, auch wenn das nur bei sehr speziellen und eher
akademischen Problemen passiert, siehe z.B. (Sauer, 2002b), und im Mittel
der Erfahrungswert wohl eher bei O(n) zu finden ist, siehe (Nocedal &
Wright, 1999; Spellucci, 1993). Aber garantiert ist halt nichts . ..

Aber was passiert im Fall k < m — 1 von Ableitungen niedrigerer Ordnung?
Hier werden die Maxima ja nicht mehr an den Knoten angenommen, obwohl

natiirlich die Idee von (5.7) immer noch funktioniert - wir miissen ja nur G,,_;
durch Gy ersetzen. Was wir dann minimieren ist natiirlich nicht mehr die Norm

der Ableitung, sondern nur die Norm des grofiten Koeffizienten der Ableitung.
Wegen

1=h..

ISt = 3 A N 61T = mae | 37 N7 x17) = mae ]

j=1 j=1

=1

fithren ,global kleine” Kontrollpunkte aber auch zu ,global kleinen” Kurven
und somit ist die zu minimierende Zielfunktion schon immer noch sinnvoll.
Und vor allem sind halt auch effiziente Methoden verfiigbar, um dieses Minim-
imierungsproblem zu losen, beispielsweise 1p_solve oder glpk, sieche Abb. A.1.

Wie man solche Splines dann auch effizient berechnet, insbesondere die
Komponenten der Matrizen in (5.3) und (5.7), damit werden wir uns spéter
noch eingehend befassen.

5.1.3 Ein erster Vergleich

Bevor wir mit der Theorie weitermachen, wollen wir uns nun doch mal an-
hand eines Beispiels ansehen, was diese beiden Ansdtze der minimierenden
Interpolation denn nun so zu leisten imstande sind und vor allem, wo sie sich
unterscheiden. Dazu legen wir zuerst einmal die Knotenfolge

octave> T =1 0 0 0 (0:10) 10 10 10 ];
und die Interpolationsbedingungen
octave> X = (0:10); y=[ 00000100000 1];

fest. Fiir den Spline mit minimaler 2-Norm benétigen wir aufierdem die Gram-
Matrix der B-Splines, das ist die Matrix A aus (5.3); wie diese bestimmt wird,
das werden wir in Abschnitt 5.1.5 noch im Detail ausarbeiten, fiir den Moment
reicht es uns, zu wissen, dafs es dafiir eine Funktion BSplGramDer gibt:
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octave> A = BSplGramDer( 3,T,2 ); V = BSplVander( 3,T,X );

Da wir die Vandermondematrix gleich mitberechnet haben, kénnen wir auch
schon unsere Matrix und die rechte Seite zusammensetzen und den Koeffizien-
tenvektor bestimmen:

octave> M = [ 2*%A, V ; V’, zeros( 11 ) ]; b = [ zeros( 13,1 ); y’ 1;
octave> d = ( M\b )(1:13)’;

Schliefllich beginnen wir schon einmal, die Vorgaben und den tatsachlich inter-
polierenden Spline zu plotten:

octave> plot( (0:10),y,"*" ); hold on;
octave> Z = linspace( 0,10,1000 ); plot( Z,d*BSplVander( 3,T,Z ), 'r’ );

So, nun aber zur co-Norm. Dazu benétigen wir die folgende Kombination aus
Matrix und rechter Seite

octave> G = BSplDerMat( 3,T,2 );
octave> M = [ V’, zeros( 11,1 ); G’, -ones( 11,1 ); -G’, -ones( 11,1 ) 1;
octave> b = [ y’; zeros( 22,1 ) ];

sowie die Vektoren fiir Zielfunktion und Ungleichungsbedingungen
octave> £ = [ zeros( 13,1 ); 1 ]J; e = [ zeros( 11,1 ); -ones( 22,1 ) 1;
und schon kénnen wir uns an unser lineares Programm machen:

octave> [0,x,du] = 1lp_solve ( -f,M,b,e,[ -Inf*ones( 13,1 ); 1 ] );
3 matrix contains zero-valued coefficients.

3 matrix contains zero-valued coefficients.

octave> d = x(1:13);

Die Warnung kénnen wir ignorieren® und direkt mit dem Plotten unseres Ergeb-
nisses weitermachen:

octave> plot( Z,d*BSplVvander( 3,T,Z ), g’ );

Wie man deutlich in Abb. 5.1 (links) sieht, ist in diesem Fall das Ergebnis der
quadratischen Optimierung deutlich besser als das Ergebnis bei Optimierung
der Supremumsnorm, obwohl der Unterschied in der zweiten Ableitung nicht
einmal sichtbar ist, wenn man die entsprechenden Funktionen plottet. Es ist aber
relativ einfach zu erkldren, was da passiert: Die Supremumsnorm minimiert
das globale Maximum der zweiten Ableitung und erreicht so einen Wert von

%Ehrlich gesagt verstehe ich sie auch nicht ganz.
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e % X e

Abbildung 5.1: Ein erster Vergleich zwischen quadratischer Optimierung
und Optimierung der Supremumsnorm. Der Interpolationsspline zur
Supremumsnorm schwingt deutlich starker, und zwar in beiden Fallen.

4.3802, der aber dafiir an vielen Stellen angenommen werden muf*®. Auf der
anderen Seite ist das quadratische Mittel ist in diesem Fall nur unwesentlich
schlechter, ndmlich 4.3929, nimmt aber diesen Maximalwert halt nur an einer
Stelle, hochstwahrscheinlich an dem ,, AusreifSer” in der Mitte, an und oszillliert
auflen wesentlich schwécher.

Das zweite Beispiel ist die Interpolation der Betragsfunktion f(x) = [x
[—1,1] mit 21 gleichverteilten Interpolationspunkten an den Stellen +,
0,...,10 und hinreichen vielen ebenfalls gleichverteilten Knoten:

,X €
k

octave> X
octave> T

( -1:.1:1 ); y = abs(X);
[ -1 -1 -1 linspace( -1,1,30 ) 1 11 ];

Fiir die Berechnung nehmen wir nun zwei fertige octave-Routinen
octave> dl = OptInt2( 3,T,X,y ); d2 = OptIntInf( 3,T,X,y );
und sehen uns das Ergebnis nur auf dem Intervall [—%, %] an:

octave> Z = linspace( -.5,.5,1000 ); plot( Z,abs(Z),’b’ );
octave> plot( Z,d1*BSplVander( 3,T,Z ), 'r’ );
octave> plot( Z,d1*BSplVander( 3,T,Z ), ’'b’ );

und auch hier wackelt der Supremumsspline stirker als der quadratische opti-
male Splineinterpolant, siehe nochmals Abb. 5.1 (diesmal rechts).

Fiir Interpolation ist wohl also die 2-Norm besser als die co-Norm, denn da
sind die ,Kriimmungen” ja sehr stark durch die diskreten Daten vorgegeben

#“Das hat etwas mit den Oszillationseigenschaften gleichméfiger Bestapproximationen zu
tun, siehe z.B. (Lorentz, 1966; Sauer, 2002a).
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und die co-Norm minimiert diese um den Preis vieler Stellen mit maximaler
Kriimmung. Und diesen Preis bezahlt man natiirlich besonders stark bei Inter-
polation: Wenn man die Kurven nicht ,schneiden” darf, sondern die Punkte
passieren muss, dann legen die natiirlich die Kriimmung schon ziemlich stark
fest. Trotzdem war das Kapitel nicht umsonst, denn wir verstehen jetzt wenig-
stens, wie wir diese Probleme aufstellen und behandeln kénnen.

5.1.4 Kleinste Quadrate und Energiefunktionale

Der Minimierungsansatz aus dem vorhergegangenen Abschnitt beruhte immer
noch auf Interpolation. Natiirlich gibt es Situationen, in denen Interpolation der
richtige oder einzig mogliche Ansatz ist, der den Daten gerecht wird, aber in
vielen Anwendungssituationen hat man es (mindestens) mit einer der beiden
folgenden Situationen zu tun:

1. Die Daten sind mit ,,verrauscht”, also durch unberechnbare Storungen
kontaminiert, und der Versuch des Interpolanten, dieses Rauschen zu
reproduzieren, fithrt zu unnétiger und auch unerwiinschter Oszilla-
tion des Splines.

2. Interpolation ist moglicherweise noch nicht einmal nétig und die
Aufgabe besteht, wie beispielsweise beim Frdsen, ,nur” darin, die
vorgegebenen Daten mit ausreichender Genauigkeit zu reproduzieren.
Und diese Toleranz kann man sogar dazu ausnutzen, ,glattere” Losun-
gen des Approximationsproblems zu erhalten, die vielleicht sogar
eventuell vorhandenes Rauschen verringern.

Der Glattungsspline bzw. smoothing Spline ist als Losung des Optimierungsprob-

lems
) 2
i Tl [

definiert, bei dem der Parameter A > 0 passend zu wihlen ist.

£ (1)) dt (5.8)

Die Idee des Gldttungssplines besteht darin, eine gute Balance zwischen
Datentreue (A = 0) und Glattheit (A — o0) im geometrischen Sinn von
Nichtoszillation mit Hilfe des Parameters A zu finden.

Natiirlich kann man in (5.8) eine ganze Menge Dinge variieren:

1. Man konnte ein anderes Glattheitsmaf8 als | - |,, das Integral tiber das
Quadrat der zweiten Ableitung, verwenden, beispielsweise Integrale tiber
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Ableitungen hoherer Ordnung oder sogar Linearkombinationen'™ von
Ableitungen verschiedener Ordnung.

2. Beide Normen, sowohl die im Approximationsterm links als auch die im
Glattheitsterm rechts kann man auch noch mit lokalen Gewichten verse-
hen, die beispielsweise an manchen Stellen hohere Datentreue fordern als
an anderen.

Eine ziemlich allgemeine Form des Glatungssplines 13t sich mit Gewichten
wy > 0, x € X, und Parametern'® A;,..., An_; als

£ (x)|2 dx. (5.9)

m—1
. 2
nin ) _w [f(x) —y«l™ + Z A J}R
xeX =1
formulieren. Um die Losung solch eines Problems zu bestimmen, definieren wir
zuerst einmal die (Zeilen-) Vektoren
f(X) =[f(x) : x€X] =dN(X) sowie y=1[yx : xeX]
und bemerken, dal mit W = diag [wy : x € X] die Beziehung

> wilf(x) =y’ = (ANR(X) —y) W (AN (X) —y)'

xeX

= dN,(X)WN! (X)d" — 2dN,,(X)Wy' + y"Wy

gilt und dafs aufSerdem, wenn wir uns an (5.4) erinneren, auch

l

erfiillt ist. Also hat das Funktional, das beziiglich d zu minimieren ist, die Gestalt

f(x)| dx = dG,B,,_,G!d"

m—1
D, (d) =d [Nm(X)WN;(X) +Y G,By .G/

r=1

d" —2dN,,(X)Wy' + y Wy,

was eine quadratische Form mit positiv semindefinitem'* quadratischem Koef-
fizienten ist, deren Minimum durch Ldsen von V4®,(d) = 0 lokalisiert werden
kann, also durch Losen des linearen Gleichungssystems

d" = N,.(X)Wy'. (5.10)

r=1

m—1
(Nm(XJWNL(X) +> MGB. .G/

190WWenn es sein muss sogar gewichtete Linearkombinationen!

101Warum man hochstens m— 1 derartige Terme hat? Naja, sie entsprechen ja Ableitungen und
ein Spline der Ordnung m hat hochstens m — 1 stetige Ableitungen.

192Und in den meisten Fillen auch strikt positiv definitem.
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Wie wir spéter sehen werden, haben diese Normalengleichungen fiir Splines
eine besonders schone Form - die Matrizen auf der rechten Seite sind bandiert
und damit mit einem linearen Aufwand von O(n) 16sbar.

Man beachte, dafi es fiir Glattungssplines ausdriicklich keine Beziehung
zwischen der Dimension des Splineraums und der Anzahl der ,Interpola-
tionsbedingungen” gefordert wird. Allerdings sind sie nattirlich nicht vollig
unabhéngig voneinander und beeinflussen schon das Ergebnis:

1. Ist die Dimension des Splineraums zu klein, dann kann dies zu einem
ernsthaften Defekt bei der Approximation fiithren, denn wenn man
nicht interpolieren kann, dann gibt es ja einen unvermeidbaren Ab-
stand an den Datenpunkten. Ist nun A relativ klein gewé&hlt, dann do-
miniert der Approximationsterm den Glattungsterm moglicherweise
sehr stark und die Funktion macht in Sachen Glitte keine grofien
Fortschritte.

2. Isthingegen der Splineraum ,,grofs genug” oder moglicherweise sogar
»zu grof8”, dann wird sich fiir kleine Werte von A immer ein Fastin-
terpolant ergeben, der mehr oder weniger durch die vorgegebenen
Datenpunkte verladuft.

Auch hier haben wir nattirlich wieder eine Menge von Freiheiten, angefangen
mit der Wahl der Dimension des Splineraums, iiber die Lage der Interpolation-
sstellen X, bis hin zur Wahl des Parameters A. Fiir letzteres gibt es das Konzept
der Kreuzvalidierung (Craven & Wahba, 1979; Golub et al., 1979), das diesen
Parameter automatisch so bestimmt, dafs er in einem gewissen statistischen Sinn
optimal ist.

In Fittingproblemen, wo ein ,glattestmoglicher” Spline gefunden werden
muss, der ,nahe genug” bei vorgegebenen Daten verlduft, kann man eine andere
Strategie verfolgen:

1. Man wihlt den Splineraum so grof3, dafy Interpolation an den Datenpunk-
ten moglich ist'®.

2. Man 16st das Problem fiir A = 0, was einen Interpolanten liefert, dessen
Koeffizienten sogar ®y(d) = 0 erfiillen. Welchen Interpolanten man hier
wihlt, ist eigentlich egal'®

103Es ist kein Fehler, da8 das Wort ,eindeutig” hier nicht auftaucht, Hauptsache es gibt einen
Interpolanten, wenn es mehrere gibt - umso besser.

140K, eigentlich braucht man ihn noch nicht einmal zu berechnen, kann gleich mit einem
kleinen Wert von A anfangen.
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3. Man vergrofiert A so lange die Approximationsforderung noch erfiillt ist.

Diese Prozedur liefert uns einen Parameter A fiir eine ,glatteste” Approximation
der vorgegebenen Daten innerhalb einer vorgegebenen Toleranz und basiert
trotzdem nur auf der banalen Beobachtung, dafd @, (d) stetig in A und d ist und
dafs

lim @, (d) =0

A—0
ist.
5.1.5 Effiziente Implementierung von Gram-Matrizen

Es wird mal wieder Zeit fiir ein ,technisches” Kapitelchen, denn jetzt besteht ja
wirklich die Notwendigkeit, die Gram-Matrix der B-Splines

B..(T) = U}RN]T“(X)N]T(X) ax ) ]11:1 (5.11)
zu berechnen und das sollten wir besser auch auf effiziente Art und Weise
machen. Zuerst bemerken wir, dafd die Matrix B,, (T) offensichtlich symmetrisch
ist und daf’ es somit gentigt, die Eintrdge des Teils , oben rechts” zu berechnen,
also die Eintrdge mit Indizes j < k. Nachdem N]T“ als Trager ja [tj, tj4m+1] hat und
enstprechend N das Intervall [ty, ti;m1], ist das Integral einer Komponente von
(5.11) genau dann von Null verschieden, wenn ty € [tj, tj. ], also genau dann,
wenn k < j 4+ m gilt. Anders gesagt, wir miissen fiir vorgegebenes j € {1,...,n}
genau die Integrale

4+ m+1
J N]T“(X)Nkm(x) dx:J N]T“(X)Nkm(x) dx, k=j,...,j+m
R

Y

berechnen und das liefert uns bereits eine wichtige, aber nicht allzu tiberraschende
Beobachtung:

Die Gram-Matrix B, (T) ist eine symmetrische bandierte Matrix mit m Sub-
und Superdiagonalen.

Diese Methode ist in der Funktion BSplGram implementiert. Um die Gram-
Matrix einer Ableitung, das heifit, die Matrix

B ;:J NN (x)T dx = “ NP () NP (%)™ dx
R R
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zu erhalten, substituieren wir (3.18) und erhalten

B = | G N (xIT) N (x1T) G ax

—

= G [, Moo (TN (1) ) €7 =GB (7) G,

was der okonomischste Weg ist, diese Matrizen zu berechnen - zumal wir ja

schon eine Funktion haben, die uns die Matrizen ET bestimmt. Es ist aufSer-
dem bemerkenswert, dafd B,,,_. (Tk) € R"™™" " was sehr schon den Rangverlust

wiederspiegelt, der ja beim Ubergang zu Ableitungen auftritt.

5.1.6 Ein Beispiel eines Glattungssplines

Zuerst sehen wir uns einmal den , Standardfall” an, in dem Glattheit kubischer
Splines als Eigenschaft der zweiten Ableitung angesehen wird. Als Approxima-
tionsstellen verwenden wir die Greville-Abszissen beziiglich T. Wir beginnen
also mit

octave> T =[O0 0 0 ( 0:10 ) 10 10 10 ];X = Greville( 3,T );
und betrachten die Glittung einer zuféllig gestorten linearen Funktion
octave> y = X .* (1 + .4%(C rand( sizeX) ) .- 1) );

Die Storung liefert einen relativen Fehler von hochstens 20%. Um fiir vorgegebenes
A > Ound gleichméBige'® Gewichte das Minimierungsproblem zu 16sen, berech-
nen wir zuerst die beiden Matrizen

octave> A = BSplVander( 3,T,X ); A = A*A’;
octave> B BSplGramDer( 3,T,2 );

und die rechte Seite

octave> yy = BSplVander( 3,T,X ) * y’;

Wir plotten y

octave> clearplot; plot( X,y,"*" )

definieren eine Punktmenge zum Plotten des Splines,
octave> Z = (min(T):.01:max(T));

und berechnen und plotten den Gldttungsspline durch Aufruf von
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10 T T T T

Abbildung 5.2: Der Gldttungsspline fiir die Parameterwerte A =
0,0.01,0.1,1,10.

octave> 1 =0; d=C (A +1*B) \ yy )’;
octave> s = d*BSplVander( 3,T,Z ); plot( Z,s );

Der Effekt der Vergroflerung des Glattungsparameters kann sehr schonin Abb. 5.2
gesehen werden: Die Abweichung von den Daten wichst, aber die Glattheit des
Splines, wieder im Sinne von reduzierten Oszillationen, wird im Gegenzug ver-
groflert. Ubrigens hat dieser Prozess noch eine bemerkenswerte Eigenschaft:

Die Losung fiir A = 0 ist der gute alte natiirliche kubische Spline, die Losung
fiir A — oo hingegen die lineare Regression, d.h. die eindeutige Gerade, die
minimalen Least-Squares-Abstand von den Daten hat.

105 A1s0 nicht vorhandene
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5.1.7 Ein gleichmaBiger Glattungsspline

Wir kénnen die Idee des Glattungsspline,

Gewichte Approximationsgiite gegen Glitte I

mit Minimierung der co-Norm kombinieren, was uns wieder zu einem linearen
Programm!% fithren wird. Das heif$t, wir betrachten jetzt das Problem

2 max [(aG)]) 5.12)

min [ max ”Smd(x) — Vx
xeX j=1,...,n—k

d
Wir wissen ja bereits aus (5.7), wie man aus einem Minimax-Problem ein linear-
es Optimierungsproblem macht und die Randbedingungen, die vom Glattheit-
sterm kommen, sind auch praktisch wie dort, abgesehen davon, dafs wir den
Interpolationsterm fallen lassen:

cT T
R T H I
_Gk _1n7k><d v 0
Um den ersten Term, den Approximationsteil, zu behandeln, fahren wir genau
wie oben fort, und setzen

E

u= n):}g(x ||Smd(x) —Vi|| = rgg(x ||d N (x) —yx

also!?””
dN,, —ul

—ul<dNp(X)—y<ul  bzw. 40"

was uns entsprechend

[ NT(X) —TLixxa H d’ ls[ YTT l (5.14)

—N! —Tuxxa u -y

liefert. Unter Weglassen der Indizes an den 1-Matrizen!%®, erhalten wir somit
schlielich, daf der Sup-Smoothing-Spline'®, der (5.12) 16st, als Lésung des lin-
earen Programms

106Das ist inzwischen keine Uberraschung mehr oder sollte zumindest keine mehr sein.

107Nur zur Erinnerung: dN,;,, (X) und y sind beide X-Vektoren, also aus R* ~ R*X.

18Deren Dimension sollte aus dem Kontext heraus klar sein und die Indizes werden nun
wirklich langsam nervig.

19K urzschreibweise fiir ,,Smoothing Spline in der Supremumsnorm”.
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.
_ N -1 0 Sy
minu + Av, el 0 1 u [ < 0 (5.16)

Und dieses Optimierungsproblem kénnen wir nun direkt in 1p_solve steck-
en und so die Gladttungssplines berechnen. Wir vergleichen das Verhalten der

24 T T T T T T T T 24

22 -

20 |

18 |

16

14

12

10 |

Abbildung 5.3: Glattungssplines fiir p = oo (links) und p = 2 (rechts) sowie
die Parameterwerte A = 0,0.05,0.1, 1. Diese Werte kann man ntiirlich nicht
direkt vergleichen, aber man sieht schon, dafs der Glattungsspline beziiglich
der co-Norm eher etwas mehr Wert auf Glattheit legt.

Glattungssplines fiir die beiden Normen und verschiedene Werte des Param-
eters A in Abb. 5.3. Offensichtlich hat der Supremums-Spline eine wesentlich
stiarkere Tendenz, die Glattheit zu betonen, so man ihn den lidsst, also wenn
man den Glattungsparameter nicht ganz klein hélt. Ein letztes Beispiel sehen
wir in Abb. 5.4, diesmal wieder fiir die Betragsfunktion. Gerade die , mittleren”
Werte von A liefern gute und vor allem gldttende Approximationen, die 2-Norm
wiirde das nicht schaffen, da fiir sie eng lokalisierte Ausreisser und ansonsten
ein gutes Verhalten ja besser sind als global kleine Werte.

5.2 Einfigen und Entfernen von Knoten

Der Satz von Curry und Schoenberg, Satz 3.13 sagt uns, dafs ein Spline eine
stiickweise polynomiale Funktion von einer gewissen globalen Glattheit ist, die
ihrerseits wieder von der Vielfachheit der Knoten abhéngt. Trivialerweise ist
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Abbildung 5.4: Approximation der Betragsfunktion fiir p = oo und A =
0,.5,1,2,3,4,5,10.

aber ein Polynom natiirlich auch ein sttickweises Polynom - mit dem kleinen
Zusatz, daff man an den entsprechenden Knoten eben einen C™- oder C>-
Ubergang hat, was ja bei Polynomen vom Grad m dasselbe ist. Diese banale
Bemerkung hat die folgende Konsquenz:

Wenn man Knoten in eine Knotenfolge einfiigt, dann ist jeder Spline
beztiglich der groben Knotenfolge auch ein Spline beziiglich der verfein-
erten Knotenfolge.

5.2.1 Verfeinerung von Knotenfolgen

Was aber bedeutet es, eine Knotenfolge zu verfeinern? Intuitiv miissen zwei
Forderungen erfiillt werden:

1. Die verfeinerte Folge sollte jeden Knoten der Ausgangsfolge auch wieder
enthalten.

2. Die Vielfachheit jedes Knoten in der verfeinerten Folge muss mindestens
so grofs sein wie in der originalen Knotenfolge.
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Es gibt also zwei Methoden, eine Knotenfolge zu verfeinern:

Einfiigen eines neuen Knotens: ersetze T durch T* wobei

T* :{t])...)tj)t*,tj+],...)tm+n+]}, t] < t* < tj+].

Erhohen der Vielfachheit: ersetze T durch T* wobei

T*:{t1,...,tj,tj,tjﬂ,...,tm+n+1}, 4 <t

Wir nennen T* = T _. eine Verfeinerung von T, geschrieben als T C T*, wenn

myn
T* ebenfalls eine giiltige!? Knotenfolge der Ordnung m ist und wenn es eine
strikt monoton steigende Funktion v : {1,...,n+m+1} = {1,...,n*+ m+ 1}
gibt, so daff t|; = tj,j = 1,...,m + m + 1 ist. Diese Definition ist nur eine

Formalisierung der oben erwédhnten ,intuitiven” Kriterien.

Es stellt sich die Frage, ob es sinnvoll ist, eine Knotenfolge , auflerhalb” der
Randknoten zu verfeinern bzw. zu erweitern. Die obige Definition schlief3t
ein derartiges Vorgehen nicht aus, ermutigt aber auch nicht explizit dazu.

Jedes stiickweise Polynom auf T ist offensichtlich auch ein stiickweises Polynom
auf T* 2 T und da die Vielfachheiten von Knoten beim Ubergang von T zu T*
nur erhoht werden kénnen, werden die Glattheitsforderungen an den Knoten
abgeschwiicht. Das fiihrt unmittelbar zur folgenden Beobachtung;:

Ist T C T*, dann ist auch $,,,(T) € S, (T*).

Die B-Splines beziiglich T* bilden eine Basis von 5., (T*) 2 $,,(T) und da
jedes Element des Unterraums auch beziiglich der Basis des gréfieren Raums
darstellbar ist, muss es zu jedem Kontrollpunktvektor d auch Kontrollpunkte
d* geben'!!, so dafl

S aNPT =Y dNM (T,
j=1 j=1

und die offensichtliche Frage besteht natiirlich darin, wie man d* berechnen
kann - und zwar am besten effektiv.

0Das heifit, dal auch nach dem Einfiigen die Vielfachheit keines Knotens m + 1 iberschreiten
darf.
1Dje Umkehrung gilt natiirlich nicht!
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5.2.2 Knoteneinfligen

Wir werden uns hier auf eine Methode beschrénken, die einzelne Knoten einfiigt,
normalerweise als Boehm-Algorithmus!''? bezeichnet und im Gegensatz zum
sogenannten Oslo-Algorithmus, der mehrere Knoten simultan einfiigen kann
und auf diskreten B-Splines'® basiert.

Wir betrachten die folgende Situation:

Fiige einen Knoten t* zwischen zwei verschiedenen Knoten t; < tj;; ein,
wobei t; < t° < tj; ist. Wenn wir also die Vielfachheit eines Knotens

erhohen, dann tun wir das ,,von rechts”.

Die erste Beobachtung ist, dafi Knoteneinfiigen ein lokaler Prozess ist und
auch sein muss, denn Knoteneinfiigen betrifft ja nur diejenigen B-Splines, deren
Trager das Intervall [t;, ;1] enthélt und das sind genau die B-Splines Ni* ..., N™.
Das bedeutet aber auch, dafd nur die zugehorigen Kontrollpunkte d;_, ..., d;
tiir das Knoteneinftigen relevant sein werden. Da auflerdem das Einfiigen eines
einzelnen Knotens n* = n + 1 liefert, enthélt d* genau einen Koeffizienten mehr
als d.

Algorithmus 5.1 (Knoteneinfiigen)
Eingabe:

e Knotenfolge T = Ty .

o Einzufiigender Knoten t; < t* < tj,1.

Prozedur:
1. Fiirk=1,...,j —msetze
d, =dx
2. Firk=j—m+1,...,j
(a) Berechne
Titm —t
o = —.
term —

(b) Setze
d; = Xx dk71 + (] — O(k) dk.

112Eigentlich hiefl Herr Boehm, Geometer in Braunschweig, Bohm, zumindest bis er beschloss,
daf} ein Umlaut einer internationalen Karriere nicht foerderlich wire.

3Dje sind nun wieder etwas mathematisch sehr ansprechendes und reizvolles, aber werden
leider dennoch nicht in dieser Vorlesung auftauchen.
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3. Fiirk=j+1,...,n+ 1setze

Ergebnis: Kontrollpunkte d* so dafs
Snd (-] T") = Snd (-] T) .

Wieder einmal konnen wir lineare Algebra benutzen, um das Vorgehen, also die
Regel

tpm — t° t—t
dx— _ Ykim dk_] + k

= d k=j—m+1,...,j 5.17
T tem — b tom —tk ] B 617)

zu formalisieren, und zwar als die Matrixmultiplikation

[ 1

1 &j—m+1

d'=dA(t), At)= T = &omer e RV,
S

1— OC]' 1

1

Beachten Sie, daf3 A (t*) eine sehr diinn besetzte bandierte Matrix ist. Die Funk-
tion, die diese Matrix bestimmt heifst KinsMat, das Paar A, T* liefert die Funktion
KInsert. Schauen wir uns doch eines unserer fritheren Beispiele nochmal an,
und zwar

octave> T =

l®’®!® 1’2’314’4’4’4 ];
octave> d = 11

[ O ;
[ O 5001 ;0 .4.81.8.4017];

und fiigen den Knoten t* = 2.5 ein. Das neue Kontrollpolygon bestimmt sich
dann einfach als

octave> [A,Tt] = KInsert( 3,T,2.5 ); dd = d * A;

Das Ergebnis eines einfachen Knoteneinfiigens ist in Abb. 5.5 zu sehen. Da
Knoteneinfiigen immer eine Konvexkombination der urspriinglichen Kon-
trollpunkte bildet, liegt das neue Kontrollpolygon innerhalb deren konvexer
Hiille.
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Abbildung 5.5: Knoteneinfiigen. Die beiden Kontrollpolygone und die
Splines sind dargestellt, aber natiirlich sieht man nur eine Splinekurve,
denn die beiden Kurven sind ja identisch - schliefsich ist es die Grundidee
des Knoteneinfiigens, dafs sich die Kurve eben nicht dndert.

Knoteneinfiigen kann man wiederholen''*. Beispielsweise kénnen wir einen

Knoten m Mal einfitigen und da Splinefunktionen an m-fachen Knoten im-
mer interpolieren'’®, gibt uns das noch ein Verfahren, einen Spline an dem
neueingefiigten Knoten auszuwerten - das sich allerdings bei genauem Hin-
sehen auch wieder als Algorithmus von de Boor entpuppt. Im numerischen
Experiment:

octave>d=[011.8 .2001 ;0 .2.611.6 .20 1;
octave> T = [ 0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5 ];
octave> for j=1:3 [ A,T ] = KInsert( 3,T,2.5 ); d = d*A; end

und jetzt liegt einer der Kontrollpunkte auf der Kurve, wie man in Abb. 5.6

4Njcht fiir die Priifung oder zumindest nicht unbedingt, sondern im Sinne von iterierter
Ausfiihrung.

15Wir haben bisher diese Eigenschaft gar nicht erwéhnt, die recht unmittelbar aus dem Al-
gorithmus von de Boor folgt, da ein Knoten der Vielfachheit m immer am linken Rand aller
betrachteten Referenzintervalle (fiir die baryzentrischen Koordinaten) liegt, so dafs der Kon-
trollpunkt d;_r, in allen Schritten des Algorithmus reproduziert wird.
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Abbildung 5.6: Ein Beispiel dreifachen Knoteneinfiigens mit den ,Zwis-
chenpunkten” und den ,endgiiltigen” Kontrollpunkten. Einer von diesen
liegt auch tatsdchlich auf der Kurve und zwar genau dort, wo der dreifache
Knoten eingeftigt wurde.

sehen kann.

Unser Ansatz vermittels linearer Algebra hat einen netten Nebeneffekt,
der es uns erlaubt, virtuelles Knoteneinfiigen durchzufiihren: Anstatt das
Knotrollpolygon und die Knotenfolge zu verdndern, speichern wir lediglich
die (bandierte) Matrix

At],...,tp) =A ()~ A(t])

die das Knoteneinfiigen beschreibt; allerdings sollte man nicht tibersehen, dafs
A (tj) von der Knotenfolge T U {tj, cn } abhéngt, so daf$ es keine Kommu-
tativitdtsbeziehungen unter den Knoteneinfiigematrizen gibt.

5.2.3 Erste Anwendungen des Knoteneinfligens

Knoteneinfiigen hat viel mehr zu bieten als ,nur” eine Erhchung der Flexi-
bilitdt einer Splinekurve durch Hinzuftigen weiterer Kontrollpunkte, obwohl
das natiirlich erst einmal das Hauptziel bei der urspriinglichen Entwicklung
dieser Verfahren war.

Als erste Anwendung betrachten wir die Konvertierung einer Splinekurve in
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ihre stiickweise polynomiale Form oft auch als PP-Form''® der Kurve bezeich-
net. Die Polynomstiicke konnte man nur beispielsweise beztiglich der Monom-
basis darstellen, aber da diese ja keine allzu grofie geometrische Relevanz hat,
kénnen wir auch genauso gut!!” auf die Bézier-Darstellung einer polynomialen
Kurve auf dem nichtdegenerierten Intervall [t;, tj1] verweisen:

X—t]'

p(x) =B.d(x) = ) d (T.l)w‘(x) (1=A))"7,  Alx)=—.
Y. i —

j=

Die Bézier-Darstellung eines Polynoms auf [a,b] entspricht dem einfachsten
Typ einer Splinefunktion, ndmlich der mit m + 1-fachen Knoten an a und b und
nirgendwo sonst. Um also die Restriktion einer Splinekurve auf das Intervall
[a,b], t; £ a < b < tj;1, zubestimmen, haben wir nun ein ganz einfaches Rezept:

Die Einschrankung einer Splinekurve auf ein Intervall, dessen inneres
keinen Knoten enthilt, kann dadurch bestimmt werden, dafs man beide End-
punkte des Intervalls solange in die Knotenfolge einfiigt, bis sie Vielfachheit
m + 1 haben.

Zwar gibt Knoteneinfiigen ,nur” die Koeffizienten der Bézier-Darstellung, aber
die kann man nun, wenn noétig, relativ einfach in eine Monomdarstellung kon-
vertieren. Die PP-Darstellung hat durchaus einige Vorteile:

e NC-Maschinen zum Friasen oder Laserschneiden'!® ,verstehen” stiick-
weise Polynome, zumindest bis zum Grad 5, so daf$ man die Polynomko-
effizienten direkt in so eine NC-Maschine einspielen kann.

e Der lokale Auswertungsalgorithmus kann nun mit einer Komplexitdt von
O(m) durchgefiihrt werden'”” wihrend der Algorithmus von der Boor
immer noch bei O (m?) liegt.Wenn also ein Spline sehr oft an sehr vielen
Stellen auszuwerten ist, dann kann so eine Konvertierung durchaus den
Aufwand wert sein.

Die Spline-Toolbox!'? in Mat1ab hat im Ubrigen integrierte Umwandlungsrouti-
nen zwischen der B-Spline- und PP-Darstellung von Splines, siehe (Boor, 1978).

H6Fiir piecewise polynomial . . .

7Wenn nicht noch besser!

118Genauer: Die zugehorige 840D-Steuerung der Siemens AG.
98tichwort: Hornerschema!

120yon C. de Boor programmiert.
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Die ndchste Anwendung ist der Vergleich von Splinekurven wobei wir die
beiden Splinekurven

=Y &N"(-|T)  und  S,d'(-|T :Zd’Nm 4T
j= j=1

betrachten und miteinander vergleichen wollen. Sei T* = TU T’ die Vereinigung
der beiden Knotenfolgen, das heifst, die kleinste Knotenfolge mit der Eigenschaft
TC T und T C T*, dann konnen wird die jeweils ,fehlenden” Knoten in die
beiden Folgen einfiigen und sie als

d(-|T) =SndA(T'\T) (-[T")

sowie
Sd’ (| T") = Sud’ A (TN T) (-] T7)

schreiben, womit sich ihre Differenz nun als

[dA (T\T) —d’A (T°\ T")

abschétzen ldsst; als Matrixnorm konnen wir hier entweder die Frobeniusnorm

[dA (T\T) = d’A (T\T)||.

172

d n*
S Y AT, — (@AT\T)),[ (5.18)
=1 k=1
oder die Vektor-Supremumsnorm
[dA (T\T) —d’A(T\T)| _
= max max [(dA(T*\T)),, — (d'A(T\T"),,]. (5.19)

) ]) *y k 1) Yn

verwenden. Damit kénnen wir einen Spline S;,d’ (-|T’) durch einen anderen
Spline S,,d (- | T) mit einer moglicherweise komplett anderen Knotenfolge'?! ap-
proximieren, indem wir wieder einmal eines unserer Gldttungsprobleme 16sen,
also beispielsweise

s&?a”z (5.20)

rrhin”dA (T*\T) — T\T")

+Z7\J

121Beispielsweise konnten die Knoten in T enstprechend der Kriimmung des Splines S,,d’
verteilt sein, siehe (Boor, 1978).
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oder

min [dA (T'\T) - d’A (T'\T")

, (5.21)

m—1
o 2] [
r=1 o
und zwar mit den Glattungsspline-Methoden aus den vorhergenden Kapiteln.
Fiir hinreichend kleine Werte von A werden sich diese Approximanten dem
Ausgangsspline ndhern wéahrend fiir grofiere Werte von A das Gewicht auf
Oszillationsverminderung gelegt werden wird.

Es ist wichtig, zu betonen, daff die Minimierung nur beziiglich d
durchgefiihrt wird - das Knoteneinftigen wird komplett von der Matrix
A (T*\ T) behandelt, ein weiteres schones Beispiel fiir virtuelles Knoten-
neinfiigen.

5.2.4 Nulistellen von Splinefunktionen

Eine etwas unerwartete Anwendung des Knoteneinfiigens ist die Bestimmung
von Nullstellen bzw., etwas allgemeiner und im Kurvenfall, die Aufgabe, den
Schnittpunkt einer Splinekurve mit einer gegebenen Gerade zu ermitteln. Auch
letzteres ist im Wesentlichen ,nur” das Problem, die Nullstelle einer Splinekurve
zu finden: Sind a,b € R? Anfangs- und Endpunkte der Geraden, dann setzen

wir
thar — X X — T .
I = s L g4 2T b, ji=T1,...,n,
Tt =t Tt =t

wobei die x; wieder einmal die Greville-Abszissen zur Knotenfolge T sind, dann
ist S;,1 eine lineare Funktion'? und damit hat der Spline S;,d —S,,1 = S, (d —1)
genau dort eine Nullstelle wo S,,d die Linie schneidet.

Die Standardmethode zur Berechnung von Nullstellen einer Funktion ist
das Newton-Verfahren, das eine Nullstelle mittels der Iteration

f (xx)
Xk_;,_]:Xk—m, k=0,1,2,...,

und passendem'” Anfangswert x, anndhert. Allerdings hat das Newtonver-
fahren ein paar wohlbekannte Probleme:

122Genaugenommen ist es der Schoenbergoperator angewandt auf die lineare Funktion, die a
und b verbindet.
123Das ist so einfach dahingesagt . . .
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1. Der Erfolg der Iteration hingt sehr stark von der Qualitdt des Startwerts
Xo ab, denn bekanntlich konvergiert das Verfahren nur lokal. Einen guten
Startwert zu finden ist oftmals nicht leicht.

2. Fiir die Durchfiihrung der Iteration muf$ in jedem Schritt die Ableitung des
Splines mitberechnet werden. Das ist sogar noch unser kleinstes Problem,
denn zumindest der Algorithmus von de Boor kann relativ einfach so
erweitert werden, dafs er diesen Wert mitliefert.

3. Wenn wir mit Splinekurven arbeiten, dann haben wir es mit vektorwer-
tigen Funktionen zu tun und die obige Iteration ist noch nicht einmal
wohldefiniert'*. Die naheliegendste Idee wire mit Sicherheit eine kompo-
nentenweise Behandlung der Kurve, aber man sollte sich dann schon vor
Augen halten,dafs wir dann eine simultane Nullstelle aller Komponenten
bestimmen miissen und das vieles, was in einer Komponente eine Null-
stelle liefert, durch die anderen Komponenten fiir nutzlos erkldrt werden
kann.

Diese Schwierigkeiten kann man umgehen, wenn man einen Algorithmus ver-
wendet, der auf Knoteneinfiigen basiert und auf Merken und Reimers (Morken
& Reimers, ) zurtickgeht. Wir werden hier nur die grundlegende Idee beschreiben,
Details und ein Konvergenzbeweis!? sind in (Merken & Reimers, ) zu finden.
Die Idee hinter dieser Methode ist in der Tat sehr intuitiv:

Schneide das Kontrollpolygon mit der Linie und flige die zu dem Schnittpunkt
gehorige Abszisse als neuen Knoten in die Knotenfolge ein.

Gibt es keinen Schnittpunkt zwischen Kontrollpolygon und Linie, dann gibt es

auch keinen Schnittpunkt zwischen der Kurve und der Linie'?®, weil die Kurve

ja in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons verlaufen muss. Generell sagt
die Variationsverminderung durch Splines, siehe (Marsden & Schoenberg, 1966;
Marsden & Schoenberg, 1988), daf jede Hypereben im IR mindestens so viele!?
Schnittpunkte mit dem Kontrollpolygon wie mit der Kurve haben muss. Wenn
es also keinen Schnitt mit dem Kontrollpolygon gibt, dann gibt es auch keinen

124Wie dividiert man durch einen Vektor. Bei einer quadratischen Matrix hat man ja noch eine
Idee, aber ein Vektor?

125Und zwar ein Beweis fiir quadratische Konvergenz, die Methode ist also mit dem Newtonver-
fahren vergleichbar, was die Geschwindigkeit angeht.

126Fiir d > 2 muss man ein wenig vorsichtiger sein, es sind Dinge wie winschiefe Geraden, die
uns das Leben dann etwas schwerer machen.

127Im , Normalfall” wohl sogar mehr!
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Schnitt mit der Kurve und wir konnen aufhoren, nach so etwas suchen zu
wollen.

Wenn andererseits das Kontrollpolygon die Gerade schneidet oder irgend-
wo eine Nullstelle hat'?®, dann passiert das zwischen zwei Kontrollpunkten'?,

sagen wir d; und d;, genauer, an der Stelle
}\dj—l-”—)\) dj+1, 7\6[0,]]

Motiviert durch den Schoenbergoperator fassen wir den Spline als S;,d = .7, f
fiir eine stetige Funktion f mit der Eigenschaft dy = f(xy) auf und erhalten
so eine natiirliche Beziehung zwischen den Kontrollpunkten und den Greville-
Abszissen. Daher ist eine gute'® Niherung fiir die Nullstelle durch den Punkt

t :)\Xj + (1 —7\) Xj+1y

gegeben, den wir dann als neuen oder weiteren Knoten in T einftigen. Das
liefert ein verfeinertes Kontrollpolygon und der ganze Prozess wird wieder-
holt, bis man ein Kontrollpolygonstiick hat, das nahe genug bei der Geraden
oder eben bei Null liegt. Betrachtet man in jedem Iterationsschritt tibrigens alle
Schnittpunkte des Kontrollpolygons, dann findet man so letztendlich auch alle
Schnittpunkte der Splinefunktion.

Eine wichtige Anwendung der Nullstellenbestimmung findet statt, wenn
ein nichster Punkt zu bestimmen ist: Zu y € R? und einer Splinekurve S,.d,
definiert, wie immer, durch Knotenfolge und Kontrollpolygon, soll man den
ndchsten Punkt auf der Kurve beziiglich der euklidischen Norm finden, also
das Minimierungsproblem

min S, d(x) -

16sen. Nattirlich quadriert man hier mal als erstes die Zielfunktion und kann
dann genausogut die Funktion

Smd(x) — y]; = (dNw(x) (dNwm(x)) — 2y (AN (x) +y'y

d n d n d
= Z Z djedje NN (x) — 2 Z Z djy; N (x) + Zy]z
j=1 kt=1 j=1 k=1 j=1
= > (d7d), NPOONPG) —2 3 (dTy) Npe) + [l
K (=] =1

128Eben je nachdem ob wir Splinekurven oder Splinefunktionen betrachten.

129Der Fall, daB8 der Kontrollpunkt selbst der Schnittpunkt ist, ist etwas singuldr und wird nor-
malerweise keinen Schnittpunkt ergeben, aufer im Falle m-facher Knoten oder ,entarteter” Kon-
tollpolygone. Mit anderen Worten: Den Sonderfall muss man als solchen und mit entsprechender
Sorgfalt behandeln.

1300der, korrekter, eine linearisierte. Und Newton linearisiert ja auch!
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minimieren. Die obige Funktion ist eine skalarwertige Splinefunktion vom
Grad 2m mit Bruchstellen an den Knoten von T, sie gehort also zu Sy, (T7),
wobei

T :{th--->T>tn+m+1)--->tn+m+1}a

so dafs nur die Koeffizienten der Randpunkte angepasst werden miissen. Also
ist

Snd(x) — [ = > ¢ NZ™ (x| T") = ¢Now (x| T,

j=1

und um c zu berechnen benétigen wir zwei Operationen:
1. eine Multiplikationsformel fiir Splines,
2. eine Graderhohungsformel fiir Splines,

aber an dieser Stelle begntigen wir uns mit der Feststellung, daff man beide Op-
erationen tatsdchlich ausfithren kann, und zwar schnell. Um dann die Abszisse
des gesuchten ndchsten Punktes auf der Kurve zu finden, brauchen wir nurnoch
die Nullstellesuche auf die Funktion

d% [Smdix) = ||} = G Na_1 (x| T
anwenden.

5.2.5 Knotenentfernen

Knotenentfernen ist der inverse Prozess zum Knoteneinfiigen - anstatt von
T zu T* iberzugehen, mochten wir von T* zu T ,zuriick”. Nachdem immer
noch §,, (T) € 5, (T*) gilt, konnen wir natiirlich nicht erwarten, daff Knote-
nentfernen im allgemeinen exakt ausgefiihrt werden kann'?!, so daB die resul-
tierende Splinekurve die Ausgangskurve nur noch approximieren, nicht aber
reproduzieren wird. Und diese Approximation versucht man eben so gut wie
moglich zu machen.

Wir fangen jetzt also mit S,,d" an und wollen das zugehorige d nach Entfer-
nung von t* aus T* bestimmen. Um das zu tun, fiigen wir t* einfach wieder in
die Knotenfolge ein und vergleichen das resultierende Kontrollpolygon dA (t*)
mit d*, wobei wir beispielsweise den Ausdruck

dA (t') — &’ = dAATdT — 2d°ATd" + d" (d°)"
2

minieren, der wieder mal zu Normalengleichungen fiihrt, und zwar zu

131 AuBer natiirlich wenn der Knoten vorher gerade erst eingefiigt worden ist.
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dAA"T = d*A".

Das ist allerdings nicht der einzige Weg, das Kontrollpolygon eines , knotenent-

fernten” Splines zu berechnen. Spitens seitdem wir einiges iiber Glattungss-
plines gelernt haben, kénnen wir uns sofort eine ganze Menge von Erweiterun-
gen und Verallgemeinerungen denken:

1. Verwendung einer anderen Norm, insbesondere ”dA (t)—d* ' Das wird
natiirlich wieder das eine oder andere nette lineare Optimierungsproblem
liefern.

2. Minimierung beziiglich einer gewichteten Norm, die auch noch einen
Glattheitsterm fiir S,,d enthédlt. Immerhin kann man ja das Knotenent-
fernen als Ubergang von einer ,komplizierten” zu einer ,einfacheren”
Kurve ansehen und es kann durchaus sinnvoll sein, wenn diese Kurve so
glatt ist wie moglich.

3. Simulatenes Entfernen meherer Knoten - da ist dann nur die Matrix A ein
bisschen komplizierter.



94 6 TENSORPRODUKTFLACHEN

Kenntnis der Mittel ohne eine
eigentliche Anwendung, ja ohne Gabe
und Willen, sie anzuwenden, ist, was
man jetzt gemeiniglich Gelehrsamkeit
nennt

Lichtenberg, Philosophische
Bemerkungen

Tensorproduktflachen

Bevor wir uns an die ,richtigen” und dann auch richtig multivariaten!3? Splines
machen, wollen wir uns zuerst noch eine recht einfache aber weitverbreitete
Methode ansehen, aus Kurven Fliachen oder sogar hoherdimensionale Objekte
Zu generieren.

6.1 Flachen als Kurven entlang Kurven

Genauso wie wir eine paramterische Kurve als Transformation des Parameter-
intervalls gesehen haben konnten wir eine parametrische Flache als Transfor-
mation eines zweidimensionalen Paramtergebiets ansehen, also als Abbildung
f: Q — RY Q c R% Das wird aber bereits in zwei Variablen kompliziert, denn
wihrend in einer Frage das Intervall eigentlich ohne weitere Fragen als kanon-
ischer Parameterbereich durchging, haben wir jetzt die freie Auswahl: Kreise,
Rechtecke, Dreiecke oder auch noch wesentlich komplexere Gebilde.

Ein intuitiv sehr schoner Ansatz zur Beschreibung von Flachen findet sich in
P. Béziers Einleitungskapitel in (Farin, 1988):

Eine Flache entsteht dadurch, daf sich eine Kurve durch den Raum bewegt
und dabei verdndert.

132Es gibt durchaus unterschiedliche Meinungen in der ,Fachwelt”, was die wirklich richtigen
multivariaten Splines sind - das ist ein typisches Phanomen bei der Verallgemeinerung univari-
ater Objekte, dafi sich das sehr unterschiedlich entwickeln kann, je nachdem, welchen Aspekt
man genau verallgemeinert.
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Mathematisch entspricht dieses Flachenkonzept einer einparametrischen Familie

von Kurven £, : I — R, wobei wir selbstverstandlich fiir alle Werte von y dasselbe
Intervall I wéhlen kénnen und werden. Aufierdem spricht nichts dagegen, fiir
alle Kurven dieselbe mathematische Klasse zu verwenden, also beispielsweise
Splines' der Ordnung m zu einer Knotenfolge T - und auch m und T sind
wieder unabhingig von y, das sich dann nur noch auf die die Kontrollpunkte
auswirken kann. Also:

Zd,JNm (xIT) =) dy)N"(x|T), (6.1)
j=1 j=1

wobei der Unterschied zwischen den beiden Schreibweisen ein rein formaler
ist - wo wir das y hinschreiben, das ist ja eigentlich egal. Allerdings konnte
uns bei der zweiten Darstellung ja eigentlich die Idee kommen, daf§ wir die
Verdnderung der Kontrollpunkte auch wieder als Kurve ansehen und daher
d(y) auch wieder als Splinekurve der Ordnung m’ mit Knotenfolge T’ in der
Form

y) =) dp NP (y|T) (6.2)
k=1
schreiben konnen. Nun setzen wir nur noch (6.2) in (6.1) ein, ersetzen n, m, T

durch n;, m;, Ty und entsprechend n’, m’, T* durch n,, m,, T, — dann wird der
Ausdruck symmetrischer — und erhalten

ny n

Z Z dJkNm] (xITh) N2 (ylTo). (6.3)

j=1 k=1

So, das wird uns nun aber entschieden zu indexlastig, und deswegen fiithren wir
ein paar neue Schreibweisen ein.

Definition 6.1 (Tensorprodukt)

1. Mit p = (my, my) € ]N(z) bezeichnen wir den Multigrad des Splines, mit v =
(ny,ny) € IN? die Anzahl der Kontrollpunkte in x- bzw. y-Richtung. Anstelle
des Parameterwertes (x,y) schreiben wir x = (x1,X2).

2. Fiir zwei Multiindizes o, 3 € IN® schreiben wir o < 3 falls oy < 35,5 =1,...,s
Diese Ordnung ist nur eine Halbordnung'>*

133Die Wahl fillt uns schon deswegen leicht, weil wir ja ohnehin nicht sonderlich viele Kur-
ventypen kennen.

134Das heifit, es gibt Elemente wie beispielsweise « = (1,0), B = (0,1), die unvergleichbar
sind, das heifst, fiir die weder o < 3 noch 3 < « gilt.
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3. Das Kreuzprodukt der Knoten ist definiert als

T=Ti®Th ={ty = (tay, ta,) : *<V+p+1}, 1=(1,...,1), (64)

das der Tensorprodukt Splinefunktionen als'®

NE (x| T) =N (x| Th) N2 (%21 To) . (6.5)

4. Die Kontrollpunkte ergeben sich schliefilich als d,, k € IN?.

Mit all dieser schonen Notation schreibt sich unsere Splinefliche dann schon
kompakt als
Nud (x| T) = D> deNE(x[T), (6.6)
KLV

was schon fast wieder so aussieht wie der univariate Fall und sich aufserdem
noch sehr einfach auf eine bliebige Zahl von Variablen verallgemeinern ldsst.

Bevor wir das tun, sehen wir uns aber erst noch schnell an, wie wir eine
Tensorproduktflache mit dem Algorithmus von de Boor auswerten: Eigentlich
ist das nichts anderes als die Anwendung der Idee aus (6.1) und (6.2), indem
wir zuerst furj = 1,...,v; die Koeffizienten

di(y) =) dp N (y|To)

k=1

und dann den univariaten Spline mit diesen Kontrollpunkten und der Knoten-
folge T; an der Stelle x auswerten, siehe Abb 6.1.

Ubung 6.1 Programmieren Sie den Algorithmus von de Boor zur Auswertung
von funktionalen Flichen der Form f: R? — R. ¢

Ubung 6.2 Bestimmen Sie die Greville-Abszissen zu einer Tensorprodukt-Knoten-
folge. Welche Struktur haben sie? o

6.2 Tensorprodukt in beliebig vielen Variablen

Die zweidimensionale Idee mit den ,Kurven entlang Kurven” war natiirlich
eigentlich nur eine anschauliche Motivation fiir ein Konzept, das generell in
beliebig vielen Variablen funktioniert.

Definition 6.2 (Allgmeine Tensorprodukte) Fiir vorgegebenes s € IN definieren
wir

1%57etzt nutzen wir aus, dafl wir die beiden Gréflen m; und m; in den Vektor = (17, o) € IN?
codiert haben.
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Abbildung 6.1: Der Algorithmus von de Boor fiir bivariate Tensorprodukt-
flachen: Aufjede ,Spalte” von Kontrollpunkten wenden wir den univariat-
en Algorithmus zur Auswertung an y an und erhalten so eine , Zeile” von
Kontrollpunkten, die zur Funktion £, gehoren. Diese werten wir mit einem
weiteren Aufruf des Algorithmus aus und schon wissen wir den Wert an
der Stelle (x,y).

1. zu Knotenfolgen

_I-j:{tj»])"‘)t]',\'j-‘ruj-i-]}) j:‘l,...,s,

der jeweiligen Ordnung \; das Tensorprodukt

S
T:®Tj ={te = (t10yy - s t1ae) * X<V p+1}.
j=1

2. den Tensorprodukt-B-Spline

NE(x|T) = NE (51T;).. 6.7)
j=1
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3. zu Kontrollpunkten' d = [d, : « < V] die Splinekurve

Nud(-]T) =) deNE(|T).

K<V

Auf diese Tensorproduktsplines kéonnen wir nun unsere gesamte univariate
Theorie fast ohne Aufwand tibertragen! Fangen wir mit einem einfachen Beispiel
an.

Lemma 6.3 Die B-Splines N bilden eine nichtnegative Teilung der Eins.

Beweis: Die Nichtnegativitat folgt unmittelbar aus (6.7), fiir die Teilung der
Eins verwenden wir Induktion {iber s, wobei der Fall s = 1 uns ja nun wirklich
bekannt sein sollte. Mit u’ = (py,..., 1) und entsprechend v’, x” und T’ wird
ansonsten

SNIT) = Y3 N (T NE (T

K<V K<V’ kg=1
= > N¥ (x’IT’)(Z N (xslTs)]
K/ <v’ Ks=1

=1

und nach Induktionsvoraussetzung hat die gesamte Summe den Wert Eins. O

Ubung 6.3 Zeigen Sie: Der Trager des B-Splines N} ist gerade der Quader

S

IE = ® [tj,Kjatj,Kj+uj+1] .

j=1
%

Definieren wir die Vielfachheit'® ¢ eines Knotens t = t, € T nun als vektorielle
Grofe

e(t) = ((p(tj,Kj) D)= ],...,S),
dann kénnen wir den Splineraum $,,(T) als Menge aller stiickweisen Tensor-
produkt-Polynome der Ordnung p,

T, = span {x* : k < u},

136Das ist nun ein bisschen interessanter aus einer ,organisatorischen” Perspektive, denn dieses
Objekt ist nun eine ,Matrix” der Dimension d X v = d X vq X - - X v;. Gliicklicherweise kénnen
Matlab und Octave auch mit derartigen Objekten umgehen.

137Das Symbol ¢ steht fiir ,Fielfachheit”.
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definieren, bei denen an einem Knoten der Ordnung ¢ (t) alle partiellen Ableitung

o/«
oxx’

o < p—@(t),

existieren und stetig sind. Und natiirlich haben wir dann wieder unmittelbar
unseren Curry-Schoenberg:

Die B-Splines N, k < v, bilden eine Basis von $,,(T).

Auch die Interpolationscharakterisierung, also den Satz von Schoenberg-Whit-
ney, konnnen wir ohne weiteres tibertragen. Dazu seien Xj,...,X; C R die
Projektionen der Interpolationspunkte auf die Koordinatenachsen und

S

j=1
Dann beweist man sehr leicht den folgenden Satz.

Satz 6.4 (Schoenberg-Whitney fiir Tensorprodukte) Der Splineraum $,(T) er-
laubt eindeutige Interpolation beziiglich X genau dann wenn x, € I§, k < v.

Ubung 6.4 Beweisen Sie Satz 6.4, natiirlich unter Ausnutzung von Satz 4.2. ¢

6.3 PferdefuBe

Was ist nun so schlimm an Tensorprodukt-Splines, daff wir uns {iberhaupt noch
weitere Kapitel in diesem Skript gonnen miissen? Denn auch Glidttungssplines,
Knoteneinfiigen und all die vielen schonen Dinge, die wir univariat gemacht
haben, lassen sich ganz einfach auf Tensorprodukte iibertragen. Und schon
haben wir das erste Problem: Mathematisch sind Tensorprodukte nicht sonder-
lich aufregend, es geht alles zu glatt, die Struktur ist total univariat. Gut, aber
das allein wire natiirlich ein schwaches Argument, gidbe es nicht auch wirklich
substantielle Probleme, von denen wir hier ein paar auflisten wollen:

e Der Paramaterbereich istimmer ein Quader und die resultierenden Flichen
haben immer eine ,rechteckige” Struktur, die aber nicht immer flexibel
genug ist, denn relativ oft werden beispielsweise Fldchen iiber Dreieck-
en benotigt. Dies wird von CAD-Benutzern oft dadurch behoben, dafs
alle Kontrollpunkte entlang einer Kante zusammenfallen, wodurch das
Rechteck zum Dreieck degeneriert, aber die so entstehenden Singular-
itdten sind grausam und sehr schwer zu handhaben.



100 6 TENSORPRODUKTFLACHEN

e Die Komplexitdt wéchst exponentiell! Die Anzahl der Koeffizienten und
damit die Dimension von $,,(T) ist [ [ v;, also bei ,Gleichverteilung” der
Knoten in allen Variablen etwa n®. Will man nun ein Interpolationsprob-
lem 16sen, dann enthilt die Kollokationsmatrix bereits n* Eintrage und
ein typisches direktes Losungsverfahren wiirde O (n3%) Rechenoperatio-
nen benoétigen. Wie dramatisch das wird, sieht man schon bei 10 Punkten
in jeder Dimension und 6 Variablen'*®, dann haben wir es mit 10'> Matrix-
eintrdgen zu tun, was bereits einige Terabyte wéaren.

e Natiirlich sind die Matrizen zu Tensorprodukt-Splines immer noch recht
dunn besetzt, aber die Bandstruktur ist eine Bandstruktur in Multiindizes,
wenn man diese linear anordnet, um die Daten in einer ,normalen” Matrix
speichern zu kénnen, dann sind die Bander schon recht grofs.

e Alles muss Tensorproduktstruktur haben! Zwar lédsst sich der Satz von
Schoenberg-Whitney sehr einfach verallgemeinern, aber die Charakter-
isierung gilt nur noch fiir eine sehr eingeschrankte Klasse von Interpola-
tionspunktmengen, ndmlich die, die die Tensorproduktstruktur X = (X) X;
haben, also ein Gitter bilden. Und solche Abtastungen muss man in der Re-
alitédt erst einmal haben! Laserscans von 3D-Objekten liefern es jedenfalls
nicht!

e Man merkt das auch beim Knoteneinfiigen! Bei Tensorproduktsplines
kann man keinen einzelnen Knoten in T einfiigen, sondern nur in eine
der Mengen T;! In T fiigt man dann die ganze Menge

T=Ti® @7 18t ®T,1® T,
ein, die immerhin aus

V4 s—vi——T=) (vi+m+1)
k#k

Knoten besteht. In zwei Variablen, siehe Abb. Abb:deBoor2d, entsprache
dies dem Einfiigen einer horizontalen oder vertikalen Knotenlinie.

So, jetzt haben wir doch genug Ausreden gefunden, um uns endlich mit math-
ematisch schénen und anspruchsvollen multivariaten Splines allgemeinerer
Natur zu befassen.

138Was fiir gewisse Anwendungen noch klein ist!
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Manches sagt ich,
mehr noch wollt ich,
liefle zur Rede
Raum das Geschick.
Die Stimme weicht,
Wunden schwellen:
Wahres sprach ich;
will nun enden.

Die Edda, Das jiingere Sigurdlied

Anhang

Hier findet sich die eine oder andere , Kleinigkeit”, die im normalen Text keinen
Platz hatte, beispielsweise die Anleitung zu 1p_solve.
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LP_SOLVE Solves mixed integer linear programming problems.
SYNOPSIS: [obj,x,duals] = lp_solve(f,a,b,e,vlb,vub,xint,scalemode,keep)
solves the MILP problem
max v = £'*x
a*x <> b
vlb <= x <= vub

x(int) are integer

ARGUMENTS: The first four arguments are required:

f: n vector of coefficients for a linear objective function.
a: m by n matrix representing linear constraints.
b: m vector of right sides for the inequality constraints.
e: m vector that determines the sense of the inequalities:
e(i) = -1 ==> Less Than
e(i) = 0 ==> Equals
e(i) = 1 ==> Greater Than

vlb: n vector of lower bounds. If empty or omitted,
then the lower bounds are set to zero.
vub: n vector of upper bounds. May be omitted or empty.
xint: vector of integer variables. May be omitted or empty.
scalemode: scale flag. Off when ® or omitted.
keep: Flag for keeping the lp problem after it’s been solved.
If omitted, the 1lp will be deleted when solved.

OUTPUT: A nonempty output is returned if a solution is found:

obj: Optimal value of the objective function.
X: Optimal value of the decision variables.
duals: solution of the dual problem.

Abbildung A.1: Beschreibung der Funktion 1p_solve aus (Berkelaar et al.,
2000). Dies ist nur die ,einfache” und intuitive Schnittstelle zu octave, es
gibt auch wesentlich subtilere und speichereffizientere Zugriffsmethoden.
Aber fiir unsere Zwecke reicht das hier.




-- Function File: [XOPT, FMIN, STATUS, EXTRA] = glpk (C, A, B, LB, UB,
CTYPE, VARTYPE, SENSE, PARAM)
Solve a linear program using the GNU GLPK library. Given three
arguments, ‘glpk’ solves the following standard LP:

min C’*x

subject to

but may also solve problems of the form
[ min | max ] C’*x

subject to

A¥x [ "=" | "<=" | "s=" 1 b
Xx >= LB
x <= UB

Input arguments:

C
A column array containing the objective function coefficients.
A
A matrix containing the constraints coefficients.
B
A column array containing the right-hand side value for each
constraint in the constraint matrix.
LB
An array containing the lower bound on each of the variables.
If LB is not supplied, the default lower bound for the
variables is zero.
UB

An array containing the upper bound on each of the variables.
If UB is not supplied, the default upper bound is assumed to
be infinite.

Abbildung A.2: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil

L
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CTYPE

An array of characters containing the sense of each
constraint in the constraint matrix. Each element of the
array may be one of the following values

] IIFII tl
A free (unbounded) constraint (the constraint is
ignored) .
] llUll y
An inequality constraint with an upper bound (‘A(i,:)*x
<= b@)’).
(] IISII y
An equality constraint (‘A(i,:)*x = b(i)’).
1] IILII ’
An inequality with a lower bound (‘A(i,:)*x >= b(i)’).
(] llDll y

An inequality constraint with both upper and lower bounds
(A, :)*x >= -b(i)’ _and_ (‘A(,:)*x <= b(i)").

VARTYPE

SENSE

PARAM

A column array containing the types of the variables.
] llCll y
A continuous variable.

1 IIIII’
An integer variable.

If SENSE is 1, the problem is a minimization. If SENSE is
-1, the problem is a maximization. The default value is 1.

A structure containing the following parameters used to
define the behavior of solver. Missing elements in the
structure take on default values, so you only need to set the
elements that you wish to change from the default.

Integer parameters:

‘msglev (‘LPX_K_MSGLEV’, default: 1)’
Level of messages output by solver routines:

0
No output.
1
Error messages only.
2
Normal output .
3

Full output (includes informational messages).

Abbildung A.3: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
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‘scale (‘LPX_K_SCALE’, default: 1)’
Scaling option:

)

No scaling.
1

Equilibration scaling.
2

Geometric mean scaling, then equilibration scaling.

‘dual (‘LPX_K_DUAL’, default: 0)’
Dual simplex option:
0
Do not use the dual simplex.

If initial basic solution is dual feasible, use the
dual simplex.

‘price (‘LPX_K_PRICE’, default: 1)’
Pricing option (for both primal and dual simplex):
0
Textbook pricing.

Steepest edge pricing.

‘round (‘LPX_K_ROUND’, default: 0)’
Solution rounding option:
0
Report all primal and dual values "as is".

Replace tiny primal and dual values by exact zero.

‘itlim (‘LPX_K_ITLIM’, default: -1)’
Simplex iterations limit. If this value is positive, it
is decreased by one each time when one simplex iteration
has been performed, and reaching zero value signals the
solver to stop the search. Negative value means no
iterations limit.

‘itent (‘LPX_K_OUTFRQ’, default: 200)’
Output frequency, in iterations. This parameter
specifies how frequently the solver sends information
about the solution to the standard output.

Abbildung A .4: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
I1.
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‘branch (‘LPX_K_BRANCH’, default: 2)’
Branching heuristic option (for MIP only):

0

Branch on the first variable.
1

Branch on the last variable.
2

Branch using a heuristic by Driebeck and Tomlin.

‘btrack (‘LPX_K_BTRACK’, default: 2)’
Backtracking heuristic option (for MIP only):

0

Depth first search.
1

Breadth first search.
2

Backtrack using the best projection heuristic.

‘presol (‘LPX_K_PRESOL’, default: 1)’
If this flag is set, the routine lpx_simplex solves the
problem using the built-in LP presolver. Otherwise the
LP presolver is not used.

‘lpsolver (default: 1)’
Select which solver to use. If the problem is a MIP
problem this flag will be ignored.
1
Revised simplex method.

Interior point method.

‘save (default: 0)’
If this parameter is nonzero, save a copy of the problem
in CPLEX LP format to the file ‘"outpb.lp"’. There is
currently no way to change the name of the output file.

Real parameters:

‘relax (‘LPX_K_RELAX’, default: 0.07)’
Relaxation parameter used in the ratio test. If it is
zero, the textbook ratio test is used. If it is non-zero
(should be positive), Harris’ two-pass ratio test is
used. In the latter case on the first pass of the ratio
test basic variables (in the case of primal simplex) or
reduced costs of non-basic variables (in the case of
dual simplex) are allowed to slightly violate their
bounds, but not more than ‘relax*tolbnd’ or ‘relax*toldj
(thus, ‘relax’ is a percentage of ‘tolbnd’ or ‘toldj’’.

Abbildung A.5: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
IV.
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‘tolbnd (‘LPX_K_TOLBND’, default: 10e-7)’
Relative tolerance used to check if the current basic
solution is primal feasible. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

‘toldj (‘LPX_K_TOLD]’, default: 10e-7)’
Absolute tolerance used to check if the current basic
solution is dual feasible. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

‘tolpiv (‘LPX_K_TOLPIV’, default: 10e-9)’
Relative tolerance used to choose eligible pivotal
elements of the simplex table. It is not recommended
that you change this parameter unless you have a
detailed understanding of its purpose.

‘objll (‘LPX_K_OBJLL’, default: -DBL_MAX)’
Lower limit of the objective function. If on the phase
II the objective function reaches this limit and
continues decreasing, the solver stops the search. This
parameter is used in the dual simplex method only.

‘objul (‘LPX_K_OBJUL’, default: +DBL_MAX)’
Upper limit of the objective function. If on the phase
ITI the objective function reaches this limit and
continues increasing, the solver stops the search. This
parameter is used in the dual simplex only.

‘“tmlim (‘LPX_K_TMLIM’, default: -1.0)’
Searching time limit, in seconds. If this value is
positive, it is decreased each time when one simplex
iteration has been performed by the amount of time spent
for the iteration, and reaching zero value signals the
solver to stop the search. Negative value means no time
limit.

‘outdly (‘LPX_K_OUTDLY’, default: 0.0)’
Output delay, in seconds. This parameter specifies how
long the solver should delay sending information about
the solution to the standard output. Non-positive value
means no delay.

‘tolint (‘LPX_K_TOLINT’, default: 10e-5)’
Relative tolerance used to check if the current basic
solution is integer feasible. It is not recommended
that you change this parameter unless you have a
detailed understanding of its purpose.

Abbildung A.6: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
V.
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Output values:

‘tolobj (‘LPX_K_TOLOB]’, default: 10e-7)’
Relative tolerance used to check if the value of the
objective function is not better than in the best known
integer feasible solution. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

XOPT
The optimizer (the value of the decision variables at the
optimum) .

FOPT
The optimum value of the objective function.

STATUS

Status of the optimization.

Simplex Method:
180 (‘LPX_OPT’)
Solution is optimal.

181 (‘LPX_FEAS’)
Solution is feasible.

182 (‘LPX_INFEAS’)
Solution is infeasible.

183 (‘LPX_NOFEAS’)
Problem has no feasible solution.

184 (‘LPX_UNBND’)
Problem has no unbounded solution.

185 (‘LPX_UNDEF’)
Solution status is undefined.
Interior Point Method:
150 (‘LPX_T_UNDEF’)
The interior point method is undefined.

151 (‘LPX_T_OPT’)

The interior point method is optimal.
Mixed Integer Method:
170 (‘LPX_I_UNDEF’)

The status is undefined.

171 (‘LPX_I_OPT’)
The solution is integer optimal.

172 (‘LPX_I_FEAS’)
Solution integer feasible but its optimality has not
been proven

Abbildung A.7: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
VI
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173 (‘LPX_I_NOFEAS’)

No integer feasible solution.
If an error occurs, STATUS will contain one of the following
codes:

204 (‘LPX_E_FAULT’)
Unable to start the search.

205 (‘LPX_E_OBJLL’)
Objective function lower limit reached.

206 (‘LPX_E_OBJUL’)
Objective function upper limit reached.

207 (‘LPX_E_ITLIM’)
Iterations limit exhausted.

208 (‘LPX_E_TMLIM’)
Time limit exhausted.

209 (‘LPX_E_NOFEAS’)
No feasible solution.

210 (‘LPX_E_INSTAB’)
Numerical instability.

211 (‘LPX_E_SING’)
Problems with basis matrix.

212 (“‘LPX_E_NOCONV’)
No convergence (interior).

213 (‘LPX_E_NOPFS’)
No primal feasible solution (LP presolver).

214 (‘LPX_E_NODFS’)
No dual feasible solution (LP presolver).

EXTRA
A data structure containing the following fields:
‘lambda’
Dual variables.

‘redcosts’
Reduced Costs.

‘“time’
Time (in seconds) used for solving LP/MIP problem.

mem
Memory (in bytes) used for solving LP/MIP problem (this
is not available if the version of GLPK is 4.15 or
later).

Abbildung A.8: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
VIIL
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Example:

c = [10, 6, 4]’;

a=1[1,1, 1;
10, 4, 5;
2, 2, 6];

b = [100, 600, 300]’;

1b = [0, 0, 0]’;

ub = [];

ctype = "UUU";

vartype = "CCC";

s = -1;

param.msglev = 1;
param.itlim = 100;

[xmin, fmin, status, extra] = ...
glpk (c, a, b, 1b, ub, ctype, vartype, s, param);

Abbildung A.9: Beschreibung der Funktion glpk aus (Makhorin, 2000), Teil
VIIL Diese Funktion ist zwar meiner Meinung nach etwas unhandlicher zu
bedienen als 1p_solve, hat aber den Vorteil, daf$ sie in den meisten Octave-
Distributionen enthalten ist und nicht separat hinzugefiigt werden muss.
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Uns ist in alten meeren
wunders viel geseit
von Helden lobebeeren
von grozer arebeit

Das Nibelungenlied
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