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Statt einer Leerseite ...

Welcher aber ... durch die Geometria sein Ding beweist und die
griindliche Wahrheit anzeigt, dem soll alle Welt glauben. Denn da ist
man gefangen.

Albrecht Diirer

A peculiarity of the higher arithmetic is the great difficulty which has
often been experienced in proving simple general theorems which
had been suggested quite naturally by numerical evidence.

H. Davenport, The Higher Arithmetic, 1952

I always found it shameful that mere technologists should have ar-
rogated to themselves the right to be called that, scientists, men of
knowledge.

S. Rushdie, Grimus

You may call it ‘nonsense” if you like, [...] but I've heard nonsense,
compared with which that would be as sensible as a dictionary.

L. Carroll, Through the looking glass

Tomas Sauer

Lehrstuhl fiir Numerische Mathematik
Justus-Liebig-Universitdt Giefsen
Heinrich-Buff-Ring 44

D-35392 Giefsen
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Geschichte muf§ doch wohl allein auf
Treu und Glauben angenommen
werden? Nicht?

Lessing, Nathan der Weise II1,7

Eine kurze Geschichte
der Splines

Auch wenn man gerne die Arbeiten [70, 71] von Schoenberg aus dem Jahr 1946
als die “Geburtsstunde” der Splines bezeichnet, waren die B-Splines “wahr-
scheinlich Hermite und sicherlich Peano” (Schoenberg in [72]) bekannt. Will
man noch weiter in der Geschichte zurtickgehen, so kann man sich auf die ex-
ponential Euler Splines berufen, die bereits von Euler (1755), aber nattirlich nicht
unter diesem Namen, untersucht wurden. Eine Zusammenfassung der “Ur- und
Frithgeschichte” der Splines gibt beispielsweise die Arbeit von Butzer, Schmidt
und Stark [14].

Doch kehren wir wieder zuriick zu Isaac J. Schoenberg, einem der profilier-
testen und vielseitigsten angewandten und nicht nur angewandten Mathema-
tiker des 20. Jahrhunderts. Im Rahmen seiner Téatigkeit im War Department at
Aberdeen Proving Ground wéhrend des zweiten Weltkriegs begann er, ausge-
hend von Approximationsproblemen, mit der Untersuchung von Splines. Es ist
einer der wenigen positiven Aspekte des Kriegs, daf3 zur selben Zeit auch Has-
kell B. Curry, ansonsten eher der Algebra und abstrakten Logik zugetan, von
diesem Ansatz Kenntnis bekam und ihn gemeinsam mit Schoenberg weiter-
entwickelte. Eine Kopie eines Briefes, in dem Curry von diesen Entwicklungen
erzdhlt, findet sich im Buch von Micchelli [47] (das sich beispielsweise mit den
Themen Subdivision, Splines mit verallgemeinerten Differenzierbarkeitseigen-
schaften, multivariate Splines und Blossoming befafst und schon deswegen sehr
empfehlenswert ist). Trotzdem beschiftigte sich auch Schoenberg zuerst ein-
mal lange Zeit mit anderen Dingen, so dafS die beriihmte Arbeit von Curry
und Schoenberg [20] erst mit fast 20—jahriger Verspatung im Jahre 1966 erschi-
en. Einer der Griinde, warum Schoenberg seine Resultate {iber Splines wieder
“aus der Schublade” holte, war wohl die Tatsache, dafd inzwischen auch an-
dere Mathematiker, allen voran Carl de Boor, die Splines entdeckt hatten und
so Schoenbergs Interesse neu weckten. Nattirlich bestand einer der Griinde fiir
das aufkeimende allgemeine Interesse an Splines im Bedarf an “guten” Typen
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von Kurven im Zusammenhang mit den CAD-Systemen und den numerischen
Berechnungen, die durch die Entwicklung der Computertechnik in ganz neu-
en Groflenordnungen durchgefiihrt wurden. Auf der anderen Seite waren und
sind Splines auch ein wichtiges theoretisches Hilfsmittel bei der Untersuchung
von n—ten Weiten, wo sie eine wichtige Rolle als Minimallosungen bestimmter
Funktionale spielen. Inzwischen ist die Literatur zum Thema “Splines” gigan-
tisch. Die beste, umfangreichste und via Internet zugangliche Bibliographie
stammt von de Boor und kann beispielsweise iiber seine WWW-Homepage
http://www.cs.wisc.edu/ deboor abgerufen werden.

In den meisten “klassischen” Lehrbiichern tiber Numerische Mathematik
werden Splines (oft nur kubisch, das heifst von der Ordnung m = 3) als Losung
eines Interpolationsproblems an den einfachen Knoten t,,41, . . ., t, eingeftihrt und
beschrieben. Nicht, daff das irgend etwas schlechtes wére, gerade in diesem
Zusammenhang zeigen die Splines ein den Polynomen weit iiberlegenes Ver-
halten, da sie das oftmals katastrophale Oszillationsverhalten der Interpolati-
onspolynome nicht mitmachen. Auf alle Fille hat man es aber in diesem Rahmen
wegen der einfachen Knoten stets mit Funktionen aus C"! zu tun. Eine Basis
des zugehorigen Splineraums ist dann schnell angegeben: sie besteht aus allen
Polynomen vom Grad m sowie den abgebrochenen Potenzen

(t-ti)T:{(t‘Oti) 2wt
Klar — diese Funktionen sind alle linear unabhéngig, stiickweise polynomial
und m — 1 mal stetig differenzierbar. Damit haben wir also m + 1 Polynome und
n —m — 1 abgebrochene Potenzen, also n Basisfunktionen, und da wir, dank der
B-Splines, wissen, dafs der Splineraum Dimension # hat, sind diese Funktionen
ebenfalls eine Basis. Allerdings eine Basis mit Nachteilen: die Basisfunktionen
haben unendlichen Trager! Deswegen war man interessiert an einer Basis des
Splineraums dergestalt, dafs alle Basisfunktionen moglichst kleinen Trager haben
—und das fiihrte zu den B-Splines. Daf} diese Funktionen dann auch noch iiber
eine Rekursionsformel verkniipft sind, wie Cox [18] und de Boor [7] zeigten,
macht sie nur noch sympathischer. Zudem haben die Basisfunktionen mit kom-
paktem Trdger noch einen weiteren Vorteil, den bereits Schoenberg weidlich
ausnutzte: da zur Berechnung von N"(t) stets nur die m Knoten “links von t”
und die m Knoten “rechts von t”, sowie die m + 1 zugehoérigen Kontrollpunkte
verwendet werden, gibt es iiberhaupt keine Schwierigkeiten, auch unendliche
Knotenfolgen t;, i € Z, mit unendlichen Kontrollpolygonen d;, i € Z, zu betrach-
ten. Und das ist mit einer Basis aus Polynomen und abgebrochenen Potenzen
nun doch etwas unschén, da hier an jedem Punkt eine unendliche Anzahl von
Basisfunktionen beitrdgt. Aber besser noch: sind die Knoten gleichverteilt, also



zB. t; = i,i € Z, (das sind genau die Cardinal B-Splines von Schoenberg [72]),
dann sind die B-Splines lediglich verschobene Kopien voneinander, genauer

N"(x)=N'(x—i), i€Z,

und man hat eigentlich nur einen B-Spline.

Aus den 70er und 80er Jahren gibt es eine Vielzahl von Arbeiten iiber Splines,
die fiir einige Zeit ein richtiges “Modethema” waren. Einen gewissen Uberblick
aus unterschiedlichen Perspektiven und von unterschiedlichen Zugéngen her
bieten beispielsweise die Biicher von de Boor [8], Schumaker [73] oder Niirn-
berger [55]. Auf alle Félle fand man eine Vielzahl von Problemen und Gebieten,
wo sich die Splines als mehr oder weniger niitzlich erwiesen.

Trotzdem geschah noch einmal das Wunder, dafS auf einem eigentlich “ab-
gegrasten” Feld, das die (univariaten) Splines in den 80er Jahren mit Sicherheit
waren, noch einmal zarte Bliiten (engl. “blossoms”) sprossen. Es war {iberra-
schenderweise wieder de Casteljau, der zuerst auf die Zusammenhénge mit
polaren Formen aufmerksam machte [15], wenn auch in sehr schwer lesbarer
Form. Die Anwendung von Blossoming auf Splinekurven geht wohl auf Lyle
Ramshaw [57] zurtick (siehe auch und vor allem [58]). Die Darstellung in diesem
Skript folgt in weiten Ziigen [60], die ihrerseits auf einer Arbeit von Hans—Peter
Seidel [75] basiert, welche im wesentlichen fiir meine Begeisterung fiir dieses
Gebiet verantwortlich ist. Seidels Ziel war es tibrigens, die neuen Einsichten,
die das Blossoming gewéhrte, auch auf Flachen (generell, auf den multivaria-
ten Fall) zu tibertragen. Obwohl da einige Dinge ganz entschieden anders sind
als bei den Kurven, gelang es doch, Splineflachen von hochgradiger Flexibilitét
zu konstruieren. Aber das ist eine andere Geschichte, die in Kapitel 8 erzdhlt
werden soll .. ..
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Infinities and indivisibles transcend
our finite understanding, the former
on account of their magnitude, the
latter because of their smallness;
Imagine what they are when
combined.

G. Galilei

Eine Einfuhrung aus
Anwendersicht

Splinekurven spielen auch heute noch eine wesentliche Rolle in industriellen
Anwendungen, insbesondere im Bereich der CNC-Maschinen'. Das geht so
weit, daf$ die Steuerung derartiger Maschinen, sei es zum Schneiden, zum Frédsen
oder zum Drehen, Splines bis zur Ordnung 5 als Eingaben direkt verarbeiten
kann. Diese Anwendungen beeinflussen natiirlich auch die Sichtweise auf Spli-
nes und die Art und Weise, wie man mit ihnen umgeht. Dieses erste Kapitel
wird daher von Anwendungen und dem praktischen Umgang mit Splines be-
einflusst sein; manche der Beweise werden wir auf spétere Kapitel verlegen,
denn eleganter kann man diese Sachen oftmals mit Hilfe von etwas allgemeine-
ren theoretischen Mitteln angehen.

2.1 Grundlagen und Konzepte
2.1.1  Zur Motivation

Im praktischen Kontext sind Splines stiickweise polynomiale Kurven zur Dar-
stellung und Manipulation von Kurven. Und wenn wir “Kurven” sagen, dann
meinen wir Kurven, also nicht Graphen von Funktionen, sondern parametri-
sche Kurven, also Abbildungen f : [4,b] — RY, wobei das Parameterintervall
[4, b] normalerweise eher irrelevant ist’> und d gerne die Werte 2 oder 3 annimmt
—man spricht dann von planaren Kurven bzw. Raumkurven. Damit so eine Kurve

ICNC = Computer Numerical Control.

2Es wird — zumeist aus Mangel an Phantasie — gerne als [0,1] gewdhlt. Eine sinnvollere
Wahl wire eine Parametrisierung der Kurve nach der Bogenldnge, dann hitte man es mit dem
Intervall [0, £] zu tun, wobei ¢ die Lange der Kurve ist.
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verniinftig auf dem Computer dargestellt und verarbeitet werden kann, sollte
sie zwei wesentliche Eigenschaften haben:

1. Die Kurve muss vollstandig durch eine endliche Anzahl von Koeffizien-
tend,, ..., d, € R?beschrieben werden. Diese Koeffizienten bezeichnet
man auch als Kontrollpunkte.

2. Die Kontrollpunkte sollten geometrische Eigenschaften der Kurve wie-
dergeben.

Waéhrend die erste Forderung ziemlich offensichtlich ist, wird die zweite Eigen-
schaft benotigt, um die “Interaktion zwischen Mensch und Maschine” méglich
zu machen oder doch zumindest wesentlich zu erleichtern. Gerade wenn das
Design oder die Bearbeitung von Kurven aus der Manipulation von Kontroll-
punkten besteht, sollte doch ein intuitiver Zusammenhang zwischen diesen
Kontrollpunkten und der endgtiltigen Gestalt der Kurve bestehen.

2.1.2 Knoten und B-Splines

Das Splines, wie bereits gesagt, stiickweise polynomiale Funktionen sein werden,
ist es sicherlich zuerst einmal verniinftig, diese Stiicke auch entprechend fest-
zulegen, was durch das Konzept der Knotenfolge geschieht.

Definition 2.1 Eine endliche, indizierte Menge T = T,,,, = {t1, ..., tysns1} heifst Kno-
tenfolge der Ordnung m falls

1. tl <0 < tn+m+1-
2. t] < tj+m+1.
Bemerkung 2.2 (Nomenklatur)

1. Es ist immer eine wichtige Entscheidung, wo man bei der Knotenfolge mit der
Indizierung beginnt. Normalerweise bevorzuge ich wie in [62] eine Indizierung,
die mit Null anfingt, allerdings hat diese den wesentlichen Nachteil, dafs eine
direkte Umsetzung in Matlab bzw. Octave dadurch unmoglich wird®. Da aber
zur Anwendung immer auch das numerische Spiel auf dem Rechner gehort, ist
hier eine Indizierung vorzuziehen, die mit 1 beginnt.

2. Bei dem Begriff der Ordnung eines Splines gibt es in der Literatur keinen wirkli-
chen Standard. Man kann damit entweder* den lokalen Polynomgrad bezeichnen

3Im Gegensatz zu Programmierung in C/C++.
*Wie in diesem Skript.
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oder aber die lokale Dimension, also eines mehr als der lokale Polynomgrad. Bei
der Verwendung von Literatur zu Splines empfiehlt es sich also, zuerst einmal
genau nachzusehen, was genau mit “Ordnung” gemeint ist.

Offensichtlich ist die Ordnung der Knotenfolge nur fiir die zweite Bedinung
relevant, die besagt, daf3 die Vielfachheit eines Knotens m+1 nicht iiberschreiten
darf; die Vielfachheit u = u; eines Knotens ¢; ist einfach die Zahl, die angibt, wie
oft der Knoten innerhalb der Knotenfolge T wiederholt wird:

h<-- < t]'_1 < t]' == tj+y—1 < t]'_,_“ << bugnel- (21)

u

Ist uyj = 1 fiir j = 1,...,m + n + 1, dann sagen wir es handle sich bei T um
eine einfache Knotenfolge. Und schon konnen wir unsere B-Splines definieren,
diesmal iiber einen ganz einfachen rekursiven Prozess.

Definition 2.3 Fiir k = 0,...,m, sind die B-Splines N;f, j=1,...,n+m~—k, der
Ordnung k definiert als

N? ( | T) = X[tj,tj+1)’ (22)
C—t Iy —.
N;?(‘lT) - L NMI( Ty ¢

NCLCIT). 2.3
fet, (-1T) (2.3)

+1
tj+k+1 - tj+1 ]

Aus dieser Definition erhalten wir sehr unmittelbar bereits einige fundamentale
Eigenschaften der B-Splines.

Proposition 2.4 Die B-Splines
1. sind nichtnegativ, N;? >0,
2. haben kompakten Triiger, N;? x|T)=0,x¢ [t]-, t]-+k+1],
3. sind stiickweise Polynome vom Hochstgrad k auf den Knotenintervallen: N i €
e+l
IT.

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Induktion tiiber k. Die stiickweise konstan-
ten Funktionen N;.) haben die obigen drei Eigenschaften beinahe trivialerweise.

Fiir den Ubergang k —1 — k verwenden wir die Rekursionsformel (2.3), die uns
zusammen mit der Induktionsannahme sagt, dafs

N? (x|T) =0, x ¢ ([tj/ tj+k] U [fj+1,fj+k+1]) = [tj; tj+k+l]
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und da fiir alle x € [t]-, t]-+k+1] alle Terme in (2.3) > 0 sind, muss dies auch fiir N;?

gelten. Auflerdem ergibt sich N?Y dadurch, dafd zwei Splines der Ordnung k -1,

also zwei stiickweise lineare Polynome vom Grad < k — 1, mit einer linearen®

Funktion multipliziert, was wiederum eine stiickweise polynomiale Funktion
vom Grad < k liefert. O

Bemerkung 2.5 Fiir einfache Knoten funktioniert die rekursive Definition 2.3 der
B-Splines glatt und ohne Probleme, aber bei mehrfachen Knoten muss man ein wenig
aufpassen, weil man sonst irgendwann bei der Iteration an eine “division by zero”
gerit, niamlich wenn ti 1 = t; ist. Gliicklicherweise kann man diese Situation aber
einfach ignorieren, denn in diesem Fall ist der Triiger des entsprechenden Splines in der
Rekursionsformel die leere Menge und deswegen lisst man ihn einfach unter den Tisch
fallen.

Die Auswertung eines B-Splines an einem Vektor X von Punkten wird in Octave
von einer Funktion® BSplEval erledigt, also nutzen wir diese Funktion einmal
und plotten den einen oder anderen B-Spline, einfach, um ein Gefiihl dafiir
zu bekommen. Ein Blick auf Definition 2.3 zeigt, daff wir fiir n Funktionen
N, ..., N} einen Knotenvektor mit 7 + m + 1 Knoten brauchen. Gut, versuchen
wir uns doch einmal am “klassischsten” alle Fille, am kubischen Fall m = 3 und
verwenden wir einfach equidistante Knoten

octave> T = (0:10)
T =
® 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

dann haben wir es mit n = 11 — 4 = 7 B-Splines zu tun, die wir an einem feinen
Gitter auswerten und dort plotten wollen:

octave> hold on; X = (0:.01:10);
octave> for j=1:7 plot( X,BSplEval( j,3,T,X ) ); end

Das war ja einfach, also versuchen wir auch noch eine nicht-dquidistante Kno-
tenfolge:

°Die Sprechweise ist nicht immer eindeutig, denn man kann streng genommen ja zwischen
linearen und affinen Funktionen unterscheiden, je nachdem, ob noch ein konstanter Term vor-
handen ist oder nicht. Trotzdem soll hier “linear” zumeist fiir Polynome vom Hochstgrad 1
stehen, ganz egal, ob die Dinger nun linear oder affin sind.

6 Alle Funktionen sind so gestaltet, dafs sie auch unter Matlab funktionieren sollten, aber da
Octave Open Source Software ist und somit nicht nur ausgesprochen leistungsfahig sondern von
allem auch frei verwendbar, allgemein verftigbar und ohne Lizenzeinschrankungen nutzbar ist,
werde ich in Zukunft nur auf Octave verweisen.
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octave> T = sqrt(0:10); clearplot; X = (0:.01:max(T));
octave> for j=1:7 plot( X,BSplEval( j,3,T,X ) ); end

Die Ergebnisse dieses kleinen Spielchens konnen in Abb. 2.1, bewundert werden,
aber sie konnen natiirlich nur als Motivation fiir eigene, unabhédngige Experi-
mente mit B-Splines dienen, bei denen man ein Gefiihl daftir bekommen kann,
wie sich die B-Splines in Abhéngigkeit von der Knotenwahl verhalten. Jetzt

0.7 T T T T 0.8

06 0.7 |-

06 |-
05 |-

05 |-

04

04

0.3 |

03 |

0.2 |-
0.2 |

0.1 [ o1k

- L AN B N . L L L LA n LTI
0 2 4 6 8 10 0 05 1 15 2 25 3 35

Abbildung 2.1: Die B-splines mit gleichverteilten (links) und “Wurzel”-
Knoten (rechts).

aber trotzdem zuriick zur Theorie!

Definition 2.6 Eine Splinekurvein R? mit Kontrollpolygond = [vlj cj=1,... ,n] €
R?>" st eine Kurve der Form

SmdzSm(-lT)d::Zd]-N;”HT). (2.4)

j=1

Eine Splinekurve wird also eindeutig bestimmt durch ihre Kontrollpunkte
di,...,d, control points d;, j = 1,...,n, und die Knotenfolge T. Als einfache
und unmittelbare Konsequenz daraus kann man derartige Kurven vollstiandig
dadurch beschreiben und auch manipulieren, daf man das Kontrollpolygon
und/oder die Knotenfolge verdndert. Anders gesagt: Alles, was wir mit Splines
so anstellen werden und auch kénnen, ldsst sich immer auf die Bestimmung
geeigneter Knoten und Kontrollpunkte zurtiickfithren. Und die sind endliche In-
formation!
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2.1.3 Der Algorithmus von de Boor

Ohne dieses geometrische Verfahren zur Auswertung von Splines geht es natiirlich
nicht, ganz abgesehen davon, dafs er uns auch ganz allgemein beim Verstandnis
der Natur der Splines unterstiitzen wird.

Algorithmus 2.7 (de Boor)
Eingabe:

o Knotenfolge T = T, ,,
e Kontrollpunkte dy, ..., d, € RY,
® X € [tys1, .-, tur1l]
Prozedur:
1. Bestimme € € {m+1,...,n}sodaf x € [t;, te1).

2. Initialisiere:
dix)=d;, j=C-m,...,¢L

3. Fiirk=1,...,m

(a) Fiir j=i—m+k,...,iberechne’

_ _ Liom—k+1 — X
Of(x) - aj(x) - tj+m—k+1 - tj
und damit
d’;(x) = a(x) d];:ll(x) + (1 - a(x)) d];_l(x). (2.5)

Ergebnis: S,,d(x) = d;' (x).

Ubung 2.1 Implementieren Sie den Algorithmus von de Boor in Mat1lab/octave.
%

Die Korrektheit von Algorithmus 2.7 ldsst sich nun sehr einfach zeigen: Wir
wenden einfach die Rekursionsformel fiir die B-Splines “riickwérts” an:

S, d(x) = ZdjN;ﬁ(xm
=1

"Diese baryzentrische Koordinate hangt natiirlich von j ab - aber als Variable in einem Programm
brauchen wir’s nicht.
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TAVAVAYA

oO——e o —e—0—0

Abbildung 2.2: Der kubische (m = 3) de-Boor-Algorithmus um einen ein-
fachen (links) und einen doppelten (rechts) Knoten herum.

- X -
_ Zdj[ Nt e 1) 4 LB Nt )

j+1
t]+k - t / t]+k+1 t]+1 /

n n+1

X —
= Y d N’” "xIT)+ Y d
le ]tj+k_ ( l ) Z ]1 ]+k

[t — x —t;
- Zl“" djg + —— d]le(xm
i=1

-X m—1
t]' Nj (x|T)

= d;(x) N (x| T).
=

Jetzt miissen wir nur noch aufpassen, welche Splines wirklich zur Summe bei-
tragen — da die Trdgerintervalle der Splines ja mit fallender Ordnung immer
kleiner werden, liegt der Punkt x in immer weniger Tragerintervallen und am
Schluss sind fast alle “Zwischenkoeffizienten” und deren Berechnungen unnotig
bis auf die, die gerade zu d' fithren, und das sind gerade die, die auch im de-
Boor-Algorithmus auftauchen.

Bemerkung 2.8 (Weitere Eigenschaften)

1. Die Splinekurve S, d ist eine Abbildung [t,1,tn+1] — R?, “lebt” also sozusa-
gen nur auf diesem Bereich. Daher miissen die Randknoten ti,...,t,.1 und
tws1, - - -, tmens1 eine besondere Rolle spielen.
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2. Die erscheint zuerst einmal ein wenig seltsam, denn die Definition der B-Splines
und damit auch der Splinekurve als Linearkombination von B-Splines mit Vektor—
Koeffizienten gilt ja eigentlich auf ganz R. Der Algorithmus 2.7 hingegen scheint®
nur auf dem Intervall [t,,41, ty41] zu funktionieren.

3. In vielen, wenn nicht so gar den meisten Anwendungen und in der allermeisten
Theorie wihlt man die Randknoten als m + 1-fache Knoten, das heifst,

1= =tus, the1 = 0 = tyyme-

Das garantiert, daf$ am Rand des “guten” Intervalls die Splines gerade den er-
sten bzw. letzten Kontrollpunkt passieren, weswegen man diese Eigenschaft auch
als Endpunktinterpolation® bezeichnet. Aber es ist sogar noch besser: Die Ab-
leitungen am Rand'® sind Vielfache der entsprechenden Differenzen der Rand—
Kontrollpunkte. Somit enthilt das Kontrollpolygon also wirklich jede Menge geo-
metrische Information iiber die Kurve.

4. Es ist normalerweise nicht so einfach, sich das ganze Indexgewurstel des de—
Boor-Algorithmus einzuprigen und im Gedichtnis zu behalten. Was man sich
aber leicht merken kann, ist die Geometrie des Verfahrens: Das Verhiiltnis, in dem
x gewisse Knotenintervalle aus m + 1, m, m — 1, ... und schliefllich 2 Knoten
teilt, wird auf passende Seiten des Kontrollpolygons iibertragen, was zu neuen
Kontrollpunkten fiihrt.

5. Der de—Boor—Algorithmus verwendet ausschliefSlich Konvexkombinationen von
Kontrollpunkten, um neue Kontrollpunkte zu bestimmen und deswegen ist die
Splinekurve immer automatisch in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons ent-
halten.

Jetzt versuchen wir aber noch, die scheinbar widerspriichliche Situation auf-
zuldsen, dafi die Splinekurve mittels B-Splines global definiert ist, der Algorith-
mus die Kurve aber nur lokal beschreibt. Dafiir betrachten wir zuerst einmal
die “konstante” Kurve, bei der alle d; Skalare sind und denselben Wert haben,
sagen wir d; = 1. Hier bekommen wir

dj(x) = a() d7{ () + (1 - a(x) d; '(x) = a(x) + 1 —a(x) = 1,
also

Z NEGIT) =1. (2.6)
=1

$Man beachte die Wortwahl.
9 Auch als endpoint interpolation bekannt und geschétzt.
10Und das sind Vektoren, da ist die Richtung viel wichtiger als der Absolutbetrag — willkommen
in der wunderbaren Welt der Kurven!
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Allerdings gilt diese Identitdt nur auf dem Intervall [t,,41, t.41], siche Abb. 2.3,

0.8 |-
0.8 [

06 06 L

04 0.4

0.2 |
0.2 |

L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 2.3: Plot der Funktion aus (2.6) fiir die Knotenfolge
{0,1,2,3,4,5,6,7} (links) — die Identitat ist tatsdchlich nur im Intervall [3, 4]
erfiillt, das gerade von “innersten” Knoten bestimmt wird.

Mit dreifachen Randknoten gibt es einen nicht differenzierbaren Sprung an
3 and 4, wahrend die Knotenfolge {3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4} einen scharfen Sprung
liefert (rechts).

so dafs unser Dilemma eine verbliiffend einfache Losung hat:

Splinekurven sind tiberall wohldefiniert, aber wirklich “brav” sind sie nur
auf dem Intervall I,,(T) := [tu41, tus1]-

Was uns schliefilich ein weiteres gutes Argument fiir m + 1-fache Randknoten
liefert.

2.1.4 Curry, Schoenberg und andere Basen

Das fundamentalste Resultat der gesamten Splinetheorie besagt, das B-Splines
nicht irgendwelche sttickweisen Polynome sind, sondern eine Basis eines ganz
besonderen Vektorraums von Kurven bilden.

Definition 2.9 (Splineraum) Der Splineraum der Ordnung m zur Knotenfolge T =
Tynn, in Zeichen 5,,(T), besteht aus allen Funktionen f mit den folgenden beiden Eigen-
schaften:
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1. f ist eine auf T stiickweise polynomiale Funktion vom (Hochst-) Grad!' m
f'(t] tje1)
2. f besitzt eine gewisse globale Glattheit'?
t]‘_l < t] == t]'+‘u_1 < tj+y = f e C"# (t]'_l, t]'+‘u) . (27)

Mit anderen Worten:

Der Splineraum 5,,(T) besteht aus allen Funktionen, deren Einschrankung
auf Knotenintervalle Polynome vom Grad m sind und die an an einem
Knoten der Vielfachheit ;1 immer noch m — y—mal stetig differenzierbar sind.

Bemerkung 2.10 Sehen wir uns einmal die beiden Extremfiille an:

p = 1: an einem einfachen Knoten schliefSen die beiden Polynomstiicke zu den angren-
zenden Intervallen (m — 1)—mal stetig differenzierbar aneinander an. Und das ist
auch gut so, daf$ der Spline da nicht noch glatter ist, denn wenn zwei Polynome
p und q vom Grad m, an einer Stelle & in allen Ableitungen bis Ordnung m

iibereinstimmen, dann brauchen wir nur eine Taylorentwicklung anzusehen und
erhalten, daf$

i p (é) Z (5) -8 = a1
=0

j=0

ist und die beiden Polynome somit iibereinstimmen miissten — was fiir einen
Ubergang beliebiger Glattheit an & sorgen wiirde. Nein, nein, m — 1 reicht vollig.

p =m+ 1: an einem Knoten maximaler Vielfachheit betrigt die Differenzierbarkeits-
ordnung m — (m + 1) = —1, was man gerade mal so interpretieren kann, nimlich
als einen Sprung — nullmalige stetige Differenzierbarkeit ist ja schliefSlich immer
noch die gute alte Stetigkeit. Deswegen ist es auch nicht sinnvoll, hohere Vielfach-
heiten als m + 1 zuzulassen, ganz abgesehen davon, dafs die einem ohnehin nur
die Rekursionsformel (2.3) versauen.

'Mit dem Grad von Polynomen ist das so eine Sache: Fiir manche ist es der Hochstgrad, fiir
manche muf§ dann auch der Koeffizient zu diesem Grad von Null verschieden sein. Dswegen
verwenden wir hier die formale Schreibweise mit p € Il,,, was dann uneingeschrénkt degp < m
bedeutet.

2Im Sinne von Differenzierbarkeit, zu anderen Glattheitsbegriffen kommen wir spater noch.
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Satz 2.11 (Curry & Schoenberg) Die B-Splines N (-1T) sind eine Basis des Spli-
neraums S,,(T).
Eine Methode, Satz 2.11 zu beweisen, bestiinde darin, die Ableitungsformel

d m

—N"x|T) = ———N"1(x|T) -
w0 = e NPT I T)

T NG IT),  j=1..m,
(2.8)
zu verwenden, die man durch sehr elementare!® aber etwas aufwendige Rech-
nung verifizieren kann, indem man folgendem Kochrezept z.B. aus [62] folgt:
Man nehme die Ableitung der Rekursion (2.3), benutze (2.8) induktiv fiir die so
erhaltenen Splines der Ordnung m—1und fasse die Terme passend'* zusammen.
Nachdem die B-Splines stiickweise Polynome sind, kann man sich bei (2.8) erst
mal auf x € R\ T beschrdanken, wo die Splines unendlich oft differenzierbar sind
und dann mit einem Stetigkeitsargument auf ganz R fortsetzen. Das ist, wie
gesagt, wie wir es nicht machen. Im spédteren Theorieteil werden wir einen sehr
eleganten Beweis kennenlernen, der auf dem “Blossoming Principle” beruht.
Aber die wesentliche Konsequenz von Satz 2.11 ist natiirlich die folgende
Beobachtung:

jrm+1l = tj+1

Jede Funktion f € 5,,(T) kann auf eindeutige Weise als
f=Y FNICIT)
=1

geschrieben werden. Insbesondere ist dim 5,,(T) = n, hangt also im wesent-
lichen von der Anzahl der Knoten, nicht von der Ordnung der Splines ab.

5

Es gibt noch eine andere Basis fiir §,,, ndmlich die abgebrochenen Potenzen!®,
die wir der Einfachheit halber nur fiir einfache Knoten betrachten wollen'®. Die
abgebrochene Potenz der Ordnung m mit Bruchtstelle ¢ ist die Funktion

(x -t =

AL >
{(x H", x>t ceR

0, x <t

und die Basis besteht nun aus den Monomen 1, x, ..., x" und den abgebroche-
nen Potenzen ( - tj), j=m+1,...,n—1. Das sind dann wieder n sttickweise

13Es gibt leider keine gute deutsche Ubersetzung des englischen “straightforward”.

4Na gut, viele Beweise bestehen darin, Terme richtig zusammenzufassen.

5Die deutsche Ubersetzung “Kastratfunktionen” die de Boor in seiner Vorlesung an der ETH
Ziirich [9] zuerst verwenden wollte, fand leider (?) zu wenig Zuspruch.

16Wir verwenden die Basis sowieso nicht, warum also unnétigen Aufwand betreiben.
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polynomiale linear unabhéngige Funktionen und damit eine Basis des Spline-
raums. Auch wenn diese Basis wieder nur fiir das Intervall [t,,.1, t,], uneinge-
schrankt verniinftig ist, haben die meisten der Basisfunktionen dennoch einen
sehr grofien Trdger — eben ganz im Gegensatz zu den B-Splines.

Ubung 2.2 Zeigen Sie:

1. Die abgebrochenen Potenzen (- — t)! sind m — 1-mal stetig differenzierbar.

2. Die Polynome und die abgebrochenen Potenzen sind linear unabhéngig.

¢

2.1.5 Wie stellt man einen Spline dar?

Wir wollen diesen ersten Abschnitt damit beenden, uns zu {iiberlegen, wie
man nun so eine Splinekurve wirklich am Computer darstellt, insbesondere
in Octave, denn ein Ziel dieses Kapitels soll die Erstellung einer kleinen “Mini—
Spline-Toolbox” sein. Und die Kontrollpunkte d; € RY, j=1,...,n, organisiert
man am besten in einer Matrix!”

dll dnl d]‘,l
d=[d-d]=| i - : [eR™ =] :

de ce dn,d d]',d
Um nun einen Spline an einer (endlichen) Punktmenge X C R auszuwerten,
die wir geschickterweise in Octave durch einen Vektor reprisentieren werden'®,
berechnen wir die Matrix!?
ji=1,...,n

R 5 N,,(X) = N,, (X|T) := N7’ (x|T) : . G-X./ ,

”Die Notation, Kleinbuchstaben, wenn auch fette, fiir Matrizen zu verwenden, ist nicht
gerade Standard, aber ein wenig muss man schon zwischen dem Konzept “Kontrollpolygon”,
also Vektor von Punkten im R? und der Darstellung “Matrix” unterscheiden, auch wenn sich,
wie wir bald sehen werden, der Matrizenkalkiil sehr gut ausnutzen lasst.

8Was uns sogar die Verwendung eines Multiset ermoglicht, also einer Menge mit Vielfach-
heiten.

9Ein Wort zur Notation: “Normale” Matrizen sind immer als

A:[ajk : ,]{j',:""',:’; ]ewx"

zu sehen, wobei also j den Zeilen- und k den Spaltenindex bezeichnet. Und in genau demselben
Sinne bezeichnet bei einer allgemein indizierten Matrix

A= [a(x, y) : ;i}é } € RO ~ RAXHY

x den Zeilen- und y den Spaltenindex. Fazit: Oben steht die Zeile, unten die Spalte!
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und der Wert des Splines S,,d an X ist dann nur noch eine simple Matrixmulti-
plikation,
Snd(X) = d N, (X). (2.9)

Dieses einfache Stiickchen Lineare Algebra wird sich im Folgenden noch als sehr
niitzlich erweisen. Die Funktion, die die Matrix N,, (X|T) fur gegebene m, T, X
bestimmt, trdgt den im Moment noch etwas seltsamen Namen BSplVander,
dessen Bedeutung uns aber bald klar werden wird.

0.8

06 F

0.4

02

0

L L L L
0 02 0.4 06 08 1

Abbildung 2.4: Eine Splinekurve und ihr Kontrollpolygon, alles ganz ein-
fach — sogar die Knoten. ...

Schauen wir uns schliefslich noch an, wie man eine Splinekurve wie in Abb 2.4
eingibt und plottet: Zuerst definieren wir die Knotenfolge (mit vierfachen Rand-
knoten) und die Kontrollmatrix®° als

octave> T = [ 0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4 ];
octave>d =011 .5001 ;0 .4 .81.8 .40 ];

Um den Spline an einem feinen Gitter X auszuwerten, verwenden wir
octave> X = (0:.01:4); y = d * BSplVander( 3,T,X );

und Plotten bedeutet lediglich, d und y zeichnen zu lassen:

octave> hold on; plot( d(1,:),d(2,:) ); plot C y(1,:), y(2,:) );

Und das war’s auch schon!

20 Also die von den Kontrollpunkten gebildete Matrix.
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2.2 Manipulation von Splines

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit den elementaren Operationen, die
man so auf Splinekurven anwenden kann.

2.2.1 Einfache geometrische Transformationen

Geometrische, zumindest affine, Transformationen einer Splinekurve sind sehr
einfach, denn fiir A € R™ und Y€ RY erhalten wir, dafd

ASud+y =) (Adi+ y) NI CIT) =y ) N7 (1) +,
j=1 =1
=1

so dafs eine affine Transformation einer Kurve sich auf eine affine Transformati-
on der Kontrollpunkte bzw. der Kontrollmatrix beschriankt. Und das ist nichts
anderes als eine Linksmultiplikation?! von d.

2.2.2 Differentiation und Integration

In vielen Féllen ist es wichtig, die Ableitungen oder Stammfunktionen® einer
Splinekurve zu bestimmen, gerade in Anwendungen mit “smoothing splines”.
Um eine Darstellung fiir die Ableitung einer Splinekurve herzuleiten, verwen-
den wir natiirlich die Ableitunsformel (2.8) fiir die B-Splines und erhalten

Sud(x) = Y d N (x| T) = ———N"7 (x| T
() Z []+m_ ( | ) tj+m+1_tj+1 ]+1( | )l
n+1
= m N’”l(xIT) m N’“(xIT)
St Wmer
n+1
di—dia
j=1
= Sm—ldl('x)l

ZFiir die, die die lineare Algebra schon wieder weitgehend vergessen haben: Es ist ein ziem-
licher Unterschied, in welcher Reihenfolge bzw. von wo man Matrizen multipliziert.
22 Auf Englisch “antiderivative”.
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unter der Konvention dy = d,..1 = 0. Also bestimmt sich die Kontrollmatrix d!
der “Ableitungskurve” S,,_1d" als

b1 — B
d' =mdD, :=mdD, A, T (2.10)

brene1 — b
wobei die Differenzenmatrix D als
1 -1
D, = e RN+
1 -1

definiert ist und A,, T die Diagonalmatrix bezeichnet, die von den Reziprokwer-
ten der m-Differenzen zwischen den Knoten gebildet wird:

-1
AT = dlag l(t]+m — t]) : ] =1,...,n+ 1] € R 1xn+l

Durch Iteration von (2.10) kénnen wir nun auch Ableitungen héherer Ordnung
berechnen, und zwar als

& = dm(@m-1)D,A,T D1 ApaT,

k-1

ko_ m! _.

d = dWHDn+]-Am_J-T_.de.
j=

Da fiir jedes x € R und jede Kontrollmatrix d die Beziehung

AN®(x) = d* N, (x| T) = d Gy N, (x| T)

gilt, erhalten wir, daf8 die Splinevektoren, also die Vektoren von Funktionen, die
dadurch gebildet werden, daff man alle B-Splines “iibereinanderstapelt”, die
Beziehung

N = G Ny (1T), (2.11)

erfiillen, die es uns erlaubt, diese Spaltenvektoren direkt miteinander zu ver-
kntipfen.

Allerdings hitten® wir an dieser Stelle ein kleines Problem tibersehen! Wenn
wir Randknoten der Vielfachheit m + 1 haben?*, dann ist t,,.1 = t; and t, i1 =

2Oder haben.
24Und das war ja sozusagen unsere “Voreinstellung”.
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tn+1, so dafs A, T dann die Gestalt

0 ]

hétte, was natiirlich Unsinn ist, da wir versuchen wiirden, eine singuldre Matrix
zu invertieren. Nichtsdestotrotz ist das nicht wirklich ein Problem, wenn wir
erkennen, daf3 der erste B-Spline NT‘l ja nur auf (t, t,+1) “lebt”, also von Null
verschieden ist, und so nichts zum Verhalten der Splinekurve und deren Ablei-
tung, auf dem relevanten Intervall I,,(T) = [t,,41, t1+1] beitragen kann. Dasselbe gilt
natiirlich auch fiir den Randknoten ganz rechts und den zugehérigen B-Spline
N

Folglich konnen wir, solange wir “nur” am Verhalten auf [,,(T) interessiert
sind®, den ersten und den letzten B-Spline einfach ignorieren und erhalten so
die etwas kompaktere Darstellung

(Sud) = Syrd (-1T)

wobei Tf = Tm—l,n—l = {tz, ey tn+m} und

d =mdD,A,T, D,= h e R 1,
S
1

Jetzt konnen wir die zugehorigen Matrizen Ek e R™"* k =1,...,m, rekursiv
als _ P _
Go=1, Gr = Gio1 Dy ji1 Ay T,

mit Knotenfolgen
Tk = Tipem—rt = {ter1s -+« bmrns1-k}

berechnen und mittels

—k —~

d Ny (-1Te) =dNY (1),
erhalten wir das folgende Gegensttick zu (2.11):

N (1T) = GeNywok (-1 T (2.12)

2Und das ist eine automatische Konsequenz aus m + 1-facher Vielfachheit der Randknoten.
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Fassen wir zusammen:

Je nachdem, welches “Ableitungskonzept” wir betrachten wollen, gibt es
zwei Moglichkeiten, die Ableitung einer Splinekurve zu bestimmen, eine,
bei der sukzessive die dufsersten Randknoten entfernt werden und eine, die
diese erhilt. Allerdings:

1. Auf dem “wesentlichen” Interval I,,(T) stimmen beide Ansitze tibe-
rein.

2. Fir Randknoten der Vielfachheit m +1 miissen wir das zweite Konzept
verwenden.

Wir konnen die Ableitungsformel auch verwenden um das (unbestimmte)
Integral beziehungsweise die Stammfunktion einer Splinekurve zu berechnen,
und zwar als

X

f Spd() dt = Spard (x), X € [t tal, (2.13)
wobei
j
. tk+m+1 - tk . _
dj = k; el dy, j=1,...,n-1 (2.14)

Diese Identitat ldsst sich recht einfach verifizieren, indem man die Ableitungs-
formel auf (2.13) anwendet — das ist eine nette kleine Ubung.

Ubung 2.3 Tun Sie’s! ¢

2.2.3 Numerische integration von Splinefunktionen

Auch wenn uns die Formel (2.13) erlaubt, einen geschlossenen Ausdruck?® fiir
die Stammfunktion einer Splinekurve zu bestimmen, ist sie dennoch nur von
beschranktem Nutzen fiir die Bestimmung von Integralen, die wir sehr oft in
der Form

fN;”(xIT) N (x| T) dx
R

brauchen werden, die uns ganz natiirlich im Kontext der “Least Squares Ap-
proximation” tiber den Weg laufen wird. Um Integrale numerisch zu berech-
nen, machen wir Gebrauch von zusammengesetzter Gaufiquadratur, siehe

26Und Ingenieure lieben geschlossene Ausdriicke!
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[29, 32, 63]. Zuerst einmal bemerken wir, daf§ das Produkt zweier Splinefunktio-
nen” vom Grad m und m’ wieder eine Splinefunktion, also eine auf T stiickweise
polynomiale Funktion, ist, allerdings mit dem lokalen Polynomgrad m +m’. Das
heifst aber, daf8 es vollig ausreicht, auf jedem Knotenintervall [t it j+1] eine Gaufs—
Quadraturformel der Ordnung m zu verwenden, denn so eine Quadraturformel
integriert alle Polynome bis zum Grad 2m + 1 exakt, also insbesondere auch das
Produkt unserer Splines ohne irgendwelche Fehler jenseits der ebenso allge-
genwadrtigen wie unvermeidlichen Rundungsfehler zu machen.

Gut, seien als &, ..., &y € [-1,1] die Gaulknoten der Ordnung m fiir das

Integral f_ 11 dx, also die Nullstellen des Legendrepolynoms vom Grad m + 1,
und seien wy, ..., w, die zugehorigen Gewichte; wer diese Werte nicht selbst
berechnen will, findet sie beispielsweise in [1]. Da

tisl tiq —t: 1 i —t;
f(x)dx = ]+12 ]ff(t]‘+(x+1)%) dx,
-1

erhalten wir die gesuchte Quadratur als

i — i v tig +t ti —t
Fydx =~ 22 JZwk f(f“ U ]gk) (2.15)
k=0

tj

tj+1

' 2 2 2
]
und das Integral iiber die gesamte Kurve kann dann ganz einfach durch Sum-
mationvon j=m+1,...,nbzw. j =1,...,n + m erhalten werden.
Auch dieser Prozess lédsst sich wieder sehr effizient mittels Linearer Algebra
implementieren®, indem man den Auswertungsvektor
t]'+1 + t]'

T TR A | L * _ .
Ei= [t].+ > &k o k—O,...,ml, t; = > j=m,...,n,

definiert, sowie die Matrix

F = diag [# : j:m,...,n] [f(E):j=m....n], (16

und dann das Integral als

?’Das sind Splinekurve in d = 1. Wie soll man schlieflich das Produkt zweier Kurven definie-
ren? Alsinneres oder als komponentenweises Produkt? Ist eigentlich beides nicht so widersinnig.

28Zur Erinnerung: In Octave und natiirlich auch in Matlab werden die Benutzer dazu ange-
halten, so viel Lineare Algebra wie moglich zu verwenden und beispielsweise Schleifen durch
Vektorisierung zu ersetzen. Wenn man ehrlich ist, kénnte man natfirlich auch sagen, dafs Schlei-
fen so langsam implementiert sind, dafs man eher von ihrem Gebrauch abgehalten wird.
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berechnet, wobei w = [wj :7=0,..., m] der Vektor der Gaufigewichte ist —und
die erlauben es uns dann auch, hier das Gleichheitszeichen zu verwenden.

Nattirlich ist (2.16) erst einmal nur fiir einfache Knoten korrekt, aber da
die Intervalle zwischen zwei identischen Knoten zu einem Punkt degenerieren,
gibt es da nicht viel zu integrieren und deswegen konnen sie einfach ignoriert
werden.

2.3 Interpolation und Minimalitat

Es ist beinahe ein Glaubensgrundsatz der angewandten Mathematik, dafs Spli-
nes fiir Interpolationszwecke geschaffen sind — schliefilich ist der Namensgeber
ja ein “interpolierendes” Kurvenlineal — und dafs man deswegen mit ihnen im-
mer gut interpolieren kann und sollte. Es gibt Argumente zugunsten dieser
Religion, aber genauso gut Argumente, die diese Aussage nicht unterstiitzen.
Aber fangen wir mal mit der “positiven” Seite an.

2.3.1 Interpolation an den Knoten und der nattrliche Spline

Das Interpolationsproblem besteht darin, zu vorgegebenen Interpolationsstel-
len X ¢ R und Werten® y € R¥ eine Funktion f zu finden, so da8

fX) =y, dh  f®)=y, reX (2.17)

erfiillt ist. Interpolation mittels eines linearen Funktionenraums wie 5,,(T) kann
man immer in ein Problem aus der linearen Algebra transformieren: Wenn wir
namlich den Spline bzw. die Splinekurve in der B-Spline-Darstellung schreiben,
dann nimmt das Interpolationsproblem die folgende Gestalt an,

ZdjN;ﬂ(xm:yx xeX

=1

die wir in Matrixform als
dN,(X) =y

schreiben konnen. Und das ist sogar die Form fiir Kurven und Vektordaten y €
R>#X  aber natiirlich muss man wieder aufpassen, was man von welcher Seite
multipliziert.

#Die Notation RX mag ein wenig exzentrisch erscheinen, aber erstens ist es besser, die Dinge
“nattirlich” zu indizieren anstatt die Punkte durchzunumerieren und dann eine Zahl N zu
haben, die nicht wirklich etwas aussagt, und zweitens ist A := {f : A — B} durchaus keine
ungebrauchliche Schreibweise.
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Die Matrix N,,(X) oder ihre Transponierte®® heilt Vandermondematrix®! des
Interpolationsproblems; das erkldrt auch den Namen der Funktion BSplVander,
die wir ja vorher schon kennengelernt haben und die gerade diese Matrix er-
stellt hat, in der Basisfunktionen an Punkten ausgewertet wurden. Eine recht
triviale aber bedeutsame und immer wieder auf wundersame Art und Weise
wiederentdeckte Tatsache ist nun:

Das Interpolationsproblem hat genau dann eine eindeutige Losung wenn
N,,(X) invertierbar ist.

Wenn wir mit Splines interpolieren wollen, dann dridngen sich als Interpo-
lationsstellen natiirlich die einzigen ausgezeichneten Parameterwerte auf, die
wir haben — die Knoten T. Damit ist es sicherlich keine schlechte Idee, an den
relevanten Knoten t,,,1, ..., t,+1 zu interpolieren, aber leider auch keine so un-
eingeschrankt gute, denn es sind ja nur insgesamt n — m + 1 Punkte, so daf3
die Matrix Ny, ({t+1, - - -, ta+1}) noch nicht einmal quadratisch, geschweige denn
invertierbar ist. Allerdings: Es konnte schlimmer kommen, denn immerhin han-
delt es sich ja “nur” um ein unterbestimmtes Gleichungssystem

Sudd(tusj) =y,  j=1..,n-m+1,

wir konnen also auf die Existenz mindestens einer Losung hoffen*, die sich dann
vielleicht durch zusitzliche Bedingungen eindeutig machen lasst.

Muss noch ausdriicklich gesagt werden, dafi all dies nur fiir einfache Knoten
gilt?

Also fiigen wir unserem Interpolationsproblem weitere Bedingungen hinzu,
vorzugsweise an den Endpunkten. Ist nun m eine ungerade Zahl, dann ist m —1
gerade und die Zusatzbedingungen lassen sich gleichméfiig und symmetrisch
auf die Endpunkte verteilen®. Typische Beispiele fiir solche Randbedingungen
sind:

3Je nachdem, welcher Schule man angehort, aber iiber eine Transposition zu streiten ist doch
eher Musikern vorbehalten.

31Das Interessante an der Geschichte ist, daf Vandermonde gar nichts damit zu tun hatte,
sondern dafs der Erfinder des Namens, wahrscheinlich Lagrange, nur unbedingt einen franzosi-
schen Mathematiker ehren wolte — oh wunderbare Welt der Namensgebung.

32Na gut, hoffen kann man immer.

¥Das ist der Grund fiir die manchmal immer noch zu findende Legende, es gidbe nur Splines
von ungeradem Polynomgrad.
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Natiirliche Randbedingungen: Ableitungen von hoher Ordnung sollen am Rand
verschwinden, also

Sud® (1) =0, k= +1,...,m=1, j=m+1,n+1.

2
Was daran nun so “nattirlich” ist, erschliefst sich (nattirlich) auf den ersten
Blick nicht so ganz unmittelbar!

Hermite Randbedingungen: Man legt Werte fiir die Ableitungen am Rand fest:

k) ' _ m—1 .
Smd(t]), k—1,...,—2 , j=m+1,n+1
Das kann durchaus praktisch relevant sein, indem man, beispielsweise bei

einer Werkzeugmaschine, Geschwindigkeit und Beschleunigung festlegt.

Periodische Randbedingungen: Man “schliefst” die Kurve periodisch:
SO (ty1) = SO (1),  k=1,...,m-1.

Wo es angemessen ist, ist das durchaus keine schlechte Idee.

Not-a-knot-Bedingungen: Diese “exzentrischsten” Randbedingungen, die ei-
gentlich nur im Kontext kubischer (m = 3) Splines zu finden sind, fordert,
dafs die Splinekurve an den duflersten inneren Knoten t,,,1 und t,,1 nicht
nur m — 1-mal, sondern m—-mal und somit unendlich oft differenzierbar ist,
dafs also diese Knoten eben keine Knoten mehr sind.

Abgesehen von den natiirlichen Randbedingungen fordern alle anderen Zu-
satzbedingungen zusétzliche Annahmen: Im Hermitefall miissen Ableitungen
an den Endpunkten vorgegeben und noétigenfalls geraten werden, und die pe-
riodischen Randbedingungen sind ohnehin nur dann sinnvoll, wenn die zu
interpolierenden Werte ebenfalls periodisch sind, d.h.,, wenn y, =y, _ ., ist.

2.3.2 Minimalitat des naturlichen Splines

Es gibt noch eine weitere Methode, unterbestimmte Systeme zu 16sen, indem
man die Eindeutigkeit der Losung durch Minimierung erzwingt: Man sucht sich
unter allen Losungen des Gleichungssystems diejenige heraus, die fiir ein be-
stimmtes Funktional® einen minimalen Wert ergibt. Anstatt also einfach nur

3Oftmals als “Energiefunktional” bezeichnet, auch wenn es manchmal gar nicht wirklich
etwas mit Energie in einem physikalischen Sinn zu tun hat. Aber es gibt einem das gute Gefiihl,
etwas besonders 6konomisches zu tun.
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nach einer Losung von (2.17) zu suchen, minimiert man ein passend gewdihl-
tes Funktional unter der Nebenbedingung (2.17). Wir werden uns diesem Ansatz
spdter noch in grofierer Allgemeinheit widmen. Hier werden wir lediglich fest-
halten®, daf8 der natiirliche Spline in der Tat die Lésung eines Minimierungs-
problem:s ist.

Zu diesem Zweck definieren wir die Energie-Halbnormen

1/2
A, = ( fl - (f(k)(x))z) dx, keN,

und legen fest, daf3 ein natiirlicher Splineinterpolant derjenige natiirliche Spline
ist, der die Interpolationsbedingung

Sm,Tf(tj):f(t]’), j=m+1,...,n+1
an den Knoten erfiillt.
Satz 2.12 Seim = 2r + 1 eine ungerade Zahl und f € C"*}(R). Dann ist

|Sm,Tf r+1 < |f

In etwas prosaischeren Worten kénnen wir Satz 2.12 folgendermafien formulie-
ren:

(2.18)

r+1°

Unter allen C*Y/2-L3sungen des Interpolationsproblems an den Stellen
twsi, - - ., tier Mminimiert der nattirliche Spline das Energiefunktional |-|,,;.

Das erklart dann tibrigens auch den Namen “natiirlicher Spline”, denn ein
Spline ist eigentlich ein flexibles Kurvenlineal, das durch Gewichte gezwun-
gen wird, durch gewisse vorgegebene Punkte zu verlaufen und das dann die
energetisch giinstigste Position einnimmt, indem es das Energiefunktional

2
Fof a, =15,

[pyas= [

“,

minimiert — wobei das “~” wirklich fiir eine sehr, sehr grobe Naherung steht.
Mit anderen Worten:

Der kubische natiirliche Spline ist kein Spline! I

%Und diese Tatsache und deren Beweis diirfen in einer Vorlesung iiber Splines einfach nicht
fehlen.
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Abbildung 2.5: Ein “echter” Spline. Die Gewichte (und sie tragen ihren
Namen zu Recht) fixieren das felxible Lineal an den Interpolationspunkten.
Danke an Dr. M. Hollenhorst, der der Arbeitsgruppe Numerik seinen Spline
tiberlassen hat.

Da der Beweis von Satz 2.12 elementar und recht erhellend ist, schauen wir uns
ihn doch auch einmal an:

Beweis von Theorem 2.12: Unter Verwendung der Abkiirzungen Sf = S, rf
und I = [,(T) beginnen wir mit

[F =511 = f (F@ = (H™ () dx
= I(f(r+1)(x))2 _ 2f(r+1)(:,C)(Sf)(wl) (x) n ((Sf)(r+1) (x))2 gx
= |f

Fir j=m+1,...,n liefert partielle Integration

2

s ™2 f (F10 - N @) SH @ dx - [, 219)

f(f(r+1)(x) _ Sf(r+1)(x)) Sf(r+1)(x) dx
(F90) - 57 w) s )| - f (f0@) - SFO@) SF*2(x) dx

tj

k Fiv1
Z(_l)r—l (f(r—l)(x) _ Sf(r—l)(x)) Sf(r+l+1)(x)|t7
1=0 1
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Abbildung 2.6: Die natiirlichen Randbedingungen des kubischen Splines:
Die freien Enden nehmen, sich selbst iiberlassen, eine lineare Gestalt an.

tj+l

+(=1)k! f (f(r‘k)(x) - sﬁ:""(x)) SFr*d(xy dx,  k=1,...,r
—

t.
! =0 fiir k=r

Y (£ - ) s
1=0 J

und wenn wir das nun tiber j summieren, dann heben sich die gesamten inneren
Terme weg und es bleibt nur noch

f(f(r+1)(x) _ Sf(r+1)(x)) Sf(r+1)(x) dx

I
8]

|
e}

— i(_l)r—l (f(r—l)(x) _ Sf(r—l)(x)) S¥+l+1)(x)
=0

Em

tibrig. Wenn wir das nun wieder in (2.19) einsetzen, dann landen wir bei

2
r+1

7L =l - | -sol ., <If

mit Gleichheit dann und nur dann wenn f — Sf € IT,. m]
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2.3.3 Schoenberg, Whitney, Greville

Im vorherigen Abschnitt haben wir darauf bestanden, an den “relevanten” Kno-
ten zu interpolieren und dafiir den Preis weiterer, mehr oder weniger nattirlicher
oder kiinstlicher Zusatzbedingungen bezahlt, um fiir unser Interpolationspro-
blem eine eindeutige Losung zu bekommen. Es ist aber unabhéngig davon eine
interessante Frage, wie die Interpolationsstellen x, ..., x, zu legen sind, damit
wir mit dem n—-dimensionalen Vektorraum 5, (T},,) interpolieren konnen. So
einfach wie bei den Polynomen, wo es reichte, dafs die Interpolationsstellen alle
verschieden waren, ist es halt nicht mehr.

Es ist intuitiv klar, daf3 bei beliebiger Wahl von n Interplationsstellen Pro-
bleme auftreten miissen: Auf jedem Knotenintervall [t]-, tj+1] ist der Spline ein
Polynom vom Grad hochstens m und wenn in einem solchen Intervall mehr
als m + 1 Punke zu liegen kommen, dann wird das Interpolationsproblem im
allgemeinen unlosbar sein, weil bereits das lokale Teilproblem auf dem Intervall

[t]-, t]-+1] unlosbar ist. Daher muss es eine Beziehung zwischen den Interpolati-

onsstellen und den Knoten geben, die glticklicherweise so einfach ist, wie man
sie sich nur wiinschen kann.

Satz 2.13 (Schoenberg & Whitney) Interpolation anden Stellen X = {xj cj=1,... ,n},
X1 < -+ < X, hat genau dann>® eine eindeutige Losung in S, (T) wenn

t]‘ < Xj < t]‘+m+1, ] =1,...,m. (220)

Noch leichter kann man sich die Schoenberg—Whitney-Bedingung (2.20) mer-
ken, wenn man sich ihre geometrische Bedeutung vor Augen fiihrt:

Jede der Interpolationsstellen x;, j = 1,...,n, hat an einer Stelle zu liegen, an
der der B-Spline mit demselben Index positiv ist.

Ein vollstandiger Beweis von Satz 2.13 geht iiber das hinaus, was wir an dieser
Stelle brauchen®, aber es ist ziemlich leicht einzusehen, dafl und warum diese
Bedingung notwendig ist. Nehmen wir zum Beispiel an, daf es einen Index j
gédbe, so dafs x; < t;ist, also auch x; < f;, k > j, denn die Knoten sind aufsteigend
angeordnet. Nachdem der B-Spline N}" als Trédger das Intervall [t, txyn11] hat,
folgt, daf3

N!'(x1T)=0,  k=j...n

%Um genau zu sein: Das gilt so nur, wenn kein Knoten die maximal erlaubte Vielfachheit
m + 1 hat.
37S0000 schwer ist er aber auch wieder nicht, siehe [62].
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Ein Blick auf die ersten j Spalten der Vandermondematrix N,,(X) zeigt, dafs
[ Nl(xllT) Nl(x]lT) - [ Nl(X1|T) Nl(x]|T) ]

Nia@IT) ... Nia(x1T) Nj_l(}c1|:r) Nj_l(xj|T)
Ni(x|T) ... Nj(x7) o ... 0

_Nn(¥1|T) Nn(y.c]-|T)_ i 0 0

und diese Spalten sind linear abhédngig, weil sie aus j Vektoren bestehen, die nur
in den ersten j — 1 Komponenten von Null verschieden sind, also als j Vektoren
im R/™! aufgefasst werden konnen. Also ist die Matrix singulédr. Im Falle der
Existenz von j mit der Eigenschaft x; > t;,,,4 fithrt eine analoge Betrachtung
der ersten j Zeilen der Matrix zum selben Ergebnis.

Also sagt uns Satz 2.13 ganz genau, wo wir die Interpolationsstellen hin-
zulegen haben, um Eindeutigkeit der Interpolation zu erreichen. Was es uns
allerdings nicht sagt, ist, wie wir diese Stellen systematisch aus den Knoten be-
stimmen sollen — alles, was sich in den geforderten Intervallen befindet ist ja in
Ordnung. Dennoch gibt es eine “kanonische” Wahl, ndmlich die sogenannten
Greville-Abszissen:

1y .
xj = %;tﬁk, j=1,...,n (2.21)

Die Definition der Greville-Abszissen ist erstaunlicherweise unabhédngig von
den beiden “dufdersten” Knoten t; und t,,,,+1, aber das soll uns nicht weiter
storen, zumal diese beiden Knoten ohnehin keine besonders grofse Rolle spie-
len. Was man aber leicht sieht, ist, dafd die Greville-Abszissen wirklich “gute”
Inerpolationspunkte sind, denn es gilt

1
tj < tj+1 < a (tj+1 +--t tj+m) < tj+m < tj+m+1

mit Gleichheit in der linken Ungleichung genau dann wenn ¢; = --- = t;,,, und
Gleichheit in der rechten Ungleichung genau dann, wenn t;,; = -+ = tj,,41
gilt, das heift, die Schoenberg-Whitney-Bedingung kann durch die Greville-
Abszissen nur verletzt werden, wenn es innere Knoten der Vielfachheit m+1 gibt.
Aber das ist fiir Interpolation ohnehin eher unsinnig, weil dann der Interpolant
unstetig werden kann.
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An einem Knoten der Vielfachheit m+1 hat die Splinekurve eine Unstetigkeit
und daher kann ein Interpolationswert an dieser Kurve nicht festgelegt wer-
den: Soll man den rechtsseitigen oder doch eher den linksseitigen Grenzwert
wihlen?

Eine weitere Rechtfertigung fiir die Benutzung der Greville-Abszissen liefert
der Schoenberg-Operator

Fuf =Y () NICIT), (2.22)
j=1

der die Funktion f nicht interpoliert, sondern ihre Werte an den Greville-
Abszissen als Kontrollpunkte verwendet. Wir werden uns diesen duflerst niitz-
lichen Operator spéter noch genauer ansehen.

2.3.4 Parametrische Interpolation — so einfach ist es nicht!

Soweit zur schonen Theorie, aber in der Praxis sind die Abszissen selten gegeben,
alles was man dort kennt, sind Punkte y,,...,y, € R?, durch die die Kurve gehen
soll, die beispielsweise daher kommen, dafi ein Werkstiick gescannt oder von
einem CAM-System abgetastet wurde. Die zugehorigen Abszissen sind nicht
festgelegt und konnen, nein, miissen irgendwie bestimmt werden, natiirlich in
Abhiéngigkeit von den Datenwerten. Fiir diese Abszissenwahl gibt es eine ganze
Menge von Strategien, die alle das Aussehen und die Qualitédt der resultierenden
interpolierenden Kurve teilweise recht dramatisch beeinflussen kénnen; einige
dieser Strategien sind in [28] aufgelistet, basieren aber alle mehr oder weniger
auf heuristischen Kriterien.

Intuitiv®® wiirde man fordern, daf der Abstand zwischen den Interpolati-
onsstellen x; dem Abstand zwischen den Datenpunkten y; entsprechen sollte,
was die Wahl

X1 = 0
||y2—y1||2

X2

, k=2,...,n,

Xk

k
Xk-1 + ||]/k - yk—1“2 - Z Hyj ~ Y

j=2

liefert. Nun konnte man versuchen, die Knoten T so anzupassen, daf} die Men-
ge X der Interpolationsstellen nicht nur die Schoenberg—-Whitney-Bedingung

3850, damit sind wir auch in der wunderbaren Welt der Heuristik!
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erfiillt, sondern sogar die der Greville-Abszissen ist. Bestehen wir auflerdem
noch auf m + 1-fache Randknoten, dann erhalten wir die Knoten durch sukzes-
sives Einsetzen in (2.21):

fh==twyn = X1

m—1
by = mxz—z fre2
k=1

(2.23)
m—1

tm+]‘ = mx]-—Ztk+]-, j:2,...,n
k=1

Allerdings liefert uns diese Vorgehensweise als erste Uberraschung® keine n+1-
fache Vielfachheit des rechten Randknotens mehr! Auferdem sieht (2.23) auch
bei dem folgenden numerischen Beispiel sehr schlecht aus: Wir tasten den Ein-
heitskreis gleichméflig ab,

octave> y = [ cos( 2*pi*(0:6)/7 ); sin( 2*pi*(0:6)/7 ) ]
y:

1.00000 0.62349 -0.22252 -0.90097 -0.90097 -0.22252 0.62349
0.00000 0.78183 0.97493 0.43388 -0.43388 -0.97493 -0.78183

und bestimmen dann die Knotenfolge

octave> T=GrevilleKnots( 3,y )
ans =

Columns 1 through 8:
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 2.60330 2.60330 2.60330 5.20660
Columns 9 through 11:

5.20660 5.20660 5.20660

mit einem dreifachen Knoten im Inneren! Die zugehorigen Greville-Abszissen
sind schliefslich

octave> X = Greville( 3,T )
X =

0.00000 0.86777 1.73553 2.60330 3.47107 4.33884 5.20660

%Und als Beleg dafiir, daf hier etwas faul sein kénnte!
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und das ist eigentlich in Ordnung - der Abstand zwischen den Interpolations-
stellen ,,passt”.

Allerdings ist die Losung dieses Interpolationsproblems sehr enttduschend
— obwohl die Funktion in Abb. 2.7 an den Ecken des Polygons interpoliert, hat
sie wegen des dreifachen Knotens einen Knick, und das sieht gar nicht schon
aus. Mit anderen Worten: Die naive Strategie ist es leider nicht. Es gibt sogar

0.5 |- 05 |-

05 04

15 L L L L L 03 L L L L L
-15 -1 -0.5 0 05 1 15 -0.96 -0.94 -0.92 -0.9 -0.88 -0.86 -0.84

Abbildung 2.7: Interpolant, dessen Knoten nach (2.23) berechnet wurden.
Der dreifache Knoten liefert eine Stelle, an der die Funktion nicht differen-
zierbar ist, sieche den Detailausschnit (rechts).

Beispiele, bei denen eine nicht aufsteigende Knotenfolge generiert wird. Liegt das
nun an der Einfachheit des Ansatzes oder ist das ein prinzipielles Problem?
Schauen wir doch einfach nach!

Allgemein muss jeder zuldssige Knotenvektor®’ ¢ = [t]- D j=2,...,m+ n]
eine LOosung von

1 ...1 -1 1

mit M € R™""~1 und D € R"*"-2xm+m-1 gein — das ist ein System von linearen
Ungleichungen. die man in Tateinheit mit der Minimierung eines linearen Funk-
tionals durch Lineare Programmierung 16sen kann, siehe [23, 54], aber auch
[33] fiir den hochinteressanten Bezug zur Spieltheorie. Beispielsweise konnten

“0Das ist nichts anderes als die Knotenfolge, nur eben jetzt als Vektor geschrieben und damit
an Matrizen multipizierbar.
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wir auch noch den Abstand zwischen den Knoten maximieren, was uns zum
Minimierungsproblem

M o ][t
e D" -1||s

fithrt, das wir dann nur noch in einen Standardldser*' zu stecken brauchen. Das
wird von der Funktion GrevilleKnotsOpt erledigt und die sagt uns auch, dafs
wir fiir diese Abtastung nichts besseres erwarten konnen:

\%

l[g], ts>0. (2.25)

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,y )
**% Minimal Knot distance: 0.000000e+00 ***
ans =
Columns 1 through 7:
0.00000 0.00000 0.00000 2.60330 2.60330 2.60330 5.20660
Columns 8 and 9:

5.20660 5.20660

und das ist genau das, was uns unser naives Verfahren auch geliefert hat.
Daf3 die Funktion ansonsten schon ordentlich funktioniert zeigt uns das Beispiel

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,Greville( 3,[0 0 ® (0:5) 555171 ) )
**% Minimal Knot distance: 0.000000e+00 ***
ans =
Columns 1 through 7:
0.00000 0.00000 0.00000 1.00000 2.00000 3.00000 4.00000
Columns 8 through 10:

5.00000 5.00000 5.00000

Es stellt sich sogar heraus, daf dieses Optimierungsproblem fiir viele Konfigura-
tionen keine Losung hat*?, daB es also keine Knotenfolge gibt, deren zugehdorige
Greville-Abszissen voneinander denselben Abstand haben wie die zu interpo-

lierenden Punkte! Am einfachsten findet man solche Beispiele durch zuféllige
Wahl der Punkte:

41Hjer verwenden wir 1p_solve, [3], ein wunderbar in octave 2.9.x zu integrierendes und
auch sehr schnelles Tool zur linearen Optimierung. Alternativ konnte man auch auf glpk, [38],
zurtickgreifen, das automatisch in Octave integriert wird und in vielen Distributionen auch ist.

#2Der sogenannte “zuléssige Bereich”, also die Losungsmenge des Ungleichungssystems ist
die leere Menge.
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octave> d = rand( 5,1 ); dd = [ 0, ( tril( ones(5) )* d )’ ];

octave> GrevilleKnotsOpt( 3,dd )

warning: lp_solve: some elements in list of return values are undefined
Error: Problem unsolvable

ans = [](0x0)

Daher besteht der “Stadardansatz” darin, die Knoten so zu wihlen, dafs ihr
Abstand dem Abstand der Datenpunkte entspricht und dann an den wohl-
definierten Greville-Abszissen zu interpolieren. Deren Abstand ist dann
zwar nicht mehr ganz so toll, aber zumindest funktioniert alles.

2.4 Was ist faul an Interpolation?

Also gut, Splines konnen interpolieren, ob nun an den Greville-Abszissen, an
den Knoten oder anderswo, aber dennoch bleiben bei der Interpolation unver-
meidbare Probleme tibrig, die schlicht und einfach daher kommen, daff man im
allgemeinen mit glatten Funktionen interpoliert.

2.4.1 Abhangigkeit von der Parametrisierung

Das erste Problem, das uns bei der Interpolation erwartet, ist die starke Abhangi-
keit des Ergebnises von der Parametrisierung der Interpolationsstellen, also der
Wahl, welchen Parameterwert wir welchem der zu interpolierenden Punkte zu-
ordnen. Denn im Gegensatz zum funktionalen Fall ist die Zuordnung zwischen
Interpolationsstelle und Interpolationswert nicht a priori festgelegt.

Wir werden dieses Phanomen mit einem sehr einfachen Beispiel illustrieren,
ndamlich wieder mit den sieben Punkten auf dem Einheitskreis von oben und
kubischen Splines. Dazu brauchen wirn + m+1 =7 +3 + 1 = 11 Knoten mit
Randknoten der maximalen®® Vielfachheit 4. Beginnen wir mit gleichverteilten
Knoten, also

octave> T =1 0000123441414 7];
octave> X = Greville( 3,T )
X =

0.00000 0.33333 1.00000 2.00000 3.00000 3.66667 4.00000

wobei die Funktion Greville tiberraschenderweise die Greville-Abszissen zur
Knotenfolge berechnet. Um zu interpolieren, stellen wir als nidchstes die Van-
dermondematrix auf und berechnen die Kontrollpunkte mittels

43 Aus den altbekannten Griinden!
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octave> V = BSplVander( 3,T,X )’; d=(V\y )’;

Die Transposition in dieser Darstellung hat lediglich technische Griinde. Und in
der Tat erhalten wir so das Ergebnis in Abb. 2.8. Gut, das ist nicht allzu schlecht,

05 |

05\

-1

L L T L L L L
-1 -0.8 0.6 04 02 0 0.2 04 06 08 1

Abbildung 2.8: Der Splineinterpolant mit dquidistanten Knoten und den
zugehorigen Greville-Abszissen. Man erkennt sehr schon, dafs die Abwei-
chung des Splines vom Datenpolygon dort grofser wird, wo das Polygon
deutlich kiirzere Teilstiicke hat. Anschaulich ist es auch klar, dafs man an
dieser Stelle fiir die unpassende Parametrisierung ,bezahlt”.

aber jetzt vergrofiern wir den Abstand zwischen den Knoten und damit auch
zwischen den Greville-Abszissen auf nicht proportionale Weise:

octave> T=[ 00 00149 16 16 16 16 1;X = Greville( 3,T );

Es tiberrascht uns nun nicht mehr, dafs der zugehorige Interpolant eine groflere
Abweichung im ,spédteren” Teil der Kurve hat, wahrend der Interpolant zu den
immer dichteren Knoten

octave> T=[00 00 1.3 1.7 1.92 2 2 2 ];X = Greville( 3,T );

seine grofite Abweichung im Anfangsstiick der Kurve hat, siehe Abb. 2.9. Dies
sollte auch die letzten Zweifler davon tiberzeugen, dafs das Ergebnis sehr sen-
sibel fiir die Parametrisierung der Interpolationsstellen ist. Ungliicklicherweise
- und das hat uns das Desaster mit den Greville-Abszissen im letzten Kapitel
leider recht deutlich aufgezeigt - ist es nicht einfach, gute** Parameterwerte fiir
die Interpolationspunkte zu bestimmen. Fassen wir zusammen:

#Und wir werden noch sehen, dafl es schon gut wire, Greville-Abszissen als Interpolations-
punkte zu haben.
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Abbildung 2.9: Die Interpolanten mit wachsendem (links) und fallendem
(rechts) Abstand zwischen den Knoten.

Das Ergebnis der Splineinterpolation hdangt ganz massiv von der Wahl der
zugehorigen Parameterwerte ab.

2.4.2 Der Fluch der Interpolation - ein unerwiinschter Uberschuss

Die héssliche Seite der Interpolation durch glatte Funktionen zeigt sich, wenn
man Ecken interpolieren will. Ein ganz einfaches Beispiel erhalten wir, wenn wir
die Verbindungslinien [0, 0] — [1,0] und [1,0] — [1, 1] abtasten und diese Daten
interpolieren. Legen wir, um einfach anzufangen, vier Interpolationspunkte auf
jede der Linien,

octave> y = [ (0:1/3:1 ); zeros( 1,4 ) 1];
octave> y [y, [ onesC 1,3 ); ( 1/3:1/3:1 ) ] 1;

wdhlen die zu diesem Zweck notwendigen 11 gleichverteilten Knoten
octave> T =] 0 0 0 (0:4) 4 4 4 ];

und berechnen den Interpolanten mit unserer ,Standardmethode”
octave> d = ( BSplVander( 3,T,Greville( 3,T ) )’\y’ )’;

Abb. 2.10 zeigt das Ergebnis dieses Interpolationsprozesses und das normaler-
weise unerwiinschte Uberschiefien des Interpolanten. Nattirlich wird der Effekt
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Abbildung 2.10: Das Uberschieflen des Splineinterpolanten in Ecken, und
zwar mit vier (links) und zehn (rechts) Abtastpunkten auf der stiickweise
linearen Kurve.

geringer, wenn man die Interpolationspunkte dichter wihlt, aber er verschwin-
det nicht - und beispielsweise beim Frdsen oder Laserschneiden sind solche
Effekte todlich.

Was noch schlimmer als die Abweichung von der ,Idealgestalt” der Kurve
an den Ecken ist, ist der Verlust von geometrischer Information*: Die Origi-
nalkurve ist konvex, der Interpolant aber nicht mehr! Und das hat nichts mit
Splines als solchen zu tun, sondern ist ein allgemeines Prinzip:

Differenzierbare Funktionen konnen bei Interpolation keine Konvexitdt der
Ausgangsdaten erhalten, man muss sich also entweder von der Differenzier-
barkeit oder der Interpolation verabschieden, wenn man Konvexitit erhal-
ten will.

Das einfachste Beispiel, das zeigt, dafy konvexe differenzierbare Interpolation
konvexer Daten unmoglich ist, verwendet die Funktion f(x) = [x| und lediglich
die funf Punkte 0O, i% and +1. In der Tat werden wir gleich sehen, dafs jeder
konvexe C!-Interpolant auf den beiden Intervallen [-1,0] und [0, 1] linear sein
muss und deswegen an der Stelle 0 eben doch nicht konvex sein kann.

Sei g der Interpolant. Wegen der Konvexitdt von g haben wir fiir jedes x €

[0,1] daf3

g)=g(x1+(1-x0)<(1-x) g(0)+xg(1)=1-x) f(0)+xf(1) = f(x),

BTIm Englischen gibt es das schone Wort shape information, das aber mit , Gestaltinformation”
nur sehr holzern iibersetzt wire.
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und somit g(x) < f(x), x € [0,1]. AuBerdem ist

,(1)_1 g( +h})l g(%)sf(%”lz_f(%)—l
RS ERTRE

so dafs g’( ) = 1. Nehmen wir nun an, es gibe ein x* € [ ]so daB g (x") < f(x

und schreiben wir x € [x , 5] als

1
x=Af+ﬂ—A%, A=2 €[0,1],

1 _ 4
2x

dann erhalten wir, wieder wegen der Konvexitat, dafs

80 < Agl)+(A-Ng(3) =27 @) +A-1F(3)+ 1EE) - £ ()
f(%)— (% )+ A5 () - F ()

1

2

= @&) f(x)).

1
2

Also ergibt sich fiir b > 0,

dB)-s(a-9) = o1-29227),

E—x

was zum Widerspruch

g@)zl—g“3_f@ﬂ>1

1 *
2 5—X

fiihrt. Auf genau dieselbe Art und Weise impliziert die Existenz eines x* € [l 1]

mit ¢ (x") < f(x*) das ¢’ ( ) < 1 sein miisste - wieder ein Widerspruch. Damit

muss aber ¢ = f sein und daher ist g leider nicht mehr differenzierbar an x = 0.
Als ,kronenden” Abschluss dieses Abschnitts gibt Abb. 2.11 noch ein Bei-
spiel, das Interpolation nicht in gutem Licht dastehen l&sst.
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Abbildung 2.11: Eine Interpolationsrunde rund um das Einheitsquadrat
zeigt beide moglichen Effekte: Uberschieien und Schleifen.

2.4.3 Die Behandlung von Ecken

Aber was nun tun, wenn wir es mit Daten zu tun haben, die aus sehr aufwen-
digen Messungen*® oder Berechnungen stammen und die wir deswegen nicht
nur approximieren diirfen, sondern eben wirklich reproduzieren, das heifst in-
terpolieren miissen, ganz einfach weil Abweichungen von diesen Daten nicht
toleriert wird? Nun, es gibt einen relativ einfachen Trick, mit Ecken und Kanten
in solchen Daten fertigzuwerden:

Verwende Eckenerkennung und fiige fiir diese Stellen einen m-fachen Kno-
ten ein. Der reproduziert die Ecke und ist aufserdem automatisch eine Gre-
ville-Abszisse, das heifit, an dieser Stelle wird auch wirklich interpoliert.

Bleibt die Frage, wie man Eckenerkennung durchfiihrt. Aber dafiir gibt es jede
Menge von Methoden:

e Man bestimmt eine zweite dividierte Differenz der Datenpunkte - sofern

#In der Koordinatenmeftechnik wird sehr viel Geld in Hardware zur extrem genauen Mes-
sung von Punkten und Abstidnden investiert.
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man zugehorige Parameterwerte hat. Unter Annahme einer gleichméfSiigen
Paramterisierung®” hat man es dann einfach mit ||d i1 —2di+di || zu tun.
Wenn dieser Wert grof ist*®, dann hat man eine Ecke gefunden.

e Man betrachtet den Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Daten-
segmenten:

(ds = ) (d;—dp)
[dj1 = dif| || = a4

Qj = arccos

und nimmt eine Ecke dort an, wo a; ,weit genug” von 7t entfernt ist.

e Man verwendet Wavelet-Methoden. Wie in Abb. 2.12 dargestellt, zeigen

Abbildung 2.12: Die “D3” Daubechies—Wavelet-Koeffizienten (rechts) einer
Funktion mit Ecken (links). ,Signifikante” Koeffizienten weisen ziemlich
deutlich auf die Ecken hin.

die Waveletkoeffizienten die Lage der Ecken an, man kann aus ihrer Am-
plitude und der Art und Weise wie sie ihre Vorzeichen wechseln, unter
gewissen Umstdnden sogar Riickschliisse auf Art und Winkel der Ecke
ziehen.

Eine Kombination zweier Ansitze, dividierte Differenzen und Wavelets, hat in
der Tat sehr gute Ergebnisse in der Koordinatenmesstechnik erziehlt [41]. Es
lohnt sich allerdings, die vorgegebene Kurve feiner abzutasten um so von dqui-
distanten Punkten auf einer stiickweise linearen Kurve ausgehen zu kénnen.

# Also einer Bogenlingenabtastung, die iibrigens nicht ganz einfach zu bestimmen ist.
#Was auch immer das konkret bedeutet.
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2.4.4 Warum Approximation besser sein kann

Interpolation hat also ihre Grenzen und diese beruhen, wie wir gesehen haben,
auf prinzipiellen Griinden und nicht auf technischen Beschrankungen oder un-
serer Unfdhigkeit. So gesehen kann die Rekonstruktion einer Funktion f aus
Abtastwerten sehr komplex sein und zu Artefakten fiithren. Einen Teil davon
kann man zwar durch Eckenerkennung in den Griff bekommen, aber dennoch
bleiben da schon noch einige Details offen . ..

Ein vollstindig anderer Ansatz zur Rekonstruktion von Funktionen aus
Abtastwerten ist der vorher schon einmal erwdhnte Schoenbergoperator

1 v ,
Tnf = Zf xj) N7 (1), xj:E;tM, j=1,...,m, (2.26)

ein sogenannter Quasi-Interpolant an den Greville-Abszissen. Und dafs die
Greville-Abszissen hier auftauchen, das ist kein Zufall!

Proposition 2.14 Der Schoenbergoperator besitzt lineare Exaktheit, das heift, 7,0 =
¢ fiir £ € Iy und m > 1.

Beweis: Im Fall m = 1 ist die Proposition offensichtlich korrekt, da wir es dann
mit dem stiickweise linearen Interpolanten zu einer linearen Funktion zu tun
haben, der wieder linear sein muss. Fiir m > 2 haben wir hingegen, daf3

m

Sl = Z [ Zt]+k]Nm |T) = Zf (tjs) N7 (1T),
]

1 k=1
und wegen (2.10),
) = Y 2 (elt) = (b)) NP CIT)
j=1 T k=1
E(tpn) = (1) ,
- tiom — t N D =

was eine Konstante ist. Daher ist .%,,£ aber eine lineare Funktion mit derselben
Steigung wie ¢, und da wenigstens einer der Endknoten die Vielfachheit m oder
m + 1 hat, interpoliert .#,,{ dort auch noch. Dann bleibt den beiden Funktionen
aber wirklich nichts anderes mehr tibrig, als identisch zu sein. O

Der oder zumindest ein wichtiger Grund fiir die Verwendung der Greville-
Abszissen ist die lineare Exaktheit des zugehorigen Schoenbergoperators.
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Aber warum und wofiir ist lineare Exaktheit so erstrebenswert? Ganz einfach:
Unter dieser Voraussetzung konnen wir ein quantitatives Resultat fiir den glo-
balen Approximationsfehler angeben, das uns garantiert, dafy bei hinreichend
feiner Abtastung jede Funktion durch den Schoenbergoperator beliebig gut ap-
proximiert werden kann. Wir werden uns auch den Beweis ansehen, denn der ist
einerseits ganz illustrativ und der Prototyp fiir allgemeinere Resultate in Sachen
Approximationsordnung. Mehr zu dem Thema findet sich in [9, 55, 73].

Satz 2.15 Fiir f € C? [tys1, ts1] Qilt

If = Fufll, = max |f) -ufCil <m 7 w2 @27)
wobei
h= j:{?%&n tivn— t]-| (2.28)

der maximale Knotenabstand ist.

Beweis: Der Beweis ist erstaunlich einfach*’: Wir betrachten ein nichttriviales
Knotenintervall [; = [tj, tj+1), bemerken, daf3

ymf|lj _ i f(tk+1 + m + tk+m) N;(ﬂ 1), (2.29)

k=j-m

und wihlen t* = % (tj_m+1 + t]-+m) als den Mittelpunkt des Intervalls

Ji = [tj—m+1ztj+m] oI,

das von den ,relevanten” Knoten® aufgespannt wird und das alle Greville—-
Abszissen enthélt, die auf der rechte Seite von (2.29) auftauchen kéonnen. Eine
Taylorentwicklung von f um ¢t ergibt, daf3

(x —

fO) =fE)+ @ —1) f () + f” &, <fext),

::T1f
und daher, fiir x € J;,
2
1
lx—t1° t* ’ i (iem =t ’
[f6) - Tif)| = MO/E 5 max |1 (x)|
X€ j
< % .. (2.30)

Nur nicht fiir die, die sowieso alles fiir klar und trivial halten.
*Das sind diejenigen Knoten, die zu B-Splines gehoren, die im Intervall I; ungleich Null sind.
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weil t, — tji_ye1 < (2m — 1)h. Insbesondere erhalten wir fiirk = j—m,...,j

=Tl

tk+l+"'+tk+m)< m2h2|
m -2

i (2.31)

[o0]

und damit

27,2 j 212
I (f=Tuf)], < % 1771, Z NI (T) < %
o
<1

Iz

[o¢]

Daraus und aus (2.31) erhalten wir schliefilich die finale Abschdtzung
max |5”mf—f| (x) < meallx|ym (f - Tlf)| (%) +m€a}x|T1f—f| (%)
xel; xelj xelj

mZ hZ |f//

aber da die rechte Seite unabhdngig von j ist, gilt die Abschadtzung fiir alle
Intervalle gleichzeitig, also global, was genau (2.27) ist. O

IN

OO’

Bemerkung 2.16 Wenn man den Beweis etwas genauer ansieht, erkennt man, daf

fl/ (x)

max |5”mf — f| (x) < m*h* max , j=m+1,...,n, (2.32)
xel; X€J;

ist, was eine lokale Version des obigen Satzes liefert und zeigt, daf$ man Knoten dort
dicht plazieren muss, wo die Kriimmung hoch ist.

Wir fassen zusammen: Jenseits der technischen Details enthilt der Beweis zwei
wesentliche Zutaten:

Lokalitit: Auf einem bestimmten Knotenintervall ist nur eine kleine Zahl
von B-Splines aktiv und der Bereich des Schoenber-Splines, der vom
Verhalten von f in diesem Intervall I i beeinflusst wird, hat hochstens
Grofse mh.

Polynomerhaltung: Die Greville-Abszissen sind so gewéhlt, daf$ der linea-
re Anteil® des Taylorpolynoms bei der Differenz zwischen Funktion
und Splineapproximant irrelevant wird, so daf ein Vielfaches von h?
tibrigbleibt, was fiir h — 0 natiirlich auch sehr viel schneller gegen
Null geht als h.

“Das gilt nattirlich nur fiir lineare Exaktheit, konnten wir mehr Polynome reprduzieren,
dann wiirde auch ein gréferer Teil des Taylorpolynoms eliminiert werden! Allerdings ist
das mit der hoheren Ordnung nicht mehr so einfach, man braucht dann auch Ableitungen
von f im Quasiinterpolanten . ..
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Diese Art Argument ist wahrscheinlich viel élter als [72] und funktioniert in
viel allgemeineren Sitationen, zum Beispiel bei der Untersuchung von Ganz-
zahltranslaten von Funktionen mit kompakten Trager im Umfeld von translati-
onsinvarianten Rdaumen und Wavelets. Das klingt toll und allgemein, aber der
Prototyp dort sind auch ,nur” Splines, genauer kardinale Splines, also die B-
Splines zur unendlichen Knotenfolge T = hZ.

2.5 Glattungssplines

Wir haben schon gelernt, daf3 der natiirliche Spline die Losung eines bestimmten
Minimierungsproblems ist, auch wenn es nicht so klar ist, wie sinnvoll es ist,
genau dieses Funktional zu minimieren. Aber immerhin - Minimierung scheint
durchaus keine schlechte Idee zu sein und deswegen werden wir in diesem
Abschnitt Interpolanten oder Approximanten betrachten, die Losungen von
Minimierungsproblem sind. Typischerweise werden solche zu minimierenden
Funktionale gewichtete Kombinationen aus einem Approximationsfunktional
und einem Glattheitsfunktional sein, die messen, wie weit der Spline von den
vorgegebenen Daten entfernt sein darf beziehungsweise wie gut er sich zu
benehmen hat. Dabei kénnen wir natiirlich sowohl die Funktionale® als auch
die verwendete Norm variieren und wir werden in der Tat auch sehen, dafs dies
zu durchaus unterschiedlichen Resultaten fithren kann

2.5.1 Interpolation und Minimierung

Die erste, einfachste und unmittelbarste Idee ist natiirlich, unter allen verfiigba-
ren”” Interpolanten denjenigen auszuwéhlen, der ein vorgegebenes Funktional
minimiert - dieses Konzept der Optimalinterpolation® ist auch im statistischen
Kontext sehr beliebt** und dort unter dem Namen Kriging bekannt, siehe z.B.
[16].

Schauen wir uns doch einmal zwei Beispiele solcher Interpolationsprozesse
mit Splines an. Dazu wéhlen wir Interpolationsstellen X = {xj cj=1,..., n’},
n’ < n, und erhalten so ein unterbestimmtes Interpolationsproblem, also auch ein
unterbestimmtes lineares Gleichungssystem, und machen die Lésung dadurch
eindeutig, dafl wir ein zusétzliches lineares Funktional minimieren - im statisti-

>1Wollen wir beispielsweise nur vorgegebene Werte approximieren oder vielleicht auch Ablei-
tungen und wollen wir ,,Glattheit” eher iiber eine erste, zweite, dritte oder siebenundzwanzigste
Ableitung beschreiben?

2Diese Menge sollte allerdings schon noch etwas eingeschrinkt sein, endlichdimensionale
Raume koénnten da gewiss nicht schaden.

3Siehe beispielsweise die Literaturverweise in [46].

*Dann ist das Funktoinal normalerweise die Varianz der Zufallsvariable.
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schen Umfeld der linearen Modelle wire das eben dann ein Kovarianzschitzer™.
Konkret konnte unser Minimierungsproblem die Gestalt

min f
fESm(T) R

haben. Und wieder ist die Matrix-Vektor-Notation sehr hilfreich. Unter Verwen-
dung der Splinedarstellung f = S,,d = dN,, konnen wir das Minimierungspro-
blem (2.33) beztiglich des (Zeilen-) Vektors d als

Frofdy,  fX) =y yeR% (2.33)

min f dAN” (N (x)Tddx =: dAd",  dN,(X) =y, (2.34)
R

schreiben, was ein quadratisches Optimierungsproblem mit Gleichheitsrandbe-
dingungen ist. Mittels der Lagrangemultiplikatoren®, siehe[65], ergibt sich das
Minimum dann ganz einfach® als Losung des linearen Gleichungssystems

T
P e

wobei, gemafs (2.12),

A

[f]RN?(x)”N,:”(x)”dx : j,kzl,...,n]

f GoN,, ()N (x)G, dx = G» ( f N, (0N (%) dx) G,
R R

eine quadratische, positiv definite Matrix ist. Auflerdem ist die Gram-Matrix
der B-Splines

B,, = B,,(T) := f N,.(x)NT (x) dx (2.36)
R
ja sogar strikt positiv definit und daher gilt Ax = 0 genau dann, wenn G,x = 0

ist, also genau dann, wenn x Segment einer linearen Folge ist. Daher hat das
lineare Gleichungssystem in (2.35) genau dann eine eindeutige Losung wenn das

Man kann sehr viel Mathematik so in statistischer Terminologie umformulieren, daf} sie
kein normaler Mathematiker mehr versteht.

%QOptimierer wiirden das als Kuhn-Tucker-Bedingungen bezeichnen und méglicherweise die
Namensliste sogar noch deutlich verlangern.

’Man muss sich natiirlich noch iiberlegen, daf es da genau ein Minimum geben muss und
daf3 das einzige Extremum unter diesen Nebenbedingungen auch wirklich ein Minimum ist
- aber anschaulich sucht man ja hier ,nur” nach dem Minimum einer nach oben getffneten
Parabel.
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Interpolationsproblem nicht durch eine lineare Funktion geldst werden kann,
das heifst, wenn die Datenpunkte nicht auf einer Geraden liegen.

Dieser Ansatz der Minimalinterpolation funktioniert immer, solange man
nur ein quadratisches Funktional zu minimieren versucht und fithrt immer
zu einem linearen Gleichungssystem. Kompliziertere Funktionale wiirden
dann zu nichtlinearen Gleichungen fiihren, die auch wesentlich komplexere
Losungsmethoden erforderlich machen wiirden.

Andere Minimierungsfunktionale kann man durch Diskretisierung des Energie-
funktionals®, das heif$t, durch Berechnung des Vektors

fi=f"(Z)=dN.(2)’, ZcCR,

woraufthin man eine Vektornorm von f, beispielsweise

Il =Y

zeZ

f// (Z)|

minimiert. Unter der Annahme #Z = N, das heifdt, Z = {z4,..., 2y}, ergédbe sich
das Minimierungsproblem™ dann als

N N,(X) 0 r1[=1] ¥
min1'u = Z uj, Nl (2" -I [ d ] < 0 |,
o p= VA | <l o

und kann beispielsweise mit linearer Programmierung gelost werden. Minimie-
rung beziiglich der £;-Norm ist ein gebrduchliches Prinzip bei der Bildverarbei-
tung und den dabei entstehendend inversen Problemen, siehe [39, 66].

2.5.2 Minimierung der Supremumsnorm und lineare Optimierung

Anstatt , mittlere” Eigenschaften einer gewissen Ableitung zu minimieren, konnen
wir auch Verfahren verwenden, die darauf abzielen, ein globales Maximum die-
ser Ableitung zu minimeren, das heifit, man betrachtet

min [[$,)d], = min _max [s)d®],  dN.(X) =y,

d tE[t”,+1,tn+1]

58Wir werden ~Energiefunktional” als Synonym fiir ,Glattheitsfunktional” verwenden, die
anschauliche Idee dahinter sollte ja inzwischen klar sein.

¥Wie man darauf kommt? Keine Angst, das werden wir gleich sehen, und zwar mehr als nur
einmal.
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wobei unsere Randbedingung immer noch so gewahlt ist, dafy die Splinekur-
ve interpoliert, also immer noch ein interpolierender Spline vorliegt - wir
verdndern hier erst einmal nur das zu minimierende Funktional. Sehen wir
uns dieses Problem erst einmal fiir den Fall k = m — 1, also die hochste Differen-
zierbarkeitsordnung® an, denn dann ist die Splinekurve

SoVd=dNy" = dG, N (-T)

eine stiickweise lineare Kurve, die ihr Maximum an einem der Knoten anneh-
men muss und der Wert dieses Maximums ist die Norm des entsprechenden
Kontrollpunkts. Als , Koeffizientennorm” auf R? wihlen wir ebenfalls die co-
Norm und definieren

(@)

Moo

-1
v:= max ||Sf,'1" )dH = max
te[tst tne] oo j=1,..n—-m+1

Mit anderen Worten: v ist die kleinste positive Zahl so dafs
'(dﬁm_l)]l <vl, j=1,...,n-m+1,

das heifst, -

oder .
+ (dGm_l)], <ovl, j=1,...,n-m+1, (2.37)
so dafl wir die Ungleichungen aus (2.37) in der Matrixform
id/(i:'m—l - ld 1n—m+1 U< 0d><n+m—1

~——

=Lgspam-1

zusammenfassen konnen, die wir dann nur noch um die linearen Gleichheits-
bedingungen aus der Interpolation,

de(X) =Y,

erweitern miissen. Schliefdlich transponieren wir das Ganze noch und stellen
fest, dafd die Losung des linearen Programms

T
Z\ITT(X) 0 = YT
min Z), Gm—l _ln_m+1xd [ v ] S 0 (2.39)
4 =7 <|l o
_Gm_l _1n—m+1><d

OFiir m = 3 bedeutet das gerade, den gréfiten Wert von S/;d zu minimieren.
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uns dasjenige Kontrollpolygon liefert, fiir das der zugehorige Spline minimalen
globalen Absolutbetrag der m + 1-ten Ableitung hat. Ein paar Bemerkungen sind
aber an dieser Stelle schon nétig:

1. Die meisten Implementierungen des Simplexalgorithmus oder generell
von Losungsverfahren fiir lineare Programmierung kennen nur vektorwer-
tige rechte Seiten in (2.39), nicht aber matrixwertige, so wie sie dort im
Moment stehen. Das ist aber kein wirkliches Problem, man muss nur die
Spalten der Matrix iibereinanderstapeln. In octave wird diese Aufgabe
vom Befehl reshape ausgefiihrt, mathematisch ist das als der ,,vec”-Ope-
rator, siehe z.B. [40], bekannt.

2. Die (2.39) verlangt einem Losungsverfahren fiir lineare Optimierung schon
einiges ab! Der Grund ist, dafs die Variablen d normalerweise auch negati-
ve Werte annehmen diirfen® und auch sonst nicht direkt beschrinkt sind,
sondern nur indirekt durch die Nebenbedingung, die sie mit der zu mini-
mierenden Variable verkniipft. In der Optimierung bezeichnet man dies
als eine freie Variable und die miissen erkannt und geeignet behandelt®?
werden. Eine naive Implementierung des Simplexalgorithmus wie in [65]
wiirde an diesem Optimierungsproblem scheitern.

3. Viel wichtiger ist es, zu beachten, daf (2.39) nicht komponentenweise
betrachtet werden kann, denn die Komponenten der Koeffizienten d;, j =
1,...,n, sind ja tiber die Variable v gekoppelt, die das Maximum {tiber alle
Komponenten aller Kontrollpunkte ist.

4. Wiirden wir jede Komponente individuell durch v; beschranken und dann
iiber v; + - - - + v; minimieren, dann entspriche die der Verwendung der 1-
Norm als Koeffizientennorm im R”.

5. Im allgemeine fiithrt das Miniminierungsproblem (2.39) allerdings schon
zu Optimierungsproblemen mit dn + 1 Variablen, was fiir manache rea-
listischen Werte von n schon recht grof$ werden kann. Man sollte aufier-
dem schon bedenken, dafs die Komplexitdt des Simplexalgorithmus fiir n
Variablen bei O (2") liegt, auch wenn das nur bei sehr speziellen und eher
akademischen Problemen passiert, siehe z.B. [65], und im Mittel der Erfah-
rungswert wohl eher bei O(n) zu finden ist, siehe [54, 78]. Aber garantiert
ist halt nichts . ..

®1Es gibt ja keinen Grund, dies a priori auszuschliefSen.
2Genauer gesagt ausgetauscht.



2.5 Gléttungssplines 51

Aber was passiert im Fall kK < m — 1 von Ableitungen niedrigerer Ordnung?
Hier werden die Maxima ja nicht mehr an den Knoten angenommen, obwohl
natiirlich die Idee von (2.39) immer noch funktioniert - wir miissen ja nur am_1
durch Ek ersetzen. Was wir dann minimieren ist nattirlich nicht mehr die Norm
der Ableitung, sondern nur die Norm des grofiten Koeffizienten der Ableitung.
Wegen

7

IS (o)l < Z | Ny 1) < max laj] ZN (I T) = max |14
N— ————
=1

.....

tithren ,global kleine” Kontrollpunkte aber auch zu ,global kleinen” Kurven
und somit ist die zu minimierende Zielfunktion schon immer noch sinnvoll.
Und vor allem sind halt auch effiziente Methoden verfiigbar, um dieses Minimi-
mierungsproblem zu l6sen, beispielsweise 1p_solve oder glpk, siche Abb. A.1.

Wie man solche Splines dann auch effizient berechnet, insbesondere die
Komponenten der Matrizen in (2.35) und (2.39), damit werden wir uns spéter
noch eingehend befassen.

2.5.3 Ein erster Vergleich

Bevor wir mit der Theorie weitermachen, wollen wir uns nun doch mal an-
hand eines Beispiels ansehen, was diese beiden Ansdtze der minimierenden
Interpolation denn nun so zu leisten imstande sind und vor allem, wo sie sich
unterscheiden. Dazu legen wir zuerst einmal die Knotenfolge

octave> T=[ 0 0 0 (0:10) 10 10 10 ];
und die Interpolationsbedingungen
octave> X = (0:10); y=[ 00000100000 1];

fest. Fiir den Spline mit minimaler 2-Norm bendétigen wir aufSerdem die Gram-
Matrix der B-Splines, das ist die Matrix A aus (2.35); wie diese bestimmt wird,
das werden wir in Abschnitt 2.5.5 noch im Detail ausarbeiten, fiir den Moment
reicht es uns, zu wissen, daf$ es dafiir eine Funktion BSplGramDer gibt:

octave> A = BSplGramDer( 3,T,2 ); V = BSplVander( 3,T,X );

Da wir die Vandermondematrix gleich mitberechnet haben, kénnen wir auch
schon unsere Matrix und die rechte Seite zusammensetzen und den Koeffizien-
tenvektor bestimmen:
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octave> M

*A, V; V', zeros(C 11 ) 1; b = [ zeros( 13,1 ); y’ 1;
octave> d (

[ 2
( M\b )(1:13)’;

Schliefllich beginnen wir schon einmal, die Vorgaben und den tatsdchlich inter-
polierenden Spline zu plotten:

octave> plot( (0:10),y,"*" ); hold on;
octave> Z = linspace( 0,10,1000 ); plot( Z,d*BSplVander( 3,T,Z ), 'r’ );

So, nun aber zur co-Norm. Dazu benétigen wir die folgende Kombination aus
Matrix und rechter Seite

octave> G = BSplDerMat( 3,T,2 );
octave> M = [ V', zeros( 11,1 ); G’, -ones( 11,1 ); -G’, -ones( 11,1 ) 1;
octave> b = [ y’; zeros( 22,1 ) ];

sowie die Vektoren fiir Zielfunktion und Ungleichungsbedingungen
octave> f = [ zeros( 13,1 ); 1 ]J; e = [ zeros( 11,1 ); -ones( 22,1 ) 1];
und schon kénnen wir uns an unser lineares Programm machen:

octave> [0,x,du] = lp_solve ( -f,M,b,e,[ -Inf*ones( 13,1 ); 1 ] );
3 matrix contains zero-valued coefficients.

3 matrix contains zero-valued coefficients.

octave> d = x(1:13)7;

Die Warnung kénnen wir ignorieren® und direkt mit dem Plotten unseres Er-
gebnisses weitermachen:

octave> plot( Z,d*BSplVander( 3,T,Z ), 'g’ );

Wie man deutlich in Abb. 2.13 (links) sieht, ist in diesem Fall das Ergebnis der
quadratischen Optimierung deutlich besser als das Ergebnis bei Optimierung
der Supremumsnorm, obwohl der Unterschied in der zweiten Ableitung nicht
einmal sichtbar ist, wenn man die entsprechenden Funktionen plottet. Es ist aber
relativ einfach zu erkldren, was da passiert: Die Supremumsnorm minimiert
das globale Maximum der zweiten Ableitung und erreicht so einen Wert von
4.3802, der aber dafiir an vielen Stellen angenommen werden muf8®. Auf der
anderen Seite ist das quadratische Mittel ist in diesem Fall nur unwesentlich
schlechter, ndmlich 4.3929, nimmt aber diesen Maximalwert halt nur an einer

3Ehrlich gesagt verstehe ich sie auch nicht ganz.
®4Das hat etwas mit den Oszillationseigenschaften gleichméfiger Bestapproximationen zu
tun, siehe z.B. [37, 64].
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Abbildung 2.13: Ein erster Vergleich zwischen quadratischer Optimierung
und Optimierung der Supremumsnorm. Der Interpolationsspline zur Su-
premumsnorm schwingt deutlich starker, und zwar in beiden Fallen.

Stelle, hochstwahrscheinlich an dem ,, Ausreifer” in der Mitte, an und oszillliert
aufien wesentlich schwécher.

Das zweite Beispiel ist die Interpolation der Betragsfunktion f(x) = |x|, x
-1, 1] mit 21 gleichverteilten Interpolationspunkten an den Stellen +45, k
0,...,10 und hinreichen vielen ebenfalls gleichverteilten Knoten:

( -1:.1:1 ); y = abs(X);
[ -1 -1 -1 linspace( -1,1,30 ) 1 1 1 ];

€

octave> X
octave> T

Fiir die Berechnung nehmen wir nun zwei fertige octave-Routinen
octave> dl = OptInt2( 3,T,X,y ); d2 = OptIntInf( 3,T,X,y );
und sehen uns das Ergebnis nur auf dem Intervall (-3, 2] an:

octave> Z = linspace( -.5,.5,1000 ); plot( Z,abs(Z),’b’ );
octave> plot( Z,d1*BSplVander( 3,T,Z ), 'r’ );
octave> plot( Z,d1*BSplVander( 3,T,Z ), b’ );

und auch hier wackelt der Supremumsspline starker als der quadratische opti-
male Splineinterpolant, siehe nochmals Abb. 2.13 (diesmal rechts).

Fiir Interpolation ist wohl also die 2-Norm besser als die co-Norm, denn da
sind die ,Kriimmungen” ja sehr stark durch die diskreten Daten vorgegeben
und die co-Norm minimiert diese um den Preis vieler Stellen mit maximaler
Kriimmung. Und diesen Preis bezahlt man natiirlich besonders stark bei Inter-
polation: Wenn man die Kurven nicht ,schneiden” darf, sondern die Punkte
passieren muss, dann legen die natiirlich die Kriimmung schon ziemlich stark
fest. Trotzdem war das Kapitel nicht umsonst, denn wir verstehen jetzt wenig-
stens, wie wir diese Probleme aufstellen und behandeln kénnen.
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2.5.4 Kleinste Quadrate und Energiefunktionale

Der Minimierungsansatz aus dem vorhergegangenen Abschnitt beruhte immer
noch auf Interpolation. Nattirlich gibt es Situationen, in denen Interpolation der
richtige oder einzig mogliche Ansatz ist, der den Daten gerecht wird, aber in
vielen Anwendungssituationen hat man es (mindestens) mit einer der beiden
folgenden Situationen zu tun:

1. Die Daten sind mit ,,verrauscht”, also durch unberechnbare Storungen
kontaminiert, und der Versuch des Interpolanten, dieses Rauschen zu
reproduzieren, fithrt zu unnétiger und auch unerwiinschter Oszillati-
on des Splines.

2. Interpolation ist moglicherweise noch nicht einmal nétig und die Auf-
gabe besteht, wie beispielsweise beim Frdsen, ,nur” darin, die vorge-
gebenen Daten mit ausreichender Genauigkeit zu reproduzieren. Und
diese Toleranz kann man sogar dazu ausnutzen, ,glattere” Losungen
des Approximationsproblems zu erhalten, die vielleicht sogar eventu-
ell vorhandenes Rauschen verringern.

Der Glittungsspline bzw. smoothing Spline ist als Losung des Optimierungs-

problems
. 2
i, LI -yl +2 A

definiert, bei dem der Parameter A > 0 passend zu wahlen ist.

£, dt (2.40)

Die Idee des Glattungssplines besteht darin, eine gute Balance zwischen
Datentreue (A = 0) und Glattheit (A — o0) im geometrischen Sinn von
Nichtoszillation mit Hilfe des Parameters A zu finden.

Natiirlich kann man in (2.40) eine ganze Menge Dinge variieren:

1. Man konnte ein anderes Glattheitsmaf8 als | - |, das Integral tiber das
Quadrat der zweiten Ableitung, verwenden, beispielsweise Integrale tiber
Ableitungen hoherer Ordnung oder sogar Linearkombinationen® von Ab-
leitungen verschiedener Ordnung.

2. Beide Normen, sowohl die im Approximationsterm links als auch die im
Glattheitsterm rechts kann man auch noch mit lokalen Gewichten verse-
hen, die beispielsweise an manchen Stellen hohere Datentreue fordern als
an anderen.

%Wenn es sein muss sogar gewichtete Linearkombinationen!
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Eine ziemlich allgemeine Form des Glatungssplines ldfit sich mit Gewichten
w, >0, x € X, und Parametern® A4,..., A,,_; als

+ZA f FO)| dx. (2.41)

formulieren. Um die Losung solch eines Problems zu bestimmen, definieren wir
zuerst einmal die (Zeilen-) Vektoren

min wx
fesm(T) 4

fx) = yx

fX)=[f(x) : xeX]=dN,(X) sowie y=[y. : xeX]

und bemerken, das mit W = diag [w, : x € X] die Beziehung

2 wnlf

xeX

(dAN,(X) = y) W (dN,,(X) - )"

(x)—yx2

= dN,(X)WNL(X)d" - 2dN,(X)Wy" + y"Wy

gilt und dafs auflerdem, wenn wir uns an (2.36) erinneren, auch

@) dx = dG,B,,_,GTd"
R |f

erfiillt ist. Also hat das Funktional, das beziiglich d zu minimieren ist, die Gestalt

m—1
O)(d) =d [Nm(X)WNZZ(X) £ Ger_rG,T] d' = 2dN, X)Wy +y" Wy,

r=1

was eine quadratische Form mit positiv semindefinitem® quadratischem Koef-
fizienten ist, deren Minimum durch Losen von V,;®,(d) = 0 lokalisiert werden
kann, also durch Losen des linearen Gleichungssystems

m—1
N,.(X)WN! (X) + Z /\rGer_rGrT] d" =N, (X)Wy'. (2.42)

r=1

Wie wir spéter sehen werden, haben diese Normalengleichungen fiir Splines
eine besonders schone Form - die Matrizen auf der rechten Seite sind bandiert
und damit mit einem linearen Aufwand von O(n) 16sbar.

66Warum man héchstens m — 1 derartige Terme hat? Naja, sie entsprechen ja Ableitungen und
ein Spline der Ordnung m hat hochstens m — 1 stetige Ableitungen.
7Und in den meisten Fillen auch strikt positiv definitem.
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Man beachte, dafs es fiir Glattungssplines ausdriicklich keine Beziehung zwi-
schen der Dimension des Splineraums und der Anzahl der ,Interpolati-
onsbedingungen” gefordert wird. Allerdings sind sie nattirlich nicht vollig
unabhéngig voneinander und beeinflussen schon das Ergebnis:

1. Ist die Dimension des Splineraums zu klein, dann kann dies zu ei-
nem ernsthaften Defekt bei der Approximation fithren, denn wenn
man nicht interpolieren kann, dann gibt es ja einen unvermeidbaren
Abstand an den Datenpunkten. Ist nun A relativ klein gewdhlt, dann
dominiert der Approximationsterm den Glattungsterm moglicherwei-
se sehr stark und die Funktion macht in Sachen Glitte keine grofien
Fortschritte.

2. Isthingegen der Splineraum ,,grofs genug” oder moglicherweise sogar
»zu grofs”, dann wird sich fiir kleine Werte von A immer ein Fastin-
terpolant ergeben, der mehr oder weniger durch die vorgegebenen
Datenpunkte verlduft.

Auch hier haben wir natiirlich wieder eine Menge von Freiheiten, angefangen
mit der Wahl der Dimension des Splineraums, iiber die Lage der Interpolations-
stellen X, bis hin zur Wahl des Parameters A. Fiir letzteres gibt es das Konzept
der Kreuzvalidierung [19, 30], das diesen Parameter automatisch so bestimmt,
daf3 er in einem gewissen statistischen Sinn optimal ist.

In Fittingproblemen, wo ein ,glattestmoglicher” Spline gefunden werden
muss, der ,nahe genug” bei vorgegebenen Daten verlduft, kann man eine andere
Strategie verfolgen:

1. Man wihlt den Splineraum so grofs, dafy Interpolation an den Datenpunk-
ten moglich ist®.

2. Man lost das Problem fiir A = 0, was einen Interpolanten liefert, dessen
Koeffizienten sogar ®y(d) = 0 erfiillen. Welchen Interpolanten man hier
wihlt, ist eigentlich egal®

3. Man vergrofiert A so lange die Approximationsforderung noch erfiillt ist.

Diese Prozedur liefert uns einen Parameter A fiir eine , glatteste” Approximation
der vorgegebenen Daten innerhalb einer vorgegebenen Toleranz und basiert

%8Es ist kein Fehler, daf8 das Wort »eindeutig” hier nicht auftaucht, Hauptsache es gibt einen
Interpolanten, wenn es mehrere gibt - umso besser.

0K, eigentlich braucht man ihn noch nicht einmal zu berechnen, kann gleich mit einem
kleinen Wert von A anfangen.
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trotzdem nur auf der banalen Beobachtung, dafy @, (d) stetig in A und d ist und
dafs

lim®,(d) =0

A—0

ist.

2.5.5 Effiziente Implementierung von Gram-Matrizen

Es wird mal wieder Zeit fiir ein ,technisches” Kapitelchen, denn jetzt besteht ja
wirklich die Notwendigkeit, die Gram-Matrix der B-Splines

_ i m o j=1...,n
BM(T)_lflRNj (x) N (x) dx - kzl,...,n] (2.43)
zu berechnen und das sollten wir besser auch auf effiziente Art und Weise
machen. Zuerst bemerken wir, dafd die Matrix B,,(T) offensichtlich symmetrisch
ist und daf’ es somit gentigt, die Eintrdge des Teils ,,oben rechts” zu berechnen,
also die Eintrdge mit Indizes j < k. Nachdem N;” als Trager ja [t]-, t j+m+1] hat und

enstprechend N" das Intervall [t, fxm+1], ist das Integral einer Komponente von

(2.43) genau dann von Null verschieden, wenn f; € [tj, tj+m], also genau dann,
wenn k < j + m gilt. Anders gesagt, wir miissen fiir vorgegebenes j € {1,...,n}
genau die Integrale

tj+m+1
‘L;N}ﬂ(x) N/ (x)dx = ft N}”(x)N,’f(x) dx, k=j,...,j+m
j
berechnen und das liefert uns bereits eine wichtige, aber nicht allzu iiberra-
schende Beobachtung:

Die Gram-Matrix B,,(T) ist eine symmetrische bandierte Matrix mit m Sub-
und Superdiagonalen.

Diese Methode ist in der Funktion BSplGram implementiert. Um die Gram-
Matrix einer Ableitung, das heifit, die Matrix

B = f NEQ(x)N;?(x)de:[ f NY'(x) Ny () dx {Cj” ]
R R =1,...

zu erhalten, substituieren wir (2.12) und erhalten

n_ [ @& = =\ &7
BY = fR G Nyy (x| Te) Ny (x1T) - G, dx

- G, ( [ N (TN (1T ) € =GB () €
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was der okonomischste Weg ist, diese Matrizen zu berechnen - zumal wir ja

schon eine Funktion haben, die uns die Matrizen Er bestimmt. Es ist aufler-
dem bemerkenswert, daf$ B,,_, (Tk) € R"7™"" was sehr schon den Rangverlust

wiederspiegelt, der ja beim Ubergang zu Ableitungen auftritt.

2.5.6 Ein Beispiel eines Glattungssplines

Zuerst sehen wir uns einmal den ,Standardfall” an, in dem Glattheit kubischer
Splines als Eigenschaft der zweiten Ableitung angesehen wird. Als Approxima-
tionsstellen verwenden wir die Greville-Abszissen beziiglich T. Wir beginnen
also mit

octave> T =100 0 ( 0:10 ) 10 10 10 ];X = Greville( 3,T );

und betrachten die Glattung einer zuféllig gestorten linearen Funktion
octave> y = X .* (1 + .4*%(C rand( sizeX) ) .- 1) );

Die Storung liefert einen relativen Fehler von hochstens 20%. Um fiir vorgege-
benes A > 0 und gleichmifige”™ Gewichte das Minimierungsproblem zu 15sen,

berechnen wir zuerst die beiden Matrizen

octave> A
octave> B

BSplVander( 3,T,X ); A = A*A’;
BSplGramDer( 3,T,2 );

und die rechte Seite

octave> yy = BSplVander( 3,T,X ) * y’;

Wir plotten y

octave> clearplot; plot( X,y,"*" )

definieren eine Punktmenge zum Plotten des Splines,

octave> Z = (min(T):.01:max(T));

und berechnen und plotten den Glattungsspline durch Aufruf von

octave> 1
octave> s

0; d=CCA+1*B) \yy)’;
d*BSplVander( 3,T,Z ); plot( Z,s );
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Abbildung 2.14: Der Gldttungsspline fiir die Parameterwerte A =
0,0.01,0.1,1, 10.

Der Effekt der Vergrofierung des Glattungsparameters kann sehr schonin Abb. 2.14
gesehen werden: Die Abweichung von den Daten wichst, aber die Glattheit des
Splines, wieder im Sinne von reduzierten Oszillationen, wird im Gegenzug ver-
grolert. Ubrigens hat dieser Prozess noch eine bemerkenswerte Eigenschaft:

Die Losung fiir A = Oist der gute alte natiirliche kubische Spline, die Losung
fiir A — oo hingegen die lineare Regression, d.h. die eindeutige Gerade, die
minimalen Least-Squares-Abstand von den Daten hat.

2.5.7 Ein gleichmaBiger Glattungsspline

Wir konnen die Idee des Glattungsspline,

70 Also nicht vorhandene
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Gewichte Approximationsgiite gegen Glétte I

mit Minimierung der co-Norm kombinieren, was uns wieder zu einem linearen
Programm’? fithren wird. Das heif}t, wir betrachten jetzt das Problem

min (r?eaxx ||Smd(x) -y ||+ A j:T.?,;z(—k H(d Gk)j”) . (2.44)
Wir wissen ja bereits aus (2.39), wie man aus einem Minimax-Problem ein li-
neares Optimierungsproblem macht und die Randbedingungen, die vom Glatt-
heitsterm kommen, sind auch praktisch wie dort, abgesehen davon, dafs wir
den Interpolationsterm fallen lassen:

T _ T
%T Liioxd [ d ] < [ g l (2.45)
-G, 1k v

Um den ersten Term, den Approximationsteil, zu behandeln, fahren wir genau
wie oben fort, und setzen

7

U = max |Snd() -y, = r{}&"“de(x) ~ Y«

also”?

dN,, — ul
—ul <dN,,(X)-y <ul bzw. AN, + ul

was uns entsprechend
NI(X) —Laxsa || 47 y!
[ v | R ) (2.46)

liefert. Unter Weglassen der Indizes an den 1-Matrizen’, erhalten wir somit
schlieBlich, dafl der Sup-Smoothing-Spline™, der (2.44) 15st, als Lésung des linea-
ren Programms

NI(X) -1 0 4
-NT -1 o |[d Sy
i —~T
minu + Av, G 0 -1 u [ < o | (2.48)
—~T
-G, 0 -1 0

"IDas ist inzwischen keine Uberraschung mehr oder sollte zumindest keine mehr sein.

72Nur zur Erinnerung: dN,,(X) und y sind beide X-Vektoren, also aus RX ~ R*X.

73Deren Dimension sollte aus dem Kontext heraus klar sein und die Indizes werden nun
wirklich langsam nervig.

7#Kurzschreibweise fiir ,Smoothing Spline in der Supremumsnorm”.
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Und dieses Optimierungsproblem kénnen wir nun direkt in 1p_solve stecken
und so die Gldttungssplines berechnen. Wir vergleichen das Verhalten der

Abbildung 2.15: Glattungssplines fiir p = oo (links) und p = 2 (rechts) sowie
die Parameterwerte A = 0,0.05,0.1, 1. Diese Werte kann man ntiirlich nicht
direkt vergleichen, aber man sieht schon, dafs der Glattungsspline beziiglich
der co-Norm eher etwas mehr Wert auf Glattheit legt.

Glattungssplines fiir die beiden Normen und verschiedene Werte des Parame-
ters A in Abb. 2.15. Offensichtlich hat der Supremums-Spline eine wesentlich
starkere Tendenz, die Glattheit zu betonen, so man ihn den ldsst, also wenn man
den Gldttungsparameter nicht ganz klein hélt. Ein letztes Beispiel sehen wir
in Abb. 2.16, diesmal wieder fiir die Betragsfunktion. Gerade die ,mittleren”
Werte von A liefern gute und vor allem gldttende Approximationen, die 2-Norm
wiirde das nicht schaffen, da fiir sie eng lokalisierte Ausreisser und ansonsten
ein gutes Verhalten ja besser sind als global kleine Werte.

2.6 Einfligen und Entfernen von Knoten

Der Satz von Curry und Schoenberg, Satz 2.11 sagt uns, dafd ein Spline ei-
ne stiickweise polynomiale Funktion von einer gewissen globalen Glattheit ist,
die ihrerseits wieder von der Vielfachheit der Knoten abhdngt. Trivialerweise
ist aber ein Polynom natiirlich auch ein stiickweises Polynom - mit dem klei-
nen Zusatz, dafs man an den entsprechenden Knoten eben einen C™"- oder C*-
Ubergang hat, was ja bei Polynomen vom Grad m dasselbe ist. Diese banale
Bemerkung hat die folgende Konsquenz:



62 2 EINE EINFUHRUNG AUS ANWENDERSICHT
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Abbildung 2.16: Approximation der Betragsfunktion fiir p = co und A =
0,.51,2,3,4,5,10.

Wenn man Knoten in eine Knotenfolge einfiigt, dann ist jeder Spline
beziiglich der groben Knotenfolge auch ein Spline beziiglich der verfei-
nerten Knotenfolge.

2.6.1 Verfeinerung von Knotenfolgen

Was aber bedeutet es, eine Knotenfolge zu verfeinern? Intuitiv miissen zwei
Forderungen erfiillt werden:

1. Die verfeinerte Folge sollte jeden Knoten der Ausgangsfolge auch wieder
enthalten.

2. Die Vielfachheit jedes Knoten in der verfeinerten Folge muss mindestens
so grofs sein wie in der originalen Knotenfolge.
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Es gibt also zwei Methoden, eine Knotenfolge zu verfeinern:

Einfiigen eines neuen Knotens: ersetze T durch T* wobei

T ={t,.. b ot b, b < <t

Erhohen der Vielfachheit: ersetze T durch T* wobei

T = {tll sy t]/ t]/ tj+1/ sy tm+n+1} s t] < tj+1'

Wir nennen T* = T}, . eine Verfeinerung von T, geschrieben als T C T*, wenn T
ebenfalls eine giiltige” Knotenfolge der Ordnung m ist und wenn es eine strikt
monoton steigende Funktionv : {1,...,n+m+1} — {1,...,n" + m + 1} gibt, so
dafs t;(].) =t;,j=1,...,n+m+ 1list. Diese Definition ist nur eine Formalisierung

der oben erwidhnten ,intuitiven” Kriterien.

Es stellt sich die Frage, ob es sinnvoll ist, eine Knotenfolge , auflerhalb” der
Randknoten zu verfeinern bzw. zu erweitern. Die obige Definition schliefst
ein derartiges Vorgehen nicht aus, ermutigt aber auch nicht explizit dazu.

Jedes sttickweise Polynom auf T ist offensichtlich auch ein stiickweises Polynom
auf T* 2 T und da die Vielfachheiten von Knoten beim Ubergang von T zu T*
nur erhoht werden kénnen, werden die Glattheitsforderungen an den Knoten
abgeschwiicht. Das fiihrt unmittelbar zur folgenden Beobachtung;:

Ist T € T*, dann ist auch $,,(T) € S, (T?).

Die B-Splines beztiglich T* bilden eine Basis von $,, (T*) 2 5,, (T) und da jedes
Element des Unterraums auch beziiglich der Basis des grofleren Raums dar-
stellbar ist, muss es zu jedem Kontrollpunktvektor d auch Kontrollpunkte d°
geben’®, so daf3

Y ANICIT) =) dNICIT),
j=1 j=1

und die offensichtliche Frage besteht natiirlich darin, wie man d* berechnen
kann - und zwar am besten effektiv.

7Das heifit, daf auch nach dem Einfiigen die Vielfachheit keines Knotens m + 1 iiberschreiten

darf.
76Die Umkehrung gilt natiirlich nicht!
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2.6.2 Knoteneinfliigen

Wir werden uns hier auf eine Methode beschréanken, die einzelne Knoten einfiigt,
normalerweise als Boehm-Algorithmus’’ bezeichnet und im Gegensatz zum
sogenannten Oslo-Algorithmus, der mehrere Knoten simultan einfiigen kann
und auf diskreten B-Splines”® basiert.

Wir betrachten die folgende Situation:

Fiige einen Knoten t* zwischen zwei verschiedenen Knoten t; < t;;; ein,
wobeit; < t* < tj;; ist. Wenn wir also die Vielfachheit eines Knotens erhhen,
dann tun wir das ,,von rechts”.

Die erste Beobachtung ist, dafi Knoteneinfiigen ein lokaler Prozess ist und
auch sein muss, denn Knoteneinfiigen betrifft ja nur diejenigen B-Splines, deren

Tréger das Intervall [tjr tj+1] enthélt und das sind genau die B-Splines N« NJ

Das bedeutet aber auch, dafs nur die zugehorigen Kontrollpunkte d;_,, . .., d; fiir
das Knoteneinfiigen relevant sein werden. Da aufSerdem das Einfligen eines ein-
zelnen Knotens n* = n + 1 liefert, enthélt d° genau einen Koeffizienten mehr als

d.

Algorithmus 2.17 (Knoteneinfiigen)
Eingabe:

e Knotenfolge T = T, .
e Linzufiigender Knoten t; < t* < t;,.
Prozedur:

1. Fiirk=1,...,j —msetze

d, = dy.
2. Fiirk=j-m+1,...,j
(a) Berechne
_ teym —
o = —————.
berm — bk

(b) Setze
d; = dk_1 + (1 - Otk) dk.

77Eigentlich hiefd Herr Boehm, Geometer in Braunschweig, Bchm, zumindest bis er beschloss,
daf3 ein Umlaut einer internationalen Karriere nicht foerderlich wire.

8Die sind nun wieder etwas mathematisch sehr ansprechendes und reizvolles, aber werden
leider dennoch nicht in dieser Vorlesung auftauchen.
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3. Fiirk=j+1,...,n+1setze
d;;:dk_l.

Ergebnis: Kontrollpunkte d* so dafs
Sud (-1T) = Spd (-]T).

Wieder einmal konnen wir lineare Algebra benutzen, um das Vorgehen, also die
Regel

tegm — £ -t
km T g e ——
trerm — bk Ferm — bk

zu formalisieren, und zwar als die Matrixmultiplikation

d, = d, k=j-m+1,...,]j (2.49)

[ 1

d =dA(t"), A(t) = € R™™,

Beachten Sie, daf$ A (t*) eine sehr diinn besetzte bandierte Matrix ist. Die Funkti-
on, die diese Matrix bestimmt heifst KinsMat, das Paar A, T" liefert die Funktion
KInsert. Schauen wir uns doch eines unserer fritheren Beispiele nochmal an,
und zwar

octave> T
octave> d

!®’®,® 152’3,4!414’4 ];
11

[0 ;
[0 5001;0 .4.81.8.401;

und fiigen den Knoten t* = 2.5 ein. Das neue Kontrollpolygon bestimmt sich
dann einfach als

octave> [A,Tt] = KInsert( 3,T,2.5 ); dd = d * A;

Das Ergebnis eines einfachen Knoteneinfiigens ist in Abb. 2.17 zu sehen. Da
Knoteneinfiigen immer eine Konvexkombination der urspriinglichen Kontroll-
punkte bildet, liegt das neue Kontrollpolygon innerhalb deren konvexer Hiille.

Knoteneinfiigen kann man wiederholen”. Beispielsweise kénnen wir einen
Knoten m Mal einfiigen und da Splinefunktionen an m-fachen Knoten immer

7Nicht fiir die Priifung oder zumindest nicht unbedingt, sondern im Sinne von iterierter
Ausfiihrung.
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Abbildung 2.17: Knoteneinfiigen. Die beiden Kontrollpolygone und die
Splines sind dargestellt, aber natiirlich sieht man nur eine Splinekurve,
denn die beiden Kurven sind ja identisch - schliefSich ist es die Grundidee
des Knoteneinfiigens, dafs sich die Kurve eben nicht dndert.

interpolieren®, gibt uns das noch ein Verfahren, einen Spline an dem neuein-
geftigten Knoten auszuwerten - das sich allerdings bei genauem Hinsehen auch
wieder als Algorithmus von de Boor entpuppt. Im numerischen Experiment:

octave>d=[011 .8 .2001 ;0 .2.611.6 .20 1;
octave> T = [ 0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5 1;
octave> for j=1:3 [ A,T ] = KInsert( 3,T,2.5 ); d = d*A; end

und jetzt liegt einer der Kontrollpunkte auf der Kurve, wie man in Abb. 2.18
sehen kann.

Unser Ansatz vermittels linearer Algebra hat einen netten Nebeneffekt, der
es uns erlaubt, virtuelles Knoteneinfiigen durchzufiihren: Anstatt das Kno-
trollpolygon und die Knotenfolge zu verdndern, speichern wir lediglich die

80Wir haben bisher diese Eigenschaft gar nicht erwdhnt, die recht unmittelbar aus dem Al-
gorithmus von de Boor folgt, da ein Knoten der Vielfachheit m immer am linken Rand aller
betrachteten Referenzintervalle (fiir die baryzentrischen Koordinaten) liegt, so dafs der Kon-
trollpunkt d;_,, in allen Schritten des Algorithmus reproduziert wird.
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Abbildung 2.18: Ein Beispiel dreifachen Knoteneinfiigens mit den ,Zwi-
schenpunkten” und den ,endgiiltigen” Kontrollpunkten. Einer von diesen
liegt auch tatsachlich auf der Kurve und zwar genau dort, wo der dreifache
Knoten eingefiigt wurde.

(bandierte) Matrix
A(t,....1) :A(t,’;)---A(t;)
die das Knoteneinfiigen beschreibt; allerdings sollte man nicht {ibersehen, daf3

A (t]) von der Knotenfolge T U {t;, e, t;_l} abhéngt, so dafs es keine Kommuta-
tivitatsbeziehungen unter den Knoteneinfiigematrizen gibt.

2.6.3 Erste Anwendungen des Knoteneinfligens

Knoteneinftigen hat viel mehr zu bieten als ,nur” eine Erhohung der Flexibi-
litat einer Splinekurve durch Hinzuftigen weiterer Kontrollpunkte, obwohl das
natiirlich erst einmal das Hauptziel bei der urspriinglichen Entwicklung dieser
Verfahren war.

Als erste Anwendung betrachten wir die Konvertierung einer Splinekur-
ve in ihre stiickweise polynomiale Form oft auch als PP-Form?! der Kurve
bezeichnet. Die Polynomstiicke konnte man nur beispielsweise beziiglich der
Monombasis darstellen, aber da diese ja keine allzu grofie geometrische Re-

81Fiir piecewise polynomial . . .
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levanz hat, kénnen wir auch genauso gut® auf die Bézier-Darstellung einer
polynomialen Kurve auf dem nichtdegenerierten Intervall [t it j+1] verweisen:

n

p() = Bud) = Y, d, (?)Af'(x) =A@, A =

=0

x—t]-

b — )

Die Bézier-Darstellung eines Polynoms auf [a,b] entspricht dem einfachsten
Typ einer Splinefunktion, ndmlich der mit m + 1-fachen Knoten an a2 und b und
nirgendwo sonst. Um also die Restriktion einer Splinekurve auf das Intervall
[a,b], tj < a < Db < tj;1, zu bestimmen, haben wir nun ein ganz einfaches Rezept:

Die Einschrankung einer Splinekurve auf ein Intervall, dessen inneres kei-
nen Knoten enthilt, kann dadurch bestimmt werden, dafs man beide End-
punkte des Intervalls solange in die Knotenfolge einfiigt, bis sie Vielfachheit
m + 1 haben.

Zwar gibt Knoteneinfiigen ,nur” die Koeffizienten der Bézier-Darstellung, aber
die kann man nun, wenn nétig, relativ einfach in eine Monomdarstellung kon-
vertieren. Die PP-Darstellung hat durchaus einige Vorteile:

e NC-Maschinen zum Frisen oder Laserschneiden® , verstehen” stiickweise
Polynome, zumindest bis zum Grad 5, so daff man die Polynomkoeffizi-
enten direkt in so eine NC-Maschine einspielen kann.

e Der lokale Auswertungsalgorithmus kann nun mit einer Komplexitédt von
O(m) durchgefiihrt werden® wéhrend der Algorithmus von der Boor im-
mer noch bei O (m?) liegt.Wenn also ein Spline sehr oft an sehr vielen
Stellen auszuwerten ist, dann kann so eine Konvertierung durchaus den
Aufwand wert sein.

Die Spline-Toolbox® in Matlab hat im Ubrigen integrierte Umwandlungsrouti-
nen zwischen der B-Spline- und PP-Darstellung von Splines, siehe [8].

Die ndchste Anwendung ist der Vergleich von Splinekurven wobei wir die
beiden Splinekurven

S,d(-|T) = ZdjN;." ¢(IT)  und  S,d (|T)= Zd;N;” ¢1T)

j=1 j=1

82Wenn nicht noch besser!

8Genauer: Die zugehorige 840D-Steuerung der Siemens AG.
84Stichwort: Hornerschema!

8Von C. de Boor programmiert.
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betrachten und miteinander vergleichen wollen. Sei T* = TUT” die Vereinigung
der beiden Knotenfolgen, das heifst, die kleinste Knotenfolge mit der Eigenschaft
T C T und T" C T", dann konnen wird die jeweils ,fehlenden” Knoten in die
beiden Folgen einfiigen und sie als

Swd (-|T) = SudA(T"\T) (-|T")

sowie
Sud (|T') = Spud AT\ T') (-| T7)

schreiben, womit sich ihre Differenz nun als

|dA(T"\ T) - dA(T"\ T")

abschitzen ldsst; als Matrixnorm konnen wir hier entweder die Frobeniusnorm

|dA(T°\T) - dA(T°\ T')

F
1/2

d n
= XY [@am ), - @AT\T)),[ (2.50)

j=1 k=1
oder die Vektor-Supremumsnorm

[dA (T \ T) - A (T\ T,

= max max (AT \ )y — (AT N\T)) - (2.51)

verwenden. Damit kénnen wir einen Spline S,,d’ (-|T’) durch einen anderen
Spline S,,d (-| T) mit einer moglicherweise komplett anderen Knotenfolge®® ap-
proximieren, indem wir wieder einmal eines unserer Glattungsprobleme losen,
also beispielsweise

sOd|f (2.52)

min |dA(T\T) - dA(T"\ T")

m—1

i + Z Ay f |
r=1

oder

min |dA(T"\T) - d’A(T"\ T')

, (2.53)

[ee]

o3 [
r=1

und zwar mit den Glattungsspline-Methoden aus den vorhergenden Kapiteln.
Fiir hinreichend kleine Werte von A werden sich diese Approximanten dem

8Beispielsweise kénnten die Knoten in T enstprechend der Kriimmung des Splines S,,d’
verteilt sein, siehe [8].
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Ausgangsspline ndhern wihrend fiir grofiere Werte von A das Gewicht auf
Oszillationsverminderung gelegt werden wird.

Es ist wichtig, zu betonen, dafs die Minimierung nur beztiglich d durch-
gefiihrt wird - das Knoteneinftigen wird komplett von der Matrix A (T* \ T)
behandelt, ein weiteres schones Beispiel fiir virtuelles Knotenneinfiigen.

2.6.4 Nulistellen von Splinefunktionen

Eine etwas unerwartete Anwendung des Knoteneinfiigens ist die Bestimmung
von Nullstellen bzw., etwas allgemeiner und im Kurvenfall, die Aufgabe, den
Schnittpunkt einer Splinekurve mit einer gegebenen Gerade zu ermitteln. Auch
letzteres ist im Wesentlichen ,nur” das Problem, die Nullstelle einer Splinekurve
zu finden: Sind a4,b € R? Anfangs- und Endpunkte der Geraden, dann setzen

wir ; ;
n+l — X Xi— L+ .
I = La+ - b, i=1,...,n,
P by — ¢ tyeg —t
n+1 m+1 n+1 m+1

wobei die x; wieder einmal die Greville-Abszissen zur Knotenfolge T'sind, dann
ist 5,1 eine lineare Funktion® und damit hat der Spline S,,d — S,,I = S,,, (d - 1)
genau dort eine Nullstelle wo S,,d die Linie schneidet.

Die Standardmethode zur Berechnung von Nullstellen einer Funktion ist
das Newton-Verfahren, das eine Nullstelle mittels der Iteration

)
fr(x)

und passendem® Anfangswert xy anndhert. Allerdings hat das Newtonverfah-
ren ein paar wohlbekannte Probleme:

Xi+1 = Xk k=0,1,2,...,

1. Der Erfolg der Iteration hingt sehr stark von der Qualitdt des Startwerts
xo ab, denn bekanntlich konvergiert das Verfahren nur lokal. Einen guten
Startwert zu finden ist oftmals nicht leicht.

2. Fiir die Durchfiihrung der Iteration mufs in jedem Schritt die Ableitung des
Splines mitberechnet werden. Das ist sogar noch unser kleinstes Problem,
denn zumindest der Algorithmus von de Boor kann relativ einfach so
erweitert werden, daf3 er diesen Wert mitliefert.

% Genaugenommen ist es der Schoenbergoperator angewandt auf die lineare Funktion, die a
und b verbindet.
8Das ist so einfach dahingesagt . ..
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3. Wenn wir mit Splinekurven arbeiten, dann haben wir es mit vektorwer-
tigen Funktionen zu tun und die obige Iteration ist noch nicht einmal
wohldefiniert®. Die naheliegendste Idee wire mit Sicherheit eine kompo-
nentenweise Behandlung der Kurve, aber man sollte sich dann schon vor
Augen halten,daff wir dann eine simultane Nullstelle aller Komponenten
bestimmen miissen und das vieles, was in einer Komponente eine Null-
stelle liefert, durch die anderen Komponenten fiir nutzlos erkldrt werden
kann.

Diese Schwierigkeiten kann man umgehen, wenn man einen Algorithmus ver-
wendet, der auf Knoteneinfiigen basiert und auf Merken und Reimers [51]
zurtickgeht. Wir werden hier nur die grundlegende Idee beschreiben, Details
und ein Konvergenzbeweis™ sind in [51] zu finden. Die Idee hinter dieser Me-
thode ist in der Tat sehr intuitiv:

Schneide das Kontrollpolygon mit der Linie und flige die zu dem Schnittpunkt
gehorige Abszisse als neuen Knoten in die Knotenfolge ein.

Gibt es keinen Schnittpunkt zwischen Kontrollpolygon und Linie, dann gibt es
auch keinen Schnittpunkt zwischen der Kurve und der Linie”!, weil die Kurve
ja in der konvexen Hiille des Kontrollpolygons verlaufen muss. Generell sagt
die Variationsverminderung durch Splines, siehe [42, 43], daf$ jede Hypereben
im R? mindestens so viele?> Schnittpunkte mit dem Kontrollpolygon wie mit
der Kurve haben muss. Wenn es also keinen Schnitt mit dem Kontrollpolygon
gibt, dann gibt es auch keinen Schnitt mit der Kurve und wir kénnen authéren,
nach so etwas suchen zu wollen.

Wenn andererseits das Kontrollpolygon die Gerade schneidet oder irgendwo
eine Nullstelle hat®, dann passiert das zwischen zwei Kontrollpunkten®, sagen
wir d; und d;,,, genauer, an der Stelle

/\d]'-i-(l—)\) d]'+1, A€ [0,1]

8Wie dividiert man durch einen Vektor. Bei einer quadratischen Matrix hat man ja noch eine
Idee, aber ein Vektor?

Und zwar ein Beweis fiir quadratische Konvergenz, die Methode ist also mit dem Newtonver-
fahren vergleichbar, was die Geschwindigkeit angeht.

IFiir d > 2 muss man ein wenig vorsichtiger sein, es sind Dinge wie winschiefe Geraden, die
uns das Leben dann etwas schwerer machen.

92Tm ,Normalfall” wohl sogar mehr!

%Eben je nachdem ob wir Splinekurven oder Splinefunktionen betrachten.

%Der Fall, da8 der Kontrollpunkt selbst der Schnittpunkt ist, ist etwas singuldr und wird
normalerweise keinen Schnittpunkt ergeben, aufier im Falle m-facher Knoten oder ,entarteter”
Kontollpolygone. Mit anderen Worten: Den Sonderfall muss man als solchen und mit entspre-
chender Sorgfalt behandeln.
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Motiviert durch den Schoenbergoperator fassen wir den Spline als S,,d = .7, f
fur eine stetige Funktion f mit der Eigenschaft di = f (x;) auf und erhalten
so eine nattirliche Beziehung zwischen den Kontrollpunkten und den Greville-
Abszissen. Daher ist eine gute® Naherung fiir die Nullstelle durch den Punkt

F= /\x]- +(1-A) Xj+1,

gegeben, den wir dann als neuen oder weiteren Knoten in T einfiigen. Das
liefert ein verfeinertes Kontrollpolygon und der ganze Prozess wird wieder-
holt, bis man ein Kontrollpolygonstiick hat, das nahe genug bei der Geraden
oder eben bei Null liegt. Betrachtet man in jedem Iterationsschritt tibrigens alle
Schnittpunkte des Kontrollpolygons, dann findet man so letztendlich auch alle
Schnittpunkte der Splinefunktion.

Eine wichtige Anwendung der Nullstellenbestimmung findet statt, wenn
ein ndchster Punkt zu bestimmen ist: Zu y € R? und einer Splinekurve S,d,
definiert, wie immer, durch Knotenfolge und Kontrollpolygon, soll man den
ndchsten Punkt auf der Kurve beziiglich der euklidischen Norm finden, also
das Minimierungsproblem

min |[S,d(x) -y,

losen. Natiirlich quadriert man hier mal als erstes die Zielfunktion und kann
dann genausogut die Funktion

2

|Snd(x) = y|[, = @Nu(x)" (ANu(x) - 25" (@Nu(x) + y'y

d n d
did NI CONP () =2 ) Y dpyiNp@) + ) | 12

d
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
n

(7a), NN =2 ) (d"y) N2 + ol
k=1

n

B

=1

minimieren. Die obige Funktion ist eine skalarwertige Splinefunktion vom
Grad 2m mit Bruchstellen an den Knoten von T, sie gehort also zu Sy, (T7),
wobei

T =A{ti,..., T, tusme1s - tuemr},
so daf$s nur die Koeffizienten der Randpunkte angepasst werden miissen. Also

st
n

[Sud0) = |2 = Y i N?" (x| T%) = e Nay (x| TY),
2 ]

=1

und um c zu berechnen benétigen wir zwei Operationen:

%Qder, korrekter, eine linearisierte. Und Newton linearisiert ja auch!
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1. eine Multiplikationsformel fiir Splines,
2. eine Graderh6hungsformel fiir Splines,

aber an dieser Stelle begniigen wir uns mit der Feststellung, dafs man beide
Operationen tatsdchlich ausfithren kann, und zwar schnell. Um dann die Ab-
szisse des gesuchten ndchsten Punktes auf der Kurve zu finden, brauchen wir
nurnoch die Nullstellesuche auf die Funktion

L 50d@) ~ |} = G Nowr (x1T)
anwenden.

2.6.5 Knotenentfernen

Knotenentfernen ist der inverse Prozess zum Knoteneinfiigen - anstatt von T
zu T tiberzugehen, mochten wir von T* zu T ,,zuriick”. Nachdem immer noch
5, (T) C S, (T") gilt, konnen wir nattirlich nicht erwarten, dafs Knotenentfer-
nen im allgemeinen exakt ausgefiihrt werden kann”, so daf die resultierende
Splinekurve die Ausgangskurve nur noch approximieren, nicht aber reprodu-
zieren wird. Und diese Approximation versucht man eben so gut wie moglich
zu machen.

Wir fangen jetzt also mit S,,d” an und wollen das zugehorige d nach Entfer-
nung von t* aus T* bestimmen. Um das zu tun, fiigen wir t* einfach wieder in
die Knotenfolge ein und vergleichen das resultierende Kontrollpolygon dA (t)
mit d', wobei wir beispielsweise den Ausdruck

A (t) — d'|2 = dAATd" — 2d°ATd" + d" (d)"

minieren, der wieder mal zu Normalengleichungen fiihrt, und zwar zu

Das ist allerdings nicht der einzige Weg, das Kontrollpolygon eines , knotenent-

fernten” Splines zu berechnen. Spétens seitdem wir einiges tiber Glattungsspli-
nes gelernt haben, kénnen wir uns sofort eine ganze Menge von Erweiterungen
und Verallgemeinerungen denken:

% Aufer natiirlich wenn der Knoten vorher gerade erst eingefiigt worden ist.
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1. Verwendung einer anderen Norm, insbesondere ||dA (') — d'||... Das wird
natiirlich wieder das eine oder andere nette lineare Optimierungsproblem
liefern.

2. Minimierung beziiglich einer gewichteten Norm, die auch noch einen

Glattheitsterm fiir S,,d enthélt. Immerhin kann man ja das Knotenentfer-
nen als Ubergang von einer , komplizierten” zu einer ,einfacheren” Kurve
ansehen und es kann durchaus sinnvoll sein, wenn diese Kurve so glatt ist
wie moglich.

3. Simulatenes Entfernen meherer Knoten - da ist dann nur die Matrix A ein

bisschen komplizierter.
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Kenntnis der Mittel ohne eine
eigentliche Anwendung, ja ohne Gabe
und Willen, sie anzuwenden, ist, was
man jetzt gemeiniglich Gelehrsamkeit
nennt

Lichtenberg, Philosophische
Bemerkungen

Tensorproduktflachen

Bevor wir uns an die ,richtigen” und dann auch richtig multivariaten®”” Splines
machen, wollen wir uns zuerst noch eine recht einfache aber weitverbreitete
Methode ansehen, aus Kurven Flachen oder sogar hoherdimensionale Objekte
Zu generieren.

3.1 Flachen als Kurven entlang Kurven

Genauso wie wir eine paramterische Kurve als Transformation des Parameter-
intervalls gesehen haben konnten wir eine parametrische Flache als Transfor-
mation eines zweidimensionalen Paramtergebiets ansehen, also als Abbildung
f:Q - R? Q c R% Das wird aber bereits in zwei Variablen kompliziert, denn
wihrend in einer Frage das Intervall eigentlich ohne weitere Fragen als kano-
nischer Parameterbereich durchging, haben wir jetzt die freie Auswahl: Kreise,
Rechtecke, Dreiecke oder auch noch wesentlich komplexere Gebilde.

Ein intuitiv sehr schoner Ansatz zur Beschreibung von Fldchen findet sich in
P. Béziers Einleitungskapitel in [28]:

Eine Fldche entsteht dadurch, daf8 sich eine Kurve durch den Raum bewegt
und dabei verdndert.

7Es gibt durchaus unterschiedliche Meinungen in der ,Fachwelt”, was die wirklich richtigen
multivariaten Splines sind - das ist ein typisches Phdnomen bei der Verallgemeinerung univa-
riater Objekte, daf$ sich das sehr unterschiedlich entwickeln kann, je nachdem, welchen Aspekt
man genau verallgemeinert.
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Mathematisch entspricht dieses Flachenkonzept einer einparametrischen Familie
von Kurven f, : I — R?, wobei wir selbstverstandlich fiir alle Werte von y dasselbe
Intervall I wahlen kénnen und werden. Aufierdem spricht nichts dagegen, fiir
alle Kurven dieselbe mathematische Klasse zu verwenden, also beispielsweise
Splines® der Ordnung m zu einer Knotenfolge T - und auch m und T sind wieder
unabhingig von y, das sich dann nur noch auf die die Kontrollpunkte auswirken
kann. Also:

£, =Y dy NI T) = Y diy) NI (] T), (3.1)
j=1 j=1

wobei der Unterschied zwischen den beiden Schreibweisen ein rein formaler ist
- wo wir das y hinschreiben, das ist ja eigentlich egal. Allerdings kénnte uns bei
der zweiten Darstellung ja eigentlich die Idee kommen, dafs wir die Verdanderung
der Kontrollpunkte auch wieder als Kurve ansehen und daher d(y) auch wieder
als Splinekurve der Ordnung m’ mit Knotenfolge T” in der Form

di(y) = ) du Ny (yIT') (3.2)

k=1

schreiben konnen. Nun setzen wir nur noch (3.2) in (3.1) ein, ersetzen n,m, T
durch ny,m;, Ty und entsprechend n’,m’, T’ durch n,, m,, T, — dann wird der
Ausdruck symmetrischer — und erhalten

foy) =YY dpN" (x| T) N (yITs). (3.3)
j=1 k=1

So, das wird uns nun aber entschieden zu indexlastig, und deswegen fiihren wir
ein paar neue Schreibweisen ein.

Definition 3.1 (Tensorprodukt)

1. Mit p = (my,mp) € lNg bezeichnen wir den Multigrad des Splines, mit v =
(n1, 1) € IN? die Anzahl der Kontrollpunkte in x- bzw. y-Richtung. Anstelle des
Parameterwertes (x, y) schreiben wir x = (x1, X2).

2. Fiir zwei Multiindizes a, € IN® schreiben wir o < B falls a; < B, j=1,...,s.
Diese Ordnung ist nur eine Halbordnung®

%Die Wahl fillt uns schon deswegen leicht, weil wir ja ohnehin nicht sonderlich viele Kur-
ventypen kennen.

PDas heifit, es gibt Elemente wie beispielsweise a = (1,0), f = (0, 1), die unvergleichbar sind,
das heifst, fiir die weder a < g noch g < a gilt.
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3. Das Kreuzprodukt der Knoten ist definiert als

T=T1®Ty={ty = (ta,ta,) : a<Vv+u+1}, 1=(,...,1), (34

das der Tensorprodukt Splinefunktionen als'®

NE(x|T) = N (x1 | T1) NEZ (x| To) (3.5)

4. Die Kontrollpunkte ergeben sich schliefilich als d,., k € IN.

Mit all dieser schonen Notation schreibt sich unsere Splinefldche dann schon
kompakt als
Nud (x| T) = Y doNi (x| T), (36)
K<V

was schon fast wieder so aussieht wie der univariate Fall und sich auflerdem
noch sehr einfach auf eine bliebige Zahl von Variablen verallgemeinern lésst.

Bevor wir das tun, sehen wir uns aber erst noch schnell an, wie wir eine
Tensorproduktfliche mit dem Algorithmus von de Boor auswerten: Eigentlich
ist das nichts anderes als die Anwendung der Idee aus (3.1) und (3.2), indem
wir zuerst fiir j = 1, ..., 1, die Koeffizienten

di(y) = Z diN;* (y1T2)
p

und dann den univariaten Spline mit diesen Kontrollpunkten und der Knoten-
folge T; an der Stelle x auswerten, siehe Abb 3.1.

Ubung 3.1 Programmieren Sie den Algorithmus von de Boor zur Auswertung
von funktionalen Flachen der Form f : R?> — R. o

Ubung 3.2 Bestimmen Sie die Greville-Abszissen zu einer Tensorprodukt-Kno-
tenfolge. Welche Struktur haben sie? o

3.2 Tensorprodukt in beliebig vielen Variablen

Die zweidimensionale Idee mit den ,Kurven entlang Kurven” war natiirlich
eigentlich nur eine anschauliche Motivation fiir ein Konzept, das generell in
beliebig vielen Variablen funktioniert.

Definition 3.2 (Allgmeine Tensorprodukte) Fiir vorgegebenes s € IN definieren
wir

190Tetzt nutzen wir aus, dal wir die beiden Grofen m; und m;, in den Vektor u = (u1, po) € IN?
codiert haben.
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Abbildung 3.1: Der Algorithmus von de Boor fiir bivariate Tensorprodukt-
flachen: Auf jede ,Spalte” von Kontrollpunkten wenden wir den univaria-
ten Algorithmus zur Auswertung an y an und erhalten so eine ,,Zeile” von
Kontrollpunkten, die zur Funktion f, gehoren. Diese werten wir mit einem
weiteren Aufruf des Algorithmus aus und schon wissen wir den Wert an
der Stelle (x, ).

1. zu Knotenfolgen

T]' = {tj,ll"'/tj,vj+#j+1}l j: 1,...,S,

der jeweiligen Ordnung u; das Tensorprodukt

S
T=@Q)T:={te = (tiar -, h10) * @<VHp+1).
j=1

2. den Tensorprodukt-B-Spline

N (x|T) = HN*;;‘ (x/1T;).

=1

(3.7)
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3. zu Kontrollpunkten'®* d = [d,. : x < v] die Splinekurve

Nud(1T) =) deNECIT).

K<v

Auf diese Tensorproduktsplines kénnen wir nun unsere gesamte univariate
Theorie fast ohne Aufwand tibertragen! Fangen wir mit einem einfachen Beispiel
an.

Lemma 3.3 Die B-Splines N, bilden eine nichtnegative Teilung der Eins.

Beweis: Die Nichtnegativitit folgt unmittelbar aus (3.7), fiir die Teilung der
Eins verwenden wir Induktion iiber s, wobei der Fall s = 1 uns ja nun wirklich
bekannt sein sollte. Mit y’ = (y, ..., 4s) und entsprechend v/, " und T” wird

ansonsten
Y Ne(x|T) ZZWWﬂmNmmm

K<V K<V k=

Z NP, (x| T) [i Nﬁ: (xs | Ts)]

K<V’ Ks=1

=1
und nach Induktionsvoraussetzung hat die gesamte Summe den Wert Eins. O

Ubung 3.3 Zeigen Sie: Der Trager des B-Splines NY ist gerade der Quader

S

L{: = ® I:tj,K]'I tj,K]-+y]-+1] .

j=1
¢

Definieren wir die Vielfachheit'®? ¢ eines Knotens t = t, € T nun als vekforielle

Grofse
(P(t)z((P(]K]) j=1. )1

dann konnen wir den Splineraum 5,,(T) als Menge aller stiickweisen Tensorpro-
dukt-Polynome der Ordnung u,

IT, = span {x* : x <y},

101Dgas ist nun ein bisschen interessanter aus einer ,organisatorischen” Perspektive, denn dieses
Objekt ist nun eine ,Matrix” der Dimension d X v = d X v X - - X v,. Gliicklicherweise kénnen
Matlab und Octave auch mit derartigen Objekten umgehen.

102Das Symbol ¢ steht fiir ,Fielfachheit”.
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definieren, bei denen an einem Knoten der Ordnung ¢(t) alle partiellen Ablei-
tung

pallel

S a<u—@),
existieren und stetig sind. Und nattirlich haben wir dann wieder unmittelbar
unseren Curry-Schoenberg:

Die B-Splines N, « < v, bilden eine Basis von 5.(T). I

Auch die Interpolationscharakterisierung, also den Satz von Schoenberg-Whit-
ney, konnnen wir ohne weiteres iibertragen. Dazu seien Xj,...,X; € R die
Projektionen der Interpolationspunkte auf die Koordinatenachsen und

S
X = ®X]- ={xe = (X100, Xsx,) ¢ K SV
=1

Dann beweist man sehr leicht den folgenden Satz.

Satz 3.4 (Schoenberg-Whitney fiir Tensorprodukte) Der Splineraum 5,(T) er-
laubt eindeutige Interpolation beziiglich X genau dann wenn x, € I, k < v.

Ubung 3.4 Beweisen Sie Satz 3.4, natiirlich unter Ausnutzung von Satz 2.13. ¢

3.3 PferdefuBe

Was ist nun so schlimm an Tensorprodukt-Splines, daff wir uns {iberhaupt noch
weitere Kapitel in diesem Skript gonnen miissen? Denn auch Glattungssplines,
Knoteneinfiigen und all die vielen schonen Dinge, die wir univariat gemacht
haben, lassen sich ganz einfach auf Tensorprodukte tibertragen. Und schon ha-
ben wir das erste Problem: Mathematisch sind Tensorprodukte nicht sonderlich
aufregend, es geht alles zu glatt, die Struktur ist total univariat. Gut, aber das
allein wére natiirlich ein schwaches Argument, gidbe es nicht auch wirklich
substantielle Probleme, von denen wir hier ein paar auflisten wollen:

e Der Paramaterbereich istimmer ein Quader und die resultierenden Fldchen
haben immer eine ,rechteckige” Struktur, die aber nicht immer flexibel ge-
nug ist, denn relativ oft werden beispielsweise Flachen iiber Dreiecken
benotigt. Dies wird von CAD-Benutzern oft dadurch behoben, dafs alle
Kontrollpunkte entlang einer Kante zusammenfallen, wodurch das Recht-
eck zum Dreieck degeneriert, aber die so entstehenden Singularitdten sind
grausam und sehr schwer zu handhaben.
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e Die Komplexitdt wachst exponentiell! Die Anzahl der Koeffizienten und
damit die Dimension von 5,,(T) ist [] v;, also bei ,Gleichverteilung” der
Knoten in allen Variablen etwa n°. Will man nun ein Interpolationspro-
blem 16sen, dann enthilt die Kollokationsmatrix bereits n* Eintrdge und
ein typisches direktes Losungsverfahren wiirde O (n*) Rechenoperationen
benotigen. Wie dramatisch das wird, sieht man schon bei 10 Punkten in
jeder Dimension und 6 Variablen!®, dann haben wir es mit 10'> Matrixein-
trdgen zu tun, was bereits einige Terabyte wiren.

e Natiirlich sind die Matrizen zu Tensorprodukt-Splines immer noch recht
diunn besetzt, aber die Bandstruktur ist eine Bandstruktur in Multiindizes,
wenn man diese linear anordnet, um die Daten in einer ,normalen” Matrix
speichern zu konnen, dann sind die Bander schon recht grofs.

e Alles muss Tensorproduktstruktur haben! Zwar ldsst sich der Satz von
Schoenberg-Whitney sehr einfach verallgemeinern, aber die Charakteri-
sierung gilt nur noch fiir eine sehr eingeschriankte Klasse von Interpolati-
onspunktmengen, ndmlich die, die die Tensorproduktstruktur X = ) X;
haben, also ein Gitter bilden. Und solche Abtastungen muss man in der
Realitdt erst einmal haben! Laserscans von 3D-Objekten liefern es jeden-
falls nicht!

e Man merkt das auch beim Knoteneinfiigen! Bei Tensorproduktsplines
kann man keinen einzelnen Knoten in T einfiigen, sondern nur in eine
der Mengen T;! In T fiigt man dann die ganze Menge

T*:Tl@"'@Tj_l®t*®Tj+1®...®Ts

ein, die immerhin aus

|v+y|+s—vj—y]-—1:Z(vk+yk+1)
Kk

Knoten besteht. In zwei Variablen, siehe Abb. Abb:deBoor2d, entsprache
dies dem Einfiigen einer horizontalen oder vertikalen Knotenlinie.

So, jetzt haben wir doch genug Ausreden gefunden, um uns endlich mit ma-
thematisch schonen und anspruchsvollen multivariaten Splines allgemeinerer
Natur zu befassen.

103Was fiir gewisse Anwendungen noch klein ist!
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Grundlagenforschung betreibe ich,
wenn ich nicht weifS, was ich tue

Wernher von Braun

Bézierflachen 4

Bézierflachen bilden eine wichtige Grundlage fiir das Verstandnis und die Un-
tersuchung von Splines, insbesondere im multivariate Fall.

4.1 Baryzentrische Koordinaten

Wir beginnen mit einem wichtigen geometrischen Konzept, ndamlich mit dem
Begriff der baryzentrischen Koordinaten im R?. Dazu ein bifichen Notation. Fiir

eine endliche Menge 7 := {v]- :7=0,.. .,n} C R? bezeichnen wir mit

n n

[v] = [vj:j:O,...,n] :{Zujvj:ujzo, Zuj: 1}C]Rd (4.1)

j=0 j=0

die konvexe Hiille der Menge 7 und mit

(”//>:<v]-:j:0,...,n>:{n u]-vj:zn:u]-:l}C]Rd (4.2)
j

die affine Hiille von 7.
Die Punkte v;, j = 0,...,n, befinden sich in allgemeiner Position wenn die
Vektoren
Yj =0 =, j=1,...,n,
linear unabhingig sind (das bedeutet insbesondere dafi n < d). Ist aufSerdem
n = d, dann heifst das Simplex [#] nichtdegeneriert.

Ubung4.1 Zeigen Sie: Die Eigenschaft, in allgemeiner Lage zu sein ist unabhingig
von der Reihenfolge der v;, also unabhéngig von der Wahl von vj. o

Lemma 4.1 Fiir ¥ = {Uj :j=0,... ,d} sind die folgenden Bedingungen dquivalent.
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1. [V] ist nichtdegeneriert.
2. (V) =R

3. die Determinante

1 ... 1
D01 ... Uy,
(V) = 1 1 _ ?1 .1
0o (7]
00d --- Uad
der Matrix
1 ... 1 € Rd+1><d+l
U9 ... 04
ist nicht Null.

Beweis: 1 = 2: nach der Annahme kann jedes x € R? (eindeutig) geschrieben
werden als

d
x:vo+Zaj(vj—vo) =(1-m - —ay)vo+mv1 + -+ + 4,04
j=1
und mit ,
uozl—Zaj, ui=a;,j=1,...,d,
j=1
erhélt man die gewiinschte Darstellung.

2 = 3: sei
d

x:Zu]-vje(”//),
=0
dann sind die Koeffizienten uy, . . ., u; Losungen des linearen Gleichungssystems
u
/OO B | I B
Vo ... U4 T x|
Ug

Damit dieses Gleichungssystem fiir alle x € R? losbar ist, muf} die Matrix von
Null verschiedene Determinante haben.
3 = 1: da, nach Spaltenumformungen,

1 0 0

075’[(7/): Ug 01— 0y ... U3—70g

:|01—Uo oo 0Og—79 |,



84 4 BEZIERFLACHEN

miissen die Vektoren linear unabhéngig sein. m|

Istn < dund sind Punkte vy, ..., v, gegeben, so konnen diese nattirlich kein d—
dimensionales Simplex mehr aufspannen. Man spricht in diesem Fall dann von
allgemeiner Lage, wenn [v]- :7=0,..., n] wenigstens noch ein n-dimensionales
Simplex ist oder, dquivalent, wenn es eine Matrix A € R mit Rang 1 gibt, so
daf

<vj 1= 0,...,n> =v9+AR".

Diese Situation wird spéater bei den multivariaten Splines gelegentlich auftreten.

Nehmen wir also an, daf$ d + 1 Punkte v;, j = 0,...,d, in allgemeiner Lage
gegeben seien und beginnen wir mit dem Fall d = 1. Dann haben wir also zwei
Punkte vy < v; € R und wir betrachten einen Punkt t € [0y, v;]. Der Punkt ¢ teilt
das Intervall [0y, v1] im Verhéltnis t — vy : v; — t und es gilt die Identitat

U —t t -0
t = 0 + 01,
U1 — 0o U1 = 0o
denn
v —t t—1g 010y — tvg + tvg — 0109 U1 — 0o
U + 01 = =t =t.
01— 0 01— 0 01— 0 01— 0

Aufderdem ist
v —t + t—1g

01—0p 01—70

=1

und die beiden Werte sind genau dann nichtnegativ, wenn t € [y, v1].

Definition 4.2 Sei V' = {vj s O,...,d} C R? die Eckenmenge des nichtentarte-

ten Simplex A = [¥]. Die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes x € R?
beziiglich'™ A bzw. ¥ sind der Vektor

u(dA) = (u;(x1A) : j=0,...,d) e R*,

so dafs
d

d
X = u;j (x|A)v;, Z uj(xlA) = 1. (4.3)
j=0 j=0

104Eigen’dic:h héngen die baryzentrischen Koordinaten nicht nur vom Simplex A, sondern
natiirlich von der Anordnung der Ecken in dem Eckenvektor oder -tupel ¥ ab! Trotzdem ist
das aber nur eine einfache Permutation der Koordinaten, tiber die wir grof8ziigig hinwegsehen
werden.



4.2 Der Algorithmus von de Casteljau 85

Wieder sind die baryzentrischen Koordinaten Losungen des Gleichungssy-

stems
N COE wy
und die Cramersche Regel liefert
uj(xm):Tf(xW), i=0,....d, (4.5)
(V)
wobei
1 ... 1 1 1 .. 1
o) = v(.),l v]-_.l,l x.l va1,1 v,?,l
Vod - Uj—.l,d x.d v]u;l,d oo Ugg

Bemerkung 4.3 Die baryzentrischen Koordinaten sind
1. affine Polynome in x.

2. Fundamentallésungen des Interpolationsproblems p(v;) = y;, j =0,...,d, d.h.,
es gilt
T/l]‘ (UklA) = 5jk/ ],k = O, e ,d. (46)

Aus Gleichung (4.5) folgt aber auch die geometrische Interpretation der ba-
ryzentrischen Koordinaten: da ndamlich 7 (%) das (vorzeichenbehaftete) Volu-
men des Simplex A ist und 7, (x|7) demzufolge das Volumen des Teilsimplex

[UO, s U, X, Vi1, e, vd], sind also die baryzentrischen Koordinaten nichts an-
deres als die Volumenanteile des jeweiligen Subsimplex. Daher auch der Name
als “Schwerpunktskoordinaten”.

Wir werden in Zukunft immer von nichtentarteten Simplizes A ¢ R? und
der zugehorigen Eckenmenge ¥ C R? sprechen, wobei wir immer annehmen,
daf3 die Elemente der Eckenmenge in allgemeiner Lage sind.

4.2 Der Algorithmus von de Casteljau

Wir wollen nun Flachen modellieren, die {iber Simplizes parametrisiert sind,
also Abbildungen p : A — RY, wobei A ¢ R? ein nichtentartetes Simplex
mit Eckenmenge 7 und N > 1 egal ist. “Modellieren” heifst hierbei, dafy die
Flache durch eine endliche Anzahl von Koeffizienten beschrieben wird, die ein
Anwender festlegen und modifizieren kann.
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Beispiel 4.4 Seien cy, ..., c, Punkte im RN. Dann ist

n

p(x) = Z ijj/ x € [vg, 1]

=0

eine (polynomiale) Kurve, die durch die “Kontrollpunkte” cy, ..., c, festgelegt ist.
Der Raum RY, in dem die Kontrollpunkte liegen, ist eigentlich irrelevant: durch separate
Behandlung der einzelnen Koordinaten der Kurve

p1(x)
p(x) =
pn(x)

konnte man sich stets auch auf den Fall N = 1 beschriinken.

Wir werden gleich ein einfaches Verfahren angeben, polynomiale Flachen zu
konstruieren, deren Kontrollpunkte auch noch geometrische Information bieten.
Doch zuerst etwas Terminologie.

Definition 4.5 Ein Vektora = (g, ..., a) € ]Ng+1 von nichtnegativen ganzen Zahlen
heifit ein Multiindex. Unter der Lange von « verstehen wir die Zahl

Alle (homogenen) Multiindizes der Linge n € INy werden zusammengefafit in
T ={oeNJ" : |a| = n}. (4.7)
Mite; €Ty, j=0,...,d, bezeichnen wir die Einheitsvektoren ejx = Oy, j,k =0,...,d.

Algorithmus 4.6 (de Casteljau)
Gegeben: Kontrollpunkte ¢,, a € I',, und x € A.

1. Bestimme u (x|A).
2. Setze %(x) = ¢c,, € € T,
3. Fiirk=1,...,nsetze

d
cf(x) = Z uj(x|A) c';jrle],(x), ael, (4.8)
=0
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4. Ergebnis: p(x) = cj(x).

Definition 4.7 Den Graphen p(A), der mit Algorithmus 4.6 bestimmt wird, bezeichnet
man als Bézierflache zu dem Kontrollpolyeder {c, : a €T,}.

Bemerkung 4.8

1. Jeder Schrittim Algorithmus von de Casteljau unterteilt jeden der d—dimensionalen
Simplizes [c’;;lej 1= 0,...,d], a € I'y_ in genau derselben Weise, wie der
Punkt x € A das Simplex A unterteilt.

2. Manche der Simplizes [c’;j}ej :j=0,.. .,d] konnen sehr wohl degeneriert sein

— fiir die Bestimmung des “Schwerpunkts” mittels u (x|A) ist das vollkommen
irrelevant.

3. Man kann jeden Schritt des Algorithmus auch als eine lineare Interpolation
ansehen, siehe auch Bemerkung 4.3.

4. Der Algorithmus von de Casteljau ist eine Verallgemeinerung von Kegelschnitt-
konstruktionen, die auf Steiner zuriickgehen.

4.3 Beézierflachen

Als nédchstes zeigen wir, daff der Algorithmus von de Casteljau polynomiale
Flachen vom Grad n erzeugt, die man sogar explizit angeben kann. Diese Flichen
werden als Bézier—Flichen bezeichnet, wobei Bézier diesen Ansatz wohl nur zur
Darstellung von Kurven benutzt hat'®®, sieche insbesondere [4].

Definition 4.9

1. Fiir einen Multiindex a € IN&*! definiert man den Multinomialkoeffizienten

laf) _ _ laf!

a ag! - -ay!’
und setzt die Multinomialkoeffizienten auf Z**! fort, indem man sie auf Null
setzt, wenn « eine negative Komponente enthiilt.

105Geine Vorstellung von Fldche war eine Kurve, die an einer anderen Kurve entlanggefiihrt
wird und sich dabei verdndert, siehe [28, Kap. 1], also das, was wir heute als eine Tensorprodukt-
fliiche bezeichnen wiirden
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®e e e (Or—e

Abbildung 4.1: Der Algorithmus von de Casteljau fiir d = 1 und die dabei
enstehende Kurve

2. Die Bernstein—Bézier—Basispolynome sind definiert als

|av]!

|a| o M o1
Ba(x) = (CY u (X|A) = muoo (X|A) s ugd (X|A) ’ a e Ng“. (4.9)

3. Konvention: B, ist definiert fiir a € Z**' wobei B, = 0 falls o ¢ N7+

Ubung 4.2 Zeigen Sie: das Polynom B, nimmt sein Maximum an der Stelle mit
den baryzentrischen Koordinaten a/|a| an. &

Ubung 4.3 Zeigen Sie: die Basispolynome bilden eine nichtnegative Teilung der

Eins, d.h.,
Z B,=1.

ael’y,

Lemma 4.10 (Rekursionsformel fiir die Basispolynome)



4.3 Bézierflachen 89

Fiir « € N3™, o # 0, gilt

d
Z 14 (XIA) Boee, (). (4.10)

j=0

Ba(x)
Beweis: Folgt sofort aus

(|a|) ) Zd: la_]| (|a|): Zd: (laf = 1)!

i=0 0(0! tee 0(]‘_1! (CY] - 1)!0(]'+1 tee (Xd!

I
1=
_
R 2
L
N —

=0

O

Satz 4.11 (Darstellung fiir Bézier-Flachen) Fiirk =0,...,nund a € I, gilt
() = Y carpBy(), (4.11)

ﬁEFk
also insbesondere fiir k = n
PO = G(x) = ) caBala) (4.12)
ael’y,

Definition 4.12 Wir bezeichnen mit RN (I',) die Menge
RY(T,) ={(ca:€T,) 1o €RY, a €T,
und schreiben, fiir ein Kontrollpolyeder ¢ € RN (T',)),

B,c:= Z c.B,
aely,
fiir die zugehorige Bézierfliche.
Beweis von Satz 4.11: Induktion iiber k. Da By = 1 ist der Fall k = 0 klar. Sei

also (4.11) fir ein k > 0 bewiesen. Dann gilt fiir « € I',__1 nach (4.8), unter
Verwendung der Induktionshypothese und mit (4.10)

d d

) = Y A () = Y (A) ) CaverpBy(x)
j=0 j=0 BeTx
d d
= Y ) (0IA) CangBpe () = ) cang Y 4 (11A) By o (¥)
J=0 BElka BET k1 j=0

Z Ca+pBp(x).

BElkn
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O

Als néchstes stellen wir ein paar wichtige Eigenschaften der Bézierfliche
B,c zusammen, die mehr oder weniger direkt aus dem Algorithmus von de
Casteljau folgen:

Convex hull property: die Flache liegt innerhalb!® der konvexen Hiille des
Kontrollnetzes,
B,c(A) Clc,:aeT,]. (4.13)

Endpoint interpolation: die Fldche interpoliert in der Eckenmenge 7 die ex-
tremalen Kontrollpunkte,

B,c (0)) = cue;- (4.14)

Beweis: (4.13) ergibt sich, danach (4.8) furallex€ A, k=1,...,nunda €I,

ch(x) €[5 () : B € Tusn],

also
B,c(x) € [cZ‘l(x) T € Fl] C--Cle,:ael,].

(4.14) folgt sofort aus der Tatsache, dafs u; (vk|A) = 64, ,k=0,...,d, und daher

-1
Bue(0;) = e (01) = <" (07) =+ = eue;
O

Lemma 4.13 Die Bernstein—Bézier—Basispolynome bilden eine Basis des Vektorraums
I, aller Polynome vom Totalgrad hochstens n.

Beweis: Da die baryzentrischen Koordinaten Polynome vom Totalgrad 1 sind,
ist natiirlich B, € Il,,, a € T',,. Nachdem auflerdem #I',, = (”Zd) = dimIT,, gentigt
es, die lineare Unabhéngigkeit der Basispolynome nachzuweisen, was wir per
Induktion tiber n € INy tun werden. Der Fall n = 0 ist klar, da By = 1 nicht die
Nullfunktion und damit trivialerweise linear unabhéngig ist. Nehmen wir also
an, wir hitten Lemma 4.13 fiir ein n > 0 bewiesen und wihlen wir ¢ € R(I[',,41)
so, dafs fiir alle x € A
0= Bue(x) = g™ (v).

1%Mit Gleichheit genau dann, wenn das Kontrollnetz und damit seine konvexe Hiille vom
Polyeder zur d-dimensionalen Ebene entartet.
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Wir zeigen jetzt, dafd ¢ dann der Nullvektor sein mufS. Dazu nehmen wir uns die
niederdimensionalen Seiten

Ac=oj:j=0,. k| =lxeArue (A) = =uy(xIA) =0},  k=0,....4,
vor und beweisen induktiv tiber k = 0,...,d, dafs
ca=0, ac{feli:Pui=-=ps=0}. (4.15)

Der Fall k = 0 ist nichts anderes als die Endpunkt-Interpolation (4.14). Um von
k — 1 nach k zu kommen wihlen wir x € Ay und erhalten

Bpiic(x) = Z ¢Ba. (4.16)

Q1 =r=0g=0

Da Ar_1 C A ergibt sich nach Induktionsannahme aufSerdem, dafs ¢, = 0, ax =
-+ =ay =0, also wird (4.16) zu

Byjic = Z c.B.

a€lpy, ay>0
Ay ==ay=0

Ca
(1 Dug () Y “EBa

[xel"m,ak>0
app1==ay=0
CO{+€k B
= ——Dg,.
Z ap+1
a€ly k
Ay ==ay=0

Auf diesen Ausdruck konnen wir schliefSlich die Induktion iiber n anwenden
was uns (4.15) liefert und damit den Beweis vervollstandigt. O

Ubung 4.4 Beweisen Sie die Graderhohungsformel: definiert man, fiir c € RN (T,,),
ein Kontrollpolyeder'c € RY (T',+1) durch

d

— P

cp = Z(; e B €L,
]:

dann ist B,.c = B,.,1c. o

4.4 Ableitungen von Bézierflachen

Nun wenden wir uns den Richtungsableitungen von Bézierfldchen zu, die uns,
wie wir sehen werden, geometrische Information liefern werden.
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Definition 4.14 Ein Vektor y € R**! heif$t (baryzentrische) Richtung, wenn yo+- - -+
vy = 0. Die Richtungsableitung D, entlang der baryzentrischen Richtung y ist fiir
f € C'(A) definiert als

yf Z y]gu ( |A) (4-17)
Fiir eine kartesische Richtung!'"” y € le gilt entsprechend
d
of
D,f = ; Vi (4.18)
Bemerkung 4.15 Da
d
ox;
X]' = Z Uy (lA) Z)k,]', d.h. m = Uk,]'
ist ] ]
of N of o _ o _ ros_
008 = 2 3y 0, (1) ; Uik =) VF =Dyf (4.19)
und

4 d
Dyf = Z Z Yi UJk =y"VVf=Dyvf, V=[vg...05] € RV (4.20)

j=0 k=1

Die Nebenbedingung }_ y; = 0 kommt daher, daff man y als Differenz zweier
baryzentrischer Koordinaten auffaft, d.h.,

y=uxA)-u|A), x,x" € A.

Besondere Richtungsableitungen sind die achsenparallelen Richtungsableitungen
De;—¢, i k=0,...,d. Ihnen entsprechen nach (4.20) im RY die Richtungen v; — ;.
Aufierdem bilden sie eine Basis aller Richtungsableitungen, denn jede baryzen-
trische Richtung y € R%! kann, fiir jedes k € {0,...,d}, geschrieben werden

als
y= nyej Y vilej-«) {yk * Z%]%

j#k j#k
———
=0
Auch die Richtungsableitungen von Bernstein-Bézier-Basispolynomen sind sehr
einfach.

107Hier f4llt die Nebenbedingung, daf sich die Komponenten zu Null addieren weg, dafiir hat
man keine Komponente 1, — die Anzahl der Freiheitsgrade ist also dieselbe!
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Lemma 4.16 Fiir eine baryzentrische Richtung y € R*! und a € N¢

d
DyBy = lal Y yj Bae,. (4.21)
j=0

Insbesondere, fiir j,k =0,...,d,
De,-¢,Ba = |l (Baee, = Bae,)- (4.22)

Beweis: Da B, = (“)u ist, falls ;> 0

v — €
2=t o1 T e =,
Ju; apl- - ay! a—€; J
und falls a; = 0 ergibt sich %}Ba = 0. Damit folgt (4.21) sofort. O

Definition 4.17 Fiir j = 0,...,d sind die Shiftoperatoren E; : RN (T,) - RN(T,—1)
definiert als

(E]-c> = Cate. ael, 4.
a ]

Mit diesem Lemma beweisen wir dann die folgenden Formeln fiir die ach-
senparallelen und baryzentrischen Richtungsableitungen von Bézierfldchen.

Satz 4.18 Secien vy, ..., Yy achsenparallele Richtungen, d.h.

yi=€]’i—€ki, i=1,...,m.
Dann ist
n!
Dy, ---Dy,Bc = (n—m)! Z (Eh - Ekl) T (E]'m - Ekm)ca B, (4.23)
) a€ly—m

Beweis: Es gentigt, den Fall m = 1 zu betrachten, der Rest folgt induktiv. Nun
ist nach Lemma 4.16

Dej—eanC = Z CaDe]-—ekBa = Z Ca|05| (Ba—ej - Ba—ek)

ael’y, aely,
= n Z (Ca+ej - Ca+ek) By, =mn Z (E] - Ek) ¢, B,.
ael, 1 ael, 1
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Satz 4.19 Sei y € R*! eine baryzentrische Richtung. Dann ist, fiirk > 1,

2, ), Casp Bal) By(y) (424)

ael, g ﬁel’k

k _
DBc —k)'

Bemerkung 4.20 Die Notation By(y) ist ein leichter Miflbrauch und steht lediglich

fiir
=)

Beweis von Satz 4.19: Induktion {iber k. Im Fall k = 1 ergibt sich mit (4.21)

d
an Zy] a-e; =1 Z Zyjca+ejBa

D,B.,c =
ael’y, ael,1 j=0
= n ) Zw BBy ()
ael, 1 ﬁel"l

fiir k > 1 ergeben die Induktionshypothese und (4.10)

_ n!
DB,c = D, DS'B,c=D, T Y. Y o BaO)By(y)
" €l Pl

= (n+'+1)' Z ZCa+ﬁBﬁy) fe] Zy]ae,

a€ly_yi1 Bel
=n-— k+1

B (n’i!k)! Y. ) Zn:yfca+ﬁ+€f Be(y)Ba()

ael,_x ﬁeFk 1 ]_O

R0 i!k)l Z ZC‘”ﬁB ()Z%Bﬁ )

ael"n k ﬁel"k
n!
= T D DG BaOBw):
ael, i pel’
O
Kombinieren wir (4.24) mit (4.11), dann ergibt sich die folgende Beziehung.
Korollar 4.21 Sei y € R*! eine baryzentrische Richtung. Dann ist, fiirk > 1,
k __n n—k
DanC(X) = m Z Cﬁ (X) B[i(y)/ x €A. (425)

' ‘BEFk

Insbesondere gilt:
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1. Die Zwischenergebnisse des Algorithmus von de Casteljau liefern die entspre-
chenden Ableitungen “frei Haus” mit:

d
D,B,c(x) = n Z (), xeA (4.26)
=0

2. Die Ableitungen an den Ecken von ¥ werden durch die entsprechenden Kontroll-
punkte an den Ecken bestimmt:

n! .
D];Bnc(vj) = m ﬁZr‘ C(n—kye;+p Bﬁ(y), 1= 0,...,d. (4.27)
€l

3. Die Tangentialebenen an den Ecken v; werden erzeugt von
(Ek - E]) C(n—l)ej = c(n—l)e/-+ek - cne// k= 0,..., d/ k + j/

j=0,...,d.

Abbildung 4.2: Bestimmung einer Richtungsableitung aus den Zwischen-
punkten des Algorithmus von de Casteljau.

Bemerkung 4.22 (Kontrollpunkte und Ableitungen) 1. Die Richtungsableitun-
gen in Satz 4.18 iibernehmen die Rolle der partiellen Ableitungen und sind durch
entsprechende Differenzen der Kontrollpunkte definiert.
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Abbildung 4.3: Ableitungen und Kontrollpunkte in einer und in zwei Va-
riablen. Die Tangentialebene im Eckpunkt wird durch die Differenz der
Kontrollpunkte festgelegt.

2. In seinem Buch [4] fiihrt Bézier die Bézierkurven sogar genau auf diese Art ein:
Werte und Ableitungen an den Enden des Intervalls sollen durch Differenzen der
Kontrollpunkte definiert sein.

Ubung 4.5 Zeigen Sie: es gibt genau ein quadratisches Polynom, das an den
Eckenv;, j=0,...,d, vorgegebene Werte und Tangentialebenen besitzt. &
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Nur selten treffen mathematisches
Konnen und leicht fafliche
Darstellung zusammen

Egmont Colerus

Blossoming

Das sogenannte “Blossoming Principle”, oder auch der Ubergang zu “polaren
Formen”, wird spiter ein wesentliches Hilfsmittel zum Verstdndnis der univa-
riaten B-Splines und zur Konstruktion multivariater B-Splines sein.

5.1 Blossoming via de Casteljau

Im Algorithmus von de Casteljau, Algorithmus 4.6, haben wir, um eine verniin{-
tige polynomiale Kurve zu bekommen, in jedem Iterationsschritt die baryzen-
trischen Koordinaten desselben Punktes x verwendet. Erlauben wir uns jetzt den
Spafs, in jedem Schritt einen anderen Punkt zu verwenden, so kommen wir zu
allgemeineren Abbildungen, die sich aber als extrem hilfreich erweisen werden.

Algorithmus 5.1 (Modifizierter de Castejau)
Gegeben: c € RN () und xy,...,x, € R,

1. Setze &8() = co, ¢ €T,

2. Fiirk=1,...,nsetze

d
¢ (xr, ..o, x0) = Z uj(uld) ey, (e 1),  a€le (B
=0

3. Setze Pc(x1,...,%,) = ¢j (X1,...,Xp).
Als erstes ein paar Eigenschaften der Funktion P, : (]Rd)n — RN,

Proposition 5.2 Die Funktion P, ist eine symmetrische multiaffine Form mit
Diagonale B¢, d.h.,
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1. (Symmetrie) ist o eine Permutation von {1,...,n}, dann gilt
Pc (xa(l)/ ey xa(n)) = Pc (Xl, R xn) (52)

2. (Affinitit in jeder Koordinate) sind yy,..., yx in allgemeiner Position und ist
xj €N = [yo,..., y] fiirein j € {1,...,n}, dann gilt

d
P.(x1,...,x,) = Zuk x]|A xl, . ,xj_l,yk,xj+1...,xn). (5.3)
k=0

3. (Diagonale) fiir x € A
P.(x,...,x) = B,c(x) (5.4)

Beweis: Da die Menge aller Permutationen von {1, ..., d} durch die Permutatio-
nen erzeugt wird, die zwei aufeinanderfolgende Elemente vertauschen, geniigt
es, fiir j=1,...,n -1 zu zeigen, daf3
PC (X1, ce ,xn) = PC (xl, RN ,x]-_l,xj+1,x]-,x]-+2, .. .,xn) (55)
Nach (5.1) ist (5.5) bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dafs
j+1 i+1
C(]; (xl,...,xj_l,xj,xm) = Cl]; (xl,...,xj_l,xj+1,xj), ozel"n_j_l. (56)

Zu diesem Zweck wenden wir (5.1) zweimal an und erhalten
j+1
Cy xll---lxj—lllexj+l

U (x]+1|A) Core, (xl, e ,xj_l,xj)

11

und damit (5.6) und (5.5).
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Die beiden anderen Eigenschaften folgen unmittelbar: (5.3) ist eine Konsequenz
aus der Tatsache, dafy baryzentrische Koordinaten affine Polynome sind (Be-
merkung 4.3) und (5.4) ist wahr, da fiir x; = --- = x, = x Algorithmus 5.1 zum
Algorithmus von de Casteljau mutiert — und der berechnet ja bekanntlich B,,¢(x).
O

Bemerkung 5.3 Multiaffine Formen sind nicht unbedingt ein neues oder gar abwegi-
ges Konzept: wir kennen ja auch eine (eigentlich “die”) alternierende Multilinearform,
nimlich die Determinante einer Matrix.

Satz 5.4 (Blossoming Principle) Zu jedem vektorwertigen Polynom p € I1Y gibt es

genau eine symmetrische n—affine Form (Blossom) P : (le)n — RN und umgekehrt,
so dafs
p(x)=P(x,...,x), x e RY. (5.7)

Bemerkung 5.5 Die multiaffine Form P aus Satz 5.4 bezeichnet man auch als polare
Form von p und (5.7) als Polarisationsformel. So gesehen hat Ramshaw in [57] dieses
Konzept auch nicht wirklich neu entdeckt, sodern bestenfalls wiederentdeckt. Das tut
allerdings der Tatsache keinen Abbruch, daf3 die Anwendung auf Splinekurven und
spiter auch -flichen etwas neues war!

Beweis von Satz 5.4: Mit Proposition 5.2 ist der Beweis denkbar einfach. Sei
also p € ITY, dann schreiben wir p in seiner Bézierdarstellung als

p = Buc(p) = Z ¢, (p) Ba, ¢, (p) € RN, a T,

ael’y,

und Proposition 5.2 zeigt, dafs das so definierte P, eine symmetrische n-affine
Form ist.

Umgekehrt sei ¥ Kantenmenge eines nichtentarteten Simplex A ¢ R und P
eine beliebige n—affine Form. Dann ist'®

P(x,...,x)= ZP(UO,...,vo,...,vd,...,vd) B., (5.8)
R,—/ N——
24 ay

ael’y,

was wir durch Induktion {iber n beweisen werden. Klar ist aber, daf’ (5.8) zeigt,
dafs P(x,...,x) ein Polynom vom Grad 7 ist. Machen wir uns also an (5.8). Im
Falle n = 0 ist P() konstant, genauso wie die Polynome vom Grad 0. Sei also (5.8)
fiir ein n > 0 bewiesen und sei P eine (n + 1)-affine Form. Dann ist

d
P(x,...,x) = Z uj(x|A) P(vj, x,...,x) (5.9)
~—— =0 ~——
n+1 n

19%8Dje Zahlen unter den Klammern geben an, wie oft das jeweilige Argument wiederholt wird.
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und die Funktionen P; := (Uj, ) sind n—affine Formen, j = 0,...,d. Nach der
Induktionsannahme gilt also

ZP](UO,.., ,00)Ba,  j=0,...,d,

\—'\/-"’-/ %/—/
ag aq

a€el’y,

und setzt man das in (5.9) ein, so erhidlt man mit Hilfe der Rekursionsformel aus
Lemma 4.10

d
P(x,...,x) = Y uj(xlA) Y Pivy,..., 00,0, 04) Ba
— _ \-—\z—'—-/ —
j=0 ael’y,
n+1 ag ay
d
= Zu] (X|A)ZP(U],UQ, » 0o, /Udl"'lvd) Ba
=0 aeT, —
o ag

Il
i,
~
<
S
S

d
7 Odyevy Ud) Z uj (.X|A) Ba—ej
— =

0y -
aely 1
ap ag
= E P(vy,...,00,...,04,...,04)By,
ael’ ~ Y
n+1
ag aq

und damit ist (5.8) bewiesen.

Bleibt noch die Eindeutigkeit, doch auch hier hilft uns (5.8). Zuerst ist einmal
klar, dafs (5.7) jeder n—affinen Form genau ein Polynom zuweist. Seien umgekehrt
P, Q zwei n—affine Formen, so daf3

p(x)=P(x,...,x) =Q(x,...,x), x € R%
Nach (5.8) und wegen der Eindeutigkeit der Bézier-Darstellung ist dann aber

P(vy,...,00,.-.,04,-..,03) = Q@o, ..., V0, -, 0d,-..,0a), ael,,

und damit P = Q. O
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Definition 5.6 Es seien vy,...,v; € R Wir fassen diese Punkte zu einem Vektor
v= (vj :j=0,.. .,d) zusammen und verwenden die (multiplikative) Kurzschreibweise

o

v* =0

dd
0 =

...’Ud

09,---,00,---,04,...,04.
— —
ap 27 ]

Die Identitat (5.8), die wir im Beweis von Satz 5.4 verwendet haben, liefert
uns auch eine schone Formel fiir die Bézierdarstellung von Polynomen.

Korollar 5.7 Sei V' = {vy,...,vs} Eckenmenge eines nichtentarteten Simplex in RY,
pelllund P: (le) — RN die zugehirige multiaffine Form. Dann gilt

p(x) = Z P(@")B,(x), xeR". (5.10)

a€el’y,

5.2 Blossoming und Subdivision

Als néchstes sehen wir, dafs der Algorithmus von de Casteljau als ein weite-
res “Abfallprodukt” die Einschrankungen von Bézierflachen auf Subsimplizes
berechnet.

Proposition 5.8 Zu ¢ € RN (T, sei P die Polarform von p = B,c. Dann haben, fiir
x € A, die Zwischenpunkte des Algorithmus von de Casteljau die Form

@ =P(*of), pel, (5.11)
Beweis: Induktion tiiber k. Fiir k = 0 haben wir, wegen (5.10),
cg(x) = ¢ :P<vﬁ), Ber,,

also (5.11). Fiir k > 0 verwenden wir (4.8) und die Induktionshypothese und
erhalten (8 € I', )

d d
c'é(x) = Zuj (x|A) ckjrij(x) = Z u; (x|A) P(vj, xk‘l,vﬁ)

j=0 j=0

d
P Z uj (x|A) vj, xkl,vﬁ] = P(x, xk_l,vﬁ) = P(xk, vﬁ).
=0
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Definition 5.9 (Subsimplizes und Einschrinkung)

1. Sei Q Cc RY. Eine (endliche oder unendliche) Familie {A; C Q : i € I} von Simpli-
zes heifit simpliziale Zerlegung von () wenn

Q= U A;
i€l
und der Schnitt zweier Simplizes A;, Ay, 1,1’ € I, entweder die leere Menge oder
eine gemeinsame k-dimensionale Seite, 0 < k < d, der Form

k u]-v;:zk“u]-v?, ues,
j=0 j=0
ist, wobei v? und v; jeweils zur Eckenmenge der Simplizes A; und Ay gehoren.
2. Fiir x € A seien
K =xu (P \ o) und A =%, j=0,....d, (512)
die Komponente der simplizialen Zerlegung mit Mittelpunkt x.

3. Fiir x € Aist die Einschrankung einer Bézierfliche B,,c auf eines der Subsimpli-
zes Aj, j=0,...,d, geschrieben als B,c|, , das Resultat von Algorithmus 4.6 mit
A = A; auf passende Kontrollpunkte c; € R (I'y).

Ubung 5.1 Zeigen Sie, da8 die Simplizes aus (5.12) wirklich eine simpliziale
Zerlegung definieren. ¢

Korollar 510 Zux € Aund j=0,...,d setze
Cja = Czj—a]-e]-(x)l a el

Dann gilt
BnC|Aj(x) = Ban. (513)

Beweis: Sei P die Polarform zu B,,c. Nach (5.10) haben die Kontrollpunkte von
Bicla, die Form

Cia = P(USO,-.. 0 x4y

. — Ve aj
7 j—l 7 4 j+l 7. '/vad) = P(xajlva 0(]6]) =c ! (x)

d a—ajej

O

Bemerkung 5.11 Durch einmalige Ausfiihrung des Algorithmus von de Casteljau
konnen alle Kontrollpunkte der Einschrinkungen auf A (x) simultan bestimmt werden.
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vl v2

Abbildung 5.1: Die (kanonische) simpliziale Zerlegung aus (5.12) fiir d = 2.
Die Subsimplizes sind jeweils die der entsprechenden Ecke gegentiberlie-
genden Dreiecke.

5.3 Blossoming und Ableitungen

In diesem Abschnitt werden wir eine wichtige Formel fiir die Ableitungen eines
Polynoms herleiten, die auf der Polarform basiert.

Satz 5.12 Sei y € R? und p € T1\. Dann ist, fiir k > 0 und x € R?,

k
o) = — _1yi(K\p (i j
Dip() = -, ;‘( 1) (],)P (27, (e + )). (5.14)
Fiir baryzentrische Richtungen y € R gilt entsprechend
Dfp(x) = i Zk"(—l)k—f k P(x”—f (x+ yTV)j) (5.15)
G T N V7 A S | |
Korollar 5.13 Seid =1 und p € I1Y. Dann ist, fiirk > Ound x € R,
*) oy k[ n—j '
P = Y (-1 ], P(x", (x +1))). (5.16)
I &

Beweis von Satz 5.12: Wegen (4.20) sind die beiden Darstellungen (5.14) und
(5.15) aquivalent, weswegen es geniigt, (5.14) zu beweisen.
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® O L e O L

Abbildung 5.2: Die Kontrollpunkte der beiden Teilkurven iiber den Algo-
rithmus von de Casteljau.

Der Trick besteht darin, die Bézierdarstellung beztiglich eines geeigneten Sim-
plex [#'] zu wiahlen, wobei wir

Wy = X, w=x+y

setzen und wy, ..., w,; so wihlen, dafl [#'] nichtdegeneriert ist. Sei ¢ € RN ()
das Kontrollpolygon zur Bézierdarstellung von p. Dann ist, unter Verwendung
von Satz 4.18, der Endpunkt-Interpolation und Korollar 5.7

n!

Dyp() = Diyy_up(x) = D¢ e Buc (wo) = (n—k)! (E1 — Eo) Ciries
k
n! (K
- (n— k)! Z(_l)k ! ] C(n—k)eog+(k—j)eo+jer

j=0

k
n! »
B MZH)’” - |Ce-eo+jen
=0

n! £ .
= -k Z(_l)k ]
j=0

-~

P (x”‘f, (x+ y)j) .

—~— X



5.3 Blossoming und Ableitungen 105

Abbildung 5.3: Der Algorithmus von de Casteljau zur Bestimmung der
Einschrankung auf ein Subsimplex entsprechend (5.13).

Bemerkung 5.14 Den Fall k = 1 kann man auch direkt iiber die Multiaffinitit zeigen.
Dazu schreiben wir, fiir h > 0, den Punkt x + hy “baryzentrisch” als

x+hy=Q1-h)x+h(x+y).
Also ist
p(x+hy) = P((x+hy)"):P((l—h)x+h(x+y),(x+hy)"‘1)
= (1-h) P(x, (x + hy)”‘l) +h P(x +y,(x+ hy)”‘l)

M-

1]
o

P(x, (x + y), (x + hy)"™) (I;)hf A-w7,  k=1,...,n,
]

=

= P (x”‘f, (x+y)y ) (n_)hf (1-hy"/
= J
und

n

p(x+hy)—p(x) = Z (P (x”_j, (x + y)f) o (x”)) (?)h] 1-h".

j=0
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Der Summand mit j = 0 hat aber den Wert Null und damit ist

. plx+hy)—p)
Dt = fim =

= lim 2 (P(x", (x + y)) - P(x") (’;)hﬂ (1-h)y"/

= lim(1 - W' (P (7 (e +y) - P(") + O (h)
n (P (x”'l, (x + y)) - P(x”)).

5.4 Blossoming und glattes Aneinanderkleben

Die wesentliche Anwendung des “Blossoming Principle” fiir die Splines besteht
darin, dafs polare Formen es ermdoglichen, Aussagen zu machen, wann zwei
polynomiale Fldchen glatt aneinanderstofien.

Definition 5.15 Zu f : R? — RN ist die (baryzentrische) n—te Ableitung im Punkt
x € A definiert als die symmetrische Multilinearform

d
D'f)[y1,...,yul = Dy, ---Dyf,  y; € R™, Z yix = 0. (5.17)
k=0

Lemma 5.16 (Ableitungen)

1. Die Diagonale der Multilinearform D" f hat die Form

an
D@ = Y 2L ) By, 5.18)

ael’y,

2. Gilt fiir f,g € C"(R?) und x € R

d
D'f(x)[y']=D"g)[y"], yeR™, Z yj =0,

=0

dann auch S S
af B ag
aua (x) - aua (X), |(X| S n.
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Beweis: (5.18) folgt mit der tiblichen Induktion aus (5.17), da

d k+1 k+1
Dk+1f(‘) [yk+1] = Zy Z Jutre; Ba(y) = Z d Z]/] @ ef(y)
=0  acl} €l
_ ] k+1f
€l 81/!"‘

und 2) ergibt sich sofort aus 1) und der linearen Unabhéngigkeit der Basispoly-
nome. O

Definition 5.17
1. Zu Punkten wy, ..., w, € R, m < d, in allgemeiner Lage schreiben wir
Ay =[w;:j=0,...,m|cR
fiir das zugehorige m—Simplex und setzen w = (W, . .., Wy,).

2. Zwei Funktionen f,g € C" (A) haben einen glatten Ubergang der Ordnung n
in Ay, falls
D'f(x) = D*g(x),  k=0,...,n, x€Ay. (5.19)

Bemerkung 5.18 Die Identitiit in (5.19) ist als (globale) Identitit von Multilinearfor-
men zu verstehen.

Satz 5.19 (Blossoming und glatte Uberginge) Seien p,q € T1Y und P, Q die zu-
gehorigen polaren Formen. AufSerdem sei % die Eckenmenge des m—Simplex Ay . Dann
sind dquivalent:

1. p und q haben einen glatten Ubergang der Ordnung k in Ay .
2. fiirallety, ..., t € RY gilt
Pty,... t,w®)=Q(t,..., t,w"), a e NI lal=n—-k  (5.20)

Fiir unsere Splines werden wir die folgende einfache Form von Satz 5.19 brau-
chen.

Korollar 5.20 Seid =1, p,q, P, Q wie in Satz 5.19 und w € R. Dann haben p und q
genau dann einen glatten Ubergang der Ordnung k in w wenn

P(t,.. b0 ™) =Q(h,... tew'™),  h,.. heR (5.21)
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Beweis von Satz 5.19: Nach Lemma 5.16 ist (5.19) dquivalent zu
d
Dfw|y]=Dis@[y],  j=0...kyeR", Y y=0 (522
=0
2 = 1: wegen (5.15) ist

' ]

Djp(x) []/]] = D;p(x) = ﬁ ;(_1)1—5(£)P (x”—s’ (x + yTV)S)
! / i—s ' n=j .j— ’
= G Ve )
j .
_ (nnf'])v Y ) Y Belan) P, 20 (x4 y7V))
- a€lyj
j .
_ (nnf'])v Y] Y Ba@lan) @t w7 (x +yTV))
— a€ly,j

= Djq(x) = Dig()[y].

1= 2: wir schreiben p und g in ihrer Bézierdarstellung alsp = B,c, und g = B,.c,.
Nach Korollar 4.21, insbesondere Gleichung (4.25), wird aus (5.22) die Beziehung

Z ¢ ()Bs(y) = D} Bucy(x) = D} Bucy(x) = ﬁ Z ¢ (X)Bs(y),

n!
N
(n ])' BeT; Ber;

(5.23)
die fiiralle j = 0,...,k, y € R, yo+- -+ y; = 0und x € Ay gelten muf. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit der Basispolynome ergibt sich also

CZ,_ﬁ](x) = CZ,;](JC), BeT,;, j=0,...,k (5.24)
Nach Proposition 5.8 heifit dies, daf3

CZ,;%j(x) = P(x”‘j, vﬂ) = Z B, (x|Ay) P(w"‘,vﬁ)
a€ly;
I

czl_ﬁj(x) = Q(x”‘j, vﬁ) = Z B, (x|Ay) Q(w“,vﬁ)

ael",,,j

also
P(w",of) = Q(w*,vf), ael,;,pel;,j=0,..k (5.25)
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Mit Hilfe der Indentitét

d
Z uj, (tlA) -« uj, (tk|A)P(Uj1, .. .,vjk,w“)

1=0 Jk

MQ

P(t,... t,w") =

o

d
L I8) -, () P

MQ

folgt dann (5.20) unmittelbar aus dem Fall j = k in (5.25). O
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Division and multiplication were
discovered. Algebra was invented and
provided in interesting diversion for a
minute or two. And then he felt the
fog of numbers drift away, and looked
up and saw the sparkling, distant
mountains of calculus

T. Pratchett, Men at arms

Bluhende B-Splines

In diesem Abschnitt werden wir nun endlich die bisherigen Kapitel zusammen-
bringen und sehen, wie uns das ,Blossoming Principle” bzw. die Polarformen
beim Verstdandnis der Splines helfen konnen - als niitzlich werden sie sich einmal
beim Beweis der Differenzierbarkeit der Splinekurven erweisen!”, dann aber
vor allem auch beim Beweis der Knoteneinfiige-Formel (2.49), siehe auch (6.15).

Aus betrieblichen Griinden sind in diesem Kapitel die Knotenfolgen noch
von ty, ..., tywns1 indiziert und entsprechend haben wir es dann auch mit
den B-Splines NI, ..., N zu tun. Bis die entsprechenden Anderungen ein-
gearbeitet sind, miissen die Formeln dieses Abschnitts also entsprechend
interpretiert werden.

6.1 Differenzierbarkeit von Splinekurven

In diesem Abschnitt werden wir mit Blossoming—Techniken das folgende Re-
sultat tiber die Differenzierbarkeit von Splinekurven beweisen.

Satz 6.1 Sei T = T,,, eine Knotenfolge und t = ti, tiog <tj=--=tjg <tpyein
Knoten der Vielfachheit k > 1. Dann gilt

me (lT) € Cm_k (t]'_l, t]'+k) , ¢ = O, R (N (61)

1Was natiirlich mit der relativ einfachen Form von polynomialen , Anschlussbedingungen”
zu tun hat.
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Bemerkung 6.2 1. Ist £ in (6.1) so gewihlt, daf$ der Knoten t; nicht zum Triger

von N gehirt, ist also™® £ < joder € > j+m + 1, dann ist N} auf dem “inter-
essanten Intervall” aus (6.1) die Nullfunktion und erfiillt damit trivialerweise
alle Forderungen an die Differenzierbarkeit.

. Den Verlust an Differenzierbarkeit an k—fachen Knoten gegeniiber der maximalen
Differenzierbarkeit m — 1 bezeichnet man als Defekt des Splines an dieser Stelle.

An einem k—fachen Knoten hat der Spline also Defekt k — 1.

Abbildung 6.1: Kubische Splinekurven mit drei doppelten (links) und zwei
dreifachen (rechts) Knoten. Die linke Kurve ist also noch differenzierbar,
die rechte hat sichtbare “Knicke” an den dreifachen Knoten, an denen sie
dafiir interpoliert.

Wir setzen Iy = [ti, tis1), k =0, ..., 1n + m, und bezeichnen!" mit

pi=N/'(ID| €Iy, j=0,...,mk=0,...,n+m,
k

die Einschrankung des B-Splines N’ (-|T) auf das Intervall I;, was natiirlich ein

Polynom vom Grad m ist.

10 AuBer im Fall m = 0, da spielt die halboffene Definition des Trdgerintervalls eine Rolle.

Es wird jetzt leider etwas indexlastig, aber das ist hier nicht zu vermeinden. Deswegen
merken wir uns, daf8 der erste Index uns immer sagt, welchen Spline wir betrachten und der
zweite, wo, also auf welchem Intervall, wir ihn betrachten. Der Index ,,oben” ist auch nicht so
schlimm, der gibt einfach nur den Grad an - da die B-Spline-Rekursionen ja tiber den Grad
laufen, bleibt uns halt leider nichts anderes tibrig, als den auch noch irgendwohin zu schreiben.
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Lemma 6.3 Die polaren Formen P}”k zZU p;ﬁk, j=0,...,n,k=0,...,n+m, bestimmen
sich iiber die Rekursionsformel

P ?,k() = Oj, (6.2)
uy (xlA!) P (xa, 1)
+1lg (xllAl )Pé.jrlllk (x1,...,%-1), I=1,...,m. (6.3)

j+1

Pl (..., x)

Beweis: Zuerst halten wir fest, dafs im Fall x; = - - - = x,, = x die Rekursion (6.2)
und (6.3) gerade die B-Spline-Rekursion (2.2) und (2.3) liefert, d.h. P;’fk (x™) =
p’]?jk(x). Auch die Multiaffinitat von P’]?jk ist wieder klar wegen der Affinitdt der
baryzentrischen Koordinaten. Was bleibt, ist die Symmetrie. Hierzu verwenden
wir (6.3) zweimal und erhalten

P;,k (xll s le)

— l l_
Uy xl|Al‘ pl'kl (x1, ..., X121) + U xi|A P‘+11k(x1,...,xl_1)
] ]/ ] Jt+1,
= (xilA) un (x4]ATY) P2 (xa, - x1)
+uy (A} g (i1 [T P2 (e, 1)

j+1) g+,
+uo (2] AL ) uq (x4 )AL ) P2 (x X1_2)
0\ j+1 1\A-1 j+1 j+1k 17 A2

1 -1 -2
+Uy (XllA]-+1> Ug (xl_1|A]-+2) Pj+2,k (Xl, . ,Xl_g) .

Nun sind aber

(x; - tj) (xl_l - tj)
(1= ) (e = 1)

(tj+l+1 - xz) (tj+l+1 - xl—l)

(tj+l+1 - tj+1) (tj+l+1 - tj+2)’

U (leAﬂ-) Uy (xz_llAﬁ-‘l) =

und

o (AL, ) o (xia1AL)) =
sowie
g (AT 1o (il ALY + g (il AL )y (310141
(xl - tj) (tj+l - Xz—l) . (tj+l+1 - xl) (xl—l - fj+1)
(tj+l - tj) (tj+l - tj+1) (tj+l+1 - t]’+1) (tj+l - tj+1>
(t]'+z+1 - t/+1) (xl - tj) (f]’+1 - xl—l) + (t]’+1 - tj) (t]’+1+1 - xl) (xl—l - tj+1)
(tj+l - tj) (tj+l - tj+1) (tj+l+1 - tj+1>
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tivi (tj+l+l - tj+1) + ti (tj+l - tj)
(f]‘+z - tj) (f]‘+z - tj+1) (tj+z+1 - tj+1)
t; (tj+l+1 - tj+l) + tivi (fj+l - tj)
(fj+l - tj) (fj+l - tj+1) (tj+l+1 - tj+1)
Fivirr — Ejs1 + o — £
_(fj+l - tj) (fj+l - tj+1) (tj+l+1 - tj+1)
(fj+1+1 - fj+1) titjv + (fj+1 - tj) tiviratj
) (tj+l - tj) (tj+l - tj+1) (tj+l+1 - tj+1)
(tj+l+1tj+l - tj+1tj) (x;+ x121) — (tj+l+1 — b1+t — tj) X X1
(tj+l - tj) (tj+l - tj+1) (tj+l+1 - tj+1)
(fj+1+1 - fj+1) titjv + (tj+l - t]‘) Eivirats
(tj+l - fj) (tj+l - fj+1) (fj+l+1 - fj+1)

symmetrisch in x; und x;_4, also auch P; ‘ (x1,...,x). Die tibrige Argumentation
ist wie im Beweis von Proposition 5.2. O

X]

X1-1

X1 Xj-1

Bemerkung 6.4 Wir werden sehen, daf$ Lemma 6.3 das “Herzstiick” der weiteren Re-
sultate darstellt. Zugegeben, der Beweis von Lemma 6.3 ist etwas linglich''?, aber nur,
weil die Dinge im Detail ausgerechnet wurden; der Beweis an sich ist absolut elementar
und besteht nur aus einfachem Nachrechnen der Tatsache, daf die Rekursionsformel
(6.3) tatsiichlich symmetrische multiaffine Formen liefert. Und das ist eine echte Ver-
einfachung gegeniiber den “klassischen” Beweisen zu Splines mit mehrfachen Knoten,
siehe z.B. [9].

Nun gilt die folgende Beziehung zwischen den Polarformen und den Knoten:
Lemma 6.5 Fiir | =0,...,m, j=0,...,n,k=1,...,ngilt
P;,k (t7+1,...,t7+l) = 6er Y:k—l,...,k. (64)

Korollar 6.6 Sei T = T,,, eine Knotenfolge und N,, rd eine dazugehorige Splinekurve.
Firk=m,...,nseip, = Nm,Tde und Py die zugehorige polare Form. Dann gilt die
Dualitdtsbeziehung

dy = Pj(tre1, - s tiem) k=j-m,...,j,j=m,...,n, (6.5)

112 Aber irgendwann und irgendwo muf} man ja mal “etwas tun”
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Korollar 6.7 Fiir p € I1,, mit zugehoriger Polarform P gilt

p=Y Pty tew) NJ' (IT). 6.6)

Beweis von Lemma 6.5: Induktion tiber/ = 0,...,m, wobei der Fall l = 0 gerade
(6.2) ist. Fiir I > 0 wahlen wir zuerstr > k—1[,alsoauchr >k—-1+1=k—- (I -1).
Dann ist nach (6.3) und der Induktionsannahme

Pé',k (tr+1/ ceey tr+l)
=y (tulA]) PR AL, )P
= U r+l| i i (tr+1/ e tr+l—1) + Up r+l| j+1) 5 1k (tr+1/ R tr+l—1)

( r+l|A )6]r + MO( r+l|A]+1) Ly = U ( r+l|Ar) 6jr + Ug (tr+l|A£) 6j+1,r
—————— —————
=1 =0

= 0.
Jr
Fiir r = k — I nutzen wir zusitzlich die Symmetrie der Polarform und erhalten
p;,k (tT+1I sy tr+l) = p?’/k (t7’+2/ oo bl t7’+1)
= U tr+1|A§‘) P;—kl (tr+2/ cee tr+l) + Up ( r+1|A]+1> P?.,_ll k (tr+2/ ceey tr+l)

(
= (fr+1|Al‘) Ojre1 + uo( r+1|A]+1) j+1,r+1
(t

= U r+1|Ar+1) jr+1 + uO( r+1|Ar+1) = 6]7'
~— ~———
=0 =1

O

Beweis von Korollar 6.6: Sei I, # (0. Dann ist fiir x € I; nach der Definition von
p, und P

k k
p(x) = Ny rd(x) = Z AN (T) = Z dip(v).

j:k—m j:k—m
Nun bringen wir beide Seiten zum Bliihen (“blossoming”), indem wir zu den
Polarformen iibergehen, und erhalten

P (xq,...,x,) = Z deTk (xX1,..., %), X1,..., %, €ER, (6.7)
j=k—m

und setzt man in (6.7) x; = tj;;, [ = 1,...,m, fiirein j € {k —m, ..., k}, dann liefert
(6.4)

Py (tj+1/ . ]+m Z d P ]+1/ . ]+m) = dk- (68)

j=k-m

:5]-k
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O

Beweis von Satz 6.1: Sei t; < tj1 = --- = tj < tjuqe1, €s sei also tj ein

k—facher Knoten. Auf den beiden nichttrivialen Intervallen I; = (t]-, t]-+1) und

k

Iiy = (t]-+k, t]-+k+1) betrachten wir, fiir [ = 0,...,n die Polarformen Pi"j und PZ,]. ”

gemdfs (6.3). Mit (6.4) ergibt sich, fiir t = t;,;

k (k) _ pk _ <. _ pk _ pk k
P, (t ) = P}, (tj+1, o ,tj+k) =6 =P} ., (th, . .,tj+k) =P, (t )
Nach der Rekursionsformel (6.3) ist dann
P}’j]. (tk, X1,... ,xm_k) = PZ;Jrk (tk, X1,... ,xm_k), X1, Xm-k € R,
und damit, nach Satz 5.19,
pgf]?(t) = p§;?+k(t), r=0,...,m—k,

also ist NJ" (|T) an der Stelle t = t;,; differenzierbar von der Ordnung m —k. O

6.2 Der Satz von Curry—Schoenberg

Wir werden jetzt, Blossoming sei Dank, zeigen, dafs die B-Splines eine Basis
eines entsprechenden Splineraums bilden.

Definition 6.8 Sei T = T,,, eine Knotenfolge. Der Splineraum S,,(T) besteht aus
allen Funktionen s mit der Eigenschaft

3|(tj,tj+1) eIl,, j=m,...,n,

die an den Knoten t;, j = 0,...,n+m+1, zudem m — k; mal stetig differenzierbar sind,
wobei k;j die Vielfachheit des Knotens t; bezeichnet.

Satz 6.9 (Curry-Schoenberg) Sei T = T,,, eine Knotenfolge. Dann sind die B—
Splines N;” (IT), j=0,...,n, eine Basis des Splineraums S,,(T).

Korollar 6.10 (B-Spline-Darstellung) Jede Splinekurve s € $,, (T) besitzt eine ein-
deutige B-Spline-Darstellung

s=Nyrd = deNf(-lT).
k=0
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Beweis von Satz 6.9: Nach Satz 6.1 ist N;." (IT) € 5,,(T), j=0,...,n,also ist auch

Nusd =Y diN" (IT) € $,,(T).

j=0

Sei umgekehrt f € 5,,(T), sowie f; = f |1- und F; die zugehorige polare Form,
]

j=0,...,n+m.Nach Korollar 6.6 konnen wir die Koeffizienten ganz gut raten,
wir setzen namlich

dk(f):Pj(fk+1,...,tk+m), k:j—m,...,j, j:m,...,n. (69)

Aber: fiir jeden der Koeffizienten sind auf diese Art mehrere Definitionsgleichun-
gen
dk(f)ZFj(tk+1,...,tk+m), j:k,...,k+m, (610)

vorhanden, damit di(f) wohldefiniert ist, mufs also

Fi (tesrs oo tiem) = Fiy (bsrs oo biem) = - = Fjy (e, - -+ tiem) (6.11)

sein, wobei
(rooodd={jck<j<k+m I;#0},

denn die anderen F; machen ja keinen Sinn. Fiir die Giiltigkeit von (6.11) sorgt
die Differenzierbarkeit von f in Verbindung mit Satz 5.19: ist ndmlich ¢, €
{tes1, - - -, teem) €in Knoten der Vielfachheit k, (d.h. t,.; < t, = -+ = t,6-1 < k),
der in dieser Liste auch mit seiner vollen Vielfachheit wiederholt wird, so stof3en
fr-1 und fy4,—1 dort m — k, mal stetig differenzierbar aneinander und deswegen
ist

k k
F?’—l (tryl X1/e04y xm—k,) = F1’+k,—1 (tyr/ X1,--. /xm—k,) ’ X17 oo s Xm—k, € R.

Auf der anderen Seite kommt aber ¢, ja eben k,—mal in der Folge tii1,. .., tiem
vor. Wiirde andererseits ein Knoten t, nicht in voller Vielfachheit in der Menge

{tee1, - - tiem) (beispielsweise wenn t, = tiiy, = trims1), dann spielt F, auch keine
Rolle bei der Definition der Koeffizienten, da I, nur als ein triviales Intervall
auftritt.

Bleibt noch die lineare Unabhéngigkeit der B-Splines. Seien also dy, . .., d, Ko-
effizienten, so dafs N, 7d = 0 und sei p; die Einschrdnkung von N,, rd auf das
nichttriviale Intervall I; mit Polarform P;. Dann ist aber p; = 0, also auch P; = 0
und damit auch

dk:Pj(tk+l/--'/tk+m):0/ k:j_m/--~/j-
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Da alle Knoten hochstens die Vielfachheit m + 1 haben, liefert dies, daf$ d; = 0,
j = 0, oo n. O

Der Beweis von Satz 6.9 zeigt aber eigentlich noch viel mehr, ndmlich, daf3
die B-Splines lokal linear unabhiingig sind.

Definition 6.11 Eine Familie von Funktionen ¢; € C(IR), j € ], heifit lokal linear
unabhangig, falls fiir jedes offene Intervall I = (a,b) € R die Funktionen

{¢j|l : qbJ'|1 * O}
linear unabhingig sind.

Bemerkung 6.12 (Beispiele) 1. Lokale lineare Unabhiingigkeit ist stirker als li-
neare Unabhingigkeit: die beiden stetigen Funktionen

x <1,

A =1, fz(x)={i sy

sind linear unabhiingig, aber nicht lokal linear unabhiingig: man braucht nur ein
Intervall (a,b) mita <b <1 bzw. 1 < a < b zu nehmen.

2. Polynome sind linear unabhingig und lokal linear unabhiingig: wann immer ein
Polynom auf einer offenen Menge verschwindet, muf es das Nullpolynom sein.

Korollar 6.13 Die B-Splines N (- IT) beziiglich einer Knotenfolge T = T, , sind lokal
linear unabhingig.

Beweis: Sei (2,b) C R ein offenes Intervall und sei (a,b) N I; # O fiir j = jo, ..., j1.
Wenn also N,, rd eine Splinekurve ist, die auf (4, b) verschwindet, dann miissen
die Polarformen P;, j = jo,..., 1, verschwinden, also auch die Koeffizienten

dr, k = jo—m,..., j1. Andererseits sind die auf [tjo, th] von Null verschiedenen
B-Splines aber gerade N”*_ (-|T), .. .,N;?f_l |T). O

Jo—m

6.3 Knoteneinfiigen

Eine heuristische Beobachtung aus den vorhergehenden Beispielen war, daf3
eine Splinekurve in Bereichen, in denen viele Knoten liegen, eine hohe Flexibilitat
besitzt und dort, wo nur wenige Knoten zur Verfiigung stehen, unter eher hoher
“Spannung” steht. Damit kann es aber notwendig werden, fiir eine bestehende
Splinekurve die Knotenmenge zu verfeinern, um eine sehr komplexe Kurve zu
modellieren.
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Definition 6.14 Eine Knotenfolge T* = T, ,» = {ta, R S +1} heift eine Verfeine-
rung von T = Ty, ,, falls T C T".

Nachdem [t;, t;ﬂ) C [tx, tes) flir passendes 0 <k <n+m, j=0,...,n" +mund

weil Polynome ohnehin unendlich oft differenzierbar sind, haben wir natiirlich
TCcT = $,(T) S, (T). (6.12)

Also gibt es fiir alle Kontrollpolygone d = (dj :j=0,... ,n) ein zugehoriges
Kontrollpolygon d” = (d] :j=0,..., n*) so daf3

Nyrd =Y dj NI (IT) = Y d; N (IT") = Ny r-d" (6.13)
=0 j=0

Das Problem ist also: wie berechnet man d* aus d? Natiirlich kann man sich auf
den Fall beschrinken, dafs T* einen Knoten mehr enthilt und dann iterativ die
Knoten einfiigen.

Sei also, flirein j <n +m

tOS"'Stht*SthS"'Stn+m+l

und
tk kZO,...,j,
T*z{tz;kzo,,..,n+m+2}, tz: # k:j+1,
teq k=j+2,...,n+m+2.

(6.14)
Dann gilt der folgende Algorithmus zur Berechnung der Knotenfolge, der Boe-
hm zugeschrieben wird.

Satz 6.15 (Knoteneinfiigen) Sei T* eine Verfeinerung der Knotenfolge T = T,,,
gemifs (6.14). Dann ergibt sich das Kontrollpolygon d” aus (6.13) als

dk k=0,...,j_m,
dy =3 ug (FIAY) dior + s (£1AY) dy k=j-m+1,...,], (6.15)
di_q k=j+1,...,n+1.

Beweis: Wir verwenden wieder (6.5), genauer,

d =Pyt o ty,), k=0...,n+L (6.16)

*7 Tk+m
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o000 (O 0000 [ = o S 2 J@I X X J
Abbildung 6.2: Zwei Besipiele fiir Knoteneinfiigen.

Firk=0,...,j—mistaber sowohl I} = I, also P, = Py, als auch (

tli+1’ s tli+m) =
(tks1, - - -, teem), und damit

d=Py(t b)) = Peltar, . ) =di,  k=0,...,j-m.

*7 Yk+m

Analog ist, flirk > j+ 1, I} = Iy_1, Pj = Px_; und (t;;rl, ey tli+m) = (b, vy beamet),
also

d;: = PZ(t;+1""’tZ+m) =P, (tk/---/tk+m—l) = dk—l/ k:j+1,...,n+1.

In den {iibrigen Fillen stellen wir nun t* als baryzentrische Kombination der
Knoten t; und ., dar, also

£ =g (FIAY) b+ iy (FIAL) b (6.17)
Dann ist

di = Pyt i) = Pe(bo o b E ot b
= ug (FIAY) Pe (bt - b b bjots s bt )
+i (t*|A;”) P, (tk+1, ot b b tk+m_1)
= u (t*lA,’f) Pi(t, ..., bome) +ih (t*lA,’f) P (at, - - ) toam)

=d,_, =dy
= uo (FIAY) diy + un (FIAY) d,
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also gilt (6.15). Allerdings bedarf (6.17) noch einer etwas genaueren Betrachtung.
Dafiir halten wir fest, dafs

j
m A,T = [tj—m+1/ t]'+1] N---N [t]', t]'+m] = [t]', t]'+1] B t*,
k=j-m+1

so daf (6.17) immer wohldefiniert ist, selbst dann, wenn ¢; = t;;; ein Knoten
hoherer Vielfachheit ist. m]

Bemerkung 6.16 (Einfiigen mehrfacher Knoten)

1. Der Algorithmus zum Einfiigen von Knoten kann auch dazu genutzt werden, die
Vielfachheit eines Knotens zu erhiohen.

2. Fiigt man einen m—fachen Knoten t* ein, so erhilt man als einen neuen Kon-
trollpunkt den Wert N, rd (t"). Verfolgt man die Rekursionsformel fiir diesen
Kontrollpunkt, so ergibt sich gerade wieder der Algorithmus von de Boor.

3. Dies konnte man verwenden, um Splines an den Knoten “billiger” auszurechnen:
anstatt den Algorithmus von de Boor laufen zu lassen, erhoht man lediglich die
Vielfachheit des Knotens auf m. Da die Ordnung von Splinekurven aber ohnehin
eher niedrig ist, bringt diese Vorgehensweise eher wenig.
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Let me bring you the good news that
B-Splines and Polyd frequency
functions are now being studied in
higher dimensions

L. ]. Schoenberg, 1979

Simplex-Splines

In diesem Kapitel werden wir uns mit den “elementaren” multivariaten Splines,
ndmlich den sogenannten Simplex-Splines betassen. Sie wurden im wesentlichen
von Micchelli eingefiihrt und untersucht und haben aufierdem eine interessante
Querbeziehung zu polynomialer Interpolation.

7.1 Geometrische Interpretation der B-Splines

Die geometrische Interpretation der B-Splines stammt bereits aus der “Anfangs-
zeit” der Splines und geht auf Curry und Schoenberg zurtick.

Definition 7.1 Die dividierte Differenz einer Funktion f € C(IR) beziiglich der
disjunkten Knoten xy, ..., x,, in Zeichen [xy, ..., x,] f ist induktiv definiert als

[x0] f f (xo) (7.1)

[x0, ..., Xne1] f LAY xn]x]; : )[:q,l. - Xenl f (7.2)

Bemerkung 7.2 Diedividierte Differenz [xy, ..., x,] f ist symmetrisch in den Knoten
Xo, ..., Xn, d.h., ist 0 eine Permutation der Menge {0, ..., n}, dann ist

[xa(O)/ ceey xa(n)] f=1Ix0...,xa]l f
Die Knoten xy), . .., x, definieren eindeutig einen B-Spline der Ordnung n —1:
erweitern wir sie beliebig zu einer Knotenfolge (ohne Einschrankung sei hierbei

XQ<X1<"'<X,Z)

T = {tOI sy tM—l/xO/ X1/ Xny tM+n+1/ ey tN} s (73)
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also
tM+]' = x]-, ] = O,. .., n, (74)

SO setzen wir

1
M ('leI s Ixn) = Y. — (75)

Offenbar ist M (¢|xy, . .., x,) ein Spline mit Trager in [x, ..., x,] (konvexe Hiille).

Proposition 7.3 Fiir n > 1, disjunkte Punkte xo, ..., x, und f € C"[x, ..., x,] gilt

[x0,...,x,] f = —f]l;f(”)(t)M (txo, ..., x,) dt (7.6)

Beweis: Induktion {iber n. Fiir n = 1 und xy < x; gilt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und unter Verwendung der Knotenfolge T

t dt - t X0,X t dt

ff'(t)N?A ({T) dt = (x —xo)ff'(t)M (tlxo, x1) dt,
R R

f(x1) = f (xo)

also (x0) - £ (x1)
[x0/x1]f = M = ff,(t)M (tlJC(),xl) dt.
R

Xo — X1

Nehmen wir also an, (7.6) sei fiir ein n > 1 bewiesen und sei fir (ohne Ein-
schrankung) xp < -+ < X411

T= {tOI"'/tM—lle/'"/xn+1/tM+n+2/"'/tN}/ 0 < M < N-n —2,
wieder die erweiterte Knotenfolge, wobei'® x; = tjj. j = 0,...,n. Dann sind
Ny (IT) N=L ([T)
M('le/---/xn) = M 7 und M('le,...,xn+1) = L
EMan — tm EMan+1 — v

Nun ist, nach (7.2), der Induktionshypothese und unter Verwendung der Ablei-
tungsformel (2.8) fiir B-Splines,

yoesXnl f= 21, 0 X0l f

[Xo,...,x ]f—[xO
Q7+« 7rAn+l xo_xn+1

1 M (th, ... M.t
= m(ff(”)(t) (tlxo ) ff( (t) (tlxl = ,X 1) dt)

13Nur zur Erinnerung . ..
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1 n
T A — %) fmf D) (M (o, -, %) = Mt - Xer)) dE

— ; ff(n)(t)( NM (tlT) _ NM+1 (t|T) ) At
n! (xo — Xu41) Jr Evan =t EMane1 — B

1 n 1 d n+
- ﬁf 4 )“)md—(NMl("T)) () d

— f f(n+1 Nﬂ+1 (tlT)

1’1 + 1)' xn+1 - xO

= f FUDEHM (Hxo, - - -, Xg1) At
R

(n+ 1)!

O

Es gibt aber noch eine zweite, geometrische, Art, die dividierte Differenz [x, ..., x,] f

einer Funktion f € C®(RR) darzustellen. Dazu sei

Sn:{u:(uo,...,un)E]R”“:uij,Zujzl}

j=0

das n—dimensionale baryzentrische Standardsimplex und wir definieren fiir g €
Ll (Sn)

1 1-4 1-ty ==ty 1

g(u) du —ff f S -ty ==ty ty,... t,) dt,---dt,
S

0 0
f 1du = % (7.7)
Sn *

Die Identitdt (7.7) kommt daher, daf der Wert des Integrals auf der linken
Seite fiir alle n! Vertauschungen der Integrationsvariablen ty, ..., t, derselbe ist
und dafi die Summe {iber alle solchen Vertauschungen das Integral {iber den
Einheitswiirfel [0, 1]" ergibt.

Dann gilt die folgende Darstellung der dividierten Differenz.

wobei

Proposition 7.4 Fiir n > 1, disjunkte Punkte xo, . ..,x, und f € C"(IR) gilt

o, .., x) f= | F (uoxo + -+ + upx,) du = f £ (u - x) du, (7.8)
Sy Sn

wobei x = (xg,...,X,).
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Korollar 7.5 Fiir Knoten xy, ..., x, gilt

ff(t)M(tle,...,xn) dt = n! ff(u-x) du, feClxo, ..., x]. (7.9)
R Su

wobei wieder x = (xo, ..., X,).

Beweis: Fiir disjunkte Knoten folgt dies aus der Kombination von (7.6) und
(7.8), aulerdem sind beide Darstellungen stetige Funktionen der Knoten. m]

Beweis von Proposition 7.4: Induktion tiber n. Fiir n = 1 haben wir

f(x0) = f (x1)

1
f Dy f (k0 + Hx1 = x0)) dlt
0

1
(xo — xl)jo‘ f (1= t)xo + tx1) dt = (xg — x1) L f'(u-x) du.

Fiir den Induktionsschritt machen wir wieder Gebrauch von (7.2) und erhalten
unter Verwendung der Schreibweise u = (u, ..., Uy-1),u € S, undx = (x1, ..., x,)

[xo, .., %] f = X1, Xpa] f

[x0, ..., X1l f =

X0 — Xn+1
_ [x1/-~-1xn1x0]f_[xll---/xn/xn+1]f
X0 — Xn+1
f FO X+ uyxo) — O (0 X+ tyXs1) p
= u
S, X0 — Xpn+1

1
1 —
f f —D”n(xo_xnﬂ)f(n) (u "X+ tu”xo + (1 - t)unxl’l+1) dt dl/l
s, Jo X0~ Xn+1

1
f f U fOD (U X + X+t (X0 — Xp11)) dt du
5, Jo

Un
f f f(n+1) ({/[3(\4_ UpXps1 + HXo — Xp41)) dE du
S, JO
Un
f f FUD (@ X+ (= E)Xpa + txo) dt du
Sn 0

Setzt man nun
t j=0,
Uj= Ujq j:1,...,1’l,
U, —t j=n+1,
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dann ist
Up
f f FD WX+ (uy, — H)x, + txo) dt du = f " (v - x) do,
S, JO St
womit der Induktionsschritt vollstandig ist. O

Korollar 7.5 erlaubt nun die geometrische Interpretation der B-Splines, die,
wie schon gesagt, auf Curry und Schoenberg zuriickgeht. Zu diesem Zweck
nehmen wir an, daf8 nicht gerade xy = x; = --- = x, gilt, beispielsweise indem
Xo # X, ist, was nach einer (irrelevanten) Umordnung der Punkte ja immer
moglich ist, und “liften” die Punkte in den R". Zu diesem Zweck setzen wir

0p = (O,...,O,XO)
01 = (1,...,0,X1)

Op-1 = (01---/11xn—1)
v, = (0,...,0,x,)

Abbildung 7.1: Das “Lifting” der Knoten xo, x1, x2, x3 in den R3

Da die Vektoren
ej+(xj—xo)en j=1,...,n-1
v —Up = (x, — x0) €, j=n
N— e

#0
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linear unabhéngig sind, ist das Simplex [ '] = [vj :j=0,..., n] nichtentartet und
hat das n—dimensionale Volumen

vol,?V = dt = 1

1 ... 1
090 ... 0Oy

Dann gilt die folgende Aussage.

Satz 7.6 Seien xy, . ..,x, nicht alle gleich und sei V" wie oben. Dann ist

vol,_1{vel[¥]:v,=x
M(xlx()/ o /xl’l) = ! {VO]_[ [,;] }

(7.10)

Dabei gilt die Konvention, daf3

volg {v € [¥] : v, = x} = xp (%), x € R

Abbildung 7.2: Geometrische Interpretation der B-Splines: der Wert des
B-Spline an der Stelle “o” ist das Verhéltnis zwischen dem Flacheninhalt
des schraffierten Vierecks und dem Volumen des Simplex.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung T : 5, — R", definiert durch

n T

Z Uivia 251

n j=0

T(u) = Z up; = : =

=0 Up-1

n
oy u-x
X 0
| /=0 ]
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Auflerdem ist T nichts anderes als die Darstellung von [#'] durch baryzentrische

Koordinaten und insbesondere eine Bijektion. Also ist, fiir f € C(IR), nach (7.9)
und Variablentransformation

ff(t)M (txo, ..., x,) dt = n!ff(u-x) du=n! | f(T(u),) du
R Sn

S
1 1=t 1—fj——ty g

- FTA =ty ==ty b, b)) dby---dh
I
0 0 0

1 1-t 1-ty——t,1

- Ofof Of F(T (o ta),) dty---dhy
= fsf(f(tl,...,tn)n) dt, - --dt,

wobei S c R" und T : R" — R” durch

0 1 0 0
. . . . . tl
T(t,...,t)=| - |+ : - 1 : : 7.11
(t ) 0 0 1 0 t. (7.11)
X0 X1 = X0 ... Xpo1—Xo Xn—Xo "
=dT/dt
gegeben ist. AufSerdem ist
1 1 1 1
~ 1 0 0 0 1 0 0
daT : .. : :
det E = 0 1 O = :
X1 — X N Xp1—Xg Xp—X 00 L
1 0 --- n—-1 0 n 0 Xo X Xp1 X
1 ... 1
o ... vy, (7.12)

und damit, firn > 1,

ff(f(tl,...,tn)n) dt,---dt; =

S

1 ... 1"

O ... Uy

f(t,) dty---dt,

T(S)

B vol,.1{ve[¥]:v, =t}
= jﬂ; vol, [7] f(t) dt.
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Im Falle n = 1 (mit dem O—dimensionalen Volumen) haben wir nur eine direkte
Variablentransformation, die uns

fs F(T . ta),) dty---dts = fR V)g[r ][(2] £(b) dt

liefert. Nachdem f beliebig war, folgt aber in beiden Fallen (7.10). m|

Bemerkung 7.7 Das “Lifting” von xo,..., X, zu vy, ..., v, war natiirlich schon sehr
willkiirlich, schliefllich wurden hier einfach die Einheitsvektoren eingefiigt. Sind aber
nun vy, ...,v, € R" irgendwelche Vektoren, so daf§ v;, = x;, dann wird (7.11) zu

0 (2 S Un1
51
T(ty,....ta)=| = |+ :
0 Z)1,11—1 o Un—l,n—l Z711,11—1 ¢
n
X0 X1—Xo ... Xpu—1—Xo Xy —Xo
=dT/dt

und (7.12) gilt wieder. Mit anderen Worten:
Die Darstellung (7.10) ist unabhingig vom gewihlten Lifting.

7.2 Definition und Eigenschaften der Simplex—Splines

Tatsdchlich sind Korollar 7.5 und Satz 7.6 der “Schiissel” zu den multivariaten
Splines, wie Micchelli gezeigt hat.

Definition 7.8 Seien x, ..., x, € R“.
1. Wir schreiben

XQll xn,l
X=[x x]=| ¢ - 1 |eR™™

Xod --- xn,d
sowie, fiir x € RY,
— dxn+1
X—x:=[xg—x--x,—x] € R ,

und
X]={Xu:ues,}

fiir die konvexe Hiille von X. Auflerdem bedeute Y C X, da Y € R, k<n+1,
und Y = [xj1-~-xjk],j1 <jp < <
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2. Der Simplex=Spline M (-|xo, .. ., x,) oder M (|X) ist diejenige Distribution, die

— d
L FOM(EHX) di = fS | f(Xu) du,  feC(RY), (7.13)

erfiillt.

3. Wir schreiben
f= f f= f f (Xu) du (7.14)
[X] [x0,- %] >

fiir das Simplex—Spline—Integral einer Funktion f € C (Rd).

Ubung 7.1 Zeigen Sie, daf die B-Splines M (| X) symmetrisch in X sind, daf also
fiir jeder Permutationsmatrix P € R"*"*1 die Identitét

M(|XP) = M(-| X)
gilt. o

Bemerkung 7.9 Der Vorteil des Ansatzes, Punktmengen als Matrizen zu schreiben,
besteht einerseits in der Tatsache, daf$ wir so die Punkte ordnen kénnen und erlaubt
zudem das mehrfache Auftreten von Punkten. Man konnte aber auch alternativ die Ter-
minologie der “Multisets” (das sind Mengen mit unterscheidbar mehrfachem Auftreten
von Elementen) einfiihren und verwenden.

Proposition 7.10 (Einfache Eigenschaften der Simplex—Splines)  Es sei X €
R>™+1 it voly[X] > 0, x € RY und A € R invertierbar. Dann ist

M(|X = x) = M(- + xX) (7.15)

und
1

MOIAX) = 135 a

M(A™|X) (7.16)

Beweis: Wir bemerken zuerst, dafs

(X—x)u:Xu—Zujx:Xu—x.
=0

Fiir beliebiges f € C (]Rd) ist dann

f fOM(HX —x) dt f((X=x)u) du= f f(Xu—x) du
RY S, s,

f ft—=x)M(tX) dt = f FOM(t +x|X) dt,
R4 R4
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woraus (7.15) folgt. Analog ist

FIOM (HAX) dt F(AXu) du = f FADM (HX) dt
R4 R4

Sn
1

e J S (470

was (7.16) liefert. |

Und wieder kénnen wir auf die Idee des “Lifting” zuriickgreifen: wir neh-
men jetzt an, daf$ die konvexe Hiille [X] ein nichtentartetes d-Simplex enthalt,
also voly[X] > 0. Das heifit, daf 4 + 1 Punkte, dies seien ohne Einschrankung
X0, Xn—d+1, - - - » X, €in nichtentartetes Simplex A = [xg, X441, ..., X,] bilden, und
wir definieren dann v; € IR" als

[ (ox)  je,...n-d
s { (ej,x]j) jefl,...,n-d (7.17)

Dann ergibt sich mit dem identischen Beweis wie in Satz 7.6 (man muf nur auf
die Konstante n! aufpassen) die folgende Darstellung.

Korollar 7.11 Seien x, ..., x, € R? und sei ¥ wie in (7.17). Dann ist

1volg{ve[?]: (Vu-an, ..., 0n) =%}
n! vol, [7] ’

M (x|X) = xeRY, (7.18)

wobei wieder
voly {v € [V]: (vy,...,04) = x} = xp(%), xeRY, (7.19)
Die Darstellung (7.18) sieht nun doch schon wesentlich plausibler aus, als
das eher etwas unglaubwiirdige (7.13) und zeigt insbesondere, dafs es tatsidchlich

eine Funktion gibt, die (7.13) erfiillt. Aus (7.18) folgt auch sofort eine wichtige
Eigenschaft der Simplex-Splines.

Korollar 7.12 Istn > d + 1 und vol, [X] > 0, dann ist M (:|X) € C(]Rd)
Proposition 7.13 Die Distribution f[X] ist nichtnegativ und hat Triger [X]. Also,

M (x]X) { SR - Bg x e R
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Beweis: Ist f > 0, so ist auch f[x] f > 0und ist f|[X] = 0, dann ist auch f[x] f=0,
da[X]={Xu:ues,}. O

Und noch eine weitere ganz unmittelbare Folgerung aus der Volumendarstel-
lung (7.18).

Korollar 7.14 Sei X € R™"*1, Dann ist
M (x|X) > 0, x € [X]°. (7.20)

Das zentrale Resultat in diesem Abschnitt sagt uns, dafs die so definierten
Splines in der Tat stiickweise polynomiale Flichen von bestimmter Glattheit
sind. Dazu brauchen wir noch ein bifichen Terminologie.

Definition 7.15

1. Die Punkt”"menge” X = (xo---x,) € R™"*! befindet sich in allgemeiner Lage,
wenn jede Teilmenge von d + 1 Punkten aus X in allgemeiner Lage ist.

2. Fiir Y € R™¥*+1 gej

k
Yy = {Yu cu = (ug,...,uy), Zuk = 1}
j=0
wieder die affine Hiille von Y.
Satz 7.16 Sei X € R*"*! in allgemeiner Lage. Dann
1. M({X) € C"*1(RY),
2. M(|X)lqg € I, fiir jedes (offene und zusammenhiangende) Gebiet

QCIRd\{(Y):YeleXd,YCX}.

Als erstes Hilfsmittel leiten wir eine Formel zur Bestimmung der baryzen-
trischen Richtungsableitungen von Simplex—Splines her.

Proposition 7.17 Seien X € R™"™*! und u = (uo, ..., ) € R*" mit Y7y u; = 0.
Dann ist

D,M (-[X) = Z pM(IX\{x)),  y=Xp (7.21)

=0
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Abbildung 7.3: Die Bereiche, auf denen der Simplex-Spline ein Polynom
ist; fiir drei Knotenkonfigurationen.

Im Spezialfall uy = 1, p, = —1 ergibt sich somit die Identitat

f Dyy—x, f = f f- f fr (7.22)
[xo

[x0,..2%n] . | [x1,.2]

die man als eine Art Rekursionsformel fiir dividierte Differenzen auffassen kann.

Das folgende Lemma wollen wir lediglich zitieren (aber nicht beweisen). Es
besagt, dafs sich auf einer kompakten Menge jede stetige Funktion beliebig genau
durch Linearkombinationen von Funktionen der Form x + e'* angenihert
werden kann.

Lemma 7.18 Sei Q C RY kompakt. Dann ist der von den Funktionen

d
f)\I{IR K H}fx AeRY,

x et
aufgespannte Vektorraum dicht in C (CQ).

Beweis von Proposition 7.17: Sei f € C! ([X]). Wir miissen also zeigen, dafl

- f D,f = - fR Dy fOM(t1X) dt = f]R fODM(HX) di

[X1]
ff(t)zn:ujM(th\{xj})=Zn:yj f f (7.23)
R4 =0 ) [

X\{x}]

wobei wir nach Lemma 7.18 uns auf den Fall f = f;, A € R? beschrénken
konnen. In diesem Fall gilt aber

Dyfi = Dxufa = Y (Xu), Ay = (A Xpp) fu. (7.24)
j=1
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Sei ¢(x) := €*, x € R, dann ist f;(x) = ¢ (A - x), x € RY, und somit, nach (7.8)

f Dy fa
[X]

A-Xu) | fa= (/\-Xy)f fa (Xu) du
[X] Sn

(A-Xy)ﬁg(A-Xu) du:(/\-Xp)j;g(”)(/\-Xu) du

(- xi) [ g ((x72) )
Sn
(A-Xu)[A-x0,...,A-x4]8, (7.25)

da
ATX = AT (- x)=[A-xp -+ A-x,].

Entsprechend ist

L e I
X

also hat die rechte Seite von (7.23) die Form

Zn:yj[)\-xo,...,/\-xj_l,/\-xj+1,...,/\-xn]g. (7.26)

/\.Xyz(XT/\)-y=Zn:#j(A'xf)'

=0
wird, unter zusitzlicher Verwendung von (7.2) und (7.26) aus (7.25) die Glei-
chung

L]Dyﬂ = Zyj(/\-xj)[/\-xo,,,,,/\.xn]g
- ZH](A Xj= A xo)[)\ X, .o, A X, g

= Zy]([/\ X1, . ,/\-xn]g—[A-xo,...,/\-xj_l,)\-x]-+1,...,A-xn]g)
j=0

[ y]JA X1, A X0] § = Zy] f fa
j=0 j=0

[X\fx}]
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O

Um nun langsam an Satz 7.16 heranzukommen, betrachten wir zuerst einmal
den einfachsten Spezialfalln = d, d.h.,d+1 Punkte xo, ..., x; € R%in allgemeiner
Lage. Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus Korollar 7.11.

Lemma 7.19 Seien xy, ..., xs € R? in allgemeiner Lage. Dann ist

1 x € [X]°
M(X) = { d! V(())L,,[X]

Beweis von Satz 7.16: Im Fall n = d ist Aussage 1 ohne Bedeutung und damit
immer wahr, und 2 folgt aus Lemma 7.19.

Beweisen wir zundchst 1 durch Induktion iiber n > d und nehmen wir an, daf3 es
fiir ein n > d bereits bewiesen wire. Istn +1 = d + 1, so ist nach Korollar 7.12 die
Splinefunktion M (-|X) stetig, was genau das ist, was wir wollen. Andernfalls ist
also n > d + 1 und Proposition 7.17 liefert, fiir beliebiges y = Xy, da8 u € R"*?,
o+ i =0,

n+1

DM (1X) = Y M (X \ ).
=0

Da X \ {x;} € R*"*! in allgemeiner Lage ist, gehoren also alle Funktionen auf
der rechten Seite zu C""! (]Rd), sind also, da n > d + 1, mindestens stetig. Da y
beliebig war, ist damit aber M (-|X) € C"™* (le).

Fiir 2 wenden wir Proposition 7.17 mehrfach an und erhalten, dafs

71=0 ja#j1 Jn—dFj1resjn-ds1

Die Funktionen auf der rechten Seite sind nun alles charakteristische Funktionen
vonnichtdegenerierten Simplizes und daher ist die n—d-te Ableitung von M (-|X)
konstant auf allen Gebieten, die von den Seiten dieser Simplizes berandet sind.
Dies ist gerade die Aussage 2. m]

Auch fiir die Simplex-Splines gibt es eine Rekursionsformel, die wieder
einmal auf Micchelli zurtickgeht.
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Satz 7.20 Sein>d+ 1undy = (yo,...,Vn) € Sy. Dann ist

M (x]X) = Z yMEX\fx]),  x=Xy. (7.27)

Beweis: Seiy wie obenund x = Xy € R%. Wirsetzen X’ = XU{x}und u = (y, -1).
Dann ist, nach Proposition 7.17,

D,M (X’) = Z yiM (1 X\ fx]) - MCX),  y= X
j=0
Nun ist aber

= X/‘Ll = Z)/]'Xj —X = 0,
j=0

~——
=X

also

M(|X) = Zy, e, X\ ). (7.28)

Nun ist, fiir beliebiges X € R*"*! und f € C (]Rd) nach Proposition 7.10

o

1
f(Xu)du:f fxo+[x1—x0 -+ xy —x0]u) dudh
S, 0 hS, 1

1
f h”_lf f(xo+hlx1 —x¢ -+ x, —x0]u) du dh
0 Sn—l

1
f B | f o + MR (v = X0) ... B (= x0)) dt dh
0 R4

1
fh”‘lff(t)M(t—xolh(Jq—xo),...,h(xn—xo)) dt dh
0 R4

1
f R M (xo + BN = 20X\ o)) di di
0 R4

1
fo prd-1 5 FOM((1 =120+ hHX\ (xo}) dt dh

f £t f 1 W M((1= h) g + BUHX {xo}) i dit,
R4 0
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also ist
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M (x]X) = f 1 W1 M ((1 - h—l) xo + h X\ {xo}) dh
0

und insbesondere, mit x = x,,

1
M@0 = [ 1 dh M@iX o) = MG\ o). (729

0

Einsetzen von (7.29) in (7.28) liefert dann

M (x|X)

also (7.27).

Korollar 7.21 Seien vy, ...,

Xa: ’UO...’UO..

———
ap+1

dafs

]Z; yiM (xlx, X\ {x]-})
LM )

O

v € R in allgemeiner Lage und o« € N&*'. Dann gilt, fiir

“Ug Uy und A:[vj:j:(),...,d]

~——
ad+l
M(|X,) = ;B
d! |a|'vol;A

Beweis: Induktion iiber |a]. Ist @ = 0, dann ist, nach Lemma 7.19,

M (-1Xo) =

1 1
= B
d! vol;A ~ d! voly,AY

Ansonsten wihlen wir x € A und schreiben

Dann ist, nach (7.27),

M (x1X,)

d

=0

d
X = Z u;j (x|A)v;.

=0

W—ddzu] (x]A) M (X, \ (o)) r IZu] (x1A) M (X))

1

1
Z ™8 T oA qa =112 ® = IrvoLa jap e



7.3 Kergin-Interpolation 137

7.3 Kergin—Interpolation

Der Kerginsche Interpolant ist eine natiirliche Verallgemeinerung des Newton-
Ansatzes zur univariaten Interpolation, den wir uns gleich nochmals ansehen
werden. Allerdings ist in Kergins Originalarbeit dieser Zusammenhang noch
nicht erkannt, erst Micchelli hat diese Beziehungen herausgestellt.

Satz 7.22 Seien xy, ..., x, € Rdisjunkt. Dann erfiillt das Polynom

Ln(f;x):Z[xo,...,xj]f (x—xo)---(x—xj_l)el—ln, x €R, (7.30)
j=0
die Interpolationsbedingungen
Li(fix)=f(x), j=0...n (7.31)
AufSerdem gilt
f(x) =Ly (f;x) = (x—x0) - (x — xp) [x0,..., %, x] f. (7.32)

Definition 7.23 Man nennt (7.30) auch die Newton-Darstellung des Interpolati-
onspolynoms L, (f;-).

Mit Proposition 7.3 ergibt sich sofort die Integraldarstellung des Fehlers.

Korollar 7.24 Seien xo, .. .,x, € R disjunkt und f € C*"*Y(R). Dann ist

o (r—xg)---(x —xy) e
fo-Lu(fi) = S [ M o, )
_ f Dyry--Dys f (7.33)
[x0,-.X0,x]

Bemerkung 7.25 Es gibt eine entsprechende Fehlerdarstellung auch im multivariaten
Fall (“Sauer—Xu—Formula”, de Boor [69, 11]), die anstelle von B-Splines Simplex—
Splines verwendet, aber das ist eine andere Geschichte (oder auch nicht).

Beweis von Satz 7.22: Wir beweisen (7.31) und (7.32) simultan durch Induktion
tiber n. Fiir n = 0ist Ly (f;x) = f (x0) und interpoliert trivialerweise an x,, sowie

f(x) - f (xo)
X —x

0

fx) = Lo(f;x) = f(x) = f (x0) = (x — x0)

= (x = x0) [x0,x] f.
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Seien also (7.31) und (7.32) fiir ein n > 0 bewiesen. Dann ist, wegen (7.32),
L (fix) = La(f;x)+(x—=x0)- - (x = x) [x0,..., Xns1] f
= Li(f)+ 0TI () ()

(Xns1 = X0) *+ (Xpe1 — Xy)

Alsoist, fiir j=0,...,n,

Ly (f; xj) =L, (f; xj) = f(xj)
nach Induktion und auflerdem
Lus1 (f; %ns1) = L (f; Xp1) + f (us1) = L (f5 X041) = f (X0s1)
weswegen (7.31) auch fiir n + 1 gilt. Andererseits ist mit (7.31) und (7.30)

f(x) = Lusa (%) f@) =L, (f;x) +L,(f;x) = Lusa (f5 %)

=(x=x0)(x=2xn)[X0,- Xn, X1 f  =—(x—0)(x=Xn)[X0, Xn+11f
= (x—x0) - (x—x0)([x0, ..., %0, x] f = [x0, ..., Xps1] )
[x0, ..., X, x) f = [x0, ..., Xps1] f
X = Xn+1
= (x—x0) - (x = xus1) [x0,.. -;xn+1;x]f/

= (x—x0) - (x = Xps1)

womit auch die Induktion von (7.32) vollstandig ist. |
Definition 7.26 Zu f € C" (le) und x,...,x, € R? ist der Kergin-Interpolant
K (f; X) definiert als

K(f;X)(x) = Z f Di—yo-*Dsex f,  x€RZ (7.34)
j=0
[xg,...,xj]
Bemerkung 7.27

1. Setzt man die Gleichungen (7.8) und (7.14) in (7.30) ein, so ergibt sich mit
f[x]f =f(x),x e R,

n

L,(f;x) = Z(x—xo)---(x—xj_l) [xo,...,xj]f
j=0
= i(x_xo)"'(x_xj—l) f £ = ! f Di sy Dacy, f,
= [ro.-x] o]

in diesem Sinne ist also (7.34) eine direkte Verallgemeinerung von (7.30).
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2. Die Voraussetzung f € C" (le) ist in vielen Fillen zu stark. Wie Kergin und
auch Micchelli bemerken, kann, falls die Punkte xo,...,x, in allgemeiner Lage
sind, der Kergin—Interpolant stetig auf C4~! (le) fortgesetzt werden.

Nach dieser Bemerkung ist natiirlich zu erwarten, dafs der Kergin—-Interpolant
tatsdchlich ein solcher ist. Und mit der Idee des Beweises von Proposition 7.17
ist dies auch sehr einfach zu zeigen: man beschrénkt sich wieder auf Funktionen
fr der Form f;(x) = e, A € RY, und fiir die werden die dividierten Differenzen
zu univariaten dividierten Differenzen, auf die wir dann sofort Satz 7.22 an-
wenden konnen. Allerdings kann der Kergin—-Interpolant noch viel mehr. Dabei
verwenden wir die Standardnotation (D), die einem Polynom

q(x) = Z Jax”

d
ae]NO

den Differentialoperator

P el
D) = (8x 8xd) Z T gxe

zuordnet — genaugenommen ist q(D) ein partieller Differentialoperator mit kon-
stanten Koeffizienten.

Satz 7.28 Zu gegebenen Punkten xo,...,x, € R? (nicht notwendigerweise verschie-
den) gibt es eine eindeutige Abbildung von C" (le) nach 11, ndmlich K,, so daf$ es zu
jedem homogenen Differentialoperator q(D) mit konstanten Koeffizienten, q € 11, und
jeder Teilmenge | C {0,...,n}, #] = degq + 1, einen Punkt x € [xj 1j € ]] gibt, so daf

(@D)K(f; ) (x) = (@(D)f) (x)-

Kergin hat (in seiner Dissertation'!*) die Existenz und Eindeutigkeit des Inter-
polationsoperators direkt aus den Forderungen von Satz 7.28 hergeleitet. Dabei
war die Existenz das schwerere der beiden und beim Beweis wurde auch der
Satz von Stokes (mehrdimensionale Integration) verwendet. Micchelli und Mil-
mann [48] gaben dann (in derselben Zeitschrift, direkt im Anschlufs an Kergins
Arbeit [35]) den konstruktiven Existenzbeweis, indem sie die Darstellung (7.34)
angaben. Man sollte sich allerdings nicht tduschen: einen Kergin-Interpolanten

14Und das war und blieb im wesentlichen die einzige wissenschaftliche Aktivitdt seines
Lebens
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auszurechnen, ist nach wie vor sehr schwer bis praktisch!®® unméglich, denn
man muf diese Integrale von Richtungsableitungen der Funktion bestimmen.
Beweis: Zum Beweis der Existenz eines Kergininterpolanten verwenden wir
nattirlich K, aus Definition 7.26 und weisen die Mittelwerteigenschaft nach.
Dabei beschranken wir uns wieder auf Funktionen der Form f;(x) = e¢**. Da

gl .
axaf/\ =A f)\/

ist also g(D) fn = q(A) fo. Auflerdem ist nach (7.25)

K(fix) = Zn: f Dyzy+ " Drzi i f2

=0

Z(/\-x—/\-xo)---(A-x—A-x]-_l)[/\-xo,...,/\-xj]g
=0
=: £n(g;A-xo,...,A-xn)(A-x)

Seialsonun g €I1,, degg =k, und | € {0,...,n}, #/ = k + 1, dann ist, wieder mit
den Methoden von (7.25),

f qD)fr = q) f fi=q ) f ¢®

[:7e7] [x77e]] [A-xje]]
q(A)[A-xj:je]]g:q(/\)[)\-x]-:je]]Ln(g;A-xj:j:O,...,n)

[ o,

[x;:7¢1]

Damit ist also, aus Dichtheitsgriinden, fiir alle f € C" (IRd)

[ ao-kip =0
[:7eT]

und da der Integrand stetig ist, muf3 er im Integrationsbereich mindestens eine

Nullstelle haben.
Die Eindeutigkeit ist etwas aufwendiger und soll hier weggelassen werden.

O

115 Als0 in der Praxis.
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Satz 7.29 (Fehler bei der Kergin—Interpolation) Fiir f € C"*! (le) undxo,...,x, €
RY ist
fx) =K, (f;x) = f Dy "Dy f,  x€RY, (7.35)

[x,x0,-..,%n]

und, fiir Q ¢ RY kompakt so daf x; € Q, j=0,...,n,

(d peol )™

If = K (F: Mg < T max |[D*f],, .. (7.36)

aern+1

wobei

P (€2) = max max Ix] y]|
x,y€Q) j=1,...,

Beweis: Induktion tiber n und die Beobachtung, dafs, nach (7.22)

f@) =K. (f;x) = f(x) = Ko (f; %) + Kyor (f; %) = K (f5 %)

= f Dx—xo"'Dx—anf_ f Dx—xo"'Dx—x,Hf

[xx0,2n-1] [x0+-2%n]

f Dx—xo e Dx_xnf

[2%,%0,.-.,%n]

liefert (7.35). Fir (7.36) bemerken wir, dafs fiir x € QQ

an+1 f(x)
Dy, Dy, f(¥)] < Z Z H X = X)), 5o
jo=1 =1 k=0 Jo X
< dn+1pn+1 II}aX ||Da||Qoo
a€lyq
und mit
1
1=
f (n+1)!
[x,%0,+..,%n]

ergibt sich die gewiinschte Abschitzung. m|
Bemerkung 7.30

1. Fiir d = 1 wird die Fehlerformel (7.35) zu der aus der Numerik (hoffentlich)
wohlbekannten Darstellung.
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2. Die Fehlerabschitzung (7.36) hingt nur noch von der Dimension und der Grofse
des betrachteten Bereichs Q) ab, nicht aber von der Geometrie der Punkte. Dies ist
ein “univariates” Phinomen, das bei allgemeiner multivariater Interpolation mit
Polynomen nicht mehr gilt.

3. Die Fehlerabschitzung (7.36) ist “scharf” in dem Sinne, daf$ man Bereiche (Qua-
drate) und Funktionen (Polynome vom Grad n+1) angeben kann, so daf$ Gleichheit
angenommen wird. Das heif$t aber nicht, daf$ man sie nicht verbessern kionnte: es
muf§ dann allerdings die Geometrie des Gebiets ) mitberiicksichtigt werden.
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Blossoming begets B—spline bases
built better by B—patches

Titel einer Arbeit von W. Dahmen,
C. A. Micchelli und H. P. Seidel

Simplex-Splines,
B—Patches und
Blossoming

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der Simplex-Splines und Blossoming
einen Splineraum konstruieren (“DMS-Splines”), der von Dahmen, Micchelli
und Seidel eingefiihrt wurde, multivariate Splines, mit denen man (fast) arbei-
ten, d.h. Flachen modellieren kann.

8.1 B-Patches

Wir folgen dem grundlegenden Motiv dieser Vorlesung und verallgemeinern
wieder einmal Algorithmus 4.6, den Algorithmus von de Casteljau und zwar auf
eine dhnliche Weise wie bei den univariaten Splines: wir werden wieder in jedem
Schritt baryzentrische Koordinaten beztiglich unterschiedlicher Bezugssimplizes
wihlen.

Definition 8.1 Es seien Punkte
¥ =lopeR!:j=0,...,d k=0,..,n
gegeben. Fiira € Ty, k =0, ..., n, definieren wir
Yo =00, 1 =0,...,d}. (8.1)
Wir sagen, die Menge ¥ ist generisch, falls
voly [7.] > 0, aely, k=0,...,n,
und schreiben A, = [7V,].

Algorithmus 8.2 (B-Patch—Algorithmus)
Gegeben: Kontrollpunkte c,, a € T, generische Punktmenge ¥ und x € R”.
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VIl
1 : 1 :

v10

v00 v20

Vol
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

V(0,0,0) V(1,0,0), V(0,1,0), V(0,0,1)

Abbildung 8.1: Punktmenge 7" und die Dreiecke [7;], |a| = 0, 1.

1. Setze (x) = c,, a € T

2. Fiirk=1,...,nsetze

d
() =Y u(xA) 5L (), ael, g (8.2)
j=0

3. Ergebnis: Pyc (x|V) = cj(x).

Definition 8.3 Die Fliiche P,c (-|V') heifit B-Patch beziiglich der generischen Punkt-
menge V.

Bemerkung 8.4 Ist vy = --- = v;,, dann wird Algorithmus 8.2 zum Algorithmus
von de Casteljau und damit ist P,c (-|¥) = B,c eine Bézierfliche.

Proposition 8.5 Sei ¥ C R generisch. Das B-Patch P,c (-|¥) € I1Y hat die Form

Puc(17) = ) eaPu (17), (83)

a€ly
wobei die Basisfunktionen P, (-|7') der Rekursionsformel
d
P ([¥) = Z 1 (18am) Pame, (17), @ €Ty k=1,...,1, (8.4)
j=0

und Py (-|7) = 1 geniigen.
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Bei der Definition der Basisfunktionen gilt wieder die Standardannahme,
daB P, = 0 falls a € Z*! \ IN@*1.
Beweis: Wir zeigen, dafd die Werte

i)=Y E@P(Y),  k=0,...n, (8.5)

ael"n_k

unabhingig von k sind, denn dann ist fiir alle x € R”

Poci?) = i) = Y ) Pa (1) = £,(0) = fol) = ¥, 2 Pu (217). (86)
ael, — ael, ™
=1 =cy

Fur (8.5) betrachten wir, fiirk =0,...,n -1,

d
fen® = ) & @P ) = )Y (A hae ()P (x17)

€l el j:0
d

= Y ) @ (dAae) Pace, (1)

j=0 ael, i

d
= Y @) uj(dAag) Pae, (617)

a€el, j=0

= ) E@PL (1Y) = £i().

ael, i

Definition 8.6 (Dualer Algorithmus)
1. Man bezeichnet (8.4) als den dualen Algorithmus zu (8.2).
2. Die multiaffine Form zu der Rekursion (8.2) ist definiert als

) = ¢ ael,, (8.7)

d
Y ui (el L (e, xia), (8.8)
j=0

k
c, (x1,..., %)
ael,r,k=1,...,n

Damit die baryzentrischen Koordinaten immer wohldefiniert sind, mufS ¥ natiirlich
generisch sein.
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k
Proposition 8.7 Die Abbildungen ck, (]Rd) — RN sind symmetrische multiaffine,
also polare Formen.

Beweis: Multiaffinitdt ist klar wegen der Affinitdt der baryzentrischen Koordi-
naten. Bleibt also Symmetrie. Natiirlich gentigt es wieder, sich auf den Fall

k _ k _
C, (xll ooy Xk—2, Xk—1, xk) =cC, (xl/ e ooy Xk—2, Xy xk—l) s a e rn—k/ k - 2/ .o n,

zu beschrdnken, der Rest folgt wie im Beweis von Lemma 6.3. Nun ist, fiir
beliebige v, w € R?, nach zweimaliger Anwendung der Rekursion (8.8),

C]Zy (xll coe s Xk—2,9, w)

d
Y @A) it (e 22, 0)
j=0

i d
= ZZu] (w]|A, )Mz lea+e]) 2 el (X1, ..., Xk2), (8.9)

j=0 '1=0
das heifst, Symmetrie ist dquivalent dazu, dafd das Gleichungssystem
uj (wlAy) (U|Aa+€j) = u;j (v|Ay) uy (wIAMej), 1=0,...,4d, (8.10)
fiir alle v,w € R? erfiillt ist. Setzen wir insbesondere v = v,, und w = v;,,,

1,5 €10,...,d}, v # s, dann ist wegen der Definition der baryzentrischen Koordi-
naten'® u; (v|A,) = 6;, also

Uj (UlAa) U (wlAzHej) = 6]r U (wlAa+ej) = 6]r U (w|Aa+e,) .
Da aber w eine Ecke von A, ist'"7, gilt auch u; (w|As+,) = 855, und daher ist
Uj (01Ay) w (wlAa+e]-) = 6jr O1s, (8.11)

was symmetrisch in ¥ und s ist. Da die Punkte der obigen Form aber gerade die
affin unabhéngige Menge 7, bilden, gilt (8.10) dann auch fiirallev,w € R?. O

Proposition 8.8 Die Polarform P (xy,...,x,) des Polynoms P,c (-|¥) etfiillt die Re-
kursion (8.8).

H6gchlieflich ist v eine Ecke von A,.
17Es wurde ja eine andere Ecke ,,ausgetauscht”, namlich v — v 4 41.
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Beweis: Nach Proposition 8.7 ist
P(xi,...,x,) :=cy(x1,...,%)
eine symmetrische multiaffine Form mit der Eigenschaft, daf3
P(x,...,x)=cj(x,...,x) = Pyc(x|¥),

also ist P die eindeutige Polarform des Polynoms P,c (-|¥). O
Fiir o € T, definieren wir den Knotenvektor

vy = (0 k=0,...,0;=1,j=0,...,d) e R*! (8.12)
Mit anderen Worten,

Vo = (00,0, -+, V0ag=1s - -1 Vd0s - - Vduy=1) s a€Tl,.
Satz 8.9 Sei ¥ generisch. Dann gilt fiir p € T1YY und die zugehorige Polarform P
p=) P@) Pa(7). (8.13)
acl,

Korollar 8.10 Die Basisfunktionen P, (-|¥") sind linear unabhingig, wenn ¥ generisch
ist.

Beweis: Wir betrachten den Fall N = 1 in Satz 8.9. Da
#I', = dimIl, < dimspan {P,(-|?) :a €I} < #I,

muf iiberall Gleichheit stehen und damit sind die Funktionen linear unabhéngig.
O

Beweis von Satz 8.9: Nach (8.4) ist fiir x € R?

Y P (@) P (x17)
ael’y,
d d
= Z P (v,) Z Uj (xlec—ej) Pa—ej (x|7) = Z Z P(va+ej) Uj (x|Ag) Py (x|7)
ael’y j=0 j=0 a€l’;_1

d
Z Z P(vj,aj,va) uj (x| [Vka, 1 k=0,...,d]) Pa (x[¥)

jZO azel“n,l
d
= ) PaGI)P| Y uxlA)vja, 00
ael’;, jZO

Y. P(xv) Pa (7).

€l
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Iteriert man diese Identitét, so ergibt sich, daf3

ZP(va)Pa x|?)=P(x,...,x) = p(x).

a€el’y,
O

Was aber haben diese B-Patches nun mit Splines zu tun? Dazu ein erst ein wenig
(?) Terminologie.

Definition 8.11 Sei ¥ generisch.
1. Die offene Menge Q) = (V) ist definiert als

Q::[QAQ]O.

lal<n

2. Zu a €T, definieren wir die Knotenmengen
dxn+d
V.= [Uo/o, -y 00,a0s -+ -, 040/ - - /Ud,ad] e R™" (814)

sowie
Wa = [0a,:j=0,...,d] € R™, (8.15)

3. Fiir j=0,...,d und W € R>! setzen wir

1 -~ 1 1 1 - 1

7; (x|W) = det
wo .o w]—l x w]+1 .o wd

], xeR?,  (8.16)
und erinnern uns an die Definition aus Lemma 4.1
(W) =det[ Lo 1 ]
wo o q

wobei vol, [W] = £ [t(W)].

Bemerkung 8.12 Unter Verwendung der gerade eingefiihrten Notation ist insbeson-

dere W)
Uj (X|W) = %
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Abbildung 8.2: Zwei Beispiele fiir das Gebiet .

Fiir das weitere Vorgehen normieren wir die Simplex-Splines etwas um und
zwar fordern wir jetzt, daf8 fiir X € R+

f F(B) N #X)dt = (n — d)! f f(Xuydu,  feC(RY), (8.17)
R4 S,

also N(-|X) = (n — d)! M(-|X). Aus Lemma 7.19 und Satz 7.20 wird dann die
folgende Aussage.

Proposition 8.13 (Eigenschaften der renormierten B-Splines)

1. Sei X € R Dann ist .

N = g (8.18)
2. Sei X e R"™1 1y e R"™, ug + -+ + p, = 1. Dann ist
NXulX) =Y N (Xu X\ {x}). (8.19)

=0
Beweis: (8.18) ist klar, fiir (8.19) verwenden wir Satz 7.20 und erhalten

NXulX) = (n—d)!MXulX)

(n— d)!%—d ;‘ uM (Xy 1X\ {xj})
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Zn: u;N (Xy |X\ {xj}).

=0
o
Satz 8.14 Sei V' generisch. Dann ist
P,(¥) =d! t(W,)| NV, xeQaelyk=0,.. n (8.20)
Lemma 8.15 Sei W € R mit vol, [W] > 0. Dann ist
(x| [W]) = TfT ((’;lvv;]) xeR:, j=0,...,m. (8.21)

Beweis von Satz 8.14: Induktion iiber k. Fiir k = 0 ist Vo = [vj0: j=0,...,d]
und Q = V3. Also ist

11
d! [t (Wo)l — d! |t (Wo)l

N(.X'|VQ) = Py (X|n//), x € Q.

Im Fall k > 1 erhalten wir fiir & € I', und x € Q) gemaf3 (8.21)

d d
Py (x17) Zu] X|Aq- e] Poe; (7)) = Z

j=0 j=0 a e,)

DaxeQcC Wa_ej, a;>0,j=0,...,n,sind die baryzentrischen Koordinaten alle
positiv, also haben Zdhler und Nenner dasselbe Vorzeichen und damit

T (xIWa_ej) _ 'T]- (xIWa_ej)
T (Wa—ej) 'T (Wa_ej)

Da im Zahler ja die j—te Spalte durch x ersetzt wird, ist auch

1 ... 1 1 1 e 1
x| Wy-e,) = =1 (x|W,).
T]( | e,) l Woey **° Witay, X Wirlay, *°° Wiay ] 7 (W)

Also ist, unter Verwendung der Induktionshypothese (8.20)

o [G W] ey
Ful?) = Z T e(we)




8.1 B-Patches 151

d
d T (W)l Y 1 G WD) N (xIVee )
j=0

d

d W)l Y 1 G TWGD) N (x1Va \ {o0,))
=0

= d! [t (W)l Zj\l(xlva)-

Ista; = Oftireinj € {0,...,d}, dann mufs man zusétzlich zeigen, daf3 [Va—e,] NnQ =
0. Eine derartige Menge hat die Eigenschaft daf kein Knoten aus der Gruppe

Uj,(), .. -/Uj,n
in ihr auftaucht. Solch eine Menge ist aber eine Seite des Simplex [V, ], gehort

also zu dessen Rand, und da Q) € V¢, ist also auch [Va—e,-] NQ=0. |

Korollar 8.16 Sei ¥ generisch. Dann sind die normierten Simplex—Splines N, (-|¥) :=
d! |t (Wy)l N (:|V,), a € Ty, linear unabhiingig und erfiillen

D P@IN.GY) =p),  xeQy (8.22)
ael’y,
insbesondere ist
Z N,(?)=1, xeQ. (8.23)
ael’y,

Bemerkung 8.17 (Normierte Simplex-Splines)

1. Die Identititen (8.22) und (8.23) gelten erst einmal nur in C, also nur in dem
Bereich, in dem die Simplex-Splines mit den polynomialen B-Patches iiberein-
stimmen.

2. Es ist ja durchaus nicht ausgeschlossen, daf$ die Knoten so ,dimlich” gewihlt
sind, daf$ sogar Q) = Q gilt - in diesem Fall ist Korollar 8.16 dann bedeutungslos!

3. Sind die Knoten vjy,...,v;, nahe genug bei vy, j = 0,...,d, dann ist QO # (:
dieser Bereich hiingt stetig von den Knoten ab und im Fall v, = vjo,k =1,...,n,
j=0,...,distjaQ=[¥V]".
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8.2 Multivariate “B-Splines”

Satz 8.14 gibt uns einen Hinweis, wie man multivariate Splines zu Modellie-
rungszwecken “basteln” kann, ndmlich durch Kombination geeigneter (und
geeignet normierter) Simplex—Splines bzw. B-Patches. Zu diesem Zweck seien
vj € RY, j € N, die Ecken einer Triangulierung des R, d.h. es gibt eine Menge
# vond + 1-elementigen Teilmengen von IN, so daf$ die Simplizes

7 ={A)=|v;:je]]|:Te 7}
eine Triangulierung des R? bilden, d.h.

RY=| |A() (8.24)
Je.s

und
ANNAJ)=V's =VIs, 5,8 ~8%, k<d, (8.25)

wobei V/ die von v, j € ], gebildete Matrix ist. Die Bedingung (8.24) bedeutet,
dafs sich zwei Simplizes nur in niederdimensionalen Seiten (Kante oder Ecke
in zwei Variablen) gleicher Dimension treffen. Jedem dieser Eckpunkte v;, j € N
wird nun eine “Wolke” von Knoten

V= {Uj,O/ s Ojn,  Vjo = vj}, j€N,
zugeordnet wobei die Mengen
Vi=lox:jelk=0,...,n}, Je g,
generisch sein sollen. Dies definiert nun Matrizen
v = [vjo,o,...,vjolao, T ..,vjd,ad] € R¥Xlal+d. a e NG, T ={jo,..., ja}
und
W) = [0joa, k=0,...,d| e R, @ e NI, J={jo,..., ja}.

Schliefslich sei
oy =signt (Wé)

die “Ausrichtung” von W(]] = A(J). Das Vorzeichen von o; hdangt nur von einer
Permutation der Ecken ab.
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Definition 8.18 Die B-Spline—Fliiche beziiglich der Triangulierung 7 ist definiert als

Nyc = Z Z N, (8.26)

Je 7 acT,

wobei
N, = dl o T(W}) N(IV}). (8.27)

Wir betrachten nun wieder die Mengen

Q,::(ﬂwg] ,  Je s.

la|<n

Lemma 8.19 Ist vol; Q; > 0, dann ist
oy T(Wi) >0, la| < n.
Beweis: Sei a € I}, 1 < k < n, und sei a; > 0. Dann ist Q; C [Wﬁ] und
]
Q; C [Wa_ej], also
voly ([Wi] N [Wc]l—e/-]) > vol; QO >0,

und daher liegen die Punkte v;,; und v;,,-1 auf derselben Seite der Hyperfléache,
die durch die gemeinsame Seite

[0r0,:1=0,...,d, 1 # f]

gegeben ist und damit haben die beiden Determinanten © (W{X) und 1 (Wi_ej)
dasselbe Vorzeichen. Iteriert man das, so ergibt sich, dafs

sign T (Wﬁ) =sign 7 (Wé) , la| < n.
a

Bemerkung 8.20 Ist vol,Q); > 0, ] € 7, dann sind alle B-Splines aus (8.27) nicht-
negativ. Andernfalls kann die seltsame Situation eintreten, daf$ wir es mit negativen
B-Splines zu tun bekommen konnen.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist der Beweis des folgenden Resultats, das
auf Dahmen, Micchelli und Seidel zurtickgeht.
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Satz 8.21 Seip € I} und P die zugehirige Polarform. Dann ist
p= Z Z P(v}) N, (8.28)
Je 7 aely
wobei

] _ s .
0, = (Uj[],O/' < Ujoap-1s+++1 95,00 - - '/vjd,ad—l)/ ]— {]0,. . -/]d}/ a € Fn.

Korollar 8.22 Fiirn € N gilt
Z ZNg(x) -1, xeR~
Je 7 aely

Als néchstes definieren wir uns eine stiickweise B-Patch—Flache {iber einen
weiteren Algorithmus aus der Familie der de—Casteljau—Verallgemeinerungen.

Algorithmus 8.23 (Lokaler B-Patch—Algorithmus)
Gegeben: Triangulierung T = {A(]) : ] € _#}, Kontrollpunkte c;,, o € T, generische
Knotenmengen ¥;, ] € # und x € R%.

1. Finde | € # so dafs x € A(]).
2. Setze %(x) = ¢, €T,
3. Fiirk=1,...,nsetze

d
A=) w(d[Wil) @, aeli (8.29)
j=0

4. Ergebnis: Q,c(x) = cy(x).

Bemerkung 8.24 Algorithmus 8.23 generiert eine stiickweise polynomiale Fliche, die,
eingeschrinkt auf eines der Teilsimplizes A(]), ein Polynom vom Grad n ist.

Die entscheidende Aussage ist, dafd unter gewissen Voraussetzungen Al-
gorithmus 8.23 einen Auswertungsalgorithmus fiir die Splinefldche darstellt.
Genau gilt das folgende.

Satz 8.25 Es sei f € (C’ (]Rd))N ein stiickweises Polynom vom Grad n auf der Trian-
qulierung .7, das heifSt

flA(,) ell,, Je 7,
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und sei F; : R" — RN die zugehirige Polarform. Wenn alle Knoten mindestens die
Vielfachheit n — r haben, also

Vo =" = Vjn_r1, je€lJe 2, (8.30)
dann ist, fiir ¢, = F (vé),
f6) = Quex) = ) Y ej0 NA(x). (8.31)
Je.7 acT,
Definition 8.26 Fiir j =0,...,d bezeichnen wir mit
dj 84 := {u = (ug, ..., ug) €S :u; = O} ~ 841
die Seite von S, die der Ecke €; gegeniiberliegt.

Die Hauptarbeit fiir den Beweis von Satz 8.25 geschieht im folgenden Lemma,
das uns sagt, wann man einen Schritt des Auswertungsverfahrens durchfiihren
kann.

Lemma 8.27 Eine Koeffizientenfolge ¢ = (cm Je 7, a€ Tn) habe die folgende Ei-
genschaft:

Zu je zwei aneinandergrenzenden Simplizes A(I), A(J), I, ] € 7, so dafs
ADNA() =Wh 9,8 =W 9,8, 0<p<q<d,

und zu a, € I', so dafs

pi j=0,...,p—-1,
_] 0 i=p )
Y B i=p+1,...,q, By =0, (8.32)
pi j=q+1,...,d,
ist Cla = C],ﬁ'
Dann ist
Noe=) Y ch@Niw), xeR’, (8.33)
Je 7 a€l, 4
wobei d
c%(x) =) U (xl [Wi]) Cate;s y e R (8.34)
j=0
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Bemerkung 8.28 Die Multiindizes «,  aus (8.32) bezeichnen Indizes die zu Kon-
trollpunkten “auf” der gemeinsamen Seite A(I) N A(J) gehoren. Die Forderung an die
Kontrollpunkte ist also, dafs Kontrollpunkte “mit gleichem Index” auch denselben Wert
haben und ist insofern natiirlich.

Beweis von Lemma 8.27: Wir beginnen mit

N,c(x) =

Z Z c],aNi (x) =d! Z Z Cja0] T (Wﬁ)N(x | V{l)

Je 7 aeT, Je 7 aeT,
d
d! Z Z cra0y 7(W)) Z ui(x | [Wi)N(x1 VL)
Je 7 aely j=0
0 XYY oW o1 W) (e VL)
Je 7 j=0 aern

+d! Z Z Z oy T (W) u; (x| [Wi]) €N (x 1 VL)

Je./ j=0 gjﬁg

=:R(x)
d! ZZ Y oyt (Whie ) ui (21 [Whae ) €rase, N (x 1 V2) + R@)
Je # j=0 a€l,_
d . |W£ N
d! ZZ Y a,T(w§+e)T](x—]+J)c,a+€ N (x| V})+R@)
Je 7 j=0 a€l}, T (Wa+€j)
d

]
d! Z ‘ Z 07 T (¥ | Whae,) €pase,N (x | V) + R(2)

Je 7 j=0 ael,  “————

=tj(x | W)
;z £ Z:‘ %%m dlojt (Wﬁ)N(x | Vi) +R(x)
B 0 =N
Y Y NG + R@).

Je 7 acly

Also ist (8.33) genau dann richtig, wenn R(x) = 0, x € R%. Das werden wir
jetzt nachweisen. Zu diesem Zweck bemerken wir zuerst, daf, weil .7 ja eine
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Triangulierung ist, es zujedem | € _#,jedemp € {0,...,d} und jedem «a € I, mit
ap=0ein] € 7,q€{0,...,d} und ein § € I', mit B, = 0 gibt, so daf3
a=€p p-e

VidySy = VEd,s, = [Vi]= [Vf' ]

also N, i_ep =N é_e . Also ist, da nach unserer Voraussetzung auflerdem c;, = cj 4
q
gilt, der Ausdruck

Z Z Z c]aafc up (x | [W ]) +cppopT (Wé) Ug (x | [Wé])) Ni_ep(x)

Je7 p=0 &
=0),4(%)
(8.35)
gleich ZR(x), x € R".
Wir fixieren nun p, | und a. Nach (8.21) ist dann
q{],a(x) = Cja0T)y (x | W{x) + ¢y oy, (x | Wg), (8.36)
wobei ,
’T,, (x | Wi) = ‘Tq (x | Wé )|
Das heif3t, die interessanten GrofSen sind
Ojq =SigN T (Wﬁ) und opp =signt (Wé) :
Dann ist, fiir v = Viep =00, ] = {jo, -+, ja}
op g o (0| W
o ) - 2T (537)
q B W]/
9rp T( ﬁ)
und eben ( ])
Oja Tp (0 | Wy
1=u,(v] [wg]) = . (8.38)

Oja T (WC],)

Wir betrachten die Hyperebene H = <W[L \ {v}> und unterscheiden zwei geome-
trische Fille:

1. die Punkte v und v’ = Véleq liegen auf verschiedenen Seiten von H. Dann

ist der Ausdruck in (8.37) negativ (so charakterisieren sich positive und
negative baryzentrische Koordinaten) und damit ist

(7] G]/a = O']r O']/,‘g.
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Da die Nenner in (8.37) und (8.38) beide positiv sind, miissen die Zahler
unterschiedliches Vorzeichen haben und damit ist

oyTp (x | Wi) = 0540707 gTp (x | Wﬁ) =0poyg (Gm’l’p (x | Wﬁ))
apoyp (—(7]/,5"[,1 (x | Wlé)) = —0yT1y (x | W[é) (8.39)

2. die Punkte v und v’ liegen auf derselben Seite von H. Dann ist der Aus-
druck in (8.37) positiv und wir haben ¢; 0}, = —0y 0y . Nun haben beide
Nenner in (8.37) und (8.38) unterschiedliches Vorzeichen, aber beide Wer-
te dasselbe Vorzeichen, also miissen die Zihler wieder unterschiedliches
Vorzeichen haben und wir erhalten wieder (8.39).

Da in beiden Féllen (8.39) gilt, ist also

q{,/a(x) =057y (x | Wi) (c£ - cé) =0, pel0,....d},acl,, Je 7,

und somit
d
_d! ] I
R(X) - E Z Z Z qp,a(x)Na =0,
Jes p=0 &y
was schliefslich das Lemma beweist. O

Beweis von Satz 8.25: Wir beginnen damit,
.0 1= ¢ = Fy (0}) a€el,, Je 7. (8.40)
Ja\) Ja - J\Ya), ns

zu setzen. Dann definieren wir Multilinearformen c’;a (x1,..., %), a €l J€ 7,
x1,...,x € R induktiv als

d
c’]‘,a (x1,...,x) = Zu]-(xk | Wi)c’]‘,;lﬂ.j (x1,...,%.1), ael, ., k=1,...,n

j=0
(8.41)

und “Splineflachen”
Nie e, 1)@= ) ) o i) NJ@). (8.42)

Je 7 a€l,

Als nichstes stellen wir fest, dafs

&) =F(vhx,...,x), Je 7, ael,,k=1..,n (843)
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was wir durch Induktion {iber k zeigen werden wobei der Fall k = 0 gerade
(8.40) ist. Ansonsten liefert die rekursive Definition (8.41) fiir | = {jo, ..., js} und
o e 1—‘n—k—l

d
Clj(,;l (xll"'lxk+1) = Zuz xk+1 | W] ]a+e, (xl,...,xk)
1=0

d
= Zuz Xea1 | Wy P;(va,v]lal,xl, --,xk)
=0

d
! | WJ)
] (%Y Up \ Xk+1 a v]l/al/xll' e Xk
1=0

](’v{w X1yee- /xk+1) 7

I
iy

Il
iy

womit (8.43) bewiesen ist.
Seien nun A(J) und A(J’) aneinandergrenzende Simplizes mit gemeinsamer
Seite

A = A(DISs = A(J)I,Ss

und seien o, f € ', k < r, wie in (8.32). Damit sind vé und vl]; lediglich Permu-

tationen voneinander. Wegen der Vielfachheit der Knoten enthilt v/, mindestens
n — r Elemente aus A und damit ist, unter Verwendung der r—fachen Differen-
zierbarkeit von f und des guten alten Satz 5.19,

c']‘,a (1, ..., x0) F](vé,xh...,xk) =Fy (vﬁ,xl,...,xk) =Fy (vg,xl,...,xk>

= ¢y (1, .., X0) -

Damit konnen wir aber Lemma 8.27 anwenden und erhalten, dafs fiir xq, ..., xx €
Rd

d
Y O¥ YW, @ mN@)

IG/ aely ij

Nn—kck (xll s /xk) (x)

=C 1 e 2, %)

— k+1
- Nn—k—lc (xll « ooy Xky x) (x)/
und damit ist insbesondere

N,e(x) = Npod (x,...,x) (), xeR% k=0,...,r+1. (8.44)
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Nun sind aber, wieder wegen der Vielfachheit der Knoten, alle B-Splines, die in
der Splinefliache N,,_,_1¢*! (x, ..., x) auftreten, von der Form

N(l Ujo,O/ cee ’UjU/O/ .. .,Ujd’(), e ,U]'d,())
———— —————
ap ag

und daher nach Korollar 7.21 Bézierfldchen, die aber lokal gerade mit dem obigen
Algorithmus ausgewertet werden knnen und somit ist

N,c(x) = N (x, ..., x) (%), xeR), k=0,...,n,

also, fur x € A()),
N,c(x) = C?,o (x") = Que(x).

Mit Satz 8.25 sind wir dann auch schon fertig mit dem Beweis von Satz 8.21!

8.3 Delaunay und ein anderes Konzept

Die multivariaten Splines, die wir bisher betrachtet haben, haben zwar viele
schone Eigenschaften, sind aber eine ,echte” Verallgemeinerung des ,klassi-
schen” univariaten Splinebegriffs, denn die Zuordnung zwischen den Ecken
v; = vjp der Triangulierung .7 und dem Rest der ,Punktwolke” v;,, k=1,...,n,
war nun doch absolut beliebig. Bei den univariaten Splines war das anders, da
bestand die ,,Punktwolke” aus benachbarten Knoten und war damit eigentlich
a priori festgelegt, ohne irgendwelche Extrapunkte verwenden zu miissen.

Genau diese Nachbarschaftsbeziehungen bilden nun die Idee eines anderen
Ansatzes zu multivariaten Splines, der von Neamtu [53] entwickelt wurde.
Dabei ist die Idee der Nachbarschaft sogar ein sehr klassisches Konzept, ndmlich
die sogenannte Delaunay-Triangulierung''® bzw. das Voronoi-Diagramm.

Definition 8.29 Sei 2" C RY eine Menge von Punkten.

1. Z heifit lokal endlich, wenn fiir jede kompakte Menge QO C R? die Beziehung
#(2 NQ) < oo gilt.

2. Die Voronoi-Zelle Z(x) zu x € 2" ist der Abschluss der Menge alle Punkte des

IR, die niiher bei x liegen als bei irgendeinem anderen Punkte von % :

Z(x) := {z eRY : |lx—z|| < min ||y —z”}.

yeZ \{x}

8Delaunay hies eigentlich Delaune (1890-1980), und war ein (sowjet)russischer Mathematiker,
der aber fiir die Veroffentlichung [27] seinen Namen , franzdsisierte”.
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3. Das Voronoi-Diagramm ist die Zerlequng des R? in Voronoi-Zellen, deren
Inneres jeweils leeren Durchschnitt hat':

RY = U Z2(x), ZG)P°NZE) =0, x#xeX.
xeZ

So ein Voronoi-Diagramm kann man recht einfach konstruieren: Man verbindet
je zwei Punkte x,x" und wahlt die Mittelsenkrechte auf diese Verbindungs-
strecke - das definiert eine Hyperebene und damit zwei Halbraume H, (x, x’)
und Hy (x, x"), ndmlich die Punkte, die ndher bei x liegen und die, die ndher bei
x" liegen. Die Voronoi-Zelle ist dan einfach der Durschnitt dieser Halbrdaume:

Z(x) = /L]\{ }Hx (x,x"). (8.45)

Als Durchschnitt von endlich vielen Halbraumen ist - wie man in der konvexen
Analysis lernt, die ein unerlassliches Hilfsmittel beispielsweise in Optimierung
und Spieltheorie ist [65, 67] - jede Voronoi-Zelle ein konvexes Polyeder'* und hat
als solche Ecken, Seiten und Kanten'?! Die Ecken dieser Polyeder werden als
Voronoi-Ecken bezeichnet und haben die offensichtliche Eigenschaft, daf3 sie von
allen Punkten, zu deren Voronoi-Zellen sie gehoren, gleich weit entfernt sind.

Die Voronoi-Diagramme helfen nun, eine diskrete Nachbarschatftsbeziehung
aufzustellen.

Definition 8.30 Zwei Punkte x,x’ € 2" heiflen benachbart, wenn Z(x) N Z(x") # 0.

Das duale Objekt zu einem Voronoi-Diagramm ist der Delaunay-Komplex, bei
dem man alle benachbarten Ecken mit einer Kante verbindet. Dieser Graph
wird zu einer Triangulierung, der sogenannten Delaunay-Triangulierung, wenn
die Punkte von 2 in allgemeiner Lage'? sind, diesmal in dem Sinne, dafl man
durch je d + 1 Punkte aus 2~ eine d-dimensionale Kugel legen kann, aber keine
d + 2 Punkte auf einer Kugel liegen.

19Ein Punkt, der nicht gleich weit von zwei oder mehr Punkten von 2~ entfernt ist, also im
Inneren einer Voronoi-Zelle liegt, hat natiirlich genau einen nédchsten Punkt in 2"

1200Wenn man’s genau nimmt, ist ,Durchschnitt von endliche vielen Halbraumen” eigentlich
eine gute Definition fiir ein konvexes Polyeder.

121 Findimensionale Kanten.

12Und wieder mal eine neue Form von allgemeiner Lage. Was alle allgemeinen Lagen gemein-
sam, also sozusagen ,allgemeinsam” haben, ist, daf sich jede Punkt-Konfiguration durch eine
beliebig kleine Storung in allgemeine Lage iiberfiihren ldsst, aber Allgemeinheit bei hinreichend
kleiner Stérung nicht zerstort wird. Diese Konfigurationen sind also offen und dicht in der Menge
aller Punktkonfigurationen.
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Proposition 8.31 Sind die Punkte von 2" in allgemeiner Lage, dann
1. gehen von jeder Voronoi-Ecke genau d + 1 Kanten aus.

2. enthilt der Umkreis um jedes Dreieck der Delaunay-Triangulierung keinen wei-
teren Punkt von 2.

Beweis: Der Beweis ist sehr einfach: Fiir jede Voronoi-Ecke v haben alle Punkte
x € Z mit v € Z(x) denselben Abstand, sagen wir r, von v und liegen damit auf
einer Kugel mit Radius r um v. Da 2" in allgemeiner Lage ist, folgt aber, daf3

#{ixeZ :veZx)}=d4d+1
sein muss. Die Simplizes der Delaunay-Triangulierung lassen sich dann aber als
Nyi=[xeZ : veZx)]

definieren, und ein Punkt x € 2 kann nur dann im Umkreis um A,, dessen
Mittelpunkt v ist, wenn ||x — || < r ist. Aber die einzigen Punkte mit dieser

Eigenschaft sind die Ecken von A, m]

Und jetzt kommt auch schon der entscheidende Begriff fiir das Splinekonzept
aus [52], wieder unter der Voraussetzung, dafs .2" in allgemeiner Lage ist.

Definition 8.32 Ein Paar K = (Xg, X;) von Teilmengen von 2 heifit Delaunay-
Konfiguration der Ordnung n > 0, wenn

1. #Xp=d +1,
2. #X[ =n,
3. fiir den Kreis Bx durch Xp gilt

BEQ%ZXI, BKH%:XBUX[.

Mit %, = (X)) bezeichnen wir die Menge aller Delaunay-Konfigurationen der
Ordnung n und schreiben, fiir K € 2,

K = (X5, XF).

Nach unseren obigen Bemerkungen sind Delaunay-Triangulierungen Delaunay-
Konfigurationen der Ordnung 0, die Beziehung zwischen ,,hoheren” Delaunay-
Konfigurationen und entsprechenden Voronoi-Diagrammen findet sich in [52].
Und .7, definiert und indiziert dann die B-Splines.
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Definition 8.33 Fiir K € %, definieren wir den multivariaten B-Spline N als

"I (Xg)‘

.l M(-1x5),  X*=XEUXf. (8.46)

NK =

Satz 8.34 Fiir p € I} mit Polarform P gilt

p=) P(XY) N, (8.47)
Ke.z,
also insbesondere
Z Ng = 1. (8.48)
Ke.z,

Beweis: Wir geben zumindest die Beweisidee an. Der Beweis basiert, ganz
dhnlich dem von Satz 8.25 auf der Identitét

Z F(XK) Ni(x) = Z F(XF, x) N(), (8.49)

Kez, Ke 1

die man dadurch erhilt, daff man die linke Seite von (8.49) beztiglich der Rand-
punkte X§ entwickelt:

XK
KEZJ; F(XF) Ni(x) = KEZJ; F(xF) |T(d'B)' M(-1X¥)
K
- rpapy B8 - ot (o
Ket, vexK

K
d!B) T, (x|X{§) M(-1X5\ {o}).

[
1
£

Dabei kann man wegen der Symmetrie der Splines die Punkte von X§ so anord-

nen, dafs o (Xg) = 1 ist. Entfernt man nun aus einer Delaunay-Konfiguration K
der Ordnung n den Randpunkt v, dann ergibt sich eine Delaunay-Konfiguration
der Ordnung # — 1, bei der natiirlich mindestens ein innerer Punkt w € XK zum
Randpunkt werden muss, also w € XX'. Also ist

Z F(X¥) Ni(x)

Ke.z,
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Y Y F(xFw) % 7, (x| X5\ {0} U fao}) M (-] X¥)

K'etn-1 veXy

tw(¥1XF')
Tw (x | Xg) T (XIB<)

Y, YL F(xK ) xE) @ M(:|x)

K'e -1 veXk

Als ndchstes mufs man zeigen, dafs

YY =Y Y.

oeXK K€t K€t wex¥’

wozu man ein , technisches” Resultat'® fiir Delaunay-Konfigurationen benétigt,
das die Rolle von Lemma 8.27 tibernimmt, siehe [53, Proposition 1]. Kann man
die Summen vertauschen, dann ist der Rest nicht mehr schlimm, denn dann ist

Z F(XF) Ni(@)

Kez,
Tw (x | Xlg) T (Xg)

Y, Y F(xK ) (x5) @ M(-1x¥)

K&t wexk

Z F| XK, Z wuw(x|X§') N (x)

K'edty weXxX
= Z F(XK' x)N (x)
- I 7 K’ s
K'ety4

was den Beweis von (8.49) komplettiert. Der Rest ist dann wieder wie im Beweis
von Satz 8.25: Wir iterieren (8.49) zu

Z F(Xf) Nk (x) = Z F(x,...,x) Ng(x) = Z f (x) Nk(x)

Kez, Ke % Ke %

und da die Mengen K € % gerade die Delaunay-Triangulierung des R? indi-
zieren, ist die rechte Seite gerade fiir den Summanden mit x € Ax von Null
verschieden und liefert dort den Wert f(x). |

12Djeses ist alles andere als trivial oder auch nur einfach oder naheliegend und basiert auch
und vor allem auf der richtigen Auswahl eines Konzepts der Delaunay-Konfiguration, siehe die
Bemerkungen in [52, 53]!



8.3 Delaunay und ein anderes Konzept 165

Wahrscheinlich kénnte man auch mit stiickweisen Polynomen arbeiten, wenn
man den inneren Knoten X{( eine passende ,virtuelle” Vielfachheit zuordnet, aber
das ist nur eine Vermutung. Was viel wichtiger ist, ist die folgende Beobachtung;:

Setzt man bei diesem Spline-Ansatz d = 1, so erhdlt man die klassischen
univariaten B-Splines!

Und das schliefst doch sehr schon den Kreis!
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Manches sagt ich,
mehr noch wollt ich,
liefSe zur Rede
Raum das Geschick.
Die Stimme weicht,
Wunden schwellen:
Wahres sprach ich;
will nun enden.

Die Edda, Das jiingere Sigurdlied

Ungesagtes

Hier noch ein paar Dinge, die man hétte erwdhnen kénnen und sollen, fiir die
aber leider die Zeit gefehlt hat. Leider ist die Darstellung sehr kurz, aber es gibt
ja ein paar Literaturverweise, falls es jemanden ernsthaft interessieren sollte.

9.1 Verfeinerbarkeit

Eine Funktion ¢ : R? — Rheiflt verfeinerbar, wenn es eine Folgea = (aa C o€ Zd)
gibt, so daf3

o=) 2,02 -a). ©.1)

aez?

Derartige Funktionen bilden die Grundlage eine Multiresolution Analysis, siehe
[24, 39] und sind schon deswegen von grofiem Interesse. Fiir 4 = 1 gibt es ei-
ne wichtige Familie von verfeinerbaren Funktionen, ndmlich die kardinalen B-
Splines, die B-Splines mit Knoten an den ganzen Zahlen'*, also mit doppel-
tunendlicher Knotenfolge T = Z. Die zugehorigen B-Splines der Ordnung m
wdéren dann also

Mg :=MC(|k,...,k+m+1)

oder deren zentrierte Gegenstiicke. Tatsdchlich haben diese Splines eine Menge
schoner und herausragender Eigenschaften:

124Und das sind eigentlich die ,Klassiker”, die schon von Schoenberg [72] ausgiebigst unter-
sucht wurden.
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e Die kardinalen B-Splines sind so ziemlich die einzigen verfeinerbaren
Funktionen, die man explizit kennt, die meisten anderen sind nur iiber
die Maske a bestimmt.

e Unter allen verfeinerbaren Funktionen in C"~!(R) ist der kardinale B-Spline
der Ordnung m die eindeutig bestimmte Funktion mit minimalem Trager.

e Kardinale Tensorprodukt-B-Splines mit dem ,Knotengitter” Z? sind die
Prototypen fiir verfeinerbare Funktionen auf dem R” - ohne sie wiirde in
der Wavelet-Welt einiges nicht funktionieren.

9.2 Box-Splines

Bei den Simplex-Splines haben wir den Spline als Dichtefunktion der Projektion
eines n- dimensionalen Simplex eingefiihrt, indem wir

ff(t)M(ﬂX)dt=ff(Xu)du
R4 S,

gesetzt haben. Nun zwingt uns ja niemend, hier das Simplex zu benutzen und
wir konnen genausogut andere Polyeder projizieren, beispielsweise den Wrfel.
Und genau das fithrt zum Box-Spline zu einer Matrix X € R™", der als

ff(t)B(tIX)dt=f f(Xy) dy
R4 [0,1]¢

definiert ist, siehe [13]. Die Spalten von X sind jetzt allerdings nicht mehr als
Punkte, also , Knoten” im , klassischen” Sinne, sondern als Richtungen aufzufas-
sen. Zu Box-Splines gibt es eine Unmenge von Theorie, zu den amiisantesten
Resultaten gehort die Losung einer Vermutung zu magischen Quadraten durch
Jia, basierend auf Arbeiten von Dahmen und Micchelli. Hier noch eine kurze
Liste von interessanten Eigenschaften:

e Box-Splines sind verfeinerbar, erfiillen also die Gleichung (9.1) fiir passen-
des a.

e Ganzzahltranslate B(- —a : X), a € Z?, formen eine stabile Basis'® auf
dem R?, wenn nur die Matrix X geeignet gewahlt ist.

e Box-Splines lassen sich als Summe von B-Splines darstellen, [47]! Die einfa-
che Idee dabei besteht darin, zu einer Permutation 7t der Zahlen {1, ..., n},
das Simplex A, mit den Ecken

0, €x(1), €r(1) + €r@), -+, En() +*** + Exqm)

125Was auch immer das ist.
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das heifdt,
]
Anz[v}T : j:O,...,n] v?:Zen(j), j=0,...,n,
k=1

zu betrachten. All diese Simplizes liegen im Einheitswiirfel und partitio-
nieren diesen'%:
011" ={JAs,

und daher ist mit Y = [0I] und der zu n gehorigen Permutationsmatrix
Pn € R™n

f]Rdf(t)B(th) dt:L,l]"f(Xy)y:zn:.ﬁﬂf(Xy) dy
= ;ﬁlf(XPnYu) du:; Rdf(t)M(”XP”Y) dt,

also
B(|X) = ZM(- | XP,Y). (9.2)

e Auch gewisse Box-Splines sind verfeinerbare Funktionen mit minimalem
Trager und vorgegebener Differenzierbarkeit, zumindest in zwei Varia-
blen, [50].

126Das ist iibrigens ein Weg, zu beweisen, daf das Integral iiber so ein Simplex 1/d! ist -
schliefllich zerlegen diese d! Objekte das Einheitsvolumen.
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Anhang

Hier findet sich die eine oder andere , Kleinigkeit”, die im normalen Text keinen
Platz hatte, beispielsweise die Anleitung zu 1p_solve.
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LP_SOLVE Solves mixed integer linear programming problems.
SYNOPSIS: [obj,x,duals] = lp_solve(f,a,b,e,vlb,vub,xint,scalemode,keep)
solves the MILP problem
max v = £'*x
a*x <> b
vlb <= x <= vub

x(int) are integer

ARGUMENTS: The first four arguments are required:

f: n vector of coefficients for a linear objective function.
a: m by n matrix representing linear constraints.
b: m vector of right sides for the inequality constraints.
e: m vector that determines the sense of the inequalities:
e(i) = -1 ==> Less Than
e(i) = 0 ==> Equals
e(i) = 1 ==> Greater Than

vlb: n vector of lower bounds. If empty or omitted,
then the lower bounds are set to zero.
vub: n vector of upper bounds. May be omitted or empty.
xint: vector of integer variables. May be omitted or empty.
scalemode: scale flag. Off when ® or omitted.
keep: Flag for keeping the lp problem after it’s been solved.
If omitted, the 1lp will be deleted when solved.

OUTPUT: A nonempty output is returned if a solution is found:

obj: Optimal value of the objective function.
X: Optimal value of the decision variables.
duals: solution of the dual problem.

Abbildung A.1: Beschreibung der Funktion 1p_solve aus [3]. Dies ist nur
die ,einfache” und intuitive Schnittstelle zu octave, es gibt auch wesent-
lich subtilere und speichereffizientere Zugriffsmethoden. Aber fiir unsere
Zwecke reicht das hier.




-- Function File: [XOPT, FMIN, STATUS, EXTRA] = glpk (C, A, B, LB, UB,
CTYPE, VARTYPE, SENSE, PARAM)
Solve a linear program using the GNU GLPK library. Given three
arguments, ‘glpk’ solves the following standard LP:

min C’*x

subject to

but may also solve problems of the form

[ min | max ] C’*x

subject to
A"“X [ ll:ll | l|<:ll | |l>:'| ] b
X >= LB
x <= UB

Input arguments:

C
A column array containing the objective function coefficients.
A
A matrix containing the constraints coefficients.
B
A column array containing the right-hand side value for each
constraint in the constraint matrix.
LB
An array containing the lower bound on each of the variables.
If LB is not supplied, the default lower bound for the
variables is zero.
UB

An array containing the upper bound on each of the variables.
If UB is not supplied, the default upper bound is assumed to
be infinite.

Abbildung A.2: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil I.
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CTYPE

An array of characters containing the sense of each
constraint in the constraint matrix. Each element of the
array may be one of the following values

] IIFII tl
A free (unbounded) constraint (the constraint is
ignored) .
] llUll y
An inequality constraint with an upper bound (‘A(i,:)*x
<= b@)’).
(] IISII y
An equality constraint (‘A(i,:)*x = b(i)’).
1] IILII ’
An inequality with a lower bound (‘A(i,:)*x >= b(i)’).
(] llDll y

An inequality constraint with both upper and lower bounds
(A, :)*x >= -b(i)’ _and_ (‘A(,:)*x <= b(i)").

VARTYPE

SENSE

PARAM

A column array containing the types of the variables.
] llCll y
A continuous variable.

1 IIIII’
An integer variable.

If SENSE is 1, the problem is a minimization. If SENSE is
-1, the problem is a maximization. The default value is 1.

A structure containing the following parameters used to
define the behavior of solver. Missing elements in the
structure take on default values, so you only need to set the
elements that you wish to change from the default.

Integer parameters:

‘msglev (‘LPX_K_MSGLEV’, default: 1)’
Level of messages output by solver routines:

0
No output.
1
Error messages only.
2
Normal output .
3

Full output (includes informational messages).

Abbildung A.3: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil II.
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‘scale (‘LPX_K_SCALE’, default: 1)’
Scaling option:

)

No scaling.
1

Equilibration scaling.
2

Geometric mean scaling, then equilibration scaling.

‘dual (‘LPX_K_DUAL’, default: 0)’
Dual simplex option:
0
Do not use the dual simplex.

If initial basic solution is dual feasible, use the
dual simplex.

‘price (‘LPX_K_PRICE’, default: 1)’
Pricing option (for both primal and dual simplex):
0
Textbook pricing.

Steepest edge pricing.

‘round (‘LPX_K_ROUND’, default: 0)’
Solution rounding option:
0
Report all primal and dual values "as is".

Replace tiny primal and dual values by exact zero.

‘itlim (‘LPX_K_ITLIM’, default: -1)’
Simplex iterations limit. If this value is positive, it
is decreased by one each time when one simplex iteration
has been performed, and reaching zero value signals the
solver to stop the search. Negative value means no
iterations limit.

‘itent (‘LPX_K_OUTFRQ’, default: 200)’
Output frequency, in iterations. This parameter
specifies how frequently the solver sends information
about the solution to the standard output.

Abbildung A .4: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil III.
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‘branch (‘LPX_K_BRANCH’, default: 2)’
Branching heuristic option (for MIP only):

0

Branch on the first variable.
1

Branch on the last variable.
2

Branch using a heuristic by Driebeck and Tomlin.

‘btrack (‘LPX_K_BTRACK’, default: 2)’
Backtracking heuristic option (for MIP only):

0

Depth first search.
1

Breadth first search.
2

Backtrack using the best projection heuristic.

‘presol (‘LPX_K_PRESOL’, default: 1)’
If this flag is set, the routine lpx_simplex solves the
problem using the built-in LP presolver. Otherwise the
LP presolver is not used.

‘lpsolver (default: 1)’
Select which solver to use. If the problem is a MIP
problem this flag will be ignored.
1
Revised simplex method.

Interior point method.

‘save (default: 0)’
If this parameter is nonzero, save a copy of the problem
in CPLEX LP format to the file ‘"outpb.lp"’. There is
currently no way to change the name of the output file.

Real parameters:

‘relax (‘LPX_K_RELAX’, default: 0.07)’
Relaxation parameter used in the ratio test. If it is
zero, the textbook ratio test is used. If it is non-zero
(should be positive), Harris’ two-pass ratio test is
used. In the latter case on the first pass of the ratio
test basic variables (in the case of primal simplex) or
reduced costs of non-basic variables (in the case of
dual simplex) are allowed to slightly violate their
bounds, but not more than ‘relax*tolbnd’ or ‘relax*toldj
(thus, ‘relax’ is a percentage of ‘tolbnd’ or ‘toldj’’.

Abbildung A.5: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil IV.
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‘tolbnd (‘LPX_K_TOLBND’, default: 10e-7)’
Relative tolerance used to check if the current basic
solution is primal feasible. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

‘toldj (‘LPX_K_TOLD]’, default: 10e-7)’
Absolute tolerance used to check if the current basic
solution is dual feasible. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

‘tolpiv (‘LPX_K_TOLPIV’, default: 10e-9)’
Relative tolerance used to choose eligible pivotal
elements of the simplex table. It is not recommended
that you change this parameter unless you have a
detailed understanding of its purpose.

‘objll (‘LPX_K_OBJLL’, default: -DBL_MAX)’
Lower limit of the objective function. If on the phase
II the objective function reaches this limit and
continues decreasing, the solver stops the search. This
parameter is used in the dual simplex method only.

‘objul (‘LPX_K_OBJUL’, default: +DBL_MAX)’
Upper limit of the objective function. If on the phase
ITI the objective function reaches this limit and
continues increasing, the solver stops the search. This
parameter is used in the dual simplex only.

‘“tmlim (‘LPX_K_TMLIM’, default: -1.0)’
Searching time limit, in seconds. If this value is
positive, it is decreased each time when one simplex
iteration has been performed by the amount of time spent
for the iteration, and reaching zero value signals the
solver to stop the search. Negative value means no time
limit.

‘outdly (‘LPX_K_OUTDLY’, default: 0.0)’
Output delay, in seconds. This parameter specifies how
long the solver should delay sending information about
the solution to the standard output. Non-positive value
means no delay.

‘tolint (‘LPX_K_TOLINT’, default: 10e-5)’
Relative tolerance used to check if the current basic
solution is integer feasible. It is not recommended
that you change this parameter unless you have a
detailed understanding of its purpose.

Abbildung A.6: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil V.
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Output values:

‘tolobj (‘LPX_K_TOLOB]’, default: 10e-7)’
Relative tolerance used to check if the value of the
objective function is not better than in the best known
integer feasible solution. It is not recommended that
you change this parameter unless you have a detailed
understanding of its purpose.

XOPT
The optimizer (the value of the decision variables at the
optimum) .

FOPT
The optimum value of the objective function.

STATUS

Status of the optimization.

Simplex Method:
180 (‘LPX_OPT’)
Solution is optimal.

181 (‘LPX_FEAS’)
Solution is feasible.

182 (‘LPX_INFEAS’)
Solution is infeasible.

183 (‘LPX_NOFEAS’)
Problem has no feasible solution.

184 (‘LPX_UNBND’)
Problem has no unbounded solution.

185 (‘LPX_UNDEF’)
Solution status is undefined.
Interior Point Method:
150 (‘LPX_T_UNDEF’)
The interior point method is undefined.

151 (‘LPX_T_OPT’)

The interior point method is optimal.
Mixed Integer Method:
170 (‘LPX_I_UNDEF’)

The status is undefined.

171 (‘LPX_I_OPT’)
The solution is integer optimal.

172 (‘LPX_I_FEAS’)

Solution integer feasible but its optimality has not
been proven

Abbildung A.7: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil VL
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173 (‘LPX_I_NOFEAS’)

No integer feasible solution.
If an error occurs, STATUS will contain one of the following
codes:

204 (‘LPX_E_FAULT’)
Unable to start the search.

205 (‘LPX_E_OBJLL’)
Objective function lower limit reached.

206 (‘LPX_E_OBJUL’)
Objective function upper limit reached.

207 (‘LPX_E_ITLIM’)
Iterations limit exhausted.

208 (‘LPX_E_TMLIM’)
Time limit exhausted.

209 (‘LPX_E_NOFEAS’)
No feasible solution.

210 (‘LPX_E_INSTAB’)
Numerical instability.

211 (‘LPX_E_SING’)
Problems with basis matrix.

212 (“‘LPX_E_NOCONV’)
No convergence (interior).

213 (‘LPX_E_NOPFS’)
No primal feasible solution (LP presolver).

214 (‘LPX_E_NODFS’)
No dual feasible solution (LP presolver).

EXTRA
A data structure containing the following fields:
‘lambda’
Dual variables.

‘redcosts’
Reduced Costs.

‘“time’
Time (in seconds) used for solving LP/MIP problem.

mem
Memory (in bytes) used for solving LP/MIP problem (this
is not available if the version of GLPK is 4.15 or
later).

Abbildung A.8: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil VIIL.
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Example:

c = [10, 6, 4]’;

a=1[1,1, 1;
10, 4, 5;
2, 2, 6];

b = [100, 600, 300]’;

1b = [0, 0, 0]’;

ub = [1;

ctype = "UUU";

vartype = "CCC";

s = -1;

param.msglev = 1;
param.itlim = 100;

[xmin, fmin, status, extra] = ...
glpk (c, a, b, 1b, ub, ctype, vartype, s, param);

Abbildung A.9: Beschreibung der Funktion glpk aus [38], Teil VIII. Diese
Funktion ist zwar meiner Meinung nach etwas unhandlicher zu bedienen
als 1p_solve, hat aber den Vorteil, dafs sie in den meisten Octave-Distribu-
tionen enthalten ist und nicht separat hinzugefiigt werden muss.
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Uns ist in alten meeren
wunders viel geseit
von Helden lobebeeren
von grozer arebeit

Das Nibelungenlied
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