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Statt einer Leerseite ...

Chaos is found in greatest abundance whereever order is being
sought. It always defeats order, because it is better organized.
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konnen, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ—Online, 11.7.2009

When the epoch of analogue (which was to say also the richness
of language, of analogy) was giving way to the digital era, the final
victory of the numerate over the literate.

S. Rushdie, Fury
The most incredible thing about miracles is that they happen.
G. K. Chesterton, The Innocence of Father Brown

And it didn’t stop being magic just because you found out how it
was done.

T. Pratchett, Wee Free Men
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Erst die natiirlichen Betrachtungen
gemacht, ehe die subtilen kommen,
und immer vor allen Dingen erst
versucht, ob etwas ganz simpel und
natiirlich werden konne.

G. Chr. Lichtenberg

Optimierung -
Grundlagen und
Beispiele

Eigentlich ist Optimierung (in ,voller” Allgemeinheit) ein ziemlich einfaches
Problem, ndmlich ein Extremum einer Funktion zu finden:

Zu einer Funktion F: D — R und D’ C D finde man ein x* € D’, so daf3

F(x") < F(x) oder F(x*) > F(x)
fiir allex € D’.

Zuerst einmal sollte man bemerken, dafi es egal ist, ob man die Zielfunktion
F minimiert oder maximiert, denn man kann die Suche nach einem Maximum
von F immer auch als Suche nach einem Minimum von —F auffassen. Je nach-
dem, was uns gerade genehm ist, konnen wir daher bei einer Normalform des
Optimierungsproblems annehmen, dafs wir eine Zielfunktion nur maximieren
oder nur minimieren wollen.

Weitere generelle Vereinfachungen kann man allerdings weder in der Theorie
noch in der Praxis machen:

1. Die Funktion F kann, je nach Problemstellung differenzierbar, stetig oder
auch unstetig sein; und selbst wenn F differenzierbar sein sollte, ist es noch
lange nicht klar, ob und wie man diese Ableitung auch wirklich bestimmen
kann.

2. Die Auswertung der Funktion F, das heifit, die Berechnung des Wertes
F(x) fiir ein x € D, kann teuer oder billig sein. Das kann sich auf Rechenzeit
beziehen, denn manchmal kann F(x) nur durch aufwendige Simulationen
berechnet werden, oder aber auch auf ,echte” Unkosten, wenn die zur
Bestimmung von F(x) reale Experimente oder Messungen nétig sind.

3. Einzuldssiger Bereich D’ kann aus ganz D bestehen, insbesondereist D’ =
D = R™ moglich, er kann aber auch eine echte, ,diinne” oder kompakte
Teilmenge von D sein.



4 1 OPTIMIERUNG - GRUNDLAGEN UND BEISPIELE

4. Insbesondere kann D’ implizit gegeben sein, das heifit, man kennt lediglich
eine Funktion g : D — R™, so dafs

D’'={xeD : g(x) =0}.

All diese Situationen verlangen natiirlich nach unterschiedlichen Methoden,
wenn man die Losung,

e das Optimum,
e ein Optimum,
e einen nahezu optimalen Wert,

praktisch bestimmen will. Mit derartigen Verfahren, die natiirlich wesentlich
von der Struktur des Optimierungsproblems abhédngen, soll sich diese Vor-
lesung beschiéftigen — das Black—Box—Verfahren schlechthin, das jedes Opti-
mierungsproblem 16st, kann und wird es nicht geben.

Sehen wir uns nun aber zuerst einmal ein paar Beispiele fiir Optimierungsprob-
leme an.

1.1 Lineare und Ganzzahlprogrammierung

Der ,einfachste” Fall eines Optimierungsproblems liegt vor, wenn die Zielfunk-
tion F : R™ — IR eine lineare Funktion der Form

F(x) =v'x, x € R,
fiir ein gegebenes v € IR™ ist. Da eine nichttriviale lineare Funktion auf ganz R"
alle Werte zwischen +co annimmt, sind bei derartigen Optimierungsproblemen
Nebenbedingungen unvermeidbar, wenn man verniinftige Aussagen machen
will. Besonders schon sind dabei natiirlich lineare Nebenbedingungen der
Form
a/x > bj, i=1,...,N,

die man dann schon in der Matrixform Ax > b schreiben kann.

Beispiel 1.1 (Einkauf chemischer Rohstoffe ohne Realititsbezug) Eine Chemiefir-
ma' benotigt zwei Chemikalien A und B zur Herstellung ihres Produkts, und zwar
mindestens 3t von Stoff A und 4t von Stoff B. Allerdings sind diese beiden Rohstoffe
nicht in reiner Form erhiiltlich, sondern lediglich die beiden Rohstoffe X und Y die A
und B enthalten, und zwar wie folgt:

| Rohstoff | Anteil A | Anteil B | Kosten |

X 60 % 40 % 300
Y 30 % 50 % 200

!Dieses Beispiel stammt (in allgemeinerer Form) aus [17, S. 501], die grafische Losung dort
ist ein sehenswertes Kunstwerk.
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Hierbei bezeichnet ,Kosten™ die Summe aus Einkaufspreis und den Aufwendungen fiir
die Gewinnung der Rohstoffe. Was ist nun die giinstigste Einkaufspolitik?

Nun, dieses Problem ist relativ einfach zu losen! Seien namlich x,y die
gekauften Mengen der Rohstoffe X und Y, dann ergibt sich das Optimierungsprob-
lem

. 6 3| x 3
min 300x + 200y, [-4 5][9]2[4]. (1.1)
Jetzt hitten wir fast was vergessen: Da wir keine negativen Mengen einkaufen
kénnen?, miissen wir auch noch x,y > 0 fordern. Als zulissiger Bereich bezeich-
net man die Menge aller , erlaubten” Werte, die die Nebenbedingung erfiillten;
tir dieses Optimierungsproblem ist er in Abb 1.1 dargestellt. Um das Opti-

F(x)=const

<

\ '

Abbildung 1.1: Der zuldssige Bereich (links) und die grafische Losung
(rechts) des Optimierungsproblems aus Beispiel 1.1. Bei der grafischen
Losung verschiebt man die Gerade F(x) = ¢, ¢ € R, so lange, bis sie den
zuldssigen Bereich gerade noch beriihrt — das ist dann offensichtlich der
Minimalwert.

mierungsproblem (grafisch) zu 16sen betrachten wir, dafy die Kosten jeweils
auf der Gerade F(x) = ¢ den konstanten Wert ¢ haben; verschiebt man also
die Gerade nach ,links unten” so erhélt man giinstigere Ergebnisse — natiirlich
nur, solange die Gerade auch den zuldssigen Bereich schneidet, denn anson-
sten wiirde man zwar billig einkaufen, kénnte aber nicht produzieren®. Also
»schieben” wir solange, bis die Gerade den zulédssigen Bereich gerade noch
beriihrt und haben die optimale Losung, ndmlich denjenigen Punkt [x,y]", der

?Das ist iibrigens keine generelle Annahme fiir Optimierungsprobleme: In der Finanzmath-
ematik sind sogenannte Leerverkiufe, also Verkauf von Aktien, die man gar nicht hat, durchaus
nicht verboten.

3Bemerkungen iiber moderne Managementkonzepte sollen an dieser Stelle nicht gemacht
werden.
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o BEEIBEET - BHE

Das alles ist schon und gut, solange nur zwei Parameter zu optimieren sind —
dann kann man sich sehr einfach auf grafische Losungsverfahren zurtickziehen.
Es kann aber nattirlich vorkommen, dafd die Anzahl der Parameter sehr viel
grofler wird.

sich als

Beispiel 1.2 (Transportproblem) Ein Konzern* hat m Fabriken, die pro Tag a; Ton-
nen einer Chemikalie herstellen, j = 1,. .., m, und n Verkaufsstellen, die pro Tag einen
Mindestbedarfvon by Tonnen der Chemikalie, k = 1,...,n, haben. Der Transport einer
Tonne der Chemikalie von Fabrik j zu Verkaufsstelle k kostet c; Euro. Wie erhiilt man
eine kostenoptimale Versorgqung der Verkaufsstellen?

Hier haben wir es offenbar mit einer ganzen Menge, genauer gesagt mn, Pa-
rametern X, j = 1,...,m, k = 1,...,n, zu tun und das Optimierungsproblem

lautet N
min Z Z Cjk Xjk

j=1 k=1

unter den Nebenbedingungen
m n
ZXijbk, k:1,...,n, ZXijak, ]Z],,TTL
j=1 k=1

Und da tut sich grafisch nicht mehr viel . ..

Es war nicht ganz zufallig, dafS wir in den beiden vorhergegangenen Beispie-
len von Chemikalien gesprochen haben — man kann ndmlich davon ausgehen,
dafl man die in beliebigen Bruchteilen hin- und herverschieben kann. Das wird
anders, wenn es sich um ,,quantisierte” Objekte handelt, die nicht beliebig un-
terteilt werden konnen, denn dann mufs man nach ganzzahligen Losungen suchen
und landet bei der Ganzzahlprogrammierung, die auch als ,Integer program-
ming” bekannt ist.

Beispiel 1.3 (Ganzzahliges Transportproblem) Eine Transportfirma® transportiert
zwei verschiedene Typen, A und B von Paletten, die unterschiedliche Grofie und Gewicht
haben und unterschiedlich bezahlt werden:

| Typ | Grofie (cbm) | Gewicht (kg) | Bezahlung |

A 2 400 11
B 3 500 15

Ein Transportfahrzeug hat eine Zuladung von 3700 kg und ein Ladevolumen von 20
cbm. Was ist die optimale Beladung.

*Aus [39, S. 4], aber in leicht verallgemeinerter Form.
5Aus [12, S. 359-360].
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Ganz genau wie vorher kénnen wir unser Optimierungsproblem in der Form

2 3 X 20
max 11x + 15y, [400 SOO]ly]S[WOO]’ x,y >0,

hinschreiben, nur interessieren wir uns jetzt nur noch fiir die ganzzahligen Losun-
gen und die unter diesen optimale, ndmlich x =y = 4. Was unseren graphischen

Abbildung 1.2: Links der kontinuierliche zuldssige Bereich fiir Beispiel 1.3

2
mit der (kontinuierlichen) Optimallosung [5%, 3] , rechts die ganzzahligen
Punkte im zulédssigen Bereich, die schwarz markierten liegen gerade so auf
dem Rand.

Ansatz angeht, wird ja eigentlich alles viel leichter, denn man muf$ halt nun nur
noch die Gerade so verschieben, dafs sie durch einen der ganzzahligen Punkte
im zuldssigen Bereich geht und sich da den grofiten Wert aussuchen. Aber man
sieht schon an diesem einfachen Beispiel, daf3 das ein extrem genaues Arbeiten
notig ist.

Der zweite Ansatz wire ein schlichtes Ausprobieren, man schreibt ein kleines
Programm, das alle zuldssigen ganzen Zahlen durchprobiert und so den Op-
timalwert ermittelt. Das funktioniert noch bei kleinen Beispielen, wird aber
schnell hoffnungslos, wenn man die Anzahl der Parameter erhoht. Tatsachlich
verwendet ein methodisches Vorgehen algebraische Geometrie, Grobnerbasen
fiir torische Ideale und Eliminationsideale, siehe [12, Chapter 8] oder [30].

1.2 Quadratische Programmierung

Ein weiterer einfacher Fall ist die Situation, dafd F ein quadratisches Polynom
ist, das heifst,

F(x) =x"Ax + b'x, x € R™,
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am besten noch mit einer symmetrischen, positiv definiten® Matrix A € R™". Dann
hat man es ndmlich mit genau einem Minimum zu tun: da

‘llim F(x) = o0

und, firj=1,...,n,

n

d d [
aF(X) = g [Z Clkai + 2 Z Qi XX + Z bk Xk]
) )\ k=1

T<k<i{<n k=1

= Zaijj + 2 Z QXK + bj =2 (AX)j + bj,
k#j

haben wir ein Extremum an x* wenn

. oF . .
O:VF(X):I[E(X) : ):],...,n],
j
also wenn 0 = 2Ax* + b oder
1
x*:—zA’1b,

vorausgesetzt, A ist invertierbar, was sicher der Fall ist, wenn A positiv definit
ist. Mindestens ein Minimum muf es aber geben, also ist x* das eindeutige
Minimum — wie man das berechnet, und zwar effizient, das ist dann wieder eine
andere Frage.

Beispiel 1.4 (Portfolio-Optimierung) Gegeben seien n Investitionsmaglichkeiten’
mit ,Return” oder Auszahlung r;, j = 1,...,n. Diese Auszahlungen betrachtet man
als Zufallsvariable, von denen jeweils der Erwartungswert w; = E [r;] und die Varianz

0'].2 =E [(ri — uj)z], j = 1,...,n, bekannt sind. Ein Portfolio® besteht nun aus x;
Anteilen der Investition Nummer j, j = 1,...,n, der Einfachheit so normiert, dafs
X1 + -+ +xn = 1. Die Auszahlung des Portfolio ist dann

n
R = E T'j X]'
j=1

und die erwartete Auszahlung

E[R] = E[erxj = Z WX = 1x.
j=1 j=1

Mit Hilfe der Kovarianzmatrix

K:= [E[(rj_pj)(rk_uk)] i k=1,...,mn

O'j Ok

®Positiv definit bedeutet hier strikt positiv definit, also xTAx > 0 fiir x # 0. Achtung: Diese
Terminologie ist nicht eindeutig in der Literatur.

7Aus [39, S. 216].

8Der ganz einfachen Form.
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der vy ist dann
or == E[(R—ERD*| =x"Gx,

wobei
G=S"KE=[Elr—u) (e — ) : jyk=T1,...,n]

und
01
p—
On

Nun sieht man oy als das Risiko des Portfolios an und wihlt, fiir einen Parameter
K € [0,00), der die ,Risikofreude” des Anlegers widerspiegeln soll®, die Anteile der
Investitionen als Losung des quadratischen Optimierungsproblems

max p'x — kx' Gx, ij =1, x2=0.

Beispiel 1.5 (Glittende Funktionen und Lerntheorie) Gegeben seien nun Punkte
xj, j = 0,...,N, und vorgeschriebene oder gemessene Werte y;, j = 0,..., N, und
man mochte gerne aus diesen diskreten oder ,abgetasteten” Werten eine Funktion
rekonstruieren, oder auch ein zugrundeliegendes ,Bildungsgesetz”. Der erste Ansatz,
der einem sofort in den Sinn kommt, wire Interpolation, also die Bestimmung einer
Funktion f mit f(x;) = vy;,j = 0,...,N, siehe z.B. [31, 34]. Das ist an sich nichts

schlimmes, wirft aber sofort die folgenden Probleme auf

o Es gibt unendlich viele Funktionen, die das Interpolationsproblem losen, das
Problem ist also schlechtgestellt. Man kann dem Problem dadurch begegnen,
dafs man f als

N
N-+1
f:Zijj, C:(Co,...,CN)EIR
j=0

ansetzt und den N + 1-dimensionalen Funktionenraum der f; passend wihlt'°.

o Die Wertey; sind oftmals nicht genau, sondern fehlerbehaftet, z.B. bei MefSwerten,
und dieses Rauschen kann durchaus betrichtliche Ausmafle haben.

Vor allem das zweite Problem sorgt dafiir, daf$ Interpolanten in vielen Fillen nicht
wirklich geeignet sind, um Funktionen zu konstruieren, weswegen man sich mit einem
anderen Ansatz behilft: Man wihlt nicht N + 1 Funktionen, sondern M + 1 Funk-
tionen, wobei M mit N nichts zu tun haben muf, es kann grofSer oder kleiner als N

°Te kleiner k, desto weniger wird das ,Risiko”, das sich in der Varianz versteckt, in Betracht
gezogen und desto mehr zihlt die Auszahlung, genauer gesagt, die erwartete Auszahlung.

19Moglicherweise in Abhéngigkeit von den x;, aber warum auch nicht? Niemand erwartet an
dieser Stelle die ultimative Universallosung.
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sein, ja selbst M = N ist nicht verboten und sucht zuerst mal nach der Losung des
Minimierungsproblems

N M
min{Zh‘(xj) —yl* = chfj}. (1.2)
j=0 =0

Da

f (xo) cofo (x0) + -+ 4+ emfm (x0) folxo) ... fm(xo) Co

f(;CN) cofo (xn) + -+ -+ emfm (xn) fo (;CN) N V] (-XN) cMm
oder, in Kurzform, f (x) = Fc, ist die zu minimierende Funktion
|[Fe — y||§ — (Fc—y) (Fc—y) =c'F'Fc—2y'Fc+y'y,
was bekanntlich' durch die Losung des Gleichungssystems
F'Fc=F'y (1.3)

minimiert wird. OK, wo ist nun das Problem? Die Losungsfunktion f wird immer noch
versuchen, den vorgegebenen Werten so gut zu folgen, wie es geht, insbesondere wird
sie an allen Punkten interpolieren, wenn es ihr mglich ist, denn dann ist der Fehler
Null und besser geht es ohnehin nicht. Und damit ist unser Rauschproblem wieder
da, Rauschen in den Daten y; kann durchaus wieder in der Funktion landen und zu
Oszillationen fiihren. Um das zu unterbinden, verbieten wir einfach der Funktion f das
Ostzillieren, indem wir zum Minimierungsproblem ein Glattefunktional hinzufiigen,
das zu viel Oszillation bestraft, beispielsweise das sehr beliebte'

| ™M 2 M
Jlf”(x)l2 dx = Z c]-fj”(x) dx = J Z cicxf] (%) f} (x) dx
4 15=0 j k=0
p fr ()Y (x) ... £ (X)) (x)
= | : : c=c'F'c,
fox)f(x) oo £ 00 (x)

wobei ¥’ das Integral iiber die Matrix ist. Fiir einen Parameter A > 0 erhalten wir dann
das modifizierte Optimierungsproblem

min ||Fc — y||§ +Ac'F'c,
dessen Losung iiber das Gleichungssystem

(F'F+AF')c=F'y (1.4)

Das geht wie in der Schule: Ableiten und gleich Null setzen.
2Die Integralgrenzen lassen wir hier bewuflt weg, das ist Detailkram und uns geht es ja hier
schliefllich um das Prinzip!
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gefunden wird. Diese Losungsfunktion versucht nun, in Abhingigkeit vom Parameter
A, der die ,Priorititen” fixiert, die vorgegebenen Werte gut zu approximieren, aber eben
nicht um jeden Preis, sondern auf moglichst glatte Art und Weise.

Das Verfahren ist alt, um nicht zu sagen klassisch, und beinhaltet den guten alten
,Smoothing spline” aus Kurvenapproximation und Statistik, aber ganz genauso moderne
Ansiitze wie Lerntheorie.

1.3 Platinen und Handlungsreisende

Ein klassisches Optimierungsproblem aus dem Bereich der kombinatorischen
Optimierung ist das Travelling Salesman Problem (TSP), bei dem ein Hand-
lungsreisender eine Tour entwickeln muf3, bei der jede von n Stadten mindestens
einmal angefahren werden muf$ und bei der der gesamte zuriickgelegte Weg
minimiert werden mufs.

Bezeichnet djy, j, k = 1,...,n,den Abstand'®, zwischen den Stidten Nummer
j und k, dann besteht eine Formulierung des Travelling Salesman Problem in
der Bestimmung eines Vektors | = (ji,...,jn) €{1,...,n}", der den Wert

N-1

d(I) = Z djk»jk+1

k=1

unter der Nebenbedingung
{1,...,n} :{jh---)jN}»

dafs jede Stadt mindestens einmal besucht wird, minimiert. Diese Nebenbedin-
gung bedeutet, daff N = n ist, dafs also jede Stadt einmal besucht wird, oder
daff N =n+1und j; = j ist, was einer Rundreise entspricht; man konnte auch
noch j; = jn = j* fordern, was heif$t, dafs der Handlungsreisende genau in der
Stadt mit Index j* — dem Firmensitz zum Beispiel — mit seiner Tour beginnen
und enden mufs.

Auch wenn der Handlungsreisende ein Klassiker ist, ist er doch nicht wirk-
lich das praktische, realistische Problem. Trotzdem gibt es Varianten davon, die
in praktischen Anwendungen ganz natiirlich auftreten.

Beispiel 1.6 (Bohrlocher in Platinen) In einer Platine sind fiir die Bestiickung mit
ICs oder Halbleitern Locher zu bohren, und zwar nicht 10 oder 20, sondern Grofienord-
nungen von mehreren Hundert oder sogar Tausend Lochern. Man bestimme den kiirzesten
oder schnellsten'* Weg fiir den Bohrroboter. Ein ihnliches Problem taucht auch bei der
spateren Bestiickung der Platine und beim Anbringen der Lotpunkte auf.

130der die Reisezeit, z.B. in der ,,DB-Metrik”, oder die Reisekosten, oder eine gewichtete
Mischung aus all dem ...

14Nicht immer ist der kiirzeste Weg auch der schnellste, wenn man Beschleunigung und
Abbremsen in Betracht zieht. Man beachte aber, dafs die Wegliange eine sehr einfache Zielfunktion
darstellt, die benotigte Zeit aber auf hochgradig komplizierte Art von der Reihenfolge der Punkte
abhdngen kann.
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Ein weiteres Beispiel fiir Varianten des TSP ist die Produktionsplanung, bei
der Prozesse optimal auf verschiedenen Ressourcen verteilt werden sollen —
dabei kann es sich um Produktionsprozesse und Maschinen, Flugrouten und
Flugzeuge, oder auch um Vorlesungen und Rdume, Dozenten und Studenten bei
der Stundenplanoptimierung handeln. Eine nette und untechnische Ubersicht
ist [18], siehe auch [1].

Der ,Reiz” des Travelling Salesman besteht darin, dafs die Komplexitit K(n)
des Problems, also die Anzahl der Rechenoperationen, die notig sind, um die
optimale Losung zu berechnen, nicht polynomial in n beschrankt werden kann,

das heif3t, es ist
K(n)

1m
n—oo |p(n)|

fiir jedes Polynom p. Damit ist es fiir realistische Werte von n ziemlich hoffnungs-
los die exakte Optimallosung berechnen zu wollen; tiberraschenderweise gibt es
aber (heuristische) Verfahren, die gute bis sehr gute Losungen® sehr schnell
bestimmen. Man kann vielleicht noch nicht mal beweisen, dafs sie immer funk-
tionieren, aber sie tun es trotzdem.

15Normalerweise nur um wenige Prozent schlechter als die Optimallosung!
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... the calculations, be it remembered,
of the hard-headed, strong handed,
exemplary working men . ..

P. Smyth, The Great Pyramid

Lineare
Optimierungsprobleme

Das Ziel von Optimierungsverfahren besteht ja ganz einfach darin, eine Ziel-
funktion unter vorgegebenen Nebenbedingungen zu maximieren oder zu min-
imieren. Sind sowohl die Zielfunktion, wie auch die Nebenbedingungen lin-
ear'®, dann bezeichnet man es - vollig unerwartet —als lineares Optimierungsprob-
lem. Ein solches Optimierungsproblem lafit sich immer schreiben als

AeR™™ ¢,xeR" beR™ (2.1)

wobei fiir zwei Vektoren x,y € R™ die Halbordnung'” x < y bedeutet, da8 x; <
y;, j = 1,...,m. Fangen wir mit den Nebenbedingungen an: Eine allgemeine
einzelne lineare Nebenbedingung an x hitte entweder die Form

a'x>b

oder aber
a'™x<b & (—a)"x > (—b),

das heifst, wir konnen immer von Nebenbedingungen der Form Ax > b ausge-
hen. Ahnliches gilt fiir die Zielfunktion: Wiirde man c¢"x minimieren wollen, so
kann man genauso gut (—c)"x maximieren. Durch Einfithrung von Schlupfvari-
ablen X1, ..., Xn4m kann man die Ungleichungen'® aij > b auf die dquivalente
Form

aij—xnﬂ-:b, Xn4j = 0, j=1,...,m,

bringen und erhélt so durch passende Erweiterung von A, b und c eine dquiva-
lente Normalform des linearen Optimierungsproblems:

c'x = max,
Ax = b, Icil,...,n). 2.2)
X > O, ) € I,

16Figentlich natiirlich ,affin”.

7Zur Erinnerung: Halbordnung heifit, dal fiir x # y nicht notwendig eine der beiden
Beziehungen x < y oder x >y gelten mufs.

Hier und im Rest dieses Kapitels seien aJ.T, j=1,...,m, die Zeilenvektoren der Matrix A.
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Mit den Normalformen muss man ein bifichen aufpassen! Je nach Literatur und
verwendeter Software werden gerne unterschiedliche Normalformen verwen-
det und man sollte sein Problem dann schon zuerst mal so aufbereiten, dafs es
auch der geforderten Normalform entspricht, ansonsten braucht man sich nicht
zu wundern, wenn die Ergebnisse falsch sind.

Ubung 2.1 Wie muff man A, b und c aus (2.1) erweitern, so daf# (2.2) eine
dquivalente Formulierung ist. ¢

Wie wir sehen werden, sind (lineare) Optimierungsprobleme ziemlich in die
konvexe Analysis eingebunden, siehe z.B. [43], zu tun — wobei es durchaus so
ist, dafd sich die Gebiete gegenseitig beeinflufit und motiviert haben und daf3
sich Resultate des einen Gebiets auch im anderen Gebiet als hilfreich erwiesen
haben.

Bevor wir uns ein bifschen die mathematische Theorie ansehen, befassen wir
uns erst einmal mit einem ,realistischen” Beispiel aus [48, Beispiel 2.1, S. 55].

Beispiel 2.1 (Produktionsproblem einer Schuhfabrik) Eine Schuhfabrik stellt
Damen- und Herrenschuhe her, die unterschiedliche Forderungen an Herstellungszeit,
Maschinenlaufzeit und Lederbedarf stellen — Ressourcen, die natiirlich gewissen Ein-
schriinkungen unterliegen. Welche Produktionskombination erzielt den hichsten Gewinn',
wenn die folgenden Parameter vorliegen:

| | Damenschuh | Herrenschuh | Verfiigbar |

Herstellungszeit 20 10 8000

Maschinenzeit 4 5 2000

Leder 6 15 4500
Gewinn 16 32

Die mathematische Formulierung dieses Problems in der Normalform (2.1) ist dann

10 0
p o 1 0
c:[3zl, A=|-20 —10|, b=]|—8000 |,
4 -5 —2000
—6 —15 —4500

wobei die ersten beiden Zeilen von A und b die Tatsache wiedergeben, dafl man keine
negative Anzahl von Schuhen produzieren kann.

2.1 Zulassige Punkte

Als erstes sehen wir uns einmal den Bereich an, in dem wir unsere Losungen
suchen, das heif$t, die Menge?

F:=F(A,b) ={x e R" : Ax>b}CR",

9Unter der (realistischen ?) Annahme, daf} alle Schuhe verkauft werden kénnen.
2Das “F” steht fiir die englische Bezeichnung “feasible”.
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die als zuldssige Menge oder zulidssiger Bereich fiir das Optimierungsprob-
lem bezeichnet wird. Der zuléssige Bereich ist Durchschnitt von Halbrdumen?!,
wobei ein Halbraum eine Menge der Form

H(a,b):={x : a'x>b} CR", aeRY belR,

ist.

100

Abbildung 2.1: Zulédssige Menge fiir das Optimierungsproblem aus
Beispiel 2.1.

Definition 2.2 Eine Menge QO C R™ heif$t konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch
ihre Verbindungsstrecke enthiilt, das heifst, wenn

x,y e = x,yl ={(1 —x) x+ay : ael0,1]}CQ. (2.3)
Lemma 2.3 Fiir jedes A € R™™ und b € R™ ist die Menge F(A, b) konvex.

Beweis: Der (einfache) Beweis ist eine Konsequenz der beiden folgenden Tat-
sachen:

1. Halbriiume sind konvex: Ist a’™x > bund a'y > b, so gilt auch

a (1T—a)x+ay) = (1 —«) gz/x+oc@2(1—oc+oc)b:b.
z >b

2Das Ubereinanderschreiben von Ungleichungsbedingungen bedeutet ja, da8 sie alle gle-
ichzeitig erfiillt werden sollen und die Losungsmenge ist dann eben der Durchschnitt der
einzelnen Losungsmengen.
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2. Der Schnitt zweier konvexer Mengen ist konvex: Sind (), O’ konvex, dann ist,
furx,ye QN Q’,

(1—oc)x+ocy€{§,, xe0,] = [ycanq’

O

Den Durchschnitt einer endlichen Anzahl von Halbrdumen im R™ bezeich-
net man als konvexes Polyeder, insbesondere ist also F ein solches konvexes
Polyeder. Eine Ecke des Polyeders ist ein Punkt, den man nicht als Konvexkom-

Abbildung 2.2: Ein endliches und ein unendliches konvexes Polyeder.

bination anderer Punkte des Polyeders schreiben kann. Formal heifit das, dafs x
eine Ecke ist, wenn

x€(y,y'), yy €F & x=y=y'.

Dabei bezeichnet??

(Y, y') ={axy+ (1 -y’ : € (0,1)}

das relative Innere der Strecke® [y,y’].

Die Ecken von F(A,b) kann man nun sehr elegant mittels Linearer Algebra®*
beschreiben. Dazu wéhlt man eine Indexmenge | C {1,...,m}, #] = n aus und
betrachtet die quadratische Teilmatrix

Ar=[a 1 je]]erme

und den Teilvektor
b]:[bj : jEHE]Rn.

2235 sieht nun sehr stark wie ein offenes Intervall, was es aber nur ist, wenn y # y’ ist, an-
sonsten ist es einpunktig, abgeschlossen und nicht offen. Dafs sich “offen” und “abgeschlossen”
nicht notwendigerweise gegenseitig ausschliefSen ist ja hoffentlich bekannt.

ZBGenauer: die konvexe Hiille der beiden Punkte.

24Fiir irgendwas muss die ja gut sein.
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Lemma 2.4 Sei F = F(A,b) das konvexe Polyeder der zulissigen Punkte fiir das
lineare Optimierungsproblem (2.1). Dann ist ein Punkt x € F genau dann ein Eckpunkt
von F, wenn es eine Indexmenge ] C {1,...,m}, #] = n, gibt, so daff Ajx = by und
det A] # 0.

Beweis: ,«<": Ist detAj # 0, dann ist x = A 'by ein Randpunkt™ des Polyed-
2

ers*®; ware auflerdem x = (1 — &)y + ay’ fiir y,y’ € Fund « € (0,1), dann
wadre
bj=Ax=A;((1—x)y+ay’) =(1—a) Ajy+xAyy’,

~ =~

>by >by
weswegen Ajy = Ajy’ = by, alsoy =y’ = x sein mufs. Damit ist x aber ein
Eckpunkt.
»~": Jeder Eckpunkt x des konvexen Polyeders ist ein Randpunkt und liegt
damit auf dem Rand mindestens eines Halbraums, erfiillt also aij = b; fur
mindestens ein j € {1,..., m}. Setzen wir

]:=]J(x):= {1 <j<m: aij:b)-}C{L...,m},

dann muf$ Ajx = by sein; hat Aj Rang n, dann ist nach der obigen Argumentation
x tatsdchlich ein Eckpunkt, ansonsten gibt es einen mindestens eindimension-
alen Teilraum Y C R™, so dafs Ajy =0, also Aj(x +y) = b; fiiralley € Y. Da alle
anderen Ungleichungen strikt gelten, also

aij>bj, i,
gilt, gibt es ein € > 0, so dafs
x+y :yeVYiyll<selcH

und in dieser Menge kann man x konvex kombinieren. O

Allerdings: Diese Charakterisierung von Eckpunkten iiber Indexmengen ]|
der Michtigkeit n gilt nur, wenn x zum Polyeder gehort! Diese Information
wurde im Beweis ja auch weidlich ausgenutzt.

Bemerkung 2.5 Die Existenz einer Indexmenge ], so dafs det Ay # 0 ist, hat ja eine
einfache geometrische Interpretation: Die Hyperebenen

Hj::{xEIR“:aij:b]-}, j €],
schneiden sich in dem eindeutigen Punkt x; := A]_1 by, andernfalls ist der Schnitt, je

nach “rechter Seite” by leer oder ein nichttrivialer linearer Raum. Und im Normalfall
liegen die meisten solchen Schnittpunkte eben nicht im Polyeder F(A,b), siehe Abb. 2.3.

2> Also ein Punkt, zu dem es in beliebiger Nihe Punkte gibt, die nicht zum Polyeder gehoren.
2Nach Voraussetzung ist x € F, erfiillt also die anderen Ungleichungen ebenfalls, das heif3t
AKXSbK,K :{1,,m}\]
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Abbildung 2.3: Alle Schnittpunkte der Nebenbedingungen eines ein-
fachen linearen Optimierungsproblems — einige sind Ecken, einige nicht.
Die zugehorige Nebenbedingungsmatrix A € R>? hat tibrigens die
“Standard”-Eigenschaft, dafs jede 2 X 2-Teilmatrix von A invertierbar ist.

Korollar 2.6 Das konvexe Polyeder F(A,b) hat hochstens () Ecken.

Beweis: Zu jeder Ecke gehoren n linear unabhingige Zeilen von A. Da A
insgesamt m > n Zeilen hat, ist die Anzahl solcher Konfigurationen hochstens

(™. ]

Jedes endliche konvexe Polyeder ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte®;
dazu erinnern® wir uns, daf die konvexe Hiille einer Menge QO C R" definiert
ist als die kleinste konvexe Menge, die () enthilt, also als diejenige Menge,
die man erhélt, wenn man jede beliebige endliche Konvexkombinationen von
Punkten aus Q bildet. Eine derartige Konvexkombination von x;,...,x, € R"
ist, als Verallgemeinerung von (2.3), ein Ausdruck der Form

Z(ijja % = 0, Zo‘i:1>
=1
und wir setzen
m m
[x1,...,xm]:{Zocjx]~ :ochO,Zocj:1}. (2.4)
=1 j=1

Die konvexe Hiille von Q ldsst sich dann als

[Q] :={lx1y...yXm] @ X1y.e.yXm € Q, m € IN}.

2’Das bedarf natiirlich eines Beweises, aber den schenken wir uns hier.
20der lernen es neu.
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beschreiben. Man kann [Q)] aber auch anders interpretieren, ndmlich als Ab-
schlufs von O unter der Operation “Verbindungslinie” aus (2.3). Dazu betrachtet
man die Folge

Q, = Q, -O-j+1 = Qj U{[X)y] C XY € Qj}>

und sieht leicht, dafs
[Q] = lim Q;. 2.5)
J—)OO
Ubung 2.2 Beweisen Sie (2.5). 6

Um die konvexe Hiille einer endlichen Menge X C IR" etwas handlicher schreiben
zu konnen, ordnen wir ihre Elemente als Spaltenvektoren einer Matrix X an®
und erhalten, dafs

Xl ={Xu : ue A, An:{uelR“:ujZO,Zuj:1}. (2.6)

j=1

Die Menge A, ist das n—dimensionale Einheitssimplex — weswegen man die
konvexe Menge [X] auch als Simplex bezeichnet.

In der Folge wollen wir nun immer annehmen, daf3 die zuldssigen Punkte
F(A, b) ein endliches Polyeder bilden, das heif$t, es gibt N > 0, so das F(A,b) C
[—N, N]J"*, denn dann ist auch F(A,b) = [X], wobei X die Eckenmenge von
F(A, b) ist. Das sollten wir auch beweisen, schon allein um zu verstehen, was da
eigentlich passiert.

Proposition 2.7 Ist F(A,b) ein endliches Polyeder und X die zugehorige Eckenmenge,
dann ist*® F(A,b) C [X].

Beweis: Wir bemerken zuerst, daf jede Seite
Fj (A,b) ={x € F(A,b) : Ajx =by}, 0+#]c{l,...,m},

ebenfalls ein Polyeder ist und zwar eines von der Dimension < n — #], denn
schlieBlich liegt dieses Polyeder ja im Schnitt von #] Hyperrdaumen?'.

Sei nun x € F(A,b), dann ist x entweder eine Ecke und die Aussage der
Proposition ist trivialerweise erfiillt, oder es gibty # y’ € F(A,b) und «x € (0, 1),
sodaBBx = ay+(1—a)y’. DieGerade ¢ :t — {(t) =ty+(1—t)y’, t € R, durch
y und y’ hat nun die Eigenschaft, daf3

ENF(A,b) ={L(t) : telty,t1]} ={al(ty) + (1 — ) (t1)}.

PDies ermoglicht die Verwendung von “Multisets”, das sind “Mengen”, in denen Vielfach-
heiten der Elemente erfasst und berticksichtigt werden konnen. Auflerdem entspricht es auch
sehr schon der Matlab—Philosophie.

%Die Umkehrung, [X] € F(A,b) ist klar, denn es ist X C F(A,b) und da F(A,b) konvex ist,
muss die konvexe Hiille [X] als kleinste konvexe Obermenge von X ebenfalls in F(A, b) enthalten
sein. Wir behaupten und beweisen also in dieser Proposition nur den “interessanten” Teil der
Aussage F(A,b) = [X].

31Wobei wir redundante Nebenbedingungen ausschliefSen wollen — also den Fall, daf§ A zwei
oder mehr identische oder abhidngige Zeilen enthalt.
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Hier haben wir die Beschranktheit des Polyeders verwendet, denn sonst konnte
im schlimmsten Fall die Gerade komplett im Inneren des Polyeders verlaufen.

Die beiden Punkte { (to /1) sind Randpunkte von F(A, b), gehoren also zu Seiten

des Polyeder und sind so — per Induktion® iiber die Dimension der Seite —
Konvexkombinationen von Ecken. Da aber x auch eine Konvexkombination
dieser beiden Punkte ist, gilt x € [X]. m|

2.2 Konvexe Funktionen

Auf konvexen Polyedern besonders einfach zu optimieren ist jede konvexe
Funktion.

Definition 2.8 (Konvexe Funktionen) Eine Funktion f: Q C R™ — R heifit kon-

vexe Funktion oder kurz konvex, wenn fiir alle x,y € Q und alle x € [0, 1]
f((T—o)x+ay) <(1—a) flx)+ o f(y) (2.7)

erfiillt ist.

Bemerkung 2.9 (Konvex & konkav) 1. Eine Funktion f heif$st konkave Funk-

tion bzw. konkav, wenn —f konvex ist. Alle Aussagen iiber Maxima konvexer
Funktionen ergeben sofort auch Aussagen iiber Minima konkaver Funktionen.

2. Mit der Notation (2.6) kann man Konvexitiit einer Funktion auch als
N
f(Xu) <> wflx), u€Ay, X=k-xJeRN, (28
j=1

beschreiben.

3. Fiir eine affine Funktion der Form x + a'x + b gilt in (2.8) Gleichheit, das
heif$t, affine Funktionen sind gleichzeitig konvex und konkav.

Das folgende Resultat sagt uns, wo wir nach den Optimallésungen suchen
miissen — in den Ecken des konvexen Polyeders.

Satz 2.10 (Konvexe Funktionen auf konvexen Polyedern) Eine konvexe Funk-
tion nimmt auf einem endlichen konvexen Polyeder ihr Maximum in einer der Ecken
an.

Beweis: Sei X € R™N die Eckenmenge des konvexen Polyeders, das heif3t, jeder
Punkt x € [X] hat die Form x = Xu, u = u(x) € Ay. Wegen der Konvexitét von f
ist dann

N N
f(x) =f(Xu) < ;Ll/jf(x]') < (; uj]jg];?.)’(Nf(Xj) < jin]fz(Nf(xj).
=1

32Der Induktionsanfang ist einfach: Eindimensionale Seiten sind Intervalle, also sicherlich
Konvexkombinationen ihrer Ecken, der Endpunkte des Intervalls.
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O

Dieser Satz gibt eine Moglichkeit, das Optimierungsproblem zu 16sen: Man
braucht ja ,nur” die Ecken von F zu bestimmen, sich die Zielfunktionen an
diesen anzusehen und wird unter diesen endlich vielen Werten auch das Maxi-
mum finden. Dieser Ansatz ist aber nicht praktikabel, denn das Auffinden der
Ecken, das heifst, die Bestimmung von n linear unabhidngigen Zeilen in der Ma-
trix A, dauert einige Zeit. Aber viel schlimmer ist, dafs dann auch sehr schnell
numerische Probleme auftreten, denn es ist eigentlich nicht moglich, diese Gle-
ichheiten numerisch exakt zu bestimmen; nachdem numerisch praktisch jede
Matrix invertierbar ist, ist auch die Unterscheidung mit dem det A; # 0 in der
Praxis volliger Unsinn, zumal die Determinante einer Matrix kein gutes Mafs fiir
deren Invertierbarkeit ist. Aufierdem entspricht ja nicht fiir jede Indexmenge ]
so dafs det Aj # 0 die Losung von Ajx = by einer Ecke von F — es kann und wird,
wie in Bemerkung 2.5 gezeigt, in vielen Féllen passieren, dafs (Ax); < b; fiir ein
jef{l,...,m}\ ] gilt und damit x ¢ Fist.

2.3 Der Simplexalgorithmus

Der Simplexalgorithmus, der auf Dantzig® zuriickgeht, siehe [13], stellt wohl
eines der wichtigsten numerischen Verfahren dar** So schreibt Laszlo Lovasz®
1980:

If one would take statistics about which mathematical problem is using up
most of the computer time in the world, then ... the answer would probably
be linear programming.

Dantzig selbst bemerkt
The tremendous power of the simplex method is a constant surprise to me.

Das Verfahren nutzt ebenfalls die Tatsache aus, daf$ die lineare und damit sowohl
konvexe als auch konkave Zielfunktion ihr Extremum in einer Ecke des kon-
vexen Polyeders F annehmen mufs. Anstatt nun alle Ecken des Polyeders der
Reihe nach abzusuchen, wird bei diesem Verfahren zu einer bekannten Ecke
eine ,Nachbarecke” bestimmt, an der die Zielfunktion einen grofieren Wert
annimmt — auf diese Weise hofft man, sich relativ schnell und systematisch
bis zum Maximum vorzuarbeiten. Das muf$ natiirlich nicht unbedingt rasend
schnell funktionieren: Man kann Beispiele angeben, bei denen der Simplexalgo-
rithmus alle Ecken ablaufen mufs, bevor er das Optimum erreicht und insofern
nicht schneller als ,systematisches” Suchen ist.

Um richtig konkrete Aussagen machen zu kdnnen, miissen wir aber zuerst
einmal formal klarstellen, was eine Nachbarecke eigentlich ist. Betrachtet man

33George Dantzig, 1918-2005, entwickelte dieses ,mechanisierte” Planungsverfahren unter
dem Namen Linear Programming 1947 fiir die U.S. Air Force. Spéter arbeitete er fiir die bekannte
RAND corporation und wurde 1966 Professor fiir Operations Research in Stanford. Ein Nachruf
auf ihn erschien 2005 sogar im Time Magazine.

Nummer 1 ist fraglos die schnelle Fouriertransformation von Cooley und Tukey [11].

Wer auch immer das ist.
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eine Ecke x des konvexen Polyeders F mit Eckenmenge X, dann kénnen wir die
dazugehorige Indexmenge

J=J60={iel,.om : afx=b}

mit #] > n einfithren. Geometrisch ist x ja gerade der Schnittpunkt der Hyper-
ebenen, die durch J(x) indiziert sind, also

x=) {y : ajTyzb}.

j€J(x)

Eine Nachbarecke y von x ist nun gerade ein Element von X, das mit x durch
eine Kante verbunden ist; eine Kante ist aber wiederum der Schnitt von n — 1
Hypereneben und da x und y auf dieser Kante liegen sollen, miissen n — 1 der
definierenden Hyperebenen iibereinstimmen. Die Menge der Nachbarecken von
x ist also

Vi={yeX\{x} : #(J(x) N J(y)) =2 n—1}, (2.9)

das heifit, mindestens n — 1 der Ungleichungen in Ajyy > by miissen zur
Gleichheit werden. Man kann (2.9) dann aber auch anders interpretieren: Man
muss aus J(x) einen Index weglassen, um dann den Schnitt zu J(y) erhalten,
man kann also die Nachbarecken auch mit J(x) indizieren. Das nutzen wir jetzt
aus.

Proposition 2.11 (Nachbarecken) Sei x* eine Ecke des konvexen Polyeders F und
seien x;, j € ], die Nachbarecken von x*. Ist

c'x < ', jeq,
dann ist ¢"x < c"x* fiir alle x € F.

Beweis: Die Menge

Cy ;:x*+{Z7\j (x—x") : Ay zo},

j€]
ist ein konvexer Kegel, der von x und V, aufgespannt wird und das konvexe
Polyeder F enthilt. Daher konnen wir jedes x € F \ {x"} als
x:x*—er?\j (x5 —x"), A #0,
j€J
schreiben und erhalten somit, dafs
cx=cX+ ) A (ch]- — ch*) <c'x,
i€
<0

wie behauptet. m]
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Bemerkung 2.12 Ersetzen wir die strikte Ungleichung ,<" in Proposition 2.11 durch
,<", dann gilt die Aussage immer noch! Mit anderen Worten: Wir haben ein Maximum
erreicht, wenn wir uns beim Ubergang zu Nachbarecken nicht verbessern konnen, und
wir haben das Maximum erreicht, wenn wir uns beim Ubergang zu Nachbarecken nur

verschlechtern konnen.

Um uns das Leben einfacher zu machen, nehmen wir erst einmal an, dafs der
Nullpunkt eine zuldssige Ecke von F ist, und zwar dergestalt, daf3

In 0 A m—nxn ~ m—n
A:[K]’ b:l—gl, AeR™™ ™ 0>beR™™. (2.10)

Die Nebenbedingungen (2.10) sind dquivalent zu
Ax>b, x>0, (2.11)

und unser Ausgangsproblem ldsst sich auch immer so transformieren: Ist 0 eine
Ecke, so gibt es (unter Umstdnden nach Permutation der Zeilen) eine invertier-
bare Matrix B, so dafs

evenc{2 el o b )

mit dem ,Taschenspielertrick” x” := Bx. Die entsprechende Zielfunktion ist
dann

.
- - T
c'x =cB x' = (B Tc) x =:c’ x,

und so lésst sich jedes Optimierungsproblem mit einer Ecke an x = 0 in die
Form (2.10) bzw. (2.11) darstellen:

maxc’'x, A'x>0, x>0, mit ¢ =B¢c, A'=CB7. (212

Die Vorteile von (2.11) liegen auf der Hand: Wir brauchen jetzt in unserem
Optimierungsproblem n Zeilen weniger zu betrachten und haben eine weitere
Normalform mit der sich sehr einfach rechnen 14f3t, da die Suche nach Nach-
barecken jetzt wegen der Nebenbedingung x > 0 entlang der Koordinatenachsen
verladuft.

Die einzige Annahme, die wir jetzt also zur Normalisierung unseres linearen
Optimierungsproblems gemacht haben, ist dafs 0 eine zulédssige Ecke ist. Das
ist, wie wir sehen werden, nicht immer der Fall, aber immer behebbar.

Es mag banal klingen, aber hier ist eines der ganz wichtigen Konzepte in der
angewandten Mathematik: Bringe ein Problem auf die einfachste Form, die
immer noch hinreichend allgemein ist.

36 Also fast wie in der Realitit.
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Die ,Startecke” x'¥ = 0 ist in dieser Konfiguration dann natiirlich durch die
Indexmenge | = {1,...,n} charakterisiert. Auflerdem verwenden wir die rein
formale Bezeichnung

Yy :=Ax—b,
also
[ ; ] = Ax — b, x,y > 0. (2.13)

Damit haben die Hyperebenen die F(A, b) beranden, die einfache Form
{x=0}, j=1,...,m, und {yy=0}, j=n+1,...,m

Bevor wir uns an den formalen Teil machen, wollen wir uns erst einmal die Idee
hinter der ,Strategie” ansehen an einem Beispiel ansehen: Wie in Abb. 2.4 zu

y2=0

< -3 -

Abbildung 2.4: Benachbarte Ecken des Ursprungs.

sehen ist, hat die zuldssige Ecke x!°) = 0 zwei Nachbarecken, namlich
{xy=0}n{y1=0} und {xx=0}N{y=0}.

Diese beiden Ecken erhalten wir, indem wir entweder x, durch y; oder x; durch
Y, ersetzen, wir vertauschen also die Rollen von zweien der , Variablen” x; und
y; und erhalten so die gesuchte Nachbarecke. Unter all diesen Nachbarecken
wihlen wir dann diejenige als neue ,Startecke” aus, an der die Zielfunktion den
groferen®” Wert annimmt.

Um den Austauschschritt durchzufiihren, der die formalen Variablen x; und
yx vertauscht, wahlen wir j € {1,...,n}und k € {1,...,m — n} und bemerken
zuerst einmal, dafSs wir die Gleichung

;
Yk = A X — by

%Zumindest wenn wir maximieren wollen. Bei Minimierungsproblemen wird der Auswahl-
prozess und die dazugehorige Regel sehr viel komplexer.
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genau dann nach x; auflosen kénnen, wenn a,y; # 0 ist. In diesem Fall ist

1
Xj = o Yk — E Qnike X + bnik |, (2.14)
k] 0
was wir in Matrixform als
1 17 x 1 [ ©
1 Xj—1 0
| _anikg e 1 _ Ontk,j+ _ Gnikn bnik
X = Ontk,j Antk,j Antk,j Gn+k,j T Gntk,j Ye |+ Qnik,j
1 Xj+1 0
1 | Xn | 0
o N——
=B =z
schreiben konnen, also
bn+k
x =Bz + ej. (2.15)
Anik,j

Setzt man das in (2.13) ein, dann ergibt sich

X o o In bTL+k O
[Ul - b_[Al(BZ+Gn+w e])_lbl

B bn+k N
= ~ Aes—b=Cz—(b+Db 2.16
[ABlZ+an+k,j ) z ( + )) ( )
=C =
wobei’®
0
1,j .
T bk :] __ bagx 0 |  Dbnix .
Antk,j ) . Anikj | Gn+1j Antk,j ]
m,j .
Qm,j

wegen j < n fiir k > 1 die Eigenschaft

0
T bk 0 bk _ bax B
nik =T | — —— (&), = —— Qntkj = —bnjx
Antk,j n+1, Anik,j Anik,j
G Lok

%¥Das ,¢;” kommt von der Einheitsmatrix oben in A.
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hat. Dadaheryy = (Cz), ., istdie (n+k)—te Zeile von C, also CTT1 . vonbesonders
einfacher Form:

CTT1+I< = ejT .
Vertauschen wir also die Zeilen j und n + k in (2.16), so konnen wir (2.16) unter

Verwendung der Notation

[ x| [ U
Xj—1 Yk—1
xWi=z=| y« und  yVi=| x
Xj+1 Yi+1
| XTI i | ymfn i
umschreiben in
(1 |
X _ A, _ | 20 1) _ M

wobei® b = b + b. Dann sind natiirlich die beiden Nebenbedingungen, das
heifit die Ungleichungssysteme Ax > b und Ax > bV dquivalent, oder,
anders gesagt, die Polyeder F (A, b) und F (A“), bm) sind gleich und nur unter-
schiedlich beschrieben.

Wenn wir es jetzt noch hinbekommen, daff der Nullpunkt wieder eine
zuldssige Ecke des konvexen Polyeders F (A“), b“)) ist, das heif}t, dafl

0=A"0>pM = b <0,

dann haben wir, via Austausch, tatsdchlich den Schritt von der Nullecke zur
einer benachbarten Ecke geschafft, und zwar so, dafy diese neue Ecke wieder

der Nullpunkt eines umgeschriebenen Systems ist. Dazu bemerken wir zuerst,
daB®

1 N b k
b].( )= bk + bk = by — —— Anykj =0
Antk,j
und, trivialerweise, bé” =0,0€{1,...,n}\{j}, und x!V = 0 ist zumindest schon

einmal ein Kandidat fiir eine Ecke des Polyeders — allerdings mufs dieser Punkt
auch zulédssig sein, um wirklich eine Ecke darzustellen. Dies ist nun genau dann
der Fall, wenn b!" < 0 ist, also wenn

bn+k _ bn+k

o>b" = b — - 2.18
ik \,;/ Anik,j \j/ Anik,j ( )
und
0>b! — b, — 2y (=1 n, (#Kk 2.19
= Vnge — Un+t n+ky =hL...,m—n, # K. ( )
Antk,j

¥Nach Vertauschung der Komponenenten j und n + k von b!
“0Nicht vergessen: Die Zeilen j und n + k wurden vertauscht!
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Aus (2.18) und der Forderung b < 0 folgt, dag*!
Anikj < 0. (220)

Die Bedingung (2.19) l4fit sich hingegen zuerst einmal in

At

bn+k2bn+e, QZ],...,m—n,efﬁk,

Antx,j
umformen, was immer erfiillt ist, wenn a,¢; > 0 ist. Im anderen Fall erhalten
wir, dafs

b b
oo it falls  anpe; < 0, (2.21)

—_— )
Antk,j Antejj

sein muf8. Also haben wir die folgende Regel zur Bestimmung von k (fiir ein
gegebenes j € {1,...,n}):

Die Pivotzeile n + k ist so zu bestimmen, daf$ an.y; < 0 und dafS der
positive Quotient

bn+€

, Anej < 0, (=1,...,m—n,
An-te,j

minimiert wird, also

b . [ b
—*k:mm{ s :an+e,j<o,e:1,...,m—n}. (2.22)

An4k,j Antej

Bleibt also noch die Frage, wie man diese omindse Spalte j wihlt, also welche der
Variablen man austauscht. Hier kommt jetzt die Vergroflerung der Zielfunktion
ins Spiel. Zu diesem Zweck setzen wir (2.14) in die Zielfunktion

C.
c'x = Z Co X¢ + — [Uk - Z Qnpk,t X+ bn+k]>

a .
(# n+k,j 0

ein, das heifst,

C; a
) § n+k,{
CTX = Yk + (Ce — Cj) X¢ +

.
b = ¢ x4 dM

Antk,j 5 Antk,j Antk,j
setzen x(") = 0 und erhalten eine Verbesserung* gegeniiber dem Ausgangswert,
falls
m__9
0<dl = b, (2.23)
an+k,j

also wenn ¢; > 0 ist, was zu der folgenden Regel fiihrt:

41Genaugenommen konnte a1 ; machen, was es will, wenn b, = 0 ist; da aber immer
durch eine beliebig kleine zuldssige Storung by < 0 erreicht werden kann, konnen wir dies
hier auch annehmen.

“20der zumindest keine Verschlechterung
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Die Pivotspalte j ist so zu bestimmen, dafs c; > 0 ist.

Diese beiden Auswahlregeln fiir j und k konnen erfiillt werden, solange

1. die Matrix A negative Werte enthilt,

2. eine Spalte von A existiert, die einen negativen Wert enthélt und einem
nichtnegativen Eintrag von c entspricht.

Ist eine dieser beiden Bedingungen verletzt, so hat dies auch eine Bedeutung;:

1. Ist A > 0, dann ist Ax > 0 wann immer x > 0 und gibt es auch nur ein
zuldssiges x* > 0, dann ist fiir alle x > 0 auch

A (x" +x) =@+<\;2b,
>b >0
und somitist F(A, b) € x* +IR". Mit anderen Worten: Das Polyeder F(A, b)
istunbeschrankt und ist auch nureinc; > 0, dann ist auch die Zielfunktion
unbeschrankt. Ansonsten ist ihr Maximum ohnehin 0.

2. Ist ¢; < O fiir alle Spalten von A, die negative Werte enthalten, dann
wird beim Ubergang zu allen benachbarten Ecken die Zielfunktion nur
verkleinert, also: Wir haben ein Maximum gefunden. Damit kann nach
Proposition 2.11 und Bemerkung 2.12 der Algorithmus beendet werden.

Abbildung 2.5: Geometrische Interpretation der Bedingungen fiir die Wahl
der Austauschparameter. Unter allen ,guten” Schnittpunkten wird der-
jenige gewdhlt, der am ndchsten bei der Ecke (0, 0) liegt.

Noch kurz zur geometrischen Interpretation der Bedingungen zur Bestim-
mung der Pivotzeile®® n + k: Die Bedingung a,i; < 0 bedeutet, da8 man nur

#Eigentlich wird natiirlich nur k bestimmt, in der Praxis werden wir spiter die Dauernebenbe-
dingung x > 0 ohnehin weglassen.
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nach Hyperebenen yy, = 0 sucht, die ,verntinftig” sind und im Oktanten x > 0
liegen. Die Minimumsbedingung hingegen ist dafiir zustandig, daf$ unter allen
Schnitten der Geraden* x; = -+ = Xj_1 = Xj41 = -+ = Xn = 0 mit derartigen
Hyperebenen diejenige gewéhlt wird, die als erste erreicht wird.

Bleibt uns noch die Bestimmung der Optimallosung, was aber jetzt einfach ist:
Das Problem wurde ja nach r Schritten so modifiziert, daf3 xM = 0 die extremale
Ecke des Problems

maxx' ¢, Alx > b

ist. Das heifst aber nach (2.10), dafs

X 0
_ A M — _p0 |
[ ]_A 0 b = b _[bm],

also

Um die wirkliche Losung zu bekommen miissen wir jetzt nur noch nachschauen,
in welche Komponenten von x!” und y™ die Variablen x,...,x, getauscht
wurden.

2.4 Die Implementierung

Als nédchstes wollen wir den eben hergeleiteten Simplexalgorithmus in Matlab
bzw. octave implementieren und versuchen, damit unser Beispiel vom Anfang
zu losen. Dazu “vergessen” wir die Einheitsmatrix “oben” in A, schreiben m fiir
m — n und setzen

c® = (C,O):(c,d(o)) e R,

AP = A eR™™,

b? = b eR™

Ein Austauschschritt fiir die Matrix A™ hat nun, fiir gegebene j € {1...,n} und
k €{1,...,m} die folgende Gestalt:

1. Setze
()
o .
(.r.) ) e - J’
y;
N R - (2.24)
L =i tel{l,...,n}\{j}, .
a,;
)
(r) G . m _
Copr T = b, (=n+1.
\ kj

#Das ist nichts anderes als die Koordinatenrichtung.
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2. Setze
( ()
b
Kk
—— { = k,
a, .
pit) = K (=1 (2.25)
¢ _ . =1,...,m .
b — 20 t#k
¢ (T‘) k )
X g
3. Setze
1
1
a ag,j—1 1 Ak,j+1 Gkn
B = _aLk} _a—:q a—kj —a—]k:— _aij e]Rnxn (226)

4. Berechne die Matrix A"'B, ersetze deren k-te Zeile durch die k—te Zeile
von B und nenne diese Matrix A1),

Diese Operationen sind in Austausch.m, Programm 2.1, implementiert. Die Rei-
henfolge oben ist absichtlich so gewé&hlt, da die Berechnung von ¢ sowohl
b™, ¢ wie auch A" benétigt, die Bestimmung von b lediglich b und
A und AUV schlieBSlich aus A berechnet werden kann, das heif3t, in dieser
Reihenfolge konnen die Variablen tiberschrieben werden.

Bemerkung 2.13 Man kann sich die schematischen Regeln des Simplexalgorithmus
recht einfach merken™®:

1. Dividiere die Pivotzeile durch das Pivotelement.
2. Dividiere die Pivotspalte durch das Negative des Pivotelements.

3. Fiir alle anderen Elemente verwende die ,Rechtecksregel”:

X Xq
Yk | ... ajk (qu b]‘
Apk Q;
. . . Pk 9
: e : Gpa & Gpa = ="
)
Yp [0 Qpx ... e by
Ck ... Cq

#Wenn man den Simplexalgorithmus denn unbedingt manuell durchfiihren méchte, was in
Anbetracht von Programmen wie Octave und der Verfiigbarkeit exzellenter Implementierungen
wie 1psolve eigentlich Zeitvergeudung ist.
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%%

%% Austausch.m

%% Austauschschritt fuer Simplexverfahren
%% Daten:

%% Spaltenindex

%% Zeilenindex

%% Matrix des Problems

%% Nebenbedingungen

%% Zielfunktion

Nn T > K~ -

function [AA,bb,cc] = Austausch( j,k,A,b,c )
[m,n] = size(A);
a=A(,j); cj =cCj); bk =b(k);
cc = zeros( n+1,1 );

%% Update von c

cc(l:n) = c(lin) - (cj / a) * ACk,: )’;
cc(ij) =cj / a;

cc(n+l) = c(n+1) + ¢cj / a * bk);

%% Update von b
bb=b - bk /a* AC :,j );
bb(k) = -bk / a;

%% Update von A

B = eye( n );
BCj,:)=(C1/a * ACk, :);
B(j,j) =1/ a;

AA = A * B;

AAC k,: ) =B(C j,: );
%endfunction

Programm 2.1 Austausch.m: Ein Austauschschritt.
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%% auxFindjk.m (Optimierung)

%% Auffinden passender Werte j,k
%% Daten:

%% A Matrix des Problems

%% b Rechte Seite

%% ¢ Zielfunktion

function [j,k] = auxFindjk( A,b,c )

if min( minC A ) ) > 0 %% kleinster Eintrag
disp( "*** Unbeschraenkt ***" );
j=0; k =0;
return;
end
cA = find( minCA) < 0 ); %% Spalten mit neg. Eintrag
cc = findC cC cA) > 0 ); %% dort c > 0
if length( cc != 0 )
j =cACcc(C1)); %% Erste Spalte - warum nicht?
cA = find( AC :,7 ) <0 ); %% Negative Eintraege in Spalte
[m,k] = minC bC cA ) ./ ACcA,j ) ); %% Lokalisiere Minimum
k = cAC k ); %% k ist entsprechende Spalte
else
j=0; k=0;
end

Programm 2.2 auxFindjk.m: Suche nach den Indizes j, k.

4. Ersetze das Pivotelement durch seinen Reziprokwert.

Will man den Algorithmus mit Uberschreiben realisieren®®, dann muss man natiirlich
mit Schritt 3 beginnen.

Zur Bestimmung der Indizes j, k, fiir die die Vertauschung durchgefiihrt wer-
den soll, wird die Matrix A" spaltenweise durchgegangen. Sobald eine Spalte
gefunden wurde, die ein negatives Element enthalt?, wird der zugehorige Ein-
trag in ¢! gepriift. Ist dieser > 0, so verschlechtert der Ubergang zur Nach-
barecke das Ergebnis nicht, ist er < 0, so wird die Spalte verworfen. Findet man
keine passende Spalte, dann ist die Losung optimal.

Bleibt noch der Simplexalgorithmus selbst. Um auch die Parameter x;, ..., x,
der Optimallosung angeben zu kénnen, miissen wir Buch fiihren, welche Gle-
ichungen miteinander ausgetauscht wurden. Das wird durch zwei Vektoren
xVec und yVec erledigt, die angeben, welche der Parameter als Variablen (xVec)
und welche als affine Funktionen (yVec) fungieren; ein positiver Eintrag j be-
deutet hierbei die Variable x;, ein negativer —k die Variable yx. Da die Opti-
malldsung ja durch x™ = 0 gegeben ist, erhalten diejenigen x;, die zu affinen

46Beispielsweise an einer Tafel mit Auswischen.
“Hierbei gehen wir immer davon aus, da8 A(®) “verniinftig” gewahlt war, also mindestens
einen negativen Wert enthalten hat — damit ist der zulédssige Bereich nicht total unbeschrankt.
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%% Simplex.m (Optimierung)
%% Simplexverfahren

%% Daten:

%% A Matrix des Problems
%% b Nebenbedingungen
%% ¢ Zielfunktion

function [x,opt] = Simplex( A,b,c )
StepNum = 0; c = [ c; 0 ];
[m,n] = size( A );
xVec = ( 1:n ); yVec = ( -1:-1:-m ); %% +/- fuer x/y

disp( [[A,b]l;c’] ); %% Zeige Simplextableau
do
StepNum = StepNum + 1;
[j,k] = auxFindjk( A,b,c ); %% Finde Indizes
if ji=20
disp( [StepNum,j,k] ); %% Zeige SchrittNr und Austausch

t = xVec( j ); xVec( j ) = yVec( k ); yVec( k ) = t;
[A,b,c] = Austausch( j,k,A,b,c );
disp( [[A,b]l;c’] ); %% Zeige Simplextableau
end
until ( j == 0 )

x = auxGenx( n,yVec,b );
opt = c(n+l);
%endfunction

Programm 2.3 Simplex.m: Der Simplexalgorithmus fiir ein Problem, das
den Nullpunkt als zulédssige Ecke hat.
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%%

%% auxGenx.m

%% Simplexverfahren

%% Daten:

%%  yVec Vector der Gleichungsnummern; Eintraege > 0 entsprechen Variablen
%% Db Rechte Seite

function x = auxGenx( n,yVec,b )
m length( yVec );
X zeros( n,1 );

for k = 1:m
if yVec( k ) >
x( yVec(k) )
end
end

0
= -b(Ck );

%endfunction

Programm 2.4 auxGenx.m: Bestimmung des Losungsvektors x fiir das Op-
timierungsproblem aus den Austauschinformationen.

Funktionen geworden sind, den Wert der entsprechenden Komponente von b'",
die Variablen geblieben sind, werden hingegen = 0 gesetzt.

Beispiel 2.14 Sehen wir uns nochmals Beispiel 2.1 an. Die fiir unsere Simplexmethode
relevanten Parameter konnen wir nun wie folgt in einer Tabelle, dem Simplextableau,
darstellen:

IEE |
Y1 an N O & Y b]
N
Yn || Qn1 --+ Qpn | bn
C1 e Cn | Cn
in unserem Fall also
L[ x x| |

yr [ =20 —10 | —8000
v, | =4 =5 | —2000 |
ys | =6 —15|—4500
16 32| 0

Die einzelnen Schritte des Simplexalgorithmus liefern dann

TN | [ Y | |
1.1y |4 [[—005 —05[ =400 | ;) [ [—0.0833 0.1667 |—333.33
v | 02 =3 | —400 x2 | 0.0667 —0.333|—133.33

ys|| 03 —12|-=2100]  |y;| —05 4 —500

—0.8 24 | 6400 0.8 —8 | 9600
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| ys v | |
1667 —0.5] —250
1,3) | ™
(1,3) x; | —0.133 0.2 | —200 = x:léggl,max:méloo.
~ Y1 —2 8 | —=1000
—1.6 —1.6] 10400

Ein wichtiger Implementierungsparameter ist die Bestimmung der Pivotspalte

j, von der wir bisher nur gefordert haben, daf3 ¢! > 0 sein soll. In der Tat gibt
es die verschiedensten Strategien, diese Spalte auszuwéhlen:

1. Man waéhlt das kleinste j, so dafy ¢; > 0 ist. Diese Methode ist in Pro-
gramm 2.2 beschrieben.

2. Man sucht sich eine Spalte j aus, wo c; maximal wird, also
Cj = Cyy (=1,...,n.
Dies ist wohl auch das “Originalverfahren” bei Dantzig.

3. Zu jeder Spalte j mit ¢; > 0 bestimmt man die zugehorige Zeile k, bildet

den Wert ..
dj = —by >0,
Ay

um den die Zielfunktion verbessert wird und wéhlt j dann so, dafs
dj =max{d, : {=1,...,m, c,>0}.

Diese etwas aufwendigere Strategie nennt man Totalpivotsuche. Es zeigt
sich, daf diese Pivotstrategie wirklich Vorteile haben kann, insbesondere
in Extremfillen wie Beispiel 2.22.

Ubung 2.3 Implementieren Sie die hier vorgestellten alternativen Pivotstrate-
gien und testen Sie sie. o

2.5 Degenerierung und andere Argernisse

Unangenehm wird es aber, wenn die Pivotzeile k nicht eindeutig ist, das heifdt,

wenn es mindestens zwei Indizes k # k” € {1,..., m —n} gibt, so daf§
(r) (r) (1)
b b, b
k= —min{ 4+ :adV<0,¢=1,....m—-my. (2.27)
(r) (r) (r) 3]
a;  a,. a,.
y) ) ))

Fiihrt man nun einen Austauschschritt mit dem Paar (j, k) durch, dann folgt aus
(2.25), daR

((+1) o m b ) by

r+1) T) T k T) T k’
bk, = bk, — Oy T = bk, — G — 0

a, i

) )
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Das heifst aber, daf} die zur Ecke x™" = 0 gehorige Indexmenge ] min-
destens n + 1 Eintrdge hat — die ersten, ,virtuellen” n Zeilen, die zur Einheits-
matrix gehoren und die Zeile k’. Die Ecke x(™1) = 0 ist also der Durchschnitt von
mindestens n + 1 Hyperebenen®. Diese Situation bezeichnet man als Degener-
ierung. Degenerierungen konnen dazu fithren, dafs der Simplexalgorithmus
stationdr wird und auf einer nicht optimalen Seite ,im Kreis lduft”.

Beispiel 2.15 Wir betrachten das folgende Beispiel aus [48, S. 69]:

-1 0 0 =3
0 -1 0 -2 1
~ |1 0 1 — | -3
A=lo -1 P 3] C[g}
10 -1 -
o 1 1] =l

Die geometrische Interpretation des zugehorigen Polyeders ist ein Quader mit aufgeset-

Abbildung 2.6: Das Polyeder F(A,b) zu Beispiel 2.15. Die obere Ecke ist
degeneriert, da schneiden sich 4 Seiten des Polyeders.

zter Pyramide, siehe Abb. 2.6. Und in der Tat sorgt die obere Ecke fiir Schwierigkeiten
beim Simplexalgorithmus: Wir erhalten die Folge

L [ x us| | e x2 ys| |
yi[—1 0 02 w1 -1 —1]-2
Y2 0 —1 0|2 Y2 0 -1 0|2
(3,5) |ys(—2 O 1 |=2 (1,6) Yyl 2 -2 —1|-2
o yall=1 =11 =2 5 w1 =2 o0 ]-2
x3| 1 0 —1|—1 x3||—1 1 0 |—I
Yse —1 1 1 0 X1 —1 1 1 0
[ 2 =[5 I ENEENE

#Der “normale”, also generische Fall im R™ ist, daf sich gerade n Hyperebenen, nicht mehr
und nicht weniger, in einem Punkt schneiden.
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L Jye us uys| | IETETET
yi| 0 3 3| yi[o I —I[=
|- 3 g |- |1 -3 =3 |-l
(2,3) |x| 1 =3 =31 (4 x|l o3 |
X3 0 —% —% -2 X3 0 —% —% -2
X1 0 —% % —1 X1 0 _]f % —1
L 2 3 —2]9] -2 -1 09|

und miissen uns nun iiberlegen, was die “fetten” Nullen bedeuten:

1. Die Nullen in der Spalte auf der rechten Seite zeigen uns an, daf} wir uns in
einer entarteten, degenerierten, Ecke befinden, was dazu fiihren kann, daf$ der
Simplexalgrorithmus diese Ecke nicht verlifit. In der Tat nimmt er den Weg

0 0 0 1 1
o B3 |, o &3], .
0 — 1 1 - 2 2

bleibt also mehrmals in derselben Ecke!

2. Die Null in der Zeile unter dem Simplextableau zeigt hingegen an, daf$ die Opti-
mallosung nicht eindeutig ist — es gibt eine Nachbarecke, an der die Zielfunktion
denselben Wert annimmt.

(1,6)

y (1,4)
— — ’

Ein solches Verhalten ist der einfachste Falle eines Zyklus, der sich natiirlich
auch tiber mehrere Punkte erstrecken kann und der dazu fiihren kann, dafs
der Simplexalgorithmus nie terminiert; solche Beispiele gibt es, wenngleich sie
ziemlich konstruiert sind, aber laut [39] tauchen sie doch recht haufig in der
Realitdt auf, und zwar bei Problemen, die aus der Ganzzahlprogrammierung
stammen.

Die Entfernung dieser Zyklen durch geeignete Stérungen des Optimierungsprob-

lems ist ein wichtiges Detail bei der praktischen Realisierung des Simplexalgo-
rithmus, siehe [39, S. 389-391].

Beispiel 2.16 (Zyklen) Verwendet man die Totalpivotsuche, dann taucht keiner der
Zyklen aus Beispiel 2.15 auf, denn hier hat man die Situation, daf§ man von jeder Ecke
aus die Zielfunktion verbessern kann. Die Folge der Simplextableaus ist dann

I ECEETEECN I BT
Yi —1 0 0 -2 Yi —1 0 0 -2
X2 0 —1 0 -2 X2 0 —1 0 -2
2,2) |ys||l-1 0 —1|-3 (3,4) ys | =1 =1 1 |=2
- ys | 0 1 —1|-1 - x3/ 0 1 —=1|-1
yel| 0 —1 —1|-3 el 0 —2 1 |2
([T 2 35[%] T (7]
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X1 —1 0 0 -2
x| 0 =1 0 |-2
(1) [ys|[ T =1 10
— x3( 0 1T —1]-1
ys | =1 =1 1 |=2
vl 0 =2 1 |=2

Den Ubergang von der Ecke [2,2,1]" nach [1,1,2] vermeidet diese Version des Sim-
plexalgorithmus, weil keine Verbesserung mehr moglich ist, und so terminiert der
Simplexalgorithmus, obwohl es eine Spalte gibt, in der ¢; > 0 ist!

Ubung 2.4 Zeigen Sie: Ist eine n — 1-dimensionale Seitenfliche X von F eine
Niveaufliche von ¢'-, d.h. ¢'x = c"x/, x,x’ € X, dann nimmt die Zielfunktion
auf X ihr Maximum oder ihr Minimum an. o

Ein anderes “Argernis” sind freie Variable. Bisher haben wir immer angenom-
men, daf$ die automatischen Nebenbedingungen x > 0 gelten. Solange alle Vari-
ablen einseitig beschrankt sind, das heifst, Forderungen der Form

Xj > & oder X < & j=1,...,n,

vorliegen, konnen wir diese immer durch x > 0 ausdriicken, indem wir x; durch
+ (x; — &;) mit passendem Vorzeichen® ersetzen. Das resultierende, iquivalente
Optimierungsproblem hat dann die gewiinschte Form (2.1). Hingegen heifst x;
freie Variable, wenn es keine solche direkte Beschrankung an x; gibt, sondern
sich der zuldssige x;—Bereich nur indirekt aus den Nebenbedingungen Ax > b
ergibt. Solche Variablen storen natiirlich, wenn man ein Verfahren verwenden
will, bei dem der Nullpunkt eine zulédssige Ecke sein soll®’, weswegen man
zuerst einmal alle freien Variable austauscht. Die Zeile, die nach dem Austausch
mit yy zu der freien Variablen x; gehort,
o= (A, ol

kann man zwar mitfithren (z.B. um am Schlufy den Wert von x; zu ermitteln),
aber sie mufl redundant™ sein, denn ansonsten lige ja plotzlich doch eine
Beschrdnkung an x; vor — fiir die Rechnung kann man sie aber getrost vergessen.

Damit wollen wir es, was freie Variablen angeht, gut sein lassen, denn die
Theorie ist etwas haarig. Allerdings gibt es eine Vielzahl von realistischen Op-
timierungsproblemen, bei denen freie Variablen auftreten. Hier kann man nur
raten, einen guten, fertigen Solver wie 1psolve [4] oder glpk [35] zu verweden,
es sind so viele Sonderfillle zu berticksichtigen, daff die Selbstprogrammierung
keinen Spafs macht. Die grobe Theorie ist in [49] beschrieben.

#Um, wenn nétig, das Ungleichungszeichen umzudrehen.

Denn dazu brauchten wir ja sowas wie x; = 0.

51Das heifdt, es kann keine zuldssige Ecke x geben, zu deren Bestimmungsmenge J(x) die
Gleichung x; = 0 gehoren mufs.
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2.6 Auffinden einer Startecke

Bisher haben wir uns in einer Hinsicht das Leben sehr leicht gemacht: Wir haben
angenommen, dafl der Nullpunkt eine zuldssige Ecke war. Nun, eine Ecke ist der
Nullpunkt immer, wenn das Optimierungsproblem in der Form (2.10) vorliegt>?,
wenn also

I, 0
A:[K] und b:[g] (2.28)

ist, nur mit der Zulissigkeit kann es unter Umstdnden hapern.

Beispiel 2.17 (Transportproblem) >

In den Rangierbahnhofen A und B stehen 18 bzw. 12 leere Waggons, in den Bahnhifen
X, Y und Z werden 11, 10 und 9 Waggons bendtigt. Die Distanzen zwischen den
Bahnhofen betragen

XY Z]
Alb5 4 9
B|7 8 10

Welche Verteilung der Waggons minimiert die gefahrene Kilometerzahl®*?

Um dieses Problem mathematisch darzustellen, sei x die Anzahl der Wagen, die von A
nach X fahren und y die Anzahl der Wagen, die von A nach y fahren. Dann lassen sich
alle Wagenbewegungen durch x und y ausdriicken und zwar

| Strecke | # Wagen |

A—-X|x
A=Y |y
A—Z | 18—x—y
B—-X|11—x
B—-Y|10—y
B—=Z7Z|x+y—9

und alle diese GrofSen miissen selbstverstindlich positiv sein. Damit miissen wir den
Wert

5x+4y+9(18—x—y)+7(11 —x)+8(10—y)+10(x +y —9) = —x—3y + 229

unter den obigen Nebenbedingungen minimieren, unsere Normalform fiir das Opti-
mierungsproblem lautet also

1T 0 ] [ 0

0 1 0
-1 -1 X —18
max x + 3y — 229, 10 [y]z 1
0 -1 —10

T 1 | 9

2Und in diese Form konnen wir es ja immer durch die Eliminierung eventueller freier Vari-
ablen bringen.

3 Aus [48, Beispiel 2.2, S. 57], ein Spezialfall von Beispiel 1.2

> Auch hier handelt es sich eigentlich wieder um ein Problem aus der Ganzzahloptimierung,
aber wieder einmal wird, rein zufillig, die kontinuierliche Optimallosung ganzzahlig sein.
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bestimmen; die letzte Zeile der Nebenbedingungen sorgt nun dafiir, daf [x,y] = 0 zwar
eine Ecke, aber keine zuldssige Ecke ist — wenn man keine Wagen bewegt, dann kommt
halt auch nichts in X, Y oder Z an. Die Nebenbedingungen sind in Abb. 2.7 grafisch
dargestellt.

2 4

Abbildung 2.7: Der zuldssige Bereich fiir das Transportproblem aus
Beispiel 2.17; der Nullpunkt ist offensichtlich “abgeschnitten” worden.

Wenn nun

b* := max bj (2.29)

j=1,..m

positiv ist, dann™ ist der der Nullpunkt keine zuldssige Ecke des zuldssigen
Bereichs mehr und unser bisheriger Simplexalgorithmus ist nicht anwendbar.
In diesem Fall behilft man sich mit der sogenannten Zweiphasenmethode, bei
der man zuerst einmal, und zwar wieder mit dem Simplexalgorithmus, ein
Optimierungsproblem 16st, um eine Startecke zu finden. Das sehen wir uns nun
an.

Dazu setzen wir 1,,, = [1,..., 11" € R™ und betrachten das erweiterte Hilf-
sproblem
" On L X0 % On
max — (xo + b"), |1mn K“Xlzb—b [1m—n]' (2.30)
— e ——
=A =X =D

Die Zielfunktion x,+b", beschreibt die ,Unzulédssigkeit” des Optimierungsprob-
lems: Wére b* < 0, dann wire diese Funktion an der Stelle xo = 0 negativ und
alles wire in Ordnung; ist hingegen b* > 0 — was ja der Fall ist, den wir hier
untersuchen wollen — dann hat besteht an xo, = 0 eine echte Unzuldssigkeit
durch diesen positiven Wert. Da wir diesen Defekt verkleinern, besser noch:

%Und nur dann!
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minimieren, wollen, miissen wir in (2.30) also die negative Unzuldssigkeit max-
imieren, der Normalform wegen. Unser Ziel ist es also, die Unzuldssigkeit des
Optimierungsproblems zu minimieren und es dadurch zuldssig zu bekommen.

Dain (2.30) nunb <0 ist, ist der Punktx = 0 eine zuléssiger Punkt, allerdings
ist xo hier eine freie Variable — aber die konnen (und miissen) wir ja, wie schon
gesehen, austauschen.

Nach endlich vielen Schritten mit unserem erweiterten Problem finden wir
dann eine Optimallosung X* von (2.30) mit zugehdrigen Werten x;) und x*, die
wir aus den entsprechenden Zeilen und Spalten des Simplextableaus bestimmen
konnen. Setzen wir xj und x* in (2.30) ein, so erhalten wir, dafs

Ax*+l On ]xgleiglzg:b—b*l On ],

T Tnn

also

AX" > b — (x5 +b) [ 10“ ] (2.31)
Die rechte Seite von (2.31) istnun genau dann > b, wenn x,+b* < 0ist, also wenn
x5 < —b" ist. In diesem Fall haben wir einen zulédssigen Punkt gefunden; erfiillt
umgekehrt x die Bedingung Ax > b, dann erfiilltjeder Punkt der Form [x,, x] mit

Xo < —b* aber auch (2.30). Das koénnen wir folgendermafien zusammenfassen.

Lemma 2.18 Es gibt genau dann einen zulissigen Punkt x mit Ax > b, wenn es einen
Punktx = [xo, x] gibt, so dafl AX > b und xo < —b".

Ist also bei unserer OptimallSung x; > —b", dann kann es auch keinen
zuldssigen Punkt des Ausgangsproblems geben und dieses Optimierungsprob-
lem wire unsinnig, genauer, der dazu gehorende zuldssige Bereich wiére leer.
Das kann durchaus passieren, beispielsweise bei Transportproblemen im Sinne
von Beispiel 2.17, bei denen mehr an den Zielen ankommen soll als in den
Ausgangspunkten bereitsteht.

Ein abschliessender Blick auf (2.30) zeigt, dafs unsere Bedingung an x, also
—xo = b*, nichts anderes bedeutet, als dafs die Zielfunktion —x, — b* aus (2.30)
nichtnegativ werden soll. Wir miissen also nicht mal unbedingt bis zum Optimum
suchen, es geniigt, denn Simplexalgorithmus so lange auf das Hilfsproblem
anzuwenden, bis der Wert der (Hilfs—)Zielfunktion nichtnegativ ist. Wir fassen
zZusammen.

Lemma 2.19 Ist x) < —b", dann ist der Punkt x* ist eine zuliissige Ecke des Polyeders
F (A,g), wobei

] m-—mn

gzb—(x5+b*)[ On ]

Beweis: Dafs x* zuldssig ist, wenn x; < —b" ist, das wissen wir ja schon. Da

O —_—
auflerdem X" eine Ecke von F* ist® gibt es eine Menge J, #] = n + 1, so daf8

*

X N * *
Xg]:b], = A]X :bl

[T Al [

%F* ist, wie man sich leicht vorstellen kann, der zulissige Bereich des “Hilfsproblems”.
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und da Aj € R*"™" Rang n hat gibt es eine Teilmenge ]’ C ], #]’ = n, so dafl
detAj #0 und Ay X" =by,

also ist x* eine Ecke. O

Korollar 2.20 Eine zuliissige Ecke x = [xo, X" von (2.30) enthilt genau dann eine

Ecke x unseres Ausgangsproblems, wenn xo < —b".

Und damit haben wir unsere Startecke aufgespiirt: Verpassen wir nun der freien
Variablen® den Wert xo = — max b;, dann ist x* eine Ecke von (2.31), insbeson-
dere ist Ax* > b, also ist x* eine zul&dssige Ecke und damit die Startecke, von der
aus wir loslegen konnen.

Zur praktischen Realisierung betrachten wir wieder die abgeschnittene Form

y=[1mA] [ ™ ]—(E—b*1m) — ALY l X ]_b(n)

mit der Hilfs-Zielfunktion®®
f (XO)X) = —%o — b7,
und der Original-Zielfunktion

¢ (x0,x) =c'x

tauschen die freie Variable x, aus und erhalten, nach eventueller Zeilenver-
tauschung

X m—n— m—n,n m—n
[ y(g) ] — A0 _plo) Yy eR DAD e Rt pl0 e R™ 1 (2.32)

;
sowie einen Vektor c¥, so dafl c(x) = (c(o)) x9. Beim nun folgende Simplex-

algorithmus, bei dem zwar beziiglich f minimiert, aber ¢ stets mitbestimmt
werden muf, darf die Zeile, die zu x, gehort nicht mehr ausgetauscht werden®,
und so erhalten wir nach endlich vielen Schritten das Tableau

X
| 0 ]:A(T)x(” EENUE

aus dem wir den Wert von x, ablesen konnen; aufierdem sagt uns die Zielfunk-
tion, ob unsere Kante so gefundene Kante iiberhaupt zuléssig ist, denn das ist

7Und schon tauchen die Dinger wieder auf .. .

¥Weil man es gar nicht oft genug sagen kann: Fiir die eigentliche Optimierung des Hilfsprob-
lems brauchten wir den konstanten Term —b* nicht, aber da die Positivitit dieser Zielfunktion
bereits ein Abbruchkriterium ist, lohnt es sich.

¥SchlieSlich kénnte man die Zeilen, die zu freien Variablen gehoren, sogar aus dem Sim-
plextableau entfernen.
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genau der Fall, wenn f (xo, x(”) > (0 ist. Nehmen wir an, das ware der Fall, dann
miissen wir nur noch x, loswerden, was wir dadurch erreichen, daf$ wir es mit
der zuletzt “eingetauschten” Spalte vertauschen, also einen Austauschschritt
mit dem Paar (1, j,) durchfiihren, was uns, nach einer Spaltenvertauschung die
Darstellung

T+1 T+1 XO r+1 XO 141
[U(+)] = A(+)|X(r+1] ]—b(+)=[a3]lx(r+1) l—b“r)

= Bx" +(xa—b™"),  BeR™", aeR™,

liefert. Setzen wir da nun xo = —maxb; ein, dann haben wir die modifizierte
Form unseres “Originalproblems”, bei der x™1 = 0 eine zulédssige Ecke ist und
konnen endlich den “normalen” Simplexalgorithmus anwerfen.

Um uns das “Mitfithren” der “echten” Zielfunktion c, das heifst die Bes-
timmung von c" etwas leichter zu machen, bemerken wir, dal wir die Aus-
tauschregel (2.24) mit der Matrix B aus (2.26) auch als

1) — g o)
schreiben konnen, ein Update von C:_)H ist nicht unbedingt notig, weil wir die
Zielfunktion ja so nur um eine Konstante abdndern. Das heifst aber, dafs wir

die Zielfunktion c lediglich als “tote” Zeile unseres Hilfsproblems mitzufiihren
brauchen, also als Zeile, die nicht zur Auswahl der Pivotzeilen zugelassen ist.

Beispiel 2.21 (Transportproblem aus Beispiel 2.17) Zuerst transformiert der er-
ste Austauschschritt das erweiterte Tableau folgendermafen:

I TR
Y 1 -1 -1 —27 Y 1 -2 2| =27
x| 1 =1 0| =20 (1.4) w1 =2 —1] =20
ys| 10 —1] =19 ) ys || 1 =1 =2| =19
w1 1 =1 o0 - x| 1 —1 —1] 0

cllo 1 3 |-229 cllo 1 3 |-229
-1t o o] =9 R

Die beiden unteren Zeilen sind nun tabu und das Simplexverfahren liefert jetzt das
Tableau

I ETEETE N |
w] 0 1 1] —7
x| 0.5 =05 —-05| —10
ys| 05 05 —15| —9
x| 05 05 —05] 10
c | 05 —05 25 |—229

[ [-05 05 05] 9 |

(2,2)
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Die Ecke die wir so gefunden haben ist also der Punkt [10,0]". Nach Vertauschen
von Yy, und xo und den oben beschriebenen Umformungen liuft dann der “normale”
Simplexalgorithmus folgendermafien ab:

L [y x| | L Ly v |
Yi —1 0 -9 X1 1 —1 -8
x| 1T =1 =9 (2,2) (1,3) (2,1) |x||=1 0 | =10
y | 0 =1 =10 — 7 5 " L oyl o =1 =9

| [ 1 2 ]-220] -2 —1]—191]

und die Optimallosung ist also [x,y] = [8, 10].

2.7 Kleine Komplexitatsbetrachtungen

Wie viele Schritte braucht nun so ein Simplexalgorithmus, um sein Ziel zu erre-
ichen? Laut [51] reichen im Normalfall so etwa 2m bis 3m Austauschschritte aus,
um das Optimum zu bestimmen. Allerdings sehen die Worst-Case-Szenarien
etwas tibler aus. Hier ein Beispiel aus [51], das von Minty und Klee [36] stammt.

Beispiel 2.22 Das Optimierungsproblem

n
E 10" *x = max,
k=1

-1
2 107" +x. < 1007, j=1,...,n
P
x > 0,

das in unserer Notation durch die Normalform

1

o

1 0
—1 - —1
—20 —1 —100
—200 —20 —1 —10000

| —2x 10 —2x10mt L. =20 —1 | | —100™ |

dargestellt wird, benotigt 2™ —1 Austauschschritte, wenn man mit der Startecke x0 =0
beginnt.

Man kann sich dieses Beispiel sehr schon experimentell ansehen® und erkennt
dabei auch, welche Bedeutung eine gute Pivotstrategie haben. Mit der Methode

%Genau dafiir sind Mat1lab und octave ja auch da.
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der “koordinatenweisen” Pivotisierung benotigt das Verfahren immer die vollen
2™ — 1 Austauschschritte, wihrend ein Verfahren, das auf der ,raffinierteren”
Pivotstrategie der Totalpivotsuche basiert, nach gerade mal einem Schritt am
Ziel ist.

Wenn nun also die Totalpivotsuche so eine tolle Pivotregel ergibt, warum
verwendet man sie dann nicht auch? Ganz einfach: im ,normalen” Simplexalgo-
rithmus mufs man pro Rechenschritt O(n) Vergleichsoperationen durchfiihren,
um das maximale ¢; zu finden und dann O(m — n) Rechenoperationen, um
die Pivotzeile zu bestimmen; bei der Totalpivotsuche miifite man im schlimm-
sten Fall O(m — n) Rechenoperationen fiir jede der n Spalten durchfiihren, also
O (n(m —n)) Rechen- und ebensoviele Vergleichsoperationen. Das heif3t, daf3
der Aufwand pro Schritt des Simplexalgorithmus von O(m) auf O (n(m —n)),
fiir grofie Werte von m und n nicht gerade erstrebenswert.
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To isolate mathematics from the
practical demands of the sciences is to
invite the sterility of a cow shut away
from the bulls.

P. Chebyshev

Lineare Optimierung —
Beispiele und
Anwendungen

Bevor wir uns wieder in das Vergniigen der Theorie stiirzen, wollen wir uns
zuerst einmal ein paar Beispiele ansehen, in denen wir den Simplexalgorith-
mus anwenden konnen. Interessant wird hierbei vor allem werden, wie wir die
Probleme in einer Form aufbereiten konnen, dafd wir sie in unsere Octave—
Programme stecken und von diesen 16sen lassen konnen. Hochgestochen gesprochen
befassen wir uns also nun mit der Modellierung von Optimierungsproblemen.
Einige der Beispiele stammen aus [22]%'.

Allerdings, und sei es nur, um Langeweile zu vermeiden, verwenden wir
jetzt eine andere Normalform fiir unsere linearen Optimierungsprobleme, und
zwar die ,algorithmische Normalform®

minc'x, Ax < b, x > 0. (3.1)

Der Grund dafiir ist relativ profan: Wir verwenden einfach etwas andere Octave-
Funktionen® fiir den Simplexalgorithmus, die jetzt nur noch richtige Ausgaben
liefern. Aber natiirlich lassen sich ja alle Normalformen durch etwas Vorzeichen-
spielerei ineinander tiberfiihren.

3.1 Das Diat—Problem

Beginnen wir erst einmal mit einem ganz typischen, einfachen Problem, ganz
anlich® zur ,Schuhfabrik”.

Beispiel 3.1 (Friihstiicksplanung) Eine Hausfrau versucht fiir Ihre Familie ein op-
timales Friihstiick zusammenzustellen. Dafiir stehen ihr® zwei verschiedene Typen
von Getreideflocken®, niimlich Crunchies und Krispies zur Verfiigung, die zwei

®1Eine sehr empfehlenswerte, anschauliche und auch noch, wie es sich fiir Dover-Reprints
gehort, preiswerte Einfiihrung in die lineare Optimierung.

2Die wir jetzt aber nicht mehr extra abdrucken wollen.

3Und auch &hnlich realistisch

®4Ja, das Beispiel stammt aus den USA.

% Auf gut neudeutsch auch als , Cerealien” bezeichnet — eine der Wortschdpfungen, die entste-
hen an Cerebralien mangelt.
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Spurenelemente, Thiamin®® und Niacin® in unterschiedlicher Anzahl enthalten, un-
terschiedlichen Brennwert in Kalorien liefern und natiirlich unterschiedlich teuer sind.
Das ideale Friihstiick versorgt die Familie mit einem gewissen Mindestmaf$ an ,Vita-
minen” und Kalorien und ist dabei natiirlich moglichst billig. Die genauen Werte sind
in der folgenden Tabelle aufgelistet:

| | Crunchies | Krispies | Bendtigt |

Thiamin (in mg) 0.10 0.25 1
Niacin (in mg) 1.00 0.25 5
Kalorien 110 120 400
Preis 3.8 4.2

Das Problem ist klar: Was ist die optimate Diiit, die diese Randbedingungen erfiillt?

Nun, dieses Problem ist, was die Modellierung angeht, noch richtig einfach,
denn wir miissen nur die Bedingungen in Ungleichungsform hinschreiben.
Seien dazu x; die Menge der verwendeten Crunchies und x, die Menge an
Krispies, dann erhalten wir die Ungleichungen

0.1 +.25x;, > 1
X1 +.25%; 5

>
]107(1 + ]ZOXZ > 400

und zu minimieren sind die Kosten 3.8 x; +4.2 x,. Nachdem unsere Normalform
aus (3.1) die Ungleichungen als “<” geschrieben haben will, erhalten wir also

das Optimierungsproblem®
—0.1 —0.25 —1
~1  —0.25 lx‘]g -5 |,
—110 —120 [ L1 | —400

was ein klarer Fall fiir die Zweiphasenmethode ist. Also ist alles klar, oder?
Geben wir das Problem in den Rechner ein, dann erhalten wir mit der Eingabe

-1 -.25; -110 -120]; b = [-1 -5 -400]’;

min 3.8 x; + 4.2 x,,

octave> A = [ -.1 -.25;
octave> ¢ = [ 3.8 4.2]°;
octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )

die etwas iiberraschende Ausgabe

NN
WHRRR

**%% Unbeschraenkt
X =

(9]

.00000
.00000

(=]

opt = 19.000

6Synonym fiir Vitamin B, siehe [41].

’Synonym fiir Nicotinsdure, die Nebenwirkungen in [41] liest man besser nicht.

68Von jetzt an schreiben wir die allgegenwértige Randbedingung x > 0 nicht mehr explizit
hin.
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die noch nicht einmal zuléssig ist, denn die erste Nebenbedingung ist nicht
erfillt. Allerdings sehen wir ja auch an der Ausgabe, wo die Schwierigkeiten
herkommen: Das Optimierungsproblem ist unbeschrankt, und da funktioniert
unser Simplexalgorithmus halt nun einmal nicht®. Das sieht man ja auch an
der Problemstellung selbst, denn die einfachste Moglichkeit, die Nebenbedin-
gungen zu erfiillen besteht einfach darin, eine Packung von jeder Sorte in sich
hineinzustopfen, und wenn’s nicht reicht, dann halt noch eine und so weit-
er. Damit wir unsere Methode anwenden konnen, miissen wir also das Prob-
lem kiinstlich beschranken. Eine Moglichkeit besteht darin, x; und x, individu-
ell zu beschranken, indem man nachsieht, aus welcher Menge das “kleinste”
Friihstiick aus Crunchies bestehen mufs (ndmlich x; = 10) und wieviele Krispies
man mindestens essen mufs, um alle “Nahrstoffe” aufzunehmen (dasist x, = 20).
Dann kénnen wir die Nebenbedingungen x; < 10 und x, < 20 hinzufiigen und
erhalten

octave> AA=[ A; [ 10; 0 1] 1; bb =1[ b; 10; 20 1;
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.,4444
2.2222

opt = 26.222

das optimale Friihstiick kostet also 26.2222 Cent™. Eine andere Moglichkeit
bestiinde darin, den Preis zu beschrdnken, also beispielsweise nur Friistiicke
fiir weniger als einen Dollar:

octave> AA = [ A; [ 3.84.2 1] 1; bb=1[b; 100 1;
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.4444
2.2222

opt = 26.222

Und siehe da: Das Ergebnis ist wieder richtig. Wird man hingegen zu knauserig,
dann kommt man erneut in Schwierigkeiten:

octave> AA =[ A; [ 3.84.2 ] ]; bb=1[ b; 15 ];
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

®Nur um das nochmal klarzustellen: Das Minimum existiert natiirlich mit und ohne
Beschrankung, nur das Verfahren funktioniert nicht!

79Und enthilt im iibrigen rund 756 Kalorien, also fast doppelt so viel wie gewiinscht. Vielleicht
sollte man dochmal ein grundlegend anderes Friihstiick in Betracht ziehen ...
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(9]

opt = 19

aber an der Tatsache, daf3 die zusétzliche Nebenbedingung durch die berechnete
Optimallosung verletzt wurde, sieht man schon, daf irgendwas faul sein mufs.

3.2 Transportprobleme

In einem Transportproblem geht es immer um Aufgaben wie in Beispiel 2.17:
Ressourcen miissen von Ausgangspunkten zu Zielpunkten transportiert wer-
den, wobei alle Ausgangspunkte mit allen Zielpunkten als verbunden angenom-
men werden. Die Entfernungen (oder Kosten) von eine Ausgangs- zu einem
Zielpunkt sowie die in den Ausgangspunkten vorrétigen und diein den Zielpunk-
ten benotigten Ressourcen sind typischerweise in einer Matrix aufgelistet:

Z4 L,
A] ai oo Qi | 4
Anlami ... Qumn| Qm
Z1 Zn
Dabei bezeichnet a;y,...,an,, die Kostenmatrix, ai,..., a, die vorhandenen
und zi, ..., z, die benétigten Ressourcen. Damit das Problem tiberhaupt 16sbar

ist, muf$ natiirlich
ar+---+an=2z1+ -z,

sein.

Abbildung 3.1: Kiihlschrianke und deren Transportwege. Aus [22].
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Beispiel 3.2 (Kiihlschrdanke) Eine Firma stellt in zwei Fabriken, Fy und F,, Kiihlschrinke
her, die in den Liden™ Si,Ss,S; verkauft werden sollten. Die Kosten-/Ressourcen—
Matrix ist wie folgt:

S1 S5, S
Fi| 8 6 10|11
F,19 5 7|14
10 8 7

Wie ist der optimale Transport?

Transportprobleme zeichnen sich dadurch aus, dafd man sehr viele Variablen
hat, die man am zweckmafigsten doppelt indiziert, ndmlich als xj, wobei xjx
die Menge bezeichnet, die vom Ausgangspunkt j zum Zielpunkt k transportiert
wird. Die Gesamtkosten sind dann immer

m n
E E Ak Xk
j=1 k=1
In unserem Beispiel haben wir also die Variablen
=[ I’
X115 X125 X135 X215 X225 X23 = X = [X11, X12y X135 X215 X225 X23

auch in einen Vektor angeordnet, indem wir die sogenannte lexikographische
Ordnung’? verwenden. Unser Beispiel liefert nun die Nebenbedingungen

X117 X2 X3 < 11
X1 +X22 +x3 < 14
X11 +X21 > 10
X12 +X22 > 8
X13 +x3 = 7

Die ersten beiden Ungleichungen sind die Beschrankungen an die Ressourcen,
die anderen drei betreffen das Minimum, das an den Zielpunkten ankommen
soll. Damit kénnen wir uns auch schon wieder ans Modellieren machen: Nach-
dem wir noch ein paar unpassende Vorzeichen umgedreht haben, erhalten wir
die folgenden Parameter:

—
—
—
—
—
—
S o »

A= —1 —1 s b= —10 ) C=

~N O1 O

Und ab geht’s in den Computer:

71 uSh Op//
?Indizes werden angeordnet wir im Lexikon: zuerst ordnet man nach dem ersten Eintrag,
dann nach dem zweiten und so weiter.
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octave> A=[111000; 000111; -100-100;0-100 -10;
00 -100 -1];

octave> b = [ 11 14 -10 -8 -7 ]1’; c = [ 8 6 10 957 ]7;

octave> [x,opt] = SimSimplex(A,b,c)

X =

10.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

NN~

opt = 170

Was man sieht ist, dafs bei Transportproblemen zwar die Anzahl der Variablen
dramatisch steigt (man hat mn Variablen bei einer mxn Kostenmatrix), dafd man
dafiir aber sehr einfach strukturierte Matrizen hat: In den ersten n Zeilen stehen
n verschobene Zeilen von je m Einsen und darunter n nebeneinandergestellte,
mit —1 multiplizierte Einheitsmatrizen.

Beispiel 3.3 (Noch ein Transportproblem) Ausriistungsgegenstinde sollen von drei
Basen auf fiinf andere Basen verteilt werden, wobei die zuriickgelegte Gesamtdistanz
minimiert werden soll. Die Vorgaben, wie in [22, S. 20] sind wie folgt:

| | MacDill | March | Davis-Monthan | McConnell | Pinecastle | |

Oklahoma City 938 | 1030 824 136 995 | 8

Macon 346 | 1818 1416 806 296 || 5

Columbus 905 | 1795 1590 716 854 || 8
3 5 5 5 3

Das sind jetzt also solide 15 Variable und da wird’s langsam heftig.

Es wire jetzt schon ziemlich eklig, diese Matrix noch von Hand einzugeben,
weswegen wir ein kleines Octave-Programm namens TransMat verwenden,
das die Strukturmatrix automatisch generiert. Und dann brauchen wir nur noch
unsere Werte einzutippen,

octave> A = TransMat( 3,5 ); b=[8 58 -3 -5 -5 -5 -3 17";
octave> ¢ = [ 938 1030 824 136 995 346 1818 1416 806 296 905 1795
1590 716 854 ]1’;

um auf die Optimallosung mit 16384 Kilometern zu kommen.

Ubung 3.1 Zeigen Sie, da8 Transportprobleme mit ganzzahliger Kostenmatrix
immer auch ganzzahlige Losungen haben. o
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3.3 Zuordnungsprobleme

In einem Zuordnungsproblem versucht man, Ressourcen und Aufgaben so
einander zuzuordnen, daf} ein vorgegebener Nutzen maximiert wird. Eine Zuord-
nung zweier Mengen” ist eine Funktion, die jedem Element der einen Menge™
eindeutig ein Element der anderen Menge” zuordnet. Alternativ ist eine Zuord-
nungstabelle eine quadratische Matrix, die in jeder Spalte und jeder Zeile genau
eine Eins stehen hat.

F e

— Jb\ ' 1;\ ' 2
= y ‘
=T i )
ol i — mﬂl\
, i

‘ illf’z
<

Abbildung 3.2: Die drei Mitarbeiter und ihre Fahigkeiten. Aus [22]

Beispiel 3.4 (Personal und Fihigkeiten) Einer Militireinheit’® stehen drei neue
Mitarbeiter, Able, Baker und Charlie, zur Verfiigung, die fiir drei Aufgaben einge-
setzt werden konnen, und zwar am Schreibtisch, am Funkgerit oder am Computer. In
vorhergehenden Tests wurden ihre Fihigkeiten wie folgt ermittelt:

Funk | Computer | Schreibtisch
Able 5 4 7
Baker 6 7 3
Charlie 8 11 2

Wie setzt man die drei Soldaten so ein, daf$ ein moglichst hoher Wert erreicht wird.

7Die gleichviele Elemente enthalten miissen.

74 Also jeder Ressource.

75 Also eine Aufgabe.

76Nicht meine Erfindung, sondern aus [22, S. 56-61]!



3.4 Flufs in Netzwerken 53

Auch hier beschreibt wieder x;i, in welchem MafSe Soldat Nummer j Job
Nummer k ausiibt’” und die Nebenbedingungen sind

X111 X2 +Xi3 =
X21 +X22 +X23

X31 TX32 X33 =

X11 +X21 +X31
X12 +X22 +X32
X13 +X23 +Xx32 =

—_— ) ) o o —d

Kommt uns irgendwie bekannt vor, oder? Wenn wir das ndmlich in Ungle-
ichungen umschreiben, dann steht da bis auf die rechte Seite nicht anderes
als ein ,gedoppeltes” Transportproblem! Und dafiir haben wir ja schon un-
sere Routinen. Aber nicht vergessen: Da wir maximieren wollen, miissen wir die
Zielfunktion mit —1 multiplizieren. Also:

octave> A = TransMat( 3,3 ); b = [ ones( 3,1 ) ; -ones( 3,1 ) 1;
octave> A LA; -A]; b=1[Db; -b ];

octave> c = -[ 54767 38112 1]’;

octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )

X =

QPR R

opt = -24

und die Losung “Able am Schreibtisch, Baker am Funkgerdt und Charlie am
Computer” ist ja auch das, worauf man ohne Computer hitte kommen konnen.

3.4 FluB in Netzwerken

Die letzte Problemklasse sieht schon richtig fortgeschritten, um nicht zu sagen
professionell aus und hat sogar einiges mit Informatik zu tun. Es geht darum, auf
verschlungenen Wegen moglichst viel von A nach B zu transportieren. Diese ver-
schlungenen Wege werden in Form eines Netzwerks” dargstellt, sieche Abb. 3.3.
Wie man sieht, gibt es nun viele verschiedene Moglichkeiten vom Startpunkt
,S” zum Zielpunkt ,Z” zu gelangen, beispielsweise den Weg S — 1 — 2 — Z
oder S — 1 — 3 — Z und so weiter.

7’Man kann zeigen, daf bei der Optimalldsung xj, = 1 sein mu8, das liegt an der Struktur
des Problems.
78In der Sprache der diskreten Mathematik: ein gerichteter Graph.
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1 (2
9

Abbildung 3.3: Die Verbindungen im Netzwerk — wohin kann man von wo
aus kommen. Der gerichtete Graph bedeutet, dafs es keine Schleifen gibt.

Beispiel 3.5 (Maximaler Transport oder Flufl im Netzwerk) Das Netzwerk aus
Abb. 3.3 stelle alle Moglichkeiten dar, mit Offentlichen Verkehrsmitteln von S nach Z zu
gelangen, wobei 1, 2, 3 die Umsteigepunkte seien. Wieviele Fahrgiste kann man maximal
von S nach Z bringen, wenn die Kapazititen der Verkehrsmittel” wie in Abb. 3.4
dargestellt sind, und wie mufS man die Fahrgiste auf die einzelnen Verkehrsmittel
verteilen?

Abbildung 3.4: Die Kapazititen der einzelnen Kanten des Netzwerk aus
Abb. 3.3.

Wieder bezeichnen wir mit xj die Anzahl der Passagiere, die von Knoten
j nach Knoten k fahren, wobei Knoten 0 der Startpunkt und Knoten 4 der
Zielpunkt ist. Damit werden die Kapazitdtsbeschrankungen, ohne dafy wir ir-

7Sagen wir in der Einheit , 100 Fahrgaste”.
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gendwie nachdenken miissen, sofort zu Nebenbedingungen:

X01
X02
X03
X12
X13 (3.2)
X14
X23
X24

IA A N IA IA A DA DN IA

X34

Das war der einfache Teil. Was wir aufSerdem noch fordern miissen, ist, dafs
niemand an einem Umsteigepunkt vergessen wird und dort verhungern musf,
daf3 also alles, was in einen Knoten hineinflieit, auch wieder herausflieffen muf,
was wir mathematisch als Erhaltungsprinzip

ZXjk = Zij, Yk
j j

schreiben konnen: Die Summe {iiber die xj ist je gerade die Menge, die in den
Knoten k hineintransportiert wird und die Summe {tiber die x,; die Menge,
die von Knoten k in andere Knoten weitergeleitet wird. In unserem Beispiel
entnehmen wir Abb. 3.4 die Nebenbedingungen

X01 —X12 —X13 —Xu4 =0
X02 +X12 —X23 —Xu =0 (3.3)
X03 +X13 +X23 —x3 = 0

und wie wir die in Ungleichungsbedingungen umwandeln, das wissen wir ja
schon. Bleibt noch, dafy das was wir in das System reinstecken, also was aus
S hinausfliefst, auch in Z ankommen mufs. Nennen wir diesen Wert t, dann
erhalten wir schliefdlich noch die beiden Nebenbedingungen

—Xo1 —Xo2 —X03 +t = 0

X14 +Xu +X3¢ —t = 0 (34)

Und was ist unser Ziel? Wir wollen ja den Gesamtfluss maximieren, also nichts
anderes als den Wert t, der gerade in unserer Nebenbedingung aufgetaucht ist.
Dazu miissen wir also t als zustzliche Variable einfithren und haben unser Prob-
lem fertig modelliert. Jetzt miissen wir es nur noch computergerecht aufbereiten,
wobei wir t als zusétzliche, zehnte Variable ansetzen. Das tun wir geschickter-
weise zuerst fiir die Nebenbedingungen (3.3) und (3.4), denn die kénnen wir
dann mit umgedrehtem Vorzeichen iibereinanderstapeln:

[100-1-1-10000;
010100 -1-100;
00101010 -10;
-1-1-1000000 1;
000001011 -11;
octave> A = [ A; -A ];

octave> A
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Dann fiigen wir noch die Nebenbedingungen aus (3.2) hinzu
octave> A = [ A; [ eye(9), zeros( 9,1 ) 1 1;

setzen unsere rechte Seite und die Zielfunktion an, wobei wir beachten miissen,
daf3 wir maximieren wollen, also als Zielfunktion —t setzen sollten,

octave> b = [ zeros( 1,10 ), [ 23 1413122117;
octave> ¢ = [ zeros( 1,9 ), -1 ]7;

und erhalten die Optimalldsung als

octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )
X =

O NDNRPRPR NS RFRL WDN

opt = -6
Die Losung ist in Abb. 3.5 dargestellt. Man sieht ihr ein typisches Phinomen

Abbildung 3.5: Flufs der Optimallosung im Vergleich zu deren Kapazitat.

von Optimalldsungen von Netzwerkproblemen an: Alle Kanten, die aus S her-
ausfiihren, sind saturiert, also voll belegt.
Man kann auch allgemeinere Netzwerkprobleme auf diese Art und Weise ange-
hen, indem man fiir n Knoten (Start und Ziel mitgezdhlt!) normalerweise eine
Verbindungsmatrix

V= [ij : ],k: 1,...,T‘I,]
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verwendet, in der nur Nullen und Einsen stehen — und zwar vy = 1, wenn
es zwischen den Knoten j und k eine Verbindung gibt und Null, wenn diese
Verbindung nicht existiert. Dabei ist vjy = w; = 1 zwar moglich, aber nicht
zwingend vorgeschrieben®. Die Nebenbedingungen ergeben sich dann wieder
aus den Kapazititen der Kanten und aus der Erhaltungseigenschaft, daf3 alles,
was in einen Knoten fliefst, auch wieder rausmuss: In formaler Schreibweise

heifst das
n n
E Vjk Xjk = E Vi Xkj)y k=1,...,n.
=1 j=1

Ubrigens kann man da auch grofiziigiger sein, indem man lediglich

n n
E ijXij E Vij Xkjy k:1,...,n
ji=1 j=1

fordert — jetzt darf in jedem Knoten auch was versickern. Und dann steckt man
nur noch t in das System und minimiert die Zielfunktion z(x, t) = —t.

3.5 Ganzzahlprogrammierung

Wir hatten in vielen unserer Anwendungen jabereits das Problem, dafs eigentlich
nur Ganzzahllosungen gesucht waren, die sich dann wie durch ein Wunder auch
ergeben haben, siehe Beispiel 2.1. Was aber, wenn es nicht funktioniert, wir aber
ein Problem der Form

minc'x, Ax < b, x € INg, (3.5)

haben, also explizite Ganzzahlbeschrdankungen bertiicksichtigen miissen.

Die naive Idee wire es, sich damit herauszureden, daf8 F(A,b) N Z° ja fiir
beschriankte Polyeder nur endlich viele Punkte enthélt und damit eigentlich
unproblematisch ist, man miisste nur das Polyeder absuchen und die endlich
vielen Werte testen. Praktisch ist das nattirlich Nonsens.

Fiir einen funktionierenden Algorithmis ist es sicherlich keine schlechte Idee,
zuerst einmal die kontinuierliche Lésung x* von (3.5) zu bestimmen, alsox € INy
durch x > 0 zu ersetzen. Ist x* € IN}, dann haben wir gewonnen, andernfalls
gibt es mindestens eine Variable x;, die einen nichtganzzahligen Wert annimmt,
sagen wir

Xj =Ny + o, T'LjGN(), %E(O,])

Die richtige ganzzahlige Losung erfiillt natiirlich nun entweder x; < n; oder

x; > n;+ 1. Also bilden wir zwei neue Optimierungsprobleme mit den Nebenbe-

dingungen
A b d A b
ejT ) T un —CJT ) —ny — 1

und minimieren diese separat. Fiir diese beiden Probleme bestimmen wir

80Man denke nur an Einbahnstraflen.
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Abbildung 3.6: Die Idee von ,Branch & Cut”: Wir separieren das Problem
(links) in zwei Teilprobleme (rechts), die dann separat gelost werden sollen.

wieder kontinuierliche Optimallésungen und fahren mit dem Prozess solange
fort, bis wir Blitter®! gefunden haben, die nur ganzzahlige Parameterwerte
haben®, oder leere zuldssige Menge haben. Sobald wir eine Ganzzahllosung
gefunden haben, merken wir uns diesen Wert, denn von da an kénnen wir alle
anderen Teilprobleme verwerfen, deren kontinuierliche Losung einen grofieren
Wert haben, denn die Restriktionen auf ganzzahlige Losungen sind ja nur noch
,schlechter”.

An diesen Strategien kann man, wenn man will, noch méchtig feilen, um zu
wirklich guten Verfahren zu kommen, aber das ist dann schon wieder fast eine
eigene Vorlesung fiir sich.

81 Also Ecken des Baums.
82Und unter diesen bilden wir dann das Minimum.
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Der Mensch spielt nur, wo er in voller
Bedeutung des Wortes Mensch ist,
und er ist nur da ganz Mensch, wo er
spielt.

F. Schiller

Spieltheorie

Eine wunderschéne Anwendung von Optimierungsmethoden und eine Opti-
mierungstheorie fiir sich ist die Spieltheorie. Und genau deswegen machen wir
uns jetzt den Spass, ein wenig in die Grundlagen der Spieltheorie einzutauchen.

4.1 Grundideen der Spieltheorie: Bei—Spiele

Spieltheorie befasst sich mit der Frage, wie man in ,Konfliktsituationen” op-
timale Entscheidungen trifft und ist damit auch wieder eine Form der Opti-
mierung. Um es mit Karlin [32] zu sagen:

The art of making optimal judgments according to various criteria is
as old as mankind; it is the essence of every field of endeavor from
volleyball to logistics®®. The science of making such judgments, as
opposed to the mere art, is a newer development . . .

Im diesem ersten Kapitel wollen wir uns anhand von ein paar Bei-Spielen eine
Ubersicht tiber die wesentlichen Ansitze und Ideen verschaffen, bevor wir uns
dann vertieft an die mathematischen Grundlagen machen.

Ein klassisches Kinder- und nicht nur Kinderspiel ist , Stein, Schere, Papier”,
bei dem zwei Spieler, nennen wir sie kreativ S; und S;, gleichzeitig mit jeweils
einer Hand entweder einen Stein (Faust), eine Schere (Zeige- und Mittelfinger
gespreizt) oder Papier (flache Hand) darstellen. Der Gewinner wird dann nach
folgenden Regeln ermittelt:

1. Der Stein macht die Schere stumpf, also gewinnt Stein gegen Schere.
2. Die Schere schneidet Papier, also gewinnt die Schere gegen das Papier.
3. Das Papier wickelt den Stein ein, also gewinnt Papier gegen Stein.

Man sieht, die Situation ist schon symmetrisch und es gibt entweder ein Un-
entschieden® oder ein Spieler gewinnt und der andere verliert. In letzterem Fall

8Wir werden uns im Rahmen der Vorlesung allerdings nicht mit Volleyball befassen, so viel
ist eigentlich vorhersagbar.
8"Wenn beide Spieler dieselbe Wahl getroffen haben.
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konnen wir davon ausgehen, da8 ein Gewinn® vom Verlierer an den Sieger

tbertragen wird. Diese Situation bezeichnet man als ein Nullsummenspiel:
Was einer gewinnt, das muss der andere verlieren. Normieren wir den Gewinn zu
1, dann kénnen wir den Ablauf des Spiels aus der Sicht der Spieler in Tabellen
darstellen:

S] \Sz St|Sch | P 31 \ Sz St|Sch | P
Stjo| 1 |-1 St|o0| -1 |1
Sch||-1| 0 |1 Schi{{1]| 0 |-1
P|y1]-11]0 P|-1] 1 0

Das ist jeweils die Auszahlungstabelle fiir S; (links) und S, (rechts), was sich in
Matrixnorm viel schoner darstellen ldsst:

0 1 -1 0 —1 1
Ar=|-1 0 1|, A=[1 0 =1/, (4.1)
1T -1 0 —1 1 0

und die Tatsache, dafS wir es mit einem Nullsummenspiel zu tun haben, ist dann
schlicht und ergreifend dquivalent zu A; + A, = 0. So kénnen wir natiirlich
nun jedes Zweipersonenspiel darstellen: Hat Spieler S; die Wahlmoglichkeiten
81,1y -+, S1,m, dieman jeweils als Strategie bezichnet und Spieler S, entsprechend86
82,1y -+, S2n, dann stellen wir das Spiel aus der Sicht jedes Spielers durch eine
Auszahlungsmatrix A; € R™" bzw. A; € R™" dar. Und nochmals langsam: In
unserem Beispiel haben wir es mit den symmetrischen Strategien

$17 = S21 = 87 = Stein, $21 = S22 = S = Schere, 831 = 83, = 83 = Papier
zu tun.

Beispiel 4.1 (Gefangenendilemma) Zwei Verbrecher werden festgenommen und
getrennt voneinander verhort. Der Polizei ist klar, dafs sie beide eine Menge auf dem
Kerbholz haben, kann aber leider nur kleinere Vergehen wirklich nachweisen® . Deswe-
gen erhalten beide das Angebot, als Kronzeuge gegen den anderen auszusagen — in
diesem Falle wiirde der Kronzeuge einen Strafnachlass erhalten, der nicht gestiindige
Verbrecher hingegen die volle Hiirte der Justiz geniessen diirfen. Wenn natiirlich beide
gestindig sind, dann braucht man keinen Kronzeugen mehr und der ,Rabatt” ist dahin.
In negativen Jahren Gefiingnis sehen also die Auszahlungsmatrizen wie folgt aus®®:

-1 =5
A1=A§=[_3 _7],

wobei sy = ,schweigen” und s, = ,aussagen” ist. Ist es besser zu schweigen oder
auszusagen? Was ist die optimale Strategie?

8Beispielsweise eine Einheit Geld — der Phantasie sind hier keine Grenzen gesetzt, aber fiir
unsere Zwecke hier ist es vollig irrelevant.

86Es hat niemand gesagt, daf Spiele immer symmetrisch sein miissen und daf beide Spieler
immer dieselbe Anzahl an Strategien haben.

8Das ist nicht so unrealistisch: So wurde beispielsweise Al Capone nur wegen Steuerhin-
terziehung angeklagt und verurteilt.

8Und im Gegensatz zu ,Stein, Schere, Papier” liegt das Interesse der Spieler daran, die
,Auszahlung” in Jahren zu minimieren, deswegen der Vorzeichenwechsel.
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Beispiel 4.1 ist kein Nullsummenspiel, denn

A1+A2:l_§ _184]?50

Trotzdem kann man es zu einem Nullsummenspiel machen, indem man einen
Spieler S; einfiihrt, der nur eine Strategie und die Auszahlungsmatrix A; =
—A; — A, hat — trivialerweise ist dann A; + A; + A3 = 0. Allerdings haben wir
es dann nicht mehr mit einem Zweipersonenspiel zu tun, sondern mit einem
Dreipersonenspiel und wir sehen bereits eine Eigenart von n-Personenspielen
mit n > 2: Es wird Kooperation moglich, bei der mehrere Spieler gegen andere
Spiele Koalitionen bilden konnen.

Beispiel 4.2 (Koalitionen) Das klassische und aus der Politik bekannte Mehrperso-
nenspiel heifSt “Koalition”. Nehmen wir an, ein Parlament habe 9 Sitze, die sich auf die
drei Parteien S, C und F wie folgt verteilen:

Partei | S| C | F
Sitze 414 |1

Es ist naheliegend, daf$ die beiden grofien Parteien lieber mit F koalieren werden als
miteinander, denn sie werden in solch einer Koalition natiirlich ein groferes Stiick vom
Kuchen bekommen®. Was ist also das “optimale” Angebot, das die Parteien einander
fiir Koalitionen machen konnen?

4.2 Reine und gemischte Strategien

Beginnen wir einmal mit etwas Begrifflichkeiten, wobei wir uns an den ,Stan-
dardwerken” [32] und [38] orientieren wollen. Die meisten der Konzepte und
Ideen wurden sogar bereits 1928 von John von Neumann® [37] in der an-
scheinend allerersten Arbeit zum Thema Spieltheorie angegeben.

Definition 4.3 Ein n—Personen—Spiel .7, n. € IN, besteht fiir jeden Spieler aus einer
Strategiemenge S;,j = 1,...,nund einer Auszahlungsfunktiona : S;x---XS, —
R", die die Auszahlung an die Spieler unter Verwendung der jeweiligen Strategien
angibt.

1. Das Spiel . heifdt Zweipersonenspiel, wenn n = 2 ist’.

2. Das Spiel .7 heif$st Nullsummenspiel, wenn

OE1Ta:Zaj, d.h. O:Zaj(s1,...,sn), €S, j=1,...,m.
j=1 j=1

8Und wer an die Sonntagsrede von der Bedeutung einer starken Opposition glaubt ist ohne-
hin selbst schuld.

“Der auch der Vater des von Neumannschen Universalrechners ist, einer erstaunlich genauen
Beschreibung des Digitalcomputers noch bevor solche Geréte realisiert werden konnten.

1Das sollte niemanden so wirklich iiberraschen.



62 4 SPIELTHEORIE

3. Sind die Strategiemengen S; endlich, d.h. s; == #S; < o0, j = 1,...,m, dann

setzen wir S; ={1,...,sj}, 0 = (s1,...,8y), und erhalten fiir jeden Spieler eine
Auszahlungsmatrix

A=A =0a(ar,...,) 1 a € N", a <o, i=T1,...,m,
wobei

x<fp & <Py, j=1,...,m,
eine gebriuchliche Halbordnung fiir Multiindizes o, 3 € IN™ darstellt.

4. Im Fall eines Zweipersonen—Nullsummenspiels mit endlicher Strategiemenge ist
das Spiel durch eine Matrix A € R>*52 beschrieben, fiir die Ay = A und

Suchen wir nun nach der besten Strategie, dann ist ,Stein, Schere, Papier” ein
gutes Beispiel: Die eigentliche Kunst des Spiels liegt in der Psychologie, also in
der Fahigkeit, die Entscheidung des Gegners vorherzusagen und entsprechend
dagegen zu handeln — das ist die wirkliche Bedeutung des im Sport so oft
mifSbrauchten Wortes antizipieren . Tatsdchlich konnten wir auch vom , Elfme-
terdilemma” sprechen. Nur ist Psychologie leider mathematisch nicht wirklich
fassbar®? und deswegen gehen wir bei der Bestimmung der optimalen Losung
immer davon aus, daf8 wir es mit einem Gegner zu tun haben, der verniinftig
agiert™. Die Optimallgsung versucht nun, die Strategie so zu wihlen, daf8 bei
bester Wahl des Gegners das beste Ergebnis erreicht wird.

Dabei betrachten wir zuerst das Nullsummenspiel®! Hier wird S; sich also
alle seine Strategien s;1,..., s;n, ansehen und annehmen, dafs S, clever genug
ist, in jedem Fall die beste Gegenstratgie zu wahlen, daf8 also fiirj = 1,...,m
die Strategie s, mit von j abhdngigem k gewahlt wird, so dafs

As)., = max (A>)., = max (—A1)..,, = min (Ai)..,
( Z)Jk k’:1,...,n( Z)Jk k’:L-..,n( 1))k k’:1,...,n( l)]k>

und dann wird S; das beste unter diesen j auswahlen:

(Aﬂjk: max min (A1)j,>k,. 4.2)

i7=1,mk’=1,..n

Diese Vorgehensweise bestimmt aber nur j! Der Index k der Strategie, die S,
wihlt, ergibt sich als Losung des Minimax-Problem

(A1) = min  max (A1), (4.3)

k’=1,..,nj’=1,...,m

und im allgemeinen gilt, daf$ max; miny # min, max; — im Falle von Gleichheit
spricht man dann von einem Sattelpunkt.

2Zumindest beim Elfmeter stimmt das nicht so wirklich: Schiitzen wie Torhiiter haben nor-
malerweise Préaferenzen, die sich aus der ,Handigkeit” ergeben, aber das miisste man dann halt
in der Auszahlungsmatrix berticksichtigen.

%Was nicht erst seit Loriots klassischem Sketch vom Skatspieler nicht immer und un-
eingeschréankt zutreffen muss.

%Und dabei bleiben wir im Rahmen dieser Vorlesung auch. Mehrpersonenspiele und Nicht-
nullsummenspiele sind dann doch ein klein wenig komplexer.
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Ubung 4.1 Geben Sie eine Matrix A = [ajd an, so daf3
max min a; # minmax aji
j k k j
ist. &

Beispiel 4.4 S; will seine optimale Strategie fiir ,Stein, Schere, Papier” bestimmen
und bildet daher fiir jedes j, also jede Zeile von A, die Minima:

0 —1 711
-1 0 1,
-1 0 |1

und wenn er das nun maximiert, dann ist er so schlau wie zuvor, denn das Maximum
wird fiir alle drei Strategien angenommen.

Beispiel 4.5 Natiirlich gibt es auch Matrizen mit Sattelpunkt, beispielsweise

LA

denn hier liefert max min die Auswahl
= 2
1 ’

=k 5

was dasselbe Resultat liefert wie die min max—Suche:

o )
-1 =2 — ]
1 2 -1 =2

Eine reine Strategie zu wiahlen liefert uns also, wie Beispiel 4.4 zeigt, keine
besonders aufregenden Resultate fiir ,Stein, Schere, Papier” — alle Strategien
sind absolut gleichwertig und ohnehin sind Spiele mit Sattelpunkt generell
nicht besonders interessant und spielenswert sind, denn beide Spieler miissten
dann auf dieser Strategie beharren. Schach ist {ibrigens ein Spiel mit Sattelpunkt
und daher prinzipiell uninteressant. Daher nehmen wir einen etwas anderen
Standpunkt ein und nehmen an, wir wiirden nicht eine Partie spielen, sondern
mehrere und die Spieler wéhlen jede ihrer Strategien mit einer Wahrschein-
lichkeit p; bzw. qx,j = 1,...,m,k = 1,..., . Eine derartige gemischte Strategie
kann auch eine reine Strategie werden, indem man ein p; und ein qy gleich Eins
setzt. Die erwartete Auszahlung fiir ein Nullsummenspiel ist dann, aus Sicht
von Spieler 1,

P1 q1
E(A,p,q) ZZAJkaqk—pAq) P—I : \, q=1 : |
pm qn

j=1 k=1

und Spieler 1 versucht nun, den Wahrscheinlichkeitsvektor p so zu wéhlen, dafs
dieser Ausdruck maximiert wird, wohingegen Spieler 2 sein q so wahlt, dafs der
Ausdruck minimiert wird®.

%Was ja nichts anderes bedeutet, als die erwartete Auszahlung —E(A, p, q) fiir Spieler 2 zu
minimieren.
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4.3 Ein ganz einfaches Beispiel

Schauen wir uns einmal den einfachsten Fall eines Spieles an, ndmlich ein
Zweipersonen—-Nullsummenspiel mit nurjeweils zwei Strategien, also der Auszahlungs-

matrix
a b
nee]en]

Bei den gemischten Strategien (p,1 — p) und (q,1 — q) ist die zu erwartende
Auszahlung

E(p,q) = apq+bp(l—q)+c(l—plg+d(1—p)(1—q)
= d+pb—-d)+q(c—d)+pqla—b—c+4d)
= d+pb—d)+qlla—b—c+d)p+c—d]
= d+q(c—d)+plla—b—c+d)g+b—4d].

Ist also a + d # b + ¢, dann kdnnen beide Spieler das Spiel unabhingig von der
Wahl des Gegners machen, indem sie

d—c d—b>

= - d = -
P u q a—c+d—b

a—b+d—c’ (44)

wiéhlen. Nun sollten das nattirlich auch Wahrscheinlichkeiten sein, also zwis-
chen 0 und 1 liegen, mit anderen Worten es sollte

a—b+d—c a—>b a—>b
1<pl=22—_-"= ~_1
=P d—c tae 7 a= "

sein. Wenn das nicht der Fall ist, dann haben b—a und d —c dasselbe Vorzeichen.
Sind diese Vorzeichen beide

positiv, das heifst, ist b > a und d > ¢, dann wird Spieler 2 auf jeden Fall
Strategie 1 wihlen, sind sie beide

negativ, dann ist b < a und d < ¢ und Spieler 2 wird sich auf alle Falle fiir
Strategie 2 entscheiden®,

aber in beiden Féllen kann Spieler 1 sich nun die fiir ihn giinstigere Zeile aus-
suchen und beide Spieler wiirden sich nur verschlechtern, wenn sie die Strategie
wechseln. Mit anderen Worten: Das Spiel hat einen Sattelpunkt. Dasselbe Argu-
ment trifft natiirlich auch fiir die Wahle von q zu und wir kénnen die folgende
Beobachtung machen.

Lemma 4.6 Die nach (4.4) bestimmten Zahlen p und q liegen genau dann in [0, 1]
und sind somit Wahrscheinlichkeiten bzw. gemischte Strategien, wenn das Spiel keinen
Sattelpunkt hat.

%Sofern Spieler 2 verniinftig spielt . . .



4.3 Ein ganz einfaches Beispiel 65

Damit sind wir im Geschéft: Entweder hat das Spiel einen Sattelpunkt und wird
sich auf diesem einpendeln, oder es gibt zwei gemischte Strategien, die den
Ausgang des Spieles jeweils von der anderen Strategie unabhéngig machen.
Nennen wir diese beiden p* und q*. Dann ist

v:=E(p',q’) = min E (p*,q) = max E (p,q")

qelo,1] pel0,1]
und somit
max min E >v > min max E . 4.5
pel0,1] qel0,1] (P, a) qel0,1] pel0,1] (p,a) (4.5)

Umgekehrt gilt aber sogar die folgende allgemeine Tatsache.
Lemma 4.7 Fiir jede reellwertige Funktion f : X XY — R gilt

inf sup f(x,y) > sup 1n$f(x y). (4.6)

yey xeX xeX

Sind X und Y kompakt und ist f stetig, dann kann man sup und inf auch durch min
und max ersetzen.

Beweis: Fiir jedes festey € Yistsup _, f(x,y) > f(x,y), also ist fiir & € [0, 1]

g(&y) =supf(x,y) —f(&y) >0 = g(&) = 5259(5’9) >0

xeX

also auch

0 < supg(&)—supmfg(é, )—supinf(supf(x,y)—f(cﬁ,y))

£ex tex Y gex YEY\ xex
= supinfsup f(x,y) —supmff(E,, ) = mfsupf(x y) —supmff(x y),
feX YEY xex Lex Y Y xex xeX Y

wie behauptet. Die Kompaktheits- und Stetigkeitsaussagen sollten aus der Anal-
ysis bekannt sein, siehe [27]. O

Kombinieren wir also nun (4.6) mit (4.5), dann ist letztendlich

=E(A,p',q") = g{gﬁggr}]ﬂf\ Py q) = qrgér]l]g%E(A Py q)

und p* und q* sind eine” optimale Strategie fiir Spieler 1 bzw. Spieler 2. Der
Erwartungswert v bei optimaler Spielweise heifit auch Wert*® des Spiels; ist er
positiv, dann bevorzugt das Spiel Spieler 1, ist er negativ, dann kommt Spieler 2
besser davon und ist er gleich Null, dann nennt man das Spiel fair.

Ubung 4.2 [Das Daiquiri-Spiel aus [53]] Zwei Midnner, Alex und Olaf, siehe
Abb. 4.1, sitzen in einer Bar und vereinbaren folgendes Spiel: Beide legen legen
jeweils ein oder zwei Streichholzer fiir den anderen unsichtbar auf den Tresen.
Stimmen die Zahlen tiberein, so mufs Alex seinem Freund Olaf diese Anzahl an
Daiquiris ausgeben (zu je 5.50 Euro), andernfalls kommt Alex mit der Zahlung
von einem Euro davon. Welchen Betrag muf$ Olaf vorher an Alex geben, damit
das Spiel fair ist? ¢
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Abbildung 4.1: Alex und Olaf aus [53].

Auch ,mehrziigige” Spiele mit Entscheidungen lassen sich in den Formalismus
der Auszahlungsmatrix bringen, was anhand eines Spieles aus [53] illustriert®
werden soll.

Beispiel 4.8 (Russisch Roulette) Um das klassische ,russisch Roulette” (ein Trom-
melrevolver mit 6 Patronen, von denen nur eine scharf ist, die anderen fiinf sind blind'®)
etwas interessanter zu machen spielen A und B es mit Einsatz. Das Spiel liuft folgen-
dermaflen ab:

1. Jeder Spieler setzt eine Gewinneinheit'".

2. Spieler A kann nun entweder zwei weitere Einheiten setzen und den Revolver an
B weitergeben (“Passen”) oder eine Einheit setzen, den Revolver an seine Schliife
halten und abdriicken.

3. Hat Spieler A seinen Zug iiberlebt, dann hat Spieler B dieselben Optionen, darf
aber die Trommel nicht verindern.

4. Das Spiel ist zuende und die iiberlebenden Spieler teilen die Einsiitze untereinan-
der auf.

Der Spielbaum zu Beispiel 4.8 findet sich in Abb. 4.2, man sieht, daf8 es sich
offenbar um ein Nullsummenspiel handelt. Spieler A hat zwei Strategien,
Passen (P) und Spielen (S), wohingegen Spieler B vier Strategien hat: Immer
Spielen (S), immer Passen (P), dieselbe Strategie wie A (A) oder die entgegenge-
setzte Strategie (E). Gewichten wir die Auszahlungen schlieslich mit den jew-
eiligen Wahrscheinlichkeiten, so erhalten wir die folgende Auszahlungsmatrix,
genauer, die folgende Matrix von erwarteten Auszahlungen:

”Wir haben nie behauptet, Optimalstrategien seien eindeutig. Und sie sind es im allgemeinen
auch nicht!
9% value”
#Dieses Spiel ist zur Nachahmung nicht empfohlen! Insbesondere nicht fiir Kinder!
109Es hat mit Sicherheit auch schon Experten gegeben, die Platzpatronen verwendet haben —
wenn man sich die Pistole dann an die Schlife hilt, ist der Unterschied zu scharfen Patronen
eher marginal.
191Tm Originaltext von [53] geht es um Zigarettenpdckchen, so daf den Spielern nur die Wahl
zwischen schnellem und langsamem Tod bleibt.
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0/0
45

175 X -
/6 2/-2

-2/2

0/0

L 0.5/0.9
516~

176 ™ 2/ 2

Abbildung 4.2: Der Ablauf des ,,Russisch Roulette” aus Beispiel 4.8. Bei den
Ziigen ist angegeben, welcher Spieler am Zug ist und ob es ein Zug erster
oder zweiter Art ist, bei den Ergebnissen die Auszahlung.

S 0 1/12 10 | 1/12
P|—-1/12 0 01| -—1/12
oder, als Matrix,
0 L+ 0 <L

Das Spiel ist erstaunlich fair und symmetrisch und die optimale Strategie besteht
fiir beide Spieler darin, zu spielen — der Erwartungswert ist dann Null'®.

Ubung 4.3 Bestimmen Sie die Auszahlungsmatrix fiir den Fall, daf Spieler B die
Revolvertrommel nochmals drehen darf. Ist das Spiel dann immer noch fair? ¢

Doch die Matrix A in (4.7) hat noch eine weitere interessante Eigenschaft: Jeder
Eintrag in der ersten Zeile dominiert den zugehorigen Eintrag der zweiten Zeile,
auf “mathematisch” a; > ay, k = 1,2, 3,4. Damit gibt es aber fiir A gar keinen
rationalen Grund, jemals zu passen, denn was auch immer B tun wird, er fahrt
immer schlechter.

Definition 4.9 (Dominanz von Zeilen und Spalten) Wir sagen die Zeile j der Ma-
trix A € R™™ ist dominant gegeniiber Zeile j’ # j, wenn

Clij(lj/k, kZ],...,T‘L.

102Das entspricht der Anschauung: Was hat man bei diesem Spiel schon zu gewinnen?
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Analog definiert sich die Dominanz von Spalten. Eine Strategie j fiir Spieler A heifSt
redundant, wenn die Zeile j von einer anderen Zeilej’ dominiert wird, und entsprechend
auch fiir Strategien von B, also Spalten der Matrix A.

Redundante Strategien konnen wir also getrost entfernen ohne das Spiel relevant
zu verdndern, da kein rationaler Spieler sie jemals spielen wird. Tun wir das mit
der Matrix aus (4.7), dann wird zuerst die Strategie “P” von Spieler A redundant
und dann die beiden Strategien “P” und “E” von Spieler B, der also nur noch
spielen oder genauso handeln wird wie A, was, nachdem A ja immer spielt,
dasselbe ist. Mit anderen Worten:

Die optimale Strategie fiir beide Spieler besteht darin, zu spielen,
nicht zu passen.

Beispiel 4.10 (Stein, Schere, Papier, Brunnen) Inder Spielpraxis wird ,Stein, Schere,
Papier” oftmals noch um die Option Brunnen erweitert, wobei der Brunnen Stein und
Schere besiegt (beide fallen hinein), aber gegen das Papier verliert, das ihn abdeckt; die
Spielmatrix ist also

o 1 -1 -1
-1 0 1 -1
T =1 0 1
T 1 =1 0

Nun dominiert aber die letzte Zeile'® dieser Matrix, also die Strategie ,Brunnen”, die
erste Zeile, die zum ,Stein” gehort und somit gibt es fiir Spieler 1 keine Veranlassung,
jemals Stein zu spielen — er wiirde mit Brunnen ja immer besser abschneiden. Entfernt
man die erste Zeile, dann sieht man aber auch, daf$ die erste Spalte (also wieder der
Stein) jetzt die letzte Spalte dominiert, daf$ also auch Spieler 2 vom Stein besser die
Finger ldsst. Somit erhilt man durch die Streichungen

| O] 2) _11 _}‘ —1]0 1 -1 0 1 -1
[P e N el A W el Bl AR W
L1 o 111 -1 0 T -1 0

womit wieder genau “Stein, Schere, Papier” iibrigbleibt. Der Brunnen bringt dem Spiel
also absolut nichts!

4.4 Das Minimax—Theorem

Und schon sind wir also beim ersten Hauptsatz der Spieltheorie, der zuerst in
[37] formuliert und bewiesen wurde.

Satz 4.11 (Minimax-Theorem) Fiir jede Matrix A € R™" gibt es eine Zahl v € R,
so dafs

v =max min p' Aq = min max p'Aq. (4.8)
PEAMm qE€EAL q€AL pPEAMm

103Vjelen Dank an Rolf Klaas, der mich auf diese einfache und elegante Lésung hingewiesen
hat.
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Definition 4.12 Die Zahlv aus (4.8) heifst Wert des Spieles und man nennt ein Spiel
fair, wenn v = 0 ist.

Beispiel 4.13 (,Skin game” aus [22, S. 121-124]) Die Kunst beim Design von Spie-
len besteht darin, die Auszahlung so zu wihlen, daf8 das Spiel zwar fair erscheint, es
aber nicht ist. Ein schines Beispiel ist das ,Skin Game”, bei dem beide Spieler ein As
(Wert 1) und eine Zwei (Wert 2) der Farben Karo und Kreuz erhalten, auflerdem hat
Spieler 1 (der ,Carnival Man”, der dieses Spiel anderen anbietet) die Karo 2 und sein
Gegenspieler die Kreuz 2. Die Regel ist einfach: Bei gleicher Farbe gewinnt Spieler 1,
bei unterschiedlichen Farben Spieler 2, die beiden Zweien werden als Unentschieden
gewertet. Der Auszahlungsbetrag ist der Wert der Karte die der Sieger gespielt hat, was
zur folgenden Auszahlungsmatrix aus Sicht von Spieler 1 fiihrt:
CA SA &2
oA 1T -1 =2 _]] _]1 ]2‘
sA -1 1 1 '
0212 -1 0

2 -1 0

Das sieht doch eigentlich alles sehr fair und symmetrisch aus, aber ist es das auch? Wir
werden sehen!

Ubung 4.4 Ist das “Skin Game” aus Beispiel 4.13 fair? Bestimmen Sie den Wert
des Spiels!
Hinweis: Achten Sie auf Dominanzen. o

Korollar 4.14 Die erwartete Mindestauszahlung fiir Spieler 1 bei optimaler Spielweise
betrigt v, die fiir Spieler 2 —v.

Korollar 4.15 Symmetrische Spiele sind fair: Ist A schiefsymmetrisch, dann ist
v=0.

Beweis: Mit AT = —A, also insbesondere m = n folgt, da p'Aq = q"A'p =
—q"Ap und daher ist

v = maxminp'Aq = maxmin —q'Ap = max|—maxq'Ap
PEAL €A, PEA €A, PEAM qe€Am
= —minmaxq'Ap = —min max p'Aq = —v,
PEAM qEAR qE€AL PEAL,
alsov =0. O

Der Beweis von Satz 4.11 ist ein bifichen aufwendig und folgt der Darstellung
aus [38], der aber nicht die “Originalversion” aus [37] ist. Tatsdchlich gibt es
mehrere Beweise, einen auf der Basis von Fixpunktsdtzen, oder eben auch den,
den wir hier sehen werden. Der Einfachheit halber verwenden wir jetzt die
erwartete Auszahlungsfunktion

a(p,q) =p'Aq.

Die erste Beobachtung sagt uns, dafs wir fiir die Bestimmung extremaler Strate-
gien nur Eckpunkte des Simplex betrachten miissen.
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Lemma 4.16 Fiirp € A, und q € A, gilt

.
min a(p,q’) = min ; Ay pj = Min (P A)k (4.9)
und
max a(p’,q) = max Z aj g = max (Aq);. (4.10)
Beweis: Fiir beliebige k Strategien q1,...,qx € Ay, k € N, sowie « € A, und
p €A, ist
K K K
a(p,Zoqqg]:ZpTA(oqg qe) :Zocga(p,qg). (4.11)
=1 =1 =1
Fiir die Einheitsvektoren ¢; € A, j = 1,...,n,ist ¢ = q1e; + - + qm em und
daher

qu a(p,¢) >Zq] min a (p,ex) = min (pTA)k,

k=1,...,n k=1,...,n
\_V_./
=1

Da die rechte Seite unabdngig von q ist, gilt die Abschdtzung auch fiir das
Minimum und es ist

mma(p,q) > mm (pTA) = min a(p,ex) >m1na(p,q)
qE m 1, o k k= 1) 5N CI

woraus (4.9) folgt. Der Beweis von (4.10) geht ganz analog!®. m|

So, jetzt geht es an die konvexe Analysis. Dazu erinnern wir uns zuerst daran,
daf eine Menge () C R™ als konvex bezeichnet wird, wenn

x,y € & ax+(1—a)yeQ, «aecl01] (4.12)

erfiillt ist. Aus (4.12) folgt dann auch, daf fiir jede konvexe Menge
X1ye.oyXn € Q & quxjeﬂ, qeAi, & [X1y...,X] A C Q,

wobei [x1, ..., x] die Matrix mit den Spaltenvektoren x;, ..., x,, bezeichnet und
[X1y..oyXnl ;== conv (X1, ...,%Xn) = [X1,...,x] Ay

die konvexe Hiille von x4,...,x,. Eine Hyperebene H C R™ ist ein m — 1-
dimensionaler affiner Unterraum von R™, der als

H={xeR™: vix+c=0}, veR™\ {0}, ceR (4.13)

gegeben ist. Konvexe Mengen lassen sich immer schon durch Hyperebenen
abgrenzen, und das ist das ndchste Resultat.

104Eine Tatsache, die aber niemanden davon abhalten sollte, diesen Teil des Beweises trotzdem
mal tibungshalber durchzuspielen!
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Proposition 4.17 (Trennhyperebenensatz) Ist O C R™ abgeschlossen und konvex
undy € R™\ Q, dann gibt esv € R™ und ¢ € R, so daf

Viy+c<0<y'Q+c:={v'x+c: xeQ}. (4.14)

Mit anderen Worten: y und Q liegen auf unterschiedlichen Seiten von H bzw. in un-
terschiedlichen von H induzierten Halbriumen'®, die zu v und ¢ gehirige Hyperebene
ist also ein Trennhyperebene fiir y und Q.

Beweis: Wir sammeln ein paar Beobachtungen {iiber konvexe Mengen und
Normen auf.

1. Die euklidische Norm |[|-||, ist strikt konvex, d.h. fiir x,x’ und 0 < o < 1
ist, unter Verwendung der guten alten Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
siehe!® z.B. [19, S. 190-191] oder [29, S. 15]

||ocx+ (1—oa)x

Z [oc X; + 201 — o)x; x + (1 — oc)zx’Z]

< o NG+ (1= o) IXIE+2a(1— &) Y x5/
j=1

< o X+ (1= a)? X5 + 20(1 — &) [IxI]; [IX]l

= (¥l + (1 =) IIX/Il,)?,

also

“ocx-i— (T—o)x'||, < o [Ixlly + (1 — &) [IX/Il

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn x = x’ ist'%’.
2. Firy € R™\ Q gibt es genau ein x* € Q, so dag'®
ly —x7ll; < lly —xll,, x € Q\{x"}.
Die Existenz eines x € ), so dafs
Iy — xll, = min |y — x|, (4.15)

folgt aus der Abgeschlossenheit von (), was interessant ist, ist die Ein-
deutigkeit! Gdbe es aber zwei verschiedene “Losungen” x; # x, von (4.15),
dann setzen wir x := x; + $x; € Q und erhalten dag,

1

1
Iy =l = [y g%+ 3%

1 1
2_"Z(H_X1)+Z(U_XZ)

2
1 )
< 3 (Ily —xill; + ly —xall,) = minfly —x||,,
x’eQ)

und das kann ja nun wirklich nicht sein.

195Was natiirlich deutlich vornehmer klingt.

1%Hjer sollen zwei Biicher angegeben werden, ein preiswertes und ein gutes Standardwerk.

07Dies folgt aus Cauchy-Schwarz!

1%8Das ist nun wieder ein Resultat, das sich auch der Approximationstheorie zuordnen lasst,
die Grenzen sind eher flieflend.
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3. Der Bestapproximant aus Teil 2 zeichnet sich dadurch aus, dafs fiir allex € Q

0 < ly—xI5—Illy—x1Ii
= |lyllz — 2y"x + XI5 — Iyl + 2y — [x°|I3
I3 — X115+ 2y (x —x) = (x +x)" (x —x) —2y" (x — %)
= [(x—y)+ K —y)]T (x —x*)

Da O konvex ist, gilt das auch, wenn wir x durch die Konvexkombination
ax + (1T — a)x* ersetzen, 0 < « < 1, was dann

0 < [a(x—y)+2—«) (x*—y)]Toc(x—x*)

liefert. Dividieren wir diesen Ausdruck durch 2« und lassen dann o« — 0
gehen, dann erhalten wir, daf3

0<(x—y) (x=x), xeQ, (4.16)
seinmufR. Diese Abschitzung bezeichnet man als Kolmogoroff-Kriterium'%”
und sie charakterisiert sogar den Bestapproximanten, siehe z.B. [46], aber
auch [38, 16.3, S. 134-138].

So, wenn man all diese “bekannten” Fakten mal zur Verfiigung hat, dann ist
der eigentlich Beweis einfach, siehe Abb. 4.3: Zuy € R™\ Q) bestimmen wir den
Bestapproximanten aus () und sehen uns die affine Funktion

a(x) =vix+c, v=(x"—y), ¢ =-vx,
an, fiir die nach (4.16) die Ungleichungen
aly) =—Ix —yl; <0=alx)<alx), x€Q

gelten. Damit legen v und ¢ = ¢’ — Ja(y) die gesuchte Trennhyperebene fest. O

Schliefslich noch eine Aussage iiber Matrizen, die auch im Kontext der Opti-
mierung auftaucht''’, siehe z.B. [51].

Lemma 4.18 (Alternativensatz fiir Matrizen) Zu jeder Matrix A € R™™" gibt es
entweder x € A, so daf*™ xTA > 0 ist, oder einy € A, so daff Ay < 0 ist und diese
beiden Moglichkeiten schlieflen einander aus.

199Man muss natiirlich fair sein und beriicksichtigen, daf das Kolmogoroff-Kriterium erst 1948
in [33] angegeben wurde — dafiir gilt es aber auch nicht nur fiir endlichdimensionale Raume,
sondern ebenfalls fiir Funktionenrdume, insbesondere fiir Polynome. Die Sprechweise hat sich
dann erst spter eingebiirgert.

119Das ist nicht so verwunderlich, denn viele Argumente in der “theoretischen Optimierung”
stammen tatsdchlich aus der konvexen Analysis.

Was wieder einmal komponentenweise zu verstehen ist: x > y bedeutet x; > y; fiir alle
Indizes j.
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Abbildung 4.3: Konstruktion der Trennhyperebene: Zuerst findet man den
Extremalpunkt, dann liefert (4.16) bereits, dafd die durch x* gehende Ger-
ade, die senkrecht auf y — x* steht, eine “schwache” Trennfunktion hat:
Mindestens ein Punkt von ), ndamlich x* liegt noch auf dieser Hyperebene
— aber der Punkt ist auch eindeutig, wenn die Menge Q strikt konvex ist.
Schieben wir sie nun ein bifchen in Richtung y — der Wert } war hier total
willkiirlich — dann sind beide Ungleichungen der Trennung so strikt wie in

(4.14) gefordert.
Beweis: Unter Verwendung der Spaltenvektoren ay,...,a, € R™ der Matrix A,
d.h. mit A = [ay,. .., a,], betrachten wir die abgeschlossene konvexe Menge

Q:=lay...,an,€1y...,en] = [A|I] Apn CR™.
Diese Menge enthilt entweder den Nullpunkt oder sie tut es nicht!

1. Ist 0 € Q, dann gibt es u € A1, s0 dafs

O:Zuja]-—l—Zunﬂej = Oxu=(uw :j=1,...,n). (417)
j=1

j=1

Da 0 < wund u # 0 ist, folgt also auch 0 < u := uy + --- 4+ u, und mit
Y := uw/u sowie (4.17) erhalten wir, daf3

n

n 1 1 m
Ay :Zyjaj = EZUjO.j :—E Zun+jej SO
j=1

j=1 j=1

ist, was gerade den zweiten Teil unserer Behauptung darstellt.
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2. Isthingegen 0 ¢ (), dann gibt es nach Proposition 4.17 einen Vektor v € R™
und c € R, so dafs

c=vi0+c<0<via+ec, a=[A|JueQ.

Damit gilt fiir alle u € A, die Ungleichung 0 < v'[A|IJu und wir

erhalten insbesondere fiiru =¢;,j = 1,..., m +n, daf3
T .
T (U A)j) j=1,...,m
0<v'[AlDe [ A|V] { Vjn, j=n+1,...,n+m,

also ist v A > 0 wie auch v > 0 und somit ist x := v/ |[v| € A,, in diesem
Fall der gesuchte Alternativvektor.

Dafs sich die beiden Alternativen ausschliefsen, das sieht man sehr einfach: Gabe
es ndmlich x und y, dann erhielten wir

0<x'A = 0<x'Ay und Ay<0= x'Ay<o,

was einen soliden Widerspruch darstellen wiirde: 0 < 0! m|

So, damit haben wir alle Bausteine beisammen, die wir brauchen, um das
Minimax-Theorem zu beweisen, also wollen wir das auch tun.
Beweis von Satz 4.11: Wegen (4.9) ist

v = maxmma(p q) = max min (pTA)
P€ quAn m —], N k

und nach (4.10) entsprechend

v; = minmaxa (p, q) = min max (Aq)j
qEAL pPEAn qeAn j=1,...,m
mitv; < v,. Warenunv; < v, dann konnen wir A durch A’ := A—% (vy —vy) 117
ersetzen, was uns die Auszahlungsfunktion
Vi—WV
lg=alp,a)+—F—
=1 :1

T1 1T

a’(p,q) =alp,q)+

liefert, die ihre Minimaxe immer noch an derselben Stelle wir a hat, fiir die aber
nun v; < 0 < v; gilt. Doch das kann nicht sein! Denn nach Lemma 4.18 gibt es
entweder ein x € A, mit x'A’ > 0, also

V] = max min (pTA’) > min ( TA') > 0,
PEAL k=1,..,n k=1,...,n k

oder aber ein y € A, mit

V; = min max (A’q)j < max (A’y)j <0,
qeAn j=I1,...,m j=1,..,m

aber keinesfalls kann vy <0 <vj sein. m|
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4.5 Struktur und Berechnung der Optimallosungen

Als erstes leiten wir ein paar Folgerungen aus dem Minimax—Theorem 4.11 her,
die uns helfen werden, die Struktur der Optimalstrategien besser zu verstehen.

Korollar 4.19 Sei A € R™" eine Auszahlungsmatrix zu einem Spiel mit Wert v.
Dann sind p € Ay, und q € A, jeweils genau dann optimale Strategie, wenn'?

prA>v1T, bzw.  Aq <Vl (4.18)
ist.
Beweis: Nach Lemma 4.16 ist fiir jede Optimalstrategie p

v = max mina (p’,q) = fnifln (pTA)k = (PTA)k >,

p’€Am €A k=1,

und somit p'A > v1T, und die zweite Ungleichung folgt ganz analog.
Gilt umgekehrt p"A > v17, dann ist

min max a (p’,q) = minp'Aq > minv1'q=v
q€AL p'EAR qeAn qeAn N~
=1

und p ist eine Optimalstrategie fiir Spieler 1, denn ganz egal, wie Spieler 2 seine
gemischte Strategie wahlt ist die erwartete Auszahlung mindestens v. Analog
liefert Aq < v1T, daB

max min a (p,q’) <maxp'Aq < maxvp'l =v,
PEAm q'€An PEAm PEAm N~
=1

und jetzt hdangt Spieler 1 unterhalb von v fest. m|

Und wieder taucht die ubiquitdre Konvexitat auf.

Korollar 4.20 Die Mengen &7* C Ay, und 2° C A, der Optimalstrategien fiir Spieler
1 bzw. Spieler 2 sind konvex.

Beweis: Sind p;,...,px € & optimale Strategien und o € Ay, dann setzen wir
P = oupr + - - + Py, erhalten dank Korollar 4.19, daf3

k k k
Zog-pk AzZocjplAZZcxj(ﬂT):v]T,
j=1 j=1 j=1

und wiederum Korollar 4.19 sagt uns, dafs p € &7* ist. Einen expliziten Beweis
fir 2 erwartet hoffentlich niemand. O

:
p'A=

Was sind nun eigentlich unsere Unbekannten im Minimax—-Theorem 4.11?
Es sind ja nicht nur die magischen Optimalstrategien p* und q*, sondern auch
noch der Wert v des Spiels! Wiirden wir den Wert kennen, dann miissten wir

12Fine kleine Warnung;: Die 1-Vektoren, die in (4.18) auftauchen, haben normalerweise unter-
schiedliche Lange, ndmlich n bzw. m.



76 4 SPIELTHEORIE

nur die Ungleichungssysteme A'p* > vl bzw. —Aq* > —vl 16sen'’®, um an

Optimalstrategien zu kommen. Nun ist aber v ebenfalls unbekannt, also behan-
deln wir es wie eine anstdndige Unbekannte und erhalten, daf3 p*, q* und v das
Ungleichungssystem

Alp* —1v
-Aq +1v

0,

>
> 0,

mit p* € A, und q* € A, l6sen miissen. Codieren wir die Bedingung 17p* = 1 in
1Tp* > 1und —1"p* > —1, dann suchen wir ,nur” noch nachv € R, p* € R™ und
q* € R", die das Ungleichungssystem

Alp'—1v > 0,
-Aq*+1v > 0,
p* > 1,
—1Tp* > —1,
g > 1,
—1Tq* > -1,
p = 0,
q = 0
in Matrixschreibweise
[ AT —1 ] 0
—A |1 0
17 . 1
_]T P —1
Bx := T [ q ]2 R (4.19)
17 v —1
I 0
I 0

erfilllt. Jede Losung dieses Ungleichungssystems ist eine optimale Strategie
und die numerische Bestimmung von optimalen Strategien und damit auch
des Wertes eines Spiels besteht also in der numerischen Losung des Ungle-
ichungssystems. Allerdings ist das Ungleichungssystem hochgradig iiberbes-
timmt: Den m + n + 1 Variablen p*, q* und v stehen insgesamt 2m + 2n + 4
Ungleichungen gegentiber.

Im Falle eines symmetrischen Spiels ist das alles viel einfacher, denn da ist
v = 0 und die Rollen von p und q vollkommen vertauschbar, so dafs sich das
Ungleichungssystem auf die viel einfachere Form

AT 0
17 1

Bxi=| [P 2| (4.20)
I 0

113Beziehungsweise Halbraume schneiden.
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reduziert; die optimale Strategie fiir Spieler 2 ist dann natiirlich q* = p*.

Aus unseren bisherigen Uberlegungen erhalten wir so eine schéne Charak-
terisierung der Optimalldsungen fiir symmetrische!!* Spiele.

Korollar 4.21 Eine gemischte Strategie p € A,, ist genau dann optimal fiir ein
symmetrisches Spiel'', wenn ATp > 0 ist.

Beispiel 4.22 (Stein, Schere, Papier, mit oder ohne Brunnen) Die Optimalitiit der

T T
Strategien p = [%, 5 %] bzw. p’ = [O, I %] fiir die Variante mit Brunnen sieht

man dank Korollar 4.21 nun sofort aus

0 —1 1 1/3
ATpl1 0 —1”1/3}0,

-1 1 0 1/3
und
o —1 1 1 0 1/3
T, 1 o -1 1 /31 | 0
A 1 0 _ 13171 o > 0. (4.21)
-1 =1 1 0 1/3 0

Der positive Wert 1 in p'TA bei (4.21) zeigt uns, dafi diese Optimalstrategie sogar
einen Vorteil gegen einen ,unwissenden” Spieler bringt! Wiihlt Spieler 2 nimlich eine
Strategie q ,mit Stein”, d.h. q > 0, dann ist die erwartete Auszahlung aus Sicht von
Spieler 1

, 1
pTAG = 5,0,0,0)q =4

und Spieler 2 zahlt auf lange Sicht tatsiichlich drauf'°.
Ganz befriedigend ist Korollar 4.21 allerdings noch nicht, denn wir konnten
in Beispiel 4.22 ja gar keine Optimalstrategien berechnen, sondern haben nur

gezeigt, dafl gut geratene Losungen'! tatsidchlich optimal sind. Der allgemeine
Fall ist bei systematischem Zugang eher erschreckend.

Beispiel 4.23 Fiir ,Stein, Schere, Papier, Brunnen” wird die Optimallosung durch das

114Und damit auch faire!

11574 einer Matrix A = —AT

116Was vielleicht ein erster praktischer Lerneffekt dieser Vorlesung sein kénnte.

17Der Fachmann spricht hier von einem ,educated guess”, die Fachfrau tibrigens auch.



78 4 SPIELTHEORIE

allgemeine Ungleichungssystem
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festgelegt, das man nicht wirklich gerne von Hand l6sen mochte.

Erstaunlicherweise haben wir fiir einen systematischen Losungsansatz bereits
alle Bausteine beisammen, denn wir konnen (4.19) mit —1 multiplizieren und
erhalten dann ein Ungleichungssystem der Form Ax < b, wobei b positive
und negative Eintrdge hat, ganz genau wie im Transportproblem. Und genau
wie dort miissen wir nun einen zulédssigen Punkt finden, denn ein solcher ist
nichts anderes als eine Losung unseres Ungleichungssystems. Und berechnen
konnen wir ihn mit der Phase I der Zweiphasenmethode des Simplexalgorith-
mus, wobei wir die zweite Phase gar nicht mehr brauchen.

Zur Bestimmung der Optimalstrategie gibt es ein einfaches und recht tiberschaubares
Octave-Programm!'® GameOptStrat .m, siche Programm 4.1, das zu einer vorgegebe-
nen Auszahlungsmatrix die Optimalstrategien fiir beide Spieler und den Wert
des Spieles bestimmt.

Beispiel 4.24 (Stein, Schere, Papier, Brunnen) Fiir unser Lieblingsspiel ,Stein, Schere,
Papier, Brunnen” erhalten wir den folgenden Ablauf

octave> A=[01-1-1; -101-1; 1 -101;11-101;
octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( A )
p =

.00000
.33333
.33333
.33333

S DX

118Da herunterzuladen, wo es auch dieses Skript gibt.
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## GameOptStrat.m (Spieltheorie)

##H o o---—-—-—-
## Optimale gemischte Strategien

## Eingabe:

# X Auszahlungsmatrix des Spiels

## Ausgabe:

## p Strategie fuer Spieler 1

## q Strategie fuer Spieler 2

#Ht v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameOptStrat( X )
[m,n] = size( X );

## Setup und Phase I
[A,b] = GameStratBed( X );c = zeros( m+n+l,1 );
T = SimPhasel( A,b,c );

## Extrahiere p,q,Vv
p = zeros( m,1 ); q = zeros( n,1 ); v = 0;
for j = 2:m+n+5

k=TCj,1);
ifk<=0
continue;

elseif k <= m
pCk ) =T(C j,mmn+3 );
elseif k <= m+n
qC k-m ) = T(C j,m+n+3 );
else
v = T(C j,m+n+3 );
end
end

Programm 4.1 GameOptStrat.m: Berechnung der optimalen Strategien
und des Wertes eines Spiels mit Hilfe des Simplexalgorithmus. Die hier
aufgerufene Funktion GameStratBed bildet auf systematische Weise die
Matrix aus (4.19). Ansonsten wird nur die Phase 1 des Simplexalgorithmus
verwendet. Die Hauptarbeit besteht wirklich darin, in dem Variablenwust
P, q und v zu finden.
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q:
0.00000
0.33333
0.33333
0.33333

v=2~0

und das ist genau das, was wir inzwischen von den optimalen Strategien und dem Wert
dieses Spiels erwarten kionnen.

Beispiel 4.25 (Daiquiri-Spiel) Erinnern wir uns an das Daiquiri—Spiel aus [53],
Ubung 4.2 mit der Auszahlungsmatrix

55 1
A= [ 1o ]
und sehen wir uns an, was Optimalstrategien und Wert dieses Spiels sind, niamlich

octave> A = [ 5.51 ; 1 11 J;
octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( A )
p:

0.68966
0.31034

(=]

.68966
.31034

(=]

v = 4.1034

und das ist auch genau das, was wir in [53] finden und was wir fiir dieses 2 X 2—-Spiel
auch ,zu FufS” hitten ausrechnen konnen. Etwas verbliiffender wird das Ganze aber,
wenn wir uns die Sache aus der Sicht von Olaf ansehen, also die optimale Strategie fiir
—AT berechenen (lassen), denn dann erhalten wir plotzlich

octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( -A’ )
p =

-0.22222
1.22222

q:

119Hat jemand sich mit dieser Ubung beschaftigt?
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v=2~0
was ja nun absolut keinen Sinn ergibt! Ist unser Programm defekt?

Beispiel 4.25 zeigt uns, dafs wir vor lauter Begeisterung tiber die Zweiphasen-
methode beinahe ein wichtiges Detail iibersehen hitten'?: Die zulédssigen Punk-
te, die wir so bestimmen liegen im positiven Orthant, und das ist in den Sim-
plexalgorithmus, auch in seine erste Phase, eingebaut. Mit anderen Worten, es
mufd

q |>0 (4.22)

sein. Das ist unproblematisch, solange v > 0 ist'#!, bricht allerdings zusammen,
wenn v < 0 ist, denn in diesem Fall kann die Phase 1 den Optimalpunkt gar
nicht finden.

Beispiel 4.26 DafS das Spiel zur Matrix
55 —1
A= [ —1 l
nicht ganz fair ist, sondern einen positiven Wert, nimlich 3.2162, hat ist vielleicht nicht

so schwer nachzuvollziegen, aber nun liefert uns die Octave—Routine das Ergebnis

octave> A = [ 5.5 -1; -1 11 1; [p,q,v] = GameOptStrat ( -A’ )
p =

(=]

.15385
.84615

(=]

v=2~0
die auf den ersten Blick recht harmlos und korrekt aussieht!

Allerdings ist das Problem recht leicht gelost: Wir berechnen einfach die opti-
malen Strategien zu A und —A". Hat eines dieser beiden Spiele positiven Wert, so
miisste das andere negativen Wert haben, was zu einer nicht korrekten Losung
mit Wert Null fithrt, die wir dann halt verwerfen. Das Octave-Programm hierzu
findet sich in Programm 4.2.

120Ge]bstverstiandlich ist es nicht iibersehen worden, sondern dieser Aufbau wurde bewusst
und gezielt gew&hlt, um dezidiert einen besonderen didaktischen Spannungsbogen aufzubauen!
121 Also insbesondere fiir alle fairen Spiele!
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## GameSolve.m (Spieltheorie)

##H o---—-—-— -
## Optimale gemischte Strategien

## Eingabe:

#t A Auszahlungsmatrix des Spiels

## Ausgabe:

## p Strategie fuer Spieler 1

## q Strategie fuer Spieler 2

## v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameSolve( A )
[pl,ql,v1] = GameOptStrat( A );
[q2,p2,v2] = GameOptStrat( -A’ );

if (v2>0)

P =p2; 4 =092; v =v2;
else

p =pl; q=ql; v =vl;
end

Programm 4.2 GameSolve.m: Berechnung der optimalen Strategien — unter
Verwendung von GameOptStrat.m eine ganz einfache Geschichte.

Damit sind wir aber auch in der Lage, alle optimalen Strategien eines Spiel-
ers zu bestimmen, indem wir zuerst mit GameSolve eine optimale Strategie fiir
Spieler 1, eine fiir Spieler 2! und vor allem den Wert des Spieles bestimmen!
Kennen wir einmal den Wert des Spieles, dann sind ja nach Korollar 4.19 die
Optimalstrategien von Spieler 1 gerade die Losungen des Ungleichungssystems

—AT —v1
1" lp<| 1 |, p20
—17 —1

das genau die richtige Form hat, um als Nebenbedingung eines linearen Opti-
mierungsproblems aufgefasst zu werden. Aufierdem kennen wir mit p* bereits
eine Ecke des zugehorigen Polyeders (), die man in einem ersten Schritt mittels
Austauschschritten in den Nullpunkt transformiert. In der Praxis wiirde man
das nicht so machen, sondern einfach mit dem Ergebnis von Phase 1 weiter-
rechnen, indem man die Zeilen und Spalten streicht, die zu q* und v gehoren.
Danach kann man mit dem Simplexalgorithmus, bzw. dem Austauschschritt
systematisch alle Ecken des zulédssigen Bereichs aufsuchen. Und hat man einmal
alle Ecken, dann hat man auch alle Loésungen'® . ...

Beispiel 4.27 (Das ,,Skin Game” aus Beispiel 4.13) Mit dieser Methodik konnen

122Dje werden wir ihm natiirlich nicht verraten, er soll gefilligst selbst draufkommen
123Gjehe Proposition 2.7.
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wir auch das ,Skin Game” mit der Auszahlungsmatrix

T -1 =2
A= -1 1 1
2 -1 0

angehen und erhalten

octave> [p,q,v] = GameSolve( [ 1 -1 -2; -1 11; 2 -10 1)
p =

(=]

.00000
.60000
0.40000

(=]

0.40000
0.60000
0.00000

v = 0.20000

3 2
155
warteten Gewinn von 1 pro Runde! Fair ist offenbar etwas anderes.

das heifst, die optimale Strategie von Spieler 1 ist (O ) und bringt ihm einen er-

Wir beenden dieses Kapitel mit einem weiteren Bei-Spiel, in dem man die Op-
timalstrategie nicht so einfach sieht und ohne unsere Octave-Programmchen
auch ganz schon arbeiten muf3, oder, wie in [53, S. 164] zu lesen ist:

A flash of genius is a useful thing at this point, because straight
calculation is wretched.

Das Spiel selbst wird tibrigens nicht nur in [53] diskutiert, sondern auch in den
,seriosen”, mathematisch substantiellen Biichern [32, 38].

Beispiel 4.28 (Morra) Jeder Spieler streckt (verdeckt) einen, zwei oder drei Finger aus
und riit gleichzeitig, wieviele Finger sein Gegner ausstreckt'?*. Riit ein Spieler richtig,
so wird ihm die Gesamtzahl an angezeigten Fingern ausbezahlt'®, andernfalls endet
das Spiel unentschieden, was insbesondere der Fall ist, wenn beide Spieler richtig raten,
ganz egal, wer mehr Finger angezeigt hat.

Bei Morra ist also ein Strategie ein Paar (a, 1) € {1,2,3}* und die Auszahlungsta-
belle hat die Form

124N achdem die meisten Leute zwei Hiande haben, kann man die eine zum Anzeigen, die
andere zum Raten verwenden. Alternativ konnte man die Zahlen auf ein Blatt Papier schreiben
oder mit zwei Wiirfeln ,einstellen”.

12Natiirlich nicht in Fingern, sonst ist das ein sehr kurzlebiges, wenn auch vielleicht
kurzweiliges Spiel.
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| L,n 1,2 (1,320 2,2) (2,361 (3,2) (3,3)]

ONn o 2 2 3 0 0 4 0 0
(1,2) | -2 0 0 0 3 3 4 0 0
(1,3) | -2 0 0 3 0 0 0 4 4
2,0 3 0 3 0 4 0 0 5 0
2,2) o -3 0 4 0 4 0 -5 0
2,3) o 3 0 0 4 0 5 0 5
G, 1) | 4 4 0 0 0 5 0 0 -6
3,2 o 0 4 5 5 0 0 0 6
3,3)| o 0 4 0 0 5 6 6 0

Was man schon sieht, ist die Tatsache, dafs das Zeigen vieler Finger den poten-
tiellen Gewinn, aber auch den potentiellen Verlust vergrofiert, dafd die Spieler
so also das Risiko kontrollieren kénnen. Und siehe da — die Bestimmung ein-
er Optimalstrategie ist jetzt ein Klacks, denn mit Hilfe einer kleinen Funktion
MorraMat zur automatischen Bestimmung der Auszahlungsmatrix erhalten wir

octave> [p,q,v] = GameSolve ( MorraMat( 3 ) )
p:

.00000
.00000
.42553
.00000
.31915
.00000
.25532
.00000
.00000

@ DD

QL
1l

-0.00000
0.00000
0.42553
0.00000
0.31915

-0.00000
0.25532

-0.00000
0.00000

und das etwas verbliiffenden Resultat, dafy die Optimalstrategie nur die drei
Strategien (1, 3), (2,2) und (3, 1) verwendet, bei denen vier Finger auf dem Spiel
stehen. Und jetzt haben wir auch ein Spiel, bei dem die Optimalstrategie nicht
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eindeutig ist, denn die Losung mit den von Null verschiedenen Wahrschein-

lichkeiten 33, 3, 7 tut’s ganz genauso:

octave> p2 = [0 0 50 4030071 /12
p2 =

.00000
.00000
.41667
.00000
.33333
.00000
.25000
.00000
.00000

(= — I — I — N — N — N — I — A~

octave> A’*p2
ans =

.16667
.00000
.00000
.08333
.00000
.08333
.00000
.00000
.16667

(=B — I — I — N — R — R — N — A=

Dieser Vektor ist > 0 und da Morra ein faires Spiel ist'? ist auch das eine Optimal-
strategie fiir Spieler 1, siehe Korollar 4.19. Auffallig ist auch, daf$ die Strategie, die
mit dem grofiten Risiko verbunden ist, mit der geringsten Wahrscheinlichkeit
gespielt wird — Feigheit scheint also ein durchaus rationales Verhalten zu sein.

Ubung 4.5 Schreiben Sie ein Octave-Programm, das alle optimalen Strategien
eines gegebenen Spiels ermittelt, indem es alle Ecken des zugehorigen konvexen
Polyeders bestimmt!?. o

Ubung 4.6 Bestimmen Sie alle Optimalstrategien fiir Morra. o

Ubung 4.7 Bestimmen Sie alle Optimalstrategien fiir das Fiinf-Finger-Morra. ¢

126Dazu hitten wir nicht erst v = 0 errechnen lassen miissen, jede Morra-Matrix ist schiefsym-
metrisch!
127Und schicken Sie den Code an mich.
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Du glaubst, ich laufe dem
Sonderbaren nach, weil ich das
Schone nicht kenne, nein, weil du das
Schone nicht kennst, deswegen suche
ich das Sonderbare.

G. Chr. Lichtenberg

Lineare Optimierung
ganz anders

Einerseits ist die Strategie des Simplex—Algorithmus ja ganz logisch: Nachdem
das Maximum in einer Ecke angenommen wird, klappern wir diese eben so
lange ab, bis wir an der optimalen Ecke angekommen sind. Andererseits hat das
auch einen Nachteil, denn auf diese Art und Weise marschiert man ja immer
“auflen” am zuldssigen Bereich entlang, und erreicht so sein Ziel daher immer
auf einem Umweg, denn der “direkte Weg” wiirde normalerweise quer durch
das konvexe Polyeder fithren. Deshalb interessiert man sich inzwischen fiir Ver-
fahren, die auf der Suche nach dem Extremum den zulédssigen Bereich durch-
queren — solche Verfahren bezeichnet man dann als innere-Punkte-Methoden
und sie zeichnen sich dadurch aus, dafi sie ausgehend von einem inneren Punkt
des zuldssigen Bereichs!?® eine Folge von inneren Punkten konstruieren, die
gegen die Extremalecke konvergiert.

Fiir dieses Kapitel nehmen wir an, daf’ ein lineares Optimierungsproblem
stets in der Normalform

min c'x, Ax=b, x>0, x € R, (5.1)

vorliegt, und zwar mit A € R™™, b € R™, ¢ € R™. Das kann man ja durch
Einfiihrung von Schlupfvariablen immer erreichen; die Idee dabei ist wieder
einmal sehr einfach und basiert auf der fast trivialen Aquivalenz

a'x>b & a'x=b+t, t=0.
Damit erhalten wir
Ax>b, x>0 & Ax=b+vy, xy=0

oder eben

[A—I][;‘lzb, [;‘]zo, (5.2)

und die hinzugefiigten Variablen y bezeichnet man als Schlupfvariablen. Die
Normalform (5.1) ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn der Rang von A kleiner
als n ist, also wird verniinftigerweise m < n sein.

128 Also gerade keinem Randpunkt und insbesondere keiner Ecke!
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Um die Verfahren herleiten und verstehen zu konnen brauchen wir noch ein
wenig mehr Theorie, aber das kann ja bekanntlich ohnehin nicht schaden.

5.1 Dualitat

Die erste Beobachtung ist, dafi dem Minimierungsproblem (5.1) immer ein
Maximierungsproblem, das sogenannte duale Problem, zugeordnet ist, und
zwar so, dafs die Optimallosungen der beiden Probleme iibereinstimmen.

Definition 5.1 Das duale Problem zu (5.1) ist definiert als die Optimierungsaufgabe
max b'y, A'y<c, yeR™ (5.3)
Dabei bezeichnen b und c in (5.1) und (5.3) tatsiichlich dieselben Vektoren.

Bemerkung 5.2 Mit x > 0 und ¢ > Ay ist
T
c'x > (ATy) x=y'Ax =y'b,

also ist auch
minc'x = ¢'x* > b'y" ;= maxb'y,
x€Fx yekRy

wobei die zulissigen Bereiche
FF={xeR": Ax=b, x > 0} und  Fy={yeR™: Aly<c}
beide nichtleer sein sollen. Fiir x € F, und y € F, bezeichnen wir die GrofSe

0<g(xy):=cx—bly

als Dualitdtsliicke'?

zwischen x und y.

Satz 5.3 (Starker Dualitdtssatz) Sindx" € F, # Qundy* € Fy # 0 Optimallosungen
von (5.1) und (5.3), dann ist

c'x =bly. (5.4)

Mit anderen Worten: Bei den Optimalldsungen gibt es keine Dualitiitsliicke.

Bemerkung 5.4 Eigentlich ist Satz 5.3 nur die “schwache” Version der starken Du-
alitit. Es gilt namlich aufSerdem, daf$ Fx = 0 genau dann der Fall ist, wenn entweder
F, = 0 oder b'y auf Fy # 0 nach oben unbeschriinkt ist. Umgekehrt bedeutet auch
Fy = 0, dafl entweder T, = 0 oder c'x nach unten unbeschrinkt ist.

Diese Bemerkung ist durchaus niitzlich: Kann man nimlich dem dualen Problem anse-
hen, daf$ es keine zulissigen Punkte enthilt, dann weif$ man auch, dafS man sich mit
dem primalen Problem gar nicht abzugeben braucht, denn eine Optimallosung kann es
ja nicht geben.

129 Auf Englisch ,duality gap”.
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Beweis von Satz 5.3: Sei die Optimallésung x* eine nichtentartete!® Ecke von F,,
d.h., es gibt

Jc{l,...,n}, #] =m, K:={1,...,n}\ ],

so daf die Matrix A/, die von den durch ] indizierten Spalten'®! von A gebildet
wird, invertierbar ist und daf3

—1
Apg=b = x=(A]) b =0

Da, fiir beliebiges x € F,

’ ’ ’ A XJ ’ —1 ’
Ax = A]xj+ A xx = [A] A{] ol=r = i =(A]) (b= Agx),
ist
T T T T(ar\" ATa T\
C'X = CjXj+ Xk = ¢ (A]) b+(cK— (Ay) (AI) c]) XK
™
= af

_ T, * T * T AT T

= ¢xj+ g X +Hdyxx = ¢ X7+ dy X,
~~
=0

Tx —c™x* > 0 und da das fiir alle xx > 0 gelten muf3, ist auch

daher ist df xx = ¢
dg > 0.

Nun setzen wir

und erhalten, daf3

o[ s Lo 2

132

also ist y* eine zuldssige Ecke'>~ mit der Eigenschaft

by =b' (A]’)_T c = C]T (A]’)_] b= CIT X = c'x’,
~—

:X}

was gerade zu beweisen war. ]

139Durch beliebig kleine Stérungen von A oder auch von b kann man immer erreichen, daf
alle Ecken nichtentartet sind, was den Beweis nur um ein e~Argument bereichern wiirde: Man
zeigt, dafl die Aussage fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 giiltig ist und ldsst dann ¢ — 0 gehen

131Um den Unterschied zur bisherigen Notation, wo A ja eine Zeilenauswahl darstellte, klarzu-
machen wird “’” verwendet.
132In den “ersten” m Komponenten herrscht ja Gleichheit!
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Ubung 5.1 (“Kolmogoroff'**—Kriterium”)
Zeigen Sie, dafd x* genau dann Optimallésung von (5.1) ist, wenn

OZ(Ay—c)T (x —x"), x € Fy, y € Fy

gilt.
Hinweis: x* ist offensichtlich Optimallésung genau dann, wenn 0 > ¢'x* — ¢'x
fiir alle x € F. Formen Sie diesen Ausdruck geeignet um. ¢

Als néchstes eine Aussage, in der die Frage, wann F, # 0 ist, iiber duale
Nebenbedingungen charakterisiert wird, siehe [55, Theorem 1.9, S. 17] oder
[51, A2.1.4, S. 40]

Satz 5.5 (Farkas-Lemma) Fiir A € R™" und b € R™ ist F, # (0 genau dann, wenn

Aly>0 =  b'y=o0. (5.5)

Beweis: Die Richtung “=" ist einfach: Ist x € F,, also Ax = b sowie x > 0, und
ist ATy > 0, dann ist

by =(Ax)"y :\XT/@ > 0.
>0 >o

Fiir die Umkehrung “<” bemerken wir zuerst, das F, = 0 bedeutet, dafy der
Vektor b € R™ nicht zu dem konvexen Kegel

Ka:=AR} ={Ax : x>0} (5.6)

gehort. So ein konvexer Kegel ist immer der Durchschnitt seiner berandenden
Halbrdaume, das heifst,

N
KA:ﬂ{yE]Rm : vayZO},
=1

wobei die v, j = 1,..., N, die Normalenvektoren auf die linearen'>* Halbrdume
sind, die auf einer Seite der von m — 1 Spaltenvektoren von A definierten'
Hyperebenen liegen, siehe Ubung 5.2. Sei also jetzt (5.5) erfiillt und nehmen wir
an, es gabe kein x > 0, so dafs Ax = b ist, da heifst b ¢ K4. Nach unserer obigen
Bemerkung mus es also ein v € {v;,...,vn} geben, so da8 v'b < 0 ist, woraus
mit (5.5) (riickwirts gelesen) folgt, dafl auch A™v # 0 ist, daf es also mindestens

133 Andrey Nikolaevich Kolmogoroff (oder “Kolmogorov”), 1903-1987, trug wesentlich zu den
Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, aber auch zu Approximationstheorie, Topologie,
Funktionalanalysis, Geometrie und so einigem mehr bei. Mit anderen Worten: einer der ganz,
ganz grofsen Mathematiker des 20. Jahrhunderts!

B4Daher auch, und das ist wichtig, die Beschreibung der Halbrdume als vay > 0, wir haben
hier keinen affinen oder “Verschiebungs”—Anteil!

135 Aber nicht jede Auswahl von m — 1 Spalten liefert natiirlich eine Randhyperebene, manche
dieser Halbrdume konnten ja durchaus redundant sein.
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ein k € {1,...,n} gibt, so dafl (ATv), < 0 ist. Setzen wir nun x = ey, dann ist
Ax € K, und somit

T
0<VAx = (ATV) x=e, (ATV) = (AT\))k <0,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Also muss b € K, gelten. m]

Ubung 5.2 Zeigen Sie: zu jedem konvexen Kegel K5, A € R™™", wie in (5.6) gibt
es Vektoren vy, ..., vy, so dafs

Kn=[\H H={y:vy=o}.

5.2 Kegel und Multiplikatoren

Das wesentliche Resultat dieses Kapitels wird eine Variante der Lagrangeschen'*
Multiplikatorenformel, dieja bekanntlich Aussagen tiber Extrema unter Nebenbe-
dingungen macht, was ja im Kontext der Optimierung nicht zu abwegig er-
scheinen sollte. Um diese Resultate angeben und beweisen zu konnen brauchen
wir aber ein bifichen mehr Terminologie.

Definition 5.6 (Kegel)
1. Eine Menge K C IR™ heifst Kegel mit Spitze x, wenn

yekK = x+aly—x)ekK, aekR,.

2. Sei M C R™ und x € M. Als abgeschlossener Tangentialkegel an M in x wird
die Menge

TMx) = =9 R, : yeM, lly—xl <&

e>0

bezeichnet.

3. Fiir M C R™ heifit
M ={yeR" : yM >0}

positiver Normalenkegel an M.

Ubung 5.3 Zeigen Sie:
1. T(M,x) und M’ sind Kegel. Was ist die Spitze der beiden Kegel?

1%Joseph-Louis Lagrange, 17361813, italienisch—franzésischer Mathematiker (geboren in
Turin, das zu dieser Zeit aber zu Sardinien—-Piemont gehorte; der Name seines Vaters ist Giuseppe
Francesco Lodovico Lagrangia), Beitrdge zur Wahrscheinlichkeitstheorie, Variationsrechnung
und mathematischen Physik.
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2. Fury € R" gilty € T(M,x) genau dann, wenn es Folgen x, € M und
o € Ry gibt, so dafs

lim x, = x und lim oy (xx — %) =y.
k—o0 k—o0

Beispiel 5.7 Sehen wir uns doch einmal den Tangentialkegel von
F,={xeR" : Ax =b, x >0}

fiir vorgegebene Matrix A € R™™ und b € R™ an. Eine e-Umgebung von x in Fy
besteht also aus allen Punkten z € R™, so daff Az =b, z > 0 und ||z —x|| < €. Der
Vektor y := z — x hat dann die Eigenschaft, daf$

Ay=Az—Ax=b—-b =0

und
o Ly IR, Xj>0, C
y)—\z)/ X; R, X =0, j=1,...,n.
>0

Der Tangentialkegel ist daher
T(Fo,x)={yeR" : Ay=0,y; >0falls x; =0}.
Bemerkung 5.8 (Tangentialkegel)

1. Die Idee des Tangentialkegels besteht darin, sich ,beliebig kleine” Umgebungen
des Punktes x in M anzusehen und die Strahlen in alle Richtungen zusammenzu-
fassen, in die man so gehen kann. Den Abschluss verwendet man, um wirklich ,auf
Nummer sicher” zu gehen — es hat eher mit komplexeren Bereichen als unseren
konvexen Polyedern zu tun.

2. Ist x € M® ein innerer Punkt von M, so ist offensichtlich T(M, x) = R™.

3. Bei zweidimensionalen konvexen Polyedern, wo es ja nur drei Typen von Punkten,
nimlich innere Punkte, Randpunkte und Eckpunkte, gibt, kann man sich die
Tangentialkegel einfach vorstellen.

Definition 5.9 Sei f € C' (R") eine stetig differenzierbare' Funktion, dann ist der
Gradient Vf : R — R" definiert als

of .
Vf = a—x] : ]:],...,Tl .

Die Richtungsableitung von f in Richtung y € R"™ ist dann der Ausdruck
D,f =y'Vf.

137Mit den Details totaler Differenzierbarkeit, stetiger Differenzierbarkeit, partieller Differen-
zierbarkeit und stetiger partieller Differenzierbarkeit wollen wir uns in dieser Vorlesung nicht
herumschlagen. Trotzdem ist klar, daf$ sie bei hinreichender Allgemeinheit eine wichtige Rolle
spielen wiirden.
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- b

Abbildung 5.1: Die Tangentialkegel an einer Kante und einer Ecke eines
konvexen Polyeders.

Fre

Abbildung 5.2: Beispiele fiir etwas allgemeinere Tangentialkegel zu Rand-
und Eckpunkten. Ist der Rand des Bereichs an einer Stelle differenzierbar,
dann besteht der Tangentialkegel aus allen Punkten auf “einer Seite” der
Tangente. An Punkten mit Singularititen der Randkurve kann der Tangen-
tialkegel sogar zu einer Gerade degenerieren (mitte). Im dritten Beispiel
erhdlt man den Tangentialkegel wirklich nur als Abschlufs des Grenzwerts.

Mit der so bereitgestellten Notation konnen wir jetzt die notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines lokalen Minimums auf ,etwas andere” Art hinschreiben.

Proposition 5.10 Ist der Punkt x € M C R" ein lokales Minimum der Funktion
f e CY(M), dann gilt
Vi(x) € T(M,x)". 5.7)

Bemerkung 5.11 Ist T(M,x) = R", das heifit, der Punkt x ist ein “innerer Punkt”,
man kann von x aus innerhalb von M in alle Richtungen gehen, dann ist T(M, x)’" = {0}
und wir erhalten in (5.7) das klassische Kriterium aus der Analysis fiir das Vorliegen
eines Extremums: Die Ableitung, also in diesem Fall der Gradient, verschwindet!

Beweis von Proposition 5.10: Seiy € T(M, x). Nach Ubung 5.3'® gibt es Folgen

M 3 xx = xund o € Ry, k € N, mit o (xx —x) — y. Das heifSt insbesondere,

13874, jetzt wird’s gemein! Wer volle Gewissheit haben will, muf selbst was tun!
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dafs o — oo oder oc;1 — 0.
Da xx — x und da x ein lokales Minimum ist, gilt also, fiir hinreichend grofses
k € N, daf

0 < f(Xk)—f(X)Zf(X+(xk—x))—f(x):f(x+o<;‘(ock(xk—x)))_f(x)

= f(x+ o' yi) — (),

also auch
f(x + cx;]yk) — f(x)

—1
k

da yx — y und da f stetig differenzierbar ist. Wir haben also gezeigt, dafd unter
der Annahme eines Minimums

0< — Dy f = y'Vf(x),

(08

y € T(M,x) = y'Vf(x) >0 = VE(x) T(M,x) >0

gilt, was nichts anderes als (5.7) ist. O

So noch ein klein wenig Notation und wir kénnen uns an unseren ,Hauptsatz”
dieses Kapitels machen, in dem wir einen sehr allgemeinen zuldssigen Bereich,

namlich
Q=0(g,h) ={xeR" : g(x) =0, h(x) =0}

betrachten, wobei g : R — RP und h : R* — RY zumindest mal differenzier-
bar'® sein sollen.

Definition 5.12 (Aktive Nebenbedingungen und linearisierende Kegel)
1. Fiir x € Q) nennt man
Jix) ={1<j<q: hjx)=01c{1,...,q}
aktive Nebenbedingungen.
2. Als linearisierender Kegel der Nebenbedingungen g, h wird die Menge

I—(X) = L(X»g>h)
= {yeR": yTng:O,yTthZO,j:1,...,p,kE](x)}

bezeichnet.

I"Jbung 5.4 Zeigen Sie, daf3 T(Q,x) C L(x). (Hinweis: Taylorformel) ¢
Satz 5.13 Es sei x € Q eine Minimalstelle von f € C' (Q) und es sei

Lix) =T(Q,x)". (5.8)
Dann existieren Vektoren A € RP und y € ]Rj‘r, so dafs

Vf(x) —Vg(x)A—=Vh(x)p = 0 (5.9)
whix) = 0 (5.10)

139Wer weiss noch, wie eine differenzierbare Funktion von R™ nach RP wirklich definiert ist?
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Hierbei ist fiir eine vektorwertige Funktion g = (g, ..., g,) der Gradient als
a9 99y
a_)q oo a_m
Vg=[Vgi---Vgpl =| : ..
((Je agp

definiert. Das sieht anders aus, als man es zumeist aus Analysisbiichern kennt, ist
dafiir aber konsistent mit unserer Notation hier, in der die Gradienten skalarer
Funktionen als Spaltenvektoren geschrieben werden. Bevor wir uns an den
(gar nicht mal so schweren) Beweis dieses Satzes machen, erst einmal ein paar
Bemerkungen und Konsequenzen daraus.

Bemerkung 5.14 (Multiplikatoren)

1. Die geometrische Bedingung (5.8) an die Randbedingungen, die die Menge ()
festlegen (und nicht unbedingt an die Menge () selbst!) wird laut [51] als
Guingard-Bedingung bezeichnet, die dieser in [24] angegeben haben soll™°.
Was das allerdings fiir Bereiche sind, die (5.8) nicht erfiillen — wer weifs.

2. DaXCY =Y CX folgt mittels Ubung 5.4, daff L(x)" € T (Q,x)’; was man
also eigentlich in (5.8) fordert, ist daf L(x)’ 2 T (Q,x)’. Der einfachste Fall lige
sicherlich vor, wenn L(x) = T (Q,x), aber dem ist halt leider nicht immer so,
siehe Ubung 5.5.

3. Die Vektoren N\ und p sind die wohlbekannten Lagrange—Multiplikatoren,
weswegen wir sie auch in Zukunft als Multiplikatoren bezeichnen werden.
Allerdings hat die spezielle Struktur der Nebenbedingungen auch Auswirkungen
auf die Multiplikatoren: man kann A als Vektor mit nichtnegativen Eintrigen
wihlen!

4. In Optimiererkreisen werden die Bedingungen (5.9) und (5.10) auch als Kuhn—
Tucker—Bedingungen bezeichnet.

5. Dap > 0undh(x) > 0—schlieflich ist ja x € Q —bedeutet (5.10), daf3 die Triger
der beiden Vektoren disjunkt sein miissen, das heifst i > 0 = hj(x) = 0 und
hj(x) >0 = y; =0.

Ubung 5.5 Bestimmen Sie fiirn = 2,p =0, q = 3 und

(1-x)° —y
h(x) = X

Y

die Kegel L (e;) und T (Q, e;), wobei e; = [1,0]" natiirlich der erste Einheitsvek-
tor ist. o

140Es ist ja nur Horensagen, und es gibt durchaus genug Beispiele, die nahelegen, nicht alles
zu glauben, was in Biichern steht.
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Korollar 5.15 (Der lineare Fall) Essei A € R™™ und x € F, # 0 eine Minimalstelle
von f(x) = ¢"x. Dann gibt es Vektoren A € R™ und u € RY, so daf§

c—AA—pn =0 (5.11)
wx = 0. (5.12)

Beweis: Wir betrachten also den Spezialfall, daf f(x) = ¢"x, g(x) = Ax —b und
h(x) = x; damit sind die Gradienten

Vf =c, Vg=AT, Vh =1, (5.13)

allesamt konstante Funktionen.
Zuerst weisen wir nach, dafs F, die Bedingung (5.8) erfiillt. Da

L(x) ={z€eR" : Az=0,2 >0,j € J(x)} =T (F,x), (5.14)

siehe Beispiel 5.7, ist natiirlichauch L(x)’ = T (F,, x)". Damit kénnen wir Satz 5.13
anwenden und erhalten (5.11) und (5.12), indem wir (5.13) in (5.9) und (5.10)
einsetzen. |

Bemerkung 5.16 Die einfache Beobachtung (5.14) kann man auch als die Tatsache
interpretieren, daf$ linearisierende Nebenbedingungen zu linearen Nebenbedingung
wieder lineare Nebenbedingungen sind, was nun wieder nicht allzu iiberraschend
klingt.

Nun schliefSlich noch zum Beweis von Satz 5.13, der, im Gegensatz zu den
Standard-Beweisen fiir die Lagrange-Multiplikatoren'*! sogar wohltuend kurz
und einfach ist.

Beweis von Satz 5.13: Sei also x € Q) eine Minimalstelle von f. Nach Proposi-
tion 5.10 und der Annahme (5.8) heifst das, dafs

VE(x) e T(Q,x) =L(x), = Z'Vf(x) >0, zelL(x).

Definieren wir A € R™, m := 2p + #](x) als

A = AL) = Vg(x),~Vg(x), Thy(x) : j € J(x))
g1(x) agp( x) _ag1< x) C0gpl0) dhi(x) hy (x)
aX] et X1 0x1 et 0x1 0xq e %1
9g1(x) dgp(x)  9gi1(x) _9gp(x)  dhk(x) s (x)
0xn e Oxn Oxn e 0xn 0xn e Oxn

dann ist'*? nach der Definition von L(x)
zeL(x) & ATz >0,
und wir konnen Vf(x) € L(x)” umschreiben in

ATz>0 = Z"Vf(x) > 0. (5.15)

141Gjehe z.B. [26, 174.1, S. 320].
42Unter Verwendung der tiefliegenden Erkenntnis, dal x = 0 genau dann, wenn [x, X" >o.
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Nach dem Farkas-Lemma, Satz 5.5, heifst dies aber, dafs die Menge
{y e R™ : Ay =Vf(x), vy =0}

nichtleer ist und somit gibt es ein

1 2 3 . 2p+#
v=[v" v =1 ke J | e RTTIY,

so dafs

p P
Vix) = > v"Vgix) =Y v Vg + Y v Vh(x)
j=1 j=1 j€l(x)

. 1 2 3
= > (" =7") Vg + 3 v Viy(x),

j=1 S~ jel(x)
:IAJ‘ =1

und mit y; = 0,j € {1,...,q} \ J(x), ergibt sich (5.9). Die andere Folgerung,
(5.10), sieht man sofort, wenn man das innere Produkt ausschreibt und sich an
die Definition von J(x) erinnert:

5.3 Affine Skalierung

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir nun endlich unser erstes Verfahren herleit-
en, und zwar die affine Skalierung von Barnes [3], die laut [51] auf ein wesentlich
dlteres Verfahren von Dikin [16] zuriickgeht'®. Die Idee besteht darin, das Op-
timierungsproblem (5.1) nicht global auf F, sondern nur in einer Umgebung
eines Punktes x!") zu lésen, das lokale Optimum als x™" zu wihlen und sich
hoffentlich auf diese Art und Weise dem globalen Optimum hinreichend schnell
hinreichend genau anzunédhern.

Allerdings benttigen wir dazu eine Voraussetzung;:

Das primale wie auch das duale Problem sollen keine entartete Ecke
besitzen, d.h.,

#{ 1 x>0} >m, x € Fy, (5.16)
und
#{j :(ATy) = cj} <m, yeF, (5.17)
und A soll Rang m haben.

43Dje Arbeit [16] istin den ,Doklady” erschienen, wo Resultate normalerweise nur vorgestellt,
nicht aber notwendigerweise bewiesen werden.
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Auch diese Forderungen sind nur fiir ,singuldre” Probleme nicht erfiillt und
konnen durch Stérungen oder , positive” Rundungseffekte erreicht werden.

Zur Konstruktion einer Folge von inneren Punkten wahlt man einen Param-
eter 0 < p < 1 und betrachtet zu x € F,, x > 0, das Hilfsproblem

= (y— )
. T o ) ) 2
min c'y, Ay =b, ;TSp, (5.18)
wobei die nichtlineare Nebenbedingung dafiir sorgt, dafl wir im Inneren von F,
bleiben, also auch y > 0 ist. Ware namlich y, < 0 fiir ein k € {1,...,n}, dann
ware

5 —%) (=)’
j=1 i X

> 1> p?
Wir definieren nun die Menge Q ¢ R™ durch die Randbedingungen'**

Ly —x)°
0=gly) =Ay—b, O<hly)=p'—) ———.
j=1 j

Damit ist O der Schnitt der Hyperebene Ay = b mit dem Ellipsoid mit Mit-
telpunkt x und Halbachsen px;,j = 1,...,n, sieche Abb. 5.3.

-
|

Abbildung 5.3: Der zuldssige Bereich () als Schnitt der Ellipse um x mit
Halbachsen px und der Hyperebene Ax = b.

Wir wollen jetzt Satz 5.13 anwenden, um das lokale Minimum von ¢y auf Q
zu finden'*®, wozu wir erst einmal die Guingard-Bedingung (5.8) nachweisen
miissen. Nun hat Q fiir y mit h(y) > 0 den Tangentialkegel

T(Qy)={z: Alz=0},

144Njicht vergessen: wir halten x fest und optimieren beziiglich y!
5Fiir etwas mehr als pure mathematische Asthetik sollte der Satz schon gut sein!
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ist hingegen h(y) = 0, so ist fiir jedes y’ € Q

=0

1
= L (y'—y) Vhiy+tly —y))dt,

also auch

1 J‘ -
0< (y —vy) Vhy+tly ' —y))dt
Iy —yllJe @ 7 gy mueh

und fiir |ly” — yl| — 0 liefert das die Elemente des Tangentialkegels fiir h(y) =0

als
T(Quy)={z: ATz=0,z'Vh >0},

was, wie man leicht sieht, wieder nichts anderes als L(y) ist. Also ist die Be-
dingung (5.8) von Satz 5.13 erfiillt und die gesuchte (und ja auch vorhandene)
Minimalstelle y liefert die Existenz von A € R™ und p € R, so daf3

c—AA=2uX?(x—y) = 0, (5.19)
u(p?——0"X2y—x) = 0 (5.20)
wobei
N h(y) =p* — (y =) X2y —x),
N - Vh(y) = 2X2(x —y).

Xn

Die Losung p = 0, die (5.20) so einfach machen wiirde ist nicht zulédssig, denn
das ergibe, eingesetzt in (5.19), daf ATA = ¢ wire und somit hitte F, eine
degenerierte Ecke. Also mufd p > 0 sein und wir erhalten aus (5.20) die erste
Forderung an y, ndmlich, dafs

o= [y — "X 2y —x) = (X 'y =) (X y =) = X"y — X[

anders gesagt: y liegt am Rand der Ellipse. Multiplizieren wir aufierdem (5.19)
von links mit (x —y)', dann erhalten wir, nach geeigneter Umformung, daf8

(x—y) (e = ATA) = 2u(x —y)™X *(x —y) = 2pp?

und somit
1 c'(x —y) c'(x —vy)
w=s(y)Te— - yTATA) = S0 = L
p :beszo p ZHXi] (U _X)”z

An dieser Stelle sollten wir uns an eine wichtige Forderung aus Satz 5.13 erin-
nern, ndmlich, dafy p > 0 sein muss, was genau dann der Fall ist, wenn

c'(x—y)>0 (5.21)
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ist. Das konnen wir aber immer gewdihrleisten, denn wére y eine zuldssige
Losung am Rand der Ellipse, also mit ||X_] (y— x)”i = p>und Ay = b, dann
konnen wir y durch y’ = 2x — y ersetzen und erhalten

I =l = @ —y =l = el =7

sowie

"y =x)=c'(x—y) =—"(y—x).

Ausserdem ist y’ ebenfalls ein zuldssiger Punkt, zumindest wenn x und y
zuléssig sind, denn dann ist

c

Ay =2/\Z\§—<\g=b.

—b b

Tatsachlich sind die Rollen von y und y’ auch geometrisch klar verteilt: Einer
der beiden Punkte liefert das Maximum des ,Hilfsproblems” (5.18), der andere
das Minimum. Zwischen den beiden Typen von Extrema konnen aber Lagrange—
Multiplikatoren nicht unterscheiden!

Wir nehmen nun an, wir hitten das ,richtige” y gewéhlt, dann erhalten wir
wirklich

c'y=c'x—2pnu<clx, (5.22)

der Wert der Zielfunktion wird durch die Losung unseres Hilfsproblems defini-
tiv verkleinert.

Bleibt also noch die Bestimmung von y. Dazu multiplizieren wir (5.19) von
links mit AX? und erhalten, daf3

0=AX* — AX?ATA — 2uA(x —y) = AX%c — (AX) (AX)" A (5.23)
=0

Da A den Maximalrang m hat, ist die Matrix (AX) (AX)" symmetrisch und positiv
definit!*® und demnach invertierbar, was es uns erméglicht, den Multiplikator
A als

A =(AX2AT) " AXZc (5.24)

zu bestimmen. Damit bekommen wir aber auch p: Formen wir ndmlich
2uX ' (x—y) =X (c— AT)

um und nehmen auf beiden Seiten die euklidische Norm, dann ist

o ”X(C_ATMHz N ”X(C_AT}\MZ

2u= =
DT P
Das setzen wir nun alles nochmal in (5.19) ein und erhalten so, daf3
1 X2 (c—ATA
y:x+—X2(c—AT7\):x+p lc ) . (5.25)
2u X (c = AT,

146 Also strikt positiv definit!
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Wer will kann jetzt noch (5.24) einsetzen, aber schoner oder gar {ibersichtlicher
wird dadurch auch nichts mehr.

Kehren wir nochmal zum Fall zuriick, da wir y durch y’ = 2x — y ersetzen
miissen, dann tritt dieser ja ein, wenn

_ chX2 (c—ATA)
X (c =A™y,

0<c(y—x)

also wenn c"X? (c — ATA) > 0 und dann ist

X2 (c—ATA X2 (c—ATA
y’zzx—[x+ (c )]: (c—ATA)

IXe=anl,) T X e—an,;

Diese Fallunterscheidung miissen wir also noch in unseren Algorithmus ein-
bauen.

Ubung 5.6 Zeigen Sie, dafd aus (5.25) und den iibrigen Voraussetzungen Ay = b
folgt. o

Fassen wir also zusammen.

Algorithmus 5.17 (Affine Skalierung)
Gegeben: A € R™™", b € R™, ¢ € R" und innerer Punkt x'° mit Ax'¥ =b,x© > 0.

1. Finde inneren Punkt x\© mit Ax'9 = b, x(® > 0.
2. Wihle p € (0,1)
3. Fiirr=0,1,2,...

(a) Setze

(b) Berechne B = XAT und

(c) Setze
z=X (c — AT)\) .
(d) Berechne
X
x(™) +p ﬁ, c'Xz < 0,
z
KT+ — 2
Xz

(r) c'Xz > 0.

JE— p_
llzIl>”
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Bemerkung 5.18 Schreibt man (5.23) als
(AX)(AX)"A = (AX)Xc

um, dann stellt diese Gleichung die sogenannten Normalengleichungen zum Least—
squares—Problem

min e = (A", =min [ (e~ ATy

und der Vektor X (¢ — ATA) stellt das Residuum dieses Minimierungsproblems dar;
beide Werte, die Losung wie auch der Fehler, konnen sehr stabil iiber ein QR—Verfahren
bestimmt werden, siehe z.B. [45], vor allem aber [23] oder [28]: Dazu bestimmt man
eine orthogonale Matrix'¥ Q € R™™, so daf

XA_T:Q R , R: _'. E GRme’
Onfm,m

*

und bestimmt A als Losung des einfachen Dreieckssystems RA = Q" Xc. Das fiihrt zu
Algorithmus 5.19.

Algorithmus 5.19 (Affine Skalierung, QR-Version)
Gegeben: A € R™™, b € R™, ¢ € R" und innerer Punkt x'® mit Ax® =1b,x® > 0.

1. Finde inneren Punkt x\© mit Ax© = b, x(© > 0.
2. Wihle p € (0,1)
3. Fiirr=0,1,2,...

(a) Setze

(b) Berechne B = XAT und Q, R als QR-Zerlegung'*® von B und A als Losung

von
1

RA = [1,, 0] Q"Xc, I, = € R™™,

(c) Setze
z=X(c—A"))

477Zur Erinnerung: eine reelle Matrix Q € R™™ heif3t orthogonal, wenn QTQ = QQT = I ist.
148Dje QR-Zerlegung ist ein Standardbestandteil jeder Software fiir numerische Lineare Alge-
bra, insbesondere von Matlab und Octave, siehe auch [2].
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(d) Berechne
Xz

x4+ p —, c'™Xz <0,
X(T—H) . ||Z||2
Xz

xM — W, c'Xz > 0.
Z||2

Man kann nun sogar beweisen, dafy dieses Verfahren tatsdchlich gegen eine
Losung des Optimierungsproblems konvergiert.

Satz 5.20 Besitzen das lineare Optimierungsproblem und sein duales keine entarteten
Ecken, dann konvergiert die Folge

X (c — AT?\(T)) X4

(M — . .
Kote—anm o 020

X = X 4 o X

fiir jeden Startwert x\° € F2 gegen eine Optimallosung x* und es gilt fiir v € Ny

p

Yyn—m+ e

e — 0.

(5.27)

R L L N S

Bemerkung 5.21 Die Abschitzung (5.27) liefert eine Aussage iiber die Approxima-
tionsordnung oder Konvergenzordnung des Verfahrens: Mit 3 = max, 3, ist ja

XM —cTx < B (CTX(T) — ch*) <p? (CTX(M) — ch*) <.

T (T (0) _ (Tox
< B (c xV —c'x ),
wir haben es also mit exponentieller Konvergenz zu tun, die aber normalerweise als
linear Konvergenzordnung bezeichnet wird.

Beweis: Der Beweis ist etwas ldnglich und gliedert sich grob in drei Teile:

1. Wir werden zuerst zeigen, daf die Folge x immer gegen einen Grenzwert
konvergiert. Dazu brauchen wir die Nichtentartungsbedingungen an F,
und F.

y

2. Dann zeigen wir, dafd dieser Grenzwert tatsdchlich eine Optimallosung ist,
wozu wir ein Dualitdtsargument verwenden werden.

3. SchliefSlich miissen wir noch die Konvergenzordnung (5.27) nachweisen —
das ist im wesentlichen eine technische Abschétzung.

Beginnen wir mit der Konvergenz. Da x[” eine Folge in dem kompakten Polyed-
er F, ist, mufd zumindest eine Teilfolge konvergieren, oder die Folge einen
Héufungspunkt besitzen, den wir einmal x* nennen wollen.



5.3 Affine Skalierung 103

Wegen (5.22) ist fiir r € INj

' < XM <X - 207 = ¢TxM — 2p HX“) (c — ATA(T))

;

= X =20 XN (e — AT — 20X (¢ — ATAT)

— TxO _ zpi HXU) (c - AT}\(J'])H
j=0

.

2

und daher

i ”X(“ (c— AW“)H2 < ;—p (X9 —cTx),  reN, (5.28)
j=0

die Reihe auf der linken Seite konvergiert also und es folgt, daf3

lim X" (¢ — ATAM) = 0. (5.29)
Da das duale Problem nichtentartet ist gibt es eine Konstante C > 0, die nur
vom Optimierungsproblem abhingt'*® und zu jedem r eine Indexmenge ] mit
#J >n —m, so daf3

(c— ATA(”)I > Cly;

nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge!*, die gegen x> konvergiert, gilt
dies dann fiir eine Indexmenge ] unabhingig von r. Wegen (5.29) ist dann

lim X! = lim x| = x® =0,
roco ) 1o ) J

die Folge konvergiert also gegen eine Ecke und, wieder wegen der Nichtentar-

tung von F,, muff #] =n — m und

1 — x50, K={1,...,n}\J,

lim Xy

T—00

sein. Insbesondere ist der Haufungspunkt x> eine Ecke. Wir miissen aber noch
zeigen, dafs auch wirklich die ganze Folge gegen x> konvergiert. Dazu schauen
wir uns nochmals (5.25) an und formen es in

X1 (c — ATAM)
X (e = A0

X(r+1) _X(r) — pX(rJ — pX“)y, ||U||oo < ||y||2 =1,

2

um, woraus

"

] < o
X" <o x

= |x(r+”| > (1—0p) |x(”

149Giehe [51, S. 269]; im wesentlichen hat es damit zu tun, dal zu jedem y € Fy mindestens
n — m Komponenten von ¢ — ATy strikt positiv sein miissen und daf Fy ein kompaktes Polyeder
ist.

1590Es gibt nur endlich viele solcher Mengen, also mufl mindestens eine fiir unendlich viele Werte
von T auftreten, und eine solche greifen wir heraus und gehen zur entsprechenden Teilfolge tiber.
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folgt, was uns liefert, dafs xgr) — 0 fiir alle v, nicht nur fiir die Teilfolge, und
damit, dafs

x® = lim x",
T—00

Damit ist also Punkt 1), die Konvergenz, erledigt.
Als nédchstes weisen wir nach, daf$ x> Optimallosung ist. Da die Folge der
x!”) konvergiert existiert natiirlich auch die Diagonalmatrix

X*® := lim X", XpP=0, Xg>0

T—00

und hat offensichtlich Rang #K = m. Damit miissen, zumindest fiir hinreichend
grofle Werte von 1, auch die Matrizen X(” Rang > m haben, womit AX"” Rang
m hat'®! und damit die Matrizen

(( AXO) AXm)T)" AP

existieren und und, da AX*® = A/ X%, gegen
1
((AXE) (AXE)) A (X*)* = [B,B]],  B] =Opmmn

konvergieren. Damit existiert

A — lim ((AX(”)(AX“))T)]A(X“))zc

7 300 oo TY ! A s 0012
= ((ARXR) (AXR)) AL (XR)? ex
-1
= (AXEXTTALT)  ALXetox = AL (diagxk) * AL Ay (diag xk)? cx
= A{<7T Ck.
Somit ist
b'A® =b'AL Tex =cf (A]'(_]b) =Xy = c'x™

und nach unserem Dualitédtssatz, Satz 5.3 ist x* = x> eine Optimallosung. Den
Nachweise der Zuldssigkeit von A*° sparen wir uns hier und verweisen nur auf
[51, S. 271] — und damit ist 2) auch schon erledigt.

Fiir den Beweis der Konvergenzordnung betrachten wir schliefilich

.

T (r) Ty T (r) T (1) T (r)  Tox ATy (T) (r)

0<cx cx® = ¢'x i)/?\ +\b/7\ cx—(c A)\)(x x)
—Ax(M) —Ax*

- (el A () ()
1

HX(T)(C — ATAY) L H(X(r))* (x" —x)
< ]E(CTX(r) _ CTX(T+1)> ”(X(r))_‘ (X(r) B x*)

IA

2

2

IHjer verwenden wir nochmal, daf es keine entarteten Ecken gibt! Jeder Rangdefekt wiirde
namlich eine entartete Ecke liefern.



5.4 Primal & Dual I 105

Da
0 (v 2 () 2 (1) )
” X T . m 2: (X _XJ) _ (Xi _XJ) (XJ _XJ')
VR R e R e
wobei
I :{; x*:o}, K*::{J x;qto},
und somit ( o )2 ( ())2
X TN 5 .
— —#"<n-—
ey mey T
ist also

1 X xs
XM —cTx < (CTX“) — ch(””) Slrmt > ( ] )]

mit ¢, — 0 wegen der Konvergenz der x” — x* und weil die positiven Terme
im Nenner nach unten beschriankt sind'2. Also ist

! (chm — CTX*) <c'x—c'x +cx —cTxIM
Y

und somit

Yr
=Br
wie behauptet. m]

1
cxM —cTx < (1 — —) (CTX(” — ch*),

5.4 Primal & Dual |

Eine besondere Familie von innere-Punkte-Metohoden sind die Primal-Dual-
Verfahren. Dazu greifen wir nochmal auf ein primales Problem

minc'x, Ax = b, x > 0, (5.30)
und ein zugehoriges duales Problem
maxb'y, Aly<c (5.31)

zuriick und behandeln beide mit den Lagrange-Multiplikatoren aus Satz 5.13.
Im Fall von (5.30) erhalten wir

c—AA—pn = 0,

T — 0 (5.32)

132Thr Grenzwert ist ja strikt positiv!
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wohingegen (5.31) zu
b—Ap = 0,

WT(ATy—¢) = 0, (5:33)

wird. Und jetzt kommt der , Taschenspielertrick”: Wir ersetzen (A, ) in (5.32)
durch (y,z) und p in (5.33) durch x und kommen so zu den Primal-Dual-
Bedingungen

0 c—Aly —z,
0 b — Ax,
0 = x' (ATy — c) =x'"z,

(5.34)

=Z

deren Losung ein simultanes Extremum des primalen und des dualen Problems
ist und damit, nach dem Dualitdtssatz 5.3, eine Optimalldsung sein muss'*?. Wir
suchen damit also eine Nullstelle der Funktion

c—Aly—z
b—Ax

x'z

F(X)y)z) = SR ]Rn+m+1) x,z > 0. (5.35)

Aber: Wie findet man eigentlich Nullstellen von Funktionen?

5.5 Exkurs: Das Newton—Verfahren und seine Freunde

Das Newton—Verfahren ist ein Klassiker der Numerischen Mathematik und
beschiftigt sich mit dem Losen nichtlinearer Gleichungen bzw. Gleichungssys-
temen. Betrachten wir zuerst einmal den Fall einer Gleichung in einer Variablen,
also das Problem'* f(x) = 0, das Finden einer Nullstelle und sehen uns einen
kurzen Abriss der giangigen Verfahren an.

Das Bisektionsverfahren beginnt mit zwei Stellenx_, x, andenen +f(x.) > 0
gilt, an denen also f positives und negatives Vorzeichen hat und betrachtet dann
den Mittelwert x = %(X_ + x4 ). Ist f(x) = 0, dann haben wir eine Nullstelle
gefunden, ansonsten ersetzen wir x_ durch x falls f(x) < 0 ist und x; durch x
falls f(x) > 0 ist. Auf diese Weise erhalten wir ganz schnell und einfach eine In-
tervallschachtelung, die eine Nullstelle enthalten muss'*, solange f wenigstens
stetig ist.

Etwas ,cleverer” ist die Regula Falsi, die nicht blind die Mitte wahlt, sondern
den Punkt x in Abhdngigkeit von f(x_) und f(x.) bestimmt, und zwar als
Nullstelle der Verbindungsgeraden. Das liefert die Regel

Coxgflx) —x f(xy)
TR —flxy)

(5.36)

13Unter den iiblichen Voraussetzungen an Nichtdegeneriertheit natiirlich.

1%4Das ist eine Normalform auf die man das ,allgemeinere” Problem f(x) = g(x) immer ganz
einfach bringen kann.

1%57wischenwertsatz
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Abbildung 5.4: Die Vorgegehensweise beim Bisektionsverfahren. Ersetzt
wird immer der Endpunkt, dessen Vorzeichen mit dem Vorzeichen am
Mittelpunkt tibereinstimmt. Nach jedem Iterationsschritt dieses Verfahrens
besteht — wegen der Stetigkeit der Funktion — nun immer die Gewifsheit,
daf sich zwischen den Endpunkten eine Nullstelle befindet, nach unseren
drei Schritten hier also irgendwo im schraffierten Intervall.

gefolgt von der Zuweisung an x_ bzw. x, je nach Vorzeichen von f(x). Die
Regula Falsi geht auf Fibonacci'®® zuriick, siehe [50], und wird von Adam Riese
in [42] wie folgt beschrieben:

Regula Falsi oder Position.

Wirdt gefafit von zweyen falschen zahlen / welche der auffgab nach / mit
fleifs examinirt sollen werden /in massen das fragstiick begeren ist / sagen
sie der warheit zu viel / so bezeichne sie mit dem zeichen + plus /wo aber zu
wenig / so beschreib sie mit dem zeichen — minus genannt. Als dann nimb
ein liigen von der andern /was da bleibt / behalt fiir den theiler / multiplicir
darnach im Creuz ein falsche zahl mit der andern liigen / nimb eins vom
andern / vnd das da bleibt theil ab mit fiirgemachtem theiler / so kompt
berichtung der frag.

Das mag fiir alle die hilfreich sein, die sich keine Formeln wie (5.36) merken
konnen.

Bisektion und Regula Falsi sind sichere Vefahren in dem Sinne, dafs sie Ein-
schlussverfahren sind, bei denen mindestens eine Nullstelle garantiert zwis-
chen x, liegen muss. Das ist gut, setzt aber voraus, dafs man zwei solche Punk-
te erst einmal kennen muss. Man kann allerdings auf diese Forderung auch
verzichten und die Regula Falsi einfach als iteratives Verfahren ansehen, das

1% Der sie wahrscheinlich auch nicht erfunden, sondern nur von den Arabern aufgeschnappt
hat.
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N

Abbildung 5.5: Ein Iterationsschritt der Regula Falsi. Der “Testpunkt” wird
nicht einfach als Intervallmitte gewéhlt, sondern als (eindeutige!) Nullstelle
der Verbindungsstrecke zwischen f(x_) und f(x,.). Weitergemacht wird also
mit dem schraffierten Bereich.

aus zwei Punkten x;_; und x; einen neuen Punkt x;;; nach der Regel (5.36)
bestimmt, also
X f (Xj_1 ) — Xj—1 f (Xj)

f(x-1) — f(x5)
und dann einfach mit dem Paar x;,x;,; weitermacht. Nun ist x;,; nichts an-
deres als die Nullstelle der Sekante durch die Werte an den Stellen x;_; und x;,
weswegen man'”” hier vom Sekantenverfahren spricht. Das Sekantenverfahren
gibt die Sicherheit auf, konvergiert nur noch lokal, das heifst, wenn die beiden
Startwerte xo,x; bereits hinreichend nahe'® an einer Nullstelle liegen, dafiir
aber konvergiert es signifikant schneller als Bisektion und Regula Falsi.

Was ein bisschen seltsam beim Sekantenverfahren ist, ist die Tatsache, daf$ die
Rollen der beiden Startpunkte xo, x; bei der Bildung von x, vollig symmetrisch
sind, daf$ man dann aber einen der beiden Punkte verwerfen muss, und zwar
den, der ,zufdllig” x, heifst. Einen richtig gute Grund dafiir gibt es aber eigentlich
nicht. Schreiben wir unsere Rechenvorschrift des Sekantenverfahrens ein wenig
um,

Xj41 =

Xjf(X]’,]) —Xj f(Xj) +Xjf(Xj) — Xj—1 f(Xj)

hoL f(xj_1) — f(x5)
f(xi_1) —f(xs) Xil1 — X; Xi_] — X;
= N =) O T =t T T =)
dann konnen wir die beiden Punkte x;_; und x; zusammenfallen lassen'® und
erhalten fiir eine differenzierbare Funktion f die Vorschrift
Xj41 = Xj — m, (5.37)
7 (%)

17V ¢llig tiberraschend!
1% Dafiir gibt es keine verniinftigen a—priori-Abschitzungen!
¥Formal betrachten wir lim,, |, der Interationsvorschrift.
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Abbildung 5.6: Die ersten Schritte des Sekantenverfahrens. Die “neuen”
Punkte werden ermittelt, indem die beiden letzten “alten” Punkte verbun-
den werden und die Verbindungslinie mit der Nulllinie geschnitten wird.

bei der wir geometrisch die Sekante durch eine Tangente ersetzt haben. Und das
istauch schon das Newton—-Verfahren, das ebenfalls nur lokal konvergent ist160,
Differenierbarkeit der Funktion und Berechnung der Ableitung voraussetzt, zur
Belohnung aber noch schneller konvergiert als das Sekantenverfahren, und zwar
quadratisch.

Beispiel 5.22 (Quadratische Konvergenz) Anstatt jetzt den Begriff der Konver-
genzordnung formal zu definieren, sehen wir uns ein Beispiel an, das sehr schion
illustriert, was quadratische Konvergenz bedeutet, und zwar die Bestimmung des
Reziprokwerts 1/a fiir gegebenes a > 0. Der Wert 1/a ist eine Nullstelle der Funktion
f(x) = 1/x — a, fiir die sich nach (5.37) die Iterationsvorschrift

X, —a

Xj1 = Xj — =

:xj+xj—axj2:2x)~—ax].2

ergibt, die ohne Division auskommt'®'. Versuchen wir einmal unser Gliick mit a = 3
und dem gut geratenen Startwert xo = 0.3, so ergibt sich

Xo = 0.3
xi = 0.6—3(0.3)2=0.6—0.27 =0.33
x; = 0.66—3(0.33)* =0.3333

160Der Startwert muss nahe genug bei der Nullstelle liegen!
16155 wurde frither auf Computern, die nur multiplizieren konnten, dividiert, heute gibt es
deutlich trickreichere Verfahren.
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die Anzahl der giiltigen Ziffern der Losung verdoppelt sich also mit jedem Schritt.

Jetzt fehlt nur noch das Newton—Verfahren fiir Funktionen in mehreren Vari-

ablen. Das klappt fiir f : R* — R", dann ist die Jacobi-Matrix f’ := Df =
[:72 N k] eine quadratische Matrix und 1/f’ = Df ! einfach die Inverse dieser
Jacobimatrix. Die resultierende Iterationsvorschrift lautet somit

XjH1 =X — (Df(xj))_] f(x5) (5.38)
bzw.
AXj =X Xy = (Df(Xj))i] f(Xj), (539)

wobei Ax; die Iterationsrichtung des Newtonverfahrens oder einfach Newton-
richtung bezeichnet: xj,; = x; + Ax;. In der Praxis wird das Newtonverfahren
oft relaxiert: Man berechnet x; 1 = xj + «;Ax; fiir einen Parameter «;.

5.6 Primal & Dual Il

Nun aber zurtick zu der Funktion F(x, y, z) aus (5.35), die so, wie sie da steht, erst
einmal noch nicht fiir das Newton—Verfahren geeignet ist. Das Problem ist das
innere Produkt x'z, das zu klein ist; wegen x, z > 0 ist es allerdings dquivalent
zZu

X1 Z
0=z :j=1,...,n]l = 1 =XZ1 e R,

X
X
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und das passt von der Dimension dann auch. Die Funktion &ndert sich dann
also zu

c—Aly—z
F(x,y,z) = b— Ax (R REVEM X,z > 0,
XZ1
mit
0 AT —I
DF(X>y>Z) =] -A 0 0
Z 0 X
Die Newton-Iteration (5.39) wird damit in ein lineares Gleichungssystem'6?
der Gestalt
0 AT —I AxV) c — ATyl — z0)
70 o X0 AzU) X0) 7061

umgewandelt, und der nédchste Iterationswert ergibt sich als

X 5+1) ) Axl)
Z0+1) Z0) AzU)

wobei « so gewdhlt werden muss, dafy wenigstens

()
) . ) X
0 < xUt) = x0) + xAxU) AN x< min ——X—

- g}
{k:AxliJ ) <0} AXE)

und entsprechendes fiir z0) und AzU) erfiillt ist. Wenn alles gutgeht, konvergiert
dieses Verfahren gegen eine simultane Losung des primalen und des dualen
Problems und die Qualitit der Iteration kann tiber die Dualititsliicke

51' — cTx) — bTy(]')

kontrolliert werden — der wahre Optimalwert der Zielfunktionen liegt ja irgend-
wo im Intervall [CTXU), b'y (j)]. Variationen dieses Verfahrens finden sich in [39].

162K ein Numeriker, der eine gewisse berufliche Selbstachtung hat, wird mit inversen Marizen
herumrechnen.
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Will man weitergehen, so befaf$t man
beides unter das Sein, dann unter das,
was das Sein verleiht. Von hier aus
kann man auf analytischem Wege
wieder abwiirts steigen [. . .]

Plotin, Enneaden, Band 1

Abstiegsverfahren fur
nichtlineare Optimierung

etzt ist es langsam an der Zeit, sich mit beliebigen'®® Optimierungsproblemen
g 8 P gsp
herumzuschlagen, also mit Problemen der Form

min f(x), f: R"— R.

xeR™

Solche Optimierungsprobleme bezeichnet man als unrestringiert, denn ein
zuldssige Bereich, auf den das Problem eingeschrankt wird, existiert ja jetzt
nicht mehr. Allerdings ist das kein Verlust, sondern hochstens eine Verallge-
meinerung. Wire ndmlich D C R™ ein kompakter zulédssiger Bereich und wére
f wenigstens stetig!®* auf R", dann kann man beispielsweise

G:=minf(x) und  g:=fxo+ (I —xo)(G[+1)

setzen, dann nimmt g sein Minimum nur in D an und dort ist es das Minimum
von f. Anders gesagt: Ein restringiertes Optimierungsproblem lifit sich ganz
einfach in ein unrestringiertes Optimierungsproblem umschreiben. Allerdings
gibt es dafiir bessere Methoden.

Einen ganz klaren Vorteil hat die fehlende Nebenbedingung nattirlich so-
fort: Man kann jetzt auf die Bedingungen an den Tangentialkegel aus Proposi-
tion 5.10 verzichten.

6.1 Notwendige und hinreichende Kriterien fur Minima

Wiederholen'® wir doch nochmal schnell ein paar Kriterien fiir die Existenz
eines (lokalen) Minimums von f.

165Naja, so ganz beliebig konnen sie nicht sein, ohne ein paar Annahmen geht grundsitzlich
nichts.

164“Prinzipiell” muss man bei den meisten Verfahren sogar die eine oder andere Form von
Differenzierbarkeit annehmen.

165Sofern sie bekannt sind. Ansonsten kann es ja auch nicht schaden, etwas dazuzulernen.
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Definition 6.1 Eine Funktion f € C (R") heifit richtungsdifferenzierbar in einem
Punkt x € R", wenn fiir alle y € R"™ die Grenzwerte

f(x + hy) —

existieren.

Richtungsdifferenzierbarkeit ist schwiicher als Differenzierbarkeit. So ist der Kegel
f(x) = |x||, an der Stelle x = 0 richtungsdifferenzierbar, weil fiir jedes y ja
0+ hyll — |10l = hllyl| und somit als Dyf = [jyl| ist, aber wegen der Spitze
eben nicht differenzierbar. Ist hingegen f € C' (R") differenzierbar!®, dann ist
nattirlich

D,f = (Vf)' y. (6.1)

Aufierdem brauchen wir noch die zweite Ableitung von f, die sogenannte
Hesse—-Matrix, die man in der Optimierungsliteratur meist als
o*f

Vi =
an an

Sj,k=1,...,n

schreibt. Mit ihrer Hilfe kann man nun Minima sehr einfach und klassisch
charakterisieren.

Proposition 6.2 Sei f € C* (R™).

1. Ist x ein lokales Minimum von f, dann ist Vf(x) = 0 und V*f(x) positiv
semidefinit.

2. Ist Vf(x) = 0 und V*f(x) (strikt) positiv definit, dann ist x ein striktes lokales
Minimum, d.h. es gibt eine Umgebung D von x, so dafi f(x) < f(x’), x” € D.

167

Beweis: ' Man verwendet die Taylorformel'®®

2
Fle+ty) = 00 + LAy + 59T (PHE)y, £ ety

und die Stetigkeit von Vf und V2f. Ist ndmlich x ein Minimum, so ist fiir alle
Richtungen y € R"

og”"“‘i)_”") S Vi) Ty,

1%Tm Sinne der Existenz einer (totalen) Ableitung als lineare Form . ..

167Sozusagen zum “Aufwérmen”.

168Brook Taylor, 1685-1731, war Mitglied einer 1712 eingesetzten Kommission, die dariiber zu
entscheiden hatte, ob Newton oder Leibniz, die Analysis “erfunden” hétte. “Seine” bertihmten
Taylor-Reihen wurden, laut Taylor selbst, durch eine Bemerkung von Machin iiber “Sir Isaac
Newton’s series” in Child’s Coffechouse motiviert (nicht vergessen, das war etwa 1710 und da gab
es weder Starbuck’s noch Coffee Bay).
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was nur mit Vf(x) = 0 zu erfiillen ist. Damit ist aber dann

2
ST (VHE) y = F (x + ty) — f(x) 2 0

fiir alle hinreichend kleinen t, das heifit y' (Vf(£))y > 0 und mit t — 0 kon-
vergiert ja § — x. Die zweite Aussage folgt direkt aus der Taylorentwicklung
und der Tatsache, daf8 die strikte positive Definitheit von V*f an der Stelle x die
strikte positive Definitheit von V*f in einer ganzen Umgebung D von x impliziert.
O

6.2 Nochmals Konvexitat

Trotzdem sind Differenzierbarkeit und vor allem zweimalige Differenzierbarkeit
von f schon starke Forderungen. Und eigentlich braucht man sie ja auch gar nicht
immer um Minima zu beschreiben.

Definition 6.3 Fiir x € R™ und eine in x richtungsdifferenzierbare Funktion f beze-
ichnen wir mit
G[f,x] : R" 5 R, G[f,x](y) := Dyf(x)

die Gateaux—Variation von f an der Stelle x.

Ubung 6.1 Zeigen Sie: Die Funktion f(x) = [|x||,, ist an der Stelle x = 0 rich-
tungsdifferenzierbar, aber ihre Gateaux—Variation ist dort unstetig. Zumindest,
wennn > 1 ist. ¢

Proposition 6.4 Sei f € C (R") richtungsdifferenzierbar in x. Ist x ein lokales Mini-
mum von f, dann ist
Dyf(x) > 0, yeR™ (6.2)

Beweis: Auch noch ganz einfach! Ist x ein lokales Minimum, dann ist f(x) <
f(x + ty) fiir alle y € R™ und alle hinreichend kleinen'® t > 0. Also ist auch

f ty)—f
0< e+ yt) (x) —  Dyf.

Zur Erinnerung: Eine Funktion f heifst konvex, wenn
flox+ (1—a)x’) <of(x)+ (1 —o)f(x'), x,x" € R, o«e€l0,1].

Lokale Minima x konvexer Funktionen sind immer globale Minima! Wadre namlich
f(x’) < f(x) fur irgendein x” € R", dann ist fiir x € (0, 1)

floax+ (1T—oa)x’) < af(x)+ (1 —a)f (x") < af(x) + (1 — ) f(x) = f(x),

was fiir « — 1 gegen f(x) konvergiert. Auflerdem sind konvexe Funktionen in
gewissem Sinne “differenzierbar”.

169Zeigen Sie: t hangt von y ab. Naja, eigentlich eher von [ly||.
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Proposition 6.5 Sei f € C (R") konvex. Dann ist f an jeder Stelle x € R™ richtungs-
differenzierbar und die Gateaux—Variation von f in x ist

1. positiv homogen, d.h.,
GIfyx] (ev) = G I[f,x] (), x> 0.
2. sublinear, d.h.
GIf,xl (y+y’) <GIf,x] (y)+ Gf,x] (y).

Beweis: Zu x,y € R" setzen wir

f(x +ty) — f(x)
t )

$(t) = t e (0,1],

und betrachten lim_,o+ ¢(t). Mit x = X:ﬁ + t(:]y) und daher

1 t
< — - _
f(x)_t+]f(x+ty)+t+]f(x y)
und
o f(X)<—] (f(x +t )—f(X)H—t f(x —y)
t+ 1 St Y t+1 Y

'

=7 d(t)

erhalten wir zuerst einmal, dafd ¢ auf (0, 1] unabhéngig von t durch f(x)—f(x—y)
nach unten beschrankt ist. Ist auflerdem 0 < s < t < 1, dann ist

f(x—k sy) —f(x) = f(%(x+ ty) +
=sd(s)

Sx)—f(x) < %f(x +ty) — %f(x),

=x sd(t)

also ¢(s) < ¢(t) und da ¢ einen monoton steigende Funktion ist, die nach unten
beschrankt ist, mufs
D,f(x) = lim ¢(t)

t—0+
existieren. Au8erdem ist'”?

f(x+tlay)) — f(x) — tim ch(x—i— (at)y) — f(x)

10+ t t—0+ ot

= o Dy f(x)

f(x+tly+y’)) —flx)

Dy .y f(x) = lim

t—0t+ t
) %f(x—thy)—l—%f(x#—Zty’)—f(x)
< lim
t—0t+ t
. [fx+2ty) —f(x)  fx+2ty’") —f(x)
= tligl 7t + o = Dyf(x) + Dy f(x).

170Und hier braucht man noch nicht einmal Konvexitit.
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O

Ubung 6.2 Zeigen Sie: Ist f € C(R") konvex, dann ist auch G [f,x] konvex,
x € R™. %

Wir sehen also, dafs konvexe Funktionen in der Optimierung wieder einmal eine
ganz ausgezeichnete Rolle spielen.

6.3 Abstiegsverfahren — die allgemeine Idee

Wir betrachten jetzt zuerst einmal ,,glatte” Minimierungsprobleme und nehmen
an, dafs

1. fiir vorgegebenes x € R™ die Niveaumenge
F={Xx"eR": f(x') < f(x)}
kompakt ist.

2. die Zielfunktion f auf einer offenen Umgebung D von F stetig differen-
zierbar ist.

3. der Gradient Vf auf F Lipschitz-stetig ist, das heifst, es gibt vy > 0, so dafs

“Vf(x) — Vf(x)

L <vilx =l

Diese Voraussetzungen sind in gewissem Sinne Minimalvoraussetzungen, um
,verniinftige” Iterationsverfahren konstruieren zu konnen. Die Differenzier-
barkeit brauchen wir, um eine Richtung zu finden, in der wir uns verbessern
konnen, die Kompaktheit von F, gibt uns die Hoffnung, irgendwann zumindest
bei einem lokalen Minimum anzukommen und die Lipschitz-Stetigkeit sorgt
dafiir, daf3 f ,praktisch” C? ist und so nicht allzuviel Unsinn anstellt.

Definition 6.6 Ein Punkt x € R™ heifst stationdrer Punkt von f, wenn Vf(x) = 0
ist.

Nun zu unserem Verfahren. Ist x kein stationdrer Punkt, d.h. ist Vf(x) # 0,
dann gibt es Richtungen, so dafs D,f(x) < 0 ist. Jede derartige Richtung beze-
ichnet man als Abstiegsrichtung Abstiegsrichtungen haben das Potential, dafs
f (x + ty) fur hinreichend kleine Werte von t kleiner als f(x) wird. Was man
tatsdchlich auch beweisen kann.

Lemma 6.7 Seix € Fundy € R" so gewdhlt, daf§ Dyf(x) < 0 ist. Dann gibt es einen
Wert t > 0, so dafs

f(x 4+ ty) < f(x).
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Beweis: Wir geben fast sogar ein quantitatives Resultat, indem wir zeigen, dafs
f O ty) — () < ¢(Dyf00) + 15 1yl 63)

Das folgt wieder mal aus einer Taylor-Entwicklung
t

flutty) — ) = tDyf(x) + |

(Dyf(x + sy) — Dyf(x)) ds
N

=(Vf(x+sy)—Vf(x)) Ty
t

< D100+ ¢ | syl Iyl ds = £D, x) + € ylE

0

Wiéhlt man nun in (6.3)
2Dy f(x)|
O0<t< 7
Y Iyllz
dann ist die rechte Seite von (6.3), was die Behauptung beweist. O

Wir haben uns also mit dem folgenden (Doppel-)Problem auseinanderzusetzen:

Wie wihlt man zu gegebenem x
1. eine Abstiegsrichtung y
2. eine Schrittweite t

so dafs
f(x + ty) < f(x)

ist.

Wie man dann den Prozess auch noch zum Konvergieren bekommt, muss dann
noch separat gekldrt werden.

6.4 Abstiegsrichtungen — der naive Ansatz

Die erste Idee, die man haben konnte, besteht darin, als Abstiegsrichtung y,
llyll. = 1, diejenige Richtung zu wihlen, fiir die D, f(x) minimal wird, und das
ist natuirlich der Wert

Vf
y="] ) (6.4)

Ve[,

Und die Schrittweite konnte man ja so wahlen, daf man das Minimum auf der
ganzen Geraden x +ty, t € R, bestimmt. Dieses Minimum zeichnet sich dadurch
aus, dafs
d
0= —F(x+1ty) = Dyf(x +ty) = (Vi(x +ty))' y.

Wihlt man nun das kleinste positive t mit dieser Eigenschaft, dann muf es zu
einem Minimum gehoren, da y ja eine Abstiegsrichtung ist. Diese Nullstelle von
¢(t) :== Dyf(x + ty), t € R, konnte man dann mit einem Newton—Verfahren,
das mit dem Punkt x, also mit t = 0, gestartet wird, ermitteln'”!. Das geht gut,

1710der zu ermitteln versuchen.
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solange ¢(0) > 0 ist, da dann, wegen ¢’(0) < 0,

¢(0)
¢’(0)
ist und wir zumindest schon mal in der richtigen Richtung anfangen. Diese

Schrittweitenwahl bezeichnet man als exakte Schrittweite. Und zumindest in
einem Fall kann man die exakte Schrittweite auch einfach berechnen.

t)=0— >0

Beispiel 6.8 Ist

1
f(x) = EXTAX —b'x+c, AeRY™ beRYceR, (6.5)

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A, dann ist
Vi(x) =Ax—b = y=>b—Ax.
Da

tZ

5 y'Ay+tx'Ay—tb'y,

1
f(x+ty) = z(x+ty)TA(x+ty)—bT(x+ty) = xTAx —b"x +
=f(x)

erhalten wir somit die Bedingung

d
0=—Ff(x+ty) =ty'Ay +y' (Ax — b)

dt
also 5
Cyb-AY  JAx—bl
yTAy (b—Ax)TA(b — Ax)’

Dieses Beispiel ist nicht ganz unbedeutend, ganz im Gegenteil: Ist f € C* (R")
und sind wir nahe genug an einem strikten lokalen Minimum, dann lédsst sich
f — Taylor sei Dank — in einer hinreichend kleinen Umgebung immer durch so
eine quadratische Parabel anndhern. Schreiben wir namlich

f(x) ~ % (x —x)" V2 (x*) (x = x*) + (x —x*) " VF (x) + £ (x), (6.6)

dann sind wir, zumindest in einer gewissen Umgebung von x*, in genau der
quadratischen Situation. Und ist x* ein striktes lokales Minimum, dann ist ja,
nach Proposition 6.2, auch die von Haus aus symmetrische Matrix V2f (x*)
strikt positiv definit. Wir kénnten also zu einem Startwert x/%' eine Folge von
Néherungslosungen iterativ iiber

Vs (XU)) Vf (x(j))

X0 — x0) . _ .
VT (x0)) V2F (x1)) V£ (x))

vi(x"),  jeN,

bestimmen.
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Allerdings ist aber das Verfahren des steilsten Abstiegs aber leider nicht im-
mer das Mittel der Wahl —naiv geht’s eben nicht immer. Denn leider kann es sehr
schnell passieren, dafs dieses Verfahren beliebig langsam, das heifst numerisch
gar nicht, konvergiert. Um das zu verstehen setzen wir

1 1
fx) = 5 (Ax— b)' AT (Ax—b) = ExTAx —b'x+b"Ab,

sorgen also dafiir, dafs der Minimalwert gerade Null ist, und erhalten das fol-
gende Resultat.

Lemma 6.9 Es seien Ay < ... < A, die Eigenwerte von A. Dann ist

f(xY) < (1 — ;\\—])f(x“)), j € No. (6.7)

n

Beweis: Fiirj € Noundy =b — AxU) ist

f(x) = f(x(j))—l—l(nyy )ZyTAer yTyny(AxU)—b)

2 \yTAy y'Ay” L/
=y
1 (y"y)’ N 1 Iyl
— f(xP) == —f(xV) = = < f(xV) - =
( ) 2 yTAy ( ) ZUTAU ( ) 2)\“”1:,”%
. Tyly 1 I 1 M
= f(xV)—s22 == T(A ‘——I) < - T(A T——A ‘)
(X ) 2N, 29 A, )Y =2Y An k
_ WATYA
= 1 —)\—n)f(x’)
Der letzte Schritt ist wegen x"A~'x < A, 'x"x richtig!”>. O

Ubung 6.3 Zeigen Sie: Ist A € R™™ symmetrisch und positiv definit und ist A
der grofite Eigenwert von A, dann ist

xTAx < 7\||x||§, x € R".

¢

Dieses Verhalten kann man auch praktisch in Mat1lab sehen: man startet mit einer
zufélligen n X n-Matrix A = rand( n ) und startet die Methode des steilsten
Abstiegs mit einer Matrix der Form

A’ * A+ t eyes( n )

fiir verschiedene Werte von t> 0. Je grofier t ist, desto besser wird die Methode
funktionieren und konvergieren, fiir t = 0 hingegen kann man normalerweise
nicht mehr von Konvergenz sprechen (die Matrix wird fast singuldr). Warum
das so ist und was die geometrische Interpretation ist, sieht man einfach am
folgenden Beispiel.

17”2Der grofite Eigenwert von A~ ist A} .
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Beispiel 6.10 Wir betrachten

1T 0 1
A:[O 1031 und b:[1].

Die Losung ist natiirlich x = [1, 1000]". Fiir Vektoren x = [x1,x,]" mit moderatem x,

ist dann
. . . 1—X1 - 1—X1
y__Vf(X)_b_AX_l1—1OSXZ]Nl : l

und ,
y'y N 14+ (1 —x)
YAy (1)

Ist nun x; ~ 0 oder x1 ~ 2, dann ist « ~ 2 und damit ist

X1 ]—X1 . 2—X]
R 1 K Bl Rl

(
1

pendeln™’> und die Werte xg ) < 2j sein. Kommt dann das Verfahren richtig “in Fahrt”
(also gegen Ende des Verfahrens), dann wird auch die Konvergenz deutlich schneller.
Geometrisch bedeutet dies, daf$ sich das Verfahren an “flachgedriickten” Ellipsen ent-
langhangelt, siche Abb. 6.1.

t.=

Starten wir also mit x' = 0, so werden die Werte x)’ anfangs zwischen 0 und 2

173

Abbildung 6.1: Verfahren des steilsten Abstiegs fiir Beispiel 6.10 (nicht
mafistabsgetreu). Beachte: mit dem “richtigen” Startwert (nicht ganz
zufillig ein Eigenvektor von A) wiirde das Verfahren nach einem Schritt
erfolgreich terminieren.

Ubung 6.4 Implementieren Sie das Verfahren des steilsten Abstiegs fiir Probleme
der Form (6.5) in Matlab. &

Es gibt noch ein interessantes Experiment: Verwendet man eine modifizierte
Version des Verfahrens des steilsten Abstiegs, bei der der negative Gradient
um etwa 5 % zufillig gestort wird, dann erhélt man Konvergenz in signifikant
weniger Schritten.

173In Wirklichkeit sind sie stets etwas grofer als 0 und etwas kleiner als 2 und dieses “etwas”
wiichst.
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6.5 Abstiegsrichtungen — konjugierte Gradienten

Wie das Beispiel mit den , plattgedriickten” Ellipsen zeigt, sind die steilsten Ab-
stiegsrichtungen nicht unbedingt optimal, man muf$ offensichtlich auch Terme
zweiter Ordnung beriicksichtigen, die das Problem und die dahinterliegende
Metrik verzerren konnen.

Definition 6.11 Sei A € R™™ eine symmetrische, positiv definite’’* Matrix. Zwei
Vektoren x,y heiflen konjugiert beziiglich A, wenn x" Ay = 0 ist. Entsprechend heif3t
eine endliche Menge X C R™ konjugiert zu x,, wenn

x'AX =0, d.h. x"Ax" =0, x eX.

Ubung 6.5 Sei A € R™™ eine symmetrische, positiv definite Matrix. Zeigen Sie,

daf
1/2

oyai=x"Ay und Ixlla = (X))

ein Skalarprodukt und eine Norm definieren. ¢

Bemerkung 6.12 1. Unter Beriicksichtiqung von Ubung 6.5 bedeutet Konjugiertheit
von Vektoren also eigentlich nichts anderes als Orthogonalitit, nur eben nicht
beziiglich des Standard-Skalarprodukts (x,y) = x"y, sondern beziiglich des
Skalarprodukts (-, -)».

2. Daorthogonale Vektoren immer linear unabhiingig sind'” und da Konjugiertheit

wie eben gesehen nichts anderes als Orthogonalitiit ist, sind also auch konjugierte
Vektoren immer linear unabhingig.

Diese Beobachtungen legen es nahe, unser Optimierungsproblem zur Abwech-
slung mal als ein Approximationsproblem aufzufassen — eigentlich sind ja Ap-
proximationsproblem auch umgekehrt nur spezielle Optimierungsprobleme.
Was uns hier interessiert ist das folgende Problem:

Sei X € R"™ ein Unterraum!”’® mit dimX = m < n und sei (-,-) ein
Skalarprodukt'”’, sowie ||| die dadurch induzierte Norm. Zuy € R®

bestimme man x* € X, so dafs

ly — x|l = min|ly — x|l . (6.8)
xeX

74Das heifit, es ist xT Ax > O fiir alle x € R™ \ {0}. Manchmal wird das als strikt positiv definit
bezeichnet.

175Und wer’s nicht glaubt, darf es gerne selbst beweisen. Wobei man in der Mathematik ja nie
etwas unbewiesen glauben sollte.

176Selbstverstindlich kann man das Problem auch auf unendlichdimensionalen (Funktionen)-
R&umen betrachten.

177 Also eine symmetrische, definite Bilinearform, oder, was hier dasselbe ist, eine nichtentartete
Sesquilinearform, siehe z.B. [6, S. 314].
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Die Losung dieses Problems ist recht einfach, denn Normen, die von Skalarpro-
dukten herriihren sind sehr stark mit Orthogonalitdt verkniipft, mit deren Hilfe
man die Losungen dann auch explizit angeben kann'7®.

Lemma 6.13 Sei X C R"™ mit dim X = m. Dann ist fiir jedes y € R"

lly — x| = Iig{l lly — x|l & (y—x7,X)=0. (6.9)
Ist dariiberhinaus {x,, ..., Xy} eine Orthonormalbasis'” von X, dann ist

X' = Z Yy %) %; (6.10)
=1

die Minmallosung von (6.8).

Bemerkung 6.14 Bevor wir an den Beweis von Lemma 6.13 herangehen, sollten wir
uns erst einmal klarmachen, warum es so hilfreich fiir unser Problem ist und warum die
konjugierten Vektoren auftauchen: Die konjugierten Vektoren sind ja gerade orthogonal
beziiglich des Skalarprodukts (-,-), so daf$ wir mit ihrer Hilfe ohne Probleme die
Minimallosungen von (6.8) bestimmen konnen.

Beweis von Lemma 6.13: Sei {x;,...,X,} eine Orthonormalbasis von X und sei
y € R™. Dann ist, fiir jede Wahl von Zahlen a;, ..., a,, € R,

- <y _ g (Y, %) %,y —§<H>Xj>><j>

2

m
y—) Yx)x
=1

_ ) . . . .
WY, y) ; (Y, %)y, x;) + N; Yy (Y, X1 <X]6,:k>

= JlF = )W) <l =D W)’ + D (a5 — (Y, )
=1 j=1 =1
2

)

= IE—2) ay,x)+ ) al(x,x) =
=1 =1

m
Yy — E (1]' Xj
j=1

weswegen die Bestapproximation gerade der Fall a; = (y,%;), j = 1,..., m ist.
Und das ist fiir k = 1,..., m dquivalent zu

<U - <y,Xj>Xj)Xk> = (Yyx) — D> Yy )5, %) = (Y, xa) — (Y, %) = 0.
=1

j=1

O

178Das macht dann auch die Approximation in Hilbertriiumen zu einem vergleichsweise leichten
Problem, beispielsweise hat man keine Probleme mit Existenz und Eindeutigkeit der Bestapprox-
imation.

179Und eine solche kann man ja iiber das Gram-Schmidt-Verfahren immer konstruieren.
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Nun erinnern wir uns kurz daran, daf8 sich die eindeutige Minimalstelle von
f(x) = IxTAx — b"x dadurch auszeichnet, daf8'®

0=Vf(x) =Ax—Db & Ax=b oder x=A"b.

Wiéren jetzt also py, ..., pn € R" eine Orthogonalbasis'®! beziiglich (-, -)», dann
besteht die Idee darin, ausgehend von x'© die Werte x® = x® +a; p1+- - -+ ay px
so zu wihlen, dafs

||x(k) — A‘1b|| = min {”x — A_1b|| . x € x'9 4 span {py,... »Pk}}
oder
[ = (< = A6)| = min {[l& ~ (< = Ab)| + £ € span py,...,pI}

ist — wir losen also unser Gleichungssystem Ax = b, indem wir sukzessive
minimieren, denn das geht nach Lemma 6.13ja ganz einfach: mity = x/¥ —A~'b
ist

<X(O] _ Ai]b)pj>A k—1 <X(0) — A*1b,pj> <X(O] — Aqb,Pk)A

gW = P = Api+
; (Pis Pida e PP ] Py Pr)a
0 _ A1
= a(k‘”+<x t b)pk>Apk
<pk)pk>A ’
also
x© —A7b pk>
(k) _ (0) (k) _ (0) (k—1) < T A (k1)
x =x" =g =% — & — Pr. = X + o Px-
— (Prsy PiOA

In Optimierungsterminologie verwenden wir jetzt also fiir den Ubergang von

x*V zu x¥ die Abstiegsrichtung p, und die Schrittweite
(x0—Abypi), (XU —ATbpy), pp (A D)
(Xk = — = — = — T
(Pxs Proa (Pxs Proa PR APk
.
_ _pkrk_] S Ax(ki]) —b
TA ) -
P \Px
da x* Y —x% € span {py,...,px_1} La px. Hitten wir also eine Basis aus kon-

jugierten Vektoren, dann wéaren wir fertig; dann berechnen wir halt so eine Basis.
Dazu nehmen wir an, wir hitten schon einen Punkt x*) und konjugierte Rich-
tungen py, ..., px bestimmt und suchen nun eine dazu konjugierte Richtung, in
die wir uns weiter verbessern konnten. Ein erster Versuch fiir eine Abstiegsrich-
tung wiére natiirlich nun wieder der steilste Abstieg —, = b — Ax!®). Fiihrt diese

180Das gute alte ,, Ableiten und gleich Null setzen”.
81Wir verzichten aus den diversesten Griinden auf die Normierung (p;,p;) =1,j =1,...,n.



124 6 ABSTIEGSVERFAHREN FUR NICHTLINEARE OPTIMIERUNG

Richtung zu keiner Verbesserung, dann haben wir unser Minimum gefunden,
ergibt sich hingegen eine Verbesserung, dann ist

e gspan{p; : j=1,...,k},

aber leider auch (noch) nicht konjugiert. Auch kein Problem, dann setzen wir
eben'#?

<rk’ P]>A
+ =T 6.11
P Z (Pjy PJ>A ( )

und erhalten so, daf8 (pyi1,P)a = 0, also unsere konjugierte Richtung. In
Wirklichkeit ist das aber sogar noch einfacher.

Lemma 6.15 Die Vektoren po, ..., pn, generiert durch die Vorschrift

(T, Prda

, =0, 6.12
Py PrIA P Po ( )

Pr+1 =T —
sind konjugiert.
Beweis: Wir definieren die Krylov—-Radume'®
Py :=span {pi,...,px}
und behaupten zuerst einmal, daf3
Py =span{r : j=0,...,k—1}=span {Alry : j=0,....,k—1}, (6.13)

was man durch Induktion tiber k nachweist: Der Fall k = 0 ist die triviale
Feststellung, daf8 p; = 19 = A%y und fiir den Schritt k — k + 1 verwenden wir
die Rekursionsformel

ne = AxM —b=A(x*"+api) —b=Ax* " —b+ x Api

P{T‘kq
= T 4 6:14)
Py PP eAP,

die direkt aus der Definition der x und damit der y folgt und die uns zusam-
men mit der Induktionshypothese liefert, dafs ry € Py + APy, also, nach (6.12),
auch py;1 € Py + APy und daher ist

Py+1 € span {Ajro : j:O,...,k},

woraus (6.13) aus einfachen Dimensionsgriinden folgt — schliefSlich sind die
Vektoren py, ..., px41 ja linear unabhidngig. Wegen Lemma 6.13, genauer, wegen
(6.9), ist

TP, =0 (6.15)

182Wenn das jemandem bekannt vorkommen sollte — stimmt! Das ist die Vorgehensweise wie
beim aus der Linearen Algebra bekannten Gram—Schmidt—Verfahren.

18Warum die so heiflen, ist nicht so wichtig (nach einem Herrn Krylov, der sie erfunden hat
natiirlich), aber den Namen sollte man mal gesehen haben, denn sie sind ein wichtigs Konzept
in der numerischen Linearen Algebra.
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und da Py D AP,_; erhalten wir auch, dafs
0 =7, AP,y = (T, Pr_1)a- (6.16)

Das fassen wir jetzt einmal in einem Algorithmus zusammen.

Algorithmus 6.16 (Lineares CG—Verfahren'®*)
Gegeben: Symmetrische, positiv definite Matrix A € R™", b € R™

1. Wiihle beliebigen Startwert x'© € R™

2. Setze py = 0.
3. Firk=1,2,...
(a) Setze
ri=AxFY b
(b) Setze
Px = AP 1
k - k—
Pi 1 APk
(c) Setze
) — 5 (=) TPk
PLAPK

Ergebnis: Folge x) die gegen das Minimum von f konvergiert.

Ubung 6.6 Zeigen Sie: Das CG-Verfahren terminiert spatestens nach n Schritten,
das heifdt, x(W = x(M+) = x(m+2) — ... .

Ubung 6.7 Implementieren Sie die konjugierten Gradienten in Matlab bzw.
octave. o

Bemerkung 6.17 Mathematisch—theoretisch terminiert das CG—Verfahren nachm Schrit-
ten mit einem Minimum von f(x) = %XTAX — b'x, oder, dquivalent, mit einer Losung
von Ax = b. In der numerischen Praxis ist dem aber leider nicht so — allerdings, und
hier ist die Uberraschung, hat es sich gezeigt, daf$ die konjugierten Gradienten ein sehr
gutes und stabiles Iterationsverfahren liefern, wenn man nicht mit dem n—ten Schritt
aufhort, sondern einfach weiteriteriert.

Jetzt aber zuriick zu unserem allgemeinen Optimierungsproblem.Istf € C 2 (RM),
so konnten wir die CG-Bedingungen ,wortlich” in

- pr_ VA (x(k_”) \%i (x“‘_”)
pr VA (xR pr g
TV (k—1)
N N Py f(X ) Pr
pr_ V2 (xD) py

umschreiben. Allerdings ist das noch nicht so ganz das, was wir wollen, denn

P = Vf(x(k_”) Px—1

18Das englische Schlagwort ist ,Conjugate Gradients”, ein Verfahren, das auf Hestenes &
Stiefel [25] zurtickgeht.
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1. Wir brauchen hier tiberall die zweite Ableitung, und die muf erst einmal
existieren und berechenbar sein; unserer generellen Annahmen waren ja
“nur” Differenzierbarkeit und Lipschitz—Stetigkeit der Ableitung.

2. Die Schrittweite, die in der Berechnungsvorschrift fiir x) auftaucht, ist
eine exakte Schrittweite, die ohnehin nur fiir den Fall einer quadratischen
Zielfunktion sinnvoll. Im nichtlinearen “Normalfall” braucht man hier
wahrscheinlich sowieso etwas anderes.

Anders gesagt: die konjugierten Gradienten spielen eigentlich zur Bestimmung
der Abstiegsrichtung eine Rolle, aber solange zweite Ableitungen darin auf-
tauchen, bleibt ihr Nutzen beschrdankt. Doch das kann man gliicklicherweise
dndern! Wegen (6.12) und (6.15) ist ndmlich

T T (Tk—1y Pr—10A T (-1, Pr=1)A T
T aPx = T, (Tk—1 — P = T 1Tk—1— " T 1Px—1
(Pr—1, Pr-1) (Pr-1y Pk-1)A S
T
= T Tk
also .

T Tk

o = ———

<pk>pk>A

und da, nach (6.14) Apy = o " (e — Teq) gilt, ist, wieder mit (6.15),

_<PTk>Pk>A ( T T )

T —1..T
MoPda = TAPKk=o T (=T ) = T Tk — Ty Tt
T Tk
=0
Ty
= (PvyPa 7
Teq Tk

und somit, als direkte Folgerung aus (6.12)

Pril =Tk — —— Pr. (6.17)
T T

In dieser Darstellung'® taucht nun keine Matrix A und damit auch keine zweiten
Ableitungen von f mehr auf, und wir konnen sie wieder direkt in

VTt (x“‘)> Vf (x“‘)>
VT (xN) VF (x(D)

Pt = VE(xV) P (6.18)

umschreiben, was uns das nichtlineare CG—Verfahren liefert. Damit haben wir
also eine ,verniinftige” Wahl der Abstiegsrichtung'® gefunden - allerdings ist

185Djie nebenbei noch effektiver und numerisch stabiler ist.

186Selbst wenn das Sprichwort ,Runter kommen sie immer” durchaus seine Giiltigkeit behilt,
so haben wir ja wohl doch gesehen, dafd das ,wie” eine ganz gewaltige Rolle spielen kann und
wird.
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nicht garantiert, dafS diese konjugierten Richtungen auch wirklich Abstiegsrich-
tungen darstellen! Das ist nur der Fall, wenn auch die Schrittweitensteuerung
geeignet ist. Trotzdem hat die Wahl (6.18) laut [39] sogar einen Namen, ndmlich
Fletcher-Reeves—Methode, siche [20]. Eine andere Methode, die Pollak—-Ribiere—
Methode bestimmt die neue Suchrichtung'®” als

VT (x(k)> (Vf (x“‘)) — Vf (x(k_”))
VI (x(<) V() Pe

Pt = VF (x) - (6.19)
Sie ist nach der Tabelle in [39, S. 124] wesentlich effektiver und braucht in vielen
Fillen nur die Hélfte der Iterationen oder weniger!®® als die Fletcher-Reeves-
Methode. Aber um das zu verstehen, brauchen wir etwas mehr Information
iiber die Schrittweitensteuerung.

6.6 Wahl der Schrittweite

Bleibt noch das zweite Problem, ndmlich die Bestimmung der Schrittweite.
Dabei mochte man gerne zwei Fliegen mit einer Klappe schlagen, und zwar:

1. Die Schrittweite soll so klein sein, dafs eine Verbesserung erzielt wird (siehe
Lemma 6.7).

2. Die Schrittweite soll so groff sein, daf der neue Punkt x'*™" sich méglichst

signifikant von x* unterscheidet, denn sonst wiirde das Verfahren ja ,nu-
merisch stationdr” werden.

Die beste Wahl wire nattirlich die exakte Schrittweite, das heifst, wir suchen fiir
einen Punkt x € R™ und eine Abstiegsrichtung y nach der ersten Nullstelle von

Plt) = %f (x + ty) = Dyf (x + ty).

Aber die Bestimmung dieser Nullstelle ist erstens schwierig'®, zweitens aufwendig
und kann obendrein im allgemeinen nicht mit endlich vielen Schritten durchgefiihrt
werden. Iterationen im Inneren von Iterationen sind immer eine dufSerst prob-
lematische Angelegenheit'”, denn deren Verhalten beeinflusst ja auch ganz mas-
siv die dufsere Iteration. Deswegen verzichtet man auf die Exaktheit zugunsten
der Effizienz und verwendet sogenannte inexakte Methoden zur Schrittweiten-
steuerung. Dazu wihlt man Konstanten 0 < ¢; < ¢; < 1 und fordert, dafd die
Schrittweite o« eines der beiden folgenden Kriterien erfiillt:

18Nachdem Abstieg nicht sicher gewihrleistet werden kann, erscheint mir dieser Begriff
angemessener als , Abstiegsrichtung”.

188Das Minimum liegt bei 1!

189Tm allgemeinen gibt es kein Verfahren, die nichstgelegene Nullstelle einer Funktion zu ermit-
teln, weder Newton, noch Bisektion oder Regula Falsi haben hier eine Chance. In Spezialfallen
geht das natiirlich schon, beispielsweise, wenn ¢ konvex ist, aber wer will schon dritte Ableitun-
gen von f berechnen?

190Man weif3 nie wirklich, wann man aufhdren soll, iteriert man zu lange, wird das Verfahren
unertréglich lange, bricht man zu frith ab, sind die Ergebnisse, die das ,duflere Verfahren”
braucht, nicht genau genug und dann kann alles passieren.
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1. Die Armijo-Bedingung
f(x+oy) —f(x) < xcry VF(x) (6.20)
fordert, da8 die Verbesserung'”!, die man erzielt, proportional zur Lange

der Richtungsableitung ist.

192

2. Die Wolfe-Bedingungen'®?> oder auch Powell-Bedingungen'®

IA

f(x+oy) — f(x) xciy'VF(x),
Y 'Y 6.21)
y'Vf(x+ay) = cay'VF(x),

verlangen auflerdem, dafs wir bis zu einem Punkt marschieren, an dem
die Funktion weniger stark abfillt — so weit sollte man schon mindestens
gehen.

3. Als starken Wolfe-Bedingungen bezeichnet man die Forderungen,
fx+oy)—f(x) < acry'VF(x),
y'VE(x+ay)l < e YTVEX),

(6.22)

die verlangen, daf$ man nicht bis zu einem Punkt marschiert, an dem es
zu steil “nach oben” geht.

Die erste Frage, die man sich natiirlich stellt, ist, ob sich diese Forderungen
tiberhaupt erfiillen lassen.

Lemma 6.18 Ist f € C' (R"), Dyf(x) < 0 und ist
inf{d(t):=F(x+ty) : te R} > —o0,

dann gibt es fiir alle 0 < ¢; < c; < 1 Werte von « € R., die (6.21) bzw. (6.22)
erfiillen'™.

Beweis: Essei £(t) = f(x) +tciDyf(x), t € R, die lineare Funktion, die ¢ und
¢’ an der Stelle O interpoliert. Da {(t) — —oo fiir t — oo und da ¢ > M fiir ein
M € R, gibt es einen kleinsten Wert t” > 0, so daf3

f(x) +t ciDyf(x) =L0(t) = (') =f(x + t'y)
und da ¢ < Tist, mufs £(t) > $(t) fiir alle t < t’ sein, also
f(x + oy) — f(x) < xcyy' VE(x), x e (0,t)

was nichts anderes als (6.20) ist. Nach dem Zwischenwertsatz existiert aufSerdem
ein t* € (0,t’), so daf3

¢ (t) — p(0) = (t'—0) " (t')

¥1Denn die linke Seite ist negativ!
2Nach [54].

93Nach [40].

194Und damit natiirlich auch (6.20).
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ist, also

ty' Vi(x+ty) =f(x+ty) —f(x) =t ¢ y'Vf(x) >t c,y' VF(x).
N N——
<c2 <0

Kiirzen wir nun t’ > 0, dann erhalten wir in einer Umgebung von t* die zweite
Bedingung von (6.21), aber auch von (6.22), denn die linke Seite der letzten
Ungleichungskette ist ja auch negativ. m|

Der Beweis von Lemma 6.18 sagt uns nicht nur, dafs solche Werte von «, also
schonen Schrittweiten, immer existieren, er gibt uns sogar ein Rezept, wie man
sie berechnet! Und zwar machen wir das in zwei Schritten:

1. Wir setzen oy = 0, starten mit einem (geratenen) Wert o; > 0 und ver-
grofiern ihn (z.B. durch Multiplikation mit p > 1) so lange, bis fiir den so
erhaltenen Wert x, eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(a) Die Schrittweite passt:
¢ (o) —d(0) <ouer d’(0)  und [P (o)l < 2 [¢7(0)].
(b) Die Armijo Bedingung ist verletzt:
¢ (o) — d(0) > a1 (0).
(c) Unsere Richtung y ist zur Aufstiegsrichtung mutiert:
¢ (o) > 0.
(d) Der letzte Punkt war besser:

¢ (o) > b (oge—1) .

Passiert das schon fiir k = 1, dann war «; idiotisch gewahlt und wir
halbieren &, so lange, bis ¢ (1) < $(0).

Dieses Verfahren bricht irgendwann fiir ein k ab. Ist nicht gerade der erste
Fall eingetreten, dann setzen wir oc_ = oy_1, &y = .

2. Im Intervall (x_, o, ) liegen nun zuldssige Schrittweiten, die (6.22) erfiillen
und die man tiber ein geeignetes Bisektionsverfahren finden kann.

Der Vorteil der Wolfe- oder Powell-Bedingungen liegt nun darin, daff man mit
ihnen tatsdchlich auch etwas tiber die Konvergenz des Abstiegsverfahrens sagen
kann.

Satz 6.19 Esseif € C' (R") mit Lipschitz—stetigem Gradienten'® nach unten beschrinkt:

inf{f(x) : x € R"} > —o0.

1%Das sind also unsere “Standardbedingungen” aus dem Anfang dieses Kapitels.
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Bildet man zu einem Startwert x'°' die Folge

X = x84 oy k € Ny,

sodafs Dy f (x“‘)) < 0 und wihlt man die oy so, daf sie die Bedingung (6.21) erfiillen,
dann gilt fiir jeden Startwert x'%, daf

Z cos? Oy HVf (x(k))”j < 00, (6.23)
kelNo
wobei
VTf(X(k)) y
Ccos By 1= —
V7 G|y

den Winkel zwischen der Suchrichtung und dem negativen Gradienten'® beschreibt.

Korollar 6.20 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 ist

lim cos 6, “Vf (x(k)>”2 —0. (6.24)

k—o0

Bemerkung 6.21 Leider ist (6.24) noch nicht ganz das, was wir wollen, denn wir
erhalten nicht die Konvergenz der Gradienten gegen 0, das heifst, die Konvergenz der
x!) gegen ein lokales Minimum, sondern wir haben das Problem, dafl die Winkel 0y mit
ins Spiel kommen. Schaffen wir es allerdings, zu gewiihrleisten, dafs

inf |cos 0y| > 0,
kGNo

sind also die Abstiegsrichtungen hinreichend nichtorthogonal zu den Gradienten,
dann sieht die Sache anders aus.

Beweis von Satz 6.19: Unter Verwendung der Abkiirzung Vf, = Vf (x(k))
erhalten wir aus (6.21) und der Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten, daf3

(e2=1) V'iey™ < (Vicey = Vi) y <y [x ) x| [y, = oy [y,

= [lykll2

also
> Cr — 1 VTfky(k)

>
L Y

letzteres, da c¢; < 1 und V'f,y®¥) < 0. Setzen wir das in die erste Ungleichung
von (6.21) ein, dann ergibt sich, daf3

1T—c;) (vaky(k))z
Y Juelf

=cos? 0y HVf(x(k) ) Hj

f(x(kJrU) _ f(x(k) i o(ky(k)) < f(x“‘))_ ¢ (

19 Also der Richtung des steilsten Abstiegs.
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= f(x(k1) etz “Y_ c2) (cos2 Ok HVf (x(k))Hj)

0) ¢ (1—rcy) - 2 (k 2
= f(x )— T Zcos Oy “Vf(x )>H2
j=0

und da f nach unten beschrankt ist folgt (6.23). O

6.7 Nochmal konjugierte Gradienten

Man kann nun zeigen'”’, daf8 mit den starken Wolfe-Bedingungen (6.22) und
0 < ¢y < ¢; < 1 das Verfahren von Fletcher & Reeves konvergiert, genauer, daf

lim ianVf (><“<))”2 ~0

k—o0

ist. Trotzdem kann es zu Schwierigkeiten kommen, die bei Pollak-Ribiere nicht
auftreten. Dazu bemerkt man, dafs fiir c; < % und die Iterationsvorschrift (6.18)
die Abschitzungen'®®

1-2¢,  V(x¥)y® 1
= S
- v, e
=:a1>0 ::a2>0
gelten, also
e ()] 7<)

2 < 08Oy < a—.
Iy, ) ly ],

Damit bedeutet der ,,schlechte” Fall cos 0, ~ 0 von Satz 6.19, daf3 “Vf (x(k)>H2 <

a

k+1)

Hy(k)Hz. Dann ist aber auch, wie im Beweis von Satz 6.19, x! ~ x® also

Vf (x“‘*”) ~ VFf (x(k)> und damit o, ~ 1 und somit, nach (6.18),

Yyt o Vf(x(k+1)) +y <yl

der Algorithmus lduft sich also fest! Und hier ist der Vorteil von (6.19): Sind bei
zwei aufeinanderfolgenden Iterationsschritten die Gradienten (nahezu) gleich,
dann wird die konjugierte Richtung verworfen und das Verfahren mit dem
steilsten Abstieg neu gestartet — in den meisten Féllen eine gute Wahl.

Zum Abschlufs aber noch ein nettes theoretisches Ergebnis ohne Beweis.

Satz 6.22 Es gibt eine Funktion f € C? (IR®) und einen Startwert x© € R3, so daf fiir
die Pollak—Ribiére—Methode mit exakter Schrittweitenbestimmung

inf {“Vf (X(k)>H2 ke lNo} >0

ist.

197Siehe [39, Theorem 5.8, S. 128].
198Siche [39, S 125].
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Noch hat der Name Philosophie bei
den Englindern allgemein diese
Bestimmung, Newton hat
fortdauernd den Ruhm des grofsten
Philosophen; bis in die Preiskurante
der Instrumentenmacher herab heiflen
diejenigen Instrumente, die nicht
unter eine besondere Rubrik
magnetischen, elektrischen Apparats
gebracht werden, die Thermometer,
Barometer usf. philosophische
Instrumente; freilich sollte nicht eine
Zusammensetzung von Holz, Eisen
usf., sondern allein das Denken das
Instrument der Philosophie genannt
werden.

Georg Wilhelm Friderich Hegel,
Enzyklopidie der philosophischen
Wissenschaften im Grundrisse

Newton-Verfahren und
Variationen

Da sich lokale Extrema x* einer Funktion f € C' (R") ja dadurch auszeichnen,
daf8 Vf(x*) = 0, konnen wir also unser Optimierungsproblem auch als die
Suche nach einer Nullstelle von F(x) = Vf(x), F : R® — R" auffassen. Dazu
zuerst einmal der notige Formalismus.

Definition 7.1 Sei F=[F; : j =1,...,n] € C(R")" ein Vektorfeld. Die Jacobima-
trix zu F ist definiert als

oF;

F’ = I[F] = a_Xk

S, k=1,...,n], FeC'(RY)".

Besonders einfach ist die Sache natiirlich, wenn F = Vf, f € C? (R"), denn dann

1st
0 0 of 0%f
) an an an aX)’an

= Vi f, hk=1,...,n,

also
F' = J[F] = J [Vf] = V*f. (7.1)
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7.1 Das Newton-Verfahren und das Broyden—Verfahren

Zu einer Funktion F € C'(R) erzeugt das Newton—Verfahren vermittels der
Iterationsvorschrift

k € Ny, (7.2)

eineFolge {x() : k € N} von Punkten, die fiir einen giinstig gewéhlten Startwert
x® auch tatsdchlich gegen eine einfache Nullstelle x* mit

konvergiert. Fiir F € C' (R™)" verwendet man hingegen die Iteration
K = x0T — (F)7 (W) F(xM), ke Ny, (7.3)

allerdings istjetzt der Begriff der “einfachen” Nullstelle etwas praziser zu fassen,
es mufs ndmlich

F(x") =0, detF' (x*) #0

sein, die Matrix F’ (x*) mufs also invertierbar sein. Das fithrt dann auch dazu,
daf3 fiir alle 0 # y € R™ die vektorwertige Richtungsableitung DyF = F’y von
Null verschieden ist. Eine “typische” allgemeine Konvergenzaussage fiir das
Newton—Verfahren sieht dann wie folgt aus'”.

Satz 7.2 Ist F € C*(R™)" und ist x* € R™ eine einfache Nullstelle von F, das heifit,
F(x') =0 und det J[F] (x*) # 0, (7.4)
dann gibt es eine offene Menge U C R", x* € U, so dafs

x®eU = lim x™® = x*.

k—oo

Nur zur Erinnerung: Iterationsverfahren, die fiir Startwerte konvergieren, die
hinreichend nahe bei der gesuchten Losung liegen (und dann aber auch gegen
diese “naheliegende” Losung!), bezeichnet man als lokal konvergent.

Neben den offensichtlichen Schwierigkeiten der nur lokalen Konvergenz gibt
es noch ein weiteres Problem, das die praktische Anwendung des Newton-
Verfahrens schwierig macht: die Bestimmung der Jacobimatrix J[F]! Schlieslich
kann man nicht unbedingt davon ausgehen, daf} die Ableitungen aller Kom-
ponenten von F auch wirklich so einfach verfiigbar sind. Moglichkeiten zur
praktischen Bestimmung der Jacobimatrix wéren

199 Aus [45], dort findet sich auch der Beweis, der auf Fixpunktiterationen und dem Banach-
schen Fixpunktsatz beruht.



134 7 NEWTON-VERFAHREN UND VARIATIONEN

Automatische Differentiation: (siehe z.B. [39, Chapter 7.2]) Funktionen wer-
den intern als Kombination elementarer Funktionen dargestellt, deren
Ableitungen bei der Auswertung mitberechnet werden:

f=gh = Vf =gVh + hVg
oder
f=g(hy,...,hp) = Vf=VgJH], H=I:j=1,...,m].
Solche Schemata lassen sich sehr gut in C++ implementieren.

Numerische Differentiation: Man erhilt die ndherungsweisen Ableitungen durch
Differenzenquotienten oder durch Differentiation von Interpolationspoly-
nomen. So kann man fiir Punkte {x, € R" : k =1,...,N} ein Polynom p
bestimmen, so dafs f(x;) = p (x;) und dann Vp(x) bestimmen. Der Dif-
ferenzenquotient ist hierbei nur der Spezialfall N = 2. Allerdings ist das
mit der Interpolation in mehreren Variablen nicht mehr so ganz einfach,
siehe [21].

Trotzdem, beide Methoden zur Bestimmung von Ableitungen, insbesondere
von hoheren Ableitungen sind aufwendig und numerisch nicht immer sta-
bil. Deswegen versucht man, die Bestimmung von Gradienten so weit es geht
zu vermeiden. Das fiihrt zu einer wichtigen Variante des Newton-Verfahrens,

zum sogenannten Broyden—Verfahren, [7]. Dabei wird die Ableitung F’ (x(k))
durch eine Matrix By angendhert und anstatt dann im nadchsten Schritt die Ma-
trix F/ (x“‘+ ”) zu bestimmen, bestimmt man einen niherungsweisen “Update”
By.1, der nur von der Richtung y'* und den Werten von F abhéngt. Aulerdem

spendiert man sich wieder eine Schrittweitensteuerung o € IR;. Insgesamt sieht
das Ganze dann folgendermafien aus:

y = B?F(x(k))

XD = Xy, d=F (x“‘*”) —F (X(k)> (7.5)
1 T
By = Bk+ﬁ(d_Bky)y .

Die Transpositionszeichen in der Update—Regel fiir By sind tatsdchlich korrekt:
Der Ubergang von By zu By,; erfolgt durch Addition einer Matrix der Form
zy', also einer Matrix vom Rang 1. Laut [52, S. 248] fiihrt man die Iterationen
nach der Regel (7.6) aus, wenn die Schrittweite «, die durch (ndherungsweise,
numerische) Losung des Minimierungsproblems**

2

(s = ), = min (< - )

200Preisfrage: Warum steht hier das Quadrat? Wer es immer noch nicht verstanden hat: Gehe
zurtick zum Anfang des Skripts, gehe nicht tiber Los, ziehe keinen Schein ein.
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ermittelt wurde, die Bedingung 1 < oy < 1 erfiillt, ansonsten berechnet man
zahneknirschend By ~ F’ (x“‘*”), entweder numerisch oder mit automatischer
Differentiation.

Der Grund fiir die Iterationsvorschrift (7.5) liegt im folgenden Modellproblem,

ein Resultat das auf Broyden [7] zuriickgeht.

Proposition 7.3 Sei F(x) = Ax +b, A € R™" und B € R™" eine beliebige Matrix.
Fiir beliebige x,x" € R" sei y :=x —x" und d := F(x) — F(x') = Ay

1
B':=B+—(d—By)y".
y'y
Dann ist

IB"—All; <[IB—All,.

Beweis: Da d = Ay, ist

T T T
Bf:BHA_B@:A@w(I_%),
Yy Yy yy

also

B'—A:(B—A)( —‘JTLT)
yly

Schreiben wir nun einen beliebigen Vektor u € R"alsu =y +z,y L z, dann ist

(B’ —A)u= (B—A)(z—y%yyggﬂ(B—A)(y—y?yw): (B—A)z

und da ||u||§ = ||y||§ + ||z||§ wegen der Orthogonalitit, ergibt sich, daf3

|(B" = A, =[(B—A)z|, <IIB—All, llzll, < 1B — All, Iull,,

also ||[B" — All, < ||IB— Al O

7.2 Das Newton-Verfahren zur Minimumsbestimmung

Beschiftigen wir uns aber nun mit unserem “Spezialfall” F = Vf und der Itera-
tionsvorschrift

X = x (M) (V2f<x(k)))_] \%i (x(k)) = x™ + oy, o = —1, (7.6)

wobei man die wie in (7.6) gewéhlte Richtung y'* als Newton—Richtung beze-

ichnet. Die Newton—Richtung mufs iibrigens keine Abstiegsrichtung sein. Trotz-

dem kann man nun Aussagen tiber (lokale) Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit
machen.
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Satz 7.4 Sei f € C*(R™) und V*f Lipschitz—stetig in einer Umgebung eines strikten
Minimums x* von f. Dann gibt es eine Umgebung U von x*, so daf$ die Iteration (7.6)
fiir alle x© € U

1. gegen x* konvergiert:

lim x¥ = x*. (7.7)
k—o0
2. quadratisch konvergiert:
||X(k+1) X
sup > (7.8)

kelNp Hx(k) — X

3. quadratisch gegen Null konvergente Gradienten liefert:

o)
sup (X )

LI S— (7.9)
keNo [[VF (x(k))Hz

Beweis: Wir setzen wieder Vf, = Vf (x(k)) und entsprechend auch V3f, und V..
Nach (7.6) ist

KO g () g (szk)_‘ Vi,
— (V2 (V2 (x = x7) = Vi + VT,
(1) (P56 0) 50+ 50

= () [P x) - [ (x ) () o

= () (v [ Ve -x) et (- x)

Nun gibt es ein > 0 und ein C > 0, so dafs fiir alle x € R™ mit |[[x — x| < b die
Abschidtzungen

und ”V2f (x)~" H <C ||V2f:]

V2 ()| < ¢ ||Vt

x® —x*|| < §, dann ist

gelten. Angenommen,

1
20 20 (k) 4%
V2, LVf(x+t(xk x))dt

ﬂ V2, — V3f (x* +t (x(k) — x)) dt

IN

Y

[/t vir(e (e ae sy o

-~
<y [[x =]
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also

IA

||X(k+1) —x*

1
V2, —J V3, dt
0

v oo

2

IN

Cy ||V2f:1

[

1
Ist nun® [[x® —x|| < (Cy [v2£. |) , dann gilt das auch fiir x*"" und die
Iteration bleibt in der “guten” Umgebung, woraus (7.8) und somit auch (7.7)
folgen. Unter Verwendung von y® = x+1 —x8) = —v2f TVf, ergibt sich dann
auch

IVficall = ||V — v+ V26 (V26 V)|

1
J V2 (x® + ty™) y dt — V2 y
0

1
< || (e ) = vencad [y < v IO <y eI vede
0
< yC|VET VAR,
was (7.9) liefert. O

7.3 Quasi—-Newton-Verfahren

Wie wir also in Satz 7.4 gesehen haben, ist das Newton—Verfahren ein “gutes”
Verfahren in dem Sinn, daf3 es lokal, aber vor allem schnell gegen eine lokale Min-
imalstelle konvergiert, was uns natiirlich nicht von der Schwierigkeit befreit, so
einen Startwert zu finden. Was in solchen Fillen oftmals hilft, ist ein sogenan-
ntes Hybridverfahren, bei dem Abstiegsmethode und Newton—Verfahren im
Wechsel ausgefiihrt werden (beispielsweise ein Schritt Abstieg, dann mehrere
Schritte Newton), in der Hoffnung, dafs das Abstiegsverfahren dafiir sorgt, dafs
man nahe genug an das Minimum kommt, bis dann letztendlich das Newton-
Verfahren “greift”. Solche Verfahren sind zwar heuristisch naheliegend und
auch gut motiviert, aber mathematisch nicht so schon zu untersuchen.

Wir wollen hier noch einmal die Idee des Broyden—Verfahrens ins Spiel
bringen, also die Frage, wie man die Berechnung von V2f, nach Moglichkeit
vermeiden kann. Dazu betrachten wir im k—-ten Schritt an der Stelle x' ein
quadratisches Modell

1 1 —
f(X(k) + y) ~ f(X(k)> +VTfky + EyTVkay ~ fk—|—VTfky + zyTBky = fk(y), (710)
f
k

wobei V2 ~ By, € R™" eine symmetrische, positiv definite®®* Matrix und Ndherung
von V?fy sein soll. Dann setzen wir wieder einmal

X = X0 4y y™ = —B,'Vfy, o € Ry,

201Hjer nehmen wir an, dafl die Konstante Cy “VZfZ ! H > 1 ist, ansonsten wire alles nur noch
einfacher.
22Wir nehmen also an, wir wiren schon nahe genug an einem strikten lokalen Minimum.
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und stellen uns anhand des ,,Modells”

— 1
fip1(y) = fror + Vifiay + ZUTBk—Hy

die Frage, wie man nun By ; wihlen sollte. Erinnern wir uns daran, dafd wir eine
Nullstelle von Vf berechnen wollen, dann kénnten wir beispielsweise fordern,
daB die lineare Naherung By der Ableitung V*f von Vf zumindest die Sekan-
tenbedingung

Bt (X0 —xM) = Vg — Vi (7.11)

erfiillt. Fiir n = 1 ist das das bereits bekannte Sekantenverfahren®® fiir f’, fiir
n > 1 reicht das aber natiirlich nicht aus, um die Matrix By, komplett festzule-

T
gen. Multiplikation von links mit (x“‘*” - x(k)) ergibt, zusammen mit der pos-
itiven Definitheit von By, dafy die Sekantenbedingung nur dann erfiillbar ist,
wenn die Kriimmungsbedingung

;
(x0D —x) (Vipy — VH) > 0 (7.12)

erfiillt ist, was sich mit der richtigen Schrittweitensteuerung erreichen 1laf3t. In
der Tat liefert die zweite Wolfe-Bedingung aus (6.21) mity = «; ' (x“‘*” — x“‘)),
dafs

;
0 < og (x N —xM) (Vs — caVHy)

T 1— !
_ c (X(kH] —X(k)) (Vs — V) + -4 (X(k+1) _X(k)) Vi
(0.6 X 3
<0
-
< & (X(k+1) —x“‘)) (Vi1 — VEi),
Kk

woraus (7.12) folgt, da y® eine Abstiegsrichtung®® und daher oy > 0 ist.

Nun bestimmt die Sekantenbedingung (7.11) aber natiirlich die Matrix By
nicht vollstindig, weswegen man sie wieder einmal als Losung eines Min-
imierungsproblems definieren kann, beispielsweise

Bii =min|B—Bdl, B=B", B(x*"—xV)=Vfi, ~Vf, (7.13)

wobei ||-|| eine beliebige Matrixnorm sein kann —und in der Tat liefert verschiedene
Normen auch verschiedene Quasi—-Newton—Verfahren, wie man diese Fami-
lie von Iterationsverfahren auch nennt. Eine beliebte Wahl ist eine gewichtete
Frobenius—-Norm?® der Form

1Al = [W2AW2 L, [IAIR = trace (ATA) = D af, (7.14)

]vk:1

28Zumal alle 1 x 1-Matrizen immer und automatisch symmetrisch sind.

204GchlieBlich ist ja Bxy®) = Vfy und im quadratischen Fall ist das sogar der direkte Weg zum
Minimum.

205Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917, promovierte bei Weierstrass und wurde 1874 ohne
Habilitation in Berlin zum Professor ernannt. Wichtige Beitrdge zur Darstellungstheorie von
Gruppen (hat ja auch einiges mit Matrizen zu tun), insbesondere Entwicklung der Charakteren—
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wobei die Gewichtsmatrix W € R™" symmetrisch und positiv semidefinit
sein muf3, denn dann ist die (positive) Wurzel W'/ wohldefiniert als diejenige
symmetrische, positiv definite Matrix B, die B? = W erfiillt.

Ubung 7.1 Zeigen Sie:

1. Zu jeder symmetrischen positiv semidefiniten Matrix W gibt es eine ein-
deutige symmetrische positiv semidefinite Matrix B = W2, so da8 W =
B? ist.

2. Fir A € R™" ist

¢

Bei geeigneter Wahl von W (als eine gemittelte Hessematrix) so daf3 WE, =
Mk, mit & = x®V — x und ny := VA1 — VA, ergibt sich dann die folgende
Update—Regel aus [39, S. 196]

ﬂkE{)B (I Ekﬂl) ﬂkﬂ{ (7.15)
k - .

Brer (I &k &k nlék’
die 1959 von Davidon vorgeschlagen [14, 15], aber vor allem von Fletcher und
Powell (unabhéngig) untersucht und popularisiert wurde, weswegen man sie
als DFP-Methode bezeichnet.

Anstelle mit By zu rechnen und in jedem Iterationsschritt das Gleichungssys-
tem Byy® = —Vf, 16sen zu miissen, kann man auch direkt mit B? := Hy rechnen
und nun das Minimierungsproblem

Hio =min[[H—Hdl,  H=H", H(Vfi, —Vfi) =x"" —x¥, (716

16sen, was zur Update—Regel

Ekn{) H (I T E{) N Exéy 717)

Hk 1= (I —
" My & M) Mpée
fihrt, in der, wegen des Ubergangs zur Inversen, die Rollen von &, und 1y
vertauscht sind. Das damit verbundene Verfahren bezeichnet man nach seinen
,Vitern” Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno®® als BFGS-Verfahren.

Theorie. Eine interessante Bemerkung tiber Frobenius ist:

For Frobenius, conceptual argumentation played a somewhat secondary role. Although he
argued in a comparatively abstract setting, abstraction was not an end in itself.

Dariiberhinaus konnte er den ,neuen mathematischen Stil” aus Gottingen (verkorpert durch
Klein und Lie) ganz und gar nicht ausstehen ...

206Das Literaturverzeichnis von [39] legt nahe, daf sie das Verfahren nicht gemeinsam sondern
aufeinander aufbauend oder in Konkurrenz oder unabhéngig oder wie auch immer entwickelt
haben.
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Man kann nun auch, ausgehend von (7.15) eine inverse Regel fiir die Updates
der entsprechenden Hy im DFP-Verfahren, beziehungsweise, ausgehend von
(7.17), eine primédre Regel zur Bestimmung von By,; aus By fiir das BFGS-
Verfahren aufstellen. Das geht ganz einfach unter Verwendung des folgenden
Resultats.

Lemma 7.5 (,Sherman-Morrison-Woodbury-Formel”) 2%

Fiir eine nichtsingulidre Matrix A € R™™ und x,y € R" ist

A—] XyTA—]

(o) =27 TR

(7.18)

Ubung 7.2 Beweisen Sie (7.18) (durch Ausmultiplizieren)?® und charakter-
isieren Sie, wann A + xy' invertierbar ist. o

Ubung 7.3 Zeigen Sie, daf die zu (7.17) d4quivalente Update-Regel sich als

Hi& EFHE min,
& HE Ak

schreiben 1413t. o

(7.19)

Hi1 = Hy —

Wir werden uns nun mit Konvergenzeigenschaften des BEGS—Verfahrens befassen,
die man unter gewissen (lokalen) Bedingungen auch tatsdchlich beweisen kann.

Satz 7.6 Sei f € C? (R™) und sei x'°) so gewihlt, daf3
Q= {x eR" : f(x) < f(x(‘”)}
konvex ist und es Konstanten 0 < m < M gibt, so daf$
miyl; <y' V)Y <Myl xeQ. (7.20)

Dann konvergiert die Folge

(k+1)

X = X0 oo y®™, y®W = —H VE,  keN,

unter Beachtung der Wolfe-Bedingungen oder der Powell-Bedingungen und unter
Verwendung der Update—Regel (7.17) gegen ein Minimum x* von f.

Bemerkung 7.7 Die Bedingung (7.20) bedeutet, dafl die Funktion f auf der gesamten
Niveaumenge gleichmiif3ig strikt konvex (oder auch stark konvex) ist. Das ist
natiirlich ziemlich viel verlangt und eine Bedingung fiir ein striktes lokales Mini-
mum, das, wenn man den Einstiegswert niedrig genug wihlt, dann aber auch gefunden
wird.

27Normalerweise sollte man sehr skeptisch bei allem sein, was den Namen von mehr als zwei
Personen trdgt ...
28Drei Namen und ein fast trivialer Beweis.
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Fiir den Beweis von Satz 7.6 brauchen wir zuerst eine kleine Hilfsaussage aus
der linearen Algebra.

Lemma 7.8 Seien x,y,u,v € R™ Dann ist
det(I +uv' + xyT) = (1 + uTv) (1 + xTy) — (VTX) (uTy) : (7.21)

Beweis: Beginnen wir mit dem Fall x = 0 oder y = 0. Dazu seien wy,...,wy
linear unabhidngige Vektoren, die senkrecht auf v stehen, dann ist

(I + uvT)wj =wj +uv'

wj = Wj = Ajwj, j=2,...,1n,
=0
sowie
(I + uvT)u =u+ (vTu)u = (1 + uTv)u =AU,

womit wie alle Eigenwerte und Eigenvektoren identifiziert haben und da die
Determinante das Produkt der Eigenvektoren ist, erhalten wir, daf3

n

det (I —|—uvT) = H?\j =14+u'v.
=1

Nun nehmen wir an, dafs v und y linear unabhéngig sind, denn ansonsten
konnten wir das auf den einfachen Fall zuriickfiithren, den wir gerade erledigt
haben. Nun wahlen wir ws, ..., w, senkrecht zu v und y, was uns sofort

(I—I—uvT—i—xyT)wj:wj, j=3,...,n
liefert und da
(I +uv' + xyT)x = (1 + xTy)x + (vTx)u
(I +uv' + xyT)u = (uTy)x + (1 + vTu)u

ist, ergibt sich fiir die ersten beiden Eigenwerte A; und A, daf3

M = det[ T v ] = (1) (14 uT) — (v) ('),

woraus (7.21) unmittelbar folgt. O

Beweis von Satz 7.6: Wie die Verwendung der Wolfe-Bedingungen ja nahelegt,
wollen wir Satz 6.19 verwenden - zu diesem Zweck miissen wir aber die Winkel
zwischen Gradienten und Abstiegsrichtungen in den Griff bekommen.

Da

1 1
Mk = Vi — Vi = J V (Vf) (X(k) + tﬂk) Edt = J V2 (x¢) & dt = Gy &,
0 —— 0

=Xt
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ist wegen der Annahme (7.20)

! El
ah:[ EVAH(x) & dt>ml&ll = me= 2 s,
A S — & Ex
>mllExll
sowie

2"V (x¢) z dt < M.

e &G (VGE) Gi(VGiE) J‘
CUnlE TGE T (o) (Vo) e
Schreiben wir (7.19) in

(Biéx) (Bi&)' n ey _sli_ & (Bi&)'  B'mag
£ Bréx e EBiE] M

0

Byi1 =B — ) (7.22)

um und beriicksichtigen wir, daf trace (xx") = ||x||§ ist, dann erhalten wir, daf3

IBiidly |, Iinelly _ IBLExl:
E B &imk EIBLEL

Die zweite Identitét in (7.22) und Lemma 7.8 liefern aufserdem, dafs

&{Bkék)(] _’_T\{B]:]T]k] —& Mk E.{BkB;]T]k)

trace By, = trace By — trace By — + M.  (7.23)

detBy, = detB((]

& Bk el | &BiE &k
~—_—
=0
.
= 2 et (7.24)
akBkék
Schreiben wir 0y fiir den Winkel zwischen &, und B &, also
&) By &x

cosOy = ———————

T NEL Bl

so erhalten wir fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (7.23), daf3

IBibilly _ IButally €y &Beb _ &Bb By 7.25)

. . : ,
BBkt (gBeg) l&dl & cos?@  cos” O

wobei By = II(EkIIE2 (&{Bkik) eine Zahl ist, die nach unten durch den klein-

sten”” Eigenwert von By und nach oben durch den groften Eigenwert von
By beschrankt ist. Damit liefert auch (7.24), daf3

1 lnk My
detBy, 1 = — det By = — detBy. 7.26
B T B (7:20)
\v/
=my

209 Aber immer noch positiven!
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Zu einer symmetrischen, positiv (semi-)definiten Matrix B € R™™" mit Eigen-
werten 0 < A; < --- < A, betrachten wir nun die Funktion

P(B) := trace B —logdetB = Z?\j —log(H Aj] = Z (A; —logAj) > 0,
=1

j=1 j=1

dalogt < tist fiir t > 0. Mit (7.23), (7.24), (7.25) und (7.26) sowie Ubung 7.4
erhalten wir somit, dafs

B
S2 Gk

0 < VP (Byy) =traceBy — - + My — log det By — log %
K

= P (By) — Bke + My — log my + log B
By B
= 1|)(Bk)+(Mk—10gmk—1)+(1—Coszek+log 20, )+logcosze1<
B )8
< P (By)+ (M —logm—1) + (1 o2 0, +log o2 0, +log cos” 0y

<0
P (By) + (M —logm —1) —I—logcos2 Ox
P (Brg)+2 (M —logm—1) + logcos2 Or_1 —I—logcos2 0y

IA A

k
P (B)+k(M—logm—1) +Zlogcoszej,

IN

und indem wir die Schranken m und M hinreichend klein bzw. grofs wihlen,
konnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf M —logm — 1 > 0 ist.

Und damit bekommen wir schliefSlich unsere Winkel 0, in den Griff: Ware
namlich

klim cosB, =0 = klim cos?0, =0 = klim log cos’ 0y = —00,
also auch

K
lim (logcos2 0; + (M —logm — 1)) = —00,

k—o0 >
j=
dann erhielten wir den Widerspruch

OS&i_}rgotl)(BkH):lb( + lim Z(logcos 0+ (M —logm—1)):—oo.

k—o0

=—00
Also gibt es zumindest eine Teilfolge x), j € IN,, die gegen ein Minimum
konvergiert, aber wegen der starken Konvexitidt der Funktion f bleibt dann auch
der gesamten Folge nichts anderes iibrig, als zu konvergieren. |

Ubung 7.4 Zeigen Sie: Fiir jedes t > 0 gilt logt < t — 1 mit Gleichheit genau
dann, wenn t = 1 ist. S
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Bemerkung 7.9 1. Nach[39]lift sich dieser Beweis fiir BEGS mit Powell-Schrittweiten®!°
auf eine ganze Klasse von Verfahren, die sogenannte Broyden—Klasse ausdehnen,
funktioniert aber nicht fiir das DFP-Verfahren.

2. Man kann auch zeigen®'!, dafl das BFGS—Verfahren superlinear konvergiert,
wenn die zweite Ableitung Lipschitz—stetig ist. Genauer: es ist

“x(kH) — X
lim

k—o0 Hx(k) —x*

2100der ,,Wolfe-Schrittweiten”.
21Mit noch etwas sorgfiltigerer Rechnerei, siehe [39, S. 214-218].
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Strafen heif$t, absichtlich ein Ubel
zuzufiigen. Wer in diesem Sinne
strafen will, mufS sich eines hoheren
Auftrags zuversichtlich bewufst sein.

Gustav Radbruch

Strafterme und Barrieren

Wir kehren jetzt nochmal zu der in Kapitel 6 bereits erwdhnten Idee zuriick,
restringierte Optimierungsprobleme dadurch zu behandeln, daff man sie in ein
oder mehrere unrestringierte Approximationsprobleme umwandelt, bei denen
die Verletzung der Nebenbedingungen als Bestandteil der Zielfunktion aufge-
fasst wird. Dabei betrachten wir das restringierte Optimierungsproblem

min f(x), g(x) =0, g : R"— R™, (8.1)
bzw., wenn wir auch Ungleichungsbedingungen zulassen wollen,
min f(x), g(x) =0, h(x)=0, g,h : R"— R™ (8.2)

mit den stetigen Nebenbedingungsfunktionen?'? g und h fiir die Gleichheits- und
Ungleichungsbedingungen. Um nicht in Existenznote beziiglich des Minimums
zu kommen nehmen wir aufSerdem an, dafs der zulédssige Bereich

{xeR" : g(x) =0} bzw. {xeR™ : g(x) =0, h(x) >0}

kompakt sein soll.
Die Idee hinter den Straftermen und Barrieren besteht nun darin, anstelle von
f eine Funktion x +— fg(x) := f(x) + ® (g(x), h(x)) zu minimieren, wobei man
natiirlich @ : R*™ — R so wihlen sollte, daf fo einfach zu berechnen und einfach
zu minimieren ist.

8.1 AQuadratische Strafterme

Fir f : R* — R und Nebenbedingungen g und h definiert man die quadratis-
che Straffunktion?® Q : R* xR, — Rals

1 2 1 —
Qxw) = f(x) + 5o lgf, = £(x) + o ; g7 (x) (8.3)

212Daf beide als Wert m~Vektoren haben, ist keine Einschrankung! Wir brauchen den Restrik-
tionstyp, der aus weniger Nebenbedingungen besteht, durch Einfithrung von Bedingungen des
Typs “0 = 0” oder “0 > 0”, also durch g; = 0 oder h; = 0 aufzufiillen.

2I3Englisch: penalty function.
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beziehungsweise
1 1
Qx W) =)+ (Hg(x)||§ + ||h_(x)||§) = f+3; ; g} (x)+(hy)? (x), (84)
wobei 1 . .
— —(y— _ ) y =0,
y-=50y Iyl)—{y) < 0.

Allerdings hat (8.4) im Vergleich zu (8.3) einen wesentlichen Nachteil: Die Funk-
tion x + x_ ist nicht mehr differenzierbar und so kann die Differenzierbarkeit-
sordnung von Q geringer sein als die von f, g und h.

Zur Bestimmung des restringierten Minimums wéhlt man nun eine positive
Nullfolge py € Ry, k € N, . — 0, k — oo und minimiert** Q (x, p) beziiglich
x, bis man eine Ndherungslosung x* gefunden hat, die

tiir vorgegebene Toleranzen Ty > 0, k € IN, erfiillt. Je kleiner nun py wird, desto
weniger darf die Ndherungslosung die Nebenbedingungen verletzen und so
besteht die Hoffnung, dafl x*) — x* fiir k — oo, wobei

V.Q (i x|, < (85)

1. x* eine Minimalstelle von f ist.
2. x" ein (ndherungsweise) zuldssiger Punkt ist:

gx’)~0 und h(x')>—e, ¢~0.

Und diese Hoffnung besteht zu Recht.

Proposition 8.1 Sei y, k € N, eine positive Nullfolge und seien x'¥, k € N, die
Minimallosungen von Q(x(k), uk) aus (8.4). Dann ist jeder Hiufungspunkt x* der
Folge x) eine Losung von (8.1).

Beweis: Seix eine globale Losung von (8.2), das heifit,
f(x) < f(x), X €ZyNZy Z,={x"eR" : ¢ (x')=0}.

Insbesondere ist also X ein zuldssiger Punkt, der g (x) = h_(x) = 0 erfiillt.
Nach der Definition der x¥ als Minimalldsungen des modifizierten Problems
ist aufSerdem fiir k € IN

2

F(x9) + ZLW(HQ(X(M)“}Hh(xm)Hz)zq(XM,u)sQ(sz,m

— 1 — — —~
= @+ 5 (le P+ [ @) =0,

=0 =0

214Mit einem der Verfahren zur unrestringierten Optimierung aus den vorherigen Kapiteln.
Oder natiirlich mit etwas besserem ...
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also ) )
o (N + e ()] = 21 (150 — £ (). (8.6)

Sei nun x* ein Hidufungspunkt, d.h., es gibt eine Folge k;, so dafs

X" = lim x(5),
Jj—00

Wegen der Stetigkeit von g und h, der Stetigkeit der Norm und (8.6) ergibt siche

eIl = (fo ) + - ()

lg (x7)

< fm2 g, (10 () =0
—0 SF(R)—f(x*)

weswegen X' € Z, ein zuldssiger Punkt ist. Und da

. . . . . 1 NI AN &
f(x) = jlgglo f(x(m) < jlgglo f(x(kl)) + T, (”9 (X(k]))“z + Hh, (x(k1))H2)
< (¥
ist, bleibt x* auch gar nichts anderes tibrig, als Minimallosung zu sein. m|

Auch fiir die Penalty-Methode kann man wieder die Konvergenz gegen einen
stationdren Punkt beweisen, allerdings miissen wir jetzt wieder die Nebenbe-
dingungen berticksichtigen. Und das erinnert uns deutlich an die verallge-
meinerten Lagrange-Multiplikatoren aus Satz 5.13, deren Existenz uns eine
notwendige®® Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Minimums geliefert hat
— ganz genau wie die Forderung Vf = 0. Trotzdem kann man fiir die Penalty—
Methode einen Konvergenzbeweis fithren, was wir allerdings nur fiir Probleme
der Form (8.1), also ohne Verwendung von Ungleichungsnebenbedingungen
tun werden.

Satz 8.2 Sei g € C' (R") und seien w und 7, k € IN, positive Nullfolgen und sei
X" ein Hiufungspunkt der Folge x'¥), die (8.5) erfiillt. Sind die Gradienten Vg; (x*),

j =1,...,m, linear unabhingig, dann gibt es einen Vektor A € R", so daf
Vf(x)—=Vg(x)A=0 (8.7)
ist, und es ist
K
A= lim 9 (i )), X' = lim x4, (8.8)

Bemerkung 8.3 1. Die Forderung, daf$ die Gradienten Vg; : R™ — R" linear un-
abhiingig sind, setzt natiirlich voraus, daf m < n ist; zu viele Nebenbedingungen
diirfen wir also nicht haben.

215Und nicht unbedingt hinreichende!
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2. Daf$ auch die 7y eine Nullfolge bilden miissen, ist ziemlich naheliegend, denn
ansonsten sind die Losungen x™ auch keine hinreichend guten Minimallosungen
des modifizierten Problems im k—ten Schritt.

3. Die Gleichung (8.7), also der Lagrange—Multiplikator, ist nichts anderes als
(56.9) aus Satz 5.13. Da (5.10) trivialerweise erfiillt ist — schliefSlich gibt es ja
h = 0 —ist also die einzige Bedingung aus Satz 5.13, um die wir uns herumge-
mogelt haben, die Bedingung (5.8) an die Kegel, und die interessiert sowieso
niemanden®'®.

Beweis: Bildet man von (8.3) den Gradient beziiglich x, dann ergibt sich
ViQ (x, 1) x)+ — Z g;(x) Vgj(x (8.9)

was zusammen mit (8.5) die Bedingung?"”

T > ‘ (X(k), Hk)” = ||Vf (x(k)) + i i gi (x(k)) Vg (x(k))
=1
> 1 i gj (x(k)) Vg; (x“‘)) — HVf (x“‘))“,
k(95
also
Y g (x¥) vy (x| < e (Tk + HVf )H) (8.10)
=1

liefert. Wegen der Stetigkeit aller beteiligten Grofien ist somit

> () va et

lim uk Tk +HVf H =
N

]HOO

m

Z VQJ

= lim
]—)OO

IA

—0
—0 —>Vf

und die lineare Unabhingigkeit der Vg; (x*) liefert, daf3
g (x') =0, j=1,...,m, (8.11)

und somit ist X zuldssig. Mit A*) = —--¢g (x(k)) € R™ ergibt sich aus (8.9), daf

V.Q (Y, ) = Vi, — Vg AM, Vg i=[Vg(x¥) : j=1,...,m| e R™™,

2160der, um es vornehmer zu formulieren: Diese Bedingung wird in der Praxis meist nicht
verifiziert.

ZI7Hier ist sie wieder, die ebenso niitzliche wie weitgehend unbekannte Dreiecksungleichung
nach unten.
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und da

[Vfi — Vg A (x™, uk)“ <1 — 0

ist, dann miissen wir aus Stetigkeitsgriinden zeigen, dal A* = limy_,,, A ex-
istiert. Da Vg (x*) vollen Rang m hat, gilt dies fiir hinreichend grofSes k auch ftir
Vg und deswegen ist V'giVgr € R™™ invertierbar, wenn nur k hinreichend
grofs gewdhlt ist. Nun ist dann

VoA = Vi —V,.Q(x¥, 1) = Vg Vg A =V gy (Vi — V,Q (x), )

und somit, fiir hinreichend grofies k,

1
A9 =(VTgeVai) Vg (Vi — ViQ (x™, 1)), (8.12)

— N, —

—(VTg.Vg,) ™ AR ) —0
also »

N =lim AN = (V'g.Vg.)  V'g. VA,
j—o0

was einen wohldefinierten Multiplikator ergibt. m|

Allerdings gibt es ein kleines Problem, und zwar ein numerisches Problem
bei der Bestimmung der ndherungsweisen Minima x¥). Dazu nehmen wir der
Einfachheit an, dafs h = 0 ist, daf’ also die Nebenbedingungen ausschliefSlich in
Gleichungsform vorliegen, und bilden einmal die Hessematrix

VIQ(x,) = X)+~ Zg] X Vgi(x) [ = V() + - 3 ¥ (gi0x) Vi x)
j=1
1 m
— V(x ;Z(Vg] x) VTgj(x) + g;(x) Vg5 (x))
_ vzf(x)+:;Vg(x)ng(x)+Zgjff)vzgj(x), (8.13)
j=1

die ja bei den meisten Verfahren eine ziemlich entscheidende Rolle gespielt hat.
Sei nun x* die Optimallgsung fiir ein vorgegebenes i > 0 und A = —g (x") /y,
dann ist fiir x ~ x*

1
Ay = V2Q(x,u) = VA(x) + Vg Z?\Vzg]

= V? (f — )\Tg> (x) + 1;Vg(x)VTg(x).

Da fiir eine verniinftige Konvergenz m < n sein muf3, siehe Satz 8.2, und im
Normalfall sogar m < n sein wird, hat die symmetrische Matrix A, gerade
n — m Eigenvektoren und Eigenwerte 1;, j = m + 1,...,n, die nicht von p
abhingen, namlich diejenigen Vektoren, die zu (V'g(x))" ¢ R" gehéren, und
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m Eigenvektoren zu Figenwerten der Form n; = le' /u,j = 1,...,m, die fur
n — O beliebig grofs werden konnen, fiir p — 0 sind die Hessematrizen also
beliebig schlecht konditioniert! Und das hat natiirlich Auswirkungen, wenn
man Gleichungssysteme der Form

Q1) = T, u),

beispielsweise beim Newton-Verfahren, 16sen will. Gliicklicherweise ist das
aber beim Newton—Verfahren nun gerade wieder nicht so schlimm: setzen wir
namlich

z:=p'Vig(x)y

und verwenden wir (8.13), dann erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem

Z X J y+ Vg( ) - _VXQ (X» H)
Vigx)y—pz = 0,
also .
+ Z 9)(7( VZ vg(x) y B _VxQ (X, H)
- K z | 0
Vig(x) —pl

und diese Matrix ist nun wieder gut konditioniert und somit das Gleichungssys-
tem numerisch stabil 16sbar.

8.2 Logarithmische Barrieren

Barrieren sind eine gute Methode fiir restringierte Optimierungsprobleme, die
nur durch Ungleichungen beschrénkt sind?'®, also Probleme der Form

min f(x), h(x) >0, h:R" — R™, (8.14)
mit mindestens stetigem h. Dabei setzen wir
Q:={xeR" : h(x) >0} sowie Q" :={xeR" : h(x) >0}

und nehmen an, dafs Q* # 0, dafd also mindestens ein echter innerer Punkt von
Q) existiert.
Ubung 8.1 Zeigen Sie: Q* C Q°, aber Gleichheit gilt im allgemeinen nicht?'?. ¢

Definition 8.4 Sei O C R™ wie oben. Eine Funktion ¢ : Q — R heifit Distanz-
funktion fiir QO, wenn

1. o(x) >0,xe Q.

218Tm Kontext der Lagrange-Multiplikatoren sind das sogar eher die ,bosen” Probleme.
29Die inneren Punkte sind also nicht unbedingt dasselbe wie die Punkte im Inneren.



8.2 Logarithmische Barrieren 151

2. p(x)=0,x€0'Q:=0\ Q"

3. fiirx,x" € Q
h(x) >h({x') = ¢ >dK)

gilt.

Die letzte Bedingung in der obigen Definition bedeutet, dafs ¢ den Abstand
vom Rand im Sinne der Nebenbedingungen misst und dafs ¢ umso grofier ist,
je ,besser” die Nebenbedingungen erfiillt sind.

Beispiel 8.5 Die natiirliche Distanzfunktion zu der Nebenbedingungsfunktion h ist
die Funktion

Eine Barrierefunktion fiir O ist nun eine moglichst glatte Funktion{ : Q* — R
mit der Eigenschaft, daf3
P(x) < oo, xeQ° und lim P(x) = oo.
x—8Q
Verwendet man ndamlich so eine Barrierefunktion als Strafterm, dann wird bei
der Minimumssuche fiir f + 1, ausgehend von einem Startwert x'© € Q" der

strikt zulissige Bereich Q" nie verlassen werden, insbesondere, wenn man
auflerhalb von Q glatt mit 1 = oo fortsetzt.

Beispiel 8.6 Die natiirliche Barrierefunktion zu einer Distanzfunktion ¢ ist die
logarithmische Barrierefunktion \p = —log ¢, das heifst

P = —log dn = —lothj = —Zloghj.
j=1 j=1

Ist auflerdem
o :=sup (x) < oo,
x€Q
dann kann man & durch o' ersetzen und die zugehorige Barrierefunktion \p =
log o« — log ¢ wiire sogar nichtnegativ.

Wie vorher mit den quadratischen Straftermen betrachtet man auch jetzt wieder
ein modifiziertes Optimierungsproblem, ndmlich

minP (x,y) = f(x) =y log pun(x) = f(x) =y }_logh;, ~ vy>0, (815
=1

und laf3t dann y schon langsam gegen Null gehen. Dabei erzeugt man immer
eine Folge von strikten inneren Punkten, denn die Funktion ¢ nimmt ja nur auf
Q" endliche Werte an?’. Die Vorgehensweise ist nun wieder wie vorher bei den
Straftermen.

20Unter Verwendung der Konvention log t = —oo fiir t < 0.
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Algorithmus 8.7 Gegeben: Funktionf € C' (R"), Nebenbedingungenh € C' (R™)™.
1. Wihle Y1, T1 € R,
2. Fiirk=1,2...

(a) Bestimme x*) € R™, so dafs

Yit1 € (0,v), T € (0,T) .

V.P (x“‘),yk)H < T (8.16)

(b) Wiihle

Ergebnis: Folge x!¥), die (hoffentlich) gegen ein Minimum konvergiert.

Eine Konvergenzanalyse solcher Barrierefunktionen ist haarig und aufwendig,
so dafs wir sie uns schenken. Allerdings erkennt man ganz gut, warum die Sache
so problematisch ist. Sehen wir uns ndmlich die notwendige Voraussetzung fiir
ein Minimum von P (x,y) an, also

n

0=V,P(x,y) =Vf(x)—vy ZVIogh,-(x) = Vf(x) — Z }Jx)vm(x),
j=1 j=1

dann ist, weil x € Q" ist,

Y
hy(x)

ein guter Kandidat fiir den , Ungleichungsmultiplikator” aus Satz 5.13, denn
schlief3lich ist ja

nw:=pu" = j=1,...,m|eRY

VE(x) — [Vh; jz],...,mlu:O;

=Vh

Allerdings folgt aus der Definition von u”, dafs

m

T _ , Y _
u'h(x) = ;m(x)w) my

und damit ist die Bedingung (5.10) aus Satz 5.13 leider nicht erfiillt. Na gut,
wenn y — 0 geht, dann wird das besser und besser, aber dann muf$ halt auch

v
hy (xv)’

existieren. Das ist kein wirkliches Problem, wenn x* = limx in Q" liegt, aber
wenn das Minimum an einem Randpunkt angenommen wird, dann braucht
man weitere Bedingungen an die Nebenbedingungen und die Funktion f, um
Konvergenz beweisen zu konnen.

u}‘:limpq: j=1,...,m.

v—0
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8.3 Erweiterte Lagrange—Multiplikatoren

Als letztes Beispiel betrachten wir eine Methode, die sich in praktischen Anwen-
dungen besonders gut bewédhrt hat, ndmlich die augmented Lagrangian, was
man als erginzte Lagrange—Multiplikatoren oder erweiterte Lagrange—Multiplikatoren
ubersetzen konnte; wer wirklich verstanden werden mochtes, sollte aber vielle-
icht den englischen Begriff wiahlen. Auch wenn man Ungleichungsnebenbe-
dingungen in diesen Rahmen integrieren konnte, wollen wir??! uns nur auf
Gleichungen beschrianken, also ein Optimierungsproblem der Form

min f(x), g(x) =0, (8.17)

zu 16sen versuchen. Die Hilfsfunktion, die wir jetzt betrachten wollen, hat die
Form

Lhﬂ»@zﬂﬂ—“hh%+iﬂﬁﬂm’ (8.18)

wobei man sich unter A eine Ndherung fiir den Lagrange-Multiplikator vorzustellen
hat—-man ,mischt” also sozusagen Lagrange-Multiplikatoren mit quadratischen
Straftermen. Der Name ,erweiterte Lagrange-Funktion” stammt tibrigens da-
her, dafd man die Funktion L(x,A) = f(x) —ATg(x) auch manchmal als Lagrange—
Funktion bezeichnet’”2. Mit den schon wohlbekannten Rechnungen ergibt sich
dann sofort, dafs

WLuA»o=VHm—vmmx+&vmmgmL (8.19)

und ist x* nun eine Minimallésung von (8.18), insbesondere also x* € Z4, dann
ist

0=ViL(x",A,pu) = Vf(x') = Vg (x') A+ &VQ (x") g(x7) = VFf(x) = Vg (x) A,

=0

A wire also ein Lagrange-Multiplikator fiir f. Haben wir hingegen einen un-
zuldssigen, ndherungsweisen Minimalwert x des unrestringierten Hilfsprob-
lems (8.18) gefunden, dann ist also, unter Verwendung von (8.19),

ONVXL(;Z)}\)H‘) =Vf(3<\)—V96<\)(7\—llL9(’7a)»

also ist —
A=A M
n
eine gute Schitzung fiir den Lagrange-Multiplikator. Und das kénnen wir auch

schon wieder als Basis fiir ein iteratives Verfahren nehmen.

221Schon der Einfachheit halber, ansonsten siehe [39, S. 516-518].

22Um die Verwirrung zu komplettieren: Im Zusammenhang mit der Lagrange-Interpolation,
das ist, im Gegensatz zur Hermite-Interpolation, bei der auch Ableitungen interpoliert werden,
die Interpolation von Funktionswerten an vorgegebenen Stellen, verwendet man den Begriff
“Lagrange-Funktion” gerne fiir eine Funktion, die an einem der Interpolationspunkte den Wert
1, an allen anderen Interpolationspunkten aber den Wert 0 hat.
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Algorithmus 8.8 Gegeben: Zielfunktion f € C' (R™) und Gleichungsnebenbedin-
gungen g € C' (R™)™.

1. Wiihle
ANMeR™,  t,meR,

2. Fiirk=1,2,...

(a) Bestimme x') € R™, so daf8

VoL (90 )| <

(b) Setze
(k)
)\kJr] — }\k o g (X )
299
(c) Wiihle
tiet1 € (0, ), Tr1 € (0,m) .

Im Gegensatz zu den einfacheren quadratischen Straftermen besteht der Reiz
dieser Methode darin, das man p nicht beliebig verkleinern muf3, sondern dafs
es einen Wert [i gibt, so daff man fiir alle u < fi bei einem lokalen Minimum
landet — das ldat auf ein sinnvolles Terminieren des Verfahrens nach endlich
vielen Schritten hoffen.

Satz 8.9 Fiir f € C* (R") und g € C* (R™)™ sei x* € Z, eine lokale Losung von (8.17)
und N* der zugehorige Multiplikator. Auflerdem seien die Spalten von Vg (x*) linear
unabhiingig*® und es sei

YTV Ny =y V2 (F—g"A) (X)) y >0, Vig(x)y=0, y=#0.
(8.20)
Dann gibt es einen Wert i > 0, so daf$ fiir alle w < {i der Punkt x* ein striktes lokales
Minimum von L (-, \*, w) ist.

Bemerkung 8.10 Die Bedingung (8.20) ist eine hinreichende Bedingung zweiter
Ordnung fiir das Vorliegen eines Minimums unter Nebenbedingungen. Fiir Details
siehe [39, Theorem 12.6, S. 345].

Definition 8.11 Sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Wir schreiben A > 0 wenn
A positiv semidefinit ist und A > 0, wenn A strikt positiv definit ist.

Beweis: Wir werden zeigen, dafs
VLA, u) =0 und  VAL(x5A%u) >0 (8.21)

ist; nach Proposition 6.2 ist dann x* ein striktes lokales Minimum von L (-, A*, p).

2231\7ie in Satz 8.2, das heifdt also auch wieder, daff m < n ist.
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Der erste Teil von (8.21) ist einfach: Da x* € Z; und da A" als Lagrange-
Multiplikator die Bedingung Vf (x*) — Vg (x*) A* = 0 erfillt, ist nach (8.19)

1
ViL(x"\A'yu) = Vf(x') = Vg (x') A +=Vg (x’) g(x') =0
) ™ H Y

und zwar sogar unabhiingig von L.
Interessanter wird natiirlich die Sache mit der zweiten Ableitung. Da

= V()= Y A VPgi(x) + Z( x) + Vgi(x) VTg;(x))
j=1 j=1

VELOGA) 5 3 (9100 Vigix) + Vi) Vi),

=1

1
w

ist wegen x* € Zy dann

2 % % 2 T * 2 * * Vg*VTg*
ViL (x5 A1) = ViL (X, A) + — ZVg] ng(x):VXL(X,?\)—f—T.
] 1
(8.22)
Da2
R" =kerV'g*® Vg.R™

ist, kdnnen wir also nun ein beliebiges 0 # y € R™ als
y=v+Vgw=v+w, Vig'v=0, veR"Y weR™

schreiben und es ist, mit (8.22)

T Vz * * _ T 2 * * Vg*ng*

y VLA )y = (v+ Vgaw) [ VIL (X, A7) A (v+Vg.w)
= VIVAL (x,A) v+ 20" VAL (x, A") Vg.w + Vg w V2L (x*,A") Vg. w
1

—|——(VTVg* Vigv+2vVg' Vig'Vg' w4+ w'Vig'Vg' V' g'Vg* w)

18
=0 =0 =0

. [v7g.vg. ],
= VI VAL (x, A) v+ 2TVAL (x, A1) W'+ wt VIL (A W — ———=
u
Nach der Voraussetzung (8.20) ist nun
VIVIL(xA) v A, A >0,
sowie

VIVIL (X", A7) w

v

— |vTViL (x",A") w

(.

yL (x5 A7)

=B

v

—B [Vl wll,, B >0,

224Gpllte aus der linearen Algebra bekannt sein!
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und

w T VIL (X", A) w* > — ||[V'g. ViL (x', ") Vg.

=C

Wi =—Clwlk, C>o0.

|

Da die Matrix Vg. den Maximalrang m hat ist auerdem V'g.Vg. strikt positiv
definit, weswegen

IV'g.Vg. | =D IwlZ, D >0,

ist. Somit ist

s B B? D B2
y' VILO, A W) y zA@wﬂﬁzwmwm+KﬂMQ+mWiE—C——)

A
B 2 D B?
= A (- 2 ) (2 - - B,
>0
was > 0 ist, sobald D
W<H=CTBA

ist. Auflerdem gilt fiir jedes solche u < fi, daf3
y' VAL (x, A\ u) y =0 N v=0, w=0.

O

Bei der wirklichen praktischen Implementierung im Optimierungspaket LANCELOT
von Conn, Gould und Toint [9] betrachtet man lokalisierte Probleme der Form

min f(x), gx)=0, a<x<b, abeR"

die mit einem geeigneten Iterationsverfahren und Updateregeln fiir die Mul-
tiplikatoren, Toleranzen und Strafparameter (das 1) behandelt werden, wobei
eine Unmenge von Details berticksichtigt und aufeinander abgestimmt werden
muissen. Fiir eine erste Idee siehe [39, S. 522-523].
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Denn viel grofires Vertrauen mufs
immer erwecken, was selber
Unabhingig von andrem den Irrtum
schliagt mit der Wahrheit.

Lukrez, Uber die Natur der Dinge

Trust—Region—Verfahren

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einer anderen Familie von Methoden
zur unrestringierten Optimierung, bei der ein quadratisches Modell der Zielfunk-
tion optimiert wird, aber nur Schrittweiten innerhalb eines Bereiches zugelassen
werden, auf der das quadratische Modell die Zielfunktion auch halbwegs zu-
verldssig annédhert, der sogenannten Trust Region.

9.1 AQuadratische Modelle und wem man wo wie vertraut

Wir approximieren wieder einmal die Zielfunktion f lokal um x € R™ durch ein
quadratisches Modell der Form

1
fx+y)~qly) :f+gTy+§yTBy, feR, geR", Be R™", BT =B,
9.1)
bzw.

1
f(x(k) +‘J) ~ qily) = fi+ gyy + EUTBk%

wenn wir iterative Verfahren herleiten wollen. Dieses quadratische Modell kann
man auf die verschiedensten Arten erhalten:

1. Durch exakte Kenntnis von f € C? (R") und die Taylorformel, indem man
in (9.1)
f=f(x), g=Vflx), B=V*(x),

setzt.

2. Durch polynomiale Interpolation von f. Kennt man f an (”;’z) = dimTT,
Stellen 2" ¢ R", dann kann man®® ein quadratisches Polynom bestimmen
q € Tl,, das an diesen Stellen interpoliert,

q(x):f(x), XG%,

und dieses Polynom als Modell verwenden.

PHoffentlich ... Hier spielt ndmlich in mehr als zwei Variablen Geometrie eine ganz
wesentliche Rolle, siehe [47].
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3. Durch Least-Squares—Approximation von f. Kennt man f an mindestens
dim IT; Stellen 2 € R", dann sucht man ein Polynom q € T1;, so daf3

> (ax)—f(x))* =min Y (q'(x) — f(x))*

xeZ q’el xeZ
Die beiden letzten Ansitze haben den Vorteil, daf$ sie nicht nur fiir differen-
zierbare oder zweimal differenzierbare Funktionen verwendet werden konnen,
sondern wir nur die Moglichkeit haben miissen, die Funktion f an gewissen
Punkten auszuwerten.

Bemerkung 9.1 So einfach ist es aber leider doch wieder nicht mit der Erzeugung eines
quadratischen Modells durch Interpolation. Es gibt da einiges an Problemen:

1. Im Gegensatz zum univariaten Fall spielt die Geometrie der Punkte in 2~ eine
Rolle bereits bei der Frage nach der (eindeutigen) Losbarkeit des Interpola-
tionsproblems. So ist es beispielsweise in zwei Variablen nicht moglich, einen
quadratischen Interpolanten an dimTl, = 6 Punkte zu finden, wenn diese alle
auf dem Einheitskreis liegen, denn dann verschwindet ja das quadratische Poly-
nom x* +y? — 1 an all diesen Punkten.

2. Auch die Frage, inwieweit so ein Interpolationspolynom iiberhaupt eine gute
Niherung an f darstellt, also Fehlerabschitzungen der Form ||f — q|| < ... hingen
selbst fiir hinreichende oft differenzierbares f von der Geometrie der Punkte ab,
beispielsweise vom Quotienten aus Umbkreis- und Inkreisradius, siehe [8], und
das kann beliebig schlecht werden.

3. Auch algorithmisch ist die Polynominterpolation nicht so ganz einfach, fiir ef-
fiziente und stabile Implementierungen mufS man sich schon ein bifichen was
iiberlegen, siehe z.B. [44, 5].

4. Mehr Information iiber Trust—Region—Verfahren unter Verwendung polynomialer
Interpolation findet sich in [10].

Aber zurtiick zur Optimierung! Bei einem Trust-Region—Verfahren erzeugt man
zusitzlich zu einer Folge x(*) € R von Punkten?? eine Folge r, > 0 von Radien;
die Trust Region T, = B (x(k), rk) ist dann der Kreis vom Radius 7, um x* und
dieser Radius wird die Schrittweitensteuerung beeinflussen.

Zuerst einmal bestimmt man jetzt y* als Optimalstelle des quadratischen Mod-
ells innerhalb der Trust Region, also als Losung von

myin qx(y), lyll < 7.

Dann tiberpriift man, inwieweit das quadratische Modell wirklich zutreffend
war, indem man den Quotienten

f(x(k)) _ f(x(k) + y(k))
qi(0) — qi (y™)

226Dje natiirlich gegen das gewiinschte Extremum konvergieren sollte.

Px ==
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bestimmt. Der Nenner von py ist wegen der Definition von y'¥ als Minimalstelle
tibrigens immer positiv; wire also py < 0, dann muf f (x“‘)) <f (x(k) + y(k)) gel-
ten und das Modell war offenbar nicht wirklich gut: Die Minimalstelle von
q entspricht noch nicht einmal einer Verbesserung von f. Ist hingegen das
quadratische Modell exakt, also f(x + y) = q(y), dann ergibt sich natiirlich
px = 1. Und nun entscheidet man anhand von py:

1. Ist px klein und insbesondere negativ, dann verkleinert man die Trust
Region und versucht es nochmals?’ mit x*"") = x (),

2. Ist py grofs und hat man fiir y(k) die zuldssige Maximalschrittweite 1y voll
ausgenutzt, dann vergrofiert man den Radius der Trust Region und setzt

3. Ist px weder wirklich grofs noch wirklich klein, dann belédfst man den Radius
wie er ist?®® und setzt wieder x**1 = x(® 4y,

Natiirlich muff man die Frage was grofs und was klein ist und wie man ver-
groflert und verkleinert spezifizieren. In [39] heifst das py < % fiir “klein”, und
dann wird mq = Jri gesetzt und p > 3 fiir “groB”, wobei der Radius allerd-
ings “nur” verdoppelt wird. AufSerdem kann man noch einen Maximalradius
1" vorgeben, der nie tiberschritten werden darf, was zur Regel

Tip1 = min (21, T°) 9.2)

fithrt.

9.2 Wahl der Richtung

Als erstes wollen wir uns zwei Methoden zur schnellen ndherungsweisen Bes-
timmung der Minimallosung des Modellproblems und damit der Suchrichtung
y® ansehen.

Definition 9.2 Der Cauchy—Punkt . ist definiert als y. := T'y", wobei y*, T* Losun-
gen der (sequentiellen) Optimierungsprobleme

minf+g'y =q(0)+V'q0y, lyl,<r, minq(ty), [yl <
yeR" TR,

Wiahlt man x*V = xM 4y wobei y® Cauchy-Punkt beziiglich gy ist, dann
ergibt das zwar ein Trust-Region—Verfahren, bei dem ein verniinftiger Abstieg
gewdhlt ist, siehe Lemma 9.7, aber da

(k) _ g _ Vq(0)
"ol ~ ™ vqio],

Y

227Das quadratische Modell bleibt dabei unverdndert. Man kénnte natiirlich hier auch einen
“Modell-Update” in Betracht ziehen, bei dem z.B. neue, nidhere Interpolationspunkte gewahlt
werden.

28Es funktioniert ja ,s0 halbwegs”.
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ist, erhalten wir, bis auf die Schrittweitensteuerung, eine Variante des steilsten
Abstiegs und von dem wissen wir ja, siehe Lemma 6.9 und Beispiel 6.10, dafs er
nicht so grandios funktioniert.

Heuristisch besser wire es mit Sicherheit, wie beim Newton—Verfahren die
Newtonrichtung

y=(viq)  Vq(0)=Bg

zu wihlen?”, oder zumindest diese Grofe bei der Richtungsbestimmung in
Betracht zu ziehen. Zu diesem Zweck sehen wir uns einmal an, wie die Losung
y" des Minimierungsproblems

. 1
min q(y) =+ g'y+ EyTBy, Iyl <, (9.3)

eigentlich aussieht. Ist 1 = oo, betrachten wir also das unrestringierte Problem,
so kennen wir die Losung: y>° = —B~'g, siehe Beispiel 6.8. Das heifit aber, daf
y" = y>® = —B7'g gilt, so lange r > |[y*°||, ist. Andererseits liefert uns aber
die Taylorformel, genauer, die Tatsache, dafs der quadratische Anteil nur mit
der Gréfienordnung ||y||§, der lineare Anteil aber von der Grofienordnung [y,

beitragt, dafs
Yy’ :=limy" = —g = —Vq(0).

T—0
ist. Da nutzt man fiir die sogenannte Dogleg-Methode*", bei der man in der
steilsten Abstiegsrichtung y® aus dem Punkt 0 herausfihrt, aber dafiir sorgt,
dafs man dennoch in der unrestringierten Optimallosung y" ankommt. Dazu
kombinieren wir die Richtungsvektoren des steilsten Abstiegs und der Newton-

Richtung

0 g'g

YT Ty

in eine stiickweise lineare Funktion

g und y] = —B’]g

- ty°, 0<t<]
y(t)'_{(Z—t)y°+(t—1)y1, 1<t<2, te[0,2]

INIA
INIA

die die Eigenschaft hat, daf y(0) = y° und y(2) = y'. Und dann suchen wir das
Minimum entlang dieses geknickten Streckenzugs, welches immer eindeutig
bestimmt ist.

Proposition 9.3 Ist B positiv definit und ist ||y1 H > 1, dann gibt es genau einen Wert
t € [0,2], so daf ||y(t)||2 = 1 und fiir genau diesen Wert ist die Funktion q (y(t))
minimal unter der Nebenbedingung ||y (t)“2 <

22Denn mit dieser Richtung, die q(0) mit dem Minimum verbindet, wird das quadratische
Optimierungsproblem in einem Iterationsschritt global gelost.

Z0Encyclopedia Britannica: ,,dog-leg a thing that bends sharply, in particular a sharp bend in
a road or route.”
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Trust Region

Gradient

Abbildung 9.1: Der Pfad des “Dogleg”—Verfahrens und die Trust Region.

Beweis: Wir beweisen sogar viel mehr, wir zeigen ndamlich, daf3

{ ], < [y, 0
q(y(t) = qy(t"))

t <t

DaB (9.4) fiir t € [0, 1] gilt, liegt an der Wahl von y°: Das Minimum von ¢ (ty°)
wird ja gerade fiir t = g'g/g"Bg angenommen. Interessant ist also nur der Fall
t € [1,2]; schreiben wirt =1+, s € [0, 1], dann ist
2
lywll; = v+ sl = o +s (' =),
L A R T
und daher

a1
9= (" =) v sl w2 (v - )

g'g T(B_1g_ 9'g g): 9'g oo (1_ 9’9 4d'g )

g gB g

TR B B TBg q'B-!
g bg g'bg g QT g'bgg g
>0
Seien 0 < Ay < --- < A, die Eigenwerte von B, by,...,b, die orthonormalen

Eigenvektoren dazu und
g=> g,
j=1

dann ist
T T 2 Tp-1 1.2
209w /B =2 N SN

jk=T1 =1
j, RN j
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und da fiir a,b > 0

a?+b? _(a—b)*+2ab _ 2ab

=2
ab ab ab )
erhalten wir
(TB)(TB—l) _ iﬁz z_i 4y Z ﬁ+& 5,
9B\ 9] = 2 39929, N T 9%
jrk=1 j=1 1<j<k<n, j
A2+Aﬁ
:ijxkz
> Y g+ Y 2922 =Y gl =gl
j=1 1<j<k<n j k=1

also ist % ”yH + s)“i > (0, was den ersten Teil von (9.4) liefert.
Fiir den zweiten Teil von (9.4) betrachten wir y(1+s) = y° + s (y' —y°) und

d
—a(y(1+s)

g o) b b ) Bl - )
— g (y' =)+ (y' ") By’ +s (v =) B(y' —v°)

-~
>0

< (v =) (9+By)+ (v —v) B(y'—v)
— (' =) (9+By") = (y' —v°) (9—BBg) =0,

weswegen wir stindig abfallende Werte erzeugen. m|

Der Beweis zeigt: das Minimum auf dem “Dogleg”-Pfad wird genau dort
angenommen, wo dieser Pfad die Trust Region verlafst!

9.3 Exakte Losungen des quadratischen Problems

Cauchy-Punkte und Dogleg-Methode sind nette, aber eher heuristische Ansétze,
um eine ndherungsweise Optimallosung fiir das quadratische Modellproblem
(9.3) zu bestimmen. Besser wire es abe, mit der exakten Losung zu arbeiten. Und
die kann man zumindest beschreiben.

Satz 9.4 Ein Vektor y* € R" ist genau dann Losung von (9.3), wenn |ly*|| < r und es
eine Zahl A > 0 gibt, so daf3

(B+ADy" = —g, (9.5)
Ar=Iyll) = 0 (9.6)
(B+AI) > 0. 9.7)

Als Hilfsmittel ein bifichen Analysis quadratischer Funktionen.
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Lemma 9.5 Sei B € R™" symmetrisch und q(y) = g'y + y"By. Dann gilt:

1. q besitzt genau dann ein globales Minimum, wenn B positiv semidefinit ist und
g€ BR™

2. q hat genau dann ein eindeutiges globales Minimum, wenn B positiv definit ist.

3. Ist B positiv semidefinit, dann ist jede Losung y von By = g ein globales Mini-
mum von (.

Beweis: 1): Hat q ein Minimum y*, dann muf3
0=Vqy)=g+By und 0<V¥q(y)=B

weswegen g € BIR" liegen und B > 0 gelten mufs. Fiir die Umkehrung wéahlen
wir ein v € R", so daf§ g = —Bv —nach den Voraussetzungen g € BR™ mufs das
ja funktionieren. Dann ist, fiir beliebiges w € R™

qv+w) = gT(v+w)+l(v+w)TB(v+w)

2
1 1 1
_ T T 2T T 2T T, T Ty AT
= gv+gw+2va—|—y\Ew+2va29v2va+gw gw
=gT >0 f
= CI(V)>

womit v ein Minimum sein muf, was 3) im Ubrigen gleich miterledigt.

2): Ist y* ein striktes Minimum, so muf} nach Proposition 6.2 0 < V2q (y*) = B
sein und umgekehrt ist fiir eine strikt positiv definite Matrix B ja BIR™ = R™ und
in obiger Rechnung gilt die strikte Ungleichung. |

Beweis von Satz 9.4: Ohne Einschrankung nehmen wir an, dafd q(0) = 0 ist - fiir
die Suche nach dem Minimum ist der konstante Term ja bekanntlich irrelevant.
Wir beginnen mit “<” und nehmen an, es existiere ein A > 0, das (9.5)—(9.7)
erfiillt. Zusammen mit Lemma 9.5 ergeben (9.5) und (9.7), daf8 y* ein globales
Minimum der Funktion

T 1 7 T 1 7 A ”U”%
Myl =gy+5y B+Ay=gy+5y By+——
~—_—
=q(y)
ist, es gilt also fiir alley € R", dafs
A A
q(y)+ 31 < q W)+ S Iyl 98)

also fuir alle y mit |ly|, <
aly) = qly)+ o (I —IyIE) = a (y) + 2 (I3 — v+ 7 — Iyl)
= 2 2 2 2 2 2

= aly) + 3 A(IE )+ A (7 )24y,

=0 >0
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weswegen " eine Losung von (9.3) sein mufs.

Fiir die Umkehrung, “=", sei y* eine Losung von (9.3). Ist [y, < r, dann muf
nach (9.6) A = 0 sein und dann ergibt sich (9.5) aus 0 = Vq (y*) = g + By sowie
(9.7) aus 0 < V?q (y*) = B. Interessant wird es also, wenn |[y*||, = 7 ist, dann
miissen wir die Existenz des omindsen A > 0 nachweisen. Nun ist aber y* in
diesem Fall auch eine Losung des restringierten Optimierungsproblems

. 1
ming(y), 5 (IylE—r) =0,
Y ——
=9(y)

und nach unserem Multiplikatoren—Satz 5.13 mufi es ein A € R geben, so daf$>*!

0=Vqy)+Vgly)A=g+By +Ay =g+ (B+Al) vy,

also mufs g = — (B + AI) y* gelten. Unter Verwendung von (9.8) gilt wegen der
Minimalitédt von y*

A
lb=r = q)=a)+5 (5 i),

also
* }\ *
0 < qy)—aly)—3(lz—lyl)
1 1 1 1
_ T — T _ T >(-__ *T >(-__ *T * — T
= 9y+3y By—g¢g 7Y By 5Y (ADy +3Y (ADy

1
= g y-y)+suy—y) B+AD (y—y)+y" B+ADY —y" (B+ADy

2
=~y y) BEADY 3 (y—y) (BHAD (y—y) + (y—y) (BHADY
= -y B (y—y),

also ist (B 4 AI) positiv semidefinit, weil die Vektoren

y—y
i—————:nn=r}
{ny—wm i

eine dichte Teilmenge der Einheitskugel bilden®?. Bleibt zu zeigen, daf A > 0
ist. Da (9.5) und (9.7) erfiillt sind, sagt uns Lemma 9.5, 3), daf8 y* ein globales
Minimum von

1
Yy =g'y+ EyT (B+ADy

ist. Konnten wir nun nur A < 0 wihlen, dann liefert uns wieder einmal (9.8),
daB fir alley € R", [lyll, > r = [ly’|l,, daB

<0 <0
STt
ay)2qy)+ 3 (Ihy’115 = yll3) > q ("),

>0

21Und hier ersetzen wir das A in (5.9) durch —A.
Z2Nur den Punkt y* erreichen wir so nicht, der ist der Pol bzw. die Singularitdt der
Parametrisierung.
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und da y* schon das Minimum auf {y : [[y|| < r} war, ist also y* ein globales

Minimum von ¢. Nach Lemma 9.5, 1), ware dann aber g = —By* und B wire
positiv semidefinit und wir konnten, im Widerspruch zu unserer Annahme,
eben doch A = 0 wihlen. O

Jetzt konnen wir also mit Hilfe von Satz 9.4 das lokalisierte Optimierungsprob-
lem (9.3) in Angriff nehmen:

1. Wir bestimmen zuerst y als Lésung von** By = —g und testen, ob |ly|| < .
Wenn ja, dann kénnen wir nach (9.6) A = 0 wéhlen, und y ist die gesuchte
Losung, auflerdem ist B positiv semidefinit.

2. Ansonsten miissen wir einen Wert A > 0 bestimmen, so daf3 B + Al positiv
semindefinit, besser (strikt) positiv definit, istund dann (B + AI) y(A) = —g
16sen. Allerdings, und das macht die Sache interessant, muf3 gleichzeitig
||y(7\)|| =1 gelten.

Schauen wir uns also mal an, warum es so ein A immer geben muf3. Da B eine
symmetrische Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™™, Q'Q =
QQT =, das heif}t, eine Matrix mit orthonormalen®* Spaltenvektoren g; € R",
j=1,...,n,s0dafd
A
Q'BQ=A= y o NS S Ay,
An

wobei nicht unbedingt A; > 0 gelten muf$ — wir haben nicht vorausgesetzt, dafs
B > 0 sein soll! Ist nun A > 0 so gewihlt, daf3

B+Al=QAQT+AQQT=Q (A+AD Q"

invertierbar ist*®, dann ist, mit Q = }_ q; ejT,

y(A) = —(B+AD) 'g=—Q(A+AD)"'Q'g
= [Zq]e (A+AT)" [quek) g
j=1
n (7\1 + }\)7
= - Z dj e]T ex 4y 9
Jk=1 (An +A)
5 (AA)
~ g g
B 7\ + 7\ =-2 A+ A b

28Hjer kénnen wir unser numerisches ,Lieblingsverfahren” verwenden. Symmetrische Ma-
trizen, vor allem dann, wenn sie auch noch positiv semidefinit sind, sind ja dankbare Kandidaten
fiir die Cholesky—Zerlegung und fiir das iterative Gaufi—-Seidel-Verfahren, siehe [23].

23Ta, da ist die Terminologie (wieder einmal) ein wenig inkonsistent.

2%5Was, unabhingig von A fiir alle A € R, abgesehen von endlich vielen Ausnahmen, gilt.
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was uns, wegen der Orthogonalitdt der g

: & 49 qlg . (ng)z
y)|, = — = qlq =) ——— 9.9)
ol = £ 555 5% o= £ 10
=5k
liefert. Ist nun q]Tg # 0, dann hat diese Funktion eine Singularitit an A = —A;,

ist aber fiir A € (—A;, co) wohldefiniert und erfiillt ||y(7\)||2 — 0 fir A — oo. Mit
anderen Worten:

Ist q{g # 0, dann gibt es ein A € (—A;, 00), so daf3 Hy()\)”2 =T

Was aber passiert, wenn q; g = 0 ist? Auch kein Beinbruch, denn dann beginnt
eben erst bei j = 2, oder, wenn allgemein q{g =--- = q] g = 0, eben bei j = k+ 1
und wir finden dann haltein A € (—Ay,1, 00), das die gewiinschte Eigenschaft hat.
Allerdings: Die positive Semidefinitheit setzt immer noch voraus, dafi A > —A,
ist.

Zur Berechnung von A konnte (und wird) man nun wieder das Newton-
Verfahren verwenden, um eine Nullstelle von F(A) = ||y (A) ” ,—Tzu berechnen.

Dabei taucht aber ein kleines Problem auf: Fiir A ~ —A; ist F(A) ~ (A + A )71, was
uns noch nicht einmal lokale Konvergenz des Newton—Verfahrens garantiert,
denn F’ und F” sind in einer Umgebung von —A; unbeschrankt. Das ist aber
halb so wild, dann betrachten wir eben
1 1
FA) = 7 — = (9.10)
fveol

die sich um —A; wie A + A; 4 C verhilt — also wesentlich anstdndiger. Fiir die
Newton-Iteration

Akt :Ak—%, k € N,
brauchen wir also die Ableitung F’, die sich mit Hilfe von (9.9) als
P = (o) =2l L
2 2
< ) A L o[ 2
2
S

bestimmen 148t. Fiir den zweiten Term sei B + AI = G;G, die Cholesky-
Zerlegung von B + Al und wir setzen z(A) = G, 'y(A). Dann ist

M = (6T (6,TyN) =1 6,6y

=(B+AD ™!
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— (~(B+AD"g) (B+AD (—(B+AD " g)=g" (B+AD g
— ¢'Q(Q"(B+ADQ) Qg

=(A4+AD) 3
n T (A +A)7° n
= [Z a9 ej] (Z a9 ej]
= A +A)7° [ U=
5 (af9)
Sy

und somit

FM):( ] 1)%mmjpbmmjzr|@mmz
(eSS N AN A T

was sich nun ganz gut als Newton-Iteration verwenden laf3t:

—, kel (9.11)

Iy (mnz]z [y ),

7\k+1 = A —

=l
Um dafiir zu sorgen, dafi B 4+ AcI auch immer positiv definit ist, empfiehlt es
sich, mit grofen Startwerten von A zu beginnen, indem man z.B.

Ao > p(B) := max{|u| : ker (B — ul) # {0}, u €}

wahlt, wobei p(B) den Spektralradius der Matrix B bezeichnet; fiir diesen
Wert gibt es Abschdtzungen, die man mit verhaltnisméafig geringem Aufwand
berechnen kann, die exakte Berechnung des Spektralradius kann extrem aufwendig
werden.

9.4 Konvergenz von Trust—Region—-Verfahren

Wir zeigen nun, daf$ die Trust-Region—Verfahren unter bestimmten Vorausset-
zungen tatsdchlich gegen eine Minimallosung konvergieren. Dazu nehmen wir
zuerst an, dafs wir den linearen Teil des quadratischen Modells exakt wihlen,

d.h., f, = f(x(k)) und gy = Vf (x(k)), also

quly) = F(x®) + VT (xM) y + %yTBky. (9.12)

Auflerdem seien 0 < p_ < p,. < 1 die Schwellenwerte fiir py, nach denen
entschieden wird, ob py als ,grof” (> p,) oder als ,klein” (< p_) angesehen
wird.
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Satz 9.6 Ist f € C' (R") nach unten beschriinkt und gibt es eine Konstante 3 > 0, so
daf$ ||Bill, < B, k € Ny, dann gilt fiir das Trust—Region—Verfahren mit den exakten
Losungen von (9.3), dafs

lim inf HVf (x”‘))“ _0. (9.13)

k—oo

Zuerst halten wir fest, dafs Cauchy—-Punkte und alles, was besser als diese ist,
fiir eine spiirbare Verbesserung des Modells sorgen.

Lemma 9.7 Fiir das quadratische Modell (9.12) und den zugehorigen Cauchy—Punkt
Yy =y.(r) gilt

(9.14)

[vecoll, ]

qk(0) — qi (y ——||Vf )|, mi (’ IIBI,

Da “Dogleg” und exakte Losung ja nur zu Verbesserung des Ergebnisses fiithren,
das man mit Hilfe des Cauchy-Punkts gewinnt, erhalten wir unmittelbar das
folgende Resultat.

Korollar 9.8 Die Abschitzung (9.14) gilt auch fiir y(v), das mit Hilfe der Dogleg—
Methode oder durch exakte Losung des Modellproblems erhalten wird.

Beweis von Lemma 9.7: Wir schreiben g = Vf(x), was uns die Richtung y* =

— ”99” liefert. Dann ist

2

q(ty) —q(0) = —t7liglls + ©* o ”29 "Bg.

Dieser Ausdruck ist monoton fallend in T falls g'Bg < 0 ist — in diesem Fall
wihlen wir T = 1 — und eine konvexe quadratische Funktion in T wenn
g'Bg > 0 ist. In diesem zweiten Fall wird das globale Minimum fiir

| \V/ 3
o _ Tlgll (r QTBQ) _1lviel, (9.15)

2 lgll3 T g'Bg

oder T = 1 angenommen - je nachdem welcher der beiden Werte eher kommt.
Und genau diese drei Félle miissen wir jetzt (natiirlich) auch unterscheiden.

1. Ist g"Bg < 0, also T = 1, dann ist
2

1 r
alye(r) = a(0) = gl + 3775 9B QTBQ——T||9||2<——T||9||2

] [vitol,
=5 ViG], m m(“ IBIL ]

IA
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2. Ist g'Bg > 0 und erfiillt das t* aus (9.15) die Bedingung t* < 1, dann ist

1 (T‘T)
A (4elr)) —q(0) =~ (1) gl + 308
||9||3 1 ||g||§ gTBg 1||9||4 1 ||9||§1 1||9||§
|| Il + < = ———=

2(g'Bg)* lglF ~ 2g¢™Bg = 2[BILlglZ  2IBI:

\Y
e m n[r,—“ fix “2)

IA

IIBIl2

3. IstschlieBlich g"Bg > 0, aber erfiillt das T* aus (9.15) die Bedingung t* > 1,
das heifit also, da8 g"Bg < ||g||§/r, dann miissen wir ™ = 1 wihlen und

erhalten, daf
1 12 112 gl
q(ye(r) — q(0) = —rligll, + 5 ——g"Bg < —rliglh + 5 ——
2llgll5 2llgll5
[vecoll,
= —llgll + T||9||2———T||9||2<— |V£(x)|| min |7, ————1.
IIBIl2
In jedem dieser Flle folgt (9.14) durch Multiplikation mit —1. m|

Beweis von Satz 9.6: Wir bemerken zuerst, dafs wegen qi(0) = f (x(k))

qx (y(k)) _ f(x(k) + y(k)) qx (y(m) — qi(0) + f(x(k)) _ f(x(k) + y(k))
q4(0) — qi (y™) qk(0) — gk (y™)

f(x(k)) — f(x(k) + y(k)) Gk (0) — q (y(k))
a0 — (™) qil0) — qi (y™)
= lp—1]. (9.16)
Nach der Taylorformel ist aufierdem
1
(k) &) — (k) Te () (k) (k) &y _ 1)) 1,00
qx.ﬂJ)_qx)+vqx)yjfqux_Hy) v () y® at,

NV

T
=qx (y(k) )_%y(k) Byy®)

weswegen sich
‘C]k —f( —i—y(k))‘
L T (k)_r (K) 4 gy () _ W ()
lzy By — [ (V¥ 1) v () e
1
K) (x) ) _ ) 5,0
—I—UO(Vf(X +ty ) Vf(x ))y dt

B + o (91, L) ], 017

= [v®™|, (% [y, + w (v, ||y(k)||2)) < Tk(%Tk + w (VA rk)) (9.18)

IA

1 T
24, (K) B (
'ZU kY

IA
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ergibt, wobei der Stetigkeitsmodul w(F, 8) fiir F € C (R™)" als

w (F, 8) = sup sup ||F (x +d) — F(X)Hz

X |ldll<d

definiert ist und w(F,8) — 0 fir &8 — 0 erfillt.

Nach all den Vorbemerkungen nehmen wir nun an, dafs (9.13) nicht erfiillt wére,
das heifst, es gibt ein € > 0, so dafs [|Vfi|]| > ¢, k € Np. Nach Lemma 9.7 ist dann
auch der Nenner von (9.16) nach unten beschrankt, denn es ist

1 . |Vl £ . €
_ ®KY) > _ ( —2) > = 1. .
qx(0) — qx (U ) Z 5 IVFill, min{ry, Bl )2 min (Tk» [5) (9.19)

Setzen wir nun (9.19) und (9.18) in (9.16) ein, dann erhalten wir, daf3

T (e B+ 2w (V7))

¢ min (i, €/p)

o — 1] < (9.20)

Ist nun ¢ < €/f3, dann wird (9.20) zu

B + 2w (Vf, )
— 1 <
lpx | < c

und es gibt eine Schranke ¥, so daf fiir jedes r < T die Ungleichung |py, — 1| <
11 — p.| erfiillt ist, was dazu fithren wiirde, daf8 1.1 > 7y ist?*°. Das heifit aber,
dafs eine Verkleinerung der Trust Region nur dann eintreten kann, wenn r, > ¥
ist, dann aber mit Sicherheit wieder vergrofiert werden mufi. Sei 0 < vy < 1
dieser Verkleinerungsfaktor®’, dann erhalten wir, da8

T = min (1y,Y T), k € INo, (9.21)

die Radien der Trust Regions sind also nach unten beschrédnkt. Insbesondere
bedeutet (9.21), daf8 unendlich oft py > p_ gelten muf3, denn sonst wiirde ja
fir k — oo die Folge 1y — 0 konvergieren. Nehmen wir also an, daf}, nach
eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, px > p_, k € Ny, gilt, dann erhalten
wir, dafs

() = () 2 o (u(0) — i (u)) = 25 min ( %)

und somit, weil f nach unten beschrankt ist, gibt es ein C > 0 so daf3

k

C > f(x)— F() = 3 (F(x0) — £ (x07)) 2 i % min(Tj, %)

j=0 j=0

2
p_e€ p_e€ o €
= T E Tj—f-w#{]ijﬁk,T‘jZE},

Ti<e/B

236Beispielsweise, indem man dann, wie in (9.2), 1,1 = 2rx wihlt.
27Im Beispiel (9.2) war diesy = .
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was fiir alle k € Ny gelten mufs. Mit k — oo erhalten wir somit, daf3
3
#4j i1 > = <00
{] =B }

[e.e]

er < 00 = limmy =0
— j—r00

]:

und somit

ist, was den langersehnten Widerspruch zu (9.21) liefert, weswegen (9.13) eben
doch erfillt sein mufs. O
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