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Statt einer Leerseite . ..

Nach Ansicht der Leute ist die Erkenntnis, die aus der Erfahrung kommt, mech-
anisch, wissenschaftlich ist die, die im Geist entsteht und in ihm endet. Aber mir
will es eher scheinen, dal die Wissenschaften eitel und irrig sind, die nicht aus
der Erfahrung, der Mutter aller GewiBheit, entstanden und nicht in einer gewissen
Erfahrung miinden!

Leonardo da Vinci
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Erst die natiirlichen Betrachtungen
gemacht, ehe die subtilen kommen, und
immer vor allen Dingen erst versucht, ob
etwas ganz simpel und natiirlich werden
konne.

G. Chr. Lichtenberg

Optimierung — Grundlagen
und Beispiele

Eigentlich ist Optimierung (in “voller” Allgemeinheit) ein ziemlich einfaches Problem, ndmlich
das Auffinden eines Extremums:

Zu einer Funktion ' : D — R und D' C D finde man ein x* € D', so daf3
F(z*) < F(x) oder F(z*) > F(x)
fiiralle x € D'.

Zuerst einmal sollte man bemerken, dal} es egal ist, ob man die Zielfunktion F' minimiert oder
maximiert, denn man kann die Suche nach einem Maximum von F' immer auch als Suche
nach einem Minimum von —F" auffassen. Je nachdem, was uns gerade genehm ist, konnen wir
daher bei einer Normalform des Optimierungsproblems annehmen, dall wir eine Zielfunktion
nur maximieren oder nur minimieren wollen.

Weitere generelle Vereinfachungen kann man allerdings weder in der Theorie noch in der Praxis
machen:

1. Die Funktion F' kann, je nach Problemstellung differenzierbar, stetig oder auch unstetig
sein; und selbst wenn F' differenzierbar sein sollte, ist es noch lange nicht klar, ob und
wie man diese Ableitung auch wirklich bestimmen kann.

2. Die Auswertung der Funktion F, das heift, die Berechnung des Wertes F'(x) fiir ein
x € D, kann teuer oder billig sein. Das kann sich auf Rechenzeit beziehen, denn manch-
mal kann F'(z) nur durch aufwendige Simulationen berechnet werden, oder aber auch auf
“echte” Unkosten, wenn die zur Bestimmung von F'(z) reale Experimente oder Messun-
gen notig sind.

3. Der zuliissige Bereich D’ kann ganz D umfassen, insbesondere ist D' = D = R”
moglich, oder er kann eine echte, “diinne” oder kompakte Teilmenge von D sein.
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4. Insbesondere kann D’ implizit gegeben sein, das heilt, man kennt lediglich eine Funktion
g:D — R™, sodal}
D'={xeD : g(x)=0}.

All diese Situationen verlangen natiirlich nach unterschiedlichen Methoden, wenn man die
Losung,

e das Optimum,
e ein Optimum,
e cinen nahezu optimalen Wert,

praktisch bestimmen will. Mit derartigen Verfahren, die natiirlich wesentlich von der Struktur
des Optimierungsproblems abhéngen, soll sich diese Vorlesung beschiftigen — das Black—Box—
Verfahren schlechthin, das jedes Optimierungsproblem 16st, kann und wird es nicht geben.
Sehen wir uns nun aber zuerst einmal ein paar Beispiele fiir Optimierungsprobleme an.

1.1 Lineare und Ganzzahlprogrammierung

Der “einfachste” Fall eines Optimierungsproblems liegt vor, wenn die Zielfunktion /' : R® — R
eine lineare Funktion der Form

F(z) =v"z, r e R",

fiir ein gegebenes v € R" ist. Da eine nichttriviale lineare Funktion auf ganz R" alle Werte
zwischen oo annimmt, sind bei derartigen Optimierungsproblemen Nebenbedingungen unver-
meidbar, wenn man verniinftige Aussagen machen will. Besonders schon sind dabei natiirlich
lineare Nebenbedingungen der Form

T .
a;x 2> by, j=1,...,N,
die man dann schon in der Matrixform Az > b schreiben kann.

Beispiel 1.1 (Einkauf chemischer Rohstoffe')

Eine Chemiefirma benotigt zwei Chemikalien A und B zur Herstellung ihres Produkts, und zwar
mindestens 3t von Stoff A und 4t von Stoff B. Allerdings sind diese beiden Rohstoffe nicht in
reiner Form erhdltlich, sondern lediglich die beiden Rohstoffe X und Y die A und B enthalten,
und zwar wie folgt:

’ Rohstoff ‘ Anteil A ‘ Anteil B ‘ Kosten ‘

X 60 % 40 % 300
Y 30 % 50 % 200

IDieses Beispiel stammt (in allgemeinerer Form) aus [16, S. 501], die grafische Losung dort ist ein sehenswertes
Kunstwerk.
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Hierbei bezeichnet “Kosten” die Summe aus Einkaufspreis und den Aufwendungen fiir die
Gewinnung der Rohstoffe. Was ist nun die giinstigste Einkaufspolitik?

Nun, dieses Problem ist relativ einfach zu 16sen! Seien namlich x, y die gekauften Mengen
der Rohstoffe X und Y, dann ergibt sich das Optimierungsproblem

min 300z + 200y, {2 g] [ﬂ > li} (1.1)

Jetzt hiitten wir fast was vergessen: Da wir keine negativen Mengen einkaufen kénnen?, miissen
wir auch noch z,y > 0 fordern. Der zuldssige Bereich fiir dieses Optimierungsproblem ist in
Abb 1.1 dargestellt. Um das Optimierungsproblem (grafisch) zu 16sen betrachten wir, dal die

F(x)=const

e

\ '

Abbildung 1.1: Der zuléssige Bereich (links) und die grafische Losung (rechts) des Opti-
mierungsproblems aus Beispiel 1.1. Bei der grafischen Losung verschiebt man die Gerade
F(x) = ¢, c € R, so lange, bis sie den zuldssigen Bereich gerade noch beriihrt — das ist
dann offensichtlich der Minimalwert.

Kosten jeweils auf der Gerade F'(x) = ¢ den konstanten Wert ¢ haben; verschiebt man also die
Gerade nach “links unten” so erhilt man giinstigere Ergebnisse — natiirlich nur, solange die Ger-
ade auch den zuldssigen Bereich schneidet, denn ansonsten wiirde man zwar billig einkaufen,
konnte aber nicht produzieren®. Also “schieben” wir solange, bis die Gerade den zulissigen
Bereich gerade noch beriihrt und haben die optimale Lésung, nimlich denjenigen Punkt [z, y]7,

der sich als
45 Y 4 Y 63
?Das ist iibrigens keine generelle Annahme fiir Optimierungsprobleme: In der Finanzmathematik sind soge-

nannte Leerverkdufe, also Verkauf von Aktien, die man gar nicht hat, durchaus nicht verboten.
3Bemerkungen iiber moderne Managementkonzepte sollen an dieser Stelle nicht gemacht werden.
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ergibt.

Das alles ist schon und gut, solange nur zwei Parameter zu optimieren sind — dann kann
man sich sehr einfach auf grafische Losungsverfahren zuriickziehen. Es kann aber natiirlich
vorkommen, daf} die Anzahl der Parameter sehr viel groer wird.

Beispiel 1.2 (Transportproblem®*) Ein Konzern hat m Fabriken, die pro Tag a; Tonnen einer
Chemikalie herstellen, 7 = 1,...,m, und n Verkaufsstellen, die pro Tag einen Mindestbedarf
von by, Tonnen der Chemikalie, k = 1, ..., n, haben. Der Transport einer Tonne der Chemikalie
von Fabrik j zu Verkaufsstelle k kostet c;;, Euro. Wie erhdilt man eine kostenoptimale Versorgung
der Verkaufsstellen?

Hier haben wir es offenbar mit einer ganzen Menge, genauer gesagt mn, Parametern xj;, j =
1,...,m,k=1,...,n,zu tun und das Optimierungsproblem lautet

m n
min E E Cjk Tjk
7=1 k=1

unter den Nebenbedingungen

m n
ijkZbk, k:zl,...,n, ijkgak, jzl,,m
j=1 k=1

Und da tut sich grafisch nicht mehr viel . . .

Es war nicht ganz zufillig, dal wir in den beiden vorhergegangenen Beispielen von Chemikalien
gesprochen haben — man kann nimlich davon ausgehen, da3 man die in beliebigen Bruchteilen
hin- und herverschieben kann. Das wird anders, wenn es sich um “gequantelte” Objekte handelt,
die nicht beliebig unterteilt werden konnen, denn dann mufl man nach ganzzahligen Losungen
suchen und landet bei der Ganzzahlprogrammierung auch als “Integer programming” bekannt

Beispiel 1.3 (Ganzzahliges Transportproblem®) Eine Transportfirma transportiert zwei ver-
schiedene Typen, A und B von Paletten, die unterschiedliche Grofie und Gewicht haben und
unterschiedlich bezahlt werden:

’ Typ ‘ Grofse (cbm) ‘ Gewicht (kg) ‘ Bezahlung ‘
A 2 400 11
B 3 500 15

Ein Transportfahrzeug hat eine Zuladung von 3700 kg und ein Ladevolumen von 20 cbm. Was
ist die optimale Beladung.

Ganz genau wie vorher konnen wir unser Optimierungsproblem in der Form

2 3 T 20
max 11z + 15y, {400 500} [y]gl?)?OO]’ z,y >0,
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Abbildung 1.2: Links der kontinuierliche zuldssige Bereich fiir Beispiel 1.3 mit der (kon-
tinuierlichen) Optimallosung [5%, 3] T, rechts die ganzzahligen Punkte im zuldssigen Bere-
ich, die schwarz markierten liegen gerade so auf dem Rand.

hinschreiben, nur interessieren wir uns jetzt nur noch fiir die ganzzahligen Losungen und die
unter diesen optimale, ndmlich x = y = 4. Was unseren “graphischen” Ansatz angeht, wird ja
eigentlich alles viel leichter, denn man muf halt nun nur noch die Gerade so verschieben, daf3 sie
durch einen der ganzzahligen Punkte im zuldssigen Bereich geht und sich da den grof3ten Wert
aussuchen. Aber man sieht schon an diesem einfachen Beispiel, dal das ein extrem genaues
Arbeiten notig ist.

Der zweite Ansatz wire ein schlichtes Ausprobieren, man schreibt ein kleines Programm, das
alle zulédssigen ganzen Zahlen durchprobiert und so den Optimalwert ermittelt. Das funktion-
iert noch bei kleinen Beispielen, wird aber schnell hoffnungslos, wenn man die Anzahl der
Parameter erhoht. Tatsdchlich verwendet ein methodisches Vorgehen algebraische Geometrie,
Grobnerbasen fiir torische Ideale und Eliminationsideale, siehe [11, Chapter 8] oder [28].

1.2 Quadratische Programmierung
Ein weiterer einfacher Fall ist die Situation, da} /' ein quadratisches Polynom ist, das heif3t,
F(x) =27 Az + bz, x €R™,

am besten noch mit einer symmetrischen, positiv definiten® Matrix A € R™*". Dann hat man es
ndmlich mit genau einem Minimum zu tun: da

lim F(z) =0
|z|—o0

4Aus [36, S. 4], aber in leicht verallgemeinerter Form.

SAus [11, S. 359-360].

®Positiv definit bedeutet hier strikt positiv definit, also 27 Az > 0 fiir x # 0. Achtung: Diese Terminologie ist
nicht eindeutig in der Literatur.
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und, firj =1,...,n,

) 0 [ -
a—F(m) = 3 (Z appxs + 2 Z Qe Ty + Z by xk)
Ly T\t 1<k<t<n k=1
2a;;x; + 2 Z ajrry +b; =2 (Ax); + by,
oy

haben wir ein Extremum an z* wenn

OF

o1

ozvpmw:{ @ﬂ:j:L“wﬂ,

also wenn 0 = 2Ax* + b oder |
= A
T 5 ,

vorausgesetzt, A ist invertierbar, was sicher der Fall ist, wenn A positiv definit ist. Mindestens
ein Minimum muf es aber geben, also ist * das eindeutige Minimum — wie man das berechnet,
und zwar effizient, das ist dann wieder eine andere Frage.

Beispiel 1.4 (Portfolio-Optimierung’)

Gegeben seien n Investitionsmoglichkeiten mit “Return” oder Auszahlung r;, 7 = 1,...,n.
Diese Auszahlungen betrachtet man als Zufallsvariable, von denen jeweils der Erwartungswert
p; = Elr;] und die Varianz o} = E [(r; — uj)Q], j = 1,...,n, bekannt sind. Ein Portfo-
lio® besteht nun aus x; Anteilen der Investition Nummer j, j = 1,....n, der Einfachheit so
normiert, daf3 v + - - - + x,, = 1. Die Auszahlung des Portfolio ist dann

n
R = Z T’j l’j
j=1
und die erwartete Auszahlung

E[R|=E

n n
x| = = T
Tixi| = HjLj = 1 .
j=1 j=1

Mit Hilfe der Kovarianzmatrix

P [E[(T’j—uj)(rk—uk)] : j,k‘zl,...,n}

00k

der r; ist dann
or:=E[(R— E[R])Q} = 27 G,

"Aus [36, S. 216].
8Der ganz einfachen Form.
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wobei
G=XTKY = E(r; —py) (e — )] = 4, k=1,...,n]
und
01
3 =

On

Nun sieht man o g als das Risiko des Portfolios an und wdhlt, fiir einen Parameter r € [0, 00),
der die “Risikofreude” des Anlegers widerspiegeln soll’, die Anteile der Investitionen als Losung
des quadratischen Optimierungsproblems

n
max pu'x — Kz’ G, E rj=1 x; >0.
=1

Beispiel 1.5 (Glattende Funktionen und Lerntheorie) Gegeben seien nun Punkte xj, j =
0,..., NN, und vorgeschriebene oder gemessene Werte y;, j = 0,..., N, und man mochte gerne
aus diesen diskreten oder “abgetasteten” Werten eine Funktion rekonstruieren, oder auch ein
zugrundeliegendes “Bildungsgesetz”. Der erste Ansatz, der einem sofort in den Sinn kommt,
wdre Interpolation, also die Bestimmung einer Funktion f mit f (x;) =vy;, j =0,..., N, siehe
z.B. [29, 31, 41]. Das ist an sich nichts schlimmes, wirft aber sofort die folgenden Probleme auf

o Es gibt unendlich viele Funktionen, die das Interpolationsproblem losen, das Problem ist
also schlechtgestellt. Man kann dem Problem dadurch begegnen, dafs man f als

N
f:chfj, c=(co,...,cy) € RN
=0

ansetzt und den N + 1—dimensionalen Funktionenraum der f; passend wéihlt'.

e Die Werte y; sind oftmals nicht genau, sondern fehlerbehaftet, z.B. bei Mef3werten, und
dieses Rauschen kann durchaus betrdichtliche Ausmafie haben.

Vor allem das zweite Problem sorgt dafiir, daf3 Interpolanten in vielen Fillen nicht wirklich
geeignet sind, um Funktionen zu konstruieren, weswegen man sich mit einem anderen Ansatz
behilft: Man wdahlt nicht N + 1 Funktionen, sondern M + 1 Funktionen, wobei M mit N nichts
zu tun haben muf3, es kann grofler oder kleiner als N sein, ja selbst M = N ist nicht verboten
und sucht zuerst mal nach der Losung des Minimierungsproblems

N M
min Z|f(mj)—yj|2 : f:chfj ) (1.2)
=0 =0

%Je kleiner k, desto weniger wird das “Risiko”, das sich in der Varianz versteckt, in Betracht gezogen und desto
mehr zdhlt die Auszahlung, genauer gesagt, die erwartete Auszahlung.

0Méglicherweise in Abhingigkeit von den ', aber warum auch nicht? Niemand erwartet an dieser Stelle die
ultimative Universallosung.
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Da
f (o) cofo (zo) + -+ + carfar (o) fo(zo) .. fur (w0) Co

f(zw) cofo(zn) + -+ emfu (zn) folan) oo faur(zn) Cum
oder, in Kurzform, f (x) = F'c, ist die zu minimierende Funktion
|Fc—y|; = (Fc—y) (Fc—y)=c'F'Fc—2y"Fc+y"y,
was bekanntlich'! durch die Losung des Gleichungssystems
F'Fc=FTy (1.3)

minimiert wird. OK, wo ist nun das Problem? Die Losungsfunktion f wird immer noch ver-
suchen, den vorgegebenen Werten so gut zu folgen, wie es geht, insbesondere wird sie an allen
Punkten interpolieren, wenn es ihr mglich ist, denn dann ist der Fehler Null und besser geht es
ohnehin nicht. Und damit ist unser Rauschproblem wieder da, Rauschen in den Daten y; kann
durchaus wieder in der Funktion landen und zu Oszillationen fiihren. Um das zu unterbinden,
verbieten wir einfach der Funktion f das Oszillieren, indem wir zum Minimierungsproblem ein
Glittefunktional hinzufiigen, das zu viel Oszillation bestraft, beispielsweise das sehr beliebte'?

2

[ir@ra = [ ep@| di= [ 3 cefi@i)
YR R@)
- /CT : : c=c'Fle,
LS o )

wobei F' das Integral iiber die Matrix ist. Fiir einen Parameter \ > 0 erhalten wir dann das
modifizierte Optimierungsproblem

min [|Fe — y|f; + A" Fe,
dessen Losung tiber das Gleichungssystem
(FTF+AF')c=F"y (1.4)

gefunden wird. Diese Losungsfunktion versucht nun, in Abhdngigkeit vom Parameter )\, der die
“Prioritdten” fixiert, die vorgegebenen Werte gut zu approximieren, aber eben nicht um jeden
Preis, sondern auf moglichst glatte Art und Weise.

Das Verfahren ist alt, um nicht zu sagen klassisch, und beinhaltet den guten alten “smooth-
ing spline” aus Kurvenapproximation und Statistik, aber ganz genauso moderne Ansdtze wie
Lerntheorie.

"'Das geht wie in der Schule: Ableiten und gleich Null setzen.
2Die Integralgrenzen lassen wir hier bewuBt weg, das ist “Detailkram” und uns geht es ja hier schlieBlich um
das Prinzip!
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1.3 Platinen und Handlungsreisende

Ein klassisches Optimierungsproblem aus dem Bereich der “kombinatorischen” Optimierung ist
das Travelling Salesman Problem (TSP), bei dem ein Handlungsreisender eine Tour entwickeln
mulB, bei der jede von n Stiddten mindestens einmal angefahren werden muf} und bei der der
gesamte zuriickgelegte Weg minimiert werden mul.

Bezeichnet dji, j,k = 1,...,n, den Abstand!®, zwischen den Stidten Nummer j und &,
dann besteht eine Formulierung des Travelling Salesman Problem in der Bestimmung eines
Vektors J = (j1,...,jn) € {1,...,n}", der den Wert

N—1
d(I) = d;
k=1

ksJk+1

unter der Nebenbedingung
{1,...,n}:{j1,...,jN},

dafB} jede Stadt mindestens einmal besucht wird, minimiert. Diese Nebenbedingung bedeutet,
daBB N = n ist, daB} also jede Stadt einmal besucht wird, oder daB N = n + 1 und j; = jy ist,
was einer Rundreise entspricht; man konnte auch noch j; = jny = j* fordern, was heil3t, dafl
der Handlungsreisende genau in der Stadt mit Index j* — dem Firmensitz zum Beispiel — mit
seiner Tour beginnen und enden muB.

Auch wenn der Handlungsreisende ein Klassiker ist, ist er doch nicht wirklich das praktis-
che, realistische Problem. Trotzdem gibt es Varianten davon, die in praktischen Anwendungen
ganz natiirlich auftreten.

Beispiel 1.6 (Bohrlocher in Platinen) In einer Platine sind fiir die Bestiickung mit ICs oder Hal-
bleitern Locher zu bohren, und zwar nicht 10 oder 20, sondern Grof3enordnungen von mehreren
Hundert oder sogar Tausend Lichern. Man bestimme den kiirzesten oder schnellsten'* Weg fiir
den Bohrroboter. Ein dhnliches Problem taucht auch bei der spdteren Bestiickung der Platine
und beim Anbringen der Lotpunkte auf.

Ein weiteres Beispiel fiir Varianten des TSP ist die Produktionsplanung, bei der Prozesse opti-
mal auf verschiedenen Ressourcen verteilt werden sollen — dabei kann es sich um Produktion-
sprozesse und Maschinen, Flugrouten und Flugzeuge, oder auch um Vorlesungen und Riume,
Dozenten und Studenten bei der Stundenplanoptimierung handeln. Eine nette und untechnische
Ubersicht ist [17], siehe auch [1].

Der “Reiz” des Travelling Salesman besteht darin, daf die Komplexitiit K (n) des Problems,
also die Anzahl der Rechenoperationen, die nétig sind, um die optimale Losung zu berechnen,
nicht polynomial in n beschrinkt werden kann, das heift, es ist

K(n) _
e [p(in)

130der die Reisezeit, z.B. in der “DB—Metrik”, oder die Reisekosten, oder eine gewichtete Mischung aus all
dem ...

14Nicht immer ist der kiirzeste Weg auch der schnellste, wenn man Beschleunigung und Abbremsen in Betracht
zieht. Man beachte aber, daf3 die Weglidnge eine sehr einfache Zielfunktion darstellt, die bendtigte Zeit aber auf
hochgradig komplizierte Art von der Reihenfolge der Punkte abhingen kann.
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fiir jedes Polynom p. Damit ist es fiir realistische Werte von n ziemlich hoffnungslos die exakte
Optimallosung berechnen zu wollen; liberraschenderweise gibt es aber (heuristische) Verfahren,
die gute bis sehr gute Losungen'> sehr schnell bestimmen. Man kann vielleicht noch nicht mal
beweisen, daf3 sie immer funktionieren, aber sie tun es trotzdem.

1.4 Noch drei Beispiele

Beispiel 1.7 (Virtuelles Scharfstellen des menschlichen Auges'®) Bei der Untersuchung von
Sehstorungen, die durch Schddigungen der Hornhaut (z.B. Kratzer, Narben, aber auch Verkriimmungen)
verursacht sind, ist eine wichtige Grofle die Punktetrennung, das heif3t, inwieweit der Patient im-
stande ist, zwei punktformige Lichtquellen zu unterscheiden. Hierbei wird die Hornhautvorder-
fldiche mit einem sogenannten Videokeratoskop vermessen, wohingegen die weiteren brechen-
den Fldchen des Auges wie Hornhauthinterfliche und Linse numerisch simuliert werden. Um
allerdings “gute” Ergebnisse zu erhalten, mufs das Auge scharfgestellt werden, wozu man
gewisse Parameter (z.B. Offnungswinkel der Linse) passend wihlen muf3 — witzig ist dabei,
daf} das Auge durch eine “falsche” Fokussierung Schidigungen der Hornhaut kompensieren
kann und im Normalfall auch wird. Zur Einstellung dieser Parameter wdhlt man eine punk-
tformige Lichtquelle in der vorgegebenen Entfernung und berechnet fiir N Lichtstrahlen und
eine vorgegebene “Einstellung” des Auges die Varianz der Auftreffpunkte P; € R3, j =1,... N
auf der Netzhaut:

) - \ 1 &
4 ZHZHPJ'—MHW M:NZPJ'
j=1 i=1

Dann verdndert man iterativ'’ die Parameter, bis man die optimale Fokussierung erreicht hat.

Beispiel 1.8 (Parameterbestimmung fiir elektronische Schwingkreise) Zur Erzeugung von elek-
tromagnetischen Schwingungen, beispielsweise in Mobiltelefonen, wird die Frequenz eines elek-
tronischen Schwingkreises durch Modifikation einer Vielzahl (30 und mehr ist hier keine Sel-
tenheit) von Parametern beeinflufst (Schalter, regelbare Widerstinde und Kondensatoren). Der
Schwingkreis selbst ist durch einen Chip realisiert, dessen Verhalten in Abhdngigkeit von den
Eingangsparametern duflerst komplex ist und nicht mehr berechnet, sondern lediglich simuliert
werden kann.

Mathematisch hat man es also beispielsweise mit einer Funktion F': D — R, D C R3° zu tun,
fiir die man zu einer vorgegebenen Frequenz w das Optimierungsproblem

min |F(z) —w|, r €D,
losen mochte. Problematisch wird dieses Problem aus mehreren Griinden:

1. Die Funktion F' ist nicht differenzierbar, oftmals nicht einmal stetig, weil der Chip beim
Erreichen bestimmter Schwellenwerte “umschalten” kann.

SNormalerweise nur um wenige Prozent schlechter als die Optimallosung!
16Siehe [32].
"Das Stichwort heift Newtonverfahren, das werden wir auch spiter wohl noch kennenlernen.
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/ /

Lichtquelle Hornhaut Linse Netzhaut

Abbildung 1.3: Stark vereinfachtes Modell des menschlichen Auges. Lichtstrahlen wer-
den sowohl an der Hornhautvorder- wie -riickfliche sowie der Linse gebrochen (die
Brechungsindizes der “Materialien” gegen Luft und Kammerwasser sind gliicklicher-
weise bekannt), bevor sie die gekriimmte Hornhaut erreichen. Das “richtige” Modell
ist dreidimensional und muf3 auBlerdem beriicksichtigen, da3 die Sehkraft der Netzhaut
mit zunehmendem Abstand vom Mittelpunkt rapide abnimmt. Das Sehzentrum des men-
schlichen Auges ist lediglich ein stecknadelkopfgrofer Punkt.

2. Manche der Parameter sind kontinuierlich (Widerstdnde, Kondensatoren), manche diskret
(Schalter).

3. Jede Auswertung der Funktion F' dauert mehrere Minuten, welil fiir jede Auswertung ein
Simulationsprozess durchgefiihrt werden muf3.

Beispiel 1.9 (Bahngeschwindigkeit fiir hydraulische Roboter) Ein hydraulischer'® Zwei—Arm—
Roboter, siehe Abb. 1.4 soll eine vorgegebene Bahn abfahren, die in als Kontrollpolygon eines
kubischen Splines mit einfachen Knoten'® gegeben ist; daf3 die Bahnkurve C? ist, ist iibrigens
eine natiirliche physikalische Nebenbedingung, da die Ventiloffnung der Hydraulik, die prak-
tisch die Winkelbeschleunigung des Roboters ist, nur kontinuierlich verdindert werden kann.
Die wdihlbaren Parameter sind die Knoten des Splines, das heifst, die “Umschaltpunkte” der
Steuerung, die Nebenbedinungen sind erstens, daf; die Reihenfolge der Knoten beibehalten wird

8Der Vorteil von hydraulischen Robotern besteht darin, daB sie keine Motoren mit sich “herumschleppen”
miissen und deswegen ein sehr gutes Verhéltnis zwischen Nutzlast und Eigengewicht haben.
®Was man ja in der Numerik—Vorlesung lernt oder lernen sollte, siehe [41].
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x0

Abbildung 1.4: Ein Roboter mit zwei Gelenken, der Endpunkt des Arms kann in einem
Teilbereich des R? gefiihrt werden.

und zweitens, daf} die zweite Ableitung der Splinekurve im Absolutbetrag beschrinkt bleibt,
denn aus technischen Griinden kann die Winkelgeschwindigkeit nicht beliebig grof3 werden.
Unser Optimierungsproblem nimmt also die Form

min t, —to,  to <ty <<t s"(t)] < M, t€ [ty t,]

an, allerdings ist ein “allgemeines” Optimierungsverfahren (z.B. von Mat 1 ab) extrem aufwendig.
In [27] wurde ein einfaches Verfahren entwickelt, das die analytischen Eigenschaften kubisch-
er Splines ausnutzt und in wesentlich kiirzerer Zeit nahezu optimale Losungen findet. Durch
Entfernen iiberfliissiger Knoten (wenn s auf einem Teilbereich linear ist, braucht man da keine
inneren Knoten) kann man auf3erdem das starke “Wackeln” eliminieren, das die Optimallosung
auszeichnet.
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... the calculations, be it remembered, of
the hard-headed, strong handed,
exemplary working men . . .

P. Smyth, The Great Pyramid

Lineare
Optimierungsprobleme

Das Ziel von Optimierungsverfahren besteht ja, wie schon erwéhnt, darin, eine Zielfunktion
unter vorgegebenen Nebenbedingungen zu maximieren oder zu minimieren. Sind sowohl die
Zielfunktion, wie auch die Nebenbedingungen /inear?’, dann spricht man iiberraschenderweise
von einem linearen Optimierungsproblem. Ein solches Optimierungsproblem la6t sich immer

schreiben als

cl'x

Ax

max,

b AeR™" cxeR", beR™, (2.1)

AV

wobei fiir zwei Vektoren z,y € R™ die Halbordnung?' x < y bedeutet, daB z; < y;, j =
1, ..., m. Fangen wir mit den Nebenbedingungen an: Eine allgemeine lineare Nebenbedingung
an z hitte die Form

alz > b oder a'r<b <— (—a)Tx > (=b),

das heiBt, wir konnen immer von Nebenbedingungen der Form Az > b ausgehen. Ahnliches
gilt fiir die Zielfunktion: Wiirde man ¢’ x minimieren wollen, so kann man genauso gut (—c)’x
maximieren. Durch Einfiihrung sogenannter “Schlupfvariablen” z, 1, ..., Xnim, kann man die

Ungleichungen® o}« > b auf die dquivalente Form

T _ :
;T —Tppj =0, py; >0, j=1,...,m,

bringen und erhélt so durch passende Erweiterung von A, b und c die dquivalente Normalform
eines linearen Optimierungsproblems

CT.CE = Imax,
Ar = b, Ic{l,...,n} (2.2)
sz Z OJ ] S Ia

20Eigentlich natiirlich affin.

21Zur Erinnerung: Halbordnung heift, daf fiir  # y nicht notwendig eine der beiden Beziehungen x < y oder
x > y gelten muf.

22Hier und im Rest dieses Kapitels seien ajT, j=1,...,m, die Zeilenvektoren der Matrix A.
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Ubung 2.1 Wie muBl man A, b und c aus (2.1) erweitern, so daB (2.2) eine dquivalente For-
mulierung ist. %

Wie wir sehen werden, haben (lineare) Optimierungsprobleme eine Menge mit konvexer Analy-
sis, siehe z.B. [39], zu tun — wobei es durchaus so ist, daf} sich die Gebiete gegenseitig beeinflullt
und motiviert haben und daf3 sich Resultate des einen Gebiets auch im anderen Gebiet als hil-
freich erwiesen haben.

Bevor wir uns ein bifichen die mathematische Theorie ansehen, befassen wir uns erst einmal
mit einem “realistischen” Beispiel aus [44, Beispiel 2.1, S. 55].

Beispiel 2.1 (Produktionsproblem einer Schuhfabrik)

Eine Schuhfabrik stellt Damen- und Herrenschuhe her, die unterschiedliche Forderungen an
Herstellungszeit, Maschinenlaufzeit und Lederbedarf stellen — Ressourcen, die natiirlich gewis-
sen Einschrinkungen unterliegen. Welche Produktionskombination erzielt den héchsten Gewinn®,

wenn die folgenden Parameter vorliegen:

’ ‘ Damenschuh ‘ Herrenschuh ‘ Verfiigbar ‘

Herstellungszeit 20 10 8000

Maschinenzeit 4 5 2000

Leder 6 15 4500
Gewinn 16 32

Aber im Ernst — die mathematische Formulierung dieses Problems ist, in der “Normalform”

(2.1)

1 0 0
6 0 1 0
c=1|g | A=]-20 -], b=]| -8000 |,
—4 -5 —2000
—6 —15 —4500

wobei die ersten beiden Zeilen von A und b die Tatsache wiedergeben, daf3 man keine negative
Anzahl von Schuhen produzieren kann.

2.1 Zulassige Punkte

Als erstes sehen wir uns einmal den Bereich an, in dem wir unsere Losungen suchen, das heif3t,
die Menge?*
F:=F(Ab):={zreR" : Az > b} CR",

die zuldssige Menge oder der zuldssige Bereich fiir das Optimierungsproblem.

Definition 2.2 Eine Menge ) C R™ heifsit konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch ihre
Verbindungsstrecke enthdilt, das heifst, wenn

z,y € — [,y ={(1—-a) z2+ay : a€|0,1]} CQ. (2.3)

23Unter der (realistischen ?) Annahme, daf alle Schuhe verkauft werden konnen.
24Das “F” steht fiir die englische Bezeichnung “feasible”.
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100

100

Abbildung 2.1: Zuldssige Menge fiir das Optimierungsproblem aus Beispiel 2.1.

Lemma 2.3 Fiir jedes A € R™ "™ und b € R™ ist die Menge F'(A, b) konvex.
Beweis: Der (einfache) Beweis ist eine Konsequenz der beiden folgenden Tatsachen:

1. Halbriume sind konvex: Ist a®x > bund a’y > b, so gilt auch

T —1_ T T _ _
a (Il—a)z+ay)=(1—-a) a>bx+oz a'y >(1l—-—a+a)b=0.
> >b

2. Der Schnitt zweier konvexer Mengen ist konvex: Sind €2, 0’ konvex, dann ist, fiir z,y €
QnaY,

(1—a)x+ozy€{8, , a€l0,1] — [z,y] Cc QN Q.

g

Den Durchschnitt einer endlichen Anzahl von Halbrdumen im R™ bezeichnet man als kon-
vexes Polyeder, insbesondere ist also /' ein konvexes Polyeder. Die Ecken dieses Polyeders
sind diejenigen Punkte, die man nicht als Konvexkombination anderer Punkte des Polyeders
schreiben kann. Formal heif3t das, dafl = eine Ecke ist, wenn

/

z€(y,y), vy €eF = r=y=1y.
Dabei bezeichnet?
(,y) ={ay+(1—-a)y : ac(0,1)}

ZDas sieht nun sehr stark wie ein offenes Intervall, was es aber nur ist, wenn y # /' ist, ansonsten ist es ein-
punktig, abgeschlossen und nicht offen. Daf3 sich “offen” und “abgeschlossen” nicht notwendigerweise gegenseitig
ausschlief3en ist ja hoffentlich bekannt.
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Abbildung 2.2: Ein endliches und ein unendliches konvexes Polyeder.

das relative Innere der Strecke [y, v/].
Die Ecken von F'(A, b) kann man nun mittels Linearer Algebra erhalten: Dazu wihlt man eine
Indexmenge J C {1,...,m}, #.J = n aus und betrachtet die Teilmatrix und den Teilvektor

Aj=lal - jeJ] eR™ und by=1b;:jelJ] €eR"

Lemma 2.4 Sei F' = F(A,b) das konvexe Polyeder der zulissigen Punkte fiir das lineare
Optimierungsproblem (2.1). Dann ist ein Punkt x € F genau dann ein Eckpunkt von F', wenn
es eine Indexmenge J C {1,...,m}, #J = n, gibt, so daf$ Az = by und det A; # 0.

Beweis: Wir beginnen mit <. Ist det A; # 0, dann ist + = A;'b; ein Randpunkt des
Polyeders®®; wire auBerdem z = (1 — a)y + ay/ fiiry,y’ € F und o € (0, 1), dann wiire

by=Amx=A;(1-a)y+ay)=(1—-a)Ayy+a Ay,
— <<z

>by >by

weswegen A ;y = Ayy’ = by, also y = ¢y’ = = sein muBl. Damit ist x aber ein Eckpunkt.
Umgekehrt ist jeder Eckpunkt = des konvexen Polyeders ein Randpunkt und liegt damit auf dem
Rand mindestens eines Halbraums, erfiillt also a;-rx = b; fiir mindestens ein j € {1,...,m}.
Setzen wir

J:=J(z) = {1 <ji<m: af:B:bj} cA{l,...,m},

dann muBl A ;z = b; sein; hat A; Rang n, dann ist nach der obigen Argumentation x tatsdchlich
ein Eckpunkt, ansonsten gibt es einen mindestens eindimensionalen Teilraum Y C R”, so dal
Ajyy = 0, also Aj(x + y) = by fiir alle y € Y. Da alle anderen Ungleichungen strikt gelten,
also

aJT:L’ > b, J & J,

gilt, gibt es ein € > 0, so da3

{z+y :yeYly| <e CF,

26Nach Voraussetzung ist x € F, erfiillt also die anderen Ungleichungen ebenfalls, das heiit Axx < b,
K={1,....m}\ J.
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und in dieser Menge kann man = konvex kombinieren. U

Allerdings: Diese Charakterisierung von Eckpunkten iiber Indexmengen J der Méchtigkeit
n gilt nur, wenn x zum Polyeder gehort! Diese Information wurde im Beweis ja auch weidlich
ausgenutzt.

Bemerkung 2.5 Die Existenz einer Indexmenge J, so daf3 det A; # 0 ist, hat ja eine einfache
geometrische Interpretation: Die Hyperebenen

Hj::{IER”:aJT:U:bj}, Jj e J,

schneiden sich in dem eindeutigen Punkt v; = A;l b;, andernfalls ist der Schnitt, je nach
“rechter Seite” by leer oder ein nichttrivialer linearer Raum. Und im Normalfall liegen die
meisten solchen Schnittpunkte eben nicht im Polyeder F'(A,b), siehe Abb. 2.3.

Abbildung 2.3: Alle Schnittpunkte der Nebenbedingungen eines einfachen linearen Opti-
mierungsproblems — einige sind Ecken, einige nicht. Die zugehorige Nebenbedingungsma-
trix A € R5*2 hat iibrigens die “Standard”-Eigenschaft, daB jede 2 x 2-Teilmatrix von A
invertierbar ist.

Korollar 2.6 Das konvexe Polyeder F(A,b) hat hichstens (") Ecken.
Beweis: Zu jeder Ecke gehoren n linear unabhingige Zeilen von A. Da A insgesamt m > n
Zeilen hat, ist die Anzahl solcher Konfigurationen hchstens (). O

Jedes endliche konvexe Polyeder ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte?’; dazu erinnern
wir uns, daf} die konvexe Hiille einer Menge {2 C R™ definiert ist als die kleinste konvexe Menge,

2TDas bedarf natiirlich eines Beweises, aber den schenken wir uns hier erst einmal.
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die €2 enthilt, also als diejenige Menge, die man erhilt, wenn man beliebige endliche Kon-
vexkombinationen von Punkten aus € bildet. Eine derartige Konvexkombination von z1, . .., x,,
R™ ist, als Verallgemeinerung von (2.3), ein Ausdruck der Form

m m
E QT a; > O, E a; = 1,
j=1 j=1

und wir setzen
[xl,...,xm]:{zaj:cj : ajzo,zaj:1}. (2.4)
j=1 j=1

Die konvexe Hiille von €2 ldsst sich dann als
Q) :={[z1, .., 2m] : 21, T €Q, m e N},

beschreiben. Man kann [Q2] aber auch anders interpretieren, namlich als AbschluB von (2 unter
der Operation “Verbindungslinie” aus (2.3). Dazu betrachtet man die Folge

QOZQ, Qj_HZQjU{[[E,y] : I’,yEQj},

und sieht leicht, daf
Q] = lim Q. (2.5)

Jj—00

Ubung 2.2 Beweisen Sie (2.5). o

Um die konvexe Hiille einer endlichen Menge X C R" etwas handlicher schreiben zu kénnen,
ordnen wir ihre Elemente als Spaltenvektoren einer Matrix X an®® und erhalten, daB3

[(X]={Xu : ueAyx}, An—{UGR" : ujZO,Zuj—l}. (2.6)
j=1

Die Menge A,, ist das n—dimensionale Einheitssimplex — weswegen man die konvexe Menge
[X] auch als Simplex bezeichnet.

In der Folge wollen wir nun immer annehmen, daB die zuldssigen Punkte F'(A,b) ein
endliches Polyeder bilden, das heiBt, es gibt N > 0, so daB F'(A,b) C [~ N, N]™, denn dann ist
auch F'(A, b) = [X], wobei X die Eckenmenge von F'(A, b) ist. Das sollten wir auch beweisen.

Proposition 2.7 Ist F'(A,b) ein endliches Polyeder und X die zugehorige Eckenmenge, dann
ist*® F(A,b) C [X].

BDies ermoglicht die Verwendung von “Multisets”, das sind “Mengen”, in denen Vielfachheiten der Elemente
erfasst und beriicksichtigt werden kdnnen.

¥Die Umkehrung, [X] C F(A,b) ist klar, denn es ist X C F(A,b) und da F(A,b) konvex ist, muss die
konvexe Hiille [ X] als kleinste konvexe Obermenge von X ebenfalls in F'( A, b) enthalten sein. Wir behaupten und
beweisen also in dieser Proposition nur den “interessanten” Teil der Aussage F'(A,b) = [X].
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Beweis: Wir bemerken zuerst, daf jede Seite
Fy(Ab) ={z € F(Ab) - Az =bs},  0AJC{l,...m}

ebenfalls ein Polyeder ist und zwar eines von der Dimension < n — #.J, denn schlielich liegt
dieses Polyeder ja im Schnitt von #.J Hyperrdumen®.

Sei nun z € F(A,b), dann ist = entweder eine Ecke und die Aussage der Proposition ist
trivialerweise erfiillt, oder es gibty # ¢’ € F(A,b)und a € (0,1),s0daBz = ay+ (1 — )y’
Die Gerade ¢ : t — ((t) =ty + (1 —t)y/, t € R, durch y und ¥’ hat nun die Eigenschaft, daf}

CAF(AD) = {t) : tEfto,t]} = {al(to) + (1—a) (t)}.

Hier haben wir die Beschrinktheit des Polyeders verwendet, denn sonst konnte im schlimmsten
Fall die Gerade komplett im Inneren des Polyeders verlaufen. Die beiden Punkte ¢ (to /1) sind
Randpunkte von F'(A,b), gehdren also zu Seiten des Polyeder und sind so — per Induktion®!
— Konvexkombinationen von Ecken. Da aber x auch eine Konvexkombination dieser beiden
Punkte ist, gilt © € [X]. O

2.2 Konvexe Funktionen

Auf konvexen Polyedern besonders einfach zu optimieren sind konvexe Funktionen.

Definition 2.8 Eine Funktion f : Q) C R™ — R heifst konvex, wenn fiir alle x,y € ) und alle
a € [0,1]
J(A-a)z+ay) <(1—a) f(z)+a fy). 2.7

Bemerkung 2.9 (Konvexitiit)

1. Eine Funktion f heifst konkav, wenn — f konvex ist. Alle Aussagen iiber Maxima konvexer
Funktionen ergeben sofort auch Aussagen tiber Minima konkaver Funktionen.

2. Mit der Notation (2.6) kann man Konvexitdt einer Funktion auch als
N
f(Xu)SZujf(:L’j), w€ Ay, X =[x, -xy] € RN, (2.8)
j=1

beschreiben.

3. Fiir affine Funktionen der Form x — a’x + b gilt in (2.8) Gleichheit, das heif}t, affine
Funktionen sind konvex und konkav.

39Wobei wir redundante Nebenbedingungen ausschlieBen wollen — also den Fall, daB A zwei oder mehr identis-
che oder abhingige Zeilen enthiilt.

3Der Induktionsanfang ist einfach: Eindimensionale Seiten sind Intervalle, also sicherlich Konvexkombinatio-
nen ihrer Ecken, der Endpunkte des Intervalls.
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Das folgende Resultat sagt uns, wo wir nach den Optimallosungen suchen miissen — in den
Ecken des konvexen Polyeders.

Satz 2.10 Eine konvexe Funktion nimmt auf einem endlichen konvexen Polyeder ihr Maximum
in einer der Ecken an.

Beweis: Sei X € R™¥ die Eckenmenge des konvexen Polyeders, das heiBt, jeder Punkt
x € [X] hat die Form 2 = Xu, u = u(x) € Ay. Wegen der Konvexitit von f ist dann

j=1,.,N j=1,.,N

flz)=f(Xu) < Zujf(xj) < (Zu]> max_f(z;) < max f(z;).

———
=1

O

Dieser Satz gibe eine Moglichkeit, das Optimierungsproblem zu 16sen: Man braucht ja
“nur” die Ecken von F' zu bestimmen, sich die Zielfunktionen an diesen anzusehen und wird
unter diesen endlich vielen Werten auch das Maximum finden. Trotzdem ist das mit unseren
bisherigen Mitteln nicht praktikabel, denn das Auffinden der Ecken, das heif}t, die Bestimmung
von n linear unabhingigen Zeilen in der Matrix A, dauert einige Zeit. AuBBerdem entspricht ja
nicht fiir jede Indexmenge J so daBl det A; # 0 die Losung von A ;xr = b; einer Ecke von F’
— es kann und wird, wie in Bemerkung 2.5 gezeigt, in vielen Fillen passieren, daB (Az); < b;
fireinj € {1,...,m} \ J gilt und damit = & F ist.

2.3 Der Simplexalgorithmus

Der Simplexalgorithmus, der auf Dantzig32 zuriickgeht, siehe [12], stellt wohl eines der wichtig-
sten numerischen Verfahren dar®® So schreibt Laszlo Lovasz** 1980:

If one would take statistics about which mathematical problem is using up most
of the computer time in the world, then ... the answer would probably be linear
programming.

Dantzig selbst bemerkt
The tremendous power of the simplex method is a constant surprise to me.

Das Verfahren nutzt ebenfalls die Tatsache aus, daB die lineare und damit sowohl konvexe als
auch konkave Zielfunktion ihr Extremum in einer Ecke des konvexen Polyeders F' annehmen
muB. Anstatt nun alle Ecken des Polyeders der Reihe nach abzusuchen, wird bei diesem Ver-
fahren zu einer bekannten Ecke eine “Nachbarecke” bestimmt, an der die Zielfunktion einen

32George Dantzig, 1918-2005, entwickelte dieses “mechanisierte” Planungsverfahren unter dem Namen “linear
programming” 1947 fiir die U.S. Air Force. Spiter arbeitete er fiir die bekannte RAND corporation und wurde
1966 Professor fiir Operations Research in Stanford. Ein Nachruf auf ihn erschien 2005 sogar im Time Magazine.

3 Nummer 1 ist fraglos die schnelle Fouriertransformation von Cooley und Tukey [10].

3*Wer auch immer das ist.
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grofleren Wert annimmt — auf diese Weise hofft man, sich relativ schnell und systematisch bis
zum Maximum vorzuarbeiten — das muf} natiirlich nicht unbedingt rasend schnell funktion-
ieren: Man kann Beispiele angeben, bei denen der Simplexalgorithmus alle Ecken ablaufen
muB, bevor er das Optimum erreicht und insofern nicht schneller als “systematisches” Suchen
ist. Trotzdem funktioniert das Ganze, denn wenn sich die Zielfunktion beim Ubergang zu allen
Nachbarecken verkleinert, dann dann tut sie das fiir keine andere Ecke.

Um richtig konkrete Aussagen machen zu konnen, miissen wir aber zuerst einmal formal
klarstellen, was eine “Nachbarecke” eigentlich ist. Betrachtet man eine Ecke x des konvexen
Polyeders F' mit Eckenmenge X, dann kdnnen wir wieder

J=J@)={je{l,....m} : alz=0b;}
mit #J > n einfiihren; geometrisch ist x ja gerade der Schnittpunkt der Hyperebenen
{y:a]Ty:b}, JjeJ

Die Nachbarecken von x sind nun gerade die Elemente von X, die auf mindestens einer der
Hyperebenen durch x liegen, also

Voi={ye X\{z} : #(J(2)NJ(y)) 2 n—1},

das heiflt, mindestens eine der Ungleichungen in A ;y > b; muf} zur Gleichheit werden.

Proposition 2.11 Sei x* eine Ecke des konvexen Polyeders F' und seien x;, j € J, die Nach-

barecken von x*. Ist

T T ,
cx;<cat, Jj € J,

dann ist c'x < cTx* fiir alle x € F.

Beweis: Da der konvexe Kegel

Cz* :$*+{Z)\j (ﬂf]—ﬂf*) : )\j 20}7

jedJ

der von x und V. aufgespannt wird, das konvexe Polyeder F' enthilt, konnen wir jedes x €
F\ {z*} als

r=a" ) N —a"),  A#O,
schreiben und erhalten somit, daf3

e =clo* + E A (Mo — o) < cTa,
—_——

jet <0

wie behauptet. U
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Bemerkung 2.12 Ersetzen wir die strikte Ungleichung “<” in Proposition 2.11 durch “<”,
dann gilt die Aussage immer noch! Mit anderen Worten: Wir haben ein Maximum erreicht, wenn
wir uns beim Ubergang zu Nachbarecken nicht verbessern konnen, und wir haben das Maximum
erreicht, wenn wir uns beim Ubergang zu Nachbarecken nur verschlechtern kénnen®

Um uns das Leben einfacher zu machen, nehmen wir erst einmal an, dal der Nullpunkt eine
zuldssige Ecke von F' ist, und zwar dergestalt, daf3

I, 0 ~ B ~ B
a=[B] =[] Aemeen osere oo

In diese Form von Nebenbedingungen, die wir auch als
Az >b, x>0, (2.10)

schreiben konnen, 148t sich unser Originalproblem immer transformieren: Ist O eine Ecke, so
gibt es (unter Umstinden nach Permutation der Zeilen) eine invertierbare Matrix B, so dal3

3]-ve e (2o [ o o]

mit dem “Taschenspielertrick” ' := Bx. Die entsprechende Zielfunktion ist dann
_ 7 \T
'r=c"B"'2 = (B ") o = Tz,

und so ldsst sich jedes Optimierungsproblem mit einer Ecke an x = 0 in die Form (2.9) bzw.
(2.10) darstellen:

maxc z, Ax >0 x>0, mit d=B"1¢, A =CB" (2.11)

Die Vorteile von (2.10) liegen auf der Hand: Wir brauchen jetzt in unserem Optimierungsprob-

lem n Zeilen weniger zu betrachten und haben eine Normalform mit der sich sehr einfach

rechnen 148t, da die Suche nach Nachbarecken jetzt entlang der Koordinatenachsen verlauft.
Die “Startecke” 2(%) = 0 ist in dieser Konfiguration dann wie gesagt durch die Indexmenge

J ={1,...,n} charakterisiert. Auerdem verwenden wir die Bezeichnung
Y = Ar — g,
also
{zlex—& 2,y > 0. 2.12)

Damit haben die Hyperebenen, die F'(A, b) beranden, die einfache Form

{z;=0}, j=1,....n, und {yj=0}, j=n+1,...,m
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y1=0 4220

a -3 -

Abbildung 2.4: Benachbarte Ecken des Ursprungs.

Bevor wir uns an den formalen Teil machen, wollen wir uns erst einmal die “Strategie” ansehen:
Wie in Abb. 2.4 zu sehen ist, hat die zuldssige Ecke 2(© = ( zwei Nachbarecken, nimlich die
Ecken

{x1:0}ﬂ{y120} und {.IQ:O}ﬂ{yQ:O}

Unter diesen beiden Ecken, die wir erhalten, indem wir entweder x5 durch y; oder x; durch
Yo ersetzen, wihlen wir jetzt natiirlich diejenige, an der die Zielfunktion den gréeren Wert
annimmt.

Um den Austauschschritt durchzufiihren, der die formalen Variablen x; und y;, vertauscht,
fixieren wir j € {1,...,n}und k € {1,...,m — n} und bemerken zuerst einmal, da} wir die
Gleichung

T
Yk = Gy — Doy

genau dann nach x; auflésen kdnnen, wenn a,, 1 ; # 0 ist und dann gilt

1
Ty = (yk — Z Qpyke To+ bn+k> . (2.13)

a .
n+k,j £

35 Also fast wie in der Realitiit.
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In Matrixform heift dies, dafl

1 [z ] 0
1 Tj—1 0
T = _an+k,1 _an+k',j71 1 _an+k,j+1 _an+k,n _|_ bn+k
- antk; Anik,j Anik,j Anik,j e Anik,j Yk Cptk,j ’
1 Tjt1 0
1 L Tn 0
L - 4. , L J
. =z
also ;
n+k
v =DBz+ o (2.14)
anJrk,j

Setzt man das in (2.12) ein, dann ergibt sich

x I, btk 0 B bryk
— Ar—b=| 2 |(B -l 2l=] = Ae; —b
{y} ) L‘J( Z+an+k,jej) {b} {AB]ZJF%MJ K
———

———
=:C ——p
= 2 (b+D), (2.15)
wobei
S
ay :
~ b, ’ b,
b= ——E || = R (e
Uik, . Aptk,j An41,5
m,J .
L Om,j
Day;, = (Cz),_. istdie (n + k)—te Zeile von C, also ¢, ., von besonders einfacher Form:

T _ T
Cntk = ej‘

Vertauschen wir also die Zeilen 7 und n + £ in (2.15), so konnen wir (2.15) unter Verwendung
der Notation

X n
Tj Yk—1
zV) =z = Yk und y = xj
Tj+1 Ye+1
L .Tn . L ym*n .
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umschreiben in

1
1 T R o 016
wobei®® b(1) = b + b. Dann sind natiirlich die beiden Nebenbedingungen, das heift die Un-
gleichungssysteme Az > b und AWz > b dquivalent, oder, anders gesagt, die Polyeder
F (A,b) und F (AW, bM) sind gleich.

Wenn wir es jetzt noch schaffen, daB3 der Nullpunkt wieder eine zulédssige Ecke des konvexen
Polyeders F' (A™M, (1)) ist, das heiBt, daB

0=AM0 > pM» — b <0,

dann haben wir, via Austausch, tatsiachlich den Schritt von einer Ecke zur einer benachbarten
Ecke geschafft, und zwar so, daB3 diese “neue” Ecke wieder der Nullpunkt ist. Dazu bemerken
wir zuerst, daB’’

~ b,
bgl) = bn—i—k + bn—i—k = bn+k - el Qptk,j = 0
An4k,j
und, trivialerweise, bél) =0,¢€{1,....,n}\ {4}, und (Y = 0 ist zumindest schon einmal

ein Kandidat fiir eine Ecke des Polyeders — allerdings muf3 dieser Punkt auch zuléssig sein, um
wirklich eine Ecke darzustellen. Dies ist nun genau dann der Fall, wenn b < 0 ist, also wenn

btk bntke
= Y'n+k J an+k,j ¥ an+k,j
=0 =1
und a '
0> b, =bpye— "L by, L=1,...,m—n, (#Ek (2.18)
Antk,j

Aus (2.17) und der Forderung b < 0 folgt, daB?®
) (2.19)

Die Bedingung (2.18) 148t sich hingegen zuerst einmal in

Qo5

bn+k2bn+g, EZl,...,Tﬂ-ﬂ,f#k,
An+k,j

umformen, was immer erfiillt ist, wenn a,,,; > 0 ist. Im anderen Fall erhalten wir, dafl

bn+k < bn—i—Z

< , falls Oniej < 0, (2.20)
Ap4k,j An+0,j

sein muB3. Also haben wir die folgende Regel zur Bestimmung von £ (fiir ein gegebenes j €

{1,...,n}):

3Nach Vertauschung der Komponenenten j und n + & von b!

¥ Nicht vergessen: Die Zeilen j und n + k wurden vertauscht!

3Genaugenommen koénnte a,, 1 ; machen, was es will, wenn b, = 0 ist; da aber immer durch eine beliebig
kleine “zulédssige” Storung b, 4+ < O erreicht werden kann, kdnnen wir dies hier auch annehmen.
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Die “Pivotzeile” n + k ist so zu bestimmen, daf a1y ; < 0 und daf der (positive)

Quotient
bn,
+£
, ey <0, (=1,....,m—n,

minimiert wird, also

byt i : brte

I —ming = g, <0, 0=1,...,m—ny. (2.21)

Qp+k,j An+L,j

Bleibt also noch die Frage, wie man diese omindse Spalte ;7 (also die auszutauschende Variable)
wihlt. Hier kommt jetzt die Vergrofierung der Zielfunktion ins Spiel. Zu diesem Zweck setzen
wir (2.13) in die Zielfunktion

C.
e => com+ — (yk — > tnire e+ bn+k> :

X Ap+k,j X
(] ) (]

ein, das heif3t,

Ci Gy, C;
To=—2 y.+ Z (Ce _ Zntkt Cj) Lo+ —2— by = AT L) +dW,
j (ntk,j (n+k,j

setzen () = 0 und erhalten eine Verbesserung (oder zumindest keine Verschlechterung) gegeniiber
dem Ausgangswert, falls
¢

0< dV) —

otk (2.22)
An+tk,j

also wenn c; > 0 ist, was zu der folgenden Regel fiihrt:
Die Spalte j ist so zu bestimmen, daf3 c; > 0 ist.
Diese beiden Auswahlregeln fiir j und £ konnen erfiillt werden, solange
1. die Matrix A negative Werte enthilt,

2. eine Spalte von A existiert, die einen negativen Wert enthilt und einem nichtnegativen
Eintrag von c entspricht.

Ist eine dieser beiden Bedingungen verletzt, so hat dies jeweils eine Bedeutung:

1. Ist A > 0, dann ist Az > 0 wann immer x > 0 und gibt es auch nur ein zuléssiges x* > 0,
dann ist fiir alle x > 0 auch
* — * >
A(x" +1x) = A" + Az, > b,
>b >0
und somitist F'(A4,b) C x*4+R’}. Mit anderen Worten: Das Polyeder F'(A, b) ist unbeschrinkt
und ist auch nur ein c¢; > 0, dann ist auch die Zielfunktion unbeschrinkt. Ansonsten ist
ihr Maximum ohnehin trivialerweise 0.



2.3 Der Simplexalgorithmus 29

Abbildung 2.5: Geometrische Interpretation der Bedingungen fiir die Wahl der Austausch-
parameter. Unter allen “guten” Schnittpunkten wird derjenige gewihlt, der am nichsten bei
der Ecke (0, 0) liegt.

2. Ist ¢; < 0 fiir alle Spalten von A, die negative Werte enthalten, dann wird beim Ubergang
zu allen benachbarten Ecken die Zielfunktion nur verkleinert, also: Wir haben ein Maxi-
mum gefunden. Damit kann nach Proposition 2.11 und Bemerkung 2.12 der Algorithmus
beendet werden.

Noch kurz zur geometrischen Interpretation der ersten Bedingung. Die Bedingung a1 ; <
0 bedeutet, dal man nur nach Hyperebenen y;, = 0 sucht, die “verniinftig” im Oktanten x > 0
liegen. Die Minimumsbedingung hingegen ist dafiir zustindig, da3 unter allen Schnitten der
Geraden z; = -+ = ;1 = xj4; = -+ = ¥, = 0 mit derartigen Hyperebenen diejenige
gewihlt wird, die “als erste” erreicht wird.

Bleibt uns noch die Bestimmung der Optimallosung, was aber jetzt einfach ist: Das Problem
wurde ja nach r Schritten so modifiziert, daf} 2" = 0 die extremale Ecke des Problems

max 2" c(r)7 A g > )

ist. Das heif3t aber nach (2.9), daf}

z(") 0
— A _p) — _p() — | -
{y(r)}_A 0— b0 = b _[bm},

also
2 — 0, y(r) - M.

Und jetzt miissen wir nur noch nachschauen, in welche Komponenten von (™ und () die
Variablen x4, . . ., x,, getauscht wurden.



30 2 LINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEME

2.4 Die Implementierung

Als nichstes wollen wir den eben hergeleiteten Simplexalgorithmus in Mat 1ab/Octave im-
plementieren und versuchen, damit unser Beispiel vom Anfang zu 16sen. Dazu “vergessen” wir
die Einheitsmatrix “oben” in A, schreiben m fiir m — n und setzen

A0 = (C,O):(c,d(o)) e R,

AO = A eR™™

O — p e R™

Ein Austauschschritt fiir die Matrix A hat nun, fiir gegebene j € {1... , n}undk € {1,...,m}
die folgende Gestalt:

1. Setze
( (r)
C:
ok t=J
.
(r+1) — - CL(T) ., . 293
€ cg)— l(“f)cg-), ced{l,....n}\ {4}, (2.23)
i
cgll—kibg), C=n+1.
\ Qg
2. Setze
( b(T)
k. 0=k,
a,(fj)
bl = o (=1,....m. (2.24)
a-
S Y (+F,
o)
\ kj
3. Setze
- _
1
_ Qg1 _ Ok,j-1 1 Gk _ Qkn nxn
B=| —as ' “Tar ag " an o T | ER™ (2.25)
1
1 —

4. Berechne die Matrix A") B, ersetze deren k—te Zeile durch die k—te Zeile von B und
nenne diese Matrix AT Y,
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Austausch.m

Austauschschritt fuer Simplexverfahren
Daten:

j Spaltenindex

Zeilenindex

Matrix des Problems
Nebenbedingungen

Zielfunktion

o o° o0 O° o0 o° o0 o° o°
o o o o o° o° o° o° o°

Qo P s u

function [AA,bb,cc] = Austausch( j,k,A,b,c )
[m,n] = size(A);
a=2a((k,3); cJ=c(J); bk =Db(k);
cc = zeros( n+l,1 );

%% Update von c

cc(l:n) = c(l:n) - (¢cj / a) = A(k,: )";
cc(j) =c3j / a;
cc(n+l) = c(n+l) + cj / a » b(k);

o\

% Update von b
bb =b -bk / ax A( :,3 );
bb(k) = -bk / a;

%% Update von A

B =-eye(n);

B( j,: ) = (-1 / a) = A( k, )i

B(3,3) 1/ a;

AA = A x By

AA( k,: ) =B( J,: )3
%$endfunction

Programm 2.1 Austausch.m: Ein Austauschschritt.

31
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Diese Operationen sind in Austausch . m implementiert. Die Reihenfolge oben ist absichtlich
so gewihlt, da die Berechnung von ¢+ sowohl ("), ¢(") wie auch A" benétigt, die Bestim-
mung von b1 lediglich 5™ und A" und A+Y schlieBlich aus A" berechnet werden kann,
das heift, in dieser Reihenfolge konnen die Variablen iiberschrieben werden.

Bemerkung 2.13 Man kann sich die schematischen Regeln des Simplexalgorithmus recht ein-
fach merken® :

1. Dividiere die Pivotzeile durch das Pivotelement.
2. Dividiere die Pivotspalt durch das Negative des Pivotelements.

3. Fiir alle anderen Elemente verwende die “Rechtecksregel”:

ug ... Uq
Vil Qjk -nn Qjq b] e
vk Yjq
: : IR : pg $= Apg — — ——
b Gk
Up | .o Gpr ... | by
Cr ... Cq

4. Ersetze das Pivotelement durch seinen Reziprokwert.

Will man den Algorithmus mit Uberschreiben realisieren®, dann muss man natiirlich mit Schritt
3 beginnen.

Zur Bestimmung der Indizes j, k, fiir die die Vertauschung durchgefiihrt werden soll, wird
die Matrix A" spaltenweise durchgegangen. Sobald eine Spalte gefunden wurde, die ein neg-
atives Element enthilt*!, wird der zugehdrige Eintrag in c(") gepriift. Ist dieser > 0, so ver-
schlechtert der Ubergang zur Nachbarecke das Ergebnis nicht, ist er < 0, so wird die Spalte
verworfen. Findet man keine passende Spalte, dann ist die Losung optimal.

Bleibt noch der Simplexalgorithmus selbst. Um auch die Parameter x4, ..., z, der Opti-
mallosung angeben zu konnen, miissen wir Buch fiihren, welche Gleichungen miteinander aus-
getauscht wurden. Das wird durch zwei Vektoren xVec und yVec erledigt, die angeben, welche
der Parameter als Variablen (xVec) und welche als affine Funktionen (yVec) fungieren; ein
positiver Eintrag j bedeutet hierbei die Variable z;, ein negativer —k die Variable y,. Da die
Optimallosung ja durch 2(" = 0 gegeben ist, erhalten diejenigen xj, die zu affinen Funktio-
nen geworden sind, den Wert der entsprechenden Komponente von b("), die Variablen geblieben
sind, werden hingegen = ( gesetzt.

3Wenn man den Simplexalgorithmus denn unbedingt manuell durchfiihren mochte, was in Anbetracht von
Programmen wie Octave und der Verfiigbarkeit exzellenter Implementierungen wie lpsolve eigentlich
Zeitvergeudung ist.

40Beispielsweise an einer Tafel mit Auswischen.

“I'Hierbei gehen wir immer davon aus, daB A(©) “verniinftig” gewihlt war, also mindestens einen negativen Wert
enthalten hat — damit ist der zuldssige Bereich nicht total unbeschrinkt.
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auxFindjk.m (Optimierung)
Auffinden passender Werte j,k
Daten:

A Matrix des Problems

b Rechte Seite

c Zielfunktion

o° o° o o0 o° o
o0 o° o° o° o oe

function [j,k] = auxFindjk( A,b,c )
if min( min( A ) ) > 0 %% kleinster Eintrag
disp( "#x** Unbeschraenkt xxx" );
j =0, k =0;
return;
end

cA = find( min(A) < 0 ); Spalten mit neg. Eintrag

o o
o o°

cc = find( ¢c( cA ) > 0 ); dort ¢ > O
if length( cc != 0 )
J = cA(cc( 1) ); %% Erste Spalte - warum nicht?
cA = find( A( :,3 ) < 0 ); %% Negative Eintraege in Spalte
[m,k] = min( b( cA ) ./ A( cA,j ) ); %% Lokalisiere Minimum
k = cA( k ); %% k ist entsprechende Spalte
else
jJ=0; k = 0;
end

Programm 2.2 auxFindjk.m: Suche nach den Indizes j, k.
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Simplex.m (Optimierung)
Simplexverfahren
Daten:
A Matrix des Problems
b Nebenbedingungen
c Zielfunktion

o® o° o o° oo o
o o° o° o° o oe

function [x,o0pt] = Simplex( A,b,c )
StepNum = 0; ¢ = [ ¢c; 0 1;
[m,n] = size( A );
xVec = ( 1:n ); yVec = ( -1l:=1:-m ); %% +/— fuer x/y

disp( [[A,b]jc"] );

o\°
o\°

Zeige Simplextableau

do
StepNum = StepNum + 1;
[§,k] = auxFindjk( A,b,c ); %% Finde Indizes
if 3 =0
disp( [StepNum, j, k] ); %% Zeige SchrittNr und Austausch
t = Vec( J); xVec( 3 ) = yVec( k ); yVec( k) = t;
(A c] = Austausch( j,k,A,b,c );
disp( [[A,b]l;c"] ); %% Zeige Simplextableau
end
until ( j == )
x = auxGenx( n,yVec,b );
opt = c(nt+l);
$endfunction

Programm 2.3 Simplex.m: Der Simplexalgorithmus fiir ein Problem, das den Nullpunkt
als zulissige Ecke hat.
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auxGenx.m
Simplexverfahren

o o° o o° o o
o0 o° o° o° o° oe

Daten:
yVec Vector der Gleichungsnummern; Eintraege > 0 entsprechen Variablen
b Rechte Seite
function x = auxGenx( n,yVec,b )

m = length( yVec );
X = zeros( n,1l );

for k = 1:m
if yvec( k) > 0
( )

x ( yVec (k) = -b( k );
end
end
%$endfunction

Programm 2.4 auxGenx.m: Bestimmung des Losungsvektors x fiir das Opti-
mierungsproblem aus den Austauschinformationen.
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Beispiel 2.14 Sehen wir uns nochmals Beispiel 2.1 an. Die fiir unsere Simplexmethode rele-
vanten Parameter konnen wir nun wie folgt in einer Tabelle, dem “Simplextableau”, darstellen:

IE T | |
Y1 || a1 ain | by
Yn a;’Ll Ann bn
C1 Cn Cn+1
in unserem Fall also
HENE |

v | =20 —10 | —8000
yo | —4 =5 | —2000 |
ys | =6 —15| —4500
16 32| 0

Die einzelnen Schritte des Simplexalgorithmus liefern dann

L | o 2 ] | Ll v | |
(1,1) | @] =005 —0.5] =400 | (5 gy |1] —0.0833 0.1667 [ —333.33
|| 020 =3 ) =400 | " fan | 0.0667 —0.333 | —133.33

ys|| 03 —12 | —2100 ys | —0.5 4 —500

—0.8 24 | 6400 0.8 —8 9600

e v | |

1667  —0.5 | —250
1,3) | ™ 250
(1.3) x| —0.133 0.2 | —200 — x:{QOO},maX:wéLOO.
v 2 8 | —1000
—1.6  —1.6 | 10400

Ein ziemlich wichtiger Implementierungsparameter ist die Bestimmung der Pivotspalte j,

von der wir bisher nur gefordert haben, daf3 cgr) > 0 sein soll. In der Tat gibt es die verschieden-
sten Strategien, diese Spalte auszuwihlen:

1. Man wihlt das kleinste j, so dal c; > 0 ist. Diese Methode ist in Algorithmus 2.2
beschrieben.

2. Man sucht sich eine Spalte j aus, wo c¢; maximal wird, also
cj > ¢y, (=1,...,n.

Dies ist wohl auch das “Originalverfahren” bei Dantzig und in Algorithmus 2.5 imple-
mentiert.

3. Zu jeder Spalte j mit ¢c; > 0 bestimmt man die zugehorige Zeile £, bildet den Wert

C.
dj - —ka Z 0,
QA
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auxFindjk3.m (Optimierung)
Auffinden passender Werte j,k
mit Pivotsuche
Daten:
A Matrix des Problems
b Rechte Seite
c Zielfunktion

o o° o° o° o0 o° oP
o o° o° o° o o° oP

function [j,k] = auxFindjk3( A,b,c )
if min( min( A ) ) > O %% kleinster Eintrag
disp( "#x** Unbeschraenkt xxx" );
3 =20; k = 0;
return;
end

cA = find( min(A) < 0 );
[cmx, j] = max( c( cA ) );
if ( cmx > 0 )

j=cAl 3J);

Spalten mit neg. Eintrag
Groesster Wert und wo

o° oo
o° oo

Groesster c-Wert!

cA = find( A( :,3 ) < 0 ); %% Negative Eintraege in Spalte
[m,k] = min( b( cA ) ./ A( cA,7 ) ); %% Lokalisiere Minimum
k =cA( k ); %% k ist entsprechende Spalte
else
J=0; k=20;
end

Programm 2.5 auxFindjk3.m: “Pivotsuche” fiir die Zielspalte; man wihlt die Spalte so,
daB ¢; maximiert wird.

um den die Zielfunktion verbessert wird und wihlt j dann so, daf3

di =max{d, : {=1,...,n, ¢, >0}.

Diese Strategie, die einer Totalpivotsuche entspricht, ist in Algorithmus 2.6 realisiert. Es
zeigt sich, dall diese Pivotstrategie wirklich Vorteile haben kann, insbesondere in Ex-
tremféllen wie Beispiel 2.22.
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o° o° o° o° o° o oe
o0 o° o° o° o° o° oe

fu

auxFindjk.m (Optimierung)
Auffinden passender Werte 7j,k
mit Totalpivotsuche, erste Spalte von c
Daten:
A Matrix des Problems
b Rechte Seite
¢ Zielfunktion

nction [J,k] = auxFindjk4( A,b,c )

if min( min( A ) ) > O %% kleinster Eintrag
disp( "xx* Unbeschraenkt xxx" );
j=20; k=20;
return;

end

cA = find( min(A) < 0 );

cc find( c¢( 1,cA ) > 0 );

d = zeros( 2,length( cc )+1 );
for 1 = 1l:1length( cc )

Spalten mit neg. Eintrag
dort ¢ > 0
Wenigstens eine Null :-)

o o o
o° o oe

J =cA(cc( 1) ); %% Erste Spalte - warum nicht?
cA = find( A( :,3 ) < 0); %% Negative Eintraege in Spalte
[m,k] = min( b( cA ) ./ A( cA,j ) ); %% Lokalisiere Minimum
k = cA( k ); %% k ist entsprechende Zeile
d(l) = [ c(1,1)*xb(k)/A(k,1), k 1; %% Ergebnisse

end

[ mx,1 ] = max( d(1,:) );

if (mx > 0 )
j = cA( cc(l) ); k =4d(2,1);

else
jJ=0; k = 0;

end

Programm 2.6 auxFindjk4.m: Totalpivotsuche zur Bestimmung der Zielspalte und -
zeile; Der Rechenaufwand zur Bestimmung von j und k wird bei diesem Verfahren
natiirlich maximal, dafiir hofft man aber natiirlich, da man so die Anzahl der Aus-
tauschschritte drastisch vermindern kann.
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2.5 Degenerierung und andere Argernisse

Unangenehm wird es aber, wenn die Pivotzeile nicht eindeutig ist, das heifit, wenn es min-
destens zwei Indizes k # k' € {1,...,m — n} gibt, so da

"~
alk’.] ak/’j

LA R e
= min pag; <0,0=1....m—n,. (2.26)

Fiihrt man nun einen Austauschschritt mit dem Paar (j, k) durch, dann folgt aus (2.24), daB

)0 oW e @ b
bk’ = bk’ — ak,j w == bk’ — ak,j W — O

Das heifit aber, daB die zur Ecke 2"+Y = 0 gehorige Indexmenge J+Y mindestens n + 1
Eintrige hat — die ersten, “virtuellen” n Zeilen, die zur Einheitsmatrix gehoéren und die Zeile
k'. Die Ecke z("*!) = 0 ist also der Durchschnitt von mindestens n + 1 Hyperebenen*?. Diese
Situation bezeichnet man als Degenerierung. Degenerierungen konnen dazu fiihren, dafl der
Simplexalgorithmus stationdr wird, das heif3t, auf einer nicht optimalen Seite “im Kreis lauft”.

Beispiel 2.15 Wir betrachten das folgende Beispiel aus [44, S. 69]:

-1 0 0 —2
0 -1 0 —2 X
~ | -1 0 -1 = | -3
A=lo 1 | T o7 ?,
10 -1 -1
0 1 -1 | -1

Die geometrische Interpretation des zugehorigen Polyeders ist ein Quader mit aufgesetzter
Pyramide, siehe Abb. 2.6. Und in der Tat sorgt die obere Ecke fiir Schwierigkeiten beim Sim-
plexalgorithmus: Wir erhalten die Folge

I EEN | lvs @ w] |
-1 0 0 |-=2 |l 1 -1 —1|-2
Y2/ 0O =1 0 | =2 Y2 0 =1 0 |=2
(3,5) |wys|[—2 0 1 |-2 (1,6) ys || 2 —2 —1|-2
ys | -1 =1 1 | =2 — ye || 1 =2 0 | =2
x3l 10 —1]-1 z3|—1 1 0 |—1
vl —1 1 1[0 r|—-1 1 11]0
EERERIE EERIRE

“2Der “normale”, also generische Fall im R™ ist, daB sich gerade n Hyperebenen, nicht mehr und nicht weniger,
in einem Punkt schneiden.
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Abbildung 2.6: Das Polyeder F'(A,b) zu Beispiel 2.15. Die obere Ecke ist degeneriert, da
schneiden sich 4 Seiten des Polyeders.

ys s || I
NEREIE MR
-1 5 5 |-1 v | 1 -3 —5|-1

(2,3) [=2| 1 —3 —3|-1| (14 |m|-1 5 5 |-I
— Jys -1 1 1]0 — |y ||-1 1 110
3] 0 —5 —3]—2 3] 0 —5 —3]—2
L [2 -3 —2]9] 2 -1 o]9]

und miissen uns nun iiberlegen, was die “fetten” Nullen bedeuten:

1. Die Nullen in der Spalte auf der rechten Seite zeigen uns an, daf3 wir uns in einer en-
tarteten, degenerierten, Ecke befinden, was dazu fiihren kann, daf; der Simplexalgrorith-
mus diese Ecke nicht verldfit. In der Tat nimmt er den Weg

0 0 0 1 1
0 (3,5) (1,6) 0 (2,3) ) (1,4) 1
0 — 1 — 1 — 9 — 9

bleibt also mehrmals in derselben Ecke!

2. Die Null in der Zeile unter dem Simplextableau zeigt hingegen an, daf3 die Optimallosung
nicht eindeutig ist — es gibt eine Nachbarecke, an der die Zielfunktion denselben Wert
annimmt.

Ein solches Verhalten ist der einfachste Falle eines Zyklus, der sich natiirlich auch iiber mehrere
Punkte erstrecken kann und der dazu fiihren kann, dafl der Simplexalgorithmus nie terminiert;
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solche Beispiele gibt es, wenngleich sie ziemlich konstruiert sind, aber laut [36] tauchen sie
doch recht hiufig in der Realitdt auf, und zwar bei Problemen, die aus der Ganzzahlprogram-
mierung stammen.

Die Entfernung dieser Zyklen durch geeignete Stérungen des Optimierungsproblems ist ein
wichtiges Detail bei der praktischen Realisierung des Simplexalgorithmus, siehe [36, S. 389—
391].

Beispiel 2.16 Verwendet man die Pivotmethode aus Algorithmus 2.6, dann taucht keiner der
Zyklen aus Beispiel 2.15 auf, denn hier hat man die Situation, daf3 man von jeder Ecke aus die
Zielfunktion verbessern kann. Die Folge der Simplextableaus ist dann

HEN HEN"ENE
U1 -1 0 0 —2 U1 —1 0 0 —2
x|l 0 -1 0 | -2 z2| O —1 0 | =2
(2,2) |ys||-1 0 —1|-3 (3,4) ys | -1 =1 1 | =2
ys || O 1 —-1]|-1 — z3 || O 1 —-1]-1
ys || 1 0 —-1|-1 ys | 1 —1 1| O
e ||l 0O —1 —1|-3 v | 0 =2 1 | =2
(1 2 35 [q] (T (T
’ H Y1 Yo 94\ ‘
r||—-1 0 0 |-2
|| 0 —1 -2

(L) [y 1 =1 1]0
— Jz 0 1 —1]—1
ys | =1 —1 1 | -2
wl 0 —2 1 |-=2
L=t 1 —3]9 ]

Den Ubergang von der Ecke [2,2,1]7 nach [1, 1, 2] vermeidet diese Version des Simplexalgo-
rithmus, weil keine Verbesserung mehr moglich ist, und so terminiert der Simplexalgorithmus,
obwohl es eine Spalte gibt, in der c; > 0 ist!

Ubung 2.3 Zeigen Sie: Ist eine n — 1-dimensionale Seitenfliche X von F eine Niveaufliche
voncl-, dh. 'z = cT'a’, x,2' € X, dann nimmt die Zielfunktion auf X ihr Maximum oder ihr
Minimum an. ¢

Ein anderes “Argernis” sind freie Variablen. Bisher haben wir immer angenommen, daf die
automatischen Nebenbedingungen = > 0 gelten. Solange alle Variablen einseitig beschrinkt
sind, das hei3t, Forderungen der Form

szgj oder $j§§j j:]_,...,n7

vorliegen, konnen wir diese immer durch = > 0 ausdriicken, indem wir z; durch + (z; — &;)
mit passendem Vorzeichen*? ersetzen. Das resultierende, dquivalente Optimierungsproblem hat
dann die gewiinschte Form (2.1).

43Um, wenn nétig, das Ungleichungszeichen umzudrehen.
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Hingegen heiit x; freie Variable, wenn es keine solche direkte Beschrinkung an z; gibt,
sondern sich der zulédssige x;—Bereich nur indirekt aus den Nebenbedingungen Az > b ergibt.
Solche Variablen stéren natiirlich, wenn man ein Verfahren verwenden will, bei dem der Nullpunkt
eine zulissige Ecke sein soll**, weswegen man zuerst einmal eine freie Variable austauscht. Die
Zeile, die nach dem Austausch mit y,, zu der freien Variablen x; gehort,

Ts = (A(l)x(l))n+k _ bﬂk

kann man zwar mitfiihren (z.B. um am Schlul den Wert von z; zu ermitteln), aber sie muf}
redundant® sein, denn ansonsten léige ja plotzlich doch eine Beschrinkung an z; vor — fiir die
Rechnung kann man sie aber getrost vergessen.

Trotzdem, wenn wir schon austauschen, dann tun wir das natiirlich am besten so, daf3 nach
dem Austauschschritt b(!) < 0 ist*®, denn dann ist ndmlich 0 eine zulissige Ecke und unser
Mechanismus aus dem vorigen Kapitel greift wieder. AuB3erdem soll der Austausch natiirlich
die Zielfunktion vergroBern. Dazu miissen wir eine Fallunterscheidung beziiglich ¢; machen?’:

c¢; > 0 : Hier liegt gerade die Situation vor, wie im “normalen” Austauschschritt des Simplex-
algorithmus, wir konnen also £ so wihlen, da3

b(”) b(’") .
’(“r) = min % : ag’} <0
ak7j alk"]

c; < 0 :Jetzt wird’s etwas interessanter. Damit (2.22) erfiillt ist, muB jetzt aff; > 0 sein. Damit

ist (2.18) nun immer erfiillt, wenn a,,1¢; = aé? < 0 ist und “kritisch” wird nur der Fall,

daB a,,¢; > 0ist. Und jetzt muB man halt maximieren*®: Man wiihlt & so, daB

by 0w
CL(T) = max SCEE ap; > 0
k,j k,j

Nach der Elimination aller freien Variablen (und der entsprechenden Nebenbedingungen) hat
also unser Optimierungsproblem dann die Normalform (2.9).

2.6 Auffinden einer Startecke

Bisher haben wir uns in einer Hinsicht das Leben sehr leicht gemacht: Wir haben angenommen,
daf} der Nullpunkt eine zulidssige Ecke war. Nun, eine Ecke ist der Nullpunkt immer, wenn das

“Denn dazu briuchten wir ja sowas wie z; = 0.

“Das heift, es kann keine zuléssige Ecke = geben, zu deren Bestimmungsmenge J(x) die Gleichung z; =0
gehoren muyf.

46Natiirlich unter Vernachlissigung der k—ten Komponente und unter der Voraussetzung, daB b < 0 war.

#INicht vergessen: Die Spalte konnen wir nicht wihlen, denn sie ist ja dadurch vorgegeben, daB x; eine freie
Variable ist.

48Was wieder nichts anderes heiBt, als den Betrag dieses Quotienten zu minimieren.
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Optimierungsproblem in der Form (2.9) vorliegt*, wenn also
I, 0

ist, nur mit der Zuldssigkeit kann es unter Umstdnden hapern.

Beispiel 2.17 (Transportproblem)™
In den Rangierbahnhofen A und B stehen 18 bzw. 12 leere Waggons, in den Bahnhdfen X, Y und
Z werden 11, 10 und 9 Waggons bendétigt. Die Distanzen zwischen den Bahnhdfen betragen

L [x Y Z]
AlS5S 4 9
B|7 8 10

Welche Verteilung der Waggons minimiert die gefahrene KilometerzahlP! ?

Um dieses Problem mathematisch darzustellen, sei x die Anzahl der Wagen, die von A nach X
fahren und y die Anzahl der Wagen, die von A nach y fahren. Dann lassen sich alle Wagenbe-
wegungen durch x und y ausdriicken und zwar

’Strecke ‘ # Wagen ‘
A—=X |z

A=Y |y

A—=Z | 18—z —y
B—X|11—-=x
B—Y|10—y
B—=+Z|x4+y—9

und alle diese Groflen miissen selbstverstdindlich positiv sein. Damit miissen wir den Wert
Sr+4y+9(18—z—y)+7(11—2)+8(10—y)+10(x +y—9) = —z — 3y + 229

unter den obigen Nebenbedingungen minimieren, unsere Normalform fiir das Optimierungsprob-
lem lautet also

1 0 0
0 1 0
-1 -1 x —18
_ >
max x + 3y — 229, 1 0 { Y 1 Z | _11
0 -1 —10
11 9 ]
bestimmen; die letzte Zeile der Nebenbedingungen sorgt nun dafiir, daf3 [x,y] = 0 zwar eine

Ecke, aber keine zuldssige Ecke ist — wenn man keine Wagen bewegt, dann kommt halt auch
nichts in X, Y oder Z an. Die Nebenbedingungen sind in Abb. 2.7 grafisch dargestellt.
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2 4

Abbildung 2.7: Der zuldssige Bereich fiir das Transportproblem aus Beispiel 2.17; der
Nullpunkt ist offensichtlich “abgeschnitten” worden.

Wenn nun
b* := max b; (2.28)
7j=1,...n

positiv ist, dann®? ist der der Nullpunkt keine zulissige Ecke des zulidssigen Bereichs mehr
und unser bisheriger Simplexalgorithmus ist nicht anwendbar. In diesem Fall behilft man sich
mit der sogenannten Zweiphasenmethode, bei der man zuerst einmal, und zwar wieder mit dem
Simplexalgorithmus, ein Optimierungsproblem “16st”, um eine Startecke zu finden. Das sehen
Wwir uns nun an.

Dazu setzen wir 1,,, = [1,...,1]" € R™ und betrachten das erweiterte “Hilfsproblem”
* 0, I Zo * On,
max — (xg + b"), [1m_n g}[x}Zb—b [1mn:| (2.29)
_A —& 5

Die Zielfunktion x, + b*, beschreibt die “Unzulédssigkeit” des Optimierungsproblems: Wire
b* < 0, dann wire diese Funktion an der Stelle z, = 0 negativ und alles wire in Ord-
nung; ist hingegen 0* > 0 — was ja der Fall ist, den wir hier untersuchen wollen — dann hat
besteht an x; = 0 eine echte Unzuléssigkeit durch diesen positiven Wert. Da wir diesen De-
fekt verkleinern, besser noch: minimieren, wollen, miissen wir in (2.29) also die negative Un-
zuldssigkeit maximieren, der Normalform wegen. Unser Ziel ist es also, die Unzuldssigkeit des
Optimierungsproblems zu minimieren und es dadurch zuldssig zu bekommen.

49Und in diese Form konnen wir es ja immer durch die Eliminierung eventueller freier Variablen bringen.

0 Aus [44, Beispiel 2.2, S. 57], ein Spezialfall von Beispiel 1.2

3! Auch hier handelt es sich eigentlich wieder um ein Problem aus der Ganzzahloptimierung, aber wieder einmal
wird, rein zufillig, die kontinuierliche Optimallosung ganzzahlig sein.

2Und nur dann!
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Da in (2.29) nun b < 0 ist, ist der Punkt ¥ = 0 eine zuldssiger Punkt, allerdings ist x( hier
eine freie Variable — aber die konnen (und miissen) wir ja, wie schon gesehen, austauschen.

Nach endlich vielen Schritten mit unserem erweiterten Problem finden wir dann eine Op-
timallosung z* von (2.29) mit zugehorigen Werten z; und =*, die wir aus den entsprechenden
Zeilen und Spalten des Simplextableaus bestimmen konnen. Setzen wir x, und z* in (2.29) ein,
so erhalten wir, daf3

B e < E T

also
Az* > b— (2 +b°) [ On } (2.30)

Die rechte Seite von (2.30) ist nun genau dann > b, wenn xy+b* < 0 ist, also wenn zj; < —b* ist.
In diesem Fall haben wir einen zulidssigen Punkt gefunden; erfiillt umgekehrt = die Bedingung
Az > b, dann erfiillt jeder Punkt der Form [z, x] mit zy < —b* aber auch (2.29). Das konnen
wir folgendermaflen zusammenfassen.

Lemma 2.18 Es gibt genau dann einen zuliissigen Punkt x mit Ax > b, wenn es einen Punkt
T = [xg, | gibt, so daf} AT > bund o < —b*.

Ist also bei unserer OptimallBung zf; > —b*, dann kann es auch keinen zulédssigen Punkt
des Ausgangsproblems geben und dieses Optimierungsproblem wire unsinnig, genauer, der
dazu gehorende zuldssige Bereich wire leer. Das kann durchaus passieren, beispielsweise bei
Transportproblemen im Sinne von Beispiel 2.17, bei denen mehr an den Zielen ankommen soll
als in den Ausgangspunkten bereitsteht.

Ein abschliessender Blick auf (2.29) zeigt, dal unsere Bedingung an zj, also —zy > 0%,
nichts anderes bedeutet, als daf die Zielfunktion —zy — b* aus (2.29) nichtnegativ werden soll.
Wir miissen also nicht mal unbedingt bis zum Optimum suchen, es geniigt, denn Simplexal-
gorithmus so lange auf das Hilfsproblem anzuwenden, bis der Wert der (Hilfs—)Zielfunktion
nichtnegativ ist. Wir fassen zusammen.

Lemma 2.19 Istxj < —b*, dann ist der Punkt x* ist eine zuldssige Ecke des Polyeders F' (A, 3) ,

wobei

b=b— (a5 +b) [ On ]

]‘WL*TL

Beweis: Dal} ©* zuldssig ist, wenn 2y < —b* ist, das wissen wir ja schon. Da aulerdem z* eine
Ecke von F™* ist> gibt es eine Menge J, #.J = n + 1, so daB

[1mA]J{ig]:3J, = Ay =1

53 F* ist, wie man sich leicht vorstellen kann, der zuldssige Bereich des “Hilfsproblems”.



46 2 LINEARE OPTIMIERUNGSPROBLEME

und da A; € R""*" Rang n hat gibt es eine Teilmenge J' C J, #.J' = n, so daB
det Ay #0 und Apa* =bY,

also ist z* eine Ecke. O

Korollar 2.20 Eine zuldssige Ecke T = [xo, xT} " von (2.29) enthdilt genau dann eine Ecke x
unseres Ausgangsproblems, wenn xo < —b*.

Und damit haben wir unsere Startecke aufgespiirt: Verpassen wir nun der freien Variablen den
Wert xp = — maxb;, dann ist 2* eine Ecke von (2.30), insbesondere ist Az* > b, also ist z*
eine zuldssige Ecke und damit die Startecke, von der aus wir loslegen kdnnen.

Zur praktischen Realisierung betrachten wir wieder die “abgeschnittene” Form

y = [LJ} B‘) } - (E—b* 1m> ) HO } e,

mit der Hilfs—Zielfunktion>*

f(zo,x) = —x9 — 0",

und der Original-Zielfunktion
c(rg,x) =c'w

tauschen die freie Variable x( aus und erhalten, nach eventueller Zeilenvertauschung

[ yl('g) 1 — A(O)l’(o) _ b(o)7 y(O) c Rmfnfl’ A(O) € RM*TL,’H+1’ b(O) c Rmfn’ (231)

sowie einen Vektor ¢, so daB c(z) = (C(O))T 29}, Beim nun folgende Simplexalgorithmus, bei
dem zwar beziiglich f minimiert, aber ") stets mitbestimmt werden muB, darf die Zeile, die zu
xo gehort nicht mehr ausgetauscht werden®®, und so erhalten wir nach endlich vielen Schritten
das Tableau
{ z ] _ A0 ),
Y

aus dem wir den Wert von z ablesen konnen; auflerdem sagt uns die Zielfunktion, ob unsere
Kante so gefundene Kante iiberhaupt zuldssig ist, denn das ist genau der Fall, wenn f (xo, x(’"))
0 ist. Nehmen wir an, das wire der Fall, dann miissen wir nur noch z, loswerden, was wir
dadurch erreichen, da3 wir es mit der zuletzt “eingetauschten” Spalte vertauschen, also einen

v

>*Weil man es gar nicht oft genug sagen kann: Fiir die eigentliche Optimierung des Hilfsproblems briuchten wir
den konstanten Term —b™* nicht, aber da die Positivitit dieser Zielfunktion bereits ein Abbruchkriterium ist, lohnt
es sich.

33SchlieBlich konnte man die Zeilen, die zu freien Variablen gehoren, sogar aus dem Simplextableau entfernen.
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Austauschschritt mit dem Paar (1, j,.) durchfiihren, was uns, nach einer Spaltenvertauschung
die Darstellung

T T x T x T
[y = Ay { L4 } — 0 = [a B { L4) } = by

= Bz + (zga — b)) | B eR™" g€ R™,
liefert. Setzen wir da nun zy = — maxb; ein, dann haben wir die modifizierte Form unseres
“Originalproblems”, bei der z("*!) = 0 eine zulissige Ecke ist und konnen endlich den “nor-

malen” Simplexalgorithmus anwerfen.
Um uns das “Mitfiihren” der “echten” Zielfunktion ¢, das heilit die Bestimmung von (")
etwas leichter zu machen, bemerken wir, da3 wir die Austauschregel (2.23) mit der Matrix B

aus (2.25) auch als
A — B

schreiben konnen, ein Update von cg}rl ist nicht unbedingt notig, weil wir die Zielfunktion ja so

nur um eine Konstante abiandern. Das heil3t aber, dal wir die Zielfunktion c¢ lediglich als “tote”
Zeile unseres Hilfsproblems mitzufiihren brauchen, also als Zeile, die nicht zur Auswahl der
Pivotzeilen zugelassen ist.

Beispiel 2.21 (Transportproblem aus Beispiel 2.17)
Zuerst transformiert der erste Austauschschritt das erweiterte Tableau folgendermafen:

’ H To X1 T2 \ ‘ ’ H Yo T1 T2 ‘ ‘
|| 1 —1 —1| =27 vi|| 1 =2 =2 =27
zo | 1 —1 0 | =20 (1,4) v ff 1 =2 —1| =20
ys || 1 0 —-1| —-19 ’ ys |l 1 —1 —2| —19
wll 1 1 —1] 0 — wl 1 -1 —1] 0

c||l 0 1 3 |-229 c|l 0 1 3 |-229
T o0 00 B e

Die beiden unteren Zeilen sind nun tabu und das Simplexverfahren liefert jetzt das Tableau

H BTN |
z1] 0.5 =05 —-05| —10
ys || 0.5 0.5 —-15| —9
To || 0.5 0.5 =05 10
c 0.5 =05 25 |-229

| [-05 —05 05 ] -9 |

Die Ecke die wir so gefunden haben ist also der Punkt [10,0]". Nach Vertauschen von y, und
xo und den oben beschriebenen Umformungen lauft dann der “normale” Simplexalgorithmus
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SimplexStepl.m

Simplexverfahren, erster Schritt

Daten: A,b,c wie gehabt

Ergebnise: Modifiziertes Problem mit zul. Ecke 0

o° o0 oo o
o o° o o

function [AA,Dbb, cc,xVec,yVec] = SimplexStepl( A,b,c )
[m,n] = size( A );

AA = [ [ ones( m,1 ), A ]; [O;c(l:n)]" 1;
[bmax, k] = max( b );

bb = [ b - bmax * ones( m,1 ) ; c(n+l) ] ;
cc = [ -1; zeros( n,1 ); -bmax ];

o\

Erweitere Problem

[AA,bb,cc] = Austausch( 1,k,AA,bb,cc );
t=A(k,:); ACk,: ) =A(m: ); A(m: ) =t;
t =b(k); b(k)=Db(m); b(m) = t;

o° oo

Zelle ans Ende

Eliminiere freie Variable

[AA,bb, cc, xVec,yVec, Jj] = SimplexStepla( AA,bb,cc,m,n ); % Simplexverfahren

t = xVec( Jjj ); xVec( jj ) = yVec( m ); yVec( m ) = t; % Ruecktausch
[AA,bb,cc] = Austausch( jj,m,AA,bb,cc );

t =AA( :,733 ); BAA( :,33 ) = AA( :,n+l ); AA( :,n+l ) = t;

t = xVec( jj ); xVec( jj ) xVec ( n+l ); xVec( n+l ) t;

cc = [ AA( m+tl,1:n )’; bb(m+tl) + bmax ];
bb = bb( 1:m ) + bmax * AA( l:m,n+1 );
AA = AA( 1l:m,1:n );
xVec = xVec(l:n); yVec

yVec (l:m);
$endfunction

Programm 2.7 SimplexStepl.m: Erster Schritt der Zweiphasenmethode, gibt “kor-
rigiertes” Schema und Tabelle der Variablen zuriick.
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SimplexStepl.m
Simplexverfahren, erster Schritt, eigentliches Simplexverfahren

o° o° o o
o® o° o° o°

Daten: A,b,c wie gehabt
Ergebnise: Modifiziertes Problem mit zul. Ecke 0

function [AA,Dbb,cc,xVec,yVec,jj] = SimplexStepla( AA,bb,cc,m,n )
xVec = [ -1, ( 1:n ) 1; yVec = [( -2:-1:-m ),07; % Indiziere Variablen%
jJj = 1; HaveOpt = 0; StepNum = 0; % Initialisierung
disp( [[AA,bb];cc’] ); % Zeige Simplextableau

while HaveOpt ==
StepNum = StepNum + 1;

[§,k] = auxFindjk3( AA( 1:m-1,: ),bb( 1:m-1 ) ,cc ); % Finde Indizes

if 3 == 0 % Nix gefunden - Optimum
HaveOpt = 1;

elseif cc(n+2) >= 0 % Zielfunktion gross genug - Optimum
HaveOpt = 1;

else
disp( [StepNum, j, k] ); % Zeige SchrittNr und Austausch
t = xVec( j ); xVec( Jj ) = yVec( k ); yVec( k) = t;
[AA,bb,cc] = Austausch( j,k,AA,bb,cc );
33 = J;
disp( [[AA,bb]l;cc’'] ); % Zeige Simplextableau

end

end
$endfunction

Programm 2.8 SimplexStepla.m: Der eigentliche Simplexalgorithmus fiir Algorith-
mus 2.7. Der Grund fiir die Zerlegung war im wesentlichen, daf3 der Programmtext sonst
nicht auf eine Seite gepasst hitte.
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SimplexPerm.m
Simplexverfahren mit bereits vertauschten Variablen
Daten:

A Matrix des Problems

b Nebenbedingungen

o0 o® o° o o° o° oo
o0 o® o° o o° o oo

c Zielfunktion

function [x,opt] = SimplexPerm( A,b,c,xVec,yVec )
HaveOpt = 0; StepNum = 0;
[m,n] = size( A );
disp( [[A,b]l;c’]1 ); % Zeige Simplextableau

while HaveOpt ==
StepNum = StepNum + 1;

[§,k] = auxFindjk3( A,b,c ); % Finde Indizes
if j ==

HaveOpt = 1; % Nix gefunden - Optimum!
else

o\

disp( [StepNum, j, k] )

; Zeige SchrittNr und Austausch
t = xVec( j ); xVec( jJ
J

) = yVec( k ); yVec( k) = t;
kK, A b,c )

[A,b,c] = Austausch(
disp( [[A,b]l;c'] ); % Zeige Simplextableau
end
end
x = auxGenx( n,yVec,b );
opt = c(ntl);
%$endfunction

Programm 2.9 SimplexPerm.m: Simplexverfahren fiir bereits “vorvertauschte” Variable.
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SimplexTwoStep.m
Simplexverfahren, Zweischritt
Daten:

A Matrix des Problems

b Nebenbedingungen

c Kostenvektor
Ergebnise:

Optimum und zug. Ecke

o0 o o° o o° o° o° o° o°
o o o o° o o° o° o° oe

function [x,o0pt] = SimplexTwoStep( A,b,c )
[m,n] = size( A );
if max(b) > 0 % 0 ist KEINE zulaessige Ecke
[A,b,c,xvec,yvec] = SimplexStepl( A,b,c );
end
[x,opt] = SimplexPerm( A,b,c,xvec,yvec );
$endfunction

Programm 2.10 SimplexTwoStep.m: Allgemeines Verfahren fiir lineare Programme,
verwendet Zweischrittverfahren wenn notig.

51
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folgendermafien ab:

L los o] | Iy o] |
n|-1 0] =9 x| 1 =1 =8
x| 1 —=1] =9 (2,2) § (1,3) § (2,1) || -1 0 | =10
ys | O —=1| =10 — — — ys | O —=1] =9
yo | =1 1 | =2 y2 || -1 1 | =3

| [ 1 2 ]-220] | [-2 —1]-191]

und die Optimallésung ist also [x,y] = [8, 10)].

2.7 Kleine Komplexitatsbetrachtungen

Wie viele Schritte braucht nun so ein Simplexalgorithmus, um sein Ziel zu erreichen? Laut
[45] reichen “im Normalfall” so etwa 2m bis 3m Austauschschritte aus, um das Optimum zu
bestimmen. Allerdings sehen die “worst case”—Szenarien etwas iibler aus. Hier ein Beispiel aus
[45], das von Minty und Klee [33] stammt.

Beispiel 2.22 Das Optimierungsproblem

ZlO”‘kxk = max,
k=1
2) 10 Fay +ay < 10007, j=1,....n
z > 0,

das in unserer Notation durch die Normalform

_ 1 - _ 0 _
1 0
1 0
1 0
A= 1 T > 1
—20 -1 —100
—200 —20 -1 —10000
2% 10"t —2x10m ... —20 —1 | 100" |

dargestellt wird, benitigt 2" —1 Austauschschritte, wenn man mit der Startecke x\°) = 0 beginnt.

Man kann sich dieses Beispiel sehr schon experimentell ansehen und erkennt dabei auch,
welche Bedeutung eine gute Pivotstrategie haben. Mit der Methode von Algorithmus 2.5, also
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der “koordinatenweisen” Pivotisierung benotigt das Verfahren Simplex3 immer die vollen
2" — 1 Austauschschritte, wihrend das Verfahren Simplex4, das auf der “raffinierteren” Piv-
otstrategie von Algorithmus 2.6 basiert, nach gerade mal einem Schritt am Ziel ist.

Wenn nun also Algorithmus 2.6 so eine tolle Pivotregel ergibt, warum verwendet man sie
dann nicht auch? Ganz einfach: im “normalen” Simplexalgorithmus muf3 man pro Rechenschritt
O(n) Vergleichsoperationen durchfiihren, um das maximale ¢, zu finden und dann O(m — n)
Rechenoperationen, um die Pivotzeile zu bestimmen; bei der “Totalpivotsuche” miiite man
im schlimmsten Fall O(m — n) Rechenoperationen fiir jede der n Spalten durchfiihren, also
O (n(m — n)) Rechen- und ebensoviele Vergleichsoperationen. Das heift, da der Aufwand
pro Schritt des Simplexalgorithmus von O(m) auf O (n(m — n)), fir groBe Werte von m und
n nicht gerade erstrebenswert.
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To isolate mathematics from the practical
demands of the sciences is to invite the
sterility of a cow shut away from the
bulls.

P. Chebyshev

Lineare Optimierung —
Beispiele und
Anwendungen

Bevor wir uns wieder in das Vergniigen der Theorie stiirzen, wollen wir uns zuerst einmal ein
paar Beispiele ansehen, in denen wir den Simplexalgorithmus anwenden konnen. Interessant
wird hierbei vor allem werden, wie wir die Probleme in einer Form aufbereiten konnen, dafl wir
sie in unsere Oct ave—Programme stecken und von diesen 16sen lassen konnen. Hochgestochen
gesprochen befassen wir uns also nun mit der Modellierung von Optimierungsproblemen. Die
Beispiele stammen iibrigens aus [20]%.

Allerdings, und sei es nur, um Langeweile zu vermeiden, verwenden wir jetzt eine andere
Normalform fiir unsere linearen Optimierungsprobleme, ndmlich beinahe®” wie in (2.11) die
“algorithmische Normalform”

min ch, Az < b, x> 0. 3.1

T

Der Grund dafiir ist relativ profan: Wir verwenden einfach etwas andere Oct ave—Funktionen®®
fiir den Simplexalgorithmus, die jetzt nur noch “richtige” Ausgaben liefern. Aber natiirlich
lassen sich ja alle Normalformen durch etwas Vorzeichenspielerei ineinander iiberfiihren.

3.1 Das Diat—Problem

Beginnen wir erst einmal mit einem ganz typischen, einfachen Problem, ganz dnlich zur “Schuh-
fabrik”.

Beispiel 3.1 (Friihstiicksplanung) Eine Hausfrau versucht fiir Ihre Familie ein optimales Friihstiick
zusammenzustellen. Dafiir stehen ihr>® zwei verschiedene Typen von Getreideflocken®, néimlich

%Eine sehr empfehlenswerte, anschauliche und auch noch, wie es sich fiir Dover—Reprints gehort, preiswerte
Einfiihrung in die lineare Optimierung.

>7“Beinahe” deswegen weil wir jetzt minimieren und nicht maximieren.

8Die wir jetzt aber nicht mehr extra abdrucken wollen.

MJa, das Beispiel stammt aus den USA.

60 Auf gut neudeutsch auch als “Cerealien” bezeichnet — das kommt davon, wenn’s an Zerebralien mangelt.
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2 in un-

Crunchies und Krispies zur Verfiigung, die zwei Spurenelemente, Thiamin®' und Niacin
terschiedlicher Anzahl enthalten, unterschiedlichen Brennwert in Kalorien liefern und natiirlich
unterschiedlich teuer sind. Das ideale Friihstiick versorgt die Familie mit einem gewissen Min-
destmaf3 an “Vitaminen” und Kalorien und ist dabei natiirlich moglichst billig. Die genauen

Werte sind in der folgenden Tabelle aufgelistet:

’ \ Crunchies \ Krispies \ Benotigt ‘

Thiamin (in mg) 0.10 0.25 1
Niacin (in mg) 1.00 0.25 5
Kalorien 110 120 400
Preis 3.8 4.2

Das Problem ist klar: Was ist die optimate Didit, die diese Randbedingungen erfiillt?

Nun, dieses Problem ist, was die Modellierung angeht, noch richtig einfach, denn wir miissen
nur die Bedingungen in Ungleichungsform hinschreiben. Seien dazu z; die Menge der verwen-
deten Crunchies und x5 die Menge an Krispies, dann erhalten wir die Ungleichungen

r1+ 2529 > 5
11021 + 1202, > 400

und zu minimieren sind die Kosten 3.8 x1 + 4.2 x5. Nachdem unsere Normalform aus (3.1) die
Ungleichungen als “<” geschrieben haben will, erhalten wir also das Optimierungsproblem®?

—01 —025 N —1
min 3.8 21 + 4.2 2, -1 —025 [ 1}< -5
110 —120 T2

was ein klarer Fall fiir die Zweiphasenmethode ist. Also ist alles klar, oder? Geben wir das
Problem in den Rechner ein, dann erhalten wir mit der Eingabe

octave> A = [ -.1 -.25; -1 -.25; -110 -120]; b = [-1 -5 -400]1";
octave> ¢ = [ 3.8 4.2]1";

octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )

die etwas iliberraschende Ausgabe

*xx* Unbeschraenkt **xxx*
X:

a1

.00000
.00000

(@)

opt = 19.000

61Synonym fiir Vitamin By, siehe [38].
92Synonym fiir Nicotinsiure, die Nebenwirkungen in [38] liest man besser nicht.
%3Von jetzt an schreiben wir die allgegenwirtige Randbedingung 2 > 0 nicht mehr explizit hin.
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die noch nicht einmal zuléssig ist, denn die erste Nebenbedingung ist nicht erfiillt. Allerdings
sehen wir ja auch an der Ausgabe, wo die Schwierigkeiten herkommen: Das Optimierungsprob-
lem ist unbeschrénkt, und da funktioniert unser Simplexalgorithmus halt nun einmal nicht®*.
Das sieht man ja auch an der Problemstellung selbst, denn die einfachste Moglichkeit, die
Nebenbedingungen zu erfiillen besteht einfach darin, eine Packung von jeder Sorte in sich
hineinzustopfen, und wenn’s nicht reicht, dann halt noch eine und so weiter. Damit wir un-
sere Methode anwenden konnen, miissen wir also das Problem kiinstlich beschrinken. Eine
Moglichkeit besteht darin, x1 und x5 individuell zu beschrinken, indem man nachsieht, aus
welcher Menge das “kleinste” Friihstiick aus Crunchies bestehen muf3 (ndmlich x; = 10)
und wieviele Krispies man mindestens essen muf}, um alle “Nihrstoffe” aufzunehmen (das ist
x9 = 20). Dann konnen wir die Nebenbedingungen z; < 10 und 2o < 20 hinzufiigen und
erhalten

octave> AA = [ A; [ 1 0; 0 11 1; bb = [ b; 10; 20 1;
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.4444

2.2222

opt = 26.222

das optimale Friihstiick kostet also 26.2222 Cent®. Eine andere Moglichkeit bestiinde darin,
den Preis zu beschrinken, also beispielsweise nur Friistiicke fiir weniger als einen Dollar:

octave> AA = [ A; [ 3.8 4.2 ] 1; bb = [ b; 100 ];
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.4444

2.2222

opt = 26.222

Und siehe da: Das Ergebnis ist wieder richtig. Wird man hingegen zu knauserig, dann kommt
man erneut in Schwierigkeiten:

octave> AA = [ A; [ 3.8 4.2 ] l1; bb = [ b; 15 ];
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

%Nur um das nochmal klarzustellen: Das Minimum existiert natiirlich mit und ohne Beschrinkung, nur das
Verfahren funktioniert nicht!

%5Und enthilt im iibrigen rund 756 Kalorien, also fast doppelt so viel wie gewiinscht. Vielleicht sollte man
dochmal ein grundlegend anderes Friihstiick in Betracht ziehen . . .
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opt = 19

aber an der Tatsache, daf die zusétzliche Nebenbedingung durch die berechnete Optimallsung
verletzt wurde, siecht man schon, dal} irgendwas faul sein muB.

3.2 Transportprobleme

Transportprobleme sind immer vom Typ wie in Beispiel 2.17: Ressourcen miissen von Aus-
gangspunkten zu Zielpunkten transportiert werden, wobei alle Ausgangspunkte mit allen Zielpunk-
ten als verbunden angenommen werden. Die Entfernungen (oder Kosten) von eine Ausgangs-
zu einem Zielpunkt sowie die in den Ausgangspunkten vorritigen und die in den Zielpunkten
benotigten Ressourcen sind typischerweise in einer Matrix aufgelistet:

Y B/
Al a1 ... QAip | Q1
Al Gt .. Qo | G,
21 c. Zn
Dabei bezeichnet aq4, ..., a,,, die Kostenmatrix, a4, ...,a,, die vorhandenen und zq,..., 2z,

die benotigten Ressourcen. Damit das Problem iiberhaupt 16sbar ist, muf} natiirlich
a1+...+am221+...zn
sein.

Beispiel 3.2 (Kiihlschrinke) Eine Firma stellt in zwei Fabriken, F\ und Fy, Kiihlschrinke her,
die in den Liiden®® S, Ss, Ss verkauft werden sollten. Die Kosten-/Ressourcen—Matrix ist wie

folgt:

Sl 52 Sg
B8 6 10|11
B9 5 7|14
10 8 7

Wie ist der optimale Transport?

Transportprobleme zeichnen sich dadurch aus, dal man sehr viele Variablen hat, die man
am zweckmaiBigsten doppelt indiziert, ndmlich als z;;, wobei z;;, die Menge bezeichnet, die
vom Ausgangspunkt j zum Zielpunkt £ transportiert wird. Die Gesamtkosten sind dann immer

n

j=1 k=1

6+Shop”.
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Abbildung 3.1: Kiihlschrinke und deren Transportwege. Aus [20].

In unserem Beispiel haben wir also die Variablen
_ T
T11, T12, L13, T21, T22, L23 = T = [IE11,9€12,5U13,ZU21,SB22,I23]

auch in einen Vektor angeordnet, indem wir die sogenannte lexikographische’” Ordnung ver-
wenden. Unser Beispiel liefert nun die Nebenbedingungen

T11 +T12 +T13 < 11
Toy +T +xe3 < 14
T11 +.7}21 Z 10
T12 +To > 8
T13 ‘w93 > 7

Die ersten beiden Ungleichungen sind die Beschrinkungen an die Ressourcen, die anderen drei
betreffen das Minimum, das an den Zielpunkten ankommen soll. Damit konnen wir uns auch
schon wieder ans Modellieren machen: Nachdem wir noch ein paar unpassende Vorzeichen
umgedreht haben, erhalten wir die folgenden Parameter:

1 1 1 11 g

1 1 1 14 10

A= -1 -1 , b= | —10 |, c=17
1 . -8 :
1 1 7 &2

Und ab geht’s in den Computer:

7Indizes werden angeordnet wir im Lexikon: zuerst ordnet man nach dem ersten Eintrag, dann nach dem zweit-
en und so weiter.
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octave> A= [ 1110060, 00011 1; -1 00 -1 00; 0-100 -1 0y
00 -1 00 -17;
octave> b = [ 11 14 -10 -8 =7 1’; ¢ =18 6 10 9 5 7 1";
octave> [x,opt] = SimSimplex(A,b,c)
x =
10.00000
1.00000
0.00000
0.00000
7.00000
7.00000
opt = 170

Was man sieht ist, dafl bei Transportproblemen zwar die Anzahl der Variablen dramatisch steigt
(man hat mn Variablen bei einer m x n Kostenmatrix), dal man dafiir aber sehr einfach struk-
turierte Matrizen hat: In den ersten n Zeilen stehen n verschobene Zeilen von je m Einsen und
darunter n nebeneinandergestellte, mit —1 multiplizierte Einheitsmatrizen.

Beispiel 3.3 (Noch ein Transportproblem) Ausriistungsgegenstinde sollen von drei Basen auf
fiinf andere Basen verteilt werden, wobei die zuriickgelegte Gesamtdistanz minimiert werden
soll. Die Vorgaben, wie in [20, S. 20] sind wie folgt:

] H MacDill \ March \ Davis-Monthan \ McConnell \ Pinecastle H ‘

Oklahoma City 938 | 1030 824 136 995 || 8

Macon 346 | 1818 1416 806 296 || 5

Columbus 905 | 1795 1590 716 854 | 8
3 5 5 5 3

Das sind jetzt also solide 15 Variable und da wird’s langsam hefftig.

Es wiire jetzt schon ziemlich eklig, diese Matrix noch von Hand einzugeben, weswegen wir ein
kleines Oct ave—Programm namens TransMat verwenden, das die Strukturmatrix automa-
tisch generiert. Und dann brauchen wir nur noch unsere Werte einzutippen,

octave> A TransMat( 3,5 ); b= 858 -3 -5 -5 -5 -3 1/,
octave> ¢ = [ 938 1030 824 136 995 346 1818 1416 806 296 905 1795
1590 716 854 1';

um auf die Optimallosung mit 16384 Kilometern zu kommen.

Ubung 3.1 Zeigen Sie, daB Transportprobleme mit ganzzahliger Kostenmatrix immer auch
ganzzahlige Losungen haben. &
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TransMat.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

Matrix zu Transportproblem

o° o° o o° oP
o o° o o° o

Eingabe:
m, n Dimension
function A = TransMat( m,n )

A0 = zeros( m, mxn );
Al = [ ones( 1,n ); zeros( m-1,n ) 1];
for 3 = 0:m-1

AO( 1l:m, J*n+l:(jtl)xn ) = shift( Al, J );
end
Al = repmat( -eye( n ), 1,m );
A = [ AO; Al 1;

Programm 3.1 TransMat . m: Generierung von Matrizen zum Transportproblem nach dem
einfachen Schema.

3.3 Zuordnungsprobleme

Zuordnungsprobleme versuchen Ressourcen und Aufgaben so einander zuzuordnen, daf} ein
vorgegebener Nutzen maximiert wird. Eine Zuordnung zweier Mengen® ist eine “Funktion”,
die jedem Element der einen Menge® eindeutig ein Element der anderen Menge’ zuordnet.
Alternativ ist eine Zuordnungstabelle eine quadratische Matrix, die in jeder Spalte und jeder
Zeile genau eine Eins stehen hat.

Beispiel 3.4 (Personal und Fihigkeiten) Einer Militireinheit’' stehen drei neue Mitarbeiter,
Able, Baker und Charlie, zur Verfiigung, die fiir drei Aufgaben eingesetzt werden konnen, namlich
am Schreibtisch, am Funkgerdt oder am Computer. In vorhergehenden Tests wurden ihre Fihigkeit-
en wie folgt ermittelt:

Funk | Computer | Schreibtisch
Able 5 4 7
Baker 6 7 3
Charlie 8 11 2

Wie setzt man die drei Soldaten so ein, dafy ein moglichst hoher Wert erreicht wird.

%Die gleichviele Elemente enthalten miissen.

% Also jeder Ressource.

70 Also eine Aufgabe.

"INicht meine Erfindung, sondern aus [20, S. 56-61]!
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Abbildung 3.2: Die drei Mitarbeiter und ihre Fihigkeiten. Aus [20]

Auch hier beschreibt wieder x;;, in welchem MaBe Soldat Nummer j Job Nummer k
ausiibt’? und die Nebenbedingungen sind

Tl TTi2 +T13 =
To1 +T22 +To3 =

T31 +T3zp +Tzz =

T11 +x21 +x31 =
Z12 +Ta2 +T32 =

Z13 +To3 +T32 =

—_ = = = = =

Kommt uns irgendwie bekannt vor, oder? Wenn wir das ndmlich in Ungleichungen umschreiben,
dann steht da bis auf die rechte Seite nicht anderes als ein “gedoppeltes” Transportproblem! Und
dafiir haben wir ja schon unsere Routinen. Aber nicht vergessen: Da wir maximieren wollen,
miissen wir die Zielfunktion mit —1 multiplizieren. Also:

octave> A = TransMat( 3,3 ); b = [ ones( 3,1 ) ; -ones( 3,1 ) 1;
octave> A = [ A; -A ]l; b= 1[Db; -b 1;
octave> ¢ = -[ 54 7 6 7 3811 2 1’;
octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )
x =
0
0
1
1
0

"2Man kann zeigen, daB bei der Optimalldsung x5 = 1 sein muB, das liegt an der Struktur des Problems.
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O = O O

opt = -24

und die Losung “Able am Schreibtisch, Baker am Funkgerit und Charlie am Computer” ist ja
auch das, worauf man ohne Computer hitte kommen konnen.

3.4 FluB in Netzwerken

Die letzte Problemklasse sieht schon richtig “fortgeschritten”, um nicht zu sagen professionell
aus. Es geht darum, auf verschlungenen Wegen moglichst viel von A nach B zu transportieren.
Diese verschlungenen Wege werden in Form eines Netzwerks’® dargstellt, siche Abb. 3.3. Wie

1 2

@

Abbildung 3.3: Die Verbindungen im Netzwerk — wohin kann man von wo aus kommen.
Der gerichtete Graph bedeutet, dal} es keine Schleifen gibt.

man sieht, gibt es nun viele verschiedene Moglichkeiten vom Startpunkt “S” zum Zielpunkt “Z”
zu gelangen, beispielsweise den Weg S — 1 — 2 — Z oder S — 1 — 3 — Z und so weiter.

Beispiel 3.5 (Maximaler Transport oder “Fluf}”’ im Netzwerk) Das Netzwerk aus Abb. 3.3
stelle alle Moglichkeiten dar, mit Offentlichen Verkehrsmitteln von S nach Z zu gelangen, wobei
1,2, 3 die Umsteigepunkte seien. Wieviele Fahrgdste kann man maximal von S nach Z bringen,
wenn die Kapazitiiten der Verkehrsmittel™ wie in Abb. 3.4 dargestellt sind, und wie muf8 man
die Fahrgdste auf die einzelnen Verkehrsmittel verteilen?

3In der Sprache der diskreten Mathematik: ein gerichteter Graph.
74Sagen wir in der Einheit “100 Fahrgste”.
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Abbildung 3.4: Die Kapazititen der einzelnen Kanten des Netzwerk aus Abb. 3.3.

Wieder bezeichnen wir mit x;;, die Anzahl der Passagiere, die von Knoten j nach Knoten
k fahren, wobei Knoten 0 der Startpunkt und Knoten 4 der Zielpunkt ist. Damit werden die
Kapazititsbeschrinkungen, ohne daB3 wir irgendwie nachdenken miissen, sofort zu Nebenbe-
dingungen:
To1
Lo2
To3
T12
T13 (32)
T14
T3
T4

A VA VAN VAN VAN VAR VAR VAN PAN
O DN — W W~ W N

T34
Das war der einfache Teil. Was wir auBerdem noch fordern miissen, ist, dafl niemand an einem

Umsteigepunkt vergessen wird und dort verhungern muf}, da3 also alles, was in einen Knoten
hineinflief3t, auch wieder herausfliefen mul3, was wir mathematisch als

Zl‘jkzzxkj, vk
J J

schreiben konnen: Die Summe iiber die x ;;, ist je gerade die Menge, die in den Knoten k hinein-
transportiert wird und die Summe iiber die z;; die Menge, die von Knoten £ in andere Knoten
weitergeleitet wird. In unserem Beispiel entnehmen wir Abb. 3.4 die Nebenbedingungen

Zo1 —T12 —T13 —T14 =0
o2 +T12 —To3 —Xo4 =0 (3.3)
Zo3 +T13 +x93 —x34 = 0

und wie wir die in Ungleichungsbedingungen umwandeln, das wissen wir ja schon. Bleibt noch,
daf} das was wir in das System reinstecken, also was aus S “hinausflie3t”, auch in Z ankommen
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muB. Nennen wir diesen Wert ¢, dann erhalten wir schlieBlich noch die beiden Nebenbedingun-
gen
—Xor —To2 —To3 +t = 0

34
T14 +ZE24 +$34 —t = 0 ( )

Und was ist unser Ziel? Wir wollen ja den Gesamtflu3 maximieren, also nichts anderes als
den Wert ¢, der gerade in unserer Nebenbedingung aufgetaucht ist. Dazu miissen wir also ¢
als zusditzliche Variable einfiihren und haben unser Problem fertig modelliert. Jetzt miissen wir
es nur noch computergerecht aufbereiten, wobei wir ¢ als zusétzliche, zehnte Variable ansetzen.
Das tun wir geschickterweise zuerst fiir die Nebenbedingungen (3.3) und (3.4), denn die konnen
wir dann mit umgedrehtem Vorzeichen iibereinanderstapeln:

octave> A= [ 1 00 -1 -1 -1 0 0 0 Oy
01 0100-1-10 0;
00101010 -1 0;

-1 -1 -1 000 00 0 1;
000001 O01I1-11;
octave> A = [ A; -A 1;

Dann fiigen wir noch die Nebenbedingungen aus (3.2) hinzu
octave> A = [ A; [ eye(9), zeros( 9,1 ) 1 1;

setzen unsere rechte Seite und die Zielfunktion an, wobei wir beachten miissen, da3 wir max-
imieren wollen, also als Zielfunktion —¢ setzen sollten,

octave> b = [ zeros( 1,10 ), [ 2 31413 1221711";
octave> ¢ = [ zeros( 1,9 ), -1 1';

und erhalten die Optimallosung als

octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )
X:

AN DNDEPEDNOO R WDN

-6

©)
T
ot
Il
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Abbildung 3.5: Fluf3 der Optimallésung im Vergleich zu deren Kapazitit.

Die Losung istin Abb. 3.5 dargestellt. Man sieht ihr ein typisches Phinomen von Optimalldsun-
gen von Netzwerkproblemen an: Alle Kanten, die aus .S herausfiihren, sind saturiert, also voll
belegt.

Man kann auch allgemeinere Netzwerkprobleme auf diese Art und Weise angehen, indem man
fiir n Knoten (Start und Ziel mitgezihlt!) normalerweise eine Verbindungsmatrix

V= : g k=1...,n]

verwendet, in der nur Nullen und Einsen stehen — und zwar v, = 1, wenn es zwischen den
Knoten j und k eine Verbindung gibt und Null, wenn diese Verbindung nicht existiert. Dabei
ist vj, = vg; = 1 zwar moglich, aber nicht zwingend vorgeschrieben’. Die Nebenbedingungen
ergeben sich dann wieder aus den Kapazititen der Kanten und aus der “Erhaltungseigenschaft”,
daB alles, was in einen Knoten fliet, auch wieder rausmuss: In formaler Schreibweise heif3t das

n n
E Uik Tjk = E Vkj Tkj, ]{:1,...7TL.
j=1 j=1

Ubrigens kann man da auch groBziigiger sein, indem man lediglich

n

n
E Ujkl‘jkzg Vj Thys k=1,....n

j=1 j=1

fordert — jetzt darf in jedem Knoten auch was versickern. Und dann steckt man nur noch ¢ in
das System und minimiert die Zielfunktion z(z,t) = —t.

3.5 Spieltheorie und die zwei Phasen

Auch fiir die Losung von spieltheoretischen Problemen ist der Simplexalgorithmus iiberraschend
hilfreich. Dazu brauchen wir aber zuerst zwei Begriffe, ndmlich den der Auszahlungsmatrix und

7>Man denke nur an EinbahnstraBen.
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den der Strategie, zumindest in einem Zweipersonen—Nullsummenspiel. Hierbei spielen’® zwei
Spieler gegeneinander, und was der eine gewinnt, ist genau das, was der andere verliert, das
ist das Nullsummenspiel’’. Nehmen wir weiterhin an, daB es fiir das Spiel nur endlich viele
verschiedene Verliufe gibt’®, dann kann sich jeder Spieler von vornherein fiir jeden moglichen
Ablauf sein Verhalten iiberlegen und und kommt so zu einer grof3en aber immer noch endlichen
Menge von Strategien.

Beispiel 3.6 Im guten alten “Stein, Schere, Papier” jeder der beiden Spieler in jeder Runde
drei Strategien, ndmlich Stein, Schere oder Papier. Hier ist die Aktion sogar unabhingig vom
Verhalten des Gegners, von dem man ja normalerweise nichts weifs. Sowas nennt man ein Spiel
mit unvollstidndiger Information.

Bei einem Spiel wihlen also beide Spieler jeweils eine Strategie aus und diese Auswahl deter-
miniert bereits das Spiel, das heifit, jetzt kommt irgendjemand und sagt uns, wieviel der eine
Spieler gewonnen und damit der andere Spieler verloren hat. Hat also Spieler 1 sagen wir m
Strategien zur Auswahl und Spieler 2 entsprechend n Strategien, dann gibt es bei Verwendung
der Strategien j und k eine Auszahlung z(j,k) = xj; und die Matrix X € R™*" ist die
Auszahlungsmatrix des Spieles, in der sozusagen die Spielregeln codiert sind.

Beispiel 3.7 Die Auszahlungsmatrix (aus Sicht von Spieler 1) zu “Stein, Schere, Papier” ist

Nun ist die Auswahl von solchen reinen Strategien aber nicht flexibel genug, weswegen jeder
Spieler seine Strategien mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit versieht: Spieler 1 spielt also
die erste Strategie mit Wahrscheinlichkeit p;, die zweite mit Wahrscheinlichkeit ps, und so
weiter. Die so erhaltenen gemischten Strategien sind also Wahrscheinlichkeitsvektoren p =
(p1,---ypm)und ¢ = (q1, . . ., gn) und die zu erwartende Auszahlung ist

w(p,q) =D ) wwpia =p Xq.

j=1 k=1

Die Ziele der Spieler sind nun unterschiedlich: Spieler 1 will p so wihlen, daB x(p, ¢) maximal
wird, Spieler 2 hingegen sucht sich sein ¢ so, dal der Wert minimal wird. Spieltheoretiker sind
nun aber konservativ und so besteht die beste Strategie fiir Spieler 1 darin, den garantierten
Minimalgewinn zu maximieren, also

max min z(p, q)
P q

7Wen wird es bei diesem Namen iiberraschen.

""DaB dieser Begriff heutzutage in Politik und Wirtschaft oft anders verwendet wird, néimlich fiir eine Situtation,
in der man am Ende ohne Gewinn oder Verlust dasteht, zeigt nur, dal man in diesen Kreisen von Spieltheorie keine
Ahnung hat, dafiir aber von viersilbigen Worten zu beeindrucken ist.

78Was absolut keine Einschrinkung und nur realistisch ist.
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zu bestimmen, wihrend Spieler 2 den garantierten Maximalgewinn minimieren will, sich also
fiir
min max z(p, q)
a P

interessiert. Fiir allgemeine Funktionen f gilt nun lediglich
min max f(z,y) > maxmin f(z,y),
Yy x x Yy
was keinen der beiden Spieler so richtig zufriedenstellt, aber im Falle der spieltheoretischen
Auszahlungsfunktion fiir gemischte Strategien gibt es gliicklicherweise eine Gleichgewicht-

saussage [34] aus dem Jahre 1928, das sogenannte Minimax—Theorem, das uns sagt, daf} beide
Spieler eigentlich dasselbe wollen.

Satz 3.8 (Minimax-Theorem) Es gibt immer optimale gemischte Strateien p*, q* fiir die bei-
den Spieler, so daf3

v:=x(p*,¢") = maxmin z(p,q) = min max z(p, q). (3.5)
p q q p
Dieser Satz ist wirklich bemerkenswert da “normalerweise” Maximierungs- und Minimierungsprozesse
nicht so einfach vertauscht werden konnen. Der Wert v, der Erwartungswert bei optimaler Spiel-
weise beider Spieler, wird als der Wert des Spieles bezeichnet und ein Spiel heilit fair, wenn

v = 0 1st.
AuBerdem kann man nachweisen’®, daB

mqin z(p,q) = kirlnnn Z Tjk Dj und m;xx z(p,q) = ]:nllaxm Z Tk Qk (3.6)
]:1 k=1
gilt, und somit konnen wir unser Problem der optimalen gemischten Strategien endlich mathe-

matisieren: Der Wert v des Spieles ist die garantierte erwartete Mindestauszahlung fiir Spieler
1, so lange er nur die optimale Strategie p* spielt, also

v<uz(p*,q) = v <minz(p*,q) =
q

wobei wir

) g = 1,....m
setzen. Dasselbe Spiel mit der anderen Ungleichung, v > z (p, ¢*), also die Aussage, da} Spiel-
er 2 durch optimale Strategiewahl die erwartete Auszahlung fiir Spieler 1 unter v halten kann,

liefert uns, da (X¢*) ;S sein muf}, ;7 = 1,...,m. Mit anderen Worten: Wir erhalten die
Bedingungen
1 1
XTpr>w| |,  X¢<v| |, (3.7)
1 1

Das Zauberwort heiBt wieder einmal Konvexitit, ansonsten siehe [35] oder [43].
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also
_ 1
XT1 0 i
1 p
1 qg* | > 0. (3.8)
)
0 | —-X :
L I

Und das sieht doch jetzt schon ziemlich stark nach einer Nebenbedingungsmenge fiir ein Op-
timierungsproblem aus! Allerdings, ganz fertig sind wir noch nicht, denn es fehlen noch die
Nebenbedingungen

= U T 1
Q=1 = {—1 . —1]p = {—1]
j=1

und
=, 1 ... 17, 1
2 a=1 = {—1 . —1]q = {—1]'
k=1

Fassen wir all das zusammen und bringen wir es in die Normalform Ax < b, indem wir mit —1
multiplizieren, dann erhalten wir schlielich

- LT -
X7 0 :
1 0
~1 - 0
0 X : < . (3.9)
~1 v 0
~1 —1 ~1
1 1 0 0 1
—1 —1 —1
v 1 1 ! 1

Gut, wir haben also Nebenbedingungen, aber wo bitte ist nun die Zielfunktion? Aber Moment
mal — wer hat denn jemals behauptet, wir briuchten eine? Was uns unsere Theorie sagt ist, dafl
die optimalen Strategien das Ungleichungssystem (3.9) erfiillen miissen und daf alles, was das
Ungleichungssystem erfiillt, auch Optimalstrategie ist®’, wir miissen also “nur” eine Losung
von (3.9) finden. Aber das ist ein Problem, mit dem wir uns bereits herumgeschlagen haben,
namlich das Auffinden einer Startecke beim Simplexalgorithmus, also die gute alte Phase I des
Zweiphasenalgorithmus!  Die beiden Octave—Routinen, die diesen Job erledigen, sind in
Programm 3.2 und Programm 3.3 angegeben, das erste stellt die Nebenbedingungsmatrix auf,
das andere verwendet Phase I und extrahiert die Werte der Variablen.

80Die optimale Strategie muf nicht eindeutig sein und tatsichlich gibt es immer unendlich viele Optimalstrate-
gien sobald nur zwei voneinander verschiedene Optimalstrategien existieren!
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Spieltheorie und die zwei Phasen
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o0 o° o° o° o° o° o° o o°

o o° o° o° o oo oo

GameStratBed.m (Optmierung)
Ungleichungssystem fuer Spielmatrix X von der Form
Ax <= Db
Eingabe:
X Auszahlungsmatrix des Spiels
Ausgabe:
A Nebenbedingungsmatrix
b rechte Seite

function [A,b] = GameStratBed( X )
[m,n] = size( X );

A

b

= [
-X’, zeros( n,n ), ones( n,1 );

) 4

-ones( 1,m ), zeros( 1,n ), O;
ones( 1,m ), zeros( 1,n ), 0O;

zeros( 1, ), —ones( 1,m ), O;
), ones( 1,m ), O

zeros( m,m ), X, -ones( m,1

n
zeros( 1,n

1

= [
zeros( m+tn,1 ); -1, 1; -1; 1

1

Programm 3.2 GameSt rat Bed.m: Bestimmung der Nebenbedingungsmatrix fiir die op-
timalen Strategien nach (3.9).

69
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GameOptStrat.m (Optmierung)

o° oo

Optimale gemischte Strategien

%% Eingabe:

%% X Auszahlungsmatrix des Spiels

%% Ausgabe:

%% P Strategie fuer Spieler 1

%% q Strategie fuer Spieler 2

%% v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameOptStrat ( X )
[m,n] = size( X );

%% Setup und Phase I
[A,b] = GameStratBed( X );c = zeros( m+n+l1,1 );
T = SimPhasel( A,b,c );

%% Extrahiere p,q,v
p = zeros( m,1 ); g = zeros( n,1 ); v = 0;
for j = 2:m+n+5
k = T( jrl ) ;
if k <=0
continue;
elseif k <= m

p( k) =T( j,mtn+3 );
elseif k <= m+n

g( k-m ) = T( j,m+n+3 );
else

v = T( j,m+n+3 );
end
end

Programm 3.3 GameOpt Strat .m: Bestimmung der optimalen Strategie und des Wertes
unter Verwendung von Phase I.
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Beispiel 3.9 (Stein, Schere, Papier formal) Zuriick zu unserem klassischen Beispiel. Hier konnen
wir die Nebenbedingungen sogar noch explizit angeben, ndmlich

0 1 -1 1 0
-1 0 1 1 - - 0
1 -1 0 1 P 0
0 1 —1|—-1]|]?" 0
1 0 1 |-1]]|P _|o
1 -1 0 |-1 D=1 0 |
1 -1 -1 0 2 ]
11 1 0 ‘f 1
-1 -1 —-1] 0 - - -1
i 1 1 1 0 | 1]
und mit Octave erhalten wir das Ergebnis
octave> [p,q,Vv] = GameOptStrat( [ 0 1 -1; -1 0 1, 1 -1 0 ] )
p =
0.33333
0.33333
0.33333
q =
0.33333
0.33333
0.33333
v =0

und damit diejenigen optimalen gemischten Strategien, mit denen wir irgendwie schon gerech-
net haben. Ach ja: Fair ist das Spiel auch.

Beispiel 3.10 (Stein, Schere, Papier, Brunnen) Jetzt wirds ein bifichen interessanter, denn nun
haben wir es mit der Auzahlungsmatrix

0o 1 -1 -1
-1 0 1 -1
1 -1 0 1
1 1 -1 0

zu tun, fiir die wir noch keine Losung kennen. Fragen wir also unser Orakel:

octave> [p,q,Vv] = GameOptStrat( [ 0 1 -1 -1; -1 0 1 -1,
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>1-101; 1 1 -1 0171

.00000
.33333
.33333
.33333

o O O O

Q
Il

.00000
.33333
.33333
.33333

o O O O

v = 0

und eine optimale Strategie besteht darin, den Stein zu vermeiden! Daf3 das Spiel fair ist, das
leuchtet schon eher ein. Wenn wir unsere Matrix X mal ein wenig partitionieren, dann sieht
man, warum man den Stein besser wegldsst: Die 3 X 3—Matrix “unten rechts”

011 -1 -1
=170 1 -1
1 (-1 0 1
1 {1 -1 0

zeigt uns ndamlich, dafs “Schere, Papier, Brunnen” nichts anderes als ein umbenanntes “Stein,
Schere, Papier” ist.

Manchmal sieht man aber auch erst mit Hilfe der Optimalstrategien, ob ein Spiel fair ist
oder nicht. Hier noch ein nettes Beispiel.

Beispiel 3.11 (Skin Game) Das “Skin Game” wird in [21], siehe auch [43] als ein Jahrmark-
tsspiel® vorgestellt, das aus der Sicht des Jahrmarktsbesuchers (also des “Kunden”) die Auszahlungs-

matrix
-1 1 =2
X = 1 -1 1
2 -1 0
hat und auf den ersten Blick eigentlich recht fair®* aussieht. Nur der Vollstindigkeit halber: Ein
Spiel heifst fair , wenn bei optimaler Spielweise beider Spieler die zu erwartende Auszahlung

Null ist. Und das ist das “Skin Game” gerade nicht, denn in der Tat liefert unser Verfahren das
folgenden Ergebnis

81Mit Karten, die gleiche Farbe haben konnen oder nicht ...
82Schiefsymmetrische Matrizen, also Matrizen mit X7 = —X fiihren zu symmetrischen Spielen, die immer
fair sind, siehe [43]. Und diese Matrix ist fast schiefsymmetrisch — aber eben nur fast . ..



3.5 Spieltheorie und die zwei Phasen 73

octave> X = [ -1 1 -2; 1 -1 1; 2 -1 0 ]1; I[p,9,v] = GameOptStrat( X )
p =

0.33333
.66667
0.00000

(@)

0.33333
0.66667
0.00000

v = 0

Also spielt unser schlauer Kirmesbesucher fleiffig die Strategie [%, %, 0} , und wenn er am Abend

mit leeren Taschen nach Hause kommt, dann war es halt ein wahrscheinlichkeitstheoretischer
Ausreifler, gemeinhin auch als “Pech” bezeichnet. Oder?

Wir miissen eigentlich nur Octave zu Rate ziehen, um zu sehen, daf} unser Kirmesbesucher
bei Verwendung seine scheinbaren Optimalstrategie solide abgezockt wird:

octave> p’ xX*x[0; .6, .4]
ans = —-0.20000

Bei geeigneter Gegenstrategie verliert er 0.2 Einheiten pro Spiel! Wieso?

Beispiel 3.12 (Skin game, andere Perspektive) Sehen wir uns doch jetzt einmal die Auszahlungs-
matrix
1 -1 =2
X=|-1 1 1
2 -1 0

des “Skin®® Game” aus der Sicht des Jahrmarktbudenbesitzers an, dann erscheint das Spiel
auf den ersten Blick immer noch recht fair, ist es aber nicht, wie wir jetzt einfach nachpriifen
konnen:

octave> A = [ 1 -1 -2; -1 11 ; 2 -1 0 1;
octave> [p,q,Vv] = GameOptStrat( A )
p =

0.00000

0.60000

0.40000

83Der Name kommt von fo skin, die Haut abziehen.
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(@)

.40000
.60000
.00000

o O

\% 0.20000

Das Spiel hat den Wert % aus der Sicht von Spieler 1, und die Optimalstrategie zeigt uns warum:
Wenn Spieler 1 die erste Strategie vermeidet, dann fillt der grofie Verlust schon mal raus, und
fiir Spieler 2 ist dann die zweite Strategie immer besser als die dritte — der Gewinn von Spieler
1 ist da auf keinen Fall grofser. Und schon bleibt nur noch das Spiel mit der Auszahlungsmatrix

-1 1
2 -1
iibrig, dem man die Unfairness schon eher ansieht.

Wo liegt das Problem? Ganz einfach: Der Simplexalgorithmus sucht nach einem zulidssingen
Vektor [p, ¢, v] > 0 und wenn es den nicht gibt, dann kommt halt irgendein Blédsinn raus!
Fazit: Um eine sichere Optimalstrategie zu bestimmen, muf3 man immer die zuldssigen Punkte
fiir X und — X7 berechnen.

Wenn jemand das alles nun hochinteressant findet: Mehr zu Spielen und deren Theorie findet
sich beispielsweise in [43].
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Bin des Professortons nun satt,
will wieder einmal den Teufel spielen.

Goethe, Urfaust

Innere—Punkte—Methoden

Einerseits ist die Strategie des Simplex—Algorithmus ja ganz logisch: Nachdem das Maximum
in einer Ecke angenommen wird, klappern wir diese eben so lange ab, bis wir an der opti-
malen Ecke angekommen sind. Andererseits hat das auch einen Nachteil, denn auf diese Art
und Weise marschiert man ja immer “auffen” am zulédssigen Bereich entlang, und erreicht so
sein Ziel daher immer auf einem Umweg, denn der “direkte Weg” wiirde normalerweise quer
durch das konvexe Polyeder fiihren. Deshalb interessiert man sich inzwischen fiir Verfahren,
die auf der Suche nach dem Extremum den zuldssigen Bereich durchqueren — solche Verfahren
bezeichnet man dann als innere—Punkte—Methoden und sie zeichnen sich dadurch aus, dal} sie
ausgehend von einem inneren Punkt des zulissigen Bereichs®* eine Folge von inneren Punkten
konstruieren, die gegen die Extremalecke konvergiert.
Fiir dieses Kapitel nehmen wir an, daf das lineare Optimierungsproblem stets in der Nor-
malform
min ¢ z, Ar=b, x>0, r € R, 4.1)

mit A € R™", b € R™, ¢ € R", die man ja durch Einfiihrung von Schlupfvariablen immer
erreichen kann. Die Idee der Schlupfvariablen ist wieder einmal sehr einfach und basiert auf der
fast trivialen Aquivalenz

alz > b & alz=b+t, t>0.
Damit erhalten wir
Ax >b, x>0 = Az =b+vy, z,y>0,

oder eben

m—n{i}:a {i}zu (4.2)

und die hinzugefiigten Variablen y bezeichnet man als Schlupfvariablen. Die Normalform (4.1)
ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn der Rang von A kleiner als n ist, also wird verniinftiger-
weise m < n sein.

Um die Verfahren herleiten und verstehen zu konnen, miissen wir jetzt etwas tiefer in die
Theorie, genauer in die konvexe Analysis, einsteigen.

8 Also gerade keinem Randpunkt und insbesondere keiner Ecke!
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4.1 Dualitat

Die erste Beobachtung ist, dal dem Minimierungsproblem (4.1) ein Maximierungsproblem, das
sogenannte duale Problem, zugeordnet ist, und zwar so, daf} die Optimallosungen der beiden
Probleme iibereinstimmen.

Definition 4.1 Das duale Problem zu (4.1) ist definiert als die Optimierungsaufgabe
max b’ y, ATy <e, y e R™. 4.3)
Dabei bezeichnen b und c in (4.1) und (4.3) dieselben Vektoren.
Bemerkung 4.2 Mit x > 0 und ¢ > ATy ist
x> (ATy)T =yl Az =y,

also ist auch
min ¢’z =: ¢T'z* > bTy* := max bl y,
zEFy, yeFy

wobei die zulissigen Bereiche
F,={zeR" : Az =b, 2z > 0} und F,={yeR™ : ATy <c}

beide nichtleer sein sollen. Fiir x € I, und y € I, bezeichnen wir die Grof3e

0<g(z,y):=caz-by

als Dualitiitsliicke® zwischen x und y.

Satz 4.3 (Starker Dualititssatz) Sind =* € F, # 0 und y* € F, # () Optimallosungen von
(4.1) und (4.3), dann ist
Tt = by (4.4)

Mit anderen Worten: Bei den Optimallosungen gibt es keine Dualitditsliicke.

Bemerkung 4.4 FEigentlich ist Satz 4.3 nur die “schwache” Version der starken Dualitdit. Es
gilt ndmlich auferdem, daf} F, = ) genau dann der Fall ist, wenn entweder F,, = () oder by
auf F,, # () nach oben unbeschrinkt ist. Umgekehrt bedeutet auch F,, = 0, dafs entweder F,, = ()
oder ¢z nach unten unbeschrdinkt ist.

Diese Bemerkung ist durchaus niitzlich: Kann man nédmlich dem dualen Problem ansehen, daf3
es keine zuldissigen Punkte enthdlt, dann weif3 man auch, daf3 man sich mit dem primalen Prob-
lem gar nicht abzugeben braucht, denn eine Optimallosung kann es ja nicht geben.

85 “Duality gap”.
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Beweis von Satz 4.3: Sei die Optimallosung x* eine nichtentartete®® Ecke von F, d.h., es gibt
JCA{l,...,n}, #J =m, K:={1,...,n}\ J,

so daB die Matrix A’;, die von den durch .J indizierten Spalten®’ von A gebildet wird, invertier-
bar ist und daf
Lat=b = a5h=(A)""b =0

Da, fiir beliebiges = € F),

Ax = Al wy+ Ay o = [A]) Al {;E; ] =b — (L'(]:(Ai])il(b_ e TK)
1st
T _ T T T Al -1 o A/ TA/ -T T
crx = crytegrg =c;(A)) b+ ek — (AR) (A) " cy) a2k
%,—/ R ,

_ T, % T * T _ T _x* T

= it T Fdprg =c 2" +di vk,
—~—
=0

und also ist d%- v = ¢Tx — c’'z* > 0 und da das fiir alle 75 > 0 gelten muB, ist auch dg > 0.
Nun setzen wir

y = (AN ey

und erhalten, da3

aty = | &3 JenTer={ Gty re | = Lo Zae | =6 =

also ist y* eine zuldssige Ecke®®, und es gilt

byt = b (Af])_T cy = c?( f])_l b= cig T = Tl
—

*

was zu beweisen war. O

Ubung 4.1 (“Kolmogoroff®—Kriterium”)

8Durch beliebig kleine Strungen von A oder auch von b kann man immer erreichen, daB alle Ecken nich-
tentartet sind, was den Beweis nur um ein e—Argument bereichern wiirde: Man zeigt, daf die Aussage fiir alle
hinreichend kleinen ¢ > 0 giiltig ist und ldsst dann € — 0 gehen . ..

87Um den Unterschied zur bisherigen Notation, wo A ; ja eine Zeilenauswahl darstellte, klarzumachen wird */”
verwendet.

88In den “ersten” m Komponenten herrscht ja Gleichheit!

8 Andrey Nikolaevich Kolmogoroff (oder “Kolmogorov™), 1903-1987, trug wesentlich zu den Grundlagen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie, aber auch zu Approximationstheorie, Topologie, Funktionalanalysis, Geometrie und
so einigem mehr bei. Mit anderen Worten: einer der ganz, ganz grolen Mathematiker des 20. Jahrhunderts!
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Zeigen Sie, daB3 * genau dann Optimalldsung von (4.1) ist, wenn

OZ(Ay—c)T(x—a:*), reF,,yekF,
gilt.
Hinweis: x* ist offensichtlich Optimallsung genau dann, wenn 0 > c¢f'a* — Tz fiir alle z € F.
Formen Sie diesen Ausdruck geeignet um. &

Als niichstes eine Aussage, in der die Frage, wann F, # () ist iiber die dualen Nebenbedin-
gungen charakterisiert wird, siehe [49, Theorem 1.9, S. 17] oder [45, A2.1.4, S. 40]

Satz 4.5 (“Farkas-Lemma”) Fiir A € R™ " und b € R™ ist F,, # () genau dann, wenn
ATy >0 — by > 0. 4.5)

Beweis: Die Richtung “=" ist einfach: Ist z € F,, also Az = b sowie x > 0, und ist ATy > 0,
dann ist

T T T AT

= e >
bly=(Ax) y=_a" A y>0.
20 >o

Fiir die Umkehrung “<” bemerken wir zuerst, da F,, = () bedeutet, daB der Vektor b € R™
nicht zu dem konvexen Kegel

Kjy:= AR} ={Az : >0} (4.6)

gehort. Dieser konvexe Kegel ist der Durchschnitt seiner berandenden Halbraume, das heif3t,

N
KA—ﬂ{yERm v]y>0},
j=1
wobei die v;, j = 1,..., N, die Normalenvektoren auf die linearen®® Halbriume sind, die

auf einer Seite der von m — 1 Spaltenvektoren von A definierten® Hyperebenen liegen, siche
Ubung 4.2. Sei also jetzt (4.5) erfiillt und nehmen wir an, es gébe kein x > 0, so dal Ax = b
ist, da heiit b ¢ K 4. Nach unserer obigen Bemerkung muB es also ein v € {vq,...,vy} geben,
so daB vTb < 0 ist, woraus mit (4.5) (riickwiirts gelesen) folgt, daB auch ATv % 0 ist, daB es
also mindestens ein k& € {1,...,n} gibt, so daBl (ATv)k < 0 1st. Setzen wir nun = e, dann
ist Az € K4 und somit

0<vlAz = (ATU)Tx =e, (ATv) = (ATU)k <0,

was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Also muss b € K 4 gelten. U

“Daher auch, und das ist wichtig, die Beschreibung der Halbrdume als vay > 0, wir haben hier keinen affinen
oder “Verschiebungs”—Anteil!

1 Aber nicht jede Auswahl von m — 1 Spalten liefert natiirlich eine Randhyperebene, manche dieser Halbriume
konnten ja durchaus redundant sein.
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Ubung 4.2 Zeigen Sie: zu jedem konvexen Kegel K4, A € R™*", wie in (4.6) gibt es Vektoren
v1,...,UnN, SO dal

N
Ki=()H;, Hij={y:vy=0}.
j=1

4.2 Kegel und Multiplikatoren

Das wesentliche Resultat dieses Kapitels wird eine Variante der Lagrangeschen®® Multiplika-
torenformel, die ja bekanntlich Aussagen iiber Extrema unter Nebenbedingungen macht, was ja
im Kontext der Optimierung nicht zu abwegig erscheinen sollte. Um diese Resultate angeben
und beweisen zu kdnnen brauchen wir aber ein bilchen mehr Terminologie.

Definition 4.6 1. Eine Menge K C R" heif3t Kegel mit Spitze x, wenn

yeK - r+aly—z) €K, o€eR,.

2. Sei M C R"™ und x € M. Der abgeschlossene Tangentialkegel an M in x ist definiert als

T(M,2) = (\{ly—2) Bs : ye M, Jy— 2| < e}

e>0

3. Fiir M C R" heift
M ={yeR" : y"M >0}

positiver Normalenkegel an M.

Ubung 4.3 Zeigen Sie:
1. T(M,z)und M’ sind Kegel. Was ist die Spitze der beiden Kegel?

2. Firy € R" gilt y € T(M, x) genau dann, wenn es Folgen x; € M und oy, € R, gibt, so
daB

lim z, =z und lim ay, (v —x) = y.
k—o0 k—oo

o

92 Joseph-Louis Lagrange, 1736—1813, italienisch—franzosischer Mathematiker (geboren in Turin, das zu dieser
Zeit aber zu Sardinien—Piemont gehorte; der Name seines Vaters ist Giuseppe Francesco Lodovico Lagrangia),
Beitrdge zur Wahrscheinlichkeitstheorie, Variationsrechnung und mathematischen Physik.
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Beispiel 4.7 Sehen wir uns doch einmal den Tangentialkegel von
F,={x€R" : Az =0,z >0}

fiir vorgegebene Matrix A € R™ " und b € R™ an. Eine e-Umgebung von x in F,, besteht also
aus allen Punkten z € R™, sodafs Az =0, z > O und ||z — z|| < e. Der Vektor y := z — x hat
dann die Eigenschaft, daf

Ay=Az— Az =b—-0b=0

und
_ L, _roc R, $j>0, 1 n
Yj = Zj J R,, z; =0, J=1...,n

>0

Der Tangentialkegel ist also
T (Fpz)={yeR" : Ay=0,y; > 0fallsx; =0}.

Bemerkung 4.8 1. Die ldee des Tangentialkegels besteht darin, sich “beliebig kleine” Umge-
bungen des Punktes x in M anzusehen und die Strahlen in alle Richtungen zusammen-
zufassen, in die man so gehen kann. Den Abschluss verwendet man, um wirklich “auf
Nummer sicher” zu gehen — es hat eher mit komplexeren Bereichen als unseren konvexen
Polyedern zu tun.

2. Ist x € M° ein innerer Punkt von M, so ist offensichtlich T' (M, x) = R".

3. Bei zweidimensionalen konvexen Polyedern, wo es ja nur drei Typen von Punkten, ndmlich
innere Punkte, Randpunkte und Eckpunkte, gibt, kann man sich die Tangentialkegel ein-
fach vorstellen.

Abbildung 4.1: Die Tangentialkegel an einer Kante und einer Ecke eines konvexen Polyed-
ers.
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Fre

Abbildung 4.2: Beispiele fiir etwas allgemeinere Tangentialkegel zu Rand- und Eckpunk-
ten. Ist der Rand des Bereichs an einer Stelle differenzierbar, dann besteht der Tangen-
tialkegel aus allen Punkten auf “einer Seite” der Tangente. An Punkten mit Singularitdten
der Randkurve kann der Tangentialkegel sogar zu einer Gerade degenerieren (mitte). Im
dritten Beispiel erhilt man den Tangentialkegel wirklich nur als Abschlufl des Grenzwerts.

Definition 4.9 Sei f € C' (R") eine stetig differenzierbare®® Funktion, dann ist der Gradient
Vf:R" — R" definiert als

Vf= aa—f cj=1,....n
Lj

Die Richtungsableitung von f in Richtung y € R" ist dann der Ausdruck
D,f=y"VF.

Mit der so bereitgestellten Notation kdnnen wir jetzt die notwendige Bedingung fiir die
Existenz eines lokalen Minimums auf “etwas andere” Art hinschreiben.

Proposition 4.10 Ist der Punkt x € M C R™ ein lokales Minimum der Funktion f € C*(M),
dann gilt

Vf(z) € T(M,z). 4.7

Bemerkung 4.11 Ist T(M,x) = R", das heifit, der Punkt x ist ein “innerer Punkt”, man
kann von x aus innerhalb von M in alle Richtungen gehen, dann ist T (M, z)" = {0} und wir
erhalten in (4.7) das klassische Kriterium aus der Analysis fiir das Vorliegen eines Extremums:
Die Ableitung, also in diesem Fall der Gradient, verschwindet!

3Mit den Details totaler Differenzierbarkeit, stetiger Differenzierbarkeit, partieller Differenzierbarkeit und
stetiger partieller Differenzierbarkeit wollen wir uns in dieser Vorlesung nicht herumschlagen. Trotzdem ist klar,
daf sie bei hinreichender Allgemeinheit eine wichtige Rolle spielen wiirden.
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Beweis von Proposition 4.10: Seiy € T'(M, z). Nach Ubung 4.3%* gibt es Folgen M > x;, —
rzund ap € Ry, k € N, mit oy, (x, — x) — y. Das heiit insbesondere, daB o — oo oder
a; !t — 0.
Da x;, — x und da x ein lokales Minimum ist, gilt also, fiir hinreichend grofles £ € N, daf}
0 < flaw) = f@) =[x+ (zr—2) = flz) = f (x4 o (ol — 2))) — f(2)
= fz+a;y) — flz),

also auch

0< = Y D, f =y (),
da yr — v und da f stetig differenzierbar ist. Wir haben also gezeigt, daB unter der Annahme
eines Minimums
yeT(M,zx) — yI'Vf(z) >0 = Vfix)T(M,z)>0
gilt, was nichts anderes als (4.7) ist. ]

So noch ein klein wenig Notation und wir konnen uns an unseren “Hauptsatz” dieses Kapi-
tels machen, in dem wir einen sehr allgemeinen zulédssigen Bereich, namlich

Q=Q(g,h) ={z eR" : g(z) =0, h(z) = 0}
betrachten, wobei g : R” — RP und h : R® — R? zumindest mal differenzierbare Funktionen®
sein sollen.
Definition 4.12 (Aktive Nebenbedingungen und linearisierende Kegel)
1. Fiir x € ) bezeichnet
J(z)={1<j<q: hj(z) =0} C{L,....q}
die aktiven Nebenbedingungen.

2. Der linearisierende Kegel der Nebenbedingungen g, h ist definiert als
L(z) = L(x,g9,h) = {y eR” : yTng =0,y'Vh,>0,j=1,....p, k€ J(m)}

Ubung 4.4 Zeigen Sie, daB 7'(2, z) C L(z). (Hinweis: Taylorformel) &
Satz 4.13 Es sei x € () eine Minimalstelle von f € C* (Q) und es sei
L(z) =T (Q,z). (4.8)
Dann existieren Vektoren A\ € R? und p € R, so dafs
Vf(x)—Vglx)\—Vh(z)p = 0 (4.9)
pFh(z) = 0 (4.10)

97a, jetzt wird’s gemein! Wer volle Gewissheit haben will, muf} selbst was tun!
SWer weiss noch, wie eine differenzierbare Funktion von R™ nach R? wirklich definiert ist?
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Hierbei ist fiir eine Funktion g = (g1, ..., g,) der Gradient als
%9 99
0361 o axl
Vg=[Vgr---Vgl=1| + .
991 %
ox, = Oz,

definiert. Das sieht anders aus, als man es zumeist aus Analysisbiichern kennt, ist dafiir aber
konsistent mit unserer Notation hier, in der die Gradienten skalarer Funktionen als Spaltenvek-
toren geschrieben werden. Bevor wir uns an den (gar nicht mal so schweren) Beweis dieses
Satzes machen, erst einmal ein paar Bemerkungen und Konsequenzen daraus.

Bemerkung 4.14 (Multiplikatoren) 1. Die geometrische Bedingung (4.8) an die Randbe-
dingungen, die die Menge () festlegen (und nicht unbedingt an die Menge €2 selbst!) wird
laut [45] als Bedingung von Guingard bezeichnet, die dieser in [23] angegeben haben
soll’®. Was das allerdings fiir Bereiche sind, die (4.8) nicht erfiillen — wer weil3.

2.DaX CY = Y' C X/ folgt mittels Ubung 4.4, dafp L(x)' C T (2, x)'; was man also
eigentlich in (4.8) fordert, ist daf3 L(x)' O T (2, x)'. Der einfachste Fall lige sicherlich
vor, wenn L(x) = T (Q, ), aber dem ist halt leider nicht immer so, siehe Ubung 4.5.

3. Die Vektoren \ und . spielen die Rolle der wohlbekannten Lagrange—Multiplikatoren,
weswegen wir sie auch in Zukunft als Multiplikatoren bezeichnen werden. Allerdings hat
die spezielle Struktur der Nebenbedingungen auch Auswirkungen auf die Multiplikatoren:
man kann \ als Vektor mit nichtnegativen Eintriigen wdhlen!

4. In Optimiererkreisen werden die Bedingungen (4.9) und (4.10) auch als Kuhn-Tucker—
Bedingungen bezeichnet.

5. Da p > 0 und h(x) > 0 — schliefSlich ist ja x € Q) — bedeutet (4.10), daf3 die Trciger der
beiden Vektoren disjunkt sein miissen, das heifst y; > 0 = hj(x) = 0 und h;(z) > 0 =

,Uj:O.

Ubung 4.5 Bestimmen Sie fiirn = 2, p = 0, ¢ = 3 und

(1-2)"—y
h(z) = x
Y
die Kegel L (e1) und T (€2, 1), wobei e; = [1, 0] natiirlich der erste Einheitsvektor ist. &

%Es ist ja nur Hérensagen, und es gibt durchaus genug Beispiele, die nahelegen, nicht alles zu glauben, was in
Biichern steht.



84 4 INNERE-PUNKTE-METHODEN

Korollar 4.15 (Der lineare Fall) Es sei A € R™*" und x € F, # | eine Minimalstelle von
f(x) = c'x. Dann gibt es Vektoren X € R™ und p € R, so dafs

c—AT\—pu =0 4.11)
'z = 0. (4.12)

Beweis: Wir betrachten also den Spezialfall, daB f(z) = ¢'z, g(x) = Az — bund h(z) = x;
damit sind die Gradienten

Vf=c, Vg = AT, Vh =1, (4.13)

allesamt konstante Funktionen.
Zuerst weisen wir nach, dal /. die Bedingung (4.8) erfiillt. Da

Lz)={2z€R" : Az=0,2;>0,j € J(x)} =T (Fy,x), 4.14)

siche Beispiel 4.7, ist natiirlich auch L(z)" = T (F}, z)". Damit konnen wir Satz 4.13 anwenden
und erhalten (4.11) und (4.12), indem wir (4.13) in (4.9) und (4.10) einsetzen. ]

Bemerkung 4.16 Die einfache Beobachtung (4.14) kann man auch als die Tatsache inter-
pretieren, daf} die linearisierenden Nebenbedingungen zu linearen Nebenbedingung wieder die
linearen Nebenbedingungen sind, was nun wieder nicht allzu iiberraschend klingt.

Nun schlieSlich noch zum Beweis von Satz 4.13, der, im Gegensatz zu den Sandard—Beweisen
fiir die Lagrange—Multiplikatoren®’ sogar wohltuend kurz und einfach ist.
Beweis von Satz 4.13: Sei also z € () eine Minimalstelle von f. Nach Proposition 4.10 und
der Annahme (4.8) heil3t das, daf3

Vf(x)eT Q) =L(x), — AVf(x) >0, ze€ L(x).
Definieren wir A € R, m := 2p + #J(z) als
A = Az) =[Vy(z), =Vyg(z),[Vh;(z) : j€ J(z)]]

9g1(x) 9gp(x) _ Og1(x) _ Ogp(x)  Ohy(x) Ohy (z)
o1 o oxr1 ox1 te o0x1 o1 ot o1
= : Lo : : : : : : ;
991 (x) 9gp(x) _ Og1(x) _ Ogp(x)  Ohy(z) Ohyr(x)
Oxn T Oxn Oxn T Oxn Oxn e Oxn
dann ist”® nach der Definition von L(z)

z € L(x) = ATz >0,
und wir konnen V f(x) € L(x)" umschreiben in

ATz >0 — AV f(x) > 0. (4.15)

97Siehe z.B. [25, 174.1, S. 320].
%Unter Verwendung der tiefliegenden Erkenntnis, daB « = 0 genau dann, wenn [z, —x]T > 0.
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Nach dem Farkas—Lemma, Satz 4.5, heif3t dies aber, dall die Menge
(yER™ : Ay=V[(x), 7 >0}

nichtleer ist und somit gibt es ein

3 . 2 J(z
v = [7](),7](),7153) : ]:1,...,p,k€J(3:)} ERf+#(),

so daf3
P L p
Vi) = > V) =Y 47 Vi) + Y AP
Jj=1 Jj=1 jeJ(x)
P
= > (=4 Vgl + Z 7 Wy
=1 N jed(@) >

und mit 41, =0, j € {1,...,¢}\ J(z), ergibt sich (4.9). Die andere Folgerung, (4.10), sicht man
sofort, wenn man das innere Produkt ausschreibt und sich an die Definition von J(z) erinnert:

:Zﬂj Zﬂjj ) =0.

jeJ () -0 JEJ (= ()

4.3 Affine Skalierung

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir nun endlich unser erstes Verfahren herleiten, und zwar die
affine Skalierung von Barnes [3], die laut [45] auf ein wesentlich idlteres Verfahren von Dikin
[15] zuriickgeht”. Die Idee besteht darin, das Optimierungsproblem (4.1) nicht global auf F),
sondern nur in einer Umgebung eines Punktes (") zu lésen, das lokale Optimum als z("+1)
zu wihlen und sich hoffentlich auf diese Art und Weise dem globalen Optimum hinreichend
schnell hinreichend genau anzunéhern.

Allerdings benotigen wir dazu eine Voraussetzung:

Das primale wie auch das duale Problem sollen keine entarteten Ecken besitzen,

o #{j : z; >0} >m, x € Iy, (4.16)
und

#{j (A7), =cif<m,  yeR, (4.17)
und A soll Rang m haben.

PDie Arbeit [15] ist in den “Doklady” erschienen, wo Resultate normalerweise nur vorgestellt, nicht aber
notwendigerweise bewiesen werden.
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Auch diese Forderungen sind nur fiir “singuldre” Probleme nicht erfiillt und kénnen durch
Storungen oder “positive” Rundungseffekte erreicht werden.

Zur Konstruktion einer Folge von inneren Punkten wihlt man einen Parameter 0 < p < 1
und betrachtet zu x € F,, x > 0, das Hilfsproblem

2

min 'y, Ay =D, g M < p? (4.18)
) x<
j=1 J

wobei die nichtlineare Nebenbedingung dafiir sorgt, da3 wir im Inneren von F), bleiben, also
auch y > 0 ist. Wire ndmlich y, < 0 fiirein k& € {1,...,n}, dann wire

n

2 2
Z (yj 2%) > (yk 21’1@) >1> p2.
— x5 Ty

Jj=1 J

Wir definieren nun die Menge 2 C R” durch die Randbedingungen'®

n

2
0= olu) — Ay — chy) =S W)
9(y) = Ay —b, 0 hy)=p' =3 T
j=1 J
Damit ist 2 der Schnitt der Hyperebene Ay = b mit dem Ellipsoid mit Mittelpunkt x und
Halbachsen px;, j = 1,...,n, siche Abb. 4.3.

»
-

Abbildung 4.3: Der zuldssige Bereich €2 als Schnitt der Ellipse um x mit Halbachsen p x
und der Hyperebene Ax = b.

100Nicht vergessen: wir halten x fest und optimieren beziiglich 3!
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Wir wollen jetzt Satz 4.13 anwenden, um das lokale Minimum von ¢’y auf Q2 zu finden'"!,
wozu wir erst einmal die Guingard—Bedingung (4.8) nachweisen miissen. Nun hat € fiir y mit
h(y) > 0 den Tangentialkegel

T(Q,y)={z: A2 =0},

ist hingegen A(y) = 0, so ist fiir jedes ¥’ €

0 < h@vzhwv—@gy:A<Dyuw@+ﬂy—y»ﬁ

1
= [ =0 Vit - )
0
also auch )
1
o< [ ) VRt )

ly" = wll Jo
und fiir ||y’ — y|| — 0 liefert das die Elemente des Tangentialkegels fiir 4(y) = 0 als

T(Q,y) = {z c ATz =0, 2"Vh > O},

was, wie man leicht sieht, wieder nichts anderes als L(y) ist. Also ist die Bedingung (4.8) von
Satz 4.13 erfiillt und die gesuchte (und ja auch vorhandene) Minimalstelle y* liefert die Existenz
von A € R und ;4 € R, so dal

c— AT\ —2uX*(x—y) = 0, (4.19)
p(p?=y—a)'X2(y—=2) = 0, (4.20)
wobei
o hy) =p* — (y — 2)TX2(y — x),
X = —
Vi(y) =2X2(z —y).

Tn

Die Losung o = 0, die (4.20) so einfach machen wiirde ist nicht zuldssig, denn das ergibe,
eingesetzt in (4.19), daB AT\ = ¢ wiire und somit hétte F, eine degenerierte Ecke. Also muf}
4 > 0 sein und wir erhalten aus (4.20) die erste Forderung an g, ndmlich, daf3

P=y—o) X y—2)=(Xy-2) X 'y-2)=|X"-2);

anders gesagt: y liegt am Rand der Ellipse. Multiplizieren wir aulerdem (4.19) von links mit
(x — y)T, dann erhalten wir, nach geeigneter Umformung, daf

(x—y)" (e = ATN) = 2u(z — 9)" X ?(z — y) = 2up”

101 Fiir etwas mehr als pure mathematische Asthetik sollte der Satz schon gut sein!
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und somit
M:L<<x_y)Tc_(x_y)TAT )\)ZCT(x—y): 'z —y)
20 e 20" 2] XUy —a)l;
=bT —pT=0
also
dy=clae—20"pu<cla, 4.21)

der Wert der Zielfunktion wird durch die Losung unseres Hilfsproblems definitiv verkleinert.
Bleibt also noch die Bestimmung von y. Dazu multiplizieren wir (4.19) von links mit AX?
und erhalten, daf

0=AX%— AX?AT)N — 2p Az — y) = AX?c — (AX) (AX)" A (4.22)
=0

Da A den Maximalrang m hat, ist die Matrix (AX)(AX)” symmetrisch und positiv definit'??
und demnach invertierbar, was es uns ermoglicht, den Multiplikator A als

A= (AX2AT) T AX e (4.23)
zu bestimmen. Damit bekommen wir aber auch p: Formen wir ndmlich
2uX Nz —y) =X (c— AT))
um und nehmen auf beiden Seiten die euklidische Norm, dann ist

_ X (e ATV, X (e = ATV,
Xy — )l p

Das setzen wir nun alles nochmal in (4.19) ein und erhalten so, dal}

2p

X2 (c - AT)\)
| X (¢ — ATN),

1
y:x+—X2(c—AT)\):x+p (4.24)
2

Wer will kann jetzt noch (4.23) einsetzen, aber schoner oder gar iibersichtlicher wird dadurch
auch nichts mehr.

Ubung 4.6 Zeigen Sie, daB aus (4.24) und den iibrigen Voraussetzungen Ay = b folgt. &

Fassen wir also zusammen.

Algorithmus 4.17 (Affine Skalierung)
Gegeben: A € R™*" b € R™, ¢ € R™ und innerer Punkt 9 mit Az(® = b, (0 > 0.

1. Finde inneren Punkt ) mit Az =, z© > 0.

2. Wiihle p € (0,1)

102 Also strikt positiv definit!
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3. Fiirr=20,1,2,...

(a) Setze

(b) Berechne B = X A" und
A= (B"B)" BXc
(c) Berechne
X2 (c — AT)\)
1X (¢ = ATA) ||,

2 = 20 4,

Bemerkung 4.18 Schreibt man (4.22) als
(AX)(AX)T')\ = (AX)Xc

um, dann stellt diese Gleichung die sogenannten Normalengleichungen zum Least—squares—
problem
min || Xe — (AX)7y], = min X (¢~ A7)]|

und der Vektor X (c — AT)\) stellt das Residuum dieses Minimierungsproblems dar; beide
Werte, die Losung wie auch der Fehler, konnen sehr stabil iiber ein () R—Verfahren bestimmt
werden, siehe z.B. [42], vor allem aber [22] oder [26]: Dazu bestimmt man eine orthogonale'®
Matrix Q) € R™*™, so dafs

QXAT: |: R :|’ R: E]Rmxm7

*

und bestimmt \ als Losung des einfachen Dreieckssystems R\ = Q* X c. Das fiihrt zu Algorith-
mus 4.19.

Algorithmus 4.19 (Affine Skalierung, () R—Version)
Gegeben: A € R™*" h € R™, ¢ € R" und innerer Punkt 2O mit Ax© =p, 20 > 0.

1. Finde inneren Punkt © mit Az =, 2 > 0.
2. Wahle p € (0,1)

3. Firr=20,1,2,...

103Zur Erinnerung: eine reelle Matrix Q € R™*™ heit orthogonal, wenn QT Q = QQ7T = I ist.
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(a) Setze

(b) Berechne B = AX und Q, R als QR—Zerlegung'® von B und )\ als Lésung von
RX=Q"Xc

(c) Setze

(d) Berechne

Man kann nun sogar beweisen, daf} dieses Verfahren tatsdchlich gegen eine Losung des
Optimierungsproblems konvergiert.

Satz 4.20 Besitzen das lineare Optimierungsproblem und sein duales keine entarteten Ecken,
dann konvergiert die Folge

X (¢ — ATAD)

, X0 = (4.25)
X0 (¢ — ATAM) ],

(r)

fiir jeden Startwert z°) € F - gegen eine Optimallosung x* und es gilt fiir r € Ny

0< g+l — Ty < B, (CTI(T) — cT:L‘*) , Gr=1-— S g — 0. (4.26)

vn—m-+e,’
Bemerkung 4.21 Die Abschiitzung (4.26) liefert eine Aussage iiber die Approximationsord-
nung oder Konvergenzordnung des Verfahrens: Mit = max,. (3, ist ja
CTl,(rJrl) . CT.T* < B (CT$(T) o CTiL‘*) < ﬁ2 (CTx(rfl) o CTiL‘*) < ...

< BT+1 (CTZE(O) . CTZE*) ’

wir haben es also mit exponentieller Konvergenz, aber sogenannter linearer Konvergenzord-
nung zu tun'®

Beweis: Der Beweis ist etwas ldnglich und gliedert sich grob in drei Teile:

1%4Dje () R—Zerlegung ist ein Standardbestandeteil jeder Software fiir numerische Lineare Algebra, insbesondere
von Mat lab und Octave, siehe auch [2].
105Dje Terminologie ist da leider nicht so richtig einheitlich.
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1. Wir werden zuerst zeigen, daB die Folge z(") immer gegen einen Grenzwert konvergiert.
Dazu brauchen wir die Nichtentartungsbedingungen an F, und F,.

2. Dann zeigen wir, dal dieser Grenzwert tatséchlich eine Optimallosung ist, wozu wir ein
Dualitdtsargument verwenden werden.

3. SchlieBlich miissen wir noch die Konvergenzordnung (4.26) nachweisen — das ist im
wesentlichen eine technische Abschitzung.

Beginnen wir mit der Konvergenz. Da x(") eine Folge in dem kompakten Polyeder F), ist, muf
zumindest eine Teilfolge konvergieren, oder die Folge einen Haufungspunkt besitzen, den wir
einmal £°° nennen wollen.

Wegen (4.21) ist fiir r € Ny

T r* < CTI'(T—H) < CT'Z,(T) _ QPQH(T) _ CTx(T) —2p HX(T) (C o AT)\(’/‘))
CTx(rfl) . 2p Hx(rfl) (C . AT)\(rfl))

I,

|, =20 [ X7 (e = ATAT)

= 0 _ sz ||X(j) (c _ AT)\(j)) ||2
=0

und daher
- ‘ ‘ 1
Z HX(J) (c - AT)\(]))”2 < — (ch(O) - ch*) , r € Ny, (4.27)
, 2p
7=0
die Reihe auf der linken Seite konvergiert also und es folgt, daf3
lim X (¢ — ATAM) = 0. (4.28)
r—00

Da das duale Problem nichtentartet ist gibt es eine Konstante C' > 0, die nur vom Opti-
mierungsproblem abhingt'® und zu jedem r eine Indexmenge .J mit #.J > n — m, so daB

(c—ATAD) > C1y;

nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge'”’, die gegen 2> konvergiert, gilt dies dann fiir

eine Indexmenge .J unabhingig von r. Wegen (4.28) ist dann

: ) _ 1 (r) _ o0 _
Yo X7 = Ji 27 =27 =0

die Folge konvergiert also gegen eine Ecke und, wieder wegen der Nichtentartung von F},, muf3

#J =n — mund o
i ok

=% >0, K=A{1,...,n}\ J,

106Siehe [45, S. 269]; im wesentlichen hat es damit zu tun, daB zu jedem y € F’, mindestens n —m Komponenten
von ¢ — ATy strikt positiv sein miissen und daB F), ein kompaktes Polyeder ist.

107Eg gibt nur endlich viele solcher Mengen, also mufl mindestens eine fiir unendlich viele Werte von r auftreten,
und eine solche greifen wir heraus und gehen zur entsprechenden Teilfolge iiber.
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sein. Insbesondere ist der Hiufungspunkt z°° eine Ecke. Wir miissen aber noch zeigen, daf3
auch wirklich die ganze Folge gegen x> konvergiert. Dazu schauen wir uns nochmals (4.24) an
und formen es in

XO) (e — ATAC)

) — ) = p x™)
HX(T) (c— AT)\>(T)

=Xy, Nyl < llylla =1,

2

um, woraus
= < ] = a2 (1 ) o)

folgt, was uns liefert, daf3 xy) — 0 fiir alle r, nicht nur fiir die Teilfolge, und damit, daf3

2 = lim 2.
r—00

Damit ist also Punkt 1), die Konvergenz, erledigt.
Als nichstes weisen wir nach, da} 2°° Optimallosung ist. Da die Folge der (") konvergiert
existiert natiirlich auch die Diagonalmatrix

X = lim X, X¥=0, XX>0

=00

und hat offensichtlich Rang # K = m. Damit miissen, zumindest fiir hinreichend grofle Werte
von r, auch die Matrizen X (") Rang > m haben, womit AX (r) Rang m hat'®® und damit die
Matrizen

((AXM) (AXm)T) A (x0)?

existieren und und, da AX> = A7 X7°, gegen
-1
(A X5) (ARXR)T) A (X% = By, BY. By = O
konvergieren. Damit existiert

==l ((AX0) (4x0)") A (x0) e

r—00
-1
— (X5 (A XR)") A (X e
— (AR XEXRTATY ™ AL X522 o = AT (diagag) 2 Al Al (diag k)
= A/K_T CK .-

Somit ist
pIAS =T AL e = ek (A'K_lb> = cray = cla™

19%8Hjer verwenden wir nochmal, daB es keine entarteten Ecken gibt! Jeder Rangdefekt wiirde nimlich eine en-
tartete Ecke liefern.
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und nach unserem Dualitétssatz, Satz 4.3 ist z* = 2°° eine Optimallosung. Den Nachweise der
Zulassigkeit von A*° sparen wir uns hier und verweisen nur auf [45, S. 271] — und damit ist 2)
auch schon erledigt.

Fiir den Beweis der Konvergenzordnung betrachten wir schlieBlich

0< 2 — Ty = (T — I A 4 L A — Tt = (c— ATAD)T (20 — 2¥)

(X e AN (X0) (6 )
1

< X (e = AN, || (x) 7 @ =)
< % (T2 — (Tz+D) H(X(r))—l (z — &) 2
Da
( (r _ *)2 <a;<7”) _ *>2 (xm _ ﬁ>2
J J J J
H(X( Z - Z 7 T Z 2
= (;c§> e () e (2
wobei
J*:{j x:O}, K*:{j x}“#O},
und somit ) )
(r) * (r)
(@) )
ZT:Z AR A
=N P S A
ist also
o\ 1/2
1
ol — o < (Fal) — T t)) = me+ Y ( )
P JER*

v~

= % (n—m+€7'):5"/r

mit &, — 0 wegen der Konvergenz der 2(") — 2* und weil die positiven Terme im Nenner nach
unten beschrinkt sind!%. Also ist

1

- (ch(T) —c'z*) < ™ — Ty 4 Ty — T+l

Y
und somit

CT:C(T+1) o CTJJ* < (1 - i) (CT:C(T) o CT.T*) :
Vr
B

wie behauptet. U

1%Thr Grenzwert ist ja strikt positiv!
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4.4 Projektive Skalierung

Ein weiteres innere—Punkte—Verfahren zur linearen Optimierung ist die projektive Skalierung
von Karmarkar [30], laut dem Titel von [3] in gewissem Sinne sogar die “Vorlage” zur affinen
Skalierung. Um das Karmarkar—Verfahren am besten darstellen zu konnen, gonnen wir uns
mal wieder eine neue Normalform, die man auch als Karmarkar—Normalform''"° des lineare
Optimierungsproblems bezeichnet:

min ¢! z, Ar =0, x>0, lL.x=n (4.29)

mit A € R™", m < n. Hierbei ist wieder 1,, = [1...1]" € R". Der zulissige Bereich ist also
der Schnitt

{z : Az =0}nN(nA,),
—— N —r
=ker A =3

wobei A,, wieder das Einheitssimplex aus (2.6) ist, siche Abb. 4.4. Alternativ konnen wir die

n

Abbildung 4.4: Das Simplex n A, fiir n = 3. Dieses baryzentrische Standardsimplex wird
mit ker A geschnitten.

Karmarkar—Normalform also als

min ¢ z, rekerANY, (4.30)

schreiben. Man kann jedes Optimierungsproblem auch in die Karmarkar—-Normalform (4.29)
bringen, indem man das primale und das duale Problem in ein groles Optimierungsproblem
kombiniert, siehe [47, Satz 4.7, S. 138—139]. Da aber ein solches Problem nur kiinstlich aufge-
bliht ist, verwendet man “in der Praxis” ein modifiziertes Verfahren, das sich direkt auf die

10Wen wundert’s?
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“kompaktere” primale oder duale Form des linearen Optimierungsproblems anwenden la6t,
siehe [45, S. 280].

Fiir die Herleitung machen wir noch weitere Annahmen, namlich zuerst einmal die Nichten-
tartungsannahme, da3 A vollen Rang hat, auBerdem, da8 A1, = 0 ist!'! und daB min, ¢’z =0
ist.

Sei jetzt also wieder x € X, x > 0, ein zuldssiger innerer Punkt. Um dem Verfahrensnamen
gerecht zu werden betrachtet man jetzt die projektive Transformation

T, % =S, Tu(y): i -1

- x-y
17Xty

mit der Eigenschaft, daB T,,(x) = 1,, ist. DaB mit y > 0 auch T, (y) > 0 gilt, ist offensichtlich,
da X! > 0ist. AuBerdem ist

17X 1y
1T X1y

alsoist T, (y) € X, firy € X,,. Die Inverse zu 7T}, ist

_ n
T, ' (y) = xTyXZ/-

Denn in der Tat ist
n

xTT—z(y)XTz(y)

n
- XX ly=—9y=

2T X1y 4 17y v
solange y € %J,,.
Ubung 4.7 Zeigen Sie, daB mit den obigen Definitionen auch T}, (7 '(y)) = y fiiralle y € %,
gilt. &

Ersetzen wir jetzt x in der Normalform (4.29) durch z = T !(y), das mit y ja auch ganz 3,

T

durchlduft, dann erhalten wir das zu (4.30) dquivalente Problem

X
mincd T (y) =n" 22, 0=Ar=—AXy, ye,. 4.31)
y xTy xTy
yEkerXXﬂZn
Dabei ist T,(z) = 1,, unser Ausgangspunkt x wird also in den Schwerpunkt des Simplex
T

transformiert. Unter der Annahme min, ¢’ x = 0 konnen wir den Nenner vernachldssigen und
erhalten so das weiter vereinfachte Minimierungsproblem

min ¢! Xy, y €Eker AX NY,. (4.32)

Y

Jetzt ist natiirlich (4.32) nur eine dquivalente Umformung des Ausgangsproblems (4.29) und es
wire schon eine groBe Uberraschung, wenn das plétzlich einfacher zu 16sen wiire als das “Orig-
inalproblem”. Aus diesem Grund ziehen wir uns wieder auf eine Lokalisierung des Problems
zuriick. Dazu betrachten wir die Menge

Ko={yeR" : y=n,|L—yly<r}, 0<n
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Abbildung 4.5: Der Bereich K, fiir den “Extremalwert” r = , / 2.

n—1

siche Abb. 4.5. Mit R := /# ist dann
KrCX, C K\/m, (4.33)

denn aus
n

L=yl =Y (—y)=n—2> y+> P =-n+]yl;
=1 =1

j=1
folgt fiir jedes y € X,,, dal
2
I =ylls < llyli —n=(1Ty)" =n=n*—n=mn(n-1),
was die rechte Inklusion liefert. Wire aulerdem y € K, fiir ein r, und y; < 0 fiir ein j, dann ist
o -yl =0 —y) ) (=g’ > 14 (- )
1

M K ki

2

1 1 n

> 14— <Z(1—yk)> Sl =
k#j

(. J/
-~

=(=(1-y;))*>1

also bedeutet y € K, \ X,,, daB r > | /5 sein muB, was die linke Inklusion beweist.

Nun konnen wir wieder unseren Verfahrensparameter p € (0, 1) wihlen und das lokale Opti-

mierungsproblem
min cTXy, ycker AX NK,g (4.34)

Y

""Das heift, daB der Schwerpunkt von 3, zulissig ist.
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16sen, dessen Losung wir wieder in geschlossener Form werden angeben konnen. Wie das geht
und warum das funktioniert, das zeigt das folgende Lemma.

Lemma 4.22 Sei x € ker AN X, x > 0, ein nichtoptimaler zuldssiger Punkt, das heifit,
'z > 0.

1. Die Matrix

B:= Hf} e RMHIXT

hat Rang m + 1.

2. Der Vektor
v = (1 _ BT(BBT)‘13> Xe (4.35)

erfiillt v # 0.
3. Der Vektor

(%

||U||2

y=1,—pR
ist die eindeutige Losung des Optimierungsproblems (4.34).

4. Esist

(Xe) y < <1 - > . (4.36)

n—1

Bemerkung 4.23 1. Die “Verbesserung” der Zielfunktion in (4.36) sieht zuerst einmal et-
was merkwiirdig aus, denn es ist nicht c''y verringert worden sondern ¢ X1y. Schreibt
man aber x auf der rechten Seite von (4.36) als v = X1,,, dann ist wird (4.36) zu

n—1

(Xe)'y < (1 - ) (Xe)" 1, (4.37)
und da wir ja das Problem so transformiert haben, daf3 der Schwerpunkt unser Aus-
gangspunkt war, haben wir also doch wieder etwas gewonnen.

2. Auch hier ist die Korrekturrichtung v aus (4.35) wieder die Losung eines Least—Squares—
Problems: Schreiben wir ndmlich (4.35) in

v=Xc— BT (BB")" BX¢= Xc— B w,

BB™w = BXc, = | X¢ — Bw| = min || X¢ — Bul|,

also ldasst sich auch die Korrekturrichtung v wieder als Residuum eines Minimierungsprob-
lems interpretieren und (effektiv) bestimmen.
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Beweis: Um 1) zu beweisen, nehmen wir an, es géibe ein 0 # z = [Z, zm+1]T € R™*1 50 daB
2T B = (0 — dann wiire der Rang ja gerade < m. In diesem Fall wire

z

0=B"z=[XA"1,] { ] = XA"Z+ 211,

Zm41
Multiplikation mit A von links liefert, da nach Annahme A1,, = 0, dal
AXATZ =0

sein muf}; das aber widerspricht der Tatsache, da3 A Rang m hat, denn dann hitte auch die
Matrix''> Av/X Rang m und

AXAT = AVX (A\/Y)T

wire strikt positiv definit.
Auch 2) beweisen wir per Widerspruch. Wire ndmlich v = 0, dann wire

Xe=BT (BBT) 'BXc=: BTz = XATZ 4 2,11, — c=ATZ+ 2, X1,
Dann wire aber fiir die Optimallosung x*

. T T * ~T * T —1 x

O=minc'z=ca2*=72" A" +z,1 1. X 'x

= IN ; m+ n Y
=0 >0

also 2,,4+1 = 0 und somit ¢ = ATZ. Dann ist aber auch fiir unser nichtoptimales

e =7" Az =0,
=0

im Widerspruch zur Annahme.
Fiir 3) bemerken wir zuerst, daf3

B = (B - BB" (BB")” B)Xc= (B~ B)Xc=0

J/

-~

=/

und daher ist

AX(ln—U):AZE—AXU:AZL‘—[Im O}Bv:O == 1, —v € ker AX,
~~ 0 0|~

=0 =0

sowie 151} = 0 und, trivialerweise,

ln—<1n—pR Y )
[v]l2

'2Dje Bedeutung der Notation v/X ist hoffentlich klar: Es ist diejenige Matrix mit Diagonalelementen | /T3,
j=1,...,n.Dax > 0ist gibt es da keine Probleme.

v
= pR == y:=1, — pR+— € K,p.
2 o]l
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Da fiir beliebiges z € ker AX N K,p

=0

n—mn

AXy— AXz 0

1st, erhalten wir, daf3
B T
(Xe)" (y—2) = <v + B"(BB") 1BXc) (y —2)

= B (B87) T By =) =7 (1ot )
——

[v][2
=0
— T RYY 1 R|v|, <
= v (l,—2)—p < |vlly 110 = 2l =pR|lv]|]2 <0,
[v]l2 —_—
S~~~ <pR
=[lvll2

also ¢’ Xy < ¢! Xz. Dariiberhinaus gilt in der Cauchy''*~Schwarz!!'*~Ungleichung, die wir

hier verwendet haben, genau dann Gleichheit, wenn 1,, — z = Av fiir ein A € R und um
generell Gleichheit zu bekommen, mufl A = iﬁ sein; da aber A = —ﬁ aus dem Sim-
plex hinausfiihren wiirde, gilt also Gleichheit genau dann, wenn z = y ist. Damit ist auch die
Eindeutigkeit bewiesen.

Fiir 4) bezeichne schlieBlich y die Losung des “lokalen” Optimierungsproblems (4.34) und
y* die Losung des “globalen” Optimierungsproblems (4.32). Da y* € X.,, ist nach (4.33)

11, —y*]l, < v/n(n — 1) und somit ist

pR . pR
zi=1p+ ——(y" — 1,,) = ||1n_ZH2:

——— 1. — ¥, < PR,
D) n(n—l)” ylly <o

und da AX z = 0 ist, ergibt sich, nochmals mit (4.33), da} z € ker AX N K. Daher ist

(Xo)'y < (X' z=(Xe)' <1n + L) (y" - 1n))

n(n —1

= Iz I—L +L0Ty*:(1— p )ch,
n(n —1) n(n—l)\:g/ n—1

113 Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, aufgewachsen in den Wirren der franzosischen Revolution. Abel sagte
1826 iiber ihn:

Cauchy is mad and there is nothing that can be done about him, although, right now, he is the only
one who knows how mathematics should be done.

Auch sonst erwies sich Cauchy als schwieriger Charakter.

4Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921, ein Schiiler von WeierstraB, Professuren in Ziirich (ETH) und
Gottingen, bevor er sich 1892 auf der Weierstra—Nachfolge in Berlin “zur Ruhe setzte” (die Bemerkung stammt
von Bieberbach). Arbeitete unter anderem an der Theorie der Minimalflichen und ist durch die Cauchy—Schwarz—
Ungleichung “verewigt”.
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daR=,/"5. 0
Haben wir also das Minimierungsproblem beziiglich y gelost, so setzen wir schlielich als
neuen Wert

T () = Xy = — X

und erhalten so die “lokale” Optimallosung x’ von (4.30). Wiirden wir bei dieser Zuweisung

durch Null dividieren, dann miiite, wegen x > 0 ja y = 0 sein, aber das ist auch kein Punkt in
Y. Das alles 1468t sich im folgenden Algorithmus zusammenfassen.

Algorithmus 4.24 (Karmarkar)
Gegeben: 20 c ker ANY,, 29 > 0.

1. Wihle'™ p € (0,1).
2. Firr=20,1,2,...

(a) Setze
(r)
B = {Ai{p 1, XM = diag z,.

(b) Setze

v=(I=BN(BBNB) X wnd  y=1a—ph; ”” .

Ul|2
(c) Setze

r+1) — " 5(n)
x = 20 Xy,

Ergebnis: Optimallosung

2 = lim 2.
r—00

4.5 Auffinden eines Startpunkts

Um ein Problem haben wir uns bisher bei unseren Innere—Punkte—Verfahren noch geschickt
herumgemogelt, nimlich um die Bestimmung eines zulidssigen inneren Punktes. Eine Moglichkeit
bestiinde sicherlich darin, eine zuléssige Ecke zu bestimmen, beispielsweise mit der Zweiphasen-
methode des Simplexalgorithmuslm, wir wollen uns hier aber eine andere Methode ansehen, die
uns gleichzeitig noch ein (letztes) Losungsverfahren fiir lineare Optimierungsprobleme geben
wird, und zwar ein sogenanntes “Primal-Dual-Verfahren”. Die 1dee besteht darin, das pri-
male!!'” Optimierungsproblem

min ¢! z, Ar =0, x>0, (4.38)

T

31n [45] wird p € (0, 2) gewihit.

116Genauer gesagt, der Phase 1 davon.

7Wir kehren jetzt wieder zur Terminologie vom Anfang des Kapitels zuriick, Karmarkar war sozusagen nur ein
Ausrutscher.
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und das mit Schlupfvariablen s € R’} versehene duale Optimierungsproblem'!®

max b’ y, ATy+s=c¢, s>0, (4.39)
Yy
in ein Problem
min 'z — by = [b,d | Y 400 gyc _| b T1>0, (4.40)
zy Y ’ r |’ 0 AT T c |’ s | =7 T
(S I ——
GRm+nXm+2n H/—/ eRm+n
6Rm+2n

“doppelter GroBe” zusammenzufassen.
I"Jbung 4.8 Bestimmen Sie das duale Problem zu (4.40). &

Und solche “primal-dualen” Optimierungsprobleme sind weit weniger gekiinstelt und re-
dundant, als es zuerst aussehen mag!

Um eine Losung dieses Optimierungsproblems zu bekommen schreiben wir noch schnell
die Zielfunktion als

x
f([[‘) = [Ca _ba O] Y
s
und die Nebenbedingung [ ﬁ } > 01n
I 00 x
0 00 y | =0
00 I s

um und verwenden Satz 4.13 bzw. Korollar 4.15, daf [z, y, Z]T eine Optimallosung ist, wenn es
A € R™™ und € RY™™ gibt, so daB

c AT 0 I 00 I 0 0 x
b | — 0O A|AX=100 0| pu=0, P10 00 y | =0. (4.41)
0 0 I 0 0 I 0 0 I S
Zerlegen wir pin p = [pu1, pio, p13), p1 € R7, pio, pi3 € R, dann ergibt
1. die mittlere Zeile, daB uy = 0,
2. die untere Zeile, daB A = [\, —pus], A\; € R™, ist.
Mit p3 := &, Ay = nund p; := o erhalten wir dann aus (4.41), daf}
ATn+o0 = o
AE = b, 0,& >0, (4.42)

oz +&Ts = 0,

18 Hierbei handelt es sich um keine “neue” Normalform, lediglich um eine Umformung der “alten”.
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ist. Das heiBt, daB [¢,7, 0]" ebenfalls ein zulissiger Punkt sein muB und daf die Wahl [¢, 7, 0] =
[z,y,s]" also genau dann optimal ist, wenn'"z;s; = 0'ist, j = 1,...,n. Genauer kann man

folgendes sagen.

Proposition 4.25 Der Punkt [x,y, s|" ist genau dann Optimallésung von (4.40), wenn er die
Karush—Kuhn-Tucker-Bedingungen'?’

ATy+s = ¢,

Ax = b,
z;s; = 0, j=1....n (4.43)

[z,s]" > 0

erfiillt.

Beweis: Eine Richtung haben wir schon gezeigt: Wenn [z, y, s|7 (4.43) erfiillt, dann ist [¢, 1, o] T
[z, 5, s]" der gesuchte Multiplikatorenvektor. Umgekehrt ist

wls =T (c— ATy) =a2Te—(Ax)" y =Tz —bTy
~——
=pT
fiir zuldssige z, y genau dann = 0, wenn x und y optimale Primal- und Dualldsungen sind — mit
anderen Worten: jede Optimallosung erfiillt die Bedingung (4.43). U

Ein Tripel [z,y, s]? ist nach Proposition 4.25 also genau dann Optimallsung von (4.40),
wenn

Ay +s—c X = diagz
0=F(z,y,s) = Av—b |,  F:R™M Rt AT 4 44
X1, S = diag s,

ist. Und dieses Problem kann man jetzt mit dem Newton'?'—Verfahren'** angehen und losen.
Zu einem vorgegebenen Startwert [z, (@ (0] " berechnet man hierbei

L) ) ¢ ¢
g0 = Ly [ 2 [ JE O, 0) | g | = F @,y s0),
s(r+1) s(7) o o

19Njicht vergessen: s,z € R", das innere Produkt ist also genau dann = 0, wenn alle Summanden, die darin
auftauchen = 0 sind.

120per Name stammt aus [36].

121851 Isaac Newton, 1643—1727, iiber seine wissenschaftlichen Beitridge braucht man wohl nichts mehr zu sagen
(auBer ihm ist nur Mandelbrot mit Apfeln beriihmt geworden). Er zog sich 1693 nach seinem zweiten Nerven-
zusammenbruch aus der Wissenschaft zuriick und wurde “Master of Mint” (Mint = “Miinze”). Aulerdem gab es
heftige Kontroversen zwischen ihm und Leibniz, wer der Erfinder der Analysis wire, was sogar zur Einsetzung
einer Kommission mit Taylor als Vorsitzendem fiihrte; Newton schrieb sogar das offizielle Gutachten fiir diese
Kommission, aus naheliegenden Griinden aber nicht unter seinem eigenen Namen.

122Sjehe z.B. aber nicht nur [42].
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wobei, mit z = [z, y, 5|7,
0 AT I
OF;
JFl= |22 (")t jk=1,...om+2n|=| A 0 0
Oz s” g X0

die Jacobi'**~Matrix von F ist. Ist auBerdem [z,y, 2|7 zuldssig, dann ist das zu 16sende Gle-

ichungssystem also lediglich

0 AT 1 3 ATy +s—c 0
A 0 0 n| = Ar —b = 0 . (4.45)
S 0 X o X51, X51,

So, das ist nun also ein anderes Verfahren, um das Optimierungsproblem zu 16sen (es bewegt
sich von zulédssigen inneren Punkten'?* zu zulissigen inneren Punkten auf die Nullstelle zu),
solange man die modifizierte Form

L+1) 20 ¢
y(TJrl) = y(r) —Q n 3 OAS Rv
(1) () -

rHD) (1) j =
] 9

der Newton—Iteration verwendet, wobei « so klein gewihlt wird daf3 xg
1,...,n,ist.
Aber wie bekommen wir nun einen Startwert? Ganz einfach: wir wihlen z(?), s(© > 0, y(©

beliebig und verwenden die Iteration

x x 19 0 AT I 19 Aty +s5—¢
v l=|lyl|—-al|ln|, A 0 0 n | = Ax —b ,
s’ S o S 0 X o XS1,

wobei o > 0 wieder so gewihlt wird, da ' > 0 und s’ > 0 ist. Kann man irgendwann o = 1
wiihlen (was der Fall ist, wenn £ < z und o < s ist), dann ist der Punkt [/, 1/, s/ zuliissig und
wir haben gewonnen!

123Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804—1851, Zeitgenosse von GauB mit einer Vielzahl von Beitriigen zur reinen
wie zur angewandten Mathematik. Wurde 1832 zum Professor ernannt — nach einer vierstiindigen Disputation in
Latein. Jacobi publizierte mindestens in Deutsch, Franzosisch und Latein (wie {ibrigens auch GauB).

124Dje sich durch X S1,, > 0 auszeichnen.
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Will man weitergehen, so befafit man
beides unter das Sein, dann unter das,
was das Sein verleiht. Von hier aus kann
man auf analytischem Wege wieder
abwidirts steigen [. . .]

Plotin, Enneaden, Band 1

Abstiegsverfahren fur
nichtlineare Optimierung

Jetzt ist es langsam an der Zeit, sich mit beliebigen'* Optimierungsproblemen herumzuschla-
gen, also mit Problemen der Form
min f(x), f:R*—=R.

z€R™

Solche Optimierungsprobleme bezeichnet man als unrestringiert, denn der zuldssige Bereich
ist jetzt nicht mehr eingeschrinkt. Allerdings ist das kein Verlust, sondern hochstens eine Verall-
gemeinerung. Wire nimlich D C R" ein kompakter zuldssiger Bereich und wire f wenigstens
stetig'?® auf R™, dann kann man beispielsweise

Gi=minf(x) und  g:=fxp+(1-xp)(G+1)

xzeD
setzen, dann nimmt ¢ sein Minimum nur in D an und dort ist es das Minimum von f. Anders
gesagt: jedes restringierte Optimierungsproblem 148t sich ganz einfach in ein unrestringiertes
umschreiben. Wie man das “richtig” macht, werden wir spiter in Kapitel 7 sehen.
Einen ganz klaren Vorteil hat die fehlende Nebenbedingung natiirlich sofort: Man kann jetzt
auf die Bedingungen an den Tangentialkegel aus Proposition 4.10 verzichten.

5.1 Notwendige und hinreichende Kriterien fir Minima

Wiederholen wir doch nochmal schnell ein paar Kriterium fiir die Existenz eines (lokalen) Min-
imums von f.

Definition 5.1 Eine Funktion f € C (R") heifst richtungsdifferenzierbar in einem Punkt x €
R"™, wenn fiir alle y € R" die Grenzwerte

z+ hy) — f(x
D, (o) =t 25110

125Naja, so ganz beliebig konnen sie nicht sein, ohne ein paar Annahmen geht grundsitzlich nichts.
126«Prinzipiell” muss man bei den meisten Verfahren sogar die eine oder andere Form von Differenzierbarkeit
annehmen.
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existieren.

Richtungsdifferenzierbarkeit ist schwdcher als Differenzierbarkeit. So ist der Kegel f(x) =
||z||, an der Stelle 2 = 0 richtungsdifferenzierbar, weil fiir jedes y ja |0 + hy|| — ||0]| = Y]]
und somit als D, f = ||y|| ist, aber wegen der Spitze eben nicht differenzierbar. Ist hingegen
f € C*(R™), dann ist natiirlich

Dyf= (V)" y. (5.1)

SchlieBlich brauchen wir noch die zweite Ableitung von f, die sogenannte Hesse—Matrix, die
man in der Optimierungsliteratur meist als

0% f
2f = D k=1,...

schreibt. Mit deren Hilfe kann man nun Minima sehr einfach und klassisch charakterisieren.

Proposition 5.2 Sei f € C? (R").
1. Ist z ein lokales Minimum von f, dann ist V f(x) = 0 und V? f () positiv semidefinit.

2. IstVf(x) =0und V?f(z) > 0, dann ist x ein striktes lokales Minimum, d.h. es gibt eine
Umgebung D von x, so daf$ f(x) < f(2), ' € D.

Beweis: >’ Man verwendet die Taylor!®~Entwicklung

2

fotty) = @)+ (T g+ Sy (VE)y,  €elon)

und die Stetigkeit von V f und V2f. Ist nimlich  ein Minimum, so ist fiir alle Richtungen

y e R”
0< LEEWZIE (),

was nur mit V f(z) = 0 zu erfiillen ist. Damit ist aber dann

VIO = F et 1) - f(@) 2 0

fiir alle hinreichend kleinen ¢, das heiBt y* (V f(£)) y > 0 und mit ¢ — 0 konvergiert ja £ — .
Die zweite Aussage folgt direkt aus der Taylorentwicklung und der Tatsache, da3 die strikte
positive Definitheit von V2 an der Stelle = die strikte positive Definitheit von V2 f in einer
ganzen Umgebung D von x impliziert. U

127S0zusagen zum “Aufwirmen”.

128Brook Taylor, 16851731, war Mitglied einer 1712 eingesetzten Kommission, die dariiber zu entscheiden
hatte, ob Newton oder Leibniz, die Analysis “erfunden” hitte. “Seine” bertihmten Taylor—Reihen wurden, laut
Taylor selbst, durch eine Bemerkung von Machin iiber “Sir Isaac Newton’s series” in Child’s Coffeehouse motiviert
(nicht vergessen, das war etwa 1710 und da gab es weder Starbuck’s noch Coffee Bay).
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5.2 Nochmals Konvexitat

Trotzdem sind Differenzierbarkeit und vor allem zweimalige Differenzierbarkeit von f schon
starke Forderungen. Und eigentlich braucht man sie ja auch gar nicht immer um Minima zu
beschreiben.

Definition 5.3 Fiir v € R" und eine in x richtungsdifferenzierbare Funktion f bezeichnen wir
mit
Gf,z] : R" = R, Gf,z|(y) := D, f(z)

die Gateaux—Variation von f an der Stelle x.

Ubung 5.1 Zeigen Sie: Die Funktion f(z) = ||z|| ist an der Stelle z = 0 richtungsdifferen-
zierbar, aber ihre Gateaux—Variation ist dort unstetig. Zumindest, wenn n > 1 ist. &

Proposition 5.4 Sei f € C' (R") richtungsdifferenzierbar in x. Ist © ein lokales Minimum von
f, dann ist
D,f(z) >0, yeR" (5.2)

Beweis: Auch noch ganz einfach! Ist z ein lokales Minimum, dann ist f(z) < f(x + ty) fiir
alle y € R™ und alle hinreichend kleinen'* ¢ > 0. Also ist auch

PIELTEY (RN

Zur Erinnerung: Eine Funktion f heilit konvex, wenn

flar+ (1 —a)r) <af(x)+ (1 —a)f(2), r, ' eR", ae€l0,1].

Lokale Minima = konvexer Funktionen sind immer globale Minima! Wire namlich f (z') <
f(z) fiir irgendein 2’ € R", dann ist fiir o € (0,1)

flaz+ (1 —a)d)) <af(z)+ (1 —-a)f (@) <aflz)+ 1 -a)f(z) = f(z),

was fiir « — 1 gegen f(z) konvergiert. AuBerdem sind konvexe Funktionen in gewissem Sinne
“differenzierbar”.

Proposition 5.5 Sei f € C' (R™) konvex. Dann ist f an jeder Stelle x € R™ richtungsdifferen-
zierbar und die Gateaux—Variation von f in x ist

1. positiv homogen, d.h.,

G[fax](@):aG[f>x]()7 o> 0.

129Zeigen Sie: ¢ hingt von y ab. Naja, eigentlich eher von ||y||.



5.2 Nochmals Konvexitat 107

2. sublinear, d.h.
Glf,zl(y+y) <Glf,z](y) + G[f,z](y).

Beweis: Zu x,y € R" setzen wir

flx+ty) — f(x)
; :

o(t) = t € (0,1],

und betrachten lim;_,o+ ¢(t). Mit z = % + t(ﬁ—?) und daher

f@) < flatty) +— fa—y)

—t+1 t+1
und ; 1 ;
H—lf(x)SéT(f(xﬂLty)—f(ﬂf)erH—lf(l’—y)

erhalten wir zuerst einmal, da ¢ auf (0, 1] unabhéngig von ¢ durch f(z) — f(x — y) nach unten
beschrinkt ist. Ist aulerdem 0 < s < ¢ < 1, dann ist

ot o) = o) = f (G )+ 5

[\

Sx)—fu>g§

—s(s) - ~ g Y

=x S ¢(t)

flo+ty) = 21 (@),

s

also ¢(s) < ¢(t) und da ¢ einen monoton steigende Funktion ist, die nach unten beschrénkt ist,
muf}

Dy f(z) = lim ¢(t)

t—0t+

existieren. AuBerdem ist'3°

[z +tlay)) — f(z) [z + (at)y) — f(z)

Do) =l TP < gy o LTI < a1
sowie
t ) — 5 2ty) + 3 2ty') —
Dyt — i I YD @) e 20) 4 4 e 2ty) — )
t—0+ t t—0+ t
([ t2ty) = f(x) [z 42y — f(2)
= 1 =D D, .

U

Ubung 5.2 Zeigen Sie: Ist f € C' (R") konvex, dann ist auch G [f, x| konvex, » € R™. &

Wir sehen also, da3 konvexe Funktionen in der Optimierung wieder einmal eine ganz ausgeze-
ichnete Rolle spielen.

130Und hier braucht man noch nicht einmal Konvexitit.
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5.3 Abstiegsverfahren — die allgemeine Idee

Wir betrachten jetzt zuerst einmal “glatte” Minimierungsprobleme und zwar nehmen wir jetzt
an, daf

1. fiir vorgegebenes x € R" die Niveaumenge

Fo={a"eR" : f(af) < fa)}
kompakt ist.
2. die Zielfunktion auf einer offenen Umgebung D von F’ stetig differenzierbar ist.

3. der Gradient V f auf F' Lipschitz—stetig ist, das heifit, es gibt v; > 0, so da3
V() =V f @)y <plle =2l

Diese Voraussetzungen sind in gewissem Sinne Minimalvoraussetzungen, um “verniinftige” It-
erationsverfahren “basteln” zu konnen. Die Differenzierbarkeit brauchen wir, um eine Richtung
zu finden, in der wir uns verbessern konnen, die Kompaktheit von F) gibt uns die Hoffnung,
irgendwann zumindest bei einem lokalen Minimum anzukommen und die Lipschitz—Stetigkeit
sorgt dafiir, daB f “praktisch C*” ist und so nicht allzuviel Unsinn anstellt.

Definition 5.6 Ein Punkt v € R™ heift stationdrer Punkt von f, wenn V f(x) = 0 ist.

Nun zu unserem Verfahren. Ist x kein stationdrer Punkt, d.h. ist Vf(z) # 0, dann gibt es
Richtungen, so dal D, f(x) < 0 ist, solche Richtungen bezeichnet man als Abstiegsrichtungen
und solche Richtungen haben das Potential, daB8 f (x + ty) fiir hinreichend kleine Werte von ¢
kleiner als f(z) wird. Und tatsdchlich kann man das auch beweisen.

Lemma 5.7 Sei z € F und y € R" so gewdhlt, daf3 D, f(x) < 0 ist. Dann gibt es einen Wert
t >0, sodaf

fle+ty) < fla).
Beweis: Wir geben fast sogar ein quantitatives Resultat, indem wir zeigen, daf3
g
f (@ +ty) = @) <t (Dyf @)+t lyll) (5.3)

Das folgt wieder mal aus einer Taylor—Entwicklung

/

=(Vf(z+sy)—Vf(z) "y

t
5
= tDyf(ﬂ?)Jrvf/o Iyl Ily\lzdSZtDyf($)+t2§HyHg

fletty)— f@) = tDyf(z)+ / (D, f(x + sy) — Dy f(x)) ds
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Wihlt man nun in (5.3)

dann ist die rechte Seite von (5.3), was die Behauptung beweist. U

Wir haben uns also mit dem folgenden (Doppel-)Problem auseinanderzusetzen: Wie wihlt man
zu gegebenem z

1. eine Abstiegsrichtung y
2. eine Schrittweite t
so daf
flx+ty) < f(z)

ist. Wie man dann den Prozess zum Konvergieren bekommt, das ist dabei noch gar nicht mal
die Frage.

5.4 Abstiegsrichtungen — der naive Ansatz

Die erste Idee, die man haben konnte, besteht darin, als Abstiegsrichtung vy, ||y||o = 1, diejenige
Richtung zu wihlen, fiir die D, f () minimal wird, und das ist natiirlich der Wert

y— - VI@ (5.4)

V@I,

Und die Schrittweite konnte man ja so wihlen, dal man das Minimum auf der ganzen Geraden
r + ty, t € R, bestimmt. Dieses Minimum zeichnet sich dadurch aus, daf3

0= S F(+ 1) =Dyf(a+1y) = (Vi + 1)

Wihlt man nun das kleinste positive ¢ mit dieser Eigenschaft, dann muf} es zu einem Minimum
gehoren, da y ja eine Abstiegsrichtung ist. Diese Nullstelle von ¢(t) := D, f(z + ty), t € R,
konnte man dann mit einem Newton—Verfahren, das mit dem Punkt z, also mit £ = 0, gestartet
wird, ermitteln'3!. Das geht gut, solange ¢(0) > 0 ist, da dann, wegen ¢’(0) < 0,

¢(0)
¢'(0)
ist und wir zumindest schon mal in der richtigen Richtung anfangen. Diese Schrittweitenwahl

bezeichnet man als exakte Schrittweite. Und zumindest in einem Fall kann man die exakte
Schrittweite auch einfach berechnen.

t1=0— >0

1310der zu ermitteln versuchen.
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Beispiel 5.8 Ist

1
f@) =gt Ar —ble+e, AR beR"ceR, (5-5)

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A, dann ist
Vf(r)=Ax—b = y=0b— Ax.
Da
flx+ty) = %(w +ty) Alr +ty) — b (v +ty) =27 Az — bz +§ yT Ay +taT Ay — tbly,
=f(=)

erhalten wir somit die Bedingung

d
0= %f(m +ty) = tyT Ay + ¢y (Az — b)

also )
_yTb-An)  Ar— b
yT Ay (b— Az)TA(b — Ax)

Dieses Beispiel ist nicht ganz unbedeutend, ganz im Gegenteil: Ist f € C? (R™) und sind wir
nahe genug an einem strikten lokalen Minimum, dann lisst sich f — Taylor sei Dank — in einer
hinreichend kleinen Umgebung immer durch so eine quadratische Parabel annihern. Schreiben
wir ndmlich

fx) ~ % (@ —2")" V2f (27) (& = 2) + (& = 2)" Vf (%) + f (@), (5.6)

dann sind wir, zumindest in einer gewissen Umgebung von z*, in genau der quadratischen
Situation. Und ist x* ein striktes lokales Minimum, dann ist ja, nach Proposition 5.2, auch die
von Haus aus symmetrische Matrix V2 f (x*) strikt positiv definit. Wir konnten also zu einem
Startwert 2(°) eine Folge von Niherungsldsungen iterativ iiber

VT f (D) Vf (20)
v (D) V2f () Vf (z))

L) = 0)

bestimmen. Nun ist aber das Verfahren des steilsten Abstiegs aber leider nicht immer das Mittel
der Wahl — naiv geht’s eben nicht immer. Denn leider kann es sehr schnell passieren, da3 dieses
Verfahren beliebig langsam, das heift numerisch gar nicht, konvergiert. Dazu setzen wir

1 1
f(w) =5 (Az — b)" A7 (Ax —b) = §xTA:B —b"z + T A,

sorgen also dafiir, dal der Minimalwert gerade Null ist, und erhalten das folgende Resultat.
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Lemma 5.9 Es seien \; < ... < \, die Eigenwerte von A. Dann ist

, A\ ,
f 2V < (1 — A—l) f@9),  jeN,. (5.7)
Beweis: Fiir j € Noundy = b — Az\) ist
< NEYALAY vy -
U+D) — () - T A T (A9 —p
P = £ @) g () sy ST (et -
=Y
2 4 4
n 1) L {ly| n Lyl
= f(2V) == = f(zD) == 2 < f(20)) = 2122
1Ty 1 o | o
_ Gy_ 1¥vy_ Lo 1 <L 1AM,
F@7) =575, ~aY (A Anl)y—?y (A )Y
A
- (1 — )\_1) f (29)
Der letzte Schritt ist wegen 27 A~'z < A\ '2"x richtig!®2. O

Ubung 5.3 Zeigen Sie: Ist A € R™™ symmetrisch und positiv definit und ist A der groBte
Eigenwert von A, dann ist
T Ar < Nz[3,  zeR"

¢

Dieses Verhalten kann man auch praktisch in Mat 1ab sehen: man startet mit einer zufélligen
nxn—Matrix A = rand( n ) und startet die Methode des steilsten Abstiegs mit einer Matrix
der Form

A" »x A+ t eyes( n )

fiir verschiedene Werte von t > 0. Je grofer t ist, desto besser wird die Methode funktionieren
und konvergieren, fiir t = 0 hingegen kann man normalerweise nicht mehr von Konvergenz
sprechen (die Matrix wird fast singulédr). Warum das so ist und was die geometrische Interpre-
tation ist, sieht man einfach am folgenden Beispiel.

Beispiel 5.10 Wir betrachten

1 0 1
A:{O 10_3} und b:{l}.

Die Léssung ist natiirlich x = [1,1000]". Fiir Vektoren © = [x1, x,]" mit moderatem x, ist dann

. o o ]_—ZL‘l ~ ]_—[El
y=-Vix="b Ax{l—lo?’lew{ 1 }

132Der groBte Eigenwert von A1 ist A '
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und )

L yly 14+ (1 =)
-yl Ay (1- 351)2
Ist nun x1 ~ 0 oder x1 ~ 2, dann ist o« ~ 2 und damit ist

I 1-— T . 2— T
it P Bl R B Py
Starten wir also mit (9 = 0, so werden die Werte xgj ) anfangs zwischen 0 und 2 pendeln
und die Werte a:éj )2 j sein. Kommt dann das Verfahren richtig “in Fahrt” (also gegen Ende
des Verfahrens), dann wird auch die Konvergenz deutlich schneller.
Geometrisch bedeutet dies, daf3 sich das Verfahren an “flachgedriickten” Ellipsen entlang-

hangelt, siehe Abb. 5.1.

133

Abbildung 5.1: Verfahren des steilsten Abstiegs fiir Beispiel 5.10 (nicht maBstabsgetreu).
Beachte: mit dem “richtigen” Startwert (nicht ganz zufillig ein Eigenvektor von A) wiirde
das Verfahren nach einem Schritt erfolgreich terminieren.

Ubung 5.4 Implementieren Sie das Verfahren des steilsten Abstiegs fiir Probleme der Form
(5.5)in Matlab. &

Es gibt noch ein interessantes Experiment: Verwendet man eine modifizierte Version des Ver-
fahrens des steilsten Abstiegs, bei der der negative Gradient um etwa 5 % zufillig gestort wird,
dann erhélt man Konvergenz in signifikant weniger Schritten.

5.5 Abstiegsrichtungen — konjugierte Gradienten

Wie das Beispiel mit den “plattgedriickten” Ellipsen zeigt, sind die steilsten Abstiegsrichtungen
nicht unbedingt optimal, man muf} offensichtlich Terme zweiter Ordnung beriicksichtigen, die
das Problem “verzerren” konnen.

Definition 5.11 Sei A € R"*" eine symmetrische, positiv definite Matrix. Zwei Vektoren x,y
heif3en konjugiert beziiglich A, wenn xT Ay = 0 ist. Entsprechend heift eine endliche Menge
X C R" konjugiert, wenn

v Ax’ =0, r#£1 e X.

133In Wirklichkeit sind sie stets etwas groBer als 0 und etwas kleiner als 2 und dieses “etwas” wichst.
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Ubung 5.5 Sei A € R eine symmetrische, positiv definite Matrix. Zeigen Sie, daB

(@ y),=2TAy  und 2], = (z,2)Y"

ein Skalarprodukt und eine Norm definieren. &

Bemerkung 5.12 1. Unter Beriicksichtigung von Ubung 5.5 bedeutet Konjugiertheit von
Vektoren also eigentlich nichts anderes als Orthogonalitit, nur eben nicht beziiglich des
Standard-Skalarprodukts (z,y) = x”'y, sondern beziiglich des Skalarprodukts (-,-) ,.

2. Da orthogonale Vektoren immer linear unabhingig sind und da Konjugiertheit nichts
anderes als Orthogonalitdt ist, sind also auch konjugierte Vektoren immer linear un-
abhdngig.

Diese Beobachtungen legen es nahe, unser Optimierungsproblem zur Abwechslung mal als
ein Approximationsproblem aufzufassen — eigentlich sind ja Approximationsproblem auch nur
spezielle Optimierungsprobleme. Was uns hier interessiert ist das folgende Problem:

Sei X C R" ein Unterraum'>* mit diim X = m < n und sei {-,-) ein Skalarpro-
dukt'®, sowie ||-|| die dadurch induzierte Norm. Zuy € R™ bestimme man z* € X,
so daf3

ly — 27| = minfly — ] (5.8)

Die Losung ist recht einfach — Normen, die von Skalarprodukten herriihren sind sehr stark mit
Orthogonalitit verkniipft, womit man die Losungen explizit angeben kann!3®

Lemma 5.13 Sei X C R" mit dim X = m. Dann ist fiir jedes y € R"

lly — 2| :gél)lgﬂy—xﬂ = (y—a*, X) =0. (5.9
Ist dariiberhinaus {z1, ...,z } eine Orthonormalbasis'*’ von X, dann ist
=)y, 7)) (5.10)
j=1

die Minmallosung von (5.8).

134Selbstverstindlich kann man das Problem auch auf unendlichdimensionalen (Funktionen)-Riumen betracht-
en.

135 Also eine symmetrische, definite Bilinearform, oder, was hier dasselbe ist, eine nichtentartete Sesquilinear-
form, siehe z.B. [5, S. 314].

136Das macht dann auch die Approximation in Hilbertriumen zu einem vergleichsweise leichten Problem,
beispielsweise hat man keine Probleme mit Existenz und Eindeutigkeit von sogenannten Bestapproximationen.

137Und eine solche kann man ja iiber das Gram—Schmidt—Verfahren immer konstruieren.
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Bemerkung 5.14 Bevor wir an den Beweis von Lemma 5.13 herangehen, sollten wir uns erst
einmal klarmachen, warum es so hilfreich fiir unser Problem ist und warum die konjugierten
Vektoren auftauchen. Das ist aber einfach: Die konjugierten Vektoren sind ja gerade orthogo-
nal beziiglich des Skalarprodukts (-,-) ,, so daf$ wir mit ihrer Hilfe ohne grofie Probleme die
Minimallosungen von (5.8) bestimmen konnen.

Beweis von Lemma 5.13: Sei {xy,...,x,} eine Orthonormalbasis von X und sei y € R".
Dann ist, fiir jede Wahl von Zahlen a4, . .., a,, € R,
m 2 m m
- (yy) <y d ) zy—> (e >
7j=1 7=1 7j=1
= <y7y> —2 <y7xj><yaxj> + <y,x]><y,l’k> <xj7xk>
; j,kzzl —

Ok
n

= wl* =D W) <> =D wx)* + > (a; — (y,z;))
j=1 j=1

J=1

m m 2
= llyll; - 22% y. ;) +Za z,;) Z
weswegen die Bestapproximation gerade der Fall a; = (y,x;), 7 = 1,...,m ist. Und das ist
fir k = 1,...,m dquivalent zu

<y Z Y, Zj I'J,I'k> y)xk Z yaxj xjvxk <yal‘k> - <y,$k> = 0.
7j=1 j=1

4

Erinnern wir uns kurz daran, daB sich die eindeutige Minimalstelle von f(z) = 27 Az — b'x
ja dadurch auszeichnet, da3

0=Vf(z)=Az - = Az =0 oder x=A"'b

Wiiren jetzt also pi, .. .,p, € R" eine Orthogonalbasis'*® beziiglich (-, -) ,, dann besteht die
Idee darin, ausgehend von 2 die Werte ¥ = 2 4 ¢, p1+ - -+ + ag pr SO zu wihlen, daf3

||gc(k) — A’le = min{H:c — A’le : z € 2% + span {p,... J)k}}
oder

€ (a0 a~t6) | = min {[le - (0~ 46) | : € < span {pr... i)}

38 Wir verzichten aus den diversesten Griinden auf die Normierung (p;,p;) = 1,7 =1,...,n.
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ist — wir 1osen also unser Gleichungssystem Ax = b, indem wir sukzessive minimieren, denn
das geht nach Lemma 5.13 ja ganz einfach: mit y = 2(® — A~1b ist

g(k) Z <.ZU — A" b p]>A § 1b pj> n <I(0) — Ailb,pk>A »
(Pj Pj) A p],pg> ’ (Pk> i) 4
0 —1
= o A D,
<pk7 pk>A
also
O _ 4-1p
x Y
2B = 2O _ k) — 0) _ ¢lh) _d Pk)g o = 2% 4 py.
T (P, Pk) 4
In unserer “Optimierungsterminologie” verwenden wir jetzt also fiir den Ubergang von z(*—1)
zu %) die Abstiegsrichtung py, und die Schrittweite
A, AT, (A )
o = — =— =— 7
(Prs Pr) A (Prs Pr) 4 py, Apr
_ pr‘kq e AxE=1D
- ) -1 -— -
i Api
da 2*=Y — 2 ¢ span {p1,...,pr_1} La pi. Hitten wir also eine Basis aus konjugierten
Vektoren, dann wiren wir fertig. Bleibt also nur die Frage wie man diese Basis bestimmit.
Dazu nehmen wir an, wir hitten schon einen Punkt 2(*) und konjugierte Richtungen py, . . ., p;

bestimmt und suchen nun eine konjugierte Richtung, in die wir uns verbessern konnten. Ein
erster Versuch fiir eine Abstiegsrichtung wire natiirlich nun wieder der steilste Abstieg —r =
b — Axz®_ Fiihrt diese Richtung zu keiner Verbesserung, dann haben wir unser Minimum ge-
funden, ergibt sich hingegen eine Verbesserung, dann ist

re €span {p; : j=1,... k},
aber leider auch (noch) nicht konjugiert. Auch kein Problem, dann setzen wir eben'*
Pr1 = Tk — T\ Py .
! — (pj,Dj)s

und erhalten so, daB (py1, P) , = 0, also unsere konjugierte Richtung. In Wirklichkeit ist das
aber sogar noch einfacher.

Lemma 5.15 Die Vektoren py, . . ., p,, generiert durch die Vorschrift

<Tk, pk)A

U Po ‘= 07 (512)
(Dk> Pk) 4

Pi+1 =Tk —

sind konjugiert.

13%Wenn das jemandem bekannt vorkommen sollte — stimmt! Das ist die Vorgehensweise wie beim aus der
Linearen Algebra bekannten Gram-Schmidt-Verfahren.
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Beweis: Wir definieren die Raume
Py :=span {p1,...,px}
und behaupten zuerst einmal, daf3
Py=span {r; : j=0,....,k—1} =span {A/rq : j=0,....k—1}, (5.13)

was man durch Induktion iiber £ nachweist. Der Fall £ = 0 ist die triviale Feststellung, dal3
p1 = 19 = A% und fiir den Schritt &k — k -+ 1 verwenden wir die Rekursionsformel

rn = Az —p=A (x(k’l) + Oékpk) —b=Az"*Y — b+ ay Apy,

pfm_l
= Th-1——7 Apy, (5.14)
~— pkApk ~—~
€Py €APy

die direkt aus der Definition der #(*) und damit der r;, folgt und die uns zusammen mit der
Induktionshypothese liefert, da r, € P, + AP, also, nach (5.12), auch py. 1 € P, + AP, und
daher ist

Py1 C span {Ajro : j:(),...,k;},

woraus (5.13) aus einfachen Dimensionsgriinden folgt — schlieBlich sind die Vektoren py, . . ., pr41
ja linear unabhingig. Wegen Lemma 5.13, genauer, wegen (5.9), ist

r,{Pk =0 (5.15)
und da P, D AP,_, erhalten wir auch, dal}

0=1{ AP,y = (rg, Po_1) 4. (5.16)

Das fassen wir jetzt einmal in einem Algorithmus zusammen.

Algorithmus 5.16 (Lineares CG—Verfahren'®’)
Gegeben: Symmetrische, positiv definite Matrix A € R™", b € R".

1. Wiihle beliebigen Startwert (%) € R™,
2. Setze py = 0.
3. Firk=1,2,...

(a) Setze
r= Az*=D _p,

14054 englische Schlagwort ist “Conjugate Gradients”, ein Verfahren, das auf Hestenes & Stiefel [24] zuriick-
geht.
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(b) Setze
TTApk:—1
D=7 — 5 Dk-1-
p£71Apk:—1
(c) Setze
T
(k) _ (k=1) _ T Pk
P Apr

Ergebnis: Folge %) die gegen das Minimum von f konvergiert.

Ubung 5.6 Zeigen Sie: Das CG—Verfahren terminiert spitestens nach n Schritten, das heift,
() = p(+1) — L(n42) — . o

Bemerkung 5.17 Mathematisch—theoretisch terminiert das CG—Verfahren nach n Schritten mit
einem Minimum von f(x) = %xTAx — bz, oder, dquivalent, mit einer Losung von Az = b. In
der numerischen Praxis ist dem aber leider nicht so — allerdings, und hier ist die Uberraschung,
hat es sich gezeigt, dafs die konjugierten Gradienten ein sehr gutes und stabiles Iterationsver-
fahren liefern, wenn man nicht mit dem n—ten Schritt aufhort, sondern einfach weiteriteriert.

Jetzt aber zuriick zu unserem allgemeinen Optimierungsproblem. Ist f € C? (R"), so konnten
wir die CG—Bedingungen “wortlich” als

T 2 k—1 k—1
- p,Vf(x( )) Vf(x( ))
pr = Vf (x(k 1)) Pk 1pzflv2f($(k_l))1’k—1 Pk—1

RCR S v A K Gl
Pi1 VA (27Y) prea

umschreiben. Allerdings ist das noch nicht so ganz das, was wir wollen, denn

Pk

1. Wir brauchen hier iiberall die zweite Ableitung, und die muf erst einmal existieren und
berechenbar sein; unserer generellen Annahmen waren ja “nur” Differenzierbarkeit und
Lipschitz—Stetigkeit der Ableitung.

2. Die Schrittweite, die in der Berechnungsvorschrift fiir ) auftaucht, ist eine exakte
Schrittweite, die ohnehin nur fiir den Fall einer quadratischen Zielfunktion Sinn macht.
Im nichtlinearen “Normalfall” braucht man hier sowieso etwas anderes.

Anders gesagt: die konjugierten Gradienten spielen eigentlich zur Bestimmung der Abstiegsrich-
tung eine Rolle, aber solange zweite Ableitungen darin auftauchen, bleibt ihr Nutzen beschrinkt.
Doch das kann man gliicklicherweise dndern! Wegen (5.12) und (5.15) ist ndmlich

(Tk—bpk—l)A
<pk71> pk71>A

Tk—1y Pk—
< k—1, Mk 1>A T]Z;_1pk—1

pk—l) = 7"13;_1%—1 -
<pk71>pk71>A N——
=0

T T
TPk = Tp_1 (Tk—l—
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also .
Tp—1Tk—1

(Dk> PR) 4
und da, nach (5.14) Ap;, = oz,;l (rp — rr—1) gilt, ist, wieder mit (5.15),

R =

_ Pk, Pk
(respe)a = ThApE = o 1 (1 — ree1) = —<T—>A <7’,ka — T’fﬁH)
Te—1Tk—1 Hfo—’
T
= Pk, Pk
hopi)a 1
und somit, als direkte Folgerung aus (5.12)
T
T Tk
D1 =Tk — —p—— D (5.17)
Te—1Tk—-1

In dieser Darstellung'*! tauchen nun keine zweiten Ableitungen mehr auf, und wir konnen sie
direkt in
VT (m(k)) Vf (m(k))
VT (26D) Vf (o6-0) P

umschreiben. Damit haben wir also eine “verniinftige” Wahl der Abstiegsrichtung!#* gefunden
— allerdings ist nicht garantiert, daf} diese konjugierten Richtungen auch wirklich Abstiegsrich-
tungen darstellen! Das ist nur der Fall, wenn auch die Schrittweitensteuerung geeignet ist. Trotz-
dem hat die Wahl (5.18) laut [36] sogar einen Namen, ndmlich Fletcher—Reeves—Methode, siehe
[18]. Eine andere Methode, die Pollak—Ribiere—Methode bestimmt die neue Suchrichtung'*? als

VI (@®) (Vf () =V f (@*7Y))
VIf @@y ey

Pt = Vf (z) (5.18)

Pry1 =V f (ﬂc(k)) -

(5.19)

und ist nach der Tabelle in [36, S. 124] wesentlich effektiver und braucht in vielen Fillen nur
die Hilfte der Iterationen oder weniger'** als die Fletcher—Reeves—Methode. Aber um das zu
verstehen, brauchen wir etwas mehr Information tiber die Schrittweitensteuerung.

5.6 Wahl der Schrittweite

Bleibt noch das zweite Problem, ndmlich die Bestimmung der Schrittweite. Dabei mochte man
gerne zwel Fliegen mit einer Klappe schlagen, nimlich:

1. Die Schrittweite soll so klein sein, da3 eine Verbesserung erzielt wird (siche Lemma 5.7).

4IDie nebenbei noch effektiver und numerisch stabiler ist.

142 Auch wenn das Sprichwort “Runter kommen sie immer” durchaus seine Giiltigkeit behilt, haben wir ja wohl
doch gesehen, daf} das “wie” eine ganz gewaltige Rolle spielen kann und wird.

143Nachdem Abstieg nicht sicher gewihrleistet werden kann, erscheint mir dieser Begriff angemessener.

144Das Minimum liegt bei 1!
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2. Die Schrittweite soll so grof sein, daB der neue Punkt z(**1) sich moglichst signifikant
von 2¥) unterscheidet, denn sonst kénnte das Verfahren ja “numerisch stationédr” werden.

Die “beste” Wahl wire natiirlich die exakte Schrittweite, das heifit fiir einen Punkt z € R™ und
eine Abstiegsrichtung y suchen wir nach der ersten Nullstelle von

(t) v +ty) = Dyf (x+1y).

== (
Die Bestimmung dieser Nullstelle ist erstens schwierig'* und zweitens aufwendig und kann i.a.
nicht mit endlich vielen Schritten durchgefiihrt werden. Iterationen im Inneren von Iterationen
sind immer eine duBlerst problematische Angelegenheit, denn deren Verhalten beeinflusst ja
auch ganz massiv die “dulere” Iteration. Deswegen verzichtet man auf die Exaktheit zugunsten
der Effizienz und verwendet sogenannte inexakte Methoden zur Schrittweitensteuerung. Dabei
fordert man nur noch, daf} die Schrittweite bestimmte Bedingungen erfiillen muf. Dazu wihlt
man Konstanten 0 < ¢; < ¢o < 1 und fordert, da3 die Schrittweite « eines der beiden folgenden
Kiriterien erfiillt:

1. Die Armijo-Bedingung
fx+ay)— f(z) <acy'Vf(zr) (5.20)
fordert, daB die Verbesserung!'*®, die man erzielt, in etwa linear mit der Richtungsableitung

geht.

2. Die Wolfe—Bedingungen'’ oder auch Powell-Bedingungen'*

fla+tay)—f(z) < acy"Vf(z)
Y'Vi+ay) > cy'Viz)

(5.21)

verlangen auBerdem, da3 wir bis zu einem Punkt marschieren, an dem die Funktion
weniger stark abfillt — so weit sollte man schon mindestens gehen.

3. Die starken Wolfe—Bedingungen

fltay) —f(z) < acy'Vi(z)
YTV (z+ay)| < e [y'Vi()

(5.22)

verlangen schlieflich, da3 man nicht bis zu einem Punkt marschiert, an dem es zu steil
“nach oben” geht.

1%Im allgemeinen gibt es kein Verfahren, die néichstgelegene Nullstelle einer Funktion zu ermitteln, weder New-
ton, noch Bisektion oder Regula Falsi haben hier eine Chance. In Spezialfillen geht das natiirlich schon, beispiel-
sweise, wenn ¢ konvex ist, aber wer will schon dritte Ableitungen von f berechnen.

146Denn die linke Seite ist negativ!

147Nach [48].

148Nach [37].
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Die erste Frage, die man sich natiirlich stellt, ist, ob sich diese Forderungen iiberhaupt erfiillen
lassen.

Lemma 5.18 Ist f € C* (R"), D, f(z) < 0 und ist
inf{o(t) :=f(r+ty) : teE R} > —00,
dann gibt es fiir alle 0 < ¢; < ¢y < 1 Werte von o € R, die (5.21) bzw. (5.22) erfiillen'®.

Beweis: Essei ((t) = f(x) +tciD,f(z), t € Ry, die lineare Funktion, die ¢ und ¢’ an der
Stelle 0 interpoliert. Da ¢(t) — —oo fiir t — oo und da ¢ > M fiir ein M € R, gibt es einen
kleinsten Wert t' > 0, so daB

f@)+t Dy f(x)=L()=¢{)=f(v+1ty)
und da ¢; < 1ist, muB ¢(t) > ¢(t) fiir alle t < ¢’ sein, also
flx4ay) — fz) <acy’ Vi), a € (0,t)

was nichts anderes als (5.20) ist. Nach dem Zwischenwertsatz existiert auerdem ein t* € (0,¢'),
so daf3
¢ (') = ¢(0) = (' = 0) &' (1)
ist, also
ty' Vi@ +ty)=fa+ty) —fla) =t oy Vi) >tcy Vi)
—_——

~—
<c2 <0

Kiirzen wir nun ' > 0, dann erhalten wir in einer Umgebung von t* die zweite Bedingung
von (5.21), aber auch von (5.22), denn die linke Seite der letzten Ungleichungskette ist ja auch
negativ. O

Der Beweis von Lemma 5.18 sagt uns nicht nur, daf} solche Werte von «, solche “schonen”
Schrittweiten, immer existieren, er gibt uns auch ein Rezept, wie man sie berechnet! Und zwar
machen wir das in zwei Schritten:

1. Wir setzen oy = 0, starten mit einem (geratenen) Wert o; > 0 und vergrof3ern ihn (z.B.
durch Multiplikation mit p > 1) so lange, bis fiir den so erhaltenen Wert «y, eine der
folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(a) Die Schrittweite passt:
¢ () =9(0) S arer ¢'(0)  und ¢ ()] < ¢z [¢'(0)]
(b) Die Armijo Bedingung ist verletzt:

¢ (ar) — ¢(0) > ar e ¢'(0).

149Und damit natiirlich auch (5.20).
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(c) Unsere Richtung y ist zur Aufstiegsrichtung mutiert:
QZS/ (O(k) Z 0.
(d) Der letzte Punkt war besser:

¢ (ag) > ¢ (ag_1).

Passiert das schon fiir £ = 1, dann war « idiotisch gewéhlt und wir halbieren oy so
lange, bis ¢ (1) < ¢(0).

Dieses Verfahren bricht irgendwann fiir ein £ ab. Nehmen wir mal an, der erste Fall wire
nicht eingetreten, dann Setzen wir a_ = a1, o = Q.

2. Im Intervall (v, vy ) liegen dann zuldssige Schrittweiten, die (5.22) erfiillen und die man
iiber ein geeignetes Bisektionsverfahren finden kann.

Der Vorteil der Wolfe- oder Powell-Bedingungen liegt nun darin, da3 man mit ihnen tatséchlich
auch etwas iiber die Konvergenz des Abstiegsverfahrens sagen kann.

Satz 5.19 Es sei f € C' (R™) mit Lipschitz—stetigem Gradienten'> nach unten beschriinkt:
inf {f(z) : € R"} > —o0.
Bildet man zu einem Startwert x(°) die Folge
2D = 20 4 ) k € Ny,

so daf3 D f (a:(k)) < 0 und wiihlt man die oy, so, daf3 sie die Bedingung (5.21) erfiillen, dann
gilt fiir jeden Startwert °), dafs

Z cos? 0y, HVf (x(k)) Hz < 00, (5.23)

keNg

wobei
VT (2®) y®
CIVTE @@ Iy @]

cos by, =

Korollar 5.20 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.19 ist

lim cos b |V f (=], =0. (5.24)

150Das sind also unsere “Standardbedingungen” aus dem Anfang dieses Kapitels.
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Bemerkung 5.21 Leider ist (5.24) noch nicht ganz das, was wir wollen, denn wir erhalten nicht
die Konvergenz der Gradienten gegen 0, das heif3t, die Konvergenz der x\¥) gegen ein lokales
Minimum, sondern wir haben das Problem, dafs die Winkel 0, mit ins Spiel kommen. Schaffen
wir es allerdings, zu gewdhrleisten, daf3

inf |cos | > 0,
keNy

sind also die Abstiegsrichtungen hinreichend nichtorthogonal zu den Gradienten, dann sieht die
Sache anders aus.

Beweis von Satz 5.19: Unter Verwendung der Abkiirzung V f, := V f (x(k)) erhalten wir aus
(5.21) und der Lipschitz—Stetigkeit des Gradienten, daf3

(2 — 1) VI fry® < (Vi — V)" y® < WUx(HI) - x(k)H% Hy(k)HQ =Y Hy(k)’ ;

-~

=g [|ykll,

also
> cp—1 VTfk Z/(k)

2
Tyl

letzteres, da ¢ < 1 und V7 fx y(k) < 0. Setzen wir das in die erste Ungleichung von (5.21) ein,
dann ergibt sich, dal3

a(l—c) (Vfi y(k))2

Pt = JEran®) <4 (00) =7 PClE
2

e [[91(a9)

= 1 (@) = =) (o, s (@9)]2)
k
f (=) - ZCOS2 0 V1 =),
=0
und da f nach unten beschrinkt ist folgt (5.23). U

5.7 Nochmal konjugierte Gradienten

Man kann zeigen'!, daB mit den starken Wolfe-Bedingungen (5.22) und 0 < ¢; < ¢y < % das
Verfahren von Fletcher & Reeves “konvergiert”, genauer, daf}

lim inf ||V £ ()], =

151Siehe [36, Theorem 5.8, S. 128].
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ist. Trotzdem kann es zu Schwierigkeiten kommen, die bei Pollak—Ribiere nicht auftreten. Dazu
bemerkt man, daB fiir ¢, < § und der Iterationsvorschrift (5.18) die Abschétzungen'>?

1—2c _ VT (@®) y® 1

doe ™ VW) T lze
=:a1>0 =:a2>0
gelten, also
T (k) T (k)
R AC PN GO

a
|y )], |y )],

Damit heit der “schlechte” Fall cos 6, ~ 0, daf3 HVf (ZE(k)> H2 < Hy(’“) . dann ist aber auch,
wie im Beweis von Satz 5.19, z**) ~ z® also auch Vf (z*) ~ Vf (2(*)) und damit
i1 ~ 1 und somit, nach (5.18),

y(kH) ~ Vf (x(kﬂ)) + y(k) ~ y(k)7

der Algorithmus lduft sich also fest! Und hier ist der Vorteil von (5.19): Sind bei zwei aufeinan-
derfolgenden Iterationsschritten die Gradienten (nahezu) gleich, dann wird die konjugierte Rich-
tung verworfen und das Verfahren mit dem steilsten Abstieg neu gestartet — in den meisten
Fillen eine gute Wahl.

Zum Abschluf3 aber noch ein nettes theoretisches Ergebnis ohne Beweis.

Satz 5.22 Es gibt eine Funktion f € C?(R®) und einen Startwert 2% € R3, so daf fiir die
Pollak—Ribiere—Methode mit exakter Schrittweitenbestimmung

inf{HVf (x(k))H2 : kENO} >0

ist.

152Siehe [36, S 125].



124 6 NEWTON-VERFAHREN UND VARIATIONEN

Noch hat der Name Philosophie bei den
Englindern allgemein diese Bestimmung,
Newton hat fortdauernd den Ruhm des
grofsten Philosophen; bis in die
Preiskurante der Instrumentenmacher
herab heifien diejenigen Instrumente, die
nicht unter eine besondere Rubrik
magnetischen, elektrischen Apparats
gebracht werden, die Thermometer,
Barometer usf. philosophische
Instrumente; freilich sollte nicht eine
Zusammensetzung von Holz, Eisen usf.,
sondern allein das Denken das
Instrument der Philosophie genannt
werden.

Georg Wilhelm Friderich Hegel,
Enzyklopddie der philosophischen
Wissenschaften im Grundrisse

Newton-Verfahren und
Variationen

Da sich lokale Extrema z* einer Funktion f € C* (R") ja dadurch auszeichnen, daB V f (z*) =
0, konnen wir also unser Optimierungsproblem auch als die Suche nach einer Nullstelle von
F(z) =V f(z), F: R* — R" auffassen. Zur Erinnerung: diesen Ansatz haben wir ja schon bei
den primal—-dualen Optimierungsproblemen, siehe (4.44) auf Seite 102, verwendet. Dazu zuerst
einmal der notige Formalismus.

Definition 6.1 Sei F' = [F; : j=1,...,n] € C(R")" ein Vektorfeld. Die Jacobimatrix zu F'
ist definiert als

OF;
Fﬁzﬂﬂ::aizﬂk:L“wn, FeCHRM".

Besonders einfach ist die Sache natiirlich, wenn ' = V f, f € C? (R™), denn dann ist

N
E0r T Oy, Oz, n Oz ;j0xy,

:V?kf’ j,/{::l,...,n,

also
F'= J[F] = J[Vf] = V. (6.1)
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6.1 Das Newton-Verfahren und das Broyden-Verfahren

Zu einer Funktion F' € C'*(R) erzeugt das Newton—Verfahren vermittels der Iterationsvorschrift

F (x(k))

(k+1) _ (k) _ — \" ]
T x oy’

k € N, (6.2)

eine Folge {x(k) ke N} von Punkten, die fiir einen giinstig gewihlten Startwert 2(®) auch
tatsichlich gegen eine einfache Nullstelle x* mit

F(z*) =0, F'(z*) #0,
konvergiert. Fiir F' € C* (R™)" verwendet man hingegen die Iteration
2D = 2 (F)TH (W) F(a®), ke N, (6.3)

allerdings ist jetzt der Begriff der “einfachen” Nullstelle etwas préziser zu fassen, es muf}
ndmlich

F(z*) =0, det F' (z*) # 0

sein, die Matrix [” (z*) muB also invertierbar sein. Das fiihrt dann auch dazu, daf fiir alle
0 # y € R die vektorwertige Richtungsableitung D,F' = F’y von Null verschieden ist.
Eine “typische” allgemeine Konvergenzaussage fiir das Newton—Verfahren sieht dann wie folgt
aus'.

Satz 6.2 Ist F' € C? (R")" und ist x* € R™ eine einfache Nullstelle von F, das heif}t,
F(z*)=0 und det J[F](z*) # 0, (6.4)

dann gibt es eine offene Menge U C R", x* € U, so dafs

k) *

20 eUu — lim z® = z*.

k—o0

Nur zur Erinnerung: Iterationsverfahren, die fiir Startwerte konvergieren, die hinreichend nahe
bei der gesuchten Losung liegen (und dann aber auch gegen diese “naheliegende” Losung!),
bezeichnet man als lokal konvergent.

Neben den offensichtlichen Schwierigkeiten der nur lokalen Konvergenz gibt es noch ein weit-
eres Problem, das die praktische Anwendung des Newton—Verfahrens schwierig macht: die Bes-
timmung der Jacobimatrix .J[F'|! SchlieBlich kann man nicht unbedingt davon ausgehen, daf} die
Ableitungen aller Komponenten von F' auch wirklich so einfach verfiigbar sind. Moglichkeiten
zur praktischen Bestimmung der Jacobimatrix wiren

153 Aus [42], dort findet sich auch der Beweis, der auf Fixpunktiterationen und dem Banachschen Fixpunktsatz
beruht.



126 6 NEWTON-VERFAHREN UND VARIATIONEN

Automatische Differentiation: (siehe z.B. [36, Chapter 7.2]) Funktionen werden intern als
Kombination elementarer Funktionen dargestellt, deren Ableitungen bei der Auswertung
mitberechnet werden:

f=gh - Vf=gVh+hVg
oder
f=g(hy,....hp) = Vf=VgJH], H=1h;:j=1,...,m].
Solche Schemata lassen sich sehr gut in C++ implementieren.

Numerische Differentiation: Man erhilt die niherungsweisen Ableitungen durch Differen-
zenquotienten oder durch Differentiation von Interpolationspolynomen. So kann man fiir
Punkte {z;, € R® : k=1,..., N} ein Polynom p bestimmen, so da} f (z;) = p(z;)
und dann Vp(z) bestimmen. Der Differenzenquotient ist hierbei nur der Spezialfall N =
2. Allerdings ist das mit der Interpolation in mehreren Variablen nicht mehr so ganz ein-
fach, siehe [19].

Trotzdem, beide Methoden zur Bestimmung von Ableitungen, insbesondere von htheren Ableitun-
gen sind aufwendig und numerisch nicht immer stabil. Deswegen versucht man, die Bestim-
mung von Gradienten so weit es geht zu vermeiden. Das fiihrt zu einer wichtigen Variante des
Newton—Verfahrens, zum sogenannten Broyden—Verfahren, [6]. Dabei wird F” (z(¥)) durch
eine Matrix B}, angendhert und anstatt dann im néchsten Schritt die Matrix F” (:v(k“)) zu
bestimmen, bestimmt man einen ndherungsweisen ‘“Update” By, der nur von der Richtung
y*) und den Werten von F abhingt. AuBerdem spendiert man sich wieder eine Schrittweitens-
teuerung oy, € R, . Insgesamt sieht das Ganze dann folgendermal3en aus:

y = B;'F(zW)

c*+) = 2B gy, d=1F (I(Hl)) - (x(k)) (6.5)

1
Byyn = Bip+ Ty (d— Byy) y".

Die Transpositionszeichen in der Update—Regel fiir By, ; sind hierbei schon korrekt: Der Ubergang
von By, zu By, erfolgt durch Addition einer Matrix der Form zy”, also einer Matrix vom Rang
1. Laut [46, S. 248] fiihrt man die Iterationen nach der Regel (6.6) aus, wenn die Schrittweite
ay, die durch (ndherungsweise, numerische) Losung des Minimierungsproblems!>*
(k) _ R (k) _ 2

17 (2 = e g) I, = min || F (2 = ey)
ermittelt wurde, die Bedingung % < ay, < 1 erfiillt, ansonsten berechnet man zihneknirschend
By~ F' (x(k“)) , entweder numerisch oder mit automatischer Differentiation.

Der Grund fiir die Iterationsvorschrift (6.5) liegt im folgenden Modellproblem, ein Resultat das
auf Broyden [6] zuriickgeht.

154Preisfrage: Warum steht hier das Quadrat? Wer es immer noch nicht verstanden hat: Gehe zuriick zum Anfang
des Skripts, gehe nicht iiber Los, ziehe keinen Schein ein.
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Proposition 6.3 Sei F(x) = Ax +b A € R"" und B € R™" eine beliebige Matrix. Fiir
beliebige x,2' € R" seiy:=x — 2’ und d := F(x) — F(2') = Ay

1
B’ ::B—i-ﬁ(d—By)yT.

Dann ist
1B = All, < [|1B = All,.

Beweis: Da d = Ay, ist

T T T
vy vy vy
B =B+ (A—B)=—F = —+B(I——),
vy YTy y'y
also
y'y
Schreiben wir nun einen beliebigen Vektor u € R" alsu =y + 2, y L 2, dann ist

B — A= (B-A) (I—M).

=0

A\

(H—muzw—AN}—ﬁfg%yuB—m@wyﬁfw)=w—Av

=1
und da ||ul|3 = |jy||5 + ||z]|> wegen der Orthogonalitiit, ergibt sich, daB
(B = A)ully, = [[(B—A)zll, < [[B = All, [|lz[l, < B = Ally [[ull,

also | B/ — Al < |B — A, O

6.2 Das Newton-Verfahren zur Minimumsbestimmung

Beschiftigen wir uns aber nun mit unserem “Spezialfall” F' = V f und der Iterationsvorschrift
20D = o ® _(V2F ()T (W) = a® fapy®, ey = -1, (6.6)

wobei man die wie in (6.6) gewihlte Richtung y*) als Newton—Richtung bezeichnet. Die Newton—
Richtung muB iibrigens keine Abstiegsrichtung sein. Trotzdem kann man nun Aussagen iiber
(lokale) Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit machen.

Satz 6.4 Sei f € C?(R") und V*f Lipschitz—stetig in einer Umgebung eines strikten Min-

imums x* von f. Dann gibt es eine Umgebung U von x*, so daf3 die Iteration (6.6) fiir alle
(0)
W elU

1. gegen x* konvergiert:
lim 2™ = 2. (6.7)

k—o00
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2. quadratisch konvergiert:

Hx(k+1) — x*
sup —+ (6.8)
keNo [|z® — z#||?
3. quadratisch gegen Null konvergente Gradienten liefert:
\V4 I(kJrl)
sup ” f( )” < 00. (6.9)

e [V (@)

Beweis: Wir setzen wieder Vf;, = Vf (x(k)) und entsprechend auch V2 f;, und V f,. Nach
(6.6) ist
2D g p(B) gk (V2fk)_1 v

_ (Vka)*l (Vka ([E(k) _ ZL‘*) . vfk: +Zf_*/>

=0

— (i) <v2 e —a) - [ VR (2 1t (2 —2)) (o) — o) dt)
= @) (v | VR (1 (2% — 1)) ) (o - )

Nun gibt es ein § > 0 und ein C' > 0, so daB fiir alle z € R” mit ||z — 2*|| < ¢ die Abschitzun-
gen

IV2f @)l < C[V2 1.

gelten. Angenommen,

md |V @) <C|vrr

< 4, dann ist

o) — o

HVka —/0 V2 f (x* —l—t(a:(k) —x*)) dtH

/1 V2f, — V2 f (x* +t(x(k) — .73*)) dt“
0

Y

1
< / ||V2fk_v2f (x*+t(x(’“)—x*))H dt < Hl,(k)_x*
0 N —~ M

R R

also

(k+1) r*

IN

|l

1
e A R N
0

2

IA

Cy [V [+ = a7

Ist nun' [[z8) — 2*|| < (Cy IV2f74) ", dann gilt das auch fiir z*1) und die Iteration
bleibt in der “guten” Umgebung, woraus (6.8) und somit auch (6.7) folgen. Unter Verwendung

155Hier nehmen wir an, daB die Konstante Cy HV2 it H > 1 ist, ansonsten wire alles nur noch einfacher.
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von y*) = gk+D) — (k) = V2 -1V f; ergibt sich dann auch
IV il = ||V ferr = Vi + V2 (V21 V) ||

1
/ V27 (2 4 ty®) g gt — V2 f, y®
0

1
< || [ v a0 ) v 1) <o O < 19 I IO
0
< A C VRSP IV,
was (6.9) liefert. O

6.3 Quasi—-Newton-Verfahren

Wie wir also in Satz 6.4 gesehen haben, ist das Newton—Verfahren ein “gutes” Verfahren in dem
Sinn, daB} es lokal und schnell gegen eine lokale Minimalstelle konvergiert, was uns natiirlich
nicht von der Schwierigkeit befreit, so einen Startwert zu finden. Was in solchen Féllen oftmals
hilft, ist ein sogenanntes Hybridverfahren, bei dem Abstiegsmethode und Newton—Verfahren
im Wechsel ausgefiihrt werden (beispielsweise ein Schritt Abstieg, dann mehrere Schritte New-
ton), in der Hoffnung, daf} das Abstiegsverfahren dafiir sorgt, dal man nahe genug an das Mini-
mum kommt, bis dann letztendlich das Newton—Verfahren “greift”. Solche Verfahren sind zwar
heuristisch naheliegend und auch gut motiviert, aber mathematisch nicht so schon zu unter-
suchen.

Wir wollen hier wieder die Idee des Broyden—Verfahrens ins Spiel bringen, also die Frage,
wie man die Berechnung von V2 f;, nach Moglichkeit vermeiden kann. Dazu betrachten wir im
k—ten Schritt an der Stelle z*) das quadratische Modell

1 1 -
f (@Y +y) ~ F @) 4V iy + Sy Vi ey ~ i+ VI fiy+ 5y By = fily), (6.10)
—_———— N——

Jr

wobei Bj, € R™ " eine symmetrische, positiv definite'>® Matrix und Niherung von V2 f;, sein
soll. Dann setzen wir wieder einmal

2 ® D = ) 1o y®), y® = —B 'V fi, ap € Ry,

und stellen uns anhand des “Modells”

—~ 1
fir1(y) = frorr + V7 femry + §yTBk+1y

die Frage, wie man nun By, wihlen sollte. Erinnern wir uns daran, da wir eine Nullstelle
von V f berechnen wollen, dann konnten wir beispielsweise fordern, dafl die lineare Ndherung
By der Ableitung V2 f von V f zumindest die Sekantenbedingung

By (a7 —aW) =V fr0 =V fi (6.11)

156Wir nehmen also an, wir wiren schon nahe genug an einem strikten lokalen Minimum.
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erfiillt. Fiir n = 1 ist das das altbekannte Sekantenverfahren'’ fiir f’, fiir n > 1 reicht das
aber natiirlich nicht aus, um die Matrix By, komplett festzulegen. Multiplikation von links mit

(x(’““) — x(k))T ergibt, zusammen mit der positiven Definitheit von By 1, da die Sekantenbe-
dingung nur dann erfiillbar ist, wenn die Kriimmungsbedingung

(@®D — 2N (Y fiyy = Vi) > 0 (6.12)

erfiillt ist, was sich mit der “richtigen” Schrittweitensteuerung erreichen 14t. In der Tat liefert
die zweite Wolfe-Bedingung aus (5.21) mit y = a,;l (x(k“) — x(k)) , dal

0 < ot (@®V = 2®) " (Vfis — V)

1 —
_ 2 (x(k+1) — I(k))T (Vfie1 — Vi) + 1" (x(kH) _ x(k))T V frst
ak N -~ J
<0
€2 () _ T
< Oé_k: ($ - ) (kaﬂ - ka)a

woraus (6.12) folgt, da y*) eine Abstiegsrichtung'®® und somit auch a;, > 0 ist. Nun bestimmt
die Sekantenbedingung (6.11) aber natiirlich die Matrix By, nicht vollstindig, weswegen man
sie wieder einmal als Losung eines Minimierungsproblems definieren kann, beispielsweise

Biw=min[|B—Byll,  B=B", B("-2W)=Vfi.-Vfi, (613

wobei || - || eine beliebige Matrixnorm sein kann — und in der Tat liefert verschiedene Normen
auch verschiedene Quasi—Newton—Verfahren, wie man diese Familie von Iterationsverfahren
auch nennt. Eine beliebte Wahl sind gewichtete Frobenius'>*~Normen der Form

n

Al = |[W2Aw2| ||| = trace (ATA) = " a%, (6.14)

J,k=1

wobei die “Gewichtsmatrix” W € R"*" symmetrisch und positiv semidefinit sein muf3, denn
dann ist die (positive) Wurzel /2 wohldefiniert als diejenige symmetrische, positiv definite
Matrix B, die B? = W erfiillt.

Ubung 6.1 Zeigen Sie:

157Zumal alle 1 x 1-Matrizen immer und automatisch symmetrisch sind.
158SchlieBlich ist ja Byy®) = V f;, und im quadratischen Fall ist das sogar der direkte Weg zum Minimum.
159Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917, promovierte bei Weierstrass und wurde 1874 ohne Habilitation in
Berlin zum Professor ernannt. Wichtige Beitrige zur Darstellungstheorie von Gruppen (hat ja auch einiges mit Ma-
trizen zu tun), insbesondere Entwicklung der Charakteren—Theorie. Eine interessante Bemerkung iiber Frobenius
ist:
For Frobenius, conceptual argumentation played a somewhat secondary role. Although he argued
in a comparatively abstract setting, abstraction was not an end in itself.

Dariiberhinaus konnte er den “neuen mathematischen Stil” aus Géttingen (verkorpert durch Klein und Lie) ganz
und gar nicht ausstehen . . .
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1. Zu jeder symmetrischen positiv semidefiniten Matrix 11/ gibt es eine eindeutige sym-
metrische positiv semidefinite Matrix B = W/2, so da W = B? ist.
2. Fiir A € R™™ist

n

trace (A"A) = Z a?k.

J,k=1

¢

Bei “geeigneter” Wahl von W (als “gemittelte” Hessematrix) so daB W™=, = ., mit
& i= ¥t — 2 und n;, == V i1 — V fi, ergibt sich dann die folgende Update—Regel aus

[36, S. 196]
Mk EZ) < &k 77kT> et
B = (1— B, (1- 4 6.15)
o ( nte, ) " e ) nlé (

die 1959 von Davidon vorgeschlagen [13, 14], aber vor allem von Fletcher und Powell (un-
abhiéngig) untersucht und popularisiert wurde, weswegen man sie als DFP-Methode bezeich-
net.

Anstelle mit B;, zu rechnen und in jedem Iterationsschritt das Gleichungssystem By*) =

—V fi, 16sen zu miissen, kann man auch direkt mit B, .= F . rechnen und nun das Min-
imierungsproblem
Hi =min||H — Hyll,  H=H", H(Vfin-Vfi)=2""-2® " (6.16)

l6sen, was zur Update—Regel

&k 77;{) ( Nk fkT) Ské’f
H =[] - H. (I — + 6.17
e ( nke, ) " e ) nles ©17)

fiihrt, in der, wegen des Ubergangs zur Inversen, die Rollen von &, und 7, vertauscht sind. Das
damit verbundene Verfahren bezeichnet man nach seinen “Vitern” Broyden, Fletcher, Goldfarb
und Shanno'®’ als BFGS—Verfahren.

Man kann nun auch, ausgehend von (6.15) eine “inverse” Regel fiir die Updates der entsprechen-
den Hj im DFP—Verfahren, beziehungsweise, ausgehend von (6.17), eine “primire” Regel zur
Bestimmung von By aus By, fiir das BFGS—Verfahren aufstellen. Das geht ganz einfach unter
Verwendung des folgenden Resultats.

Lemma 6.5 ( “Sherman—Morrison—Woodbury—Formel”)'°!
Fiir eine nichtsingulire Matrix A € R™" und x,y € R" ist

A gyt A1

™1 _ 4-1
(A+xy ) =A —1—|—yTA—1x'

(6.18)

160Das Literaturverzeichnis von [36] legt nahe, daB sie das Verfahren nicht gemeinsam sondern aufeinander
aufbauend oder in Konkurrenz oder unabhéngig oder wie auch immer entwickelt haben.
161Normalerweise bin ich sehr skeptisch bei allem, was den Namen von mehr als zwei Personen trigt . . .
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Ubung 6.2 Beweisen Sie (6.18) (durch Ausmultiplizieren)'®? und charakterisieren Sie, wann

A+ 2yT invertierbar ist. &

Ubung 6.3 Zeigen Sie, daB die zu (6.17) dquivalente Update—Regel sich als

Hy& EHY 4 NEMi
FHy&y, &L Mk

schreiben 148t. &

Hyi1 = Hy —

(6.19)

Wir wollen uns nun aber lieber mit Konvergenzeigenschaften des BEGS—Verfahrens befassen,
die man unter gewissen (lokalen) Bedingungen auch tatsdchlich beweisen kann.

Satz 6.6 Sei f € C? (R™) und sei V) so gewdhlt, dafs
Q:={zeR": flx) < f (x(o))}
konvex ist und es Konstanten 0 < m < M gibt, so dafs
mlyl; <y" Vf(@)y < Myly, weQ (6.20)
Dann konvergiert die Folge
D = 20 oy R y® = —H, Vs, k € Ny,

unter Beachtung der Wolfe— oder Powell-Bedingungen und unter Verwendung der Update—
Regel (6.17) gegen ein Minimum x* von f.

Bemerkung 6.7 Die Bedingung (6.20) bedeutet, dafs die Funktion f auf der gesamten Niveau-
menge gleichmiBig strikt konvex (oder auch stark konvex) ist. Das ist natiirlich ziemlich viel
verlangt und eine Bedingung fiir ein striktes lokales Minimum, das, wenn man den Einstiegswert
niedrig genug wdhlt, dann aber auch gefunden wird.

Fiir den Beweis von Satz 6.6 brauchen wir zuerst eine kleine Hilfsaussage aus der linearen
Algebra.

Lemma 6.8 Seien x,y,u,v € R™. Dann ist
det (I + vt + xyT) = (1 + uTv) (1 + xTy) — (va) (uTy) (6.21)

Beweis: Beginnen wir mit dem Fall x = 0 oder y = (. Dazu seien ws, ..., w, linear un-
abhingige Vektoren, die senkrecht auf v stehen, dann ist

(I+uvT)wj:wj+uvaj:wj =1 \jwj, J=2,...,n,
~——

=0

162Drej Namen und ein fast trivialer Beweis.
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sowie
(I + uvT) u=u-+ (vTu) u = (1 + UTU) u =: \u,

womit wie alle Eigenwerte und Eigenvektoren identifiziert haben und da die Determinante das
Produkt der Eigenvektoren ist, erhalten wir, dal3

det ]+uv H/\—1+uv

Nun nehmen wir an, dal v und y linear unabhéngig sind, denn ansonsten konnten wir das auf
den einfachen Fall zuriickfiihren, den wir gerade erledigt haben. Nun wihlen wir ws, ..., w,
senkrecht zu v und y, was uns sofort

(I+uvT+:z:yT)wj:wj, j=3,...,n

liefert und da

(I+w" +zy")a (1+2"y)z+ (vz)u
(I +uv’ + xyT) u = (uTy) T+ (1 + vTu) U

ist, ergibt sich fiir die ersten beiden Eigenwerte A\; und \,, dal

_ 1+zly o'z
A1 Ag = det wly 14+ ulv

= (1 + xTy) (1 + uTv) — (UT$) (uTy) ,
woraus (6.21) unmittelbar folgt. Ul

Beweis von Satz 6.6: Wie die Verwendung der Wolfe-Bedingungen ja nahelegt, wollen wir
Satz 5.19 verwenden — zu diesem Zweck miissen wir aber die Winkel zwischen Gradienten und
Abstiegsrichtungen in den Griff bekommen.

Da

1 1
M = Vi1 — Vi = /0 V(VF) (2™ +t&) & dt = /0 V2f (2)) & dt =: Gy &,

=T

ist wegen der Annahme (6.20)

1 T
&k = / SV (o) & dt > mll&ll; = my= ngnk =
0 ——— & Sk
>3

sowie
i _ ¢ Ge) G (VERE) 1 [
A e ETGRE (VG B "o ) < 0t
TG e (e T T TS
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Schreiben wir (6.19) in

(Bi&) (Biér)"

Biy1 = By, —
k+1 k f,szfk

_|_

T B T B—l T
mi _ g (p_ & Bl | By e (6.22)
i Mk & Bréj, & T

um und beriicksichtigen wir, daB trace (zz”) = |||)2 ist, dann erhalten wir, daB

|| Br&ll
&L Biés,

2 2
B
I7ellz _ e B, — || Bré 5

+ M,.. 6.23)
&Nk I Brel g (

trace Bj1 = trace By — +

Die zweite Identitét in (6.22) und Lemma 6.8 liefern aullerdem, daf3

ngkfk) (1 ’fthklﬁk) =& ékaBklﬁk)
& Bié &L & Br&k  EEmn

s

det Byy, = detB((l—

~~
=0

7@{ T det By (6.24)
& Bré

Schreiben wir 6, fiir den Winkel zwischen &, und B¢, also

& Bi &

cosly = —F >
1€xl5 [ Brékll,

so erhalten wir fiir den zweiten Term auf der rechten Seite von (6.23), daf3

IBecells _ [1Beéells 1665 &FBeé _ &B&s . B
Bililla _ : S SR (6.25)
TBG (& Be) Gl el oty wh,
wobei B = ||&ll5” (& Biy) eine Zahl ist, die nach unten durch den kleinsten'®® Eigenwert

von B}, und nach oben durch den groBiten Eigenwert von By, beschrinkt ist. Damit liefert auch
(6.24), daf3

1 &y, my
det B = — det B, = — det B... (6.26)
T8 €T g " B "
N——"
=my

Zu einer symmetrischen, positiv (semi-)definiten Matrix B € R"*" mit Eigenwerten 0 < \; <
... < )\, betrachten wir nun die Funktion

n

(B) := trace B — logdet B = Z/\j — log (H )\j> = Z (Aj —log Aj) >0,
j=1 j=1

Jj=1

163 Aber immer noch positiven!
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da logt < tist fiir t > 0. Mit (6.23), (6.24), (6.25) und (6.26) sowie Ubung 6.4 erhalten wir
somit, da3

0 < ¢ (Bgy1) = trace By — ﬁzk + M;, — log det By, — log M
cos? 0, 5
= Y (By) — cof:Gk + M}, — logmy + log By,
= Y (Bg)+ (My —logmy — 1) + (1— 5; + log O ) + log cos? 0,
cos? 0y, cos? 0,
< w(Bk)+(M—logm—1)+(1— ﬁ: + log i )+10gc0529k
cos? 0y, cos? 0,
“ ~ _
< 4 (By) + (M —logm — 1) + log cos® 0,
< Y (Bg_1) +2 (M —logm — 1) 4 log cos? O_; + log cos® O,

k
¥ (B1) + k(M —logm—1) + Zlogcos2 0;,

Jj=1

und indem wir die Schranken m und M hinreichend klein bzw. grof3 wihlen, konnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dal M/ — logm — 1 > 0 ist.
Und damit bekommen wir schlielich unsere Winkel 6, in den Griff: Wire ndmlich

lim cosf, =0 — lim cos? 6, = 0 — lim log cos® ), = —o0,
k—o0 k—o0 k—o0
also auch

k
lim (logcos®8; + (M —logm — 1)) = —o0,

k—o0
j=1

dann erhielten wir den Widerspruch

—0OQ.

k
0< ]}1_>I£lo¢ (Br+1) = (B1) + ]}Lrgoz; (log cos®0; + (M —logm — 1))
]:

J/

N~
=—0Q

Also gibt es zumindest eine Teilfolge z(*/), j € Ny, die gegen ein Minimum konvergiert, aber
wegen der starken Konvexitit der Funktion f bleibt dann auch der gesamten Folge nichts an-
deres librig, als zu konvergieren. U

Ubung 6.4 Zeigen Sie: Fiir jedes ¢ > 0 gilt log ¢t < ¢ — 1 mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ = 1
ist. &
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Bemerkung 6.9 1. Nach [36] Lift sich dieser Beweis fiir BFGS mit Powell-Schrittweiten'®*
auf eine ganze Klasse von Verfahren, die sogenannte Broyden—Klasse ausdehnen, funk-
tioniert aber nicht fiir das DFP—Verfahren.

2. Man kann auch zeigen'®, daf3 das BFGS—Verfahren superlinear konvergiert, wenn die
zweite Ableitung Lipschitz—stetig ist. Genauer: es ist

[+ — g

1640 der “Wolfe—Schrittweiten”.
165Mit noch etwas sorgfiltigerer Rechnerei, siehe [36, S. 214-218].
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Strafen heif3t, absichtlich ein Ubel
zuzufiigen. Wer in diesem Sinne strafen
will, muf3 sich eines hoheren Auftrags
zuversichtlich bewufit sein.

Gustav Radbruch

Strafterme und Barrieren

Wir kehren jetzt nochmal zu der in Kapitel 5 bereits erwihnten Idee zuriick, restringierte Op-
timierungsprobleme dadurch zu behandeln, dal man sie in ein oder mehrere unrestringierte
Approximationsprobleme umwandelt, bei denen die “Verletzung” der Nebenbedingungen als
“Bestandteil” der Zielfunktion aufgefasst wird. Dabei betrachten wir das restringierte Opti-
mierungsproblem

min f(z), g(x) =0, g : R" = R" (7.1)
bzw., wenn wir auch Ungleichungsbedingungen zulassen wollen,
min f(x), g(x) =0, h(x)>0, g,h : R" - R™, (7.2)

mit den stetigen Nebenbedingungsfunktionen!'®® g und b fiir die Gleichheits- und Ungleichungs-
bedingungen. Um nicht in Existenznote beziiglich des Minimums zu kommen nehmen wir
auBerdem an, dal} der zuldssige Bereich

{z eR" : g(z) =0} bzw. {zr eR" : g(z) =0, h(xz) > 0}

kompakt sein soll.

Die Idee hinter den Straftermen und Barrieren besteht nun darin, anstelle von f eine Funktion
z + fo(z) = f(z) + @ (g(x), h(z)) zu minimieren, wobei man natiirlich ® : R*" — R so
wihlen sollte, dall fe einfach zu berechnen und einfach zu minimieren ist.

7.1 Quadratische Strafterme

Fir f : R™ — R und Nebenbedingungen g und A definiert man die quadratische Straffunk-
tion' @ : R* x R, — Rals

Q (x.1) = f(a) + i lo(@)|2 = f(z) + i ;g?(@ 1.3)

166Daf beide als Wert m—Vektoren haben, ist keine Einschrinkung! Wir brauchen den Restriktionstyp, der aus
weniger Nebenbedingungen besteht, durch Einfithrung von Bedingungen des Typs “0 = 0” oder “0 > 07, also
durch g; = 0 oder h; = 0 aufzufiillen.

167Englisch: “penalty function”.
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beziehungsweise
Q) = £@) + 3 (lo@) + - @)1) = @) + 53" 3w) + ()2 @), ()

wobei

2

Allerdings hat (7.4) im Vergleich zu (7.3) einen wesentlichen Nachteil: Die Funktion x — x_
ist nicht mehr differenzierbar und so kann die Differenzierbarkeitsordnung von () geringer sein
als die von f, g und h.

Zur Bestimmung des restringierten Minimums wéhlt man nun eine positive Nullfolge u €
Ro, k € N, y, — 0, k — oo und minimiert'®® Q (z, 113, ) beziiglich x, bis man eine Niherungslosung
x*®) gefunden hat, die

_1 _ 0 y >0,
y———(y—ly\)—{y’ y < 0.

V2@ (1, 2 ™) ||, < 7 (7.5)

fiir vorgegebene Toleranzen 7, > 0, k € Ny, erfiillt. Je kleiner nun p; wird, desto weniger
darf die Nidherungslosung die Nebenbedingungen verletzen und so besteht die Hoffnung, dal
x®) — 2* fiir k — oo, wobei

1. x* eine Minimalstelle von f ist.

2. x* ein (ndherungsweise) zuldssiger Punkt ist:

g(@*)~0 und h(x*) > —e, e~0.

Und diese Hoffnung besteht zu Recht.

Proposition 7.1 Sei i, k € N, eine positive Nullfolge und seien **), k € N, die Minimallosun-
genvon () (m(k), ,uk) aus (7.4). Dann ist jeder Haufungspunkt x* der Folge x\®) eine Losung von
(7.1).

Beweis: Sei T eine globale Losung von (7.2), das heift,
[ (@) < f(x), r € ZyNZy Z, ={ad' e R" : p(z')=0}.

Insbesondere ist also 7 ein zuldssiger Punkt, der g (¥) = h_ (Z) = 0 erfiillt. Nach der Definition
der 2(*) als Minimallosungen des modifizierten Problems ist auBerdem fiir ¥ € N

@)+ 5 (o GG+ I W)E) = Q) < @)

o~ 1 ~\ (12 ~\ (12 A~
= S @+ 5 (le@ I+ |- @) = £ @),

=0 =0

168Mit einem der Verfahren zur unrestringierten Optimierung aus den vorherigen Kapiteln. Oder natiirlich mit
etwas besserem . . .
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also
o ) + 1 (=) 2 < 2 (5 ) — £ (2)) 6)

Sei nun z* ein Haufungspunkt, d.h., es gibt eine Folge k;, so da3
¥ = lim %),

j—o0

Wegen der Stetigkeit von g und h, der Stetigkeit der Norm und (7.6) ergibt siche

lg (@3 + 1R @) = lim (Jlg @)+ [[a- (@)];)

j—o0
< lm2 gy (F@) - f () =0,
J70 N~ “~ _
-0 —f(@)—f(=*)

weswegen £* € Z, ein zuldssiger Punkt ist. Und da

1 2 2
AN (k5) ; (k;) _ (k) (k;)
Fa) = Jim @) < lim £ @)+ o (e GG+ e @)]5)
< f(@)
ist, bleibt £* auch gar nichts anderes tibrig, als Minimalldsung zu sein. U

Auch fiir die “Penalty—Methode” kann man wieder die Konvergenz gegen einen Punkt mit
“Gradient Null” beweisen, allerdings miissen wir jetzt wieder die Nebenbedingungen bertick-
sichtigen. Und das erinnert uns deutlich an die verallgemeinerten Lagrange—Multiplikatoren
aus Satz 4.13, deren Existenz uns eine notwendige'® Bedingung fiir die Existenz eines lokalen
Minimums geliefert hat — ganz genau wie die Forderung V f = 0. Trotzdem kann man fiir die
“Penalty—Methode” einen Konvergenzbeweis fiihren, was wir allerdings nur fiir Probleme der
Form (7.1), also ohne Verwendung von Ungleichungsnebenbedingungen tun werden.

Satz7.2 Sei g € C'(R") und seien py, und 7, k € N, positive Nullfolgen und sei x* ein
Hiiufungspunkt der Folge %), die (7.5) erfiillt. Sind die Gradienten Vgj(z*),j=1,....m,
linear unabhdingig, dann gibt es einen Vektor A € R", so daf

V(") =Vg@)A=0 (7.7)

ist, und es ist

(k;)

:C y

A= lim —M, z* = lim 29, (7.8)
J—00 ,ukj J—00

Bemerkung 7.3 1. Die Forderung, daf3 die Gradienten Vg; : R" — R" linear un-

abhdngig sind, setzt natiirlich voraus, daf3 m < n ist; zu viele Nebenbedingungen diirfen
wir also nicht haben.

1$9Und nicht unbedingt hinreichende!



140 7 STRAFTERME UND BARRIEREN

2. Daf3 auch die T, eine Nullfolge bilden miissen, ist ziemlich naheliegend, denn ansonsten
sind die Lisungen x®) auch keine hinreichend guten Minimallésungen des modifizierten
Problems im k—ten Schritt.

3. Die Gleichung (7.7), also der Lagrange—Multiplikator, ist nichts anderes als (4.9) aus
Satz 4.13. Da (4.10) trivialerweise erfiillt ist — schlieflich gibt es ja h = 0 — ist also die
einzige Bedingung aus Satz 4.13, um die wir uns herumgemogelt haben, die Bedingung
(4.8) an die Kegel.

Beweis: Bildet man von (7.3) den Gradient beziiglich =, dann ergibt sich

V.Q (2, 1) = Zgj ) Vg;(x (7.9)

was zusammen mit (7.5) die Bedingung

e > ||VxQ(~T(k)7,uk)H Vf(z® +M—ZQJ (™) Vg, (=)

> [ ) v ) - s ()
also
>0 (@) Vg (2| < i (7 + [V ()] (7.10)

liefert. Wegen der Stetigkeit aller beteiligten GroBen ist somit

Zgg ) Vg; (") >0 (&) Vg; ()

= lim
Jj—00

J—00

(k3) _
< hm&(&ﬁLHVf(x )”)—O

-0 =0 SV F(z*)
und die lineare Unabhéngigkeit der Vg; (z*) liefert, daB
g; (@) =0, j=1,...,m, (7.11)
und somit ist 2* zulissig. Mit A\(®) = —u—lkg (x(k)) € R™ ergibt sich aus (7.9), dal
V. Q (2™, ) = Vi — Vg AW, Vor = [Vg; (=) : j=1,....,m] e R™™,

und da
[V £i = Vo AO|| = [VoQ (2@, ) | < 7 = 0
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ist, dann miissen wir aus Stetigkeitsgriinden zeigen, daB \* = limy_,o A*) existiert. Da Vg (2*)
vollen Rang m hat, gilt dies fiir hinreichend groBes & auch fiir V g;, und deswegen ist VZ ¢, Vg, €
R™™ invertierbar, wenn nur k& hinreichend grof3 gewihlt ist. Nun ist dann

Vg \B) = Vi — V.Q ( ,Mk) — Vg Vg ¥ =vTg, (Vi — V.Q ( ,Mk))

und somit, fiir hinreichend groBes £k,

N = (V7 9g0) " Vg (T~ 7.0 (2%, ) ) (7.12)
—_—— SN ———
S (VTgvg)t =V 2V e
also )
A= lim A% = (V1 Vg) V7. V£,
Jj—00
was einen wohldefinierten Multiplikator ergibt. U

Allerdings gibt es ein kleines Problem, und zwar ein numerisches Problem bei der Bestimmung
der ndherungsweisen Minima z®). Dazu nehmen wir der Einfachheit an, daB h = 0 ist, daB
also die Nebenbedingungen ausschlieBlich in Gleichungsform vorliegen, und bilden einmal die
Hessematrix

ViQ(z,p) = Vx( Zgg x) Vg;(x >=V2f($)+%zv(gj(l“) Vy;(x))

J=1

vgy VTQJ( )+ 9;(x) vzgj (x))

m

= ) +

‘:IH

Jj=1

= VG >+;Vg Z

(7.13)

die ja bei den meisten Verfahren eine ziemlich entscheidende Rolle gespielt hat. Sei nun x* die
Optimallgsung fiir ein vorgegebenes ;. > 0 und A = —g (*) /u, dann ist fiir z ~ z*

Ay = V3Q(x,0) = VP f(w) + Vg ZA V29;(x)

= V2(f-\g) (@) + ;VQ(ZEWTQ(I‘)-

Da fiir eine “verniinftige” Konvergenz m < n sein muf, siehe Satz 7.2, und im Normalfall
sogar m < n sein wird, hat die symmetrische Matrix A, gerade n — m Eigenvektoren und
Eigenwerte 7;, j = m + 1,...,n, die nicht von  abhingen, nimlich diejenigen Vektoren, die

u (VTg(x))L C R" gehoren, und m Eigenvektoren zu Eigenwerten der Form 7; = 7]; /1t
j =1,...,m, die fiir p — 0 beliebig gro3 werden konnen, fiir x — 0 sind die Hessema-
trizen also beliebig schlecht konditioniert! Und das hat natiirlich Auswirkungen, wenn man
Gleichungssysteme der Form
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beispielsweise beim Newton—Verfahren, 16sen will. Gliicklicherweise ist das aber beim Newton—
Verfahren nun gerade wieder nicht so schlimm: setzen wir ndmlich

zi=p'Vig(x)y

und verwenden wir (7.13), dann erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem

(VQf(x) + Z gjf)VQQj(l’)> y+Vg(x)z = —V.Q(z,p)

Vigx)y—pz = 0,

also m ()
V?f _|_Zg] v i \V4 (.T) _ _va (iL', )
g o T [ [

und diese Matrix ist nun wieder gut konditioniert und somit das Gleichungssystem numerisch
stabil 10sbar.

7.2 Logarithmische Barrieren

Barrieren sind eine gute Methode fiir restringierte Optimierungsprobleme, die nur durch Ungle-
ichungen beschrinkt sind, also Probleme der Form

min f(x), h(z) >0, h:R" — R™. (7.14)
mit mindestens stetigem h. Dabei setzen wir
Q:={xeR" : h(z) >0} sowie Q" :={xeR" : h(z) >0}
und nehmen an, daB Q* = (), daB es also “richtige” innere Punkte von § gibt.

Ubung 7.1 Zeigen Sie: Q* C Q°, aber Gleichheit gilt im allgemeinen nicht. &

Definition 7.4 Sei () C R" wie oben. Eine Funktion ¢ : ) — R heifst Distanzfunktion fiir 2,
wenn

1. ¢(x) >0,z € Q.
2. ¢(x) =0, € 0*Q:=Q\ Q%

3. fiirz, 2’ € Q
hz)>h() = o) >e()

gilt.
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Die letzte Bedingung in der obigen Definition bedeutet, dal ¢ den Abstand vom Rand im Sinne
der Nebenbedingungen misst und dall ¢ umso grofler ist, je “besser” die Nebenbedingungen
erfiillt sind.

Beispiel 7.5 Die “natiirliche” Distanzfunktion zu der Nebenbedingungsfunktion h ist die Funk-
tion

¢ =on =[] h
j=1
Eine Barrierefunktion fiir ) ist nun eine moglichst glatte Funktion ¢y : Q* — R mit der
Eigenschaft, dal
Y(r) <oo, x€Q und lim ¢(z) = oc.

T—0*Q

Verwendet man namlich so eine Barrierefunktion als Strafterm, dann wird bei der Minimumssuche
fiir f +1, ausgehend von einem Startwert 2(*) € Q* der strikt zuldssige Bereich * nie verlassen
werden, insbesondere, wenn man v auferhalb von 2 “glatt” mit 1) = oo fortsetzt.

Beispiel 7.6 Die natiirliche Barrierefunktion zu einer Distanzfunktion ¢ ist 1) = —log ¢, also
insbesondere

UYn = —log ¢y, = —lothj = —Zloghj
i=1 i=1

Ist auflerdem

a = sup ¢(x) < 0o,
€

dann kann man ¢ durch o='¢ ersetzen und die zugehorige Barrierefunktion 1) = log oo — log ¢
wdre sogar nichtnegativ.

Wie vorher mit den quadratischen Straftermen betrachtet man auch jetzt wieder ein modi-
fiziertes Optimierungsproblem, ndmlich

T

min P (z,7v) = f(z) — v log on(x) = f(z) — ’yZlog h;, v >0, (7.15)
=1

und 146t dann + schon langsam gegen Null gehen. Dabei erzeugt man immer eine Folge von
strikten inneren Punkten, denn die Funktion ¢; nimmt ja nur auf Q* endliche Werte an'”’. Die
Vorgehensweise ist nun wieder wie vorher bei den Straftermen.

Algorithmus 7.7 Gegeben: Funktion f € C' (R™), Nebenbedingungen h € C* (R™)™.
1. Wihle v1, 71 € R,.

2. Fiirk=1,2...

170Unter Verwendung der Konvention logt = —oo fiir ¢ < 0.
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(a) Bestimme z*) € R", so daf3
|V P (2%, ) || < 73 (7.16)

(b) Waihle
Ve+1 € (07%)7 Tk+1 € (O,Tk)-

Ergebnis: Folge %), die (hoffentlich) gegen ein Minimum konvergiert.
Eine Konvergenzanalyse solcher Barrierefunktionen ist haarig und aufwendig, so dal wir sie

uns schenken. Allerdings sieht man ganz gut, warum die Sache so problematisch ist. Sehen wir
uns ndmlich die notwendige Voraussetzung fiir ein Minimum von P (x,~) an, also

Y
hj(x)

0=V.P(z,7) = V(@) =7 )_Viegh(x) = Vf(w) = 3 1= —=Vhj(x),

dann ist, weil z € Q* ist,

5
hj(x)

,u::;ﬂ:[ :jzl,...,m}ERT

ein guter Kandidat fiir den “Ungleichungsmultiplikator” aus Satz 4.13, denn schlieBlich ist ja

Vf(l')—[Vh] : ]:17 ’m]jll’l’:o7
—Vh
Allerdings folgt aus der Definition von p”, da3
W (x) = 37 hj(a) - = my
— 7 hy(x)
7j=1

und damit ist die Bedingung (4.10) aus Satz 4.13 leider nicht erfiillt. Na gut, wenn v — 0 geht,
dann wird das besser und besser, aber dann muf halt auch

v

existieren. Das ist kein wirkliches Problem, wenn z* = limz” in Q* liegt, aber wenn das

Minimum an einem Randpunkt angenommen wird, dann braucht man weitere Bedingungen an
die Nebenbedingungen und die Funktion f, um Konvergenz beweisen zu konnen.

7.3 Erweiterte Lagrange—Multiplikatoren

Als letztes Beispiel betrachten wir eine Methode, die sich in praktischen Anwendungen beson-
ders gut bewdhrt hat, nimlich die augmented Lagrangian, was man als “ergédnzte Lagrange—
Multiplikatoren™ oder “erweiterte Lagrange—Multiplikatoren™ iibersetzen konnte. Auch wenn
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man Ungleichungsnebenbedingungen in diesen Rahmen integrieren konnte, wollen wir'”! uns
nur auf Gleichungen beschrinken, also ein Optimierungsproblem der Form

min f(z),  g(z) =0, (7.17)

zu 16sen versuchen. Die “Hilfsfunktion”, die wir jetzt betrachten wollen, hat die Form

L (2, A1) = f(x) — Ng(z) + i lg(@)I2, (7.18)

wobei man sich unter A eine Niherung fiir den Lagrange—Multiplikator vorzustellen hat —
man “mischt” also sozusagen Lagrange—Multiplikatoren mit quadratischen Straftermen. Der
Name “erweiterte Lagrange—Funktion” stammt {ibrigens daher, da man die Funktion L(z, \) =
f(x)—AT g(x) auch manchmal als Lagrange—Funktion bezeichnet'’?. Mit den schon wohlbekan-
nten Rechnungen ergibt sich dann sofort, daf3

1
und ist z* nun eine Minimalldsung von (7.18), insbesondere also z* € Z,, dann ist

0= VoL (2", A ) = Vf () — Vg (&) A+ ~Vg(2*) g (z*) = Vf (z*) — Vg (") A,
H 5

A wire also ein Lagrange—Multiplikator fiir f. Haben wir hingegen einen unzuléssigen, ndherungsweisen
Minimalwert T des unrestringierten Hilfsproblems (7.18) gefunden, dann ist also, unter Verwen-
dung von (7.19),

0~ V,L(Z,\p) =Vf@) - Vg (@) (A—%g(f))

also ist

Xo=r—? ()
1
eine gute Schitzung fiir den Lagrange—Multiplikator. Und das konnen wir auch schon wieder
als Basis fiir ein iteratives Verfahren nehmen.

Algorithmus 7.8 Gegeben: Zielfunktion f € C' (R") und Gleichungsnebenbedingungen g €
Ct (R™)™.

1. Wahle
A eR™, T, € Ry

171Schon der Einfachheit halber, ansonsten siehe [36, S. 516-518].

172Um die Verwirrung zu komplettieren: Im Zusammenhang mit der Lagrange—Interpolation, das ist, im Gegen-
satz zur Hermite—Interpolation, bei der auch Ableitungen interpoliert werden, die Interpolation von Funktion-
swerten an vorgegebenen Stellen, verwendet man den Begriff “Lagrange—Funktion” gerne fiir eine Funktion, die
an einem der Interpolationspunkte den Wert 1, an allen anderen Interpolationspunkten aber den Wert 0 hat.
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2. Fiirk=1,2,...
(a) Bestimme z*) € R™, so daf3

(b) Setze
ALk g (x(k))
Hik
(c) Wiihle
fe+1 € (0, i) Tit1 € (0, 7).

Im Gegensatz zu den “einfachen” quadratischen Straftermen besteht der Reiz dieser Methode
darin, da3 man p nicht beliebig verkleinern muf3, sondern daf} es einen Wert fi gibt, so dal man
fiir alle 1 < [ bei einem lokalen Minimum landet — das 148t auf ein sinnvolles Terminieren des
Verfahrens nach endlich vielen Schritten hoffen.

Satz 7.9 Fiir f € C*(R") und g € C* (R")" sei 2* € Z, eine lokale Lisung von (7.17) und
\* der zugehorige Multiplikator. Auferdem seien die Spalten von Vg (z*) linear unabhéingig'™
und es sei

y!' VAL (2%, Ny = y' V2 (f — gT)\*) (%) y > 0, Vig@a)y=0, y#0. (7.20)

Dann gibt es einen Wert ji > 0, so daf; fiir alle i < [ der Punkt x* ein striktes lokales Minimum
von L (-, \*, p) ist.

Bemerkung 7.10 Die Bedingung (7.20) ist eine hinreichende Bedingung zweiter Ordnung fiir
das Vorliegen eines Minimums unter Nebenbedingungen. Fiir Details siehe [36, Theorem 12.6,
S. 345].

Definition 7.11 Sei A € R"*" eine symmetrische Matrix. Wir schreiben A > 0 wenn A positiv
semidefinit ist und A > 0, wenn A strikt positiv definit ist.

Beweis: Wir werden zeigen, daf}
VoL (x*, X\ 1u) =0 und VAL (2, X", 1) > 0 (7.21)

ist; nach Proposition 5.2 ist dann z* ein striktes lokales Minimum von L (-, \*, u1).
Der erste Teil von (7.21) ist einfach: Da 2* € Z; und da A\* als Lagrange-Multiplikator die
Bedingung V f (z*) — Vg (2*) A* = 0 erfiillt, ist nach (7.19)

VoL (e' X ) = TF () = Vo (@) X +2¥g (@) g a7) = 0

~
=0 =0

1D3Wie in Satz 7.2, das heiBt also auch wieder, daB m < n ist.
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und zwar sogar unabhdngig von L.
Interessanter wird natiirlich die Sache mit der zweiten Ableitung. Da

VL) =V (V@) - Vo) (A= Lo @)
- Em: A Vig;(x) +

> (g (x) + Vg;(z) VT g;(x))

Jj=1

Ms

% (95(2) Vg;(x) + V() Vg5 ()

1

= ) +

’;I>—‘

ist wegen z* € Z, dann

V. V7T,
—
(7.22)

V2L (2%, A", p) = V2L (27, \") Zv% ) Vg, (x%) = VAL (2, \) +

Dal7
R™ = ker VI g* @ Vg, R™

ist, konnen wir also nun ein beliebiges 0 # y € R" als
y=v+ Vg, w=v+w" Vg v =0, veR" weR™,
schreiben und es ist, mit (7.22)

V * T *
YT V2L (e N ) y = (0 + Vg w)” (ViL (2%, ) + %) (v + Vg, w)

= oI V2L (2", \*) v+ 20T V2L (2%, \*) Vg, w + V! g, w VAL (2%, \*) Vg, w

1
+— (UTVg* VIgv+20TVe* VgV w + vV ¢*Vg* VI ¢*V g* w)
BT T

o, V7999, wl,

= VTV2L (2%, \) v+ 20T V2L (2%, \) w* + w* V2L (2%, ") w
i

Nach der Voraussetzung (7.20) ist nun
o V2L (2%, \) v > Allv|)2, A >0,
sowie

VIVIL (@ X)) wt > [0t VL (a7, A) wh| > = ol [[VEL (@7, N) V|, [lwll,

=:B

> ~B ol lwl,,  B>0,

174Sollte aus der linearen Algebra bekannt sein!



148 7 STRAFTERME UND BARRIEREN

und

wT V2L (25, \) wt > — V79 V2L (2%, X*) Vg,

=:C

wly = ~Cllwll;,  C>o0.

,|

Da die Matrix Vg, den Maximalrang m hat ist auBerdem vT g+ V g strikt positiv definit, weswe-
gen
HVTg*Vg*sz > D |lw|?, D >0,

ist. Somit ist

o B B2 D B?
VL )y 2 A (Il - 25 el el + g llg) + ol (2 - 0 - 5 )

A A
> B0\ e (D B’
= (1ol =5 1olB) el (2 - - 5,
>0
was > ( ist, sobald
< U= —D
Hsl= o B2A

ist. AuBerdem gilt fiir jedes solche p < i, da3
y!' V2L (2%, N, 1) y =0 — v=0, w=0.

U

Bei der “echten” praktischen Implementierung im Optimierungspaket LANCELOT von Conn,
Gould und Toint [8] betrachtet man dann “nur” lokalisierte Probleme der Form

min f(z), g(x)=0, a<zx<b abeR"

die mit einem geeigneten Iterationsverfahren und Updateregeln fiir die Multiplikatoren, Toler-
anzen und Strafparameter (das x) behandelt werden. Siehe [36, S. 522-523].
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Denn viel grofires Vertrauen mufs immer
erwecken, was selber

Unabhdngig von andrem den Irrtum
schligt mit der Wahrheit.

Lukrez, Uber die Natur der Dinge

Trust—Region—-Verfahren

In diesem Kapitel befassen wir uns mit einer anderen Familie von Methoden zur unrestringierten
Optimierung, bei der ein quadratisches Modell der Zielfunktion optimiert wird, aber nur Schrit-
tweiten innerhalb eines Bereiches zugelassen werden, auf der das quadratische Modell die Ziel-
funktion auch “zuverlédssig” annihert, der sogenannten Trust Region.

8.1 AQuadratische Modelle und wem man wo wie vertraut

Wir ndhern wieder die Zielfunktion f lokal um x € R"™ durch das quadratische Modell
1
fle+y)~aly)=f+g'y+5y" By, feR geR" BER™, B =B, &1

bzw.

1
F @™ +y) ~aqy) = fi + giy + §yTBky

wenn wir uns iterative Verfahren basteln wollen. Dieses quadratische Modell kann man auf die
verschiedensten Arten erhalten:

1. Durch exakte Kenntnis von f € C? (R™) und die Taylorformel, das heift, man setzt in
(8.1)

f:f<m)7 QZVf(.I'), B:VQf(I)

2. Durch polynomiale Interpolation von f. Kennt man f an ("+2) = dim I, Stellen 2" C

2
R”, dann kann man'” ein quadratisches Polynom bestimmen ¢ € II,, das an diesen
Stellen interpoliert,

¢(z) = f(z), weZ,

und dieses Polynom als Modell verwenden.

175Hoffentlich . . .
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3. Durch Least—Squares—Approximation von f. Kennt man f an mindestens dim Il Stellen
2" C R™, dann sucht man ein Polynom ¢ € II,, so daf3

> (gle) = f(2))* = min > (¢(z) - f(x))?
xeX zeX

Die beiden letzten Ansétze haben den Vorteil, daB sie nicht nur fiir differenzierbare oder zweimal
differenzierbare Funktionen verwendet werden kdnnen, sondern wir nur die Moglichkeit haben
miissen, die Funktion f an gewissen Punkten auszuwerten.

Bemerkung 8.1 So einfach ist es aber leider doch wieder nicht mit der Erzeugung eines quadratis-
chen Modells durch Interpolation. Es gibt da einiges an Problemen:

1. Im Gegensatz zum univariaten Fall spielt die Geometrie der Punkte in Z eine Rolle
bereits bei der Frage nach der (eindeutigen) Losbarkeit des Interpolationsproblems. So
ist es beispielsweise in zwei Variablen nicht moglich, einen quadratischen Interpolanten
an dim I1; = 6 Punkte zu finden, wenn diese alle auf dem Einheitskreis liegen, denn dann
verschwindet ja das quadratische Polynom x> + y? — 1 an all diesen Punkten.

2. Auch die Frage inwieweit so ein Interpolationspolynom iiberhaupt eine gute Ndherung
an f darstellt, also Fehlerabschiitzungen der Form || f — q|| < ... hdngen selbst fiir hin-
reichende oft differenzierbares f von der Geometrie der Punkte ab, beispielsweise vom
Quotienten aus Umkreis- und Inkreisradius, siehe [7], und das kann beliebig schlecht
werden.

3. Auch algorithmisch ist die Polynominterpolation nicht so ganz einfach, fiir effiziente und
stabile Implementierungen muf3 man sich schon ein bifichen was iiberlegen, siehe z.B.

[40, 4].

4. Mehr Information iiber Trust—Region—Verfahren unter Verwendung polynomialer Inter-
polation findet sich in [9].

Aber zuriick zur Optimierung! Bei einem “Trust-Region—Verfahren” erzeugt man zusitzlich
zu einer Folge ) € R” von Punkten eine Folge r;, > 0 von Radien; die Trust Region
Ty, = B (z'¥), ) ist dann der Kreis vom Radius r; um z*) und dieser Radius wird die Schrit-
tweitensteuerung beeinflussen.

Zuerst einmal bestimmt man jetzt 3*) als Optimalstelle des quadratischen Modells innerhalb
der Trust Region, also als Losung von

myin @ (y), lyll < 7.

Dann {iiberpriift man, inwieweit das quadratische Modell wirklich zutreffend war, indem man

den Quotienten
ax(0) — i (y)
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bestimmt. Der Nenner von pj, ist wegen der Definition von y*) als Minimalstelle iibrigens
immer positiv; wire also py < 0, dann muB f (z™) < f (z® 4 y¥)) und das Modell kann nur
sehr schlecht sein: Die Minimalstelle von ¢ entspricht noch nicht einmal einer Verbesserung von
/. Ist hingegen das quadratische Modell exakt, also f(x + y) = ¢(y), dann ergibt sich natiirlich
pr = 1. Und nun entscheidet man anhand von py:

1. Ist pi klein und insbesondere negativ, dann verkleinert man die Trust Region und versucht
es nochmals'’® mit z(*+1) = 2(*),

2. Ist p; groB und hat man fiir y*) die zulissige Maximalschrittweite 7, voll ausgenutzt,
dann vergroBert man den Radius der Trust Region und setzt z(F+t1) = 2(8) 4 ¢/(8),

3. Ist p;, “durchwachsen”, dann bel:iBt man den Radius wie er ist'”” und setzt wieder z(*+1) =
(k) (k)
HASEE S TR

Natiirlich mufl man die Frage was grof3 und was klein ist und wie man vergroert und verkleinert
spezifizieren. In [36] heifit das p, < 411 fiir “klein”, und dann wird 75,1 = %rk gesetzt und
p > % fiir “grof3”, wobei der Radius allerdings “nur” verdoppelt wird. Auflerdem kann man
noch einen Maximalradius 7* vorgeben, der nie iiberschritten werden darf, was zur Regel 7,11 =
min (2r, r*) fiihrt.

8.2 Wahl der Richtung

Als erstes wollen wir uns zwei Methoden zur schnellen niherungsweisen Bestimmung der Min-
imallosung des “Modellproblems” ansehen und damit der “Fortschrittsrichtung” y*).

Definition 8.2 Der Cauchy—Punkt y. ist definiert als y. = 7*y*, wobei y*, T* Losungen der
(sequentiellen) Optimierungsprobleme

min f + ¢"y = q(0) +V7q(0)y, yll,<r,  ming(ry*), [ry'll, <7
yEeR™ TERY

Wihlt man 2*+t1) = 2(®) 44/ wobei y*) Cauchy—Punkt beziiglich gj, ist, dann ergibt das zwar
ein Trust—Region—Verfahren, bei dem ein “verniinftiger” Abstieg gewdhlt ist, siche Lemma 8.7,

aber da
g__, Vi)
1gll2 1Va(0) ]|,

ist, erhalten wir, bis auf die Schrittweitensteuerung, eine Variante des steilsten Abstiegs und von
dem wissen wir ja, siche Lemma 5.9 und Beispiel 5.10, dal} er nicht so grandios funktioniert.
“Verniinftiger” wire es mit Sicherheit, wie beim Newton—Verfahren die Richtung

y(k) =Tk

y= (V%)™ Vq(0) = By

176Das quadratische Modell bleibt dabei unverindert. Man konnte natiirlich hier auch einen “Modell-Update” in
Betracht ziehen, bei dem z.B. neue, néihere Interpolationspunkte gewéhlt werden.
177Es funktioniert ja so halbwegs.
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zu withlen!”8, oder zumindest diese GroBe bei der Richtungsbestimmung in Betracht zu ziehen.
Zu diesem Zweck sehen wir uns einmal an, wie die Losung y" des Minimierungsproblems

: 1
ming(y) = f+9'y+5y" By, |yl <, (8.2)

eigentlich aussieht. Ist 7 = oo, betrachten wir also das unrestringierte Problem, so kennen wir
die Losung: y*© = —B™lg, siehe Beispiel 5.8. Das heiBt aber, daB y" = y> = —B7 g so
lange r > ||y*°||, ist. Andererseits liefert uns aber die Taylorformel, genauer, die Tatsache,
daB der quadratische Anteil nur mit der GroBenordnung ||y||2, der lineare Anteil aber von der
GroBenordnung ||y||, beitragt, daB

y? = limy" = —g = —Vq(0).

r—0

ist. Da nutzt man fiir die sogenannte Dogleg'”’—Methode, bei der man in der steilsten Ab-
stiegsrichtung 3° aus dem Punkt 0 “herausfihrt”, aber dafiir sorgt, daB man in der unrestringierten
Optimallosung y" “ankommt”. Dazu kombinieren wir die Richtungsvektoren des steilsten Ab-
stiegs und der Newton—Richtung

T

0 g g 1 -1
= — nd = —B
4T Bg g u Y g
in eine stiickweise lineare Funktion
o ty°, 0<t<1
y(t)'_{(2—t>y°+(t—1>yl, 1<i<a, €10

die die Eigenschaft hat, daB y(0) = 3° und y(2) = y'. Und dann suchen wir das Minimum
entlang dieses geknickten Streckenzugs, welches immer eindeutig bestimmt ist.

Proposition 8.3 Ist B positiv definit und ist ||y'|| > r, dann gibt es genau einen Wert t € [0, 2],
so daf ||y(t)||, = r und fiir genau diesen Wert ist die Funktion q (y(t)) minimal unter der
Nebenbedingung ||y(t)||, < r.

Beweis: Wir beweisen sogar viel mehr, wir zeigen namlich, dal

{ Iyl < [ly(@)ll;
q(y(1)) = q (y(t))

DaB (8.3) fiir ¢ € [0, 1] gilt, liegt an der Wahl von y°: Das Minimum von ¢ (¢ y°) wird ja gerade
fir t = ¢g”g/g" Bg angenommen. Interessant ist also nur der Fall ¢ € [1,2]; schreiben wir
t=1+s,s € [0,1], dann ist

@) = Ny +s)I2=[ls°+s (" =)
= |+ 25 (' =) o+ 52 v =40,

78Denn mit dieser Richtung, die ¢(0) mit dem Minimum verbindet, wird das quadratische Optimierungsproblem
in einem Iterationsschritt global gelost.
"Encyclopedia Britannica: “dog-leg a thing that bends sharply, in particular a sharp bend in a road or route.”

t<t (8.3)
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Trust Region

Gradient

Abbildung 8.1: Der Pfad des “Dogleg”—Verfahrens und die Trust Region.

und daher

d1 2 1 0T o 1 0]2 1 0T o

Tl =" =o") o +slly' =", > (' =") v

_ 99 (g, 99 \N_ 99 apa (99 99
9" By 9" By 9" Bg ~—— 9"Bg g"B~lg )
—— 20
>0
Seien 0 < \; < --- < )\, die Eigenwerte von B, by, ..., b, die orthonormalen Eigenvektoren
dazu und .
9=">_gibj,
j=1

dann ist

9By =D giocb]Bbi=3 Ngi wnd  g'BTg=3 X5
~— =1

j k=1 =1
7 N

und so erhalten wir, da fiir a, b > 0

a’+b> (a—b)2—|—2ab> 2ab

ab ab _E—z

erhalten wir

LY " A
(9"Bg) (4"B7'g) = > A—ig? =D g+ > <A—] + A—’;) 95 9
Ji;k=1 Jj=1 —_——

1<j<k<n
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> > g+ Y. 200=> g% =l
=1 1<j<k<n k=1

und so ist £ ||y(1 + 5)||3 > 0, was den ersten Teil von (8.3) liefert.
Fiir den zweiten Teil von (8.3) betrachten wir y(1 + s) = y° + s (y' — y°) und

4w+ )

ds
= (s ) G 0 ) B s )
_ gT (yl—y0)+(y1—y0)TBy0+s (yl_yO)TB(yl_yO)

[ J/

=0
< (W' =) (9+BO) + (' ") By ")
= (' =" (9+By") = (' —+") (9— BB 'g) =0,
weswegen wir stindig abfallende Werte erzeugen. 0

Der Beweis zeigt: das Minimum auf dem “Dogleg”-Pfad wird genau dort angenommen, wo
dieser Pfad die Trust Region verldft!

8.3 Exakte Losungen des quadratischen Problems

Cauchy—Punkte und Dogleg—Methode sind nette, aber recht heuristische Ansitze, um eine
ndherungsweise Optimallosung des quadratischen “Modellproblems” (8.2) zu bestimmen. Bess-
er wire es aber doch sicherlich, mit der exakten Losung zu arbeiten. Und die kann man zumin-
dest beschreiben.

Satz 8.4 Ein Vektor y* € R" ist genau dann Lisung von (8.2), wenn ||y*|| < r und es eine Zahl
A > 0 gibt, so daf

(B+M)y* = —g, (8.4)
Ar=1lylly) = 0 (8.5)
(B+ M) > 0. (8.6)

Als Hilfsmittel ein biBchen Analysis quadratischer Funktionen.

Lemma 8.5 Sei B € R™*" symmetrisch und q(y) = gy + 3y* By. Dann gilt:
1. q besitzt genau dann ein globales Minimum, wenn B positiv semidefinit ist und g € B R".
2. q hat genau dann ein eindeutiges globales Minimum, wenn B positiv definit ist.

3. Ist B positiv semidefinit, dann ist jede Losung y von By = g ein globales Minimum von
q-
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Beweis: 1): Hat ¢ ein Minimum y*, dann muf3
0=Vq(y*) =g+ By" und 0< V% (y) =B
weswegen g € BR"” liegen und B > 0 gelten muB. Fiir die Umkehrung wihlen wir ein v € R",

so dal ¢ = —Bv —nach den Voraussetzungen g € B R" muf das ja funktionieren. Dann ist, fiir
beliebiges w € R"

qv+w) = gT(v—l—w)—l—l(U—l—w)TB(ijw)

2
1 1 1
= ¢lv+g¢lw+ ivTBv +vI'Bw + 3 v By > gT’U§UTBU +¢"w — gTw
—gT >0 ——
= q(v),

womit v ein Minimum sein muB, was 3) im Ubrigen gleich miterledigt.

2): Ist y* ein striktes Minimum, so muB nach Proposition 5.2 0 < V?¢(y*) = B sein und
umgekehrt ist fiir eine strikt positiv definite Matrix B ja B R"™ = R" und in obiger Rechnung
gilt die strikte Ungleichung. U

Beweis von Satz 8.4: Ohne Einschrinkung nehmen wir an, daB ¢(0) = 0 ist — fiir die Suche
nach dem Minimum ist der konstante Term irrelevant.

Wir beginnen mit “<=” und nehmen an, es existiere ein A > 0, das (8.4)—(8.6) erfiillt. Zusammen
mit Lemma 8.5 ergeben (8.4) und (8.6), dal y* ein globales Minimum der Funktion

1 1 Ayl
() =g'y+ 5y (B+M)y=g"y+ 5y By +%
| —
=q(y)
ist, es gilt also fiir alle y € R", daf}
a)+ 5 Iyl < a )+ 5 Dl (8.7)

also fiir alle y mit ||y||s <7

v

oA SN
a )+ 5 (12— 12 = a ) +5 (15 =+ 7 = )

1 1
= q@) + 5 Ayl =) +5 A (7 = lwlls) > 0 (v).

J/

q(y)

-

=0 >0

weswegen y* eine Losung von (8.2) sein mul3.
Fiir die Umkehrung, “=-", sei y* eine Losung von (8.2). Ist ||y*||, < r, dann muf nach (8.5) A =
0 sein und dann ergibt sich (8.4) aus 0 = Vq (y*) = g+ By* sowie (8.6) aus 0 < V¢ (y*) = B.
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Interessant wird es also, wenn ||y*||, = r ist, dann miissen wir die Existenz des omindsen A > 0
nachweisen. Nun ist aber y* auch eine Losung des restringierten Optimierungsproblems

) 1 2 9
ming(y), §(Hy\|2—7" ) =0,
—
=:9(y)

und nach unserem Multiplikatoren—Satz 4.13 muB es ein A € R geben, so daB!'®
0=Vq)+Vg)rA=g9+By + " =g+ (B+ )y,

also mu g = — (B + AI) y* gelten. Unter Verwendung von (8.7) gilt somit wegen der Mini-
malitédt von y*

* )\ *
lwll,=r = aw)=a@)+3(ly 13— llyll3) -

also
* )\ * 12 2
0 < qly)—qy)— B (Il 115 = lwll3)
T 1T T x 1*T * 1*T * 1T
= g Yty By—g'y —5Y By ~5Y (AD)y +5Y (AD)y
* 1 * * * * *
= gT(y—y)+§(y—y)T(B+M)(y—y)+yT(B+M)y —y T (B+ )y
* * 1 * * * *
= —(y—y) (B+N)y +§(y—y)T(B+M)(y—y)+(y—y)T(B+M)y
1 * *
= §(y—y)T(B+M)(y—y),

also ist (B + AI) positiv semidefinit, weil die Vektoren

y—y*
{i—* : Hy||2—r}
||y_?J ||2

eine dichte Teilmenge der Einheitskugel bilden. Bleibt zu zeigen, dal A > 0 ist. Da (8.4) und
(8.6) erfiillt sind, sagt uns Lemma 8.5, 3), dall y* ein globales Minimum von

1
ny) =gy + §yT (B4+ X))y

ist. Konnten wir nun nur A < 0 wéhlen, dann liefert uns wieder einmal (8.7), daf} fiir alle
y € R lylla > r = [[y*[|,, daB

A
=}

=~ =0
* A N
ay) 2aly)+ 3

2 2 *
(v [I5 = lyll3) > a (y*),

J/

-~
>0

180Und hier ersetzen wir das \ in (4.9) durch —\.



8.3 Exakte Losungen des quadratischen Problems 157

und da y* schon das Minimum auf {y : ||y|| < r} war, ist also y* ein globales Minimum von
g. Nach Lemma 8.5, 1), wire dann aber ¢ = —By* und B wire positiv semidefinit und wir
konnten, im Widerspruch zu unserer Annahme, eben doch A = 0 wihlen. [l

Jetzt konnen wir also mit Hilfe von Satz 8.4 das “lokalisierte” Optimierungsproblem (8.2) in
Angriff nehmen:

1. Wir bestimmen zuerst y als Losung von'®! By = —g und testen, ob ||y|| < r. Wenn ja,
dann kénnen wir nach (8.5) A = 0 wihlen, und y ist die gesuchte Losung, auerdem ist
B positiv semidefinit.

2. Ansonsten miissen wir einen Wert A > 0 bestimmen, so da3 B + A\I positiv semindefinit,
besser (strikt) positiv definit, ist und dann (B + A\I) y(\) = —g losen. Allerdings, und
das macht die Sache interessant, muf} gleichzeitig ||y(\)|| = r gelten.

Schauen wir uns also mal an, warum es so ein A immer geben mul}. Da B eine symmetrische
Matrix ist, gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™ ", QTQ = QQT = I, mit orthogonalen
Spaltenvektoren ¢; € R", 5 = 1,...,n, so da
A1
Q"BQ=A= ;NS S,
An

wobei nicht unbedingt A; > 0 gelten muf3 — wir haben nicht vorausgesetzt, dal B > 0 sein soll!
Ist nun A > 0 so gewihlt, daf3

B+ M =QAQT + X\QQT = Q (A + A Q"

. . . 182 . . T
invertierbar ist'®*, dann ist, mit Q =} g;e;,

y(A) = —(B+M)g=-Q(A+A)"'Q"yg
T
= <Zq] J> (A+ NI~ (quek>
(A1 + )\)
= sumiy_,qj €] ki
(A + A7
5]~k(A:A)*1

_ _Z”: q q] Z 49

: A+ A 9

j=1

81 Hier konnen wir unser “Lieblingsverfahren” verwenden. Symmetrische Matrizen, vor allem dann, wenn sie
auch noch positiv semidefinit sind, sind ja dankbare Kandidaten fiir die Cholesky—Zerlegung und fiir das iterative
GaufB—Seidel-Verfahren.

182Was, unabhiingig von A fiir alle A € R, abgesehen von endlich vielen Ausnahmen, gilt.
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was uns, wegen der Orthogonalitit der g;

n 2

Z 4G9 49 7
= E 8.8
Jik=1 j:l
=8,k
liefert. Ist nun ¢! g # 0, dann hat diese Funktion eine Singularitit an A\ = —\y, ist aber fiir

A € (—A1, 00) wohldefiniert und erfiillt ||y(\)|], — O fiir A\ — oco. Mit anderen Worten:
Ist gl g # 0, dann gibt es ein X € (—\y,00), so daf |ly(\)||, = .

Was aber passiert, wenn qip g = 0 1ist? Auch kein Beinbruch, denn dann beginnt eben erst bei
j = 2, oder, wenn allgemein ¢ g = --- = ¢ql'g = 0, eben bei j = k + 1 und wir finden
dann halt ein A € (—\py1,00), das die gewiinschte Eigenschaft hat. Allerdings: Die positive
Semidefinitheit setzt immer noch voraus, dal A > — )\, ist.

Zur Berechnung von A konnte (und wird) man nun wieder das Newton—Verfahren verwenden,
um eine Nullstelle von F'(\) = ||y(\)||,—r zu berechnen. Dabei taucht aber ein kleines Problem
auf: Fiir A\ ~ —\y ist F(A) ~ (A4 A;)~", was uns noch nicht einmal lokale Konvergenz des
Newton—Verfahrens garantiert, denn F” und F"” sind in einer Umgebung von — \; unbeschrinkt.
Das ist aber halb so wild, dann betrachten wir eben

1

1
F(\) = - (8.9)
lyMI
die sich um —\; wie A+ \; + C' verhilt — also wesentlich anstindiger. Fiir die Newton—Iteration
F (M)
Aol = A\p — keN
k+1 kT g )’ € No,

brauchen wir also die Ableitung F”, die sich mit Hilfe von (8.8) als

/2 _

PO = 20 (B ™ = =5 (OB ™ - Iy

1 n-3/2 d [ (QJTQ)2 B =32 [ (qug)2
= 5 () (Z m) =3 ~ (ly012) (Z 20T )\)3)
_ RS (qf9)2

= Iyl <Z WY

j=1

bestimmen 14Bt. Fiir den zweiten Term sei B+ = G1 G, die Cholesky—Zerlegung von B+ A1
und wir setzen z()\) = G "y()\). Dann ist

_ T /e 1

HZ(/\)HS = (G,\T?J()‘)) (G,\T?J()‘>):?JT G,\IGAT?J
——

=(B4AI)!

= (=(B+AD) " g) (B (=(B+ ) g) = g7 (B+AD)®
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3

= ¢'Q(QT(B+AM)"Q) Q"y

=(A+AD)~?

n [ (AN n
= (Z 0 g €j> (Z a9 eg)
j=1 A+ 272 7=l

v

und somit

)

FO) (1 1Y O (W) 7= vl
_<Hy(A)H2 ) B (Hzmuz) r

was sich nun ganz gut als Newton—Iteration verwenden 146t:

||y<Ak>||2)2 r—[ly (M,
1z (W)l r

Um dafiir zu sorgen, da3 B 4+ A\, I auch immer positiv definit ist, empfiehlt es sich, mit grofien
Startwerten von \ zu beginnen, indem man z.B.

>\k+1 =\ — ( , k € Np. (8.10)

Ao 2 p(B) = max {|u| : ker (B —pl) # {0}, p €}

wihlt, wobei p(B) den Spektralradius der Matrix B bezeichnet; fiir diesen Wert gibt es Ab-
schitzungen, die man mit verhiltnisméBig geringem Aufwand berechnen kann.

8.4 Konvergenz von Trust—Region—Verfahren

Wir zeigen nun, daf} die Trust—-Region—Verfahren unter bestimmten Voraussetzungen tatsdchlich
gegen eine Minimallosung konvergieren. Dazu nehmen wir zuerst an, dall wir den linearen Teil
des quadratischen Modells exakt wihlen, d.h., fi, = f (z*)) und g, = V f (™), also

1
a(y) = f (@) + VI (@0) y+ Sy" By (8.11)
AuBerdem seien 0 < p_ < p; < 1 die Schwellenwerte fiir pj, nach denen entschieden wird,
ob py als “groB3” (> p.) oder als “klein” (< p_) angesehen wird.

Satz 8.6 Ist f € C' (R™) nach unten beschrinkt und gibt es eine Konstante 3 > 0, so daf
| Bkll, < B, k € No, dann gilt fiir das Trust—Region—Verfahren mit den exakten Lisungen von
(8.2), dafs
liminf ||V f (z®)| = 0. (8.12)
k—o0
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Zuerst halten wir fest, daB Cauchy—Punkte und alles, was “besser” als diese ist, fiir eine “spiirbare”
Verbesserung des Modells sorgen.

Lemma 8.7 Fiir das quadratische Modell (8.11) und den zugehérigen Cauchy—Punkty = y.(r)
gilt

0 0) = 0) > 5 1910 min (e ) 8.13)

Da “Dogleg” und exakte Losung ja nur zu Verbesserung des Ergebnisses fiihren, das man mit
Hilfe des Cauchy—Punkts gewinnt, erhalten wir unmittelbar das folgende Resultat.

Korollar 8.8 Die Abschiitzung (8.13) gilt auch fiir y(r), das mit Hilfe der Dogleg—Methode
oder durch exakte Losung des Modellproblems erhalten wird.

Beweis von Lemma 8.7: Wir schreiben g = V f(x), was uns die Richtung y* = liefert.

; "ol ||
Dann ist

2
% T
q (Ty ) - Q<O) = _TTHQHQ + 7—2 HgHQ.gTBg
2

Dieser Ausdruck ist monoton fallend in 7 falls " Bg < 0 ist — in diesem Fall wihlen wir
7% = 1 — und eine konvexe quadratische Funktion in 7 wenn g” Bg > 0 ist. In diesem zweiten
Fall wird das globale Minimum fiir

-1 3
e _ "llall: <r gTBg) _ LV (=)l
2 9113 r g"Byg

(8.14)

oder 7* = 1 angenommen — je nachdem welcher der beiden Werte eher kommt. Und genau
diese drei Fille miissen wir jetzt (natiirlich) auch unterscheiden.

1. Ist g" Bg < 0, also 7* = 1, dann ist

1 2
1) = a(0) = —rllgll+ 57 "By < ~rlgle < ~57lgl
1 IVf@)
< L vi@l, mm(r )

2. Ist g Bg > 0 und erfiillt das 7* aus (8.14) die Bedingung 7* < 1, dann ist

. 1(7”7*)2
¢ (ye(r)) = a(0) = = (r7°) llgll2 + 5~—5-9" B
913
||g||2 H o+ 1 lgls ¢™Bg _ 1llglle _ 1 gz 1lgl3
2( TBg)* llglI? 2¢g"Bg — 2|Blllgl3 2Bl

< 5197 min (5 57
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3. Ist schlieBlich g Bg > 0, aber erfiillt das 7* aus (8.14) die Bedingung 7* > 1, das heift
also, daB g Bg < ||g||3/r, dann miissen wir 7* = 1 wiihlen und erhalten, da3
1 r
¢ (Ye(r)) = ¢(0) = =rllgll2 + 5 gpd B9 < —rllgll2 +
2

1 1 1 .
= —rllgllz +57lglla = =5rllgllz < =5 [VF(2)]| min (r,

gl

1
21|gll3
||Vf(fff)||2>
1Bl )

3
2

In jedem dieser Fille folgt (8.13) durch Multiplikation mit —1. U

Beweis von Satz 8.6: Wir bemerken zuerst, da wegen ¢;(0) = f (x(k))

T (y(k)) —f ($(k) + y(k))
qr(0) — qx (y(k))

@ (YY) — a1 (0) + f (a®) = f (2® 4+ y )
@(0) — qx (y(k))

fa®) =@ +y®)  a(0) — g (y™)

4k (0) — qi (y™) 4k (0) — qx (y¥)
= |pr—1]. (8.15)

Nach der Taylorformel ist auBerdem

£ (z® + y®) = f (2®) + TTF (20 y® +/1 (VF (2® + ™) — Vf (20))" 5 at,
~ ~ 0

= (y?)) = Ly® T Bry®)

weswegen sich

‘ka <y(k)) —f (x(k) + y(k))‘
1

0
1
< By(k)TBky(k) + / (Vf (x(k) _|_ty(k)) VY (x(k)))Ty(k) dt‘
0
B 2
< S Il 4w (V£ ™) v, (8.16)

151, (g [y, +w (V. Hy(k)Hz)> < Tk (grk +w(V/f, Tk)) 8.17)

ergibt, wobei der Stetigkeitsmodul w(F,0) fir F € C' (R™)" als

w (F,0) = sup sup ||F(z+d) = F(z)]l
v Jld|<s

definiert ist und w(F, §) — 0 fiir § — 0 erfiillt.
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Nach all den Vorbemerkungen nehmen wir nun an, daf (8.12) nicht erfiillt wire, das heif}t, es
gibt ein € > 0, so daB ||V fx|| > &, k € Ny. Nach Lemma 8.7 ist dann auch der Nenner von
(8.15) nach unten beschrinkt, denn es ist

1 : IV fill € . €
_ (*)) > = 2) > — . 8.18
qk(()) Ak (y ) =9 vakHQ min <T’k, ||B|| =9 min | T, /6 ( )
Setzen wir nun (8.18) und (8.17) in (8.15) ein, dann erhalten wir, daf3
i (re B+ 2w (V1))
e min (rg, /)

ok — 1] < (8.19)

Ist nun r, < €//3, dann wird (8.19) zu

e+ 2w (V f,r)

€
und es gibt eine Schranke 7, so daB fiir jedes r < 7 die Ungleichung |px — 1| < |1 — p4|
erfiillt ist, was dazu fiihren wiirde, daB 7, > 74, ist'®. Das heiBt aber, daB eine Verkleinerung
der Trust Region nur dann eintreten kann, wenn 7, > 7 ist, dann aber mit Sicherheit wieder
vergroBert werden muB. Sei 0 < v < 1 dieser Verkleinerungsfaktor'®4, dann erhalten wir, daf

Tk Z min (7’0,"}/77) s ke No, (820)

ok — 1] <

die Radien der Trust Regions sind also nach unten beschriankt. Insbesondere bedeutet (8.20),
daB unendlich oft p, > p_ gelten muf3, denn sonst wiirde ja fiir & — oo die Folge r, — 0
konvergieren. Nehmen wir also an, daB, nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, p;, >
p_, k € Ny, gilt, dann erhalten wir, dal

F (@) = £ (2%9) > p (ge(0) — g (4™)) = = min (rk, 5)

C > f(@®) = f(x*) = A (f (z9) = f (xU*1)) > if’—g min (Tjﬁ)

2

_€& _£ . . €
- 225 rj+p—#{3:9§k,rjz—},
2 ri<e/B 25 6
j

was fiir alle k € Ny gelten muB. Mit £ — oo erhalten wir somit, daf}

und somit -
Z r; < 00 - lim r; =0
J]—00
j=0
ist, was den langersehnten Widerspruch zu (8.20) liefert, weswegen (8.12) eben doch erfiillt
sein muf. U

183Beispielsweise, indem man dann, wie auf Seite 151, 7441 = 27, wihlt.

'81m Beispiel auf Seite 151 war dies v = 1.
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