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Statt einer Leerseite ... 0

Es gibt sogenannte Mathematiker, die sich gerne ebenso fiir Gesandte der
Weisheit gehalten wissen wissen mochten als manche Theologen fiir Gesandte
Gottes und ebenso das Volk mit algebraischem Geschwiitz, das sie Mathe-
matik nennen, als jene mit einem Kauderwelsch hintergehen, dem sie den
Namen biblisch beilegen.

[...]

Dieses ist so gewif3, als (a —x) - (a +x) = a?

—x? ist.
Georg Christoph Lichtenberg

Da war alles so klar und einfach gesagt und doch nicht trocken; selbst in
den mathematischen Entwicklungen verschwand nie der Endzweck des
Ganzen; [...]

Kurd Lafiwitz, Aspira
Reality is software. What does it matter what system its running on?
Rudy Rucker, Postsingular

It always does seem to me that I am doing more work than I should do. It
is not that I object to the work, mind you; I like work: it fascinates me. I can
sit and look at it for hours. I love to keep it by me: the idea of getting rid of
it nearly breaks my heart.

Jerome K. Jerome, Three men in a boat

Don’t ask me things I don’t know. I can’t tell you the answers. And don’t
ask me things I do know, because I won't tell you the answers.

Raymond Chandler, The High Window
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4 1 WAS WILL NUMERISCHE MATHEMATIK?

To solve a well-conditioned problem with
an ill-conditioned method is a numerical
crime.

W. Gautschi

Was will Numerische
Mathematik? | 1

Viele Probleme aus der ,realen” Welt lassen sich mathematisch formulieren und dann
entweder von Hand oder unter Zuhilfenahme eines Computers 16sen. Dabei stellt man
im allgemeinen die folgenden Forderungen an ein Losungsverfahren:

Interpretierbarkeit: Ein potentieller Anwender will die Lésung interpretieren kénnen.
So ist beispielsweise 7 oder! Root0f( x"13 - 12 x°7 + 9 x°3 - 1 ) in vielen
Fallen nicht ausreichend.

Effizienz: Die Losung soll innerhalb einer bestimmten problemabhéngigen Zeitspanne
(Echtzeit?) geliefert werden.

Genauigkeit: Die berechnete Losung soll innerhalb einer bestimmten Toleranzschranke
um die gewiinschte Losung liegen.

Um die ersten beiden Forderungen, also Interpretierbarkeit und Verfiigbarkeit gewéahrleis-
ten zu konnen, mufl man sich meistens mit einer Ndherung an die exakte Losung
zufriedengeben. Numerische Mathematik beschiftigt sich nun mit

e der Konstruktion von Verfahren zum Auffinden von , Losungen”.
e der Analyse dieser Verfahren beztiglich Effizienz und Storungsanfilligkeit.

Oftmals gibt es natiirlich mehrere Losungsverfahren fiir ein Problem, die zudem fiir
einen Problemtyp sehr gut, fiir einen anderen sehr schlecht sein konnen. Natiirlich gibt
es auch Verfahren, die immer schlecht sind. AufSerdem sind viele , Verfahren”, die man
so in ,reinen” Mathematikvorlesungen kennenlernt, in der Praxis mit einiger Vorsicht
zu geniefien. Wir werden uns mal ein paar Beispiele ansehen.

!Derartige Losungen bekommt man oft bei sogenannten Computeralgebrasystemen, die symbolische
Rechnungen durchfiihren. Das hat den Vorteil, daf die Ergebnisse immer zu 100% richtig sind, aber eben
auch den Nachteil, daf8 sie manchmal eher nutzlos sind.
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%% Diffl.m (Numerik I)

b ST
%% Berechnung der Ableitung

%% Eingabe:

hto fn  Name der Funktion

YAA x Stelle
YA N Schrittweite 2~ (-N)
%% Nur fuer Octave!

function res = Diff1( fn,x,N )
h=1;

for i O:N
res ( feval( fn,x+h ) - feval( fn,x ) ) / h;
h = h/2;
printf( "2°{-%d} : %lle\n", i, res );
end
%endfunction

Programm 1.1 Diff1.m: Differentiation

1.1 Berechnung der Ableitung

Die Ableitung einer Funktion f € C 1(R) ist bekanntlich definiert als

f(x) = lim TFM=F) R
h—0 h

Um diesen Grenzwert auszurechnen, verwenden wir Diff1.m. Tatsdchlich sieht man
aber beim Aufruf

Diff1( "cos", 1, 55 );
daf3 sich die Werte zuerst dem korrekten Wert -.841471 anndhern, dann aber wieder

davon entfernen und schliefslich .00000 werden und auch bleiben. Es ist also von
entscheidender Bedeutung, bei der Limesbestimmung auch friih genug aufzuhoren.

1.2 Losung eines linearen Gleichungssystems

Wir betrachten eine Matrix A € R™™" sowie b € R™ und suchen nach x € R", so
dafs Ax = b. In der Linearen Algebra lernt man ein , Verfahren”, um x zu berechnen,
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ndmlich die Cramersche Regel. Dazu definieren wir die Matrizen

aynr ... am,] b1 a]/j+] coe Qin

Qnl +-+ Quj-1|bn|Qnjr1 ... Qnn

Satz 1.1 Die Losung x von Ax = b ergibt sich als

~ detAj(b)

= j=1,...,Mn. 1.1
b detA ' ) reees Tt (1.1

Die Determinanten kdnnen wir nach der Leibniz-Regel berechnen:

n
detA = (=1 Y (=) ajdetAy,  j=1,...,m,

k=1
wobei ) -
anr ... Ak ark+1r ... Qin
A = aG-11 --r Gak-1 G1k+1 .- Gin
) Gr11 oo G k-1 G41kH1 - QGipin
| On1 ... Qpk-1 Ank+1 ... Onn |

diejenige Matrix ist, die man aus A durch Streichung der j—ten Zeile und der k-ten
Spalte erhilt. Das fiihrt zu folgendem , Algorithmus”:

1. Berechne a = det A.

2. Ist a = 0, dann ist das Problem unlésbar, ist a # 0 berechne die Werte x;, j =
1,...,m,nach (1.1).

Zu dieser ,Losungsmethode” kann man einiges sagen:

e Der Test a = 0 setzt voraus, daf detA in einer exakten Arithmetik? berechnet
wird, denn ansonsten kann man sich fast sicher sein, dafs durch Rundungsfehler
der Wert leicht verdandert und somit # 0 wird.

e Die Determinantenberechnung ist sehr aufwendig: sei f(n) die Anzahl der Rechen-
operationen, die man fiir die Berechnung einer n x n Determinante benoétigt,
dann sagt uns die Leibniz—Regel, daf8 f(2) = 3 und f(n) = 2nf(n —1), also

f(n) = gznn!

2Mit der auf Computern vorherrschenden nicht-exakten Arithmetik und deren Konsequenzen wer-
den wir uns im néchsten Abschnitt beschéftigen.
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Wir werden spéter sehen, daf3 ,,verniinftige” Vefahren zur Berechnung der Losung
Cn? Rechenoperationen benstigen.

Dies wird besonders heftig, wenn man die Determinante in exakter Arithmetik
(z.B. in MAPLE) berechnet.

e Die Berechnung von Determinanten ist extrem anféllig gegen kleine Stérungen
der Elemente, also instabil.

Wenn man also ein Problem praktisch l6sen will, ist es, im Gegensatz zur ,theoretis-

chen” Mathematik wirklich wichtig, wie man es macht.

1.3 Berechnung der Varianz

Die Berechnung von Mittelwerten und Varianzen ist eine hdufig auftretende , Arbeit”
in der Statistik, die so monoton und stupide ist, dafs man sie besser dem Computer
tiberldfit. Dabei kann man aber durchaus einiges an Fehlern einbauen, wenn man sich
nicht auch um die Numerik kiimmert.

Definition 1.2 Es sei X = (x1,...,xn) € RN ein Vektor von Zahlen (MefSwerten . ..). Der
Erwartungswert E(X) ist definiert als

1 N
E(X) = NZXJ-, (1.2)
j=1

und die (empirische) Standardabweichung als

1
N—1:

)

S(X) =

N
(x; —E(X))". (1.3)
=1

Die Grofse V(X) = S%(X) bezeichnet man als Varianz.

Das Problem bei der naiven Berechnung der Varianz besteht nun darin, dafs man die
Mefswerte zweimal durchlaufen miisste, zuerst bei der Berechnung des Erwartungswerts
und dann bei der Berechnung der Abweichung vom Erwartungswert. Dies wiirde es
notig machen, die Mefiwerte zwischenzuspeichern, was bei vielen, vielen Mefswerten
ein zusitzlicher Programm- und Speicheraufwand wiére. Daher sucht man nach Meth-
oden, die mit nur einem Durchlauf durch die Daten auskommen.

In vielen Statistikbtichern findet man die folgende, sehr ansprechende Formel:

2

N N
1 ,
V(X) - ﬁ ]E_] X]' - N ]E_] Xj . (14)



8 1 WAS WILL NUMERISCHE MATHEMATIK?

%% Varianzl.m (Numerik 1)
/ey
%% One-pass Varianzberechnung auf die ‘dumme’ Art

%% Eingabe:

YA X Vektor

function V = Varianzi( x )
N = length( x );
S =0;
Q=20;

= 1:N
S + x(i);
Q + x(i)~2;

-

for
S
Q

end

V=sqrt( (Q-S82/N) / (N-1) );
Y%endfunction

Programm 1.2 Varianz1.m: Varianzberechnung nach (1.5), (1.6) und (1.7).

Damit ergibt sich die Berechnungsvorschrift

So. = Qo=0 (1.5)
S = §5.1+x, QjZQj_]-i-ij, j=1,...,n (1.6)
und
S(X) = L S (1.7)
“ANCT (TN ) '
Ubung 1.1 Beweisen Sie die Formel (1.4). &

So schon diese Formel ist, so schon kann man damit auf die Nase fallen.

Beispiel 1.3 (C—Programm Var.c) Um die Effekte richtig sichtbar zu machen verwenden wir
ein C—Programm, bei dem in einfacher Genauigkeit (float) gerechnet wird.

1. Wir betrachten X = (5000, 5001, 5002). Man sieht leicht, dafd E(X) = 5001 und S(X) =
1. Das Programm liefert aber® den ziemlich falschen Wert S(X) = 0.707107.

3Auf (m)einem Pentium II unter Linux, SuSE Version 6.0 — also schon ein klein wenig veraltet in
Zwischenzeit.
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/*
Var.c
Berechnung der Varianz einer Folge

Compile: gcc -o Var Var.c -1m

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>

float sqr( float x ) { return x*x; }
float Var( unsigned N, float *data )
{

float s1 = 0, s2 = 0;

unsigned n;

for (n=0; n < N; n++ )
{ s1 += sqr( dataln] ); s2 += dataln]l; }

sl —= sqr( s2 ) / N; s1 /= (float)( N - 1);

return (float)sqrt( sl );

main()

{
static float data[1111];
unsigned N,n;

/* Einlesen */

scanf ( "%d", &N );
for (n =0; n < N; n++ ) scanf( "Yf", data + n );

/* Ausgeben */
printf( "Var = %f / %f\n", Var( N, data ) );

Programm 1.3 Var.c: Das erste, letzte und einzige C-Programm. Es berechnet die
Varianz nach (1.5), (1.6) und (1.7) in einfacher Genauigkeit.
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%% Varianz2.m (Numerik 1)

Ty =

%% One-pass Varianzberechnung auf die ‘clevere’ Art
%% Eingabe:
YA X Datenvektor

function V = Varianz2( x )
N = length( x );

M=Q = 0;

for i = 1:N
Q=Q+ (i-1)x*(x@) -M)2/i;
M=M+ (x() -M) / i;

end

V = sqrt( Q / (N-1) );
endfunction

Programm 1.4 Varianz2.m: Varianzberechnung nach (1.9), (1.10) und (1.11).

2. Noch besser wird es fiir X = (10000, 10001, 10002): Das Ergebnis wird dann NaN (not a
number), d.h., es gibt keine Standardabweichung mehr oder diese ist eine komplexe Zahl*

Fiir ein stabileres Verfahren setzen wir Xy = (x1,...,Xx) und bestimmen die Werte
Mc=E(X) und Q= (k—1)V(X)? (1.8)
mittels der Berechnungsregeln My = Qo = 0 und

G-1) (4 —Mj)*

Q = Q1+ ; , i=1...n (1.9)
M; = Mj_1+xj%Mj“, i=1,...,n. (1.10)

Das Ergebnis ist dann
V(X) = NQj - (1.11)

Dieses Schema berechnet die Variation aus Beispiel 1.3 korrekt zu V(X) = 1.00000.

*Was ein klein wenig im Gegensatz zu (1.3) steht, wo lediglich nichtnegative Zahlen aufsummiert
werden.
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fJbung 1.2 Beweisen Sie, das My und Qy aus (1.8) tatsdchlich den Rekursionsformeln
aus (1.9) und (1.10) gentigen. &

Satz 1.4 Numerik ist zu wichtig, als daf$ man sie den Statistikern iiberlassen sollte.

1.4 Aber sowas passiert doch nicht wirklich ...

Beispiel 1.5 (Borse von Vancouver) Der Aktienindex der Borse von Vancouver wurde in
den frithen 80ern mit Computern berechnet. Im Januar 1982 wurde der Aktienindex mit dem
Wert 1000 gestartet und landete im November 1983 bei einem Stand von 520, obwohl allem
Anschein die individuellen Aktien eigentlich ganz gut standen. Grund: Der Index wurde auf
drei Dezimalstellen berechnet und dann wurde abgeschnitten anstatt zu runden. Dieser Index
wurde (wohl aus dem ,alten” Index und den individuellen Differenzen der Aktien) mehrere
tausend Mal pro Tag upgedated und jedes Mal wurde abgeschnitten anstatt zu runden. Nach
einer Neuberechnung mit Rundung verdoppelte sich der Aktienindex beinahe.
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Unwissenheit ist der schlimmste Fehler.

Persisches Sprichwort

Fehleranalyse 2

Eine besonders schone, elementare und lesenswerte Einfiihrung in das Wesen und Un-
wesen der Rundungsfehler und deren Konsequenzen ist die Arbeit von Goldberg [12]
—in ihr findet sich auch der Beweis der Kahan-Summation (Satz 2.25).

Zuerst wollen wir uns aber mit den grundlegenden Problemen beim Rechnen mit
endlicher Genauigkeit auf heutigen (digitalen) Computern befassen. Dabei werden zwei
Typen von Fehlern untersucht.

Definition 2.1 Es sei ¢ eine Zahl und € die berechnete Grife.
1. Als absoluter Fehler wird der Wert

€abs = €q == [C— ],

2. als relativer Fehler (fiir c # 0) die Grofse

€ —cl

erel - er = ’C’

bezeichnet.

Wie der Name schon sagt, gibt uns der absolute Fehler die absolute Genauigkeit des
Ergebnisses an, wahrend uns der relative die Anzahl der korrekten Ziffern im Ergebnis
angibt, wie sich mit der folgenden Ubung leicht verifizieren lésst.

I"Jbung 2.1 Zeigen Sie: wird die B-adische Zahl x = .x1x3 - - - X0 X B, x; €{0,...,B—
1},e € Z,durch X = %1%; - Roo X B, %j € {0,...,B — 1}, mit einem relativen Fehler
von ¢ angendhert, so stimmen praktisch5 immer die ersten —logy ¢ Stellen von x und
R tiberein. %

SEs gibt ein paar mehr oder weniger pathologische Ausnahmen - diese kann man sich im Rahmen
eines Losungsversuchs ja herleiten!
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2.1 Gleitkommazahlen und -operationen

Alle heutigen Rechner verwenden eine sogenannte Gleitkomma-, FlieSpunkt-, Gleitpunkt-
oder Flieff(kommaarithmetik (engl. ,floating point”).

Definition 2.2 Die Menge IF = IF (B, m, E) von Gleitkommazahlen zur Basis B € IN, mit
Mantissenlinge m € IN und Exponentenbereich € C Z besteht aus allen Zahlen der Form

m
+() &BT| B,  dj€{0,...,.B—1}, eckE.
j=1

Wir schreiben diese Zahlen auch als
+.dy---dyn x BS
Die Ziffern dy - - - dm bezeichnet man auch als Mantisse.

Normalerweise sind Gleitkommazahlen binar, das heifst, B = 2. Schematisch sehen
dann diese Zahlen so aus:

’ + ‘d]"'dm‘ er---ex ‘
T T T

Vz Mantisse Exponent

Der Exponent wird in einem , ganz normalen” vorzeichenbehafteten Ganzzahlformat
(Einer- oder Zweierkomplement?) dargestellt. Achtung: damit wird der Exponenten-
bereich normalerweise nicht symmetrisch sein.

Bemerkung 2.3

1. In obiger Darstellung kann es die Zahlen +0 und —0 geben und diese konnen sehr wohl
unterschiedlich sein.

2. Fiir die Grofle des Zahlenbereiches ist die Linge des Exponenten verantwortlich, fiir die
Genauigkeit der Rechenoperationen hingegen die Mantissenlinge.

3. Der darstellbare® Bereich von T ist das Intervall

D (IF) — _BmaxE’ _BminE—]i| U [BminEflleaxE U{O}

Entsteht beispielsweise durch Rechnung eine Zahl x mit [x| > B™® £, dann spricht man
von Uberlauf (diese Zahlen haben den Wert co), bei [x| < B™™ =1 spricht man hingegen
von Unterlauf.

®So ist die Aussage nicht ganz richtig: es ist moglich betragsmifig kleinere Zahlen darzustellen,
namlich bis hin zu +B™"E~™m_ Solche Zahlen, deren erste Ziffer 0 ist und bei denen der Exponent
gleichzeitig minimal ist, bezeichnet man als subnormal. Allerdings wiirde eine detailliertere Betrachtung
unter Bertiicksichtigung subnormaler Zahlen die Darstellung verkomplizieren, ohne viel zu bewirken.
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Definition 2.4 Eine Gleitkommazahl x = .d; - - - .dym X B® € F heif$t normalisiert, wenn
d; #0.

Eigentlich sind normalisierte Gleitkommazahlen auch die ,verniinftigen” Gleitkom-
mazahlen: Wenn man schon nur endliche Genauigkeit zur Verfiigung hat, macht es ja
nur wenig Sinn, Ziffern damit zu vergeuden, dafy man fithrende Nullen mitschleppt.

Definition 2.5 Die Zahl u = 1B'~™ heifit Rundungsfehlereinheit (unit roundoff).

Der Name , Rundungsfehlereinheit” kommt daher, dafl dies gerade der relative Fehler
ist, der auftritt, wenn man von einer darstellbaren rellen Zahl x zur ndchstgelegenen
Gleitkommazahl X € T iibergeht. Wer ein Herz fiir Metriken hat, kann dies also als die
(relative) Distanz zwischen IF und D(F) C R bezeichnen.

Proposition 2.6 Fiir jede Zahl x € D (IF) gibt es eine normalisierte Gleitkommazahl X € F
und ein & € [—u,ul, so dafs
X=x(1+9).

Beweis: Wir schreiben x in seiner normalisierten B—adischen Entwicklung als
o0
x = £B® ijB*J = +.x1%p - - X BS,
=1

wobei x; # 0, also B¢™! < [x| < BE. Ohne Einschrankung kénnen wir aufSerdem an-
nehmen, dafs x > 0 ist.
Es seien

X| =X Xm X B¢ €F und xp:= (X1 xm+B™™) xB® €F,

dann ist x| < x < xq und einer der beiden Werte ‘x— X L‘ und ‘x — XT‘ ist < %Be’m,
denn sonst wire ja

BE™ =xp—x; = (x—x) + (x —x|) >BE™.
Wihlt man % € {x|,x;} passend, dann ist also

o e—m
-8 _1BE™ ]

x| — 2Be 1 2

1-m

Dieser Beweis ist einfach, irgendwie auch konstruktiv, aber keine praktische Rechen-
vorschrift, denn er erfordert die Kenntnis aller Stellen von x.
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Fiir einen alternativen Bewedis fiir gerade” Werte von B setzen wir

B
X, Xm+1 < 3, e
= o = RITREE e x BF€.
Yy {X—f—B ; 1’ Xm+12%-} Yo-Y1 Ym Yoo
Dabei kann es zwar passieren, dafs yo = 1 ist (z.B. beim Aufrunden von .995 auf zwei
Stellen), aber dann muf§ y; = - - - = Yy, = 0 sein. Nun setzen wir
Q.Z{ Y1+ Ym X B Yo =0,
' Yo+ - -Ym-1 X BEH! Yyo=1,

(Achtung: & = .yo - - - ym X B¢ da ym, = 0!). Dann ist

T B %
Q= X‘l‘{ _X'm—HBe e Xmtl1 < 3 o x4 Be—j
B/2—x pe—m-! Xma] > B ) '
(B/2—xmt BN, b [T 2
Also definieren wir 5
N Xm+1 Xm+1 < 3,
Em+1 = B > B
Xm+1— 7 Xm41 = 3

und da B gerade ist, ergibt sich

B B
Em41 < B = Em+1 < 3

und somit
s .
x—% = B¢ B ™ e+ Z x;B™
j=m+2
B B~
< BB ™ (=1 B—-1)—5—
< o (G v niT)
= lgegrm < Lypiom —
2 —2 '
Das Interessante am zweiten Beweis ist die Tatsache, dafd wir zur Bestimmung von X
nur die ersten m + 1 Ziffern von x kennen miissen®. U

Ubung 2.2 Zeigen Sie: Bei Verwendung einer ungeraden Basis B kann man unter Ver-
wendung von m + 1 Ziffern nicht mit der gewiinschten Genauigkeit u auf m Stellen
runden. Funktioniert es mit m + k Stellen fiir irgendein k > 1? &

“Man kann sich relativ leicht klarmachen, warum die Basis eine gerade Zahl sein muf}: Nachdem
man ja immer die B Ziffern 0,...,B — 1 zur Verfiigung hat, rundet man im Falle einer geraden Basis
gerade die Hilfte der Ziffern auf und die Halfte der Ziffern ab, ist hingegen B ungerade, so mufs man
bei Auftreten der Ziffer % die Entscheidung, ob auf- oder abgerundet werden soll, auf die nédchste
Ziffer ,vertagen”. Und wenn die wieder % ist...

8Und das funktioniert eben nur, wenn die Basis B eine gerade Zahl ist
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Definition 2.7 Die Gleitkommaoperationen
{©0,0 0 FxF—F
werden wie folgt ausgefiihrt:

1. Addition (®, ©): Schiebe die Zahl mit kleinerem Exponenten so lange nach rechts’, bis
die beiden Exponenten gleich grofs sind, fiihre dann die Operation aus, normalisiere das
Ergebnis und runde auf die nichste Zahl aus IF.

2. Multiplikation (®, ©): Addiere/subtrahiere die Exponenten, fiihre die Operation hin-
reichend exakt aus und normalisiere.

Der Akkumulator ist diejenige Gleitkommazahl, mit der der Rechner intern wirklich rechnet.
Relevant ist natiirlich nur die Mantissenlinge des Akkumulators.

Ubung 2.3 Zeigen Sie, daf} die Gleitkommaoperationen nicht mehr den Kérperax-
iomen geniigen. &

Bemerkung 2.8

1. Die obige Definition legt nicht fest, in welchem Format die Operationen exakt gerechnet
werden (Akkumulator).

2. Die naive Anschauung ,Fiihre die arithmetische Operation exakt durch und runde dann”
ist natiirlich vollig unrealistisch. Trotzdem werden wir sehen, dafS sie unter gewissen
(einfachen) Annahmen an die Arithmetik gemacht werden kann.

3. Die kritischste Operation ist die Subtraktion, die zeitaufwendigste die Division (bis zu
Faktor 20 langsamer). Allerdings hat sich das mit der Division im Zeitalter von Arithmetik—
Koprozessoren etwas iiberholt, inzwischen sind die Operationen alle in etwa gleich schnell
und andere Dinge sind viel relevanter, beispielsweise das Speichermanagement.

4. Istx =.dy---dmB® undy = .d; - - - A B® dann fiillt bei der Addition der betragsmiifiig
kleinere Operand unter den Tisch falls |e — €] > m.

Beispiel 2.9 Sei B = 10 und m = 3.
1. 123 x 10° @ .306 x 107", mindestens vierstelliger Akkumulator:

1230
+ .0306
1536 — 154

9Diese Operation erh6ht den Exponenten.
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2,123 x 109 .306 x 1071, dreistelliger Akkumulator:

123
+ .030
153 — 153

3. .123 x 10° ©.122 x 10° ergibt

123
S VY
.001 — 100 x 102

Die letzten beiden Ziffern sind Phantasieziffern! Diesen Vorgang bei der Subtraktion
bezeichnet man als Ausloschung.

Das mit den ,Phantasieziffern” schreit danach, genauer erkldrt zu werden. Natiirlich
ist .123 eine exakte Zahl, aber wenn vorher eine Rundung passiert ist'’, dann kann
dies das Rundungsergebnis einer beliebigen Zahl aus dem Intervall [.1225,1235) sein;
entsprechend reprasentiert .122 dann auch das Intervall [.1215, .1225) und die Differenz
ist eine Zahl aus!!

.1225,1235) — [.1215,.1225) = (0, .002).

Der berechnete Wert .001 ist dann auch das beste, was man schaffen kann, namlich der
Mittelpunkt des Intervalls, im Sinne eines wirklich vor Rundung korrekten Ergebniss-
es kann aber ein relativer Fehler von bis zu 100% auftreten! Und das ist nicht schon.

Ubung 2.4 Zeigen Sie: die Multiplikation zweier normierter Gleitkommazahlen liefert
wieder eine normierte Gleitkommazahl. $

Beispiel 2.10 (IEEE 754) Die in heutigen'?> PC-Prozessoren verwendete Gleitkommaarithmetik
entspricht dem IEEE'3 754-Standard. Die dabei verwendete Basis ist 2 und die arithmetischen
Datentypen sind als

Typ | Mantisse | Exponent | Roundoff | Grofienordnung
float | 23+1 8 27 =596x107° 10538
double | 52+1 11 |28 =111x1071° 10%308

festgelegt. Das eigentlich interessante am Standard ist aber die Festlequng des Rundungsver-
haltens und die Existenz und Verarbeitung von NaNs'*,
Der Standard IEEE 854 liisst iibrigens als Basis 2 und 10 zu!

19Was man bei der Rechnung selbst ja nie weiss.

UEiir die Subtraktion von Mengen, in unserem Falle von Intervallen, verwenden wir hier die dur-
chaus gebrduchliche Notation A—B ={a—b : a € A,b € B}

12Das ist inzwischen iiberholt, aber wozu immer wieder anpassen? Inzwischen ist IEEE 854 aktuell.
Mindestens.

I3TEEE = Institute of Electrical and Electronical Engineers

4Not a Number, Ergebnisse von unzuléssigen Operationen wie Wurzeln aus negativen Zahlen
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Jetzt sehen wir uns an, wie eine kleine Anderung der Akkumulatorengréfle das Ver-
halten der Subtraktion beeinflussen kann.

Satz 2.11 Der relative Fehler bei der Subtraktion mit m—stelligem Akkumulator kann B — 1
sein.

Beweis: Wir setzen p = B — 1 und betrachten die beiden Zahlen

x = .10---0xB°=B"
= p - pxB1T=BTT(1-B ™),

also ist
x—y=B'(1-1+B ™) =™

Das berechnete Ergebnis hingegen ist

J10---00

00---01 —  .10---0x B Mt = g—m,

Der relative Fehler ist somit

B—™_ B—m—]
€r = B—m—1

=B—1.
U

Satz 2.12 (Guard Digit) Der relative Fehler bei der Subtraktion mit (m + 1)—stelligem Akku-
mulator ist hochstens 2.

Beweis: Der kritische Fall ist die Subtraktion zweier Zahlen x, y gleichen Vorzeichens.
Nehmen wir an, dafs x,y > 0 und dafs x > y. Letzteres ist keine Einschrankung da
x ©y = © (y ©x) und da Vorzeichenumkehr exakt durchgefiihrt werden kann (Vorze-
ichenbit!). Auflerdem konnen wir die Zahlen so skalieren, dafs,

X=X xm X B°, also y:.y1---ymxB_k:.O---OﬁkH---gk+m

fir ein k € Ny und x1, §x.1 # 0.

Im Fall k > m + 1 haben die ersten m + 1 Stellen von y, die bei der Rechnung
verwendet werden, den Wert 0 und daher ist x ©y = x. Der Fehler dabei isty < B—™""
unddax > B!, iste, < B ™ = %%81_‘“ <u.

Sei also k < m und

g=.000kr1- G

die ,,Akkumulatorversion” von y (also auf m + 1 Stellen abgeschnitten). Ist k = 0, dann
wird die Subtraktion sogar in einem m-stelligen Akkumulator exakt durchgefiihrt
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(kein Shift!), ist k = 1, so sorgt die ,,Guard Digit” daftiir, dafs die Subtraktion im Akku-
mulator exakt ausgefiihrt wird und Fehler konnen also nur durch Runden auftreten.
Diese sind aber, nach Proposition 2.6 hochstens u. Die folgende Tabelle zeigt, was
passiert:

H X1 X2 Xm \ 0 HO...O
k=0|.y1 y2 Ym | O ||0...0
k=1].0 vy * Ym-1|[Ym || 0...0
Sei also k > 2. Dann ist
m-+k m+k k—2 1—k
_ . B-—1 . B—-11-B
y—9= ZngJS(B_]) Z B):Bm+2 ZBJ:Bm+2 1—_B1° (21)
j=m+2 j=m-+2 j=0

Nun ist der berechnete Wert x © y gerade
xoy=rdn(x—§)=x—14§—09,
wobeil® [§| < %B’m’] < %B’m. Der relative Fehler bei der Subtraktion ist damit

(x—y) = (x=9—8) _[§-y+8

_ 2.2
Ix —yl Ix —yl 22)

er:

Wir schreiben z = x —y = .z; - - - zm4x X B (exakte Darstellung!) und unterscheiden
drei Fille:

1. x —y > B! (also z; # 0): dann liefert (2.2) zusammen mit (2.1) die Abschitzung

B—11—-B!"* B™m
e, < mg—y+MSB0@—m+wDSB( )

Bm+2 ]_B—l + 2
B—11—-B""k 1 B—11—B"k 1
<BZ - +2> (3—1 B +2)

1T 1 2\ 1
_ 1—m s o —k < = _ 1—m<
B <2+B B )_(1+B) 2B < 2u.
—_—
<2 -

2. x —§ < B7": das Ergebnis aus dem Akkumulator mufl beim Normalisieren um
mindestens eine Stelle nach links geschoben werden und daher passiert beim
Runden nichts mehr, also ist & = 0. Der kleinstmogliche Wert fiir x —y ist nun

=~

—1
o 0—=.0---0p---p = —2(B — =
10---0—.0---0p---p=.0p---p0---01>B2B-1)Y BT,
k m k—1 m—1 ]

I
o

15 Achtung: & ist hier der absolute Fehler bei Rundung auf m Stellen, nicht der relative Fehler wie in
Proposition 2.6 betrachtet! Daher auch der um einen Faktor B kleinere Wert.
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also
B—11—B%

B2 1-B 1"
Setzen wir (2.1), (2.3) und & = 0 in (2.2) ein, so erhalten wir

x —yl > (2.3)

. ~B-t11-B"¢ B 1-B' _ 1-B"F
"= Bm+2 1—B1 B—11-Bk 1—Bk

<B ™M %81“‘ — 1.

3. x—y < B7'und x —§ > B~": dies tritt genau dann auf, wenn x —j = B~ =
10 ---0und es ist wieder = 0. Damit konnen wir aber wieder die Abschidtzung
aus Fall 2 verwenden.

O

Ubung 2.5 Beweisen Sie Satz 2.12 fiir den Fall, dafl x und y unterschiedliches Vorze-
ichen haben. Zeigen Sie, dafs diese Aussage sogar ohne Verwendung einer ,Guard Dig-
it” giiltig bleibt. &

Definition 2.13 Das Standardmodell der Gleitkommaarithmetik setzt voraus, dafs
xOy=x-y(+3), BI<Q -=+-X%/, (2.4)
wobei (L = 2. Dieses Standardmodell ist mit Hilfe von Guard Digits immer zu realisieren.

Bemerkung 2.14 (Standardmodell der Gleitkommaarithmetik)

1. Das Standardmodell spiegelt die Annahme wieder, daf$ die jeweilige Rechenoperation ex-
akt ausgefiihrt und dann das Ergebnis gerundet wird. Wir haben aber gesehen, dafs, bis
auf den Faktor 2 diese Annahme auch mit endlicher Arithmetik realisiert werden kann.

2. Das Standardmodell hat noch eine interessante Konsequenz: ist'® x -y # O und ist L < 1,
dann ist auch der berechnete Wert, x ©y, von Null verschieden. Grund: wire x ®y = 0,
dann wiire der relative Fehler der Berechnung

xOy—x-yl  [x-yl

= =1>1.
Ix -yl x -yl

Ubung 2.6 Zeigen Sie, daf8 Multiplikation und Division das Standardmodell erfiillen.
¢

Wir wollen im weiteren immer annehmen, dafs wir eine Gleitkommaarithmetik zur
Verfiigung haben, die dem Standardmodell (2.4) gentigt.

16Eine Arithmetik ohne diese Eigenschaft macht ja auch wenig Sinn
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2.2 Fortpflanzung von Rundungsfehlern

Im Normalfall wird bei numerischen Berechnungen nicht nur eine Operation aus-
gefiihrt, sondern mehrere hintereinandergeschaltet. Dabei kann die Reihenfolge, in
der die Operationen ausgefiihrt werden, einen dramatischen Einflufs auf das Ergebnis

haben.
Beispiel 2.15 Wir wollen fiir x,y € F den Wert x> —y? berechnen.
1. Berechnung in der Reihenfolge (x ® x) © (y ® y). Also ist
xoxeyoy) = +a)oy(+e)=(F0+ea) -y 1+e)) (1+e)
= (xz —y2> (T+e3)+ <£1 x? — szy2> (1+e3),

was zu der pessimistischen Abschiitzung

(x®x) e y®y)— (X —y?)| §ﬁ<1+(1+mﬂ> (2.5)

x* —y?| X* —y?|
fiihrt, die beliebig schlecht werden kann, wenn |x| ~ [y| ist.

2. Berechnung in der Reihenfolge (x ®y) ® (x ©y). Dann ist
(oY@ xOY) = k+y)(+e)@x—y)(1+e)
= ((x+y) (T+e) x (x=y) (1 +¢2)) (T +&3)
= (¥-v)0+en(+e)(1+e3),

was die wesentliche bessere Fehlerschranke

(x®y) @ (xoy) — (x> —y?)|

—== <30+ 307 4+ 0% ~ 30 (2.6)
[ —y?|

ergibt.

Nun muf (2.5) an sich noch nichts schlimmes bedeuten: wir haben lediglich eine obere
Abschitzung, die sich schlecht verhilt. Doch leider ist die Realitdt auch nicht besser!

Beispiel 2.16 Wir betrachten
B=10, m=3, x =.334 und y=.333.

Dann ist x* = 112, y* = 111, also hat x* —y?* die normalisierte Darstellung .100 x 1072,
Das korrekte Ergebnis hingegen wiire .667 x 1073, der relative Fehler ist ~ 0.499, also 100u!
Dies ist schlimm genug, allerdings iibertreibt Formel (2.5) den relativen Fehler mit einem Wert
~ 333 schon etwas.
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%% SkProdl.m (Numerik 1)

A T
%% Berechnung des Skalarprodukts

%% Eingabe:

Wt X,y Vektoren

function sp = SkProd( x,y )
xdim = length( x );
length( y );

ydim
sp =

o

I

1:min( xdim,ydim )
sp + x(1) * y(i);

for i
sSp

end
J%endfunction

Programm 2.1 SkProd1.m: Berechnung des Skalarprodukts

Als ein weiteres Beispiel von Rundungsfehlerfortpflanzung wollen wir uns das Skalarpro-
dukt zweier Vektoren x,y € R™ ansehen. Dieses berechnen wir nach der Rege117

so =0, sj:sj_1@(xj®y]~), ji=1,...,m,
wobei x'y = sn. Da die Addition von Null unproblematisch ist, ist dann

s1 = x1y1 (1+81)
s2 = (s1+xy2(1+82)) (1+¢2)
= xqy1 (T+81) (T +e2) +x2y2 (14+082) (1 +¢€2),

wobei

Lemma 2.17 Fiirj=2,...,n gilt

j j
8j = Z Xkyk 1+ k) H +¢1), (2.7)
k=1 1=k

wobei ¢1 = 0.

7Wir sind in der Numerik und hier spielt es eine wesentliche Rolle, wie man die Dinge berechnet.
Andere Formeln produzieren dann auch andere Rundungsfehler.
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Beweis: Induktion tiber j. Die Fille j = 1,2 haben wir ja schon betrachtet. Sei also (2.7)
flir ein j > 2 bewiesen. Nun ist

siit = 8@ (%11 @ Y1) = (55 + 501950 (1 +8541)) (1+¢541)
= 5 (T+g541) + %0151 (1+8541) (1 +&j41)
j ]'+1
= D xay(T+8) [ [0 +e) +x5009501 (1+80) (T+¢541)
k=1 1=k

Damit erhalten wir den absoluten Fehler
n n
Zij]' H —i-Ek —1
P i
< Z|XJU] < (T+)" 7+ — 1)

n .

) .

= Z XjYj ( —j+2)ﬁ+(n ;L >ﬁ2+---+ﬁ“‘1+2)

n

< (m+Da Y |gyl+0 ((n{l)z> .
j=1

3

Definition 2.18 (Landau-Symbole) Sei ¢ : R — R stetig in einer Umgebung von 0. Ein
Ausdruck (u) ist ein ,,Grofi-O” von $(u), in Zeichen P = O(d(u)), falls

. Y(u)
|55 @
Entsprechend schreiben wir { = o(d(u)) falls
R

Da der Rundungsfehler {i immer als sehr klein (im Vergleich zu n) angenommen
wird, also nu < 1, werden wir O ((n{l)z)—Terme immer unter den Tisch fallen lassen.
Somit haben wir die folgende Aussage tiber die Stabilitdt der Berechnung des inneren
Produkts.



24 2 FEHLERANALYSE

Satz 2.19 Der relative Fehler bei der Berechnung des Skalarprodukts x'y, x,y € R, erfiillt die
Ungleichung

> 55 [y
xTy|

X'y —sn|

= <
er \xTy } nii

+0 ((nﬁ)2> : (2.10)

Ubung 2.7 Erkliren Sie, wie man von der Konstante n + 1 auf n kommt. &

Noch ein Wort zur Abschédtzung (2.10): ist das Skalarprodukt sehr klein (d.h., die
Vektoren sind fast orthogonal), nicht aber die Summe |x;y;| + - - - + [xnyn|, dann kann
die Abschidtzung und damit die Genauigkeit des Ergebnisses beliebig schlecht werden.
Auflerdem muf$ mindestens einmal Ausléschung auftreten

Wir sehen auch noch eine weitere ,Faustregel”: die Koeffizienten x;,y; sind ja an
n —j -+ 1 Operationen beteiligt (eine Multiplikation und n —j Additionen) und ,sam-
meln” bei jeder dieser Operationen einen Fehler auf. Da insgesamt n kombinierte Mul-
tiplikationen/Additionen auftauchen, ist es nur plausibel, daff der Gesamtfehler die
Groflenordnung nfl haben wird. Erstaunlicherweise kann man dieses ,Naturgesetz”
umgehen, wie wir noch sehen werden.

2.3 Riickwartsfehler

Wir kénnen Gleichung (2.7) mit j = n noch auf eine andere Weise interpretieren: den
berechneten Wert x ©®y = sy konnte man dadurch erhalten, daf$ man exakt rechnet,
aber die Ausgangsdaten stort. Anders gesagt:

xOy :Q'QZATQI

wobei
n

Q]‘g] = XjYj (1 —|—6]) H (] -+ Ek).

k=j

Wir interpretieren Fehler aus der Berechnung also jetzt als Fehler in den Eingabedaten.
Diese Idee, die auf Wilkinson [46] zurtickgeht, hat die folgenden Vorteile:

e Rundungsfehler und Datenungenauigkeiten (hat da jemand 0.1 eingegeben?)
werden gleich behandelt.

e Man kann jetzt auf den reichen Fundus der Stérungsrechnung zuriickgreifen.

e Die Sensitivitdt der Rechnung beziiglich individueller Daten wird berticksichtigt
(x1,y7 sind wesentlich starker mit Fehlern behaftet als x,,, yn).

Definition 2.20 Es sei f : D C R™ — R™ eine beliebige Funktion und £ : D — R™ ein
numerisches Verfahren dazu. Ein Riickwartsfehler p des Verfahrens ist eine Zahl, so daf es
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fiir alle x € D\ {0} ein X € R™ mit der Eigenschaft flx) = f(8) gibt, so daf3 die relative
Fehlerabschiitzung

=% 0 (2.11)

erfiillt ist. Ein komponentenweiser Riickwidrtsfehler p € R™ ist analog als kleinste Fehler-
schranke in

il

<p, j=1...m (2.12)

definiert.
Es versteht sich von selbst, dafs man versucht, moglichst kleine Werte fiir p zu bestimmen,
da sonst die Aussagekraft nur sehr limitiert ist.

Schematisch ist die Idee des Riickwirtsfehlers wie folgt:

x — N\
) g =flx)
R = f

Beispiel 2.21 Nach Lemma 2.17 hat der Riickwirtsfehler fiir das Skalarprodukt mit vorgegeben-
emy € R™als Abbildung von R™ — R™ den Wert p = nfi, der komponentenweise Riickwiirts-
fehler hingegen p = (n{i, nfl, (n —1)11,...,24).

Definition 2.22 Die Konditionszahl k; einer Berechnung f : D — R™ (in Abhingigkeit
von den Eingabewerten x € D) ist eine Schranke fiir das absolute oder relative Anderungsver-
halten

[f(x+8) —fx)|| < w8, 8 €RY,

bzw.
[ (x+8) — ()| < [[f() ke8], & € R™, f(x) #0,

wobei ||8|| als sehr klein angenommen wird.

Bemerkung 2.23

1. Mit der Konditionszahl ergibt sich die ,beriihmte” Regel

Fehler < Konditionszahl x Riickwartsfehler.

2. Diese Aufspaltung ist noch in einer anderen Hinsicht interessant: die Konditionszahl
hiingt nur von f, also dem Problem, aber nicht von f, dem Verfahren ab und sagt lediglich
etwas dariiber aus, wie Storungssensitiv das Problem ist. Die Verfahrensfehler werden
iiber die Riickwirtsanalyse in den Riickwirtsfehler gesteckt, wo sie sich mit den Daten-
fehlern verbiinden konnen.
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3. Ist f € C* (D), dann liefert die Taylorentwicklung
1
f(x+8) =f(x)+ Df (x) 5+ 5 D*(0) 15,81, [[o—x] < 3].

Ist die Bilinearform D*f halbwegs verniinftig beschriinkt, dann ist der letzte Term ein
O (||8]|?) und die Konditionszahl erfiillt
ke(x) ~ || DF|, (2.13)

wobei || - || eine geeignete Norm ist.

Abbildung 2.1: Riickwdartsfehler und Konditionszahl. Zuerst findet man ein
(nattirlich moglichst gutes) X so daf3 flx) = f(x), der Riickwirtsfehler ist dann
der Radius eines (moglichst kleinen) Kreises um x, der auch X enthélt. Dieser Kreis
wird nun durch f auf ein anderes Gebiet (hier der Einfachheit halber ebenfalls ein
Kreis) abgebildet und das Verhiltnis aus dem Radius dieses Gebildes und des Aus-
gangskreises ist schliefilich die Konditionszahl.

Beispiel 2.24 (Konditionszahl fiir das Skalarprodukt) Halten wir y € R™ fest und be-
trachten die Abbildung

n
fy:R" = R, fy(x) = xy = ijyj.
j=1

Also ist

ofy . .
Df = (6—7::]=1,...,n) =(yj:j=1,...,n) =y

Auf der anderen Seite ist fiir das obige Summationsverfahren ||8|| < nfi||x|| (Riickwirtsfehler)
und damit haben wir die Abschiitzung

xTy = sa| < natfx] [yl
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Alle Fehlerabschdtzungen, die auf Konditionszahlen und Riickwértsfehlern beruhen,
sind a-priori-Abschidtzungen, das heifst, sie sind von den Eingabedaten unabhingig.
Einerseits ist das vorteilhaft, weil keine weiteren Voraussetzungen beachtet und einge-
halten werden miissen, andererseits haben aber solche ,allgemeinen” Aussagen immer
den Nachteil, daf$ sie in vielen Einzelfillen zu einer Uberschiitzung des Fehlers neigen.
Bessere, das heifst schérfere Resultate erhdlt man zumeist durch die sogenannte run-
nig error analysis'®, oder {iber statistische Methoden, die dann von einer gewissen
Verteilung der Eingangsdaten ausgehen und normalerweise Aussagen tiber mittlere
Fehler liefern.

2.4 Summation

Es ist leicht zu sehen, daf fiir x € R™ der ,naive” Summationsalgorithmus
so =0 8j = $j—1 DX, i=1,...,m,

zur Berechnung von X" =x14++xn, In=1(1,...,1) T als Spezialfall des Skalarpro-
dukts die Fehlerabschitzung
M — X
|XT;—1S“| < nﬁZJ%M (2.14)
‘X n } ‘ Z):] X)' ‘
erfiillt. Beim Aufsummieren riesiger Datensétze (z.B. in Statistiken) kann n durchaus
grofd werden, also ist es moglicherweise nicht sonderlich gut um das Ergebnis der Sum-
mation bestellt. Die Frage ist also: ,Kann man die Konstante n in der Fehlerschranke
verbessern?” Die Antwort ist die compensated summation von Kahan. Der Algorith-
mus ist allerdings etwas aufwendiger:

ST = Xy, C]ZO
Y = Xj@Cj_1, T:Sj_1@Y, Cj:(T@Sj_1)@Y, Sj:T, ji=2,...,m

Die Idee dieses Verfahrens ist, dafd die Folge c; die Rundungsfehler aufsammelt und
immer wieder in die Rechnung steckt und auf diese Art letztendlich kompensiert, so
dafs man ein wesentlich besseres Fehlerverhalten bekommt. Den Satz beweisen wir
nicht, wer sich fiir den voll und ganz nichttrivialen Beweis interessiert, findet diesen
in [12].

Satz 2.25 (Riickwirtsfehler fiir Kahan—Summation) Die berechnete Summe sy, der Kahan—
Summationsformel erfiillt

n n
Sn = ij (1+8)+0 (nﬁ2> Z %
=1

=1

;g <2, 5=1,.0n (2.15)

18Zumindest der Name sollte einmal gefallen sein.
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%% CompSuml.m

ey mmm e e
%% Compensated Summation
%% Eingabe:

YAA x Datenvektor

function sum = CompensatedSum( x )
xdim = length( x );
S = x(1);
C = 0;

= 2:xdim

x(i) - C;

S +Y;
(T-8) -1Y;
T;

(=N

for
Y
T
C
S
end

sum = S;
endfunction

Programm 2.2 CompSum1 .m: Compensated Summation
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Korollar 2.26 (Vorwirtsfehler fiir Kahan-Summation) Die berechnete Summe s,, der Kahan—
Summationsformel hat den relativen Fehler

% < (20+0(na?)) —ZZ?}‘]]}:' (2.16)

Ubung 2.8 Zeigen Sie: Man kann das Skalarprodukt mit einem Riickwirtsfehler von
3t 4+ O(i?) berechnen. &
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1 Breite und Linge zusammen sind 7
Handbreiten, Linge und Breite
zusammen sind 10 Handbreiten.

Babylonisches Gleichungssystem in
zwei Unbekannten, Susa,
2. Jahrtausend v. Chr

Lineare Gleichungssysteme
und numerische Lésungen 3

Ein Lineares Gleichungssystem besteht aus einer Matrix A € R™*™ und einem Vek-
tor b € R™; das Ziel ist es, einen Vektor x € R™ zu finden, so daf3

Ax =b (3.1)

erfiillt ist. Dieses Problem ist genau dann fiir alle rechten Seiten b € IR™ lsbar, wenn
A den Rang m hat, also muf3, da dieser Rang < max{m, n}ist, insbesondere n > m gel-
ten. Gleichungssysteme, die aus mehr Gleichungen als Variablen bestehen, also m > n
erfiillen, nennt man iiberbestimmt, Gleichungssysteme mit ,zu wenigen” Gleichun-
gen, m < n, hingegen unterbestimmt. Die Losung x ist genau dann eindeutig, wenn
m = n ist und die (dann) quadratische Matrix A nichtsingulédr oder invertierbar ist,
das heifst, wenn det A # 0 ist.

3.1 Beispiel fiir lineare Gleichungssysteme

Das einfachste Auftreten von linearen Gleichungssystemen in der ,Praxis” ist im Kon-
text der Interpolation: Es sei .7, ein n—dimensionaler Vektorraum und fy, ..., f, eine
Basis von .%,,. Auflierdem seien Punkte x1, ..., xn gegeben. Das Interpolationsproblem
besteht nun darin, zu vorgegebenen Werten yy, ..., yn eine Funktion f = 2;121 a;jfj zu
finden, so dafs

f(x) =y, j=1,...,m.

Anders gesagt,
n
Zakfk(xj):yj, j:],...,n,
k=1

oder eben
[f; (xx) 5,k = ,...,n}Ta:y. (3.2)
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Mit ein klein wenig Phantasie kann man das auch auf beliebige lineare Funktionale
und Operatoren auf endlichdimensionalen Vektorrdumen erweitern. Die Idee ist ein-
fach, verwirrt aber trotzdem gerne.

Bei den Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme unterscheidet man zwis-
chen direkten Methoden (die das Problem in einer endlichen Anzahl von Schritten
16sen) und iterativen Verfahren (die sich mehr oder weniger langsam an die Losung
herantasten). Aufierdem gibt es Verfahren, die die spezielle Struktur bestimmter Ma-
trixtypen ausnutzen, um das Problem schneller oder stabiler zu 16sen.

Die meiste Information tiber das Losen linearer Gleichungssysteme findet sich in
[13, 17], aus denen auch die Kapitel tiber numerische Lineare Algebra entnommen
sind.

3.2 Normen und Konditionszahlen

Um ,verniinftige” Aussagen tiber Fehler und die ,numerische Qualitdt” eines linearen
Gleichungssystems machen zu koénnen, benétigen wir Mafle fiir die ,Grofie” von Vek-
toren und Matrizen, daher ein bifichen Information tiber Normen fiir Vektoren und
Matrizen.

Definition 3.1 Eine Abbildung ||-|| : R™ — R heifit (Vektor-)Norm, wenn gilt
1. ||x|]| = O und ||x|| = 0 dann und nur dann, wenn x = 0. (Positivitit)
2. ||ex|| = lel ||x||, ¢ € R. (Positive Homogenitiit)
3. [[x+yll <||x]| + |lyl|- (Dreiecksungleichung).

Ubung 3.1 Beweisen Sie die weniger bekannte ,Dreiecksungleichung nach unten”:

=yl = [Ix[[ =yl -

Beispiel 3.2 Klassische Beispiele fiir Normen sind

1. Die 1-Norm oder Manhattan—-Norm
n
Il =) |xl-
j=1

2. Euklidischer Abstand

Ixll, =
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3. Die co—Norm, die den Worst—Case—Fehler

angibt.
4. Das sind alles Spezialfiille der sogenannten p—Normen

n 1/p

[l = Z %" , 1<p<oo. (3.3)
j=1

Ubung 3.2 Essei A € R™ ™ eine symmetrische positiv definite Matrix, d.h., AT = A und
xTAx > 0,x € R™\ 0. Zeigen Sie:

%] o == VXTAX, x € R",

ist eine Norm und plotten Sie fiir einige A die Einheitskugeln {x : ||x||, =1} %

Analog zu Vektornormen kann man auch Matrixnormen definieren, indem man 3.1
einfach wortlich tibernimmt. Moglich ist dies, weil die Matrizen ebenfalls einen Vek-
torraum bilden, also addiert und mit Zahlen aus R multipliziert werden kénnen. Und
Normen gehoren immer zu Vektorrdumen.

Definition 3.3 Eine Abbildung ||-|| : R™™ — R heifit Matrix—-Norm, wenn
1. ||A|| > 0 und |A|| = 0 dann und und nur dann, wenn A = 0.
2. ||cA|| =lcl [|A]l, c € R
3. A+Bl < [[All+1[B].
Beispiel 3.4 (Matrixnormen) Jetzt haben wir schon eine viel grofiere Auswahl:

1. Vektornormen: Man fafit die Matrix als einen Vektor in R™ auf und verwendet eine
beliebige Vektornorm, z.B. die co—Norm

Ally = ~
|All = max faj|

oder die 2-Norm

1Al =

Die Norm ||- || heifst Frobeniusnorm und ist ausgesprochen beliebt.
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2. Operatornorm: zu einer beliebigen Vektornorm ||-|| definiert man die Operatornorm

A
|A|| = max | XH
A0 |[X|

Diese Norm misst, wie stark die Matrix Vektoren ,vergrofiern” kann.

3. Beispiele fiir die Operatornormen zu den p—Normen:

Spaltensummennorm:
n
All, = el
IAlL k‘}}f_’_fn; |aji]
Zeilensummennorm: N
Al = max > |aj.
j=1,..n
k=1
Ubung 3.3 Zeigen Sie: Ist 1/p+1/q =1, dann ist |A |, = [|AT| . &

Die ndchste Definition geht nun iiber den Vektorraum hinaus und berticksichtigt aufSer-
dem die Tatsache, daff Matrizen, im Gegensatz zu ,normalen” Vektoren!® auch multi-
pliziert werden konnen, also eine (nichtkommutative) Algebra bilden. Und verniinftiges
Verhalten der Norm beziiglich dieser Multiplikation gibt es nicht immer und muss da-
her gefordert werden.

Definition 3.5 (Konsistenz & Vertraglichkeit)
1. Eine Matrixnorm || - || heifst konsistent, falls

IABI < [[A[][B][-

2. Eine Matrixnorm || - ||m und eine Vektornorm || - ||y heiflen vertriglich, wenn

[AX]ly < ATl -

Ubung 3.4 Zeigen Sie:
1. Jede Operatornorm ist konsistent und mit der zugehorigen Vektornorm vertraglich.

2. Die Norm

’ Jose

Al = max a

ist nicht konsistent.

9Weil wir gerade dabei sind: Was ist eigentlich ein Vektor?
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3. Es gibt keine Matrixnorm || - || so da88 ||[AB|| = ||A|| ||B]| fur alle A, B € R™*™.
¢

Definition 3.6 Die Konditionszahl einer invertierbaren Matrix A € R™*™ beziiglich der
Norm || - || ist definiert als

<(A) = [A7"]| 1Al

Im Falle der p—Normen schreiben wir kp(A).

Als ndchstes zeigen wir, daf$ die so definierte Konditionszahl tatsdchlich das erfiillt,
was wir von einer Konditionszahl nach Definition 2.22 erwarten.

Satz 3.7 Fiir jede Operatornorm || - || gilt

H(A+E)_] A H

K(A) =lim sup

_ (3.4)
O gj<efa) € NAT

Die Konditionszahl «(A) misst also die Konditioniertheit der Abbildung f(A) = AL

Fiir den Beweis brauchen wir erst eine Hilfsaussage. Da zu jeder Operatornorm per
Definitionem auch eine Vektornorm gehort, bezeichnen wir jetzt beide Normen einfach
mit || - ||

Lemma 3.8 Zu beliebigen Vektoren x,y € R™ mit ||x|| = |ly|| = 1 gibt es eine Matrix
A e R sodafly =Axund ||A| =1.

Beweis: Zu x existiert immer ein dualer Vektor x’, der durch die Eigenschaften

x'x' =1 und max ‘ZTX/ =1

Iz]=1

definiert ist, und zwar nach Satz von Hahn-Banach?!. Dann setzen wir lediglich A =
yxTund esist Ax =y (x'Tx) =y und

JA = max [Az]l = |y ('x') | < Iyl =1,

l2[|=1
und da ||Ax|| = |ly]| =1, ist ||A|| = 1. O
20Es ist ein schoner Verstdndnistest, im Rest des Beweises die Unterscheidungen | - ||y und || - ||am fiir

Vektor- und Operatornorm dazuzuschreiben. Viel Spass dabei!

21Das ist ein durchaus nichttriviales Resultat aus der Funktionalanalysis, das hier nur zitiert, nicht
bewiesen werden soll. Interessenten sei das Buch [23] ans Herz gelegt, das eine sehr schéne Einfiihrung
in die Funktionalanalysis bietet.
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Beweis von Satz 3.7: Aus der (formalen??!) Entwicklung
(A+E)" = ((1 n EA—‘>A) A (1 n EA_])] —AT'Y (-1 <EA‘1>j
j=0

erhalten wir mit ||E|| < ¢[|A]], daB
(A+E) " —AT=_ATEA 4O (&) .

Daf3 diese Vorgehensweise fiir hinreichend kleine ¢ korrekt ist, wird Lemma 3.11 zeigen.
Wir miissen nun nachweisen, daf3

sup HA*]EAq H = HA*] ‘ 2, (3.5)

[E]<1

denn dann ist

Ja+e" A7 jag a0 ()
<
e [|ATT| - e [|ATT|

sup

= |[All [A7"] +0 @),
[Ell<elA]

woraus (3.4) folgt. Nun ist ,<” in (3.5) einfach:

Tp A—T 1 1 1%
I N o S o
——
<1
Fir die Gleichheit wihlen wiry € R", ||ly|| =1 so, da8
A=A

(was geht, weil wir eine von einer Vektornorm induzierte Matrixnorm haben) und set-
zen auflerdem

Ay
X = .
1A=
Dannist ||x|| = |ly]| = 1 und
S Y N SN TS
z||=1

Nach Lemma 3.8 gibt es eine Matrix E € R™*", so daf8 ||[E|| = 1 und Ex =y und somit
ist
s el e e ®7)

Setzt man (3.7) in (3.6) ein, so ergibt sich schliefdlich (3.5). [l

22Dag heifdt, wir betrachten Reihen ohne uns um deren Konvergenz zu kiimmern — also das, wovon
man in den Analysis immer getraumt hat.
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3.3 Eine allgemeine Fehlerabschatzung

Die (Riickwiérts—) Fehleranalyse wird uns spéater Resultate der Form
AX=Db (3.8)

fiir die berechnete Grofle X liefern, wobei die Matrix E = A — A in einem gewissen
Sinne ,klein” sein wird. Aus diesen Eigenschaften 143t sich dann eine Abschédtzung
fur den relativen Fehler von X herleiten. Zu diesem Zweck bezeichne ||-|| eine beliebige
Vektornorm wie auch die zugehorige Operatornorm.

Satz 3.9 Essei A € R™™ invertierbar und es gelte

(MﬂEH:p<1 (3.9)
sowie

IEl <8 JIA]- (3.10)
Dann gilt fiir den relativen Fehler die Abschitzung

X—x] . 3

R ST KA xERMO (3.11)

Bemerkung 3.10 Wir konnen die beiden Bedingungen (3.9) und (3.10) zu einer ,griffigen”
(aber etwas schirferen) Forderung kombinieren, nimlich daf3

K(A) < &7 (3.12)
sein soll. In der Tat, wenn man den ,Extremfall” & := ||E||/||A|| annimmt?®, dann ist auch
. 4 K(A) [l
p = |[A7E|| < ||A"|| el = T NEN <8 o =1,
Il =g WEl <3 3%
~——

=d

Man kann aber (3.12) auch so auffassen, dafS das Problem nicht schlechter konditioniert sein
darf als die Genauigkeit, mit der A berechnet werden kann, denn ansonsten kann man (heuris-
tisch) davon ausgehen, daf$ das Ergebnis der Rechnung unsinnig ist. Diese Eigenschaft wird
iibrigens in Programmen wie Octave oder Matlab tatsichlich iiberpriift** und das Programm
liefert eine Warnung, wenn sie nicht erfiillt ist.

Um Satz 3.9 zu beweisen, erst einmal ein paar Betrachtungen iiber A.

23Was fiir A # 0 ja kein Problem ist.
24Allerdings wird dort nicht die ,exakte” Konditionszahl bestimmt, was eine O (ng’)—Geschichte

widre, sondern ,nur” eine Naherung, die mit einem Aufwand von O (nz) bestimmt werden kann. De-
tails findet man in [2].
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Lemma 3.11 Es sei A € R™ ™ invertierbar. Unter der Voraussetzung (3.9) ist auch die Ma-
trix A = A — E invertierbar und es gilt

H/i—‘H < (3.13)
Beweis: Wir betrachten
A=A-E=A (1—A—1E)
und stellen fest, dafs fiir N € IN,
(I—A—‘E> i (A—‘E>j - i (A—‘E)j —NZH (A_]E>j —1— (/VHE)NH . (3.14)
j=0 j=0 j=1

Da

N-+1 N-+1
()™ < e < o
konvergiert die rechte Seite von (3.14) gegen I fiir N — oo und damit ist
(I ~ A*‘E) -y (A*‘E)J , (3.15)

j=0
weil die Reihe auf der rechten Seite absolut konvergiert:

(1 A]E>1 - i(A‘E)j <i o
e B =y
j=0 j=0
Also ist H 1H
~ —1 A~
—1 —1 —1
< — < .
<] fo-ae) 7| <
OJ
Beweis von Satz 3.9: Esist
x—x=A" (b=Ax) =A7 (b—(A—E)x) = A7 (b - Ax+ Ex) = A'Ex,
also, mittels (3.10) und (3.13)
- ~_ b _
%=l < |A7"] eIl < 7= A7 AN I,
woraus (3.11) sofort folgt. O

Bemerkung 3.12 Die implizite Voraussetzung in Satz 3.9, nimlich, dafS die Matrixnorm die
von der Vektornorm induzierte Operatornorm ist, lifit sich bei genauerer Betrachtung etwas
abschwiichen: Lemma 3.11 setzt lediglich voraus, daf8 die Matrixnorm konsistent ist, im Be-
weis von Satz 3.9 verwenden wir, daf$ die Vektor— und die Matrixnorm vertriglich sind. Dies
ist aber ohnehin eine natiirliche Minimalbedingung, um Vektornormen iiber eine Matrixnorm
beschreiben zu konnen.
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Vergebens predigt Salomo
Die Leute machens doch nicht so.

Wilhelm Busch

Direkte Methoden fiir
lineare Gleichungssysteme 4

Die , klassische” Methode zur Losung von Gleichungssystemen ist die Gaufi—Elimination,
die auf der sogenannten LU-Zerlegung basiert, bei der das Losen eines Gleichungssys-
tems auf das Losen einfacherer Gleichungssysteme zurtickgefiihrt wird.

4.1 Dreiecksmatrizen

Wir beginnen mit Gleichungssystemen von besonders einfacher Form, die man mehr
oder weniger sofort 16sen kann.

Definition 4.1 Eine Matrix A = [a]-k k=1, .,n} € R™ ™ heifit untere Dreiecksma-
trix bzw. obere Dreiecksmatrix, wenn a;. = 0 fiir j <k, bzw. j > k.

Ubung 4.1 Zeigen Sie: das Produkt zweier unterer (oberer) Dreiecksmatrizen ist wieder
eine untere (obere) Dreiecksmatrix. O

Dreiecksmatrizen definieren besonders einfach zu losende lineare Gleichungssysteme,
bei denen man die Variablen schrittweise eliminieren kann. Ist beispielsweise

L= [Ejkij,k:1,...,n]

eine untere Dreiecksmatrix, dann lautet das zugehorige Gleichungssystem in expliziter
Form

b1 x = by,
b1 x1 +lnx = by,
Ciuxt +luxy ... +linxn = bn,
was sofort
x1 = b/,
x2 = (by—{nx1) /2,

xn = (bn—lux1—---— en,n—lxn—ﬂ /Man,
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%% VorElim.m (Numerik 1)

Yo
%% Vorwaertselimination, ueberschreibt b

%% Eingabe:

Toths L untere Dreiecksmatrix

Toth b rechte Seite

function x = VorElim( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n

%% Inneres Produkt!

b(j) = ( b(j) - L(C j,1:3-1 ) » b 1:5-1 ) ) / L(j,j);
end

x = b;
endfunction

Programm 4.1 VorElim.m: Vorwértselimination nach (4.1).

ergibt. Die Formel
j—1
=b—=> x|/, j=1,...m, (4.1)
k=1

bezeichnet man als Vorwairtselimination das Gegenstiick fiir obere Dreiecksmatrizen
U= [uj:j,k=1,...,n], ndmlich

n
Xj = | bj— Z Wi Xk | /5 j=n,...,1, 4.2)
k=j+1
heifst Riicksubstitution.

Zuerst ein paar Uberlegungen zum Aufwand des Verfahrens: im j—ten Schritt von
(4.1) werden j — 1 Multiplikationen, j — 1 Subtraktionen und schlieSlich eine Division
ausgefiihrt, also insgesamt 2j — 1 FlieBkommaoperationen, oder kurz flops ?°. Insge-
samt sind das also

(2j—1) zzzj—n:n(n—i—])—n:nz

n
-1 j=1

j
flops und genau dasselbe gilt natiirlich auch fiir die Riicksubstitution.

ZFiir floating point operations
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%% RueckSubs.m (Numerik 1)

YUy
%% Ruecksubstitution, ueberschreibt b

%% Eingabe:

YA U obere Dreiecksmatrix

YAA b rechte Seite

function x = RueckSubs( U,b )
n = length( b );

b(n) = b(m) / U(n,n);
for j=n-1:-1:1

b(j) = (b(§) - UC j,j*L:n ) * b( j+i:n ) ) / U(G,]);
end

X = b;
endfunction

Programm 4.2 RueckSubs .m: Riicksubstitution nach (4.2).

Bemerkung 4.2 Das Zihlen von flops zur Messung der Komplexitit numerischer Verfahren
stammt aus der ,Ur- und Friihgeschichte” des Computers, als Programmierer noch echte Pro-
grammierer und FlieSkommaoperationen aufwendig waren. Andere Aufgaben, wie beispiel-
sweise Indizierung und Speicherorganisation waren im Vergleich dazu vernachlissigbar. Dank
der modernen Fliefkommakoprozessoren ist diese Annahme jedoch nicht mehr richtig und da-
her ist das Zihlen von flops auch nur noch von eingeschrinktem Wert.

4.2 Naive GauB-Elimination

Nachdem also Dreiecksmatrizen sehr einfach zu behandeln sind, ist es sicherlich eine
verniinftige Strategie, die Losung eines allgemeinen Gleichungssystems auf die Losung
von Dreieckssystemen zuriickzufiihren. Genauer gesagt besteht das Ziel darin, die Ma-
trix A in

A=1LU

zu zerlegen und dann die beiden einfacheren Systeme
Ly=>b und Ux =y
durch Vorwiértselimination und Riicksubstitution zu 16sen.

Bemerkung 4.3 Die Berechnung einer LU—-Zerlegung hat noch einen weiteren Vorteil: ist das
Gleichungssystem Ax = b fiir mehrere rechte Seiten b zu losen, so muf$ man die Zerlegung
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nur einmal durchfiihren und braucht dann nur noch Dreieckssysteme zu losen. Wir werden
sehen, daf$ das Zerlegen der Matrix der deutlich aufwendigere Teil des Losungsverfahrens ist.

Bevor wir das enstprechende Resultat formulieren konnen, erst mal ein bifichen Ter-
minologie.

Definition 4.4 Fiir eine Matrix A € R™*™ bezeichnen wir mit A;p, m = 1,...,n, die m—te
Hauptuntermatrix
Am = [aj:j,k=1,...,m] € R™™

Die Zahl det Ay, bezeichnet man als m~te Hauptminore von A.

Satz 4.5 Fiir A € R™ ™ seien alle Hauptminoren ungleich Null, d.h. detA,, # 0, m =
1,...,mn. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix L € R™ ™ und eine obere Dreiecksmatrix
U € R™ ™" so dafs

A=LU und ﬂjj:L j:],...,n. (43)

Bemerkung 4.6 Die LU-Zerlegung liefert uns aufSerdem ein wesentlich effizienteres und sta-
bileres Verfahren, um die Determinante einer Matrix zu berechnen, denn in diesem Fall ist

ja

n
det A =det(LU) = detL detU = Huii'
-1 j=1

Generell sollte man aber von Determinanten immer die Finger lassen, da sie so
ziemlich zum instabilsten gehdren, was man in der numerischen linearen Algebra
berechnen kann.

Korollar 4.7 Eine Matrix A € R™ ™ hat genau dann von Null verschiedenen Hauptmi-
noren det A, m = 1,...,n, wenn es eine untere Dreiecksmatrix L € R™™ und eine obere
Dreiecksmatrix U € R™" mit &; =1,j =1,...,n,und w; #0,j = 1,...,n, gibt, so dafs
A =LU.

Beweis: Hat A von Null verschiedene Hauptminoren, so liefern uns Satz 4.5 und

n n n
0 #detA =detl detU = Hﬂj]— Hujj = Hujj, (4.4)
j=1 j=1 j=1
j 1 j j

die gewiinschten Eigenschaften. Fiir die Umkehrung bemerken wir, dafd A,y = LiyU,
(siehe (4.5) fiir Details), also

m
detAm:Hujj;éO, m=1,...,n.
j=1
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g

Wir werden uns zwei Beweise fiir Satz 4.5 ansehen: der erste ist etwas , direkter”
und fithrt zur Doolittle-Methode, der zweite ist auf den ersten Blick etwas ,abstrak-
ter” und wird zur Gaufi-Elimination fiihren, die wir spater auf beliebige Matrizen
erweitern konnen.

Beweis von Satz 4.5: Die Zerlegung A = LU ist equivalent zu

n
ajk:Zf’jTuTk/ j,k:],...,n,
r=1
und da ¢, = 0 falls r > j und w,x = 0 falls v > k, heifst das, daf$ von der Summe nicht

mehr so viel {ibrigbleibt:

min(j k}
Qjk = Z ﬂjrurk, j,k: 1,...,TL. (4.5)
r=1

Aus dieser Indentitdt bauen wir sukzessive die Spalten von L und die Zeilen von U
auf; dazu nehmen zuerst einmal an, dafs wir fiir m =1, ..., n die ersten m — 1 Spalten
von L und die ersten m — 1 Zeilen von U, also die Matrizen

Lng=[G:j=1,...,nk=1,...,m—1] ¢ Rv™!

und

~

Uno1=[up:j=1,....m=1,k=1,...,n] € R™Txn
kennen und daf3 die beiden sich passend multiplizieren:

an al,m—1 A1m Ain
™ 5 AGm—1,1 -+ OGn—1,m—-1 QGm-1Im -+ Gm—-In
LU = . (4.6)
Aml  -+»  Qmm—1 * e *
| Qnj PN an,m—1 * oo * i

Das * unten rechts bedeutet, dafs die Matrix hier (noch) machen darf, was sie will.
Ausserdem beachten wir, dafs diese Forderung fiir m = 1 trivialerweise erfiillt ist, weil
es ja gar keine Bedingung an die Matrix gibt. Nun setzen wir {;,;, = 1 und betrachten
(4.5) firj = mund k > m, also

m—1

m
Amk = Z b = Z Ly +£111;n/umk

r=1 r=1 -1
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Das 16sen wir nach u,,,x auf und erhalten

m—1
Umk = Qmk — Z Emrurk, k=m,...,n (47)
r=1
Wire nun
m—1
Umnmm = OGmm — Z bty =0,
r=1
also

mm

m—1
Omm = Z Cnrem = (melumfl> ’
r=1

dann wire, zusammen mit (4.6), A,, = <fm,1 ﬂm,]> , aber da diese beiden Matrizen
m

jeweils nur Rang m — 1 haben, konnte A, nicht invertierbar sein. Also, der langen
Rede kurzer Sinn: es muf3 u # 0 sein.

Damit konnen wir den Spiefs umdrehen und uns (4.5) fiir j > m und k = m anse-
hen, was

m m—1
QGm = Z Ejrurm = Z ﬂjrurm + ﬁjmumm
r=1 r=1
und damit
m—1
€jm = (ajm - Z ejrurm> /umm, J =m-+1,...,n, (48)
r=1

liefert. AufSerdem ist das Ganze so gebaut, dafs jetzt (4.6) auch mit m anstelle von m — 1
gilt. 0

Das Doolittle-Verfahren ist in Doolittle.m realisiert.

Bemerkung 4.8 Das Doolittle-Verfahren verwendet zur Berechnung eines Eintrags von L
oder von U gerade den entsprechenden Eintrag von A sowie vorher berechnete Eintrige von L
und U. Das erlaubt es, den Eintrag a; mit

ujk ] S k,
Ejk j >k

zu iiberschreiben. Dabei wird die Matrix gemdfs folgendem Schema aufgebaut:

—>@—>
— 3] =
A — L1l
L Ll |
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%% Doolittle.m (Numerik I)
/3t
%% LU-Zerlegung a la Doolittle

%% Eingabe:

Dot A Matrix

function [ L, U] = Doolittle( A )
n = length( A );
L
U

zeros( n );

zeros( n );

for m = 1:n
L(m,m ) = 1;
for k = m:n
U(m,k ) =A(Cm,k ) -L(m,1:m-1 ) * UC 1:m-1,k );
end
for j = m+l:n
LC j,m) =AC j,m) - L(C j,1:m-1) * U( 1:m-1,m );
LCjm) =L(Cj,m) /UCm,m);
end
end
% endfunction

Programm 4.3 Doolittle.m: LU-Faktorisierung nach der Methode von Doolittle,
(4.7) und (4.8).
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Beispiel 4.9 Sehen wir uns doch einmal die Funktionsweise des Doolittle—Verfahrens anhand
der einfachen Matrix

21
A=1|10
010

an. Um unsere LU—Zerlequng zu bestimmen, miissen wir also eine 3 x 3—Matrix auffiillen.
Wir beginnen mit der ersten Zeile, deren Eintrige w1, Wiz und w3 sich nach (4.7) als

0
wr=ap—) bug=an, k=123

r=1

=0
bestimmen. Also erhalten wir die erste Zeile unserer , Ergebnismatrix” LU? gls
210
LU=

Jetzt also an die erste Spalte. Nach (4.8) erhalten wir, daf

0
_ _ 91 s
b = <aj1 _;ejruH)/uH = Wy =23,
- 0
und somit
210
_ |1
u=|1
0

Und nun wieder eine Zeile, bei der uns zur Abwechslung (4.7) die Regeln vorgibt:

1

:
Uy = ap—rup=—53
Wy = e — Z by, = B 0 - 1
— U3 = az3—fiup =a3 =1
Tragen wir das ein, so erhalten wir
2 1 0
_ |1 1
[U=|5 — 1
0o -

26Im ,oberen” Dreieck dieser Matrix, die Diagonale eingeschlossen, findet sich U, im ,unteren”
Dreieck die Marix L. Da deren Diagonalemente {;; ja sowieso alle den Wert 1 haben, brauchen wir fiir
sie keinen Speicherplatz zu vergeuden.
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Nun also zur zweiten Spalte, die, nun wieder vermittels (4.8), den Wert

1
1
3 = (GSZ—ZESrurz) /up = (a2 —1wi2) /upp = (1-0)/ (--) =2

r=1

erhiilt, ergo

2 1 0
= |45 -5 1
0 -2
Wie sich die Zerlequng schliefSlich zu
2 1 0
Lu= |5 -5 1
0 -2 2

vervollstingigen lifst, ist jetzt kein Ritsel mehr. Tatsichlich kann man das Doolittle—Verfahren
auch ohne jedewede Form mathematischer Kenntnisse durchfiihren, solange man sich nur an
das einfache Schema aus Abb. 4.1 hiilt.

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Doolittle-Verfahrens. Bei der Bes-
timmung der m-ten Zeile wird der neue Eintrag dadurch bestimmt, dafs man vom
,Originalwert” der Matrix A das innere Produkt der beiden (farbigen) (m — 1)-
Vektoren am Anfang der Zeile und der Spalte, in denen sich der Eintrag befind-
et, abzieht. Bei der Bestimmung einer Spalte geht das ganz genauso, nur wird
zusétzlich noch durch den Wert des Diagonalelements dividiert.

Das Programm 4.4 Doolittle2.m realisiert das Doolittle-Verfahren mit sofortigem
Uberschreiben von A, also auf speicherplatzsparende Atrt.

Bestimmen wir schliefSlich noch den Rechenaufwand des Doolittle-Verfahrens: um,
tiir ein festes m den Wert u,,,x zu berechnen brauchen wir m — 1 Multiplikationen und
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%% Doolittle2.m (Numerik I)

Yo o
%% Doolittle-Methode mit Ueberschreiben

%% Eingabe:

Toths A Matrix

=
~

function LU = Doolittle2(
n = length( A );

for m = 1:n
for kK = m:n
ACm,k ) = ACm,k ) - ACm,1:m-1 ) * AC 1:m-1,k );
end
for j = m+l:n
AC j,m ) = A(C j,m ) AC j,1:m-1 ) * AC 1:m-1,m );
ACjm) =ACj,m) / ACm,m );
end
end
LU = A;
% endfunction

Programm 4.4 Doolittle2.m: Doolittle-Methode mit Uberschreiben von A.

47
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ebensoviele Subtraktionen, also insgesamt 2m — 2 Operationen. Fiir die Eintrdge {j,,
sind, wegen der Division jeweils 2m — 1 Operationen nétig. Fiir jedes m sind aufSerdem
die n —m + 1 Eintrdge von U und n — m Eintrdge von L zu berechnen (da {;; = 1), also
brauchen wir fiir ein festes m insgesamt

Mm-—m+1)2m-2)+n—m)2m—1) =4nm—4m? +5m—3n—2
Summiert man nun m = 1,...,n, dann ergibt sich

2 3 1 2 11
— — = —n-—2
3n 2n+6n

fiir den Rechenaufwand des Doolittle-Verfahrens.

Bemerkung 4.10 Generell betrigt der Aufwand bei Faktorisierungsverfahren O (n?), das
wird bei der Gaufs—Elimination auch so sein. Dies ist eine Groffenordnung mehr als bei der
Vorwirtselimination und der Riicksubstitution.

Nun zur Gaufs—Elimination.

Definition 4.11 Eine Gaufs—Transformation oder Gaufi—Matrix ist eine Matrix der Form

I
1

o) ©

Mk:I—yeE, y }: , QE]R“_k, k=1,...,n—1.

Bemerkung 4.12 (Gauf3-Transformationen)

1. Gaufi—Transformationen sind untere Dreiecksmatrizen der Form

2. Die Inverse der Gaufi—Transformation 1 —ye] ist [ +ye/:

(1—vel) (1+vel) = T—yel +yel —y ely el =1
—~

:yk:O
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3. Fiir eine Matrix A in Zeilenform

aj
A= :
ay,
mit Zeilenvektoren al, ..., a ist
_ a1T -
T
a T
MkA = T k T =A— ya
k7
Q1 — Y1 Oy
T T

das heifst, von den Zeilen ajT, j =k+1,...,n, wird das y;—fache der Zeile a] abgezogen.

Beweis von Satz 4.5: Die Strategie besteht darin, Gaufi-Transformationen

Mj=T-yYe, j=1,...,n-1,

zu finden, so dafs
M,_1---MjA=1U

eine obere Dreiecksmatrix ist, denn dann haben wir sofort die Zerlegung

A=M7" M W (4.9)
\—,_/
=L

Dazu konstruieren wir induktiv die Gaufs-Transformationen M, M, ... so, daf3

Mm..-M1A:[uOm }im}, m=0,...,n—1, (4.10)
m
wobei
U, € R™™ B, ¢ R™"™ A ¢ Rvm™mm (4.11)

und (Um)]-]- #0,j = 1,...,m. Dann ist mit Ay = A die Bedingung (4.10) fiir m = 0
erfiillt. Nehmen wir also an, wir hétten fiir ein m > 0 die Zerlegung (4.10) bestimmt.
Da die Hauptminoren die Beziehung

U, B
_ LIS V bl m  Pm
Amit= (M7 M) [ o A ]mH
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erfullen, ist also

U, B u * o
. m m _ m - — A | | B
° # det Am+1 = det |: 0 Am 1m+] = det |: 0 (Am)ﬂ :| (Am)” j=1 (um)” ,

und somit muB (An),, # 0 sein. Damit setzen wir

0
M+ _ ) (Am).
Y; —;(Am)’:’l j=m+2,...,n

und My, 1 =1— y(m“)ejn 1 und erhalten (4.10) fiir m + 1 anstelle von m. Bleibt nur

noch zu bemerken, dafs M,, = I ist. O

Bemerkung 4.13 Auch hier erhalten wir wieder aus der Invertierbarkeit der Hauptminoren,
daf$ die Diagonalelemente

Wi = (Am-1)qy #0

sein miissen.
Sehen wir uns noch kurz die Matrix L aus (4.9) an.

Lemma 4.14 Fiir Gaufs-Transformationen M; = I — y(j)ejT Qilt

R -
1
!
m ] ; .'. ]
[IM7 =1+ yef=| m : (4.12)
j=1 j=1 ym+1 te ym+1
] :
|y yn 1]

Beweis: Induktion tiber m, m = 1 ist klar. Auflerdem ist, per Induktionsannahme

m—+1 m
1 ;
[ ] Myt o= | T+ > yUef <I+y(m+”e;+]>
=1 =1
m—+1 m
§ i) T § i) T 1) T
j=1 j=1 (m+1)

Bemerkung 4.15 (Realisierung der Gaufs—-Elimination)
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%% Gaussl.m (Numerik 1)
SNttt

%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben (ohne Pivot)
%% Eingabe:
ot A Matrix

function LU = Gauss1( A )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+l:n
y=ACjm) / ACm,m);
ACjm) =y;
AC jom+l:n ) = AC j,m+l:n ) -y * A( m,m+1:n );
end
end
LU = A;

% endfunction

Programm 4.5 Gauss1.m: Gauf-Elimination mit Uberschreiben der Ausgangsma-
trix.
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1. Nach (4.12) erhalten wir die Matrix L einfach dadurch, dafl wir die zu den jeweiligen
Gauf-Transformationen gehorigen Vektoren yY) aufsammeln.

2. Damit konnen wir die Gaufi—Transformation wieder durch Uberschreiben der Werte in
A berechnen.

Beispiel 4.16 (Implementierung der Gauf$—-Elimination) Nachdem wir unseren ersten ,richti-
gen” Algorithmus hergeleitet haben, sehen wir uns doch einmal an, wie man sowas in Octave
umsetzt. Es ist immer gut, sich erst einmal interaktiv anzusehen, was man eigentlich macht,

also nehmen wir uns mal eine zufillige?’, aber nicht zu grofle Matrix vor:

octave> A = rand(b)
A=

.9225764 0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260
.5163327 0.3250707 0.9407548 0.1423454 0.7346591
.9691272 0.2264440 0.8408027 0.0108411 0.5356029
.0816184 0.7742376 0.9738590 0.4147111 0.0869881
.5917631 0.8076336 0.5608915 0.5655123 0.9978877

O O O O O

So, was passiert jetzt gleich wieder bei der Gaufs—Elimination? Richtig, wir ziehen passende
Vielfache der ersten Zeile von allen folgenden Zeilen ab, und die Faktoren sind die Werte der
ersten Spalte dividiert durch den Wert ,oben links”. Nachdem A(a:b,c:d) ja die Teilmatrix
mit den Indexmengen (a:b) und (c:d) liefert, kbnnen wir uns recht einfach die Zeile und die
Spalte holen:

octave> y = A( 1,1:5 )
y:

0.9225764 0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260

octave> x = A( 1:5,1 ) / A(C 1,1 )
X =

.000000
.559664
.050457
.088468
.641425

SO O - O -

Man beachte: Zeile und Spalte passen. Die Elimination besteht nun darin, daf wir die Matrix®8
x * yovon A abziehen:

?’Das ist natiirlich bei jedem Ausprobieren eine andere Matrix, also nicht erschrecken!
28Spalte mal Zeile gibt eine Matrix!



4.2 Naive Gaufs-Elimination

octave> A - xx*y

ans

Was ist nun mit unserer ersten Zeile passiert? Nun, wenn wir sie von sich selbst abziehen,
dann muf$ ja Null rauskommen. Das kénnen wir mit y(1) = 0 ganz einfach korrigieren, aber
warum sollten wir denn eigentlich iiberhaupt die erste Zeile verindern, denn eigentlich findet
die Elimination ja sowieso nur in der 4 X 4-Submatrix ,unten rechts” statt — wenn wir uns
mit x nicht blod angestellt haben, miissen wir in der ersten Spalte ja Nullen bekommen. Der
langen Rede kurzer Sinn: Wir operieren nur auf der unteren Matrix und machen es ein bifSchen

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

anders.

0.00000
-0.08373
-0.54085

0.70962

0.33911

0.00000
0.93775
0.83517
0.97338
0.55745

0.00000
-0.12175
-0.48485

0.37296

0.26284

0.00000
0.42683
-0.04218
0.03833
0.64509

octave> y = A( 1,2:5 )

y:

0.7304416 0.0053629 0.4718802 0.5500260

octave> x = A( 2:5,1 ) / AC 1,1 )

X:

SO O = O

.559664
.050457
.088468
.641425

eliminieren im 4 x 4-Teil

octave> A( 2:5,2:5 ) = A( 2:5,2:5 ) - xxy

A =

und schreiben das kleine” x in die erste Spalte:

0.9225764
0.5163327
0.9691272
0.0816184
0.5917631

0.7304416
-0.0837311
-0.5408538

0.7096170

0.3391105

octave> A( 2:5, 1) =x

A =

0.0053629
0.9377534
0.8351692
0.9733845
0.5574516

0.4718802
-0.1217489
-0.4848490

0.3729649

0.2628368

0.5500260
0.4268294
-0.0421760
0.0383285
0.6450875
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%% Gauss2.m (Numerik 1)

%h e
%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben

%% (ohne Pivot, aber mit mehr Matlab-Features)

%% Eingabe:

Wt A Matrix

function LU = Gauss2( A )
n = length( A );

for m = 1:n-1
a=A(m,m); % Pivotelement
y = A( m,m+1:n ); % Zeile
x = A( m+l:n,m ) / a; % Spalte (normalisiert)
A (mtl:in,m+l:n ) = A( m+tl:n,m+l:n ) - x*y;
A (m+l:n,m ) = x;
end
LU = A;

% endfunction

Programm 4.6 Gauss2.m: Gauf3-Elimination nach Beispiel 4.16.

0.9225764  0.7304416 0.0053629 0.4718802  0.5500260
0.5596639 -0.0837311 0.9377534 -0.1217489 0.4268294
1.0504574 -0.5408538 0.8351692 -0.4848490 -0.0421760
0.0884679 0.7096170 0.9733845 0.3729649  0.0383285
0.6414245 0.3391105 0.5574516  0.2628368  0.6450875

Und das war auch schon der erste Schritt Gaufs—Elimination mit Uberschreiben! Jetzt miissen
wir das nur noch auf die Teilmatrizen anwenden, das heift, alle vorherigen Schritte wieder-
holen, aber eben nicht bei 1, sondern bei 2, 3,4 anfangen. Das ist dann auch in Algorithmus 4.6
implementiert.

Bestimmen wir noch schnell den Aufwand der Gaufs—Elimination: fiir festes m kostet
die Elimination einer Zeile 2(n — m) Operationen und aufierdem 1 Operation fiir die
Bestimmung von y. Insgesamt sind n — m Zeilen zu eliminieren, was also einen Gesam-
taufwand von (n —m)(2n —2m + 1) ergibt. Insgesamt, nach Summation tiber m, kostet
die Gaufs-Elimination also

2 5 1 5, 1

flops .
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%% LoesAx-bl.m (Numerik 1)

et
%% Loesen eines Gleichungssystems (ohne Pivot)
%% Eingabe:

ot A Matrix
YAA b rechte Seite

function x = LoesAxbl( A,b )
LU = Gaussla( A );
y = VorElim1( LU,b );
x = RueckSubs( LU,y );

% endfunction

Programm 4.7 LoesAxb1.m: Losung eines Gleichungssystems nach (4.13)—(4.15).

4.3 Das fertige Losungsverfahren

Nun kénnen wir aus den Losungen der Teilprobleme schliefdlich ein Verfahren basteln,
das die Losung des Gleichungssystems Ax = b berechnet:

1. Bestimme die Zerlegung
A=LU (4.13)

mittels Gauf3i-Elimination oder nach Doolittle.

2. Bestimme die Losung y von
Lly=> (4.14)

durch Vorwairtselimination.

3. Bestimme die Losung x von
Ux =y (4.15)

durch Riicksubstitution.

Bemerkung 4.17 Man kann auch Vorwirtselimination und Riicksubstitution direkt auf die
in einer einzelnen Matrix gespeicherte LU—Zerlegung anwenden, wenn man nur die Vorwiirt-
selimiation so modifiziert, daf sie alle Diagonalelemente als 1 annimmt, wie in Programm
VorEliml.m gezeigt.
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%% VorEliml.m (Numerik 1)

Yoty T
%% Vorwaertselimination, ueberschreibt b, Diagonale = 1!!!
%% Eingabe:

Wt L untere Dreiecksmatrix

Wt b rechte Seite

function x = VorElim1( L,b )
n = length( b );

for j = 1:n
b(j) = b(j) - L(G,1:j-1) * b(1:j-1);
end
X = b;
endfunction

Programm 4.8 VorElim1.m: Vorwdartselimination unter der Annahme, daf3 alle Di-
agonalemente von L den Wert 1 haben.

4.4 Fehleranalyse

In diesem Kapitel wollen wir uns nun Abschédtzungen fiir den Riickwartsfehler der
Gaufi-Elimination ansehen, wie man daraus einen relativen Fehler ,bastelt”, ist ja aus
Satz 3.9 bekannt.

Definition 4.18 Zu einer Matrix A € R™*" definieren wir die Betragsmatrix |A| als
Al = [|ap| ), k=1,...,n].
Fiir Matrizen definieren wir die Halbordnung® ,<" als
A<B &  ap<by, jk=1...,n
Lemma 4.19 Fiir A,B € R™*" gilt
|AB| < |A|[B].

Beweis: Fiir1 <j,k<mn,

‘(AB)jk) =

n
D aj by
=1

n
< Z ‘ajT‘ |b‘rk| = (lAl |B|)]k
r=1

O

P7ur Erinnerung: Bei einer totalen Ordnung sind je zwei Elemente x # y vergleichbar, das heifst, es
ist entweder x < y oder x >y, bei einer Halbordnung mufs dies nicht der Fall sein.
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Bemerkung 4.20 Wir machen von nun an die generelle Annahme, daff n{i < 1 ist (sonst
ergibt diese Form der numerischen Linearen Algebra sowieso keinen Sinn) und schreiben nur
noch O (%) anstelle des (korrekteren) O (ni?)

Wenden wir nun das Verfahren (4.13)-(4.15) an, dann erhalten wir also zuerst eine
niherungsweise LU-Zerlegung L und U, dann eine Néherungslosung y (die aus L,
nicht aus L berechnet wird!) und schliefSlich ein berechnetes X (das aus Uund Y berech-
net wird). Die Riickwirtsfehleraussage fiir dieses Losungsverfahren lautet dann wie
folgt.

Satz 4.21 Sei A € F™"*"™ LU-zerlegbar und X die mittels Gaufi-Elimination, Vorwirtselimi-
nation und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine Matrix A, so

dafs
AX=b (4.16)

und
‘R—A‘ <nt (3 Al +5 ‘t] )GD +0 (az) . 4.17)

Bemerkung 4.22 Die Forderung A € F"*" ist nur marginal. Fiir beliebiges A bekommen
wir noch einen (fast vernachlissigbaren) Fehler E mit

[El <O A]
dazu.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 4.21 beginnen, sollten wir uns kurz iiberlegen, was
er uns eigentlich sagen will. Immerhin ist es ja das erste®® Beispiel fiir eine ernsthafte
Bestimmung eines Riickwartsfehlers. Bei dieser Riickwértsfehleranalyse im Sinne von
Definition 2.20 fassen wir die Losung x des linearen Gleichungssystems Ax = b als
Funktion x = f (A, b) von A und b auf, wiahrend das numerische Verfahren bestehend
aus Gaufs—Elimination, Vorwartselimination und Riicksubstitution uns den berechneten
Wert X = ?(A,b) liefert. Nun schieben wir alle Rundungsfehler auf den ersten Pa-

rameter A und bestimmen eine Matrix R, soda$x = f (R, b) ist, und dann schitzen

wir ab, inwieweit sich A und A unterscheiden — das ist gerade (4.17). Daf$ alle Fehler
ausschliellich auf A geschoben werden ist zuerst einmal total willkiirlich®!, zumind-
est aus der Sicht der Riickwirtsfehleranalyse konnten wir genausogut auch einen Teil
der Rundungsfehler als Stérung von b interpretieren. Es gibt allerdings einen guten
Grund, das nicht zu machen: Die Loésung ist ja x = A~'b und so gesehen kénnen
wir unser Problem genausogut als numerische Invertierung von A und folgende ex-
akte Multiplikation von b auffassen und die Konditionszahl dieser Operation ist gerade
k(A), also auch eine Grofse, die wir ,kennen”.

30Und gliicklicherweise auch einzige.
31 Aber das ist die Auswahl von Siindenbdcken eigentlich immer
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Bleibt noch die Frage, wie man sowas macht, wie man Riickwaértsfehler eines Ver-
fahrens bestimmt. Die generelle Vorgehensweise ist eigentlich immer dieselbe: Man
geht sein Verfahren Schritt fiir Schritt durch und bestimmt fiir jeden dieser Schritte die
Rundungsfehler beziehungsweise eine moglichst scharfe obere Schranke fiir diese. Das
ist auch schon die Idee des nun folgenden Beweises, alles weitere ist Handwerk und
eine sorgfiltige Analyse des Verfahrens; ein weiterer Vorteil einer Rundungsfehleranal-
yse ist es tatsdchlich, dafl man dabei neben gesicherten Fehleraussagen auch oftmals
Schwachstellen oder kritische Punkte des Algorithmus findet.

Der Beweis selbst findet sich in Anhang A.1.

4.5 Pivotsuche

Was sagt uns Satz 4.21 nun tiber die numerische Stabilitdt der GaufS-Elimination? Nun,
Einsetzen in die allgemeine Fehlerabschitzung (3.9) ergibt das folgende Resultat.

Korollar 4.23 Fiir eine Vektornorm || - || und eine konsistente, mit der Vektornorm vertrigliche
und ,perniinftige”3? Matrixnorm seiy so gewihlt, dafs

e Jaf ] <vian. o

Dann ist

|® —x|| < na (3 +5y)
x| = 1= (3 +5y)«(A)
vorausgesetzt, daff nli (3 +5y) k(A) < 1.

kK(A), x#0, (4.19)

Bemerkung 4.24 Setzt man B := |A|, dann ist |A| < [B| < |Al, also, fiir eine monotone
Matrixnorm, ||A|| < ||B|| < ||A|| und damit ist || |A] || = ||A||. Wegen

] 1] = [ta) = [3]
wird vy in (4.18) einen Wert > 1 haben.

Leider kann der Wert y sehr schnell sehr grofSs werden.

Beispiel 4.25 Fiir B = 10, m = 3 und abschneidende Arithmetik wird die Matrix

A =

100 x 1072 .100 x 10!
100 x 107 .200 x 10!

durch GaufS—Elimination zerlegt in

=~ 100 x 107,000 x 10° ] ~

- 100 x 1072100 x 10
= 1.100 x 104 .100 x 10’

000 x 100 —100 x 10* |-

32Der korrekte Begriff heisst monotone Matrixnorm: |A| < |B| = ||A|| < ||B||
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Dann ist > :
EGZ{JOOx]O 100 x 10 ],

100 x 107 .000 x 10°

aber

\f\ ‘ﬂ‘: { .0101 20100}

Der Eintrag ,rechts unten”, nimlich 2000, ist iibrigens von der Groflenordnung 20 (', da

4=B"2=1/100.

Wo liegt nun das Problem? Normalerweise werden bei der Gaufi-Elimination Vielfache
von Zeilen von A von ,weiter unten liegenden” Zeilen abgezogen. Dieses Vielfache
wird dann betraglich sehr grof3, wenn der (Diagonal-) Wert, durch den dividiert wird,
sehr klein wird. Daher empfiehlt es sich, Strategien zu suchen, die den Divisor nicht
zu klein werden lassen.

Definition 4.26 Das Element ay; einer Matrix A € R™*™ bezeichnet man als Pivotelement.

Definition 4.27 Eine Matrix P € R™*™ heifit Permutationsmatrix, wenn
n n
Pe{o, ™™ und ) pue=) ppr=1, jk=1...,mn (4.20)
=1 =1

Die Vertauschungsmatrix P[j, k|, j,k = 1,...,n, ist definiert als

1

Plj, k] = =1 (ej—ex) (—ex)'

Wir bezeichnen mit
M, ={Ph,kl:1<j<k<n}

die Menge aller Vertauschungsmatrizen. Diese erzeugen dann auch die (multiplikative) Gruppe®
der Permutationsmatrizen.

33Jede Permutation hat eine Inverse und das Produkt zweier Permutationen ist wieder eine Permuta-
tion.
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Ubung 4.2 Zeigen Sie:

1. Jede Permutationsmatrix P ist als Produkt von Vertauschungsmatrizen darstell-
bar und jedes Produkt

[[P PemkeN,
=1

ist wieder eine Permutationsmatrix.

2. Die Menge der Permutationsmatrizen bildet eine Gruppe.
%

Bemerkung 4.28 Fiir P = P[j, k] € TT,, und A € R™ " ist PA diejenige Matrix, bei der die
Zeilen j und k von A vertauscht werden und AP diejenige Matrix, bei der die Spalten j und
k von A vertauscht werden. Auferdem ist P?> = 1 fiir jedes P € TI,, — eine lineare Abbildung
mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als Projektion.

Damit haben wir das allgemeine Resultat zur Gaufi-Elimination.

Satz 4.29 Sei A € R™ ™ invertierbar. Dann gibt es Permutationsmatrix P € R™™, eine
untere Dreiecksmatrix L € R™™™ mit &;; = 1 und eine obere Dreiecksmatrix U € R™™™", so

dafs
PA = LU. (4.21)

Korollar 4.30 Eine Matrix A € RR™" ist genau dann invertierbar, wenn es eine Permu-
tationsmatrix P (d.h., eine Umordnung der Zeilen) gibt, so daf$ alle Hauptminoren (PA),,,
m=1,...,n, von PA invertierbar sind.

Beweis: Korollar 4.7 und Satz 4.29. [l

Bemerkung 4.31 (Losungsverfahren)

1. Da Ax = b dquivalent zu Pb = PAx = LUx ist, konnen wir, sobald die LU-Zerlegqung
und P bestimmt sind, das gesuchte x wieder iiber die Gleichungssysteme Ly = Pb, Ux =
y bestimmen.

2. Da Permutationen exakt bestimmt werden konnen>*, ist die Fehleranalyse von (4.21)
exakt dieselbe wie die fiir die naive GaufS—Elimination.

3Es wird ja nichts gerechnet, nur umgestellt, und wenn dabei Rundungsfehler auftreten wiirden,
dann wire etwas ganz gewaltig faul.
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3. Satz 4.29 ergibt als Verfahren die Gaufi—Elimination mit Spaltenpivotsuche, alterna-
tiv konnte man auch Zerlegungen

Zeilenpivotsuche AQ =1L, Qelly,

Totalpivotsuche PAQ=LU, P,QeTl, (4.22)

untersuchen. Die zugehorigen Losungsmethoden sind

Ly:b, uZ:y, X:QZ,
Ly = Pb, Uz =y, x = Qz.

4. Aus detP =1 und (4.21) folgt, dafs

S
0 # detA = (detP)_1 detl detU = HLij,

H_/ .
-1 =1 j=1

alsow;; #0,j=1,...,n.

Beweis von Satz 4.29: Wir gehen im wesentlichen wie im ,naiven” Fall (zweiter Be-
weis von Satz 4.5) vor und konstruieren wie dort GaufS-Transformationen M; und Per-
mutationsmatrizen P; € TT,,, j = 1,...,n, so daf3

=0,...,m, (4.23)

A o MPr- - MP A = | om Bl
0 Anm

wobei Uy, By und A, wie in (4.11) sind.?®> Nehmen wir also an, wir hitten fiir ein
m > 0 so eine Zerlegung (fiir m = 0 ist dies keine Bedingung, also wieder mal ein
trivialer Induktionsanfang), dann betrachten wir die erste Spalte von A, und wéhlen
k so, dafs

|l > |y

/ j=1,...,n—m. (4.24)

Ist d; = 0, dann hat A(™) die Form

und damit bestenfalls den Rang n — 1, ist aber auf keinen Fall invertierbar, was aber

nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist. Ansonsten setzen wir P11 = P[m+1, m+
k], das heif3t

PA(m) — |: Lt)m ]ém } , C:= Pﬂ,k]im/
m —
€lln

%Dies ist genau das Gegenstiick zu (4.10).
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sowie .
y(m+1)_{ C.0,1 j=1,...,m+1
j - J—m, —
j TR j=m+2,...,n,
und My 41 = I—yMm+el 41- Dain der Matrix C das betragsgrofite Element der ersten

Spalte an cy7 stand, ist insbesondere
™ <. (4.25)

Auflerdem ist, genau wie in der naiven Gaufi-Elimination nun

u B
A Z ML P A — [ m+1 B } ,
0 Am

so daf$ die Zerlegung aus (4.23) auf den Fall m + 1 erweitert ist. Nach n Schritten haben
wir dann also, daf3

MuPn- MiPIA=U, Mp=Pn=1, (4.26)
und damitist A = (M,_1Pn_1--- M;P; )*] U. Was wir noch zeigen miissen, ist, dafs es
eine untere Dreiecksmatrix L € R™*™ und eine Permutation P gibt, so daf3

(M 1Pu1---MyP) =PiM;T - P M = PL, (4.27)
denn dann ist
PTA=P'PM - P MT U =P PLU = LU (4.28)

und natiirlich ist P~! auch wieder eine Permutation.
Bleibt also nur noch (4.27); das funktioniert, weil wir Gaufs-Transformationen und
Permutationen in einem gewissen Sinne vertauschen kdnnen, solange nur die Indizes

zusammenpassen. Dazu schreiben wir M = M; <y(j)> und verwenden die Indentitat

M; (y(”) Pk f] =Pk & M; (P [k,e]y(”), 1<j<k<l<m, (4.29)

aus der (4.27) unmittelbar folgt. Aber auch (4.29) ist nicht schwer zu beweisen: unter
Verwendung der Kurzschreibweise y = yi), M = M; <y(j)) und P = P[k, {] erhalten

wir, dafs
PMP — P (1—y e]T> P=P2—(Py) e <I—(ek—€g) (ek—eg)T>
=I ~
= I—(Py) ¢ +(Py) (eJex—efer) (ex—e))' =M (Py),
—— —~ =~
=M(Py) =0 —0

und das war’s dann auch, wenn man bedenkt, daf P = P~! und damit MP = PM(Py)
ist. ]
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Beispiel 4.32 Wir betrachten®® die Matrix

und fiihren die GaufS—Elimination mit Spaltenpivotsuche von Hand durch. Das Pivotelement
in der ersten Spalte ist natiirlich a3, also zerlegen wir

0 01 100 4 2 1
P1,3]A=|0 10 213 |=213
100 4 11 100
in
1 4 21 4 2 1
M;P[1,3] A = —% 1 213|=|0 0 3
1 1
—z 01 100 0 — —3
Jetzt miissen wir sogar vertauschen und erhalten
4 2 1
P2,3IM;P1,l3JA= |0 —F —1 |,
0 0 3
was schon eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist
4 2 1
A=PL3A"MPR3TT| 0 =5 1|,
h3 Ly LO 0 3
=P[1,3] =P[2,3] 2
wobei
[0 0 1] [1 171 0 0]
P[1,3IM;'P2,3] = |0 1 0 % 1 00 1
100172 071]L0TO0,
[0 0 1] [1 0071
= o710 00 1 4]? 1
10001 0] [5 0 1]

36Es wurde mal irhendwann in der Vorlesung ein Beispiel ,mit Zahlen” getinscht.
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Die entscheidende Aktion der ,,neuen” Gaufs-Elimination ist die Spaltenpivotsuche
in (4.24): man bestimmt eine Permutation P, 1 = P[m+1,k], k > m+ 1, so daf3

‘(Pm+1A(m>) > ’(Pm+1A(m)) . j=m42,...,mn (4.30)
m+1,m+1 j,m+1
Analog bestimmt man bei der Zeilenpivotsuche eine Permutation Q41 = P[m +
1,k'], k" > m+1, sodafl
‘(AW QmH) > ’(A(m) QmH) . j=ma+2,...m, (4.31)
m+1,m+1 m+1,j

und bei der Totalpivotsuche sogar zwei Permutationen P71 = P[m+1,k], Q41 =
Pm+1,k'], k,k’ > m+1, so dafl

'(Pm+1A(m)Qm+1> , i,i'=m+2,...,n. (432)

> ' (PmHA(m)QmH ) .
m-+1,m+1 i’
Wichtig ist, dafs der Suchaufwand bei der Totalpivotsuche wesentlich hoher ist, namlich
quadratisch in jedem Schritt, und deswegen mit einem O(n3) zur Komplexitit des
Verfahrens beitrdgt. Da das dieselbe Grofienordnung wie die Zerlegung selbst ist und
da Vergleiche nicht wesentlich billiger sind als arithmetische Operationen, vom Spe-
icherzugriff ganz zu schweigen®’.

Die Gaufi-Elimination mit Spaltennpivotsuche ist in GaussSP .mrealisiert, das endgtiltige
Losungsverfahren unter Berticksichtigung der Permutation in LoesAxb2.m.

Der einzige Unterschied zur Gaufi-Elimination ohne Pivotsuche besteht darin, daf3
bei der Pivotsuche Zeilen vertauscht werden miissen und die entsprechende Permuta-
tionsmatrix zu speichern ist. Diese beiden Operationen sind natiirlich exakt durchfiihrbar.
Daher haben wir sofort die folgende Fehleraussage.

Korollar 4.33 Sei A € F"*" und R die mittels Gaufs—Elimination mit Spaltenpivotsuche,
Vorwirtselimination und Riicksubstitution berechnete Losung von Ax = b. Dann gibt es eine
Matrix A, so dafs

AR=Db (4.33)

und
‘7\—/\] <nt (3 Al 45 ‘t( ‘GD +0 (az) . (4.34)

Bemerkung 4.34 (Beliebte MifSverstindnisse)

1. ,Pivotsuche liefert immer genauere Ergebnisse”
Die Matrix

A =

w N =
A~ Wb
[6) IES NN OV)

3 Heutzutage (2013) dauern tatséchlich Speicherzugriffe oftmals langer als arithmetische Berechnun-
gen, den Arithmetikkomponenten der Prozessoren sei dank.
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%% GaussSP.m (Numerik 1)

Yo
%% Gauss-Elimination mit Ueberschreiben, Spaltenpivotsuche
%% und Matlab-Features

%% Eingabe:

Dot A Matrix

function [ LU, p ] = GaussSP( A )
n = length( A );
p = [1:n];

for m = 1:n
% Suche Pivot

piv = abs( A(m,m) );
pivj = m;
for j = m+l:n
if abs( A(j,m) ) > piv
piv = abs( A(j,m) );

pivy = J;
end

end
% Vertausche

j=p(m); p(m) =pCpivj ); pC pivj ) = j;

x=ACm,: ); ACm,: ) = AC pivj,: ); A(C pivj,: ) = x;
% Eliminiere

w=A( m,m+tl:n );

for j = m+l:n
ACjm) =ACj,m) / ACm,m );
AC j,m+ti:n ) = AC j,m+l:n ) - AC j,m ) * w;
end
end
LU = A;
% endfunction

Programm 4.9 GaussSP.m: GaufS-Elimination mit Spaltenpivotsuche. Der Vektor p
enthélt die Permutation: k = p(j) bedeutet, dafs Pey = e;.
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%h L
Wt =
%h L
%h E
yAA
yAA

funct

[ LU,p ]

for

oesAxb2.m (Numerik 1)

oesen eines Gleichungssystems (mit Pivot)
ingabe:

A Matrix

b rechte Seite

ion x = LoesAxb2( A,b )
GaussSP( A );

j = 1:length(A)

bb( j ) = b( p(j) );

end

y

X =

VorElim1( LU,bb );
RueckSubs( LU,y );

% endfunction

Programm 4.10 LoesAxb2.m: Losung eines Gleichungssystems vermittels Gaufs—
Elimination mit Spaltenpivotsuche.

ist singulir, was eine Gaufi—Elimination ohne Pivotsuche auch erkennen wiirde, die (mit
Uberschreiben) die Folge

1 2 3 1 2 3
AV=12 1 22 — A =12 1 =22
3 -2 —4 3 2 0

liefert. Duch die Pivotsuche wird aber zuerst durch 3 geteilt und die dabei entstehen-
den Rundungsfehler sorgen dafiir, daf$ die Matrix ,ein bifichen invertierbar” aber lausig
konditioniert wird.

,,Durch Pivotsuche wird das Produkt |L| |[U| kleiner”

Wir betrachten die Matrix

% 0 0 1 % 0 0
T 100 100 | =] @ 1 100 100
0 0 1 0 01 1

Insbesondere ist A = |L| |U|. Mit Pivotsuche miissen wir die Zeilen 1 und 2 vertauschen
und erhalten die LU—-Zerlegung

1100 100 1 1100 100
9

m 0 0 |=]% 1 —90 —90
0 0 1 0 0 1 1
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1 1100 100 1100 100
9
7 1 9 90 | =| {5 180 180 |.
0 01 1 0 0 1

Merke: Zeilenpivotsuche sorgt nur dafiir, daf$ alle Eintrige von |L| einen Wert < 1 haben.
|U| kann dafiir ganz nett wachsen.

L[ U =

4.6 Verbesserung der Genauigkeit — Skalierung

Eine typische Fehlerquelle fiir lineare Gleichungssysteme besteht in schlechter Skalierung,
bei der verschiedenen Gleichungen in verschiedenen Skalen (beispielsweise in m und
cm) angegeben werden, was zu Gleichungssystemen der Form

100 0 ~ | 100
o 17| 1
fiihrt — die Losung ist nattirlich [1, 117, aber die Gleichungen sind schlecht skaliert. Der

Ansatz zur Behebung dieses Problems, die Skalierung, basiert auf der Beobachtung,
dag fiir beliebige Diagonalmatrizen Dy, D, € R ™

Ax=b & D;AD; ' Dox = Db & By = c. (4.35)
R N~ =~
—B =y =:c

Man 16st also zuerst By = ¢ und bestimmt dann X = D?Q; sind die Diagonalein-
trdge in D7 und D, Potenzen der Basis B der Rechnerarithmetik, dann kénnen die
zusdtzlichen Operationen exakt ausgefithrt werden, es gibt also keine weiteren Run-
dungsfehler.

Die Bedeutung dieses Ansatzes liegt darin, dafs man durch ,cleveres” Skalieren die
Konditionszahl einer Matrix deutlich verbessern kann.

Beispiel 4.35 Wir betrachten, fiir x € Ry, die (zeilenskalierte) Matrix
A= { * 1000&1 = Al =max{1001 «, 2},

mit Inverser

] 1000 1
e B o ) e
999« 999 o 999
Damit ist 001
99 (1000 c+1), o« >2/1001,
Koo (A) = (4.36)
2000 + 20

2
999 , x < 2/1001,
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was fiir x = 2/1001 den minimalen Wert

~ 3001
~ 999

annimmt. Fiir « = 1 ist die Konditionszahl hingegen > 1000/
Allerdings ist es nicht einfach, die beste Skalierung zu finden: Der ,naive” Ansatz hitte wohl

o = 1/1000, also
A [ 1/1000 1 }

Koo (A)

1 1

gewiihlt, was eine nicht optimale®® Konditionszahl von ~ 4 geliefert hiitte. Nicht schlecht aber
halt auch nicht optimal!

Es gibt auch komplexere Pivotstrategien, die zu impliziter Skalierung fithren. Man
bestimmt (bei Zeilenvertauschungen) das m-te Pivotelement (also eine Zeile) durch

(m) (m)
jm ‘ ‘akm ‘

(a
(m)‘ C k=m,..m (4.37)

max a(m) .
jr kr

r=m,...n

max ’a

T=m,...
Satz 4.36 (]. M. Peiia) Ist A eine invertierbare Matrix mit PA = LU und hat diese LU-
Zerlequng die Eigenschaft, daff LU = |L| [U|, dann wird sie von Gaufs—Elimination mit der
Pivotstrategie (4.37) geliefert.

4.7 Verbesserung der Genauigkeit — Iteratives Verfeinern

Die zweite Methode zur Verbesserung der Genauigkeit des Ergebnisses basiert auch
wieder auf einer einfachen Idee: ausgehend von einer berechneten Losung % sehen wir
uns das Residuum

T = b— AQ.
an. Ist der berechnete Werte ) so gut, dafs [f] < ni[1,/%, dann konnen wir nichts
besseres erwarten, andernfalls berechnen wir eine Korrektur {J; als Losung von Ay = 7y,
setzen X1 = X + {J; und betrachten

Tsz—AQ],

was wir solange fortsetzen bis (hoffentlich) irgendein 1 klein genug wird.
Iteratives Verfeinern*’ alias iterative refinement berechnet also, ausgehend von Ry =
X, eine Folge

?]. —bOA® 52]-71, &\j = )”21;1 @ Solve (AX = ?j) , j €N, (4.38)

in der Hoffnung, daf$ #; — 0 (oder zumindest klein genug wird).

38 Aber gar nicht so schlechte . . .
¥Die Losung % ist also bis auf unvermeidbare Rundungsfehler exakt!
40 Auch als Nachiteration bekannt.
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%% LoesAxb3.m (Numerik 1)

%ty —mmmm————————————
%% Loesen eines Gleichungssystems

%% (mit Pivot und k-facher Nachiteration)

%% Eingabe:

Toth A Matrix

Toths b rechte Seite

Uty k % Nachiterationen

function x = LoesAxb3( A,b,k )
[ LU,p ] GaussSP( A );

VorElim2( LU,b,p );
RueckSubs( LU,y );

“ <
nn

for j = 1:k
= b - Axx;
disp( norm(r) );

r

y = VorElim2( LU,r,p );
d = RueckSubs( LU,y );
X = x+d;

end

% endfunction

Programm 4.11 LoesAxb3.m: Gaufi-Elimination mit textttk—facher Nachiteration.

Bemerkung 4.37 Beim  klassischen” iterative refinement werden die Operationen aus (4.38)
in doppelter Genauigkeit, also mit einem relativen Fehler von hichstens 2%, berechnet.

Was bringt uns nun die Nachiteration? Ganz einfach: Anstatt die komplexe Auf-
gabe des Losens eines linearen Gleichungssystems in hoher Genauigkeit durchzufiihren,
tun wir das schneller*! und nehmen einen gewissen Fehler in Kauf, der dann mit der
Nachiteration beseitigt wird. Und bei der Nachiteration miissen nur Matrix—Vektor—
Produkte berechnet werden, was deutlich billiger ist, als ein Gleichungssystem zu
16sen.

Eine typische Fehlerabschédtzung ist beispielsweise das folgende Resultat (als le-

41Es gibt Prozessoren, die in Spielekonsolen verwendet werden (Stand der Technologie: 2006), bei
denen einfach—genaue Rechnung um den Faktor 25 schneller ist als doppelt-genaue, und da lohnt sich
das dann schon. Update 2013: Ahnliches gilt heute fiir GPU-Berechnungen auf der Grafikkarte und die
dort verfiigbaren Techniken.
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ho
hoto
hto
hoto
Do
o
hoto
ho

fu

VorElim2.m (Numerik 1)

Vorwaertselimination mit Permutation, ueberschreibt b,
Diagonale = 1!!!

Eingabe:
L untere Dreiecksmatrix
b rechte Seite
P Permutationsvektor

nction x = VorElim2( L,b,p )
n = length( b );

bb = b;

for j = 1:n
bb( j ) =

end

b = bb;

b( p(3) )

for j = 1:n
b(j) = b(j) - L(j,1:j-1) * b( 1:j-1 );
end

X = b;

endfunction

Programm 4.12 VorElim2.m: Vorwirtselimination mit ,integrierter” Permutation.
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ichte Abschwidchung einer Aussage aus dem Buch von Higham [17]).

Satz 4.38 Erfiillt die invertierbare Matrix A € R™ ™ die Bedingung 2(C 4+ T)nks(A) <

=", dann bestimmt iterative Verfeinerung ein R mit einer relative Genauigkeit
~ {2,
q (4.39)

~

e B e

12— ¥l _ g
2(n+ DA o,

(23

Wie man sowas beweist, zeigt Anhang A.2.
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Es wird also wahrscheinlich richtig sein,
das Gattungsmiifige gemeinsam zu
behandeln [. . .] Was aber nicht so ist,
muf$ man einzeln behandeln.

Aristoteles, Die Methodik der
Naturforschung.

Spezielle lineare
Gleichungssysteme 5
Bevor wir uns spezielle Systeme ansehen, erst eine kleine Variation von Satz (4.29) -

der einzige Unterschied besteht darin, dafs jetzt ebenfalls alle Diagonalelemente von U
den Wert 1 haben.

Satz 5.1 Eine Matrix A € R™™™ ist genau dann invertierbar, wenn es eine Diagonalmatrix
D € R™™ ", eine Permutationsmatrix P, sowie eine untere Dreiecksmatrix L € R™ ™ und eine
obere Dreiecksmatrix U € R™ ™ gibt, so daf§ {;; = w;; =1, d;; #0,j =1,...,m, und

PA = LDLUL (5.1)

Beweis: Nach Satz (4.29) gibt es P,L, U’ so da8 PA = LU’ und u].’]- #0,j=1,...,n.
Dann setzen wir

D := diag [u]-j:j=1,...,n} und U:D_1U',

was (5.1) liefert. O

5.1 Cholesky—Zerlegung
Die Cholesky—Zerlegung beschiftigt sich mit symmetrischen, (strikt) positiv definiten

Matrizen.

Definition 5.2 Eine Matrix A € R™™ heifit symmetrisch, wenn AT = A und (strikt)
positiv definit, wenn
x'Ax >0,  x € R™\{0}L

Ist lediglich x" Ax > 0, dann nennt man A positiv semidefinit.

Bemerkung 5.3 Die Terminologie zu positiver Definitheit ist gefihrlich mehrdeutig! Zwei
Punkte sind hier besonders zu beachten:
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1. Man kann entweder wie in Definition 5.2 zwischen ,positiv definit” und ,positiv semi-
definit” unterscheiden*?, oder aber die Begriffe ,strikt positiv definit” und ,positiv definit”
verwenden®3. Deswegen empfielt es sich immer, genau zu priifen, wie die Begriffe ver-
wendet werden.

2. Oftmals beinhaltet die Definition von ,positiv definit” auch bereits, daf$ die Matrix sym-
metrisch ist. Der Grund ist, daf fiir A € C™*™ die Bedingung

xTAx >0, x e C"

insbesondere bedeutet, dafs x T Ax eine reelle Zahl ist, und das ist wiederum nur dann der
Fall, wenn A eine hermitesche Matrix ist, also wenn AY = A ist. Und fiir reelles A
heift das natiirlich Symmetrie!

Satz 5.4 Ist A € R™*™ symmetrisch und positiv definit, dann gibt es eine untere Dreiecksma-
trix G € R™™™, so daf A die Cholesky—Zerlegung

A=GG' (5.2)
hat.

Beweis: Zuerst bemerken wir, daf3 A genau dann positiv definit ist, wenn alle Haup-
tuntermatrizen A, m =1,...,n, positiv definit sind. Gdbe es ndmlichein 1 <m <n
und einy € R™ so dafd

OZyTAmy:[yTO}AH],

dann wiére dies ein Widerspruch zur positiven Definitheit von A. Insbesondere sind
alle Hauptminoren von A invertierbar und damit gibt es, nach Satz 5.1, Dreiecksma-
trizen L, U mit Diagonale 1 und eine Diagonalmatrix D, so daf3

IDU=A=A"=U'DL'
und wegen der Eindeutigkeit der LDU~Zerlegung ist U = LT. Also ist
A =1DL'
und L, D haben vollen Rang n. Fiirj = 1, ..., n ist auflerdem
T
0< (L) A(L7Te)) =efL'LDLTL"e; = ¢/ Dej = dij.

Damit ist
D=FEE, E=diag |\/dj:j=1,...,n],

#2Was meistens in der deutschsprachigen Literatur geschieht.
*3Wie in der englischsprachigen Literatur. Richtig verwirrend wird es dann, wenn Deutsche in En-
glisch schreiben und ihre gewohnte Begriffswelt beibehalten.
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und G := LE liefert die gewiinschte Zerlegung (5.2). O

Ubung 5.1 Zeigen Sie, daf eine symmetrische Matrix A € R™™ genau dann positiv
definit ist, wenn alle Hauptminoren positiv sind: detA,, >0, m=1,...,n. &

Um die Cholesky-Zerlegung A = GG' zu bestimmen, gehen wir genau wie beim
Doolittle-Verfahren vor und nutzen die Symmetrie von A und die Beziehung

j
Qjk = Z 9irJkr, 1<j<k<n, (5.3)
r=1

aus. Das liefert uns, daf

gjj = (5.4)
j—1
gy = |[ay— Z 9ir9xr | /935, IT<j<k<n (5.5)
r=1
5.2 Bandierte Systeme
Eine Matrix A € R™*™ wird als (p, q)-bandiert bezeichnet, wenn
aj =0, j>k+p, k>j+q. (5.6)

Der Speicheraufwand fiir eine (p, q)-bandierte Matrix ist nur O ((p + q + 1)n)*, das
heifit, fiir p + g < n kann man solche Matrizen sehr 6konomisch speichern. Und diese
Okonomie wiirde man gerne auf die LU-Zerlegung iibertragen.

Satz 5.5 Besitzt die (p, q)-bandierte Matrix A € R™*™ eine LU-Zerlegung A = LU, dann
ist L eine (p, 0)-bandierte Matrix und U eine (0, q)-bandierte Matrix.

Bemerkung 5.6 (LU-Zerlegung fiir bandierte Matrizen)

1. Es ist (leider) klar, daf$ eine Zerlegung wie in Satz 5.5 nicht mehr existiert, wenn man
Zeilen— und/oder Spaltenvertauschungen durchfiihren muf, da dies normalerweise die
Bandstruktur der Matrix zerstoren wird.

2. Besonders gut geeignet fiir so eine Zerlegung sind Matrizen, die offensichtlich eine LU-
Zerlegqung besitzen, z.B. strikt (Spalten—) diagonaldominante Matrizen.

“Fiir Erbsenzihler: Bs sind n2 — (m—p)p—l _ (n—q)(n—a-1) ginryge
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%% Cholesky.m (Numerik I)
/e
%% Berechnet Cholesky-Zerlegung

%% Eingabe:

e A Matrix

function G = Cholesky( A )
n = length(A);
G = zeros( n );

for j =1:n
g=AC3,7) - GC j,1:3-1).72;
GC j,j ) =sqrt( g );
for k = j+l:n
g=ACk,j) -G(Cj,1:5-1 ) » G( k,1:j-1 );
G(k,j)=g/G(3,j);
end
end
%endfunction

Programm 5.1 Cholesky.m: Das Cholesky—Verfahren nach (5.4) und (5.5).
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Beweis von Satz 5.5: Induktion iiber n; n = 1 ist klar. Sei also A € R™1>*"*1 gine
(p, q)-Bandmatrix, geschrieben als

.
A= [S e } a#£0,v,weR", B e R,
wobei v, 1 =+ =vy =0, wgy1 = -+ = wyn = 0, und B eine (p, q)-bandierte Matrix

ist. Nach einem Schritt Gaufs—Elimination ist dann

1 0 a w'
A= .
{% In] [o B—VWTT]
Da
A% 1A% B V1Wq
va: : :
va] s V‘qu
0

ebenfalls (p, q)-bandiert ist, besitzt die (p, q)-bandierte Matrix B —vw' /a eine (p, 0)-
bzw. (0, q)-bandierte LU-Zerlegung

und daher ist

wobei L eine (p, 0)-bandierte Matrix und U eine (0, q)-bandierte Matrix ist. L]

Eine bandierte Version der Gaufs—Elimination findent sich in BGauss .m.

5.3 Total positive Systeme

Total positive Matrizen verhalten sich, was die GaufSi-Elimination angeht, besonders
brav und tauchen noch dazu in wichtigen Anwendungen auf. Das Standardwerk zu
diesem Thema ist mit Sicherheit das Buch von Karlin [22].

Definition 5.7 Fiir A € R™ " und I,] C{1,...,n} mit #1 = #] (= k) bezeichnet

. . Aig gy ooe Qigji . .
1,00, . : . : 1 <<,
1ok ' ’ 1 <--<jk

A =A(
Qijr -0 Qg
die durch 1, ] indizierte quadratische Teilmatrix, bei der Zeilen und Spalten aber immer noch

in derselben Reihenfolge angeordnet sind wie in A.
AufSerdem verwenden wir die Abkiirzung N ={1,...,n}, also

A=A(N,N).
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%% BGauss.m (Numerik I)

Ty e
%% Gauss-Elimination fuer bandierte Matrizen

%% (ohne Pivot, aber mit Matlab-Features)

%% Eingabe:

Toths A Matrix

Toth p,q Bandbreite

function LU = BGauss( A,p,q )
n = length( A );

for m = 1:n
for j = m+l:min( n,m+p )
ACjm) =ACim) / ACm,m );
r = min( n,m+q );
AC j,m+tl:r ) = AC j,m+tl:r ) - AC j,m ) *x AC m,m+l:r );
end
end
LU = A;
%endfunction

Programm 5.2 BGauss.m: Gaufs—Elimination fiir bandierte Systeme mit Aufwand
0] (nz) solange p, q < n.
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Definition 5.8 Eine Matrix A € R™*™ heif$t total positiv, wenn
detA(L]) >0, LJC{l,...,n}, #I=#], (5.7)
und total nichtnegativ, wenn
detA(L]) >0, LJC{l,...,n}, #I=4#], (5.8)
Bemerkung 5.9 Ist eine Matrix A total nichtnegativ, dann ist
ajx > 0, jk=1,...,n

Versucht man, nichtnegative Matrizen zu ,basteln”, dann stellt man schnell fest, daf3
das gar nicht so einfach ist. Es gibt sie allerdings wirklich, und zwar sogar von be-
liebiger Dimension.

Beispiel 5.10 Die n-te Pascal-Matrix

j+k—2

ist symmetrisch und total positiv. Sie sind auflerdem exponentiell schlecht konditioniert:

T6™
K2 (Pn) ~ —.
nm
Die Bedeutung total nichtnegativer Matrizen fiir Eliminationsverfahren ergibt sich aus
dem néchsten Satz.

Satz 5.11 Ist A € R™™™ eine invertierbare und total nichtnegative Matrix, dann gibt es eine
untere Dreiecksmatrix L € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix U € R™™, so dafs

A=LU und L>0, U>0. (5.9)

Bemerkung 5.12 Kombiniert man Satz 5.5 mit Satz 5.11, so sind total nichtnegative, stark
bandierte (d.h., p + q < n) Matrizen besonders effektiv und stabil mit Gaufi—Elimination
losbar. Und solche Matrizen treten in der Praxis tatsichlich auf, niamlich bei der Spline-
interpolation, siehe Satz 9.6.

Lemma 5.13 Ist A € R™ ™ total nichtnegativ und invertierbar, dann ist a;; > 0.

Beweis: Angenommen, es wére aj; = 0 und ajx > O fiir ein k > 1. Da A total nicht-
negativ ist, ist fiir jedes m > 1

a1k

0 < detA({1,m},{1,k}) = aml  Qmk
m m

= —a1kami = am1 = 0.

Das heifst, wenn a7 = 0 ist, dann ist entweder a;x = 0,k = 1,...,n, oder ax; = 0,
k =1,...,n, oder sogar beides, aber auf alle Fille ist dann A nicht invertierbar. U]
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Lemma 5.14 Sei A € R™™ total nichtnegativ und invertierbar. Dann ist die Matrix K, die
man nach einem Gaufi—Eliminationsschritt als

an VT ~

A._)A.“)::|: O /X_:|’ Az[ajklj,kzz,...,ﬂ] G]Rn_1><n_1.

erhilt, auch total nichtnegativ und invertierbar.

Beweis: Fiir beliebige I,] C {2,...,n} betrachten wir

~ 1
detA (I,7]) :a—”detA“)(IU{l},]UU}). (5.10)
Mit
a] .
A= : und x5 = e LI G
aT a
n
ist
af
Al _ ag — oc2a1T
aTTl — ocna]T
und damit .
a; (JU{1})

o] (JU{Y) — oy al JUTY)

A (Tu{1},Ju{1}) = (5.11)

ol (JU{1)— o al (JU{TY

Da die Determinante invariant unter Addition von Vielfachen von Zeilen ist, haben
wir also, daf3

aj (JU{1)

T 1
det AV (TU{1},JU{1}) = i U,U{ )

=detA (IU{1},JU{1}),
ol (U1}
und setzen wir dies in (5.10) ein, dann erhalten wir, dafs
detA (I,]) = aidetA(Iuﬂ},}um), L] C{2,...,n), #I=4#]. (5.12)
1

Damit ist A total nichtnegativ und auBerdem ist

~ 1
detA = —detA >0
an
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und damit ist A auch invertierbar. [l

Beweis von Satz 5.11: Induktion iiber n, der Fall n = 1 ist trivial. Fiir beliebiges n > 1
machen wir wieder einen Schritt Gauf3—Elimination, erhalten

m_ | an A{L{Z...,n})
* _[ 0 A }

wenden die Induktionshypothese auf A an (das geht nach Lemma 5.14) und erhalten
L>0und U > 0sodafl A =LU. Dann ist aber

1 0 ] l an A{TL{Z...,n}) ]

AZ[a#A({Z,...,n},]) Tl o ol
=L =Uu

~"

und esist L, U > 0. ]

Korollar 5.15 Die LU-Zerlequng aus (5.9) erhiilt man durch Gauf3—Elimination ohne Piv-
otsuche (oder durch Doolittle).

Da nun
‘t( ‘ﬁ‘ <L Jul+ (\i—L]+(ﬁ—u() - <1+o (az)) Al

JIEf [all = 0+ 0 (%)) 1l

und wie erhalten die folgende, sehr gute Fehleraussage.

ist auch

Korollar 5.16 Es sei A € R™ ™ total nichtnegativ, invertierbar und erfiille
KooA) < 0.

Dann gilt fiir die mit GaufS—Elimination ohne Pivotsuche berechnete Losung X zu Ax = b die
Abschitzung
1R — % oo Snfi
IXll.e  — 1—1ikeol(A)

Koo (A). (5.13)

Anstelle von Satz 5.11 gilt sogar die folgende, schdrfere Aussage.

Satz 5.17 Eine Matrix A € R™ ™ ist genau dann invertierbar und total nichtnegativ, wenn
es total nichtnegative Dreiecksmatrizen L, U € R™ ™, G =1, w5 #0,j=1,...,m,gibt, so
daf§ A = LUL
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There are things that are facts, in a
statistical sense, on paper, on a tape
recorder, in evidence. And there are
things that are facts because they have to
be facts, because nothing makes any
sense otherwise.

Raymond Chandler, , Payback”

Iterative Verfahren fiir
lineare Gleichungssysteme §)

Wir betrachten wieder eine invertierbare Matrix A € R™*™ und ein Gleichungssystem
Ax =D. (6.1)

Ein iteratives Verfahren besteht aus einer Berechnungsvorschrift
YUt — F (M)

mit dem Ziel, daB x) — x fiir j — oo, wobei natiirlich x die Losung von (6.1) sein soll.
Im Gegensatz zu den direkten Verfahren berechnen wir also keine ,exakte” Lt')sung45
mehr, sondern versuchen, uns ndher und nidher an die Losung , heranzutasten”.
Zuerst ein ganz billiger Taschenspielertrick, um das Problem ein klein wenig umzu-
formen: Ist x die Losung von Ax = b, so gilt fiir beliebiges invertierbares B € R™*"

b=Ax=Bx+(A—B)x & x=B b+ (I—B—U\) X,
also ist x ein Fixpunkt von
F(x) =B b+ (1 - B—‘A) X. 6.2)

Damit haben wir das Problem , Ldsen eines linearen Gleichungssystems” also in ein
Problem der Form ,Bestimme den Fixpunkt einer Funktion” umgewandelt. Das hat
dann auch einen ganz unmittelbaren Vorteil: Wenn ein Iterationswert xU) eine exakte
Losung des Problems, also ein Fixpunkt ist, dann wird die Funktion F diesen in sich
selbst abbilden — das Losungsverfahren ,verwirft” einmal gefundene Losungen nicht
wieder.

Die Fixpunktsuche kann aber eine recht einfache und automatische Sache sein,
wenn F eine bestimmte Eigenschaft hat.

#5Bei exakter Rechnung (z.B. in Computeralgebrasystemen) wiirden die direkten Verfahren ja nach
endlich vielen Schritten eine exakte Losung liefern.
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Definition 6.1 Eine Abbildung F : R™ — R™ heifit Kontraktion beziiglich einer Norm || - ||,
wenn es eine Konstante p < 1 gibt, so dafs

IFO) =Flll < elx—yll,  xyeR™ (63)
Ein Punkt x € R™ heif$t Fixpunkt einer Abbildung F : R™ — R™, wenn F(x) = x ist.

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz fiir den R") Ist F : R™ — R" eine Kontraktion,
dann hat F genau einen Fixpunkt x* und fiir jedes x\°) konvergiert die Folge

X —F(x1), e, (6.4)
gegen x*.

Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit: wiren x*, y* zwei verschiedene Fixpunkte,
also ||x* —y*|| > 0, dann wire

B T I L B AT | N e

1= = < o P
[ =y~ [ =y~ [ =y~
ein Widerspruch zu p < 1.
Jetzt zur Existenz. Fiir j > 1 ist
qum _XmH _ HF (Xm> _F (X(H)) H <o me _X(H)H << me _X(O)H

und daher, fir N > 0,

N N—-1
Hx(jw)_me <y Hx(j+k)_xu+k—nH <y pj+kHXm_x(0)H
k=1 k=0
& j
o D |
k=0 1—p

Also ist x), j € Ny, eine Cauchyfolge und konvergiert somit gegen einen Grenzwert
x*, fiir den fiir beliebiges j € INy die Ungleichung

|IF(x*) —x"| < HF(X*)—F(xm)H-i—‘ x* —x0+1

o<y

x* —x(j)H + ‘

4

gilt und da die rechte Seite fiir j — oo gegen 0 konvergiert, ist F (x*) = x™. O

Jetzt aber zuriick zu (6.2). Das daraus entstehende Losungsverfahren wird die Iteration
X0 —F (x7) =B+ (1-B'A) X1 (6.5)

verwenden, und die dabei verwendete Funktion F ist offensichtlich genau dann eine
Kontraktion, wenn die Iterationsmatrix (I — B! A) eine Kontraktion liefert. Die Ziele
dieses Kapitels sind also:
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e Bestimmung von ,guten” Matrizen B (einfach zu invertieren und einfach aus A
Zu gewinnen).
e Beschreibung, wann (I—B~'A) eine Kontraktion ist.

e Bestimmung von Matrixklassen A (und passendem B), so dafs (6.5) garantiert
konvergiert.

Bemerkung 6.3 Wenn die Iteration (6.5) gegen x* konvergiert, dann ist
x" =B "o+ (1-B'A)x"
Dies gilt sogar fiir jede lineare Iteration der Form
0t — F (Xm> —Gx 4 g
mit G € R™™ und g € R™. SchliefSlich ist ja fiir jedes j € IN
I =)l < |
= el F e =) <]

und da die rechte Seite fiir j — oo gegen Null konvergiert withrend die linke Seite von j un-
abhingig ist, mufs x* = F (x*) sein.

x* —X(H])H + HF (x*) —X(j+])H

x =0 4 6] |

X _X()')H

6.1 Der Spektralradius und ein allgemeines Konvergenzkriterium

Wir kommen zum entscheidenden Begriff fiir die Konvergenz des iterativen Verfahrens.
Definition 6.4 Das Spektrum S(A) einer Matrix A € R™ ™ ist die Menge46
S(A)={A € C : ker cn (A —AI) #{0}}

ihrer Eigenwerte. Der Spektralradius p(A) ist definiert als

p(A) = max |A|.
AES(A)
Proposition 6.5 Es bezeichne || - || eine beliebige Vektornorm auf dem R™ sowie die zugehorige

Operatornorm. Der Spektralradius p(A) bestimmt sich als

H Y (6.6)

p(A) = limsup HAj

J—00

und erfiillt somit p(A) < ||A]].

46Zur Erinnerung: Auch wenn die Matrix reell ist, kénnen ihre Eigenwerte sehr wohl komplex sein,
daher ist das Spektrum in Normalfall eine Teilmenge der komplexen Ebene.
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Beweis: Wir erweitern das Problem auf C", es sei also jetzt || - || eine Fortsetzung der
Vektornorm auf C™#.
Sei A € S(A) und x € C" ein dazugehoriger Eigenvektor mit ||x|| = 1. Dann ist

] 2 0] = 9l =

und damit ist )
limsup ))AjH]/) > p(A).

)—00

Fiir die Umkehrung gibt es eine invertierbare Matrix S € C"*", die A in ihre Jordan—
Normalform

STTAS = ] = AR ;A< <l k10,10

1
€
DE — 7
é,/n—]
dann ist
7\] *
D.JD;! = e , xe{0e)
)\n—l *
An
und daher

oo

\:mu+ﬂa, f € C(R), £(0) = 0.

Somit ist, fiir festes ¢ > 0,

o] < st (ss)

I =i ] < 1

(oa0r)

< (5) k(D) "= (5) k(D) (Al + F(6),

bD:

also ist i
limsup || AT < timsup (x(S) k (D) (Anl + F(e)),

j—o0o j—00 ~

=1

4Die p-Normen lassen sich beispielsweise ohne Anderung auf C™ {ibertragen, nur spielt der Betrag
jetzt eine etwas wesentlichere Rolle.
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und damit ”
11/
lim sup HA] H < max |[Al+f(e),
j—00 AES(A)
was mit ¢ — 0 den Beweis vervollstandigt. 0

Bemerkung 6.6 (Spektralradius)

1. Es ist schon wichtig, komplexe Eigenwerte mitzuberiicksichtigen: die Matrix
0 —1
A= [ 10 }

hat die (konjugiert) komplexen Eigenwerte £1, ihr reelles Spektrum ist hingegen leer.
Trotzdem ist p(A) = 1, was man auch aus (6.6) erhiilt, da A* = —1 ist.

2. Der Vorteil von (6.6) besteht darin, dafs wir hiermit den Spektralradius einer Matrix mit
reellen Mitteln™ bestimmen kinnen.

3. Auflerdem ist (6.6) von der gewihlten Norm unabhingig. Dies kann man auch ganz
einfach direkt einsehen, indem man sich daran erinnert, dafy auf dem IR™ alle Normen
dquivalent sind.

Nun aber zum angekiindigten Konvergenzkriterium.

Satz 6.7 Das Iterationsverfahren (6.5) konvergiert genau dann fiir jeden Startvektor x\©) ¢
C™, wenn

0 (1— B"A) <. 6.7)

Beweis: Ist (6.7) erfiillt, dann gibt es einen Index m > 0, so dafs H (I — B_1A)mH <1,
das heifit, die Abbildung
m
F(x) := (I—B*]A) X

ist eine Kontraktion und konvergiert, nach Satz 6.2 gegen einen eindeutigen Fixpunkt
x*,d.h, firj=0,..., m—1gilt

Fk (X(j)) — lHkm) _y yx

also konvergiert auch die ganze Folge.

Nehmen wir umgekehrt an, dafs das Iterationsverfahren (6.5) gegen x* € C™ kon-
vergiert und sei y € C" ein Eigenvektor von (I— BqA) zum betragsgrofiten Eigen-
wert A. Setzen wir x(©) = x* 4y, dann ist

x—x = (1-B'A)x¥ + B b — (1-B'A) x" —B~'o = (1-B~'A) y = Ay,
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sowie allgemein
0 ¥ — Ny,
und Konvergenz liefert [A| < 1. O

Fiir unsere Zwecke ist die folgende reelle Aussage hin— und ausreichend.

Korollar 6.8 Das Iterationsverfahren (6.5) konvergiert fiir jeden Startvektor x(©) € R™ wenn
1. p(I-B7TA) < 1.
2. ||[I1—=BA|| < 1 fiir eine Operatornorm || - ||.

Man kann sogar Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit machen und es
diirfte nicht tiberraschend sein, dafy die Konvergenz umso schneller ist, je kleiner der
Spektralradius ist.

Satz 6.9 Die Matrix A € R™™" erfiille p (I—B'A) < 1 und es sei x die Losung von
Ax = b. Dann gilt, fiir jeden Startvektor x'%),

J—x
III)ILSUP 0 < B_]A> . (6.8)

Beweis: Nach Proposition 6.5 gibt es fiir alle ¢ € (0,1—p (I—B7'A)) einen Index
jo € IN und eine Konstante C > 0, so daf

j j
(I—B‘A)]H <C (s—l—p (I—B"A)) <1, §j>ijo,
und somit ist

o = [l ()

< H I_B—m))H x|

< Clero(1-87A)) O], >
also
lim sup H <£+p<I—B_]A)
oo \ X =x[| |7
und da ¢ beliebig war, folgt (6.8) [

Die Konvergenzordnung, die (6.8) suggeriert, ist
X —x|| <col. p=(1-BT'A) <1,

der Fehler fllt also exponentiell. Ist beispielsweise p = 1/10, dann htte man also die
Fehler 1/10, 1/100, 1/1000 und so weiter, in jedem Interationsschritt wird also eine
Dezimalstelle des Ergebnisses korrekt. Aus diesem Grund wird dieses Kovergenzver-
halten auch als lineare Konvergenz bezeichnet.
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6.2 GauB-Seidel-lteration und Jacobi—Ilteration
Erinnern wir uns an unsere Anforderungen an die Matrix B fiir die implizite Iteration
BxUt) = p — (A — B)XU),
also Invertierbarkeit und einfache Bestimmbarkeit aus A. Der einfachste Fall ist sicher-
lich
B =diag [a;; : j=1,...,n],
vorausgesetzt natiirlich, dafd aj;; #0,j = 1,...,n. Und das ist auch bereits das Jacobi-

Verfahren, in der deutschsprachigen Literatur auch gerne als Gesamtschrittverfahren
bezeichnet:

0 ajn N Ain
an . . .
KO+ —p | Q21 - : x0) (6.9)
Onn : ) An—1n
ant ... QApn-—1 0
beziehungsweise
xEH) = bk—Zaer?) / Ay, k=1,...,n (6.10)
r#£k
Bei der Gauf3-Seidel-Iteration, dem Einzelschrittverfahren, setzt man
an 0
B = : ,
an1 ann
also
an 0 ° C.Hz . a?n
X0t —p — R U (6.11)
n_
anl ... Qnn no‘/n
beziehungsweise
k—1 n
XE—H] = (bk — Z aerpH) — Z aerp)> / Ay, k=1,...,n (6.12)
r=1 r=k+1
Es gibt noch eine andere Interpretation von (6.12), ndmlich daf} bei der Bestimmung
von XE_H) noch die ,alten” Komponenten XEL, . ,xg), aber schon die ,neuen” Kom-

ponenten ng—H), .. ,xgj]” verwendet werden, die man ja gerade eben berechnet hat.

Man verwendet also ,,alte” Werte nur noch dort, wo noch keine aktualisierten Werte
vorhanden sind.
Was ist nun der Vorteil von solchen iterativen Verfahren?
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%% JacobiIt.m (Numerik 1)

hh =

%% Jacobi-Iterationsschritt

hh E
Do
hoto
Do

funct

ingabe:

A Matrix

X Naeherung fuer Loesung
b rechte Seite

ion y = JacobiIt( A,x,b )

n = length( A );
y = zeros( n,1 );
for j = 1:n
z=b(Cj)-ACj,1:5-1 ) » x( 1:5-1 ) - AC j,j+1l:n ) * x( j+l:n );
yCj)=2z/AC3,j);
end
%endfunction
Programm 6.1 JacobiIt.m: Eine Jacobi-Iteration nach (6.10).

1. Der Rechenaufwand je Iterationsschritt hangt linear von der Anzahl der Elemente

ajx # 0 ab. Damit sind solche Verfahren gut geeignet fiir grofie, diinnbesetzte
j
Matrizen.

2. Wenn die Matrix ,gutartig” ist (also das Iterationsverfahren schnell konvergiert),
kann der Rechenaufwand weit besser als O (n?) sein: jeder Iterationsschritt hat ja
,nur” O (nz) Operationen durchzufiihren — und der Fehler fillt dabei immerhin
wie p (I — B_1A)J, was bei gut konditionierten Matrizen*® sehr schnell zu sehr
guten Naherungen fiithren kann.

3. Das Jacobi-Verfahren ist noch dazu sehr gut parallelisierbar: Die Berechnungen

der einzelnen Eintrége von xUt1 sind (nahezu) unabhéngig voneinander, nur der
Vektor x) muf ,gespiegelt” werden. Fiir das Gau3-Seidel-Verfahren hingegen
ist das Parallelisierungspotential sehr eingeschrankt.

Was aber helfen uns diese schonen Verfahren, wenn wir nicht wissen, ob und wann
sie funktionieren. Natiirlich kann man immer die Spektralradien testen, aber das ist

nicht

so einfach.

Satz 6.10 Ist A € R™*™ symmetrisch und positiv definit, dann konvergiert das Gaufs—Seidel—
Verfahren.

8 Also solchen mit kleinem Spektralradius
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hto
hoto
Do
i
hoto
e
hoto

Jacobi.m (Numerik 1)
Jacobi-Verfahren
Eingabe:

A Matrix

b rechte Seite

tol Genauigkeit
function x = Jacobi( A,b,tol )
n = length( A );
x = zeros( n,1 );

nrm = norm( A*x - b );

while ( nrm > tol )
disp( nrm );
x = Jacobilt( A,x,b );
nrm = norm( A*¥x - b );
end

Y%endfunction

Programm 6.2 Jacobi.m: Das Jacobi—Verfahren.

89
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6 ITERATIVE VERFAHREN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

hoto
Do
hh
hoto
o
hoto
o

GaussSeidelIt.m (Numerik 1)
Gauss-Seidel-Iterationsschritt mit Ueberschreiben von x
Eingabe:

A Matrix

b rechte Seite

X Naeherung fuer Loesung

function y = GaussSeidelIt( A,x,b )
n = length( A );

%e

for j =1:n
z=b(Cj)-ACj,1:j-1 ) » x( 1:j3-1 ) - AC j,j*+1:n ) * x( j+l:n );
x(j)=z/AC3,j); hh x statt y !!!

end

y = x;

ndfunction

Programm 6.3 GaussSeidelIt.m: Eine Gaufi-Seidel-Iteration nach (6.12).

Do
hoto
Do
hh
hoto
o
hoto

fu

%e

GaussSeidel.m (Numerik 1)
Gauss-Seidel-Verfahren
Eingabe:

A Matrix

b rechte Seite

tol Genauigkeit

nction x = GaussSeidel( A,b,tol )
n = length( A );
x = zeros( n,1 );

nrm = norm( A*x - b );

while ( nrm > tol )
disp( nrm );
x = GaussSeidelIt( A,x,b );
nrm = norm( A*xx - b );

end

ndfunction

Programm 6.4 GaussSeidel.m: Das Gauf3-Seidel-Verfahren.
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Beweis: Wir verwenden die Zerlegung

_ T
A_L+D+\L/,

B  =A-B
wobei L eine strikte untere Dreiecksmatrix ist, das heifst, {;; = 0, j = 1,...,n. Wir
miissen nun also zeigen, dafs
0(G) == p (B—‘(B —A)> — 0 (—(L+D)*1 LT) <1 (6.13)

Wegen der positiven Definitheit von A ist djj =a;5>0,j=1,... ,n%, und damit ist

die Matrix G, definiert durch

G] = D1/2GD_]/2:—D1/2 (L+D)_] LTD—]/Z
_D'2(L4+ D) D'/2D1/2LTp1/2
N I o .
= — (D2 +D)p ) (D22 = (L) L]

—ZI_]

wohldefiniert und #hnlich zu G und hat deswegen auch dieselben Eigenwerte wie G.
Sei nun x € C™, x"x = 151 ein Eigenvektor von G zum Eigenwert A, dann heifst dies,
daf3
—LIx=A (I+1Ly)x

und somit

— xMLx =A (1 +XHL1X> .

~——
:(L1X)Hx:(xHL1X)H:xHL1X
Schreiben wir x"'L1x = a4 ip, dann ist
1+ 20+ o2 + B2

(6.14)

A2 = —atip
T+otiB

Auf der anderen Seite ist A und damit auch D~"/2AD~"/2 = [ + Ly + L] symmetrisch
und positiv definit>?, also

0<x" <I+L1 —|—L1T> x =1+ xMx 4+ XM x =14 2¢,
N—— N——
:O(+l|?) :(X—‘Lf)

was, in (6.14) eingesetzt, [\| < 1 liefert. O

4950nst wire e)TAej < 0 fiir ein j.

0lst y ein Eigenvektor von G zum Eigenwert A, dann ist D'/?y ein Eigenvektor von G; zum Eigen-
wert A und umgekehrt.

M=% 1 j= 1,...,n]T

2Zur Erinnerung;: Bei einer komplexen Matrix gehort es zur Definition von positiver Definitheit, daf3
die Matrix hermitesch ist. Bei rellen Matrizen fordert man es oder eben auch nicht ...



92 6 ITERATIVE VERFAHREN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Definition 6.11 Eine Matrix A € R™ ™ heifit zeilenweise diagonaldominant, wenn die
Diagonalelemente den ,Rest” der Zeile im Absolutbetrag dominieren, wenn also

aj > Y |aj

K

, ji=1,...,n,

gilt. Diagonaldominante Matrizen haben insbesondere nichtnegative Diagonaleintrige.

Satz 6.12 (Diagonaldominanz und Konvergenz) Ist A € R™*" zeilenweise strikt diago-
naldominant, so konvergieren das Jacobi- und das Gaufi—Seidel-Verfahren.

Beweis: Fiir die Zerlegung aus dem Jacobi—Verfahren (B = diag A) gilt
1
HI—B*1AH = max —Z‘ijl
00 j=1,..m |ajj { e
und im Falle strikt diagonaldominanter Matrizen ist somit
0 (I—B—’A) < HI—B—‘AH <1.
(6]
Fiir Gaufs-Seidel miissen wir uns ein bifichen mehr anstrengen. Hierzu schreiben wir

A=L+D+U, ﬂjj:ujj:O,

wobei dj; # 0 ist, und setzen L; = —D 'L, U; = —D'U. Die zu betrachtende Matrix
ist
I-B'A = I—(L+D) ' (L+D+U)=1—(—DL1+D) ' (L+D+U)
I—(I-L) ' D'(L+D+U) =1—(I—1;) " (I—-Ly—Uy)
= I-I+(I-L) "W =(I-L;) U =H,

auBerdem schreiben wir ] := Ly +U; = =D 'A. Da ||1,,||,, = 1, ist (wg. der strikten
Zeilendiagonaldominanz)
T < oo Tn < Tn

und da |]J| = |L4| + [Uy], ist

Usl T = (1T =101 T < ([[T]l g T—IL41) T (6.15)

L; und |L4] sind strikte untere Dreiecksmatrizen und damit nilpotent, das heifst,

I—L)  =I+Lj4---+L"
n_ L n:O = ( 1_ 1 B
r =1l { (I=L) " =T+ Lyl 4+

und damit ist

(=17 = [l L+ 7 ST L+ LM = =L (616)
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Mit (6.15) und (6.16) ist demnach

Mt < 0=t Wil e < 0= 100 (e T L) T

= (=L (=144 (Pl —=1D1) Tn
= Tnt (Mlle—1) A=ILD" 10

<0 >1

< (IH+ Moo =MD Tn < Plloo Tn < Tne

Alsoist [H| 1, < 1y, also alle Zeilensummen von [H| kleiner als 1 und damit ist ||H || <
1,also auch p(H) < 1. (]
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Fiir den Ausgleichsanspruch nach
§1587¢ Abs. 1 Satz 1 gelten die §§ 1580,
1585 Abs. 1 Satz 2,3 und §1585b Abs.
2,3 entsprechend.

BGB, §1587k. Abs. 1

Ausgleichsrechnung {

Bisher haben wir uns mit quadratischen linearen Gleichungssystemen der Form Ax = b,
A € R™™ und deren numerischer Losung beschiftigt, das heifit, die Anzahl der Gle-
ichung und die Anzahl der Unbekannten stimmen {iiberein — eine notwendige Vo-
raussetzung wenn man fiir alle rechten Seiten b eine eindeutige Losung erhalten will.
Diese Theorie 1df3t sich relativ einfach auf unterbestimmte Gleichungssysteme erweit-
ern, bei denen man weniger Gleichungen als Unbekannte hat. Man verliert zwar die
Eindeutigkeit der Losung, aber solange die Matrix vollen Rang hat, kann man sich
(zumindest formal) auf ein eindeutig losbares Teilsystem zuriickziehen®. Besser macht
man es aber auf andere Art und Weise

7.1 Inverse Probleme — ein kurzer Exkurs

Nehmen wir jetzt also an, wir hdtten es mit einem unterbestimmten linearen Gleichungs-
system
Ax =D, AER™™ m<n, beR™, (7.1)

zu tun, dessen Matrix A, der Einfachheit halber, aber den maximalen Rang m hat*.
Anstatt nun aber den Losungsraum einfach einzuschranken, suchen wir uns in un-
serer Losungsmenge eine beste Losung, wobei natiirlich noch klarstellen miissen, in
welchem Sinne die Losung optimal zu sein hat.

Bemerkung 7.1 Unterbestimmte Gleichungssysteme kommen in der Anwendungsrealitit oft
vor und zwar dann, wenn es um inverse Systeme geht. Dabei kennt man eine (hoffentlich oder
nitherungsweise) lineare Beziehung der Form y = Ax zwischen den (gesuchten) Regelgrifien
x und den gemessenen Werten y, nur sind es oftmals viel zu viele Regelgrofien und viel zu

»Die Auswahl der “besten” Losung aus dem affinen Losungsraum ist hingegen ein durchaus nicht-
triviales Problem.

>*Das ist ohnehin der “generische” Fall, die Menge der Matrizen mit Rangdefekt bildet einen Null-
menge in der Menger aller m x n-Matrizen.
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wenige Messungen. Das fiihrt dann zu einem unterbestimmten System, aus dem x nun in
irgendeiner Form bestimmt werden muss.

Inverse problem: Reconstruction method
1. Anatomical & morphological map

2. Probing by fluorescent marker
3. Tomographic measurements

$1010818(

i
@
2
o
[}
2
©
o

Incident light

| | ccp

Fluorescent Detectors

marker

Abbildung 7.1: Optische Tomographie (links). Ein fluoreszierender Marker inner-
halb einens Lebewesens (hier eine Maus) wird durch Laserbestrahlung aktiviert
und das Streulicht am anderen Ende aufgesammelt. Aus diesen Informationen soll
die Lage des Markers rekonstruiert werden.

Im physikalischen Modell (rechts) wird der Lichtaustausch zwischen benachbarten
Zellen durch entsprechende Beugungs-, Reflektions- und Absorptionsgesetze er-
mittelt, woraus sich der Lichteinfall auf den Detektoren ergibt.

Beispiel 7.2 (Optische Tomographie) In der optischen Tomographie werden Objekte, nor-
malerweise Lebewesen®® ausschliefSlich mit Hilfe von sichtbarem Licht durchleuchtet, wobei im
Inneren ein fluoreszierender Marker plaziert wird, siehe Abb. 7.1, der durch das einfallende
(Laser-) Licht aktiviert wird. Es klingt ein wenig abwegig mit Hilfe von Licht durch eine Maus
“hindurchschauen” zu wollen, aber tatsichlich kommt wirklich einiges an Licht auf der anderen
Seite des Objekts an, allerdings durch die Molekiile® gestreut und gebrochen.

Zur Modellierung dieses Problems teilt man jeden Schnitt durch das Objekt und seine
Umgebung in kleine Quadrate ein und modelliert den Lichtaustausch zwischen diesen Quadrat-
en®® sowie den Randquadraten und den Detektoren. Bezeichnet x € RMN die Lichtintesitit an
den Quadraten des M x N-Gitters und y € RX die gemessenen Werte an den K Detektoren,
die um das Objekt herum oder hinter dem Objekt angebracht sind, dann erhalten wir ein Gle-

ichunssystem der Form
y = Ax, A € ROMN,

%Die Anzahl der Messungen kann aus vielerlei Griinden beschrénkt sein: Kosten, technische Randbe-
dingungen, Zeitbegrenzung ...

%Und in diesem Sinne eigentlich eher Subjekte als Objekte.

57Bekanntlicherweise bei Lebewesen zumeist Wasser.

58Der Einfachheit halber werden hier normalerweise QUadrate und deren Nachbarn betrachtet.
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Ab einer bestimmten Rekonstruktionsgenauigkeit hat man dann aber mit Sicherheit wesentlich
mehr Quadrate als Detektoren und das Problem wird massiv unterbestimmt!

Jetzt aber genug der Realitdt und zuriick zur Theorie. Da unser unterbestimmtes Gle-
ichungssytem Ax = b aus (7.1) normalerweise jede Menge Losungen hat, genauer
gesagt, einen n — m—dimensionalen Lésungsraum, miissen wir uns aus diesen Losun-
gen eine passende Losung aussuchen — warum also nicht gleich die Beste? Dazu l6sen
wir das Optimierungsproblem

miny(x), Ax =b, (7.2)
X

mit einem vorgegeben Giitefunktional v : R"™ — IR, das zumindest nach unten
beschrinkt sein sollte®; diese untere Schranke kénnen wir dann auch gleich auf Null
setzen und so vy : R™ — R, annehmen. Beliebte Werte fiir y sind y(x) = ||x||p,
1 <p < oo, oder
1

v(x) = 3 x ' Bx, B positiv definit. (7.3)
Die Losung von (7.3) wollen wir uns noch schnell etwas genauer ansehen. Dazu erin-
nern wir uns, daf8 ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Extremums von
f : RN — R unter der Nebenbedinung g(x) = 0, g : R™ — R™, durch die Existenz
Lagrange-Multiplikatoren A € R™ gegeben ist, daf also

0 i=1,...,mn }

% k=1...,m 74

Vix)— Vg(x)A=0, Vg= {

gelten muss. Dieses Resultat lernt man entweder in der Analysis unter dem Stichwort
“Extrema unter Nebenbedingungen”, siehe z.B. [16], oder in der Optimierung, siehe
z.B. [35, 40]. Mit f(x) = %XTBX und g(x) = Ax — b ist nun ganz einfach Vf(x) = Bx
sowie Vg(x) = AT, so daf unsere gesuchte Optimalldsung als Losung von

Bx—ATA = 0 o B AT x ] [0
Ax = b A 0 —A| |0

gegeben ist. Daf$ dieses Extremum ein Minimum sein muss, liegt an der Tatsache, dafs
x + x'Bx ein nach oben gedffnetes Paraboloid darstellt und deswegen nur ein Min-
imum haben kann, siehe auch den Beweis von Proposition 7.6. Anders gesagt: Die
Minimallésung bestimmt man durch Losen des symmetrischen quadratischen m +n x

m + n-Systems
B AT 0
cma =[P AT as2]. -

wobei man sich nur um die ersten n Variablen zu kiimmern braucht, die Werte von A
interessieren ja herzlich wenig.

Ubung 7.1 Zeigen Sie: Hat A den maximalen Rang m, dann ist C aus (7.5) invertierbar.

o

»Sonst gibt es normalerweise kein Minimum!
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7.2  Nun aber iiberbestimmt
Jetzt geht es aber um iiberbestimmte lineare Systeme der Form
Ax ~ b, A €R™M, m>n, becR™, (7.6)

bei denen x € R™ gesucht wird. Im allgemeinen® wird das ,Gleichungssystem” (7.6)

nicht mehr 16sbar sein®!, weswegen man das folgende Ziel verfolgt:
Man finde x € R"™, so dafs Ax — b moglichst klein wird.
“Moglichst klein” kann beispielsweise bedeuten, dafl man x so bestimmt, daf3 || Ax — b||

fiir eine vorgegebene Vektornorm minimiert wird — dabei wird das optimale x im all-
gemeinen sehr wohl von der gewéhlten Vektornorm abhédngen.

Beispiel 7.3 Fiir

1 b
A=111, b= | by |, by <by<b3
1 b3

haben die Minimallosungen x € R fiir || Ax — bl|,, die folgende Gestalt:
p = 1: Man sieht leicht, daf$ by < x < bz gelten mufi, und dann ist
|Ax —=Dbll; = (x =b1) + [x = b2+ (b3 —x) = bz — by +[x — b/,

was fiir x = by minimal wird.

p = 2: Differenzieren von
|Ax —b||5 = 3x* —2 (by + by + b3) x + b} 4 b3 + b}

liefert sofort, daf§ x = (by +bz +b3) /3.
p = oot Da das Maximum von ‘x — bj‘ immer entweder fiir j = 1 oder j = 3 angenommen

wird, ist die optimale Wahl, x von beiden gleich weit entfernt sein zu lassen, also x =

(b3 +bq) /2.

Im Spezialfall by = by = bz =: b ergibt sich natiirlich immer x = b, die Losung des Gle-
ichungssystems.

0Das hangt natiirlich von der rechten Seite b ab.
®IDaher auch das Symbol ,,~* in (7.6).
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Ubung 7.2 Zeigen Sie: Die Summe
n
Y k=bjl, b <. <y,
j=1

wird durch den Median minimiert, also

X:{ bm+], n:2m+],
%(bm+bm+1)/ n=2m.

Wann ist die Losung eindeutig? &

In diesem Kapitel soll aber nur die Norm
Iy = x e VaTx

betrachtet werden, was vor allem auch daran liegt, daf$ die Theorie am einfachsten ist.
Neuerdings haben sich Losungen in der 1-Norm in vielerlei Anwendungen als besser
erwiesen, oftmals sind sie einfach robuster gegen Ausreifser, siehe auch Ubung 7.2.

7.3 Least—squares—Losungen und die Normalengleichungen

Definition 7.4 Ein Vektor x € R™ heifit Least-Squares—Losung von (7.6), wenn
[Ax=bll; < Ay =bl;,  yeR™

Bemerkung 7.5 Existiert eine Losung des Gleichungssystems (7.6), dann ist diese natiirlich
auch Least—Squares—Losung.

Das schone an der || - ||;-Norm ist die Tatsache, daf8 wir die Least-Squares-Losung
einfach bestimmen koénnen.

Proposition 7.6 Sei A € R™*™, m > n. Dann ist jede Losung x der Normalengleichungen

ATA x = @ (7.7)
eIRTLXTl eRn

eine Losung des Least—Squares—Problems (7.6) und umgekehrt.

Korollar 7.7 Hat die Matrix A vollen Rang, dann ist die Losung des Least—Squares—Problems
eindeutig.

Beweis: Hat A vollen Rang n, dann hat auch ATA € R™™ den Rang n und ist damit
invertierbar. Damit gibt es aber auch (nur) genau eine Losung der Normalengleichun-
gen. u
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Beweis von Proposition 7.6: Wir betrachten das (quadratische) Funktional
[Ax—b|5 = (Ax—b)" (Ax—b) =x"ATAx—x"ATb—b'Ax+Db'b
= x'ATAx—2x"ATb +b'b,

das genau dann durch x minimiert wird, wenn die Norm durch x minimiert wird. Ist
nun x ein Minimalstelle, so muss

0 = V]Ax—b|3=2ATAx—2ATb

sein, sieche Ubung 7.3, also hat jede Least-Squares-Losung x sich an die Normalengle-
ichungen (7.7) zu halten.
Erfiillt umgekehrt x (7.7), dann erhalten wir fiir jedes y € R™, dafd

| Ay —bl3
= [[Ax—=b|3+ y—x)"TATA (y—x) —2x"ATAx + 2yTATAx + 2 (x —y)TATb
N >
> [|Ax—b[5—2(x—y)" ATAx+2 (x—y)" ATb = | Ax—b]3,
—ATb
also ||[Ax —b||, < ||Ay —b||, und somit ist x auch eine Least-Squares-Losung. O

Ubung 7.3 Zeigen Sie: Ist B € R™™ eine symmetrische Matrix und F(x) := x'Bx,
x € R", dann ist VF(x) = 2Bx. &

Bemerkung 7.8 Die notwendige und hinreichende Bedingung (7.7) bedeutet, daf$ die Least—
squares—Losung so zu wihlen ist, dafl der Residuenvektor + :== Ax — b die Bedingung ATr =
0 erfiillt, oder eben, daf§ v € ker AT. Diese Bedingung hat eine geometrische Interpretation,
siehe Abb. 7.2: Es sei

V=%(A) = AR" = {Ax : x € R"}

der von (den Spalten von) A erzeugte Vektorraum®?. Dann ist das orthogonale Komplement
R © Z(A) = {x cR™ : xX"Z(A) = o}

gerade ker AT. Somit sind die Least-Squares—Losungen diejenigen Vektoren, bei denen der

Residuenvektor senkrecht auf V steht.

Damit hdtten wir bereits einen (naiven) Ansatz, um iiberbestimmte Gleichungssysteme
zu losen: wir verwenden das Cholesky—Verfahren aus Satz 5.4, um die Losung von
ATAx = ATb zu bestimmen, was zu einer Zerlegung

ATA = GGT

fithrt; dabei ist G aber ein quadratischer Faktor, im Gegensatz zu A. Allerdings fiihrt
der Ubergang zu einem Gleichungssystem beziiglich ATA, also die “Quadrierung” der
Matrix auch zu einer Quadrierung des Fehlers.

6222(A) steht fiir “Range” von A.
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b-Ax

1 .yzAfC

Abbildung 7.2: Geometrische Interpretation der Least-squares-Losung: Der Fehler
ist orthogonal zum Vektor Ax.

Beispiel 7.9 Essei A € R *™ gegeben durch

11 ... 1]
£
A = € ,
- 8_
dann ist
e LR T+e2 1 .1
£
: . : . .
’ 2
1 <1 e | 1 ce 1 T+e

Diese Matrix ist quadratisch schlechter konditioniert als die Ausgangsmatrix! Denn da B :=
ATA = 1,1] + €21, ist jeder Vektor y € R™ mit 1]y = 0 ein Eigenvektor von B zum Eigen-
wert 2. Auferdem ist

Bly=1n (111n> el = <n+ £2> Tn.

=n
Also ist, unter Verwendung des Spektralradius,

@ (V4) = Al ()

2o () o () )
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AmM(ATA)__1+Jl
Amin (ATA) €2’

Da jede Norm grofSer als der Spektralradius ist, ist die obige negative Aussage nicht etwa
spezifisch fiir die 2-Norm, sondern gilt fiir jede beliebige Matrixnorm und damit auch fiir jede
beliebige Konditionszahl.

In[17,S.398, (19.14)] kann man diese quadratisch verschlechterte Situation auch konkreter
finden: Fiir die berechnete Losung X des Least-Squares—Problems ergibt sich ein rela-
tiver Vorwartsfehler von

P
kﬁwhgcmwﬂmﬁ, x € R™\ {0}.
2

7.4 Singuldare—Werte—Zerlegung und die Pseudoinverse

Wir wollen uns nun der Beschreibung von Least-squares-Losungen etwas theoretis-
cher ndhern.

Definition 7.10 Eine quadratische Matrix U € R™™ bzw. U € C™*™ heifit orthogonal
bzw. unitdr, wenn WU = 1 bzw. UNU = L. Eine Matrix D € R™* ™ heifit diagonal, wenn
a=0fallsj#%j=1,.... mk=1,...,n

Bemerkung 7.11 Die orthogonalen Matrizen bilden eine multiplikative Gruppe: Jede orthogo-
nale Matrix U hat eine orthogonale Inverse (niamlich U") und das Produkt zweier orthogonaler
Matrizen U,V ist wieder orthogonal (da uv)uv =viutuv = viv = .

Satz 7.12 Zu jeder Matrix A € R™™, m,n € IN, gibt es orthogonale Matrizen U € R™*™,
V € R™™ und eine Diagonalmatrix £ € R™*™ so dafs

A= UZVT, 011 > 0722 > 2 Oy > O, (.= min(m,n). (7.8)

Definition 7.13 Die Darstellung (7.8) heifSt Singuldre—Werte—Zerlegung bzw. Singular Val-
ue Decomposition (SVD), die Diagonalwerte von £, o5 = o35, j = 1,...,{, heiflen Sin-
gulirwerte von A.

Beweis: Induktion tiber {. Im Fall { = 1 nehmen wir ohne Einschréinl<ung63 an, dafs
m < n. Dann hat A die Form A = [aj1---ajp] = a’.Ista = 0,dannbilden U =1, £ =
0 und V = I die SVD von A. Andernfalls setzen wir v; = ||a|;' @, also als normierte
Version von a und vervollstindigen diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis des R"™,
das heifst, wir wahlen vy, ..., v, so, dafs

T .
R™ = span {vy,...,vn}, Vi vk = djk, j,k=1,...,n,

63 Ansonsten gehen wir zu AT iiber.
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und erhalten die Komponenten der SVD als
U=1, V=[y:j=1...,mn, IZ=UAV=[|a]0: 0]

Sei also Satz 7.12 fiir ein { > 0 bewiesen und seien m, n € IN dergestalt, dafs min(m,n) =
¢+ 1. Wir setzen
HAXH% T
T7 := max ma <A A> (7.9)
R X3 leet
Ist Ty = 0, dann ist A = 0 und die SVD ergibt sich als U =1V =1I2% =0. Andern-
falls ist T der groBte Eigenwert der symmetrischen positiv definiten Matrix ATA; sei
aufierdem vy € R™ ein zugehoriger normierter Eigenvektor. Diesen kann man wieder
mit v,...,vn zu einer Orthonormalbasis des R™ ergdnzen und damit ist die Matrix
V =[vj : j=1,...,n] orthogonal. Wegen (7.9) ist ||Av1||, = 01, 01 = \/T7, und damit
ist
0 £y = G%Av] ER™,  |w,=1.

Wie vorher vervollstindigen wir diesen Vektor zu einer Orthonormalbasis, diesmal
mituy, ..., Wy und setzen U = [u;j : j =1,..., m]. Damit ist

T | o 0 . o1 O T m—1xn—1
UAV_[O B} — A_u{O B}v, BeR . (7.10)

wobei der grofite Eigenwert von BTB hochstens 07 ist. Nach Induktionsannahme gibt
es Matrizen U € R™ ™1 vV ¢ R™11ynd T € R™ "1 50 daf

B=UzV', o1 >8> >8>0
Setzt man das in (7.10) ein, so ergibt sich, dafs

[ r oo 011 07 1
A—“[o aHo zHo HV'

. /
-~

=Uu =X =VT

womit der Beweis fertig ist. O

Bemerkung 7.14 (Beobachtungen zur SVD)

1. Der singulire Wert t1 aus (7.9) ist gleichzeitig der grifite Eigenwert der symmetrischen
positiv semidefiniten Matrix ATA: Seien \y > --- > Ay > 0 die Eigenwerte von
B = ATA und xq,...,xn zugehorige orthonormale Eigenvektoren, dann ist

T

n n n n
X'Bx= ) | B D | =) A<M of =Mx]3
j=1 j=1 j=1 j=1

64 Achtung: U und V kénnen Einheitsmatrizen unterschiedlicher GroBe sein.




7.4  Singuldre-Werte-Zerlegung und die Pseudoinverse 103

2. Generell sind die singuliren Werte einer Matrix A die (immer noch nichtnegativen)
Wurzeln der Eigenwerte von ATA.

3. Die Idee der SVD wird aus dem Beweis ersichtlich: man bestimmt orthogonale Vektoren
uy, ..., um € R™ vy,..., vy € R", so daf$ die von ihnen gebildeten Matrizen U und V
die Ausgangsmatrix A dergestalt orthogonal transformieren, daf

(UTAV> ej = 0j ¢j, i=1,...,¢

also die kanonischen Einheitsvektoren in sich selbst abbilden.

4. Die SVD ist nicht immer eindeutig! Das einfachste Gegenbeispiel ist A = 0, dann ist
L = 0 und man kann L und V sogar frei wiihlen. Was natiirlich eindeutig ist® ist die
Matrix L.

Definition 7.15 Die Moore—Penrose—Inverse oder Pseudoinverse einer m X n—Matrix A
mit SVD A = UZVT ist definiert als

AT = VZ+UT, s+ c RM<m

wobei

1
+y —J %~ ojk 7 0, = —
(£ )].k { 3 o 0, i=1,...n, k=1,...,m

Der Name “Pseudoinverse” ist leicht erklirt. Ist namlich A € R™*™ eine invertierbare
Matrix, dann sind wegen

——

n
0 < |det Al = |det U] |detZ| |detV| =] ] o
=1 =1 =1

alle singuldren Werte von A strikt positiv und damit ist £+ = £~1. Daher ist
AAT=usvivi'u' =1=vi 'u'uzsv = A" A

und damitist AT = A~'. Im Falle einer invertierbaren Matrix kann man das “Pseudo-"
also getrost weglassen.

Satz 7.16 Sei A € R™™, m > n.

1. Die Pseudoinverse A™ erfiillt die Moore—Penrose-Bedingungen

(@) AtA = (ATA),

() AAT = (AAT),

%5Wegen der absteigenden Anordnung der singuldren Werte.
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(c) AATA =A,
(d) ATAAT =A™,

2. Der Vektor x* = A erfiillt

Ax* —b|l, = min [|[Ax—Db
[ Ax* b, = min [ Ax D],

x* ist also eine Least—Squares—Losung.
Beweis: Sei A = UZV'. Zum Beweis von 1. bemerkt man, dal die Matrizen
ATA=vituTuzvh =vzfrvl  und AAT=UuzVIvIfu' =uzzrtu’
beide symmetrisch sind und dafs
AATA =UZVTVETIVT = uzstrv?

beziehungsweise
ATAAT =vituturstut = vetistul,

Auflerdem gibtesein1 <r <{sodall oy > --- > 0y > 041 = - - - = 0y = 0 und damit
ist

01 cr]_] 01

Ity =

und entsprechend XXXt =r+.
Um 2. nachzuweisen berechnen wir einfach

ATAx* =ATAAb=vZ'u usv' vitu' b=ve'u' b =ATb
und nach Proposition 7.6 ist x* = ATy eine Least-Squares-Losung. O
Ubung 7.4 Zeigen Sie: Die Moore-Penrose-Bedingungen bestimmen die Pseudoin-
verse A eindeutig. o

Mit Hilfe der Pseudoinversen kann man die Definition der Konditionszahl auch auf
singuldre und nichtquadratische Matrizen erweitern, indem man

k2(A) = [|Al, ||AT]], (7.11)

setzt.

So schon die SVD und die Pseudoinverse theoretisch auch sein mogen — zur Berechnung
unserer Least-squares-Losung helfen sie uns wenig, denn die Berechnung der SVD
oder der Pseudoinversen sind méglicherweise sogar noch komplizierter.
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Bemerkung 7.17 In gewissem Sinne ist die Pseudoinverse ein Lieblingskind der Ingenieure,
die schon vor langer Zeit herausgefunden haben, daf$ der Befehle pinv in Matlab/Octave im-
mer eine “Inverse” liefert, aber nie eine dieser nervigen Fehlermeldungen oder Warnungen.
Daf3 dafiir die Ergebnisse nicht sonderlich sinnvoll sein kinnen®® nimmt man oftmals gerne
in Kauf. Es braucht durchaus einiges an Uberzeugungsarbeit, um dafiir zu sorgen, daf3 die
Pseudoinverse nicht in unangebrachter Weise verwendet®” wird!

7.5 Orthogonaltransformationen

In diesem Kapitel wollen wir Transformationsmethoden (eine Art Elimination) unter
Verwendung orthogonaler Matrizen betrachten, um so die Losung des Ausgleichsprob-
lems direkt aus der Matrix A zu ermitteln. Warum man gerade orthogonale Matrizen
verwendet, ist eigentlich ziemlich naheliegend: weil fiir jede orthogonale Matrix U &

]RTLXTL
JUx|[, =/ (Ux)" (Ux) = VXxTUTUx = ||x]l,,  x € R™,

gilt, die 2-Norm also orthogonal invariant ist, ist auch die Matrixnorm ||-|| orthogonal
invariant®® und damit ist auch

Ky (UA) = k3 (AV) = k3 (A), A € ]Rmxn’ ue lRmxm’ Ve anxn,

Multiplikation mit orthogonalen Matrizen verschlechtert also nicht die Kondition des
Problems®®. Was wir also brauchen, sind einfache orthogonale Matrizen, mit denen
man ,etwas anfangen kann”.

Definition 7.18 Zu 0 # y € R™ ist die Householder-Matrix H = H(y) definiert als

)
oy

H(y) =1 5.
lyllz

Die Idee, Householder-Matrizen zur Losung von Least-squares—Problemen zu ver-
wenden geht70 auf Householder [18] zuriick, die praktischen Details wurden in [14]
ausgearbeitet.

Lemma 7.19 Householder—-Matrizen sind symmetrisch und orthogonal: H' = Hund HTH =
L

%Bei der Bildung der Pseudoinversen muss entschieden werden, ab wann ein singuldrer Wert als = 0
angesehen werden soll — da steckt dann auch das gesamte numerische Teufelswerk!

%7Genauso unangebracht wie das grammatisch inkorrekte “verwandt” an dieser Stelle.

8Entsprechendes gilt auch immer fiir komplexe Matrizen und unitiire Invarianz

%9Und den Traum, daf sich wihrend der Rechnung ein Problem in ein besser konditioniertes umwan-
delt, sollte man schon in der Numerik I aufgegeben haben.

7OWelch ein Wunder . ..
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Beweis: Symmetrie ist trivial und die Orthogonalitit folgt aus

2
2 4 4 yTy
HIH=H= (I_ ZUUT> =l-——yy'+—oy =5y =1L
yll3 yll2 lyllz ™ llvllz
\,—/

1
U

Der Einfachheit halber wollen wir nun immer annehmen, dafs der Householder-Vektor
y fr die Bildung der Householder-Matrix H(y) normiert ist, das heifit ||y||; = 1, denn
dann ist H(y) =1 —2yy'.

Bemerkung 7.20 Die Householder—Transformation x — H(y)x kann man auch geometrisch
interpretieren, und zwar als Spiegelung an der Hyperebene

E::{xelRm : xTy:O},

siehe Abb. 7.3. Schreibt man nimlich x als x = oy +y*, y'y* = 0, dann ist’!

H(y) x = (I —Zny> (ocy +yL> =oay+y" —Zay@—Zy y'yt = —ay+yt,
=1 =0

das heifSt, die Projektion von x in die Hyperebene E bleibt unverindert, withrend das Vorzeichen
des Anteils in Richtung y umgedreht wird.

Abbildung 7.3: Die Householder-Transformation als Spiegelung an der Hyper-
ebene E = y= . Im phyiskalischen Sinn ist das also eher eine Brechung als eine
Spiegelung: “Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel”.

7INicht vergessen: |ly||z = 1!
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Sei also A € R™*™, m > n. Die “Strategie” ist nun naheliegend: Wir wollen mit Hilfe
von Householder-Matrizen wie bei der Gaufs—Elimination A auf eine obere Dreiecks-
gestalt bringen, d.h. normierte Vektoren yy, ..., yx finden, so dafs

T * * ... k]
0 * * * ... ok
H(yk)---Hyi) A= (KT ,  k=0,....n—1. (7.12)
ak+1 * o o 0 *
L aQi*” * .. k|

Fiir k = O ist (7.12) trivialerweise erfiillt. Um von (7.12) einen Schritt weiterzukommen,
miissen wir also einen Vektor {1 € R™* und eine Zahl o1 € R bestimmen, so
daR”?
(k+1)
Ay
H (Gre1) @™ = og1eg e R™K, al* ) = : e R™K, (7.13)

agl<+1 )

denn ergibt sich unter Verwendung von

0 I 0
Yk+1 = {‘QH] ] eR™ — H (Y1) = { g H(Ger) ] e R™xm

daf
B * * * * ]
0 * |k
H(yis1) - Hyr) A= O 41
0
i 0 |* ... * |

Das entscheidende Problem besteht also darin, (7.13) zu 16sen. Dafs und wie das geht,
sagt uns das ndchste Lemma.

Lemma 7.21 Seix € R™. Setzt man”y = 2 ||x||2, € = —sgnx; und

1 |X1| X5 .
= /= + —, i =—€——, j=2,...,m, 7.14
Y1 V2" v 9 TR 719

dann ist ||y||2 = 1 und H(y) x = « ey, wobei & = —e||x||2.
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Tt

%# HousehStep.m

%# Berechne y-Vektor fuer Householder-Matrix
%# Daten:

%# x Zu transformierender Vektor

function y = HousehStep( x )
m = length( x );
y = zeros( m,1 );

g =2 * sqrt( x’ * x );
if g < eps

return;
endif

s = sign( x(1) );

if s =0 % Sonderfall !!!

y( 1) =sqrt( 0.5 + abs( x(1) )/g );
gg =g x*xy(1);
for j = 2:m
y(j)=sx*xx(3) / gg;
end
%endfunction

Programm 7.1 HousehStep.m: Bestimmung des Vektors y fiir die Householder—
Matrix. Die Behandlung des Sonderfalls x = 0 wird noch gerechtfertigt werden.
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ot

%# HousehStep.m

%# Berechne y-Vektor fuer Householder-Matrix
%# Daten:

%# x Zu transformierender Vektor

function y = HousehStep2( x )
m = length( x );
y = zeros( m,1 );

g =2* sqrt( x’ * x );
if g < eps

return;
endif

if x(1) == 0 % Sonderfall !!!
s = 1;

else
s = sign( x(1) );

end

y( 1) = sqrt( 0.5 - abs(x(1))/g );
gg =g *xy(C1);
for j = 2:m
y(j)=-s*xx(j) / gg;
end
Y%endfunction

Programm 7.2 HousehStep2.m: Die “dumme” Art, den Vektor y zu bestimmen, mit
der numerisch falschen Wahl von e.
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Ubung 7.5 Folgern Sie aus (7.14), daf ||y||, = 1. &

Beweis: Natiirlich konnte man “einfach” nachrechnen, daf$ die Bedingungen aus (7.14)
die gewiinschten Eigenschaften liefern. Nachdem aber diese Voraussetzungen ja nor-
malerweise nicht vom Himmel fallen, wollen wir sie explizit herleiten — das ist zwar
etwas aufwendiger, aber auch “realistischer” und zeigt uns, wo man numerisch auf-
passen muss.

Da H(y) orthogonal ist, mufS zuerst einmal

o = [[H(y) x|, =[]

gelten, das heifit « = €]|x||2, € € {£1}. Nach der Definition von H(y) ist H(y) x = o« e;
dquivalent zu

X1 — 2y (yTx> = q, Xj — 2Y; (yTx> =0, j=2,...,m (7.15)

Aus diesen Bedingungen ergibt sich mit  := y'x und der Zusatzforderung ||yl = 1,
daf3

m ks s
2
am:=m&:ﬂi@féw&:&ﬂﬁ:;”%_mgﬁj
= - =0 - -

= B2 |jyllz=-B,
s

also p = —ayj. Eingesetzt in die erste Gleichung von (7.15) liefert dies, daf3

1T—x1/«x
X1+ 207 = o = Y1 = \/T]/-

Waihlen wir nun € € {—1, 1} so, dafs
ex) <0, = X1 = —€[x1] (7.16)

dann ergibt sich

R L L N e
27 el V2 2T :

— =—€—, ji=2,...,m.

72Hierbei bezeichnet ej wieder den j-ten kanonischen Einheitsvektor.
73Hierbei kénnen wir das Vorzeichen sgn 0 der Zahl Null beliebig als &1 wéhlen.
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T

%# HousehMat.m

%# Berechne Householder-Matrix H(y) =1 -2y y T/y'Ty
%# Daten:

%y Vektor

function H = HousehMat( y )
H = eye( length(y) ) - 2*y*xy’/(y’*y);

Programm 7.3 HousehMat .m: Berechnung der Householder-Matrix zu y.

Bemerkung 7.22 Die Wahl von € in (7.16) war theoretisch beliebig, aber numerisch absolut
sinnvoll, denn nun werden unter der Wurzel bei der Bestimmung von Y1 zwei positive Zahlen
addiert, so dafS Ausléschung vermieden wird, siehe Beispiel 2.9. Und da in (7.14) durch y;
dividiert wird, sollten wir ohnehin dafiir sorgen, daf$ diese Zahl so grof$ wie moglich wird,
einfach um die Fehlerfortpflanzung moglichst klein zu halten.

Die maximale Ausloschung bei “falschen” e trite iibrigens genau dann auf, wenn |xq| ~
||x2|| wire, also genau dann, wenn der Vektor x sowieso schon den Wert hitte, den er haben
sollte. Und das kann man tatsiichlich auch deutlich sehen wie in Beispiel 7.23 gezeigt werden
wird. an kann die Bestimmung des Householder—Vektors aber auch wie in Abb. 7.4 geometrisch
interpretieren. Im R? sind die Spiegelungsebenen die beiden Winkelhalbierenden der von x und
der x1—Achse erzeugten Winkel; diese Winkel summieren sich natiirlich zu 27t. Wird nun einer
der Winkel immer kleiner, dann ist zwar die Spiegelung am spitzen Winkel immer unprob-
lematischer, dafiir wird aber die Spiegelung an der anderen Geraden eine immer kritischere
Operation, und am schlimmsten ist das ganze, wenn einer der Winkel gegen 0 geht. Keinen
Unterschied gibt es, wenn x1 = 0 ist, also in dem Fall, in dem wir € nach Gusto wihlen
konnen, weil wir sgn 0 beliebig in 1 festlegen diirfen.

Beispiel 7.23 Vergleichen wir einmal fiir n = 2 die beiden Routinen aus den Programmen
7.1 und 7.2, und zwar zuerst fiir eine eher braven Vektor:

octave> x = [ 1 1 ]7;

octave> yl = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);
octave> HousehMat (y1)*x

ans =

-1.4142e+00
-1.1102e-16

octave> HousehMat (y2)*x
ans =
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yl

Abbildung 7.4: Die geometrische Interpretation der Householder-
Transformation: x wird an den beiden Winkelhalbierenden gespiegelt, und
das “gute” e entspricht dem spitzen, das schlechte dem stumpfen Winkel.

1.4142e+00
4.4409e-16

und in beiden Fillen wir x praktisch auf ein Vielfaches des Einheitvektors abgebildet’*. Das
wird aber anders, wenn wir den Fall

octave> x = [ 1 10°(-5) ]17;
octave> yl1 = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);

betrachten, denn nun erhalten wir das schon signifikant schlechtere Ergebnis

octave> HousehMat( y1 ) * x
ans =

-1.0000e+00
1.1911e-22

octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

1.0000e+00
8.2815e-13

Noch interessanter wird es fiir

74Daf im zweiten Fall der Fehler ein wenig grofer ist hat noch nicht wirklich etwas zu sagen.
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octave> x = [ 1 .2%107°(-7) ]’;yl = HousehStep (x); y2 = HousehStep2 (x);
octave> HousehMat( y1 ) * x
ans =

-1.0000e+00
-1.1325e-24

octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

1.0000e+00
2.2045e-09
und richtig iibel im Fall

octave> x = [ 1 .18%107(-7) ]’; y2 = HousehStep2 (x);

warning: in ./HousehStep2.m near line 26, column 12:

>>>y (§j) = -s * x (j) / gg;

warning: division by zero
octave> HousehMat( y2 ) * x
ans =

NaN
NaN

wo die Ausldschung absolut gnadenlos zuschligt.

Unabhéingig von den numerischen FufSangeln haben wir auch schon wieder eine neue
Zerlegung fiir Matrizen kennengelernt, die sogenannte QR—Zerlegung.

Satz 7.24 Sei A € R™ ™, m > n. Dann gibt es eine orthogonale Matrix Q € R™ ™ und

eine Rechtsdreiecksmatrix’®
- Q-
_ 0 * mXxXn
R=lo 0|k
| 0 ... 0 ]

7SNachdem U fiir unitire Matrizen reserviert sein wird, ist R jetzt der Ersatz fiir unser gutes altes
U aus der LU-Zerlegung von oben. So ein kleiner Notationswechsel zwischendurch erhilt die geistige
Flexibilitat.
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i

%# HousehQR.m

%# Berechne QR-Zerlegung fuer Matrix A

%# Daten:

%t A Zu zerlegende Matrix, ueberschreibe mit R

function [ Q,R ] = HousehQR( A )
[m,n] = size( A );
Q =1II = eye( m);

for j = 1:n
x = AC jim,j );
y = HousehStep( x ); % Berechne orthog. Vektor
if § > 1

y = [ zeros( j-1,1); y 1; % Auffuellen

end
H = II - 2xy*y’; % Householder-Matrix
A=H=x A;
Q=Q*H;

end

R = A;

%endfunction

Programm 7.4 HousehQR.m: QR-Zerlegung mit Householder-Matrizen.

so daff A = QR.

Beweis: Wie man die Vektoren yj, ...,y bestimmt, so daf3
H{yn-1)---H(y1)A=R

wissen wir ja bereits aus Lemma 7.21 — solange der “eingegebene” Vektor x nicht der
Nullvektor ist. Finden wir aber bei unserer Elimination eine “Nullspalte” vor, dann
ist das auch nicht schlimm, denn die obere Dreiecksstruktur ist ja dann insbesondere
vorhanden und wir koénnen in diesem Fall einfach y = 0 setzen. Bleibt nur noch zu
bemerken, dafs

Q=H(ynN" - Hyn1)" =Hy1) - Hlyn1).
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Was bringt uns nun die QR-Zerlegung? Nun, mit A = QR wird das Normalengle-
ichungssystem zu

RIQTb=ATb =ATAx=RTQ"QRx =R"R x.

Schreiben wir R
R:[E], R € R™™,

dann ist

RTolQo=[&To] [ R | x=%"Rx.
0

Hat nun A (und damit auch R und R) vollen Rang, dann kénnen wir von links mit RT
multiplizieren und erhalten das einfache Gleichungssystem

Q)
Rx=RT [ﬁT o} Q™ = (1, 0] Qb = : ,
(Q'),

das wir direkt durch Riicksubstitution 1osen konnen. Das fassen wir noch einmal
zusammen.

Korollar 7.25 Die Matrix A € R™ ™, m > n, habe vollen Rang und die QR-Zerlegung

A=QR R= [ ]; } . Dann erhiilt man die Least—Squares—Ldésung von (7.6) als Losung des

Gleichungssystems’®

n
Rx=KQ'b, K=) ¢¢ eRV™ (7.17)
j=1

Hat die Matrix A nicht vollen Rang, dann hat man aber, auch mit der QR-Zerlegung,
ein Problem! Denn um die Gleichung

RTQTb = RTRx

durch Vorwirtselimination und Riicksubstitution 16sen zu koénnen, miissen ja R und
damit auch RT vollen Rang haben, insbesondere miissen die Diagonalelemenente von
R von Null verschieden sein. Ein Diagonalwert 0 in der Matrix R tritt aber nach Lem-
ma 7.21 genau dann auf, wenn wihrend der Householder—Elimination eine Nullspalte
unter der Diagonalen erzeugt wurde, siehe auch die Bemerkung im Beweis von Satz 7.24.
Was man mit Nullspalten macht, wissen wir aber aus der Gaufi-Elimination, Stichwort
Pivotsuche: Nach Anwendung einer Spaltenpermutation konnen wir entweder mit

76Die Matrix K hier ist die kanonische Koordinatenprojektion vom R™ in den R™.
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Ti#

%# HousehLS.m

%# Loese LS-Problem

%# Ax - b = min

%# ueber QR-Zerlegung mit Householder-Matrizen
7# Daten:

% A Matrix, voller Rang!

%# b rechte Seite

function x = HousehLS( A,b )
size( A );
HousehQR( A );

[ m,n ]

[ QR ]

R
b

R( 1:n, 1:n ); % LS-relevanter Teil
Q> * b;

x = RueckSubs( R , b( 1:n ) );
Y%endfunction

Programm 7.5 HousehLS . m: Losung des Least-squares—Problems nach (7.17).

einer von Null verschiedenen Spalte weitermachen, oder aber die eliminierte Matrix
hat die Form

{ E g’ } , ReR™", Be R, T =rangA.

Da fiir Spaltenvertauschungen eine Permutationsmatrix von rechts multipliziert wer-
den muf3, hat also die QR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche die Form

AP = QR, P eTl,,

wobei wieder TT,, C R™*" die Gruppe der Permutationsmatrizen bezeichnet. Die De-
tails zur QR—Zerlegung mit Pivotsuche finden sich beispielsweise in [13, Sec. 6.4].

Zum Schlufd noch ein Wort zur Stabilitit der QR-Zerlegung, die so ziemlich genau-
so ist, wie man es von der Gaufi-Elimination erwarten wiirde. Unter Verwendung der
Frobenius-Norm

1/2

m n
IAllf={> > ai| , AeR™™"

j=1 k=1

findet man in [17, Theorem 18.4] das folgende Resultat.
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Satz 7.26 Essei A € R™™ m > n, und R € R™™ die mit dem Householder—Verfahren
berechnete Rechtsdreiecksmatrix”’ der QR—Zerlequng von A. Dann gibt es eine orthogonale
Matrix Q € R™™ und eine Matrix A € R™*™, so dafs

~ A~ A~

A =0R

und
”A—ﬁHF < Cnmi ||A|l+0 (nmﬁ2>

wobei C > 0 eine moderate Konstante ist.

Den Beweis schenken wir uns ...

7.6 Orthogonaltransformationen |l — Givens—Rotationen

Eine Alternative sind die sogenannten Givens—Rotationen [11], wobei die Idee der
Rotationsmatrizen sogar schon auf Jacobi [20] zurﬁckgeht78. Um diesen Zugang zu
motivieren, sehen wir uns einmal an, wie orthogonale Matrizen eigentlich im 2 x 2-
Fall aussehen. Sei also
_19qr
-1 1]

eine orthogonale Matrix, das heifit,

2 2
 ATA_ | 9 s q r|_ | g+s qr+st
I_QQ_[r tHs t]_[qr+st 2+t (7.18)

Damit folgen aus (7.18) die Beziehungen
l=q’+s?=r2+t,, 0=qr+st

Die erste Identitédt sagt uns dafs wir q, 1, s, t parametrisieren konnen”?, und zwar bis auf
Vorzeichen als

g=-cosd, s=sing, r=—siny, t=-cosy, o, ¥ € [0, 7).

Diese Vorzeichen, die genaugenommen beispielsweise q = =+ cos ¢ liefern wiirden,
reprasentieren den Spiegelungsanteil Aus der zweiten Beziehung folgt unter Verwen-
dung der Additionstheoreme, daf3

0=cos¢ sinp —sind cosp =sin (b —1),

77 Achtung;: hier hat R eine andere Bedeutung als weiter oben in diesem Abschnitt

78Woran man wieder einmal sieht, daf die , Alten” sich auch fiir Numerik interessiert haben.

7Die Einschrankung von ¢ und 1 kommt daher daf Q trivialerweise genau dann orthogonal ist,
wenn —Q orthogonal ist.
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also @ — 1 € nZ. Wihlen® wir € [—m, 7], dann ist entweder ¢ =\ oder ¢ = T+,
was nattirlich zu ¢ € [0,27] fithrt. Im ersten Fall, ¢ = 1, haben die orthogonalen
Matrizen Q € R**? die Form

QZI(CI)):{ cos ¢ sind)}

—sind cosd

und sind damit je eine Drehung bzw. Rotation um den Winkel ¢. Diese Drehungen
konnen wir nun ganz einfach in den R™ fortsetzen.

Definition 7.27 Zu 1 < j < k < nund ¢ € [0,2n) definieren wir die Jacobi-Matrix
J(,k; &) € R™™als

-

1 1
1
— cos ¢ sin ¢
1
JG,k; ¢) =
1
— —sind cos ¢

ﬁbung 7.6 Wie sehen die orthogonalen Matrizen in der Situation ¢ = +maus?

Bemerkung 7.28 Die Anwendung der Jacobi-Matrix | (j, k; &) entspricht einer Drehung
um den Winkel ¢ in der Ebene, die von den Einheitsvektoren e; und ey aufgespannt wird.

Die Auswirkung der Multiplikation einer Matrix A von links mit ] (j, k ; ¢) ergibt sich
somit als

Qrs T?’éj/k/
(I(]Ik)d))A)rS: Cos¢ajS+Sin¢akS T:j/ TIS:1I"'InI
—sin ¢ ajs +cos d ays r=Kk,

es dndern sich also nur die beiden Zeilen a;. und ay.. Auch Jacobimatrizen kénnen
wir zur Elimination fiir A € R™", m > n, verwenden: Wir bestimmen zuerst einen

80Winkel sind ja nur modulo 27t definiert.
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Drehwinkel ¢1,, so dafs

- i
0

J(1,2; 1) A= | * % .. ¥ |,
_* ES *_

dann einen Drehwinkel ¢13, so dafs

[ % * |
0 x *
0 *
J(1,35 ¢13)J (1,25 d12) A= | , 4 w |
R *
und so weiter, bis schlieflich®
2 X ... Xk
[T10Ls; 410 ) A=
S=m
0 x ... x

Als néchstes eliminieren wir in der zweiten Spalte mit Hilfe von Drehwinkeln ¢3, ..., $2m
die Subdiagonalelemente. Da aufierdem, fiir jedes B € R™ " mit by; =--- =by; =0
undr=2,...,m,

br] T 75 2,k
(I (Z,k, (I)Zk)B)r] = COSd)Zk bZ] +Sind)2k bk1 rT=2 :OI k:31"‘/ml
—sin ¢y b1 + cos Gk by r=k

die Nullen in der ersten Spalte bleiben also unangetastet. Damit ist die Vorgehensweise
klar: Man bestimmt Drehwinkel

¢12/- --/d)1m/d)23;-- -/d)Zm/- . -/d)n,n—i-]/- . -/(bnm/
so daf3

n r+l o
(HHJ(r,s; «brs)) e (7.19)

81Das etwas seltsame Produkt soll die Reihenfolge der Multiplikation andeuten!
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was wieder nichts anderes als eine QR-Zerlegung ist. Was bleibt ist die Bestimmung
eines Drehwinkels ¢r5, s =7+ 1,...,m,r=1,...,n, so daff im jeweiligen Schritt

cos Brs  sin Py } { Qry } _ { X

2 2 2
. X" =a.+a
—sindrs cos Prs Qrs 0 } ’ e

was sich immer l6sen lafst, wie man sich leicht geometrisch vorstellt. Allerdings brauchen
wir nicht die Winkel selbst zu bestimmen, es gentigen die Werte von deren Sinus und
Cosinus! Die bekommt man aber ganz einfach. Setzen wir

Crs = COS Prs und Srs = SiN Py,
dann erhalten wir aus der zweiten Zeile, dafs

(Sign arr) Qs
Srs = 5 >/
V A + A5
(Sign rs) [aprl

/2 2 7
ar‘r+ aTS

wobei sign 0 = 1 gesetzt wird®2. Bei dieser Wahl von c,s und s ergibt sich iibrigens

o = (sign ay) (sign ars) 1/ ad + aZ.

Ubung 7.7 Implementieren Sie die QR-Zerlegung mittels Givens—Rotationen in Matlab
oder Octave. $

Srs Qyr = Crs Qysg  —>

Crs =

82 Aber nur der Vollstindigkeit wegen, der Wert —1 wire genau so gut.



121

And now for something completely
different ...

Monty Python’s Flying Circus

Polynome 3

Bei vielen praktischen Problemen (z.B. CAD) ist es wichtig, Funktionen ndherungsweise
durch ,einfache” Funktionen (die mit endlich viel Information dargestellt werden kénnen)
zu reprasentieren oder zu approximieren. Die beiden wesentlichen Anwendungen sind

Modellierung: Man versucht, durch Verdndern von Parametern eine Kurve (oder Fldche)
zu erhalten, die (zumindest ndherungsweise) die gewiinschte Form hat.

Rekonstruktion: Aus endlicher Information (z.B. Abtastwerte) soll eine Kurve (oder
Flache) gewonnen werden, die diese Information reproduziert (z.B. interpoliert).

Die einfachsten und édltesten Funktionen fiir diese Zwecke sind die Polynome.

Definition 8.1 Eine Funktion der Form

p(x) = Z ajxj, q €K,
j€Np

heifit Polynom iiber dem Korper K, falls
degp :=max {j € Ny : qj #0} < co.
Die Zahl degp nennt man den Grad von p, mit
Ty ={p : p Polynom, degp < n}

bezeichnet man den Vektorraum aller Polynome vom Grad hochstens n und mit TT = K[x]
den Vektorraum aller Polynome.

Bemerkung 8.2 (Polynome)

1. Die Vektorraume TT,, n € IN, und T1 sind K—Vektorriume, also abgeschlossen unter
Multiplikation mit K.

2. Esist
dimTIT,, =n+1, n € Ny

und die Monome {1,x,...,x"} bilden eine Basis von T1,,.
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3. Tl ist sogar eine Algebra: Das Produkt pq zweier Polynome p,q € TI ist wieder ein
Polynom. Das werden wir aber in diesem Abschnitt praktisch nicht ausnutzen.

Ein grofler Vorteil von Polynomen ist, daf} sie in den stetigen Funktionen auf jedem
kompakten Intervall dicht liegen, das heifit, daff wir mit ihnen jede stetige Funktion
beliebig genau anndhern konnen; das ist der berithmte Satz von Weierstrass (1885),
siehe [43].

Satz 8.3 Essei I C R ein kompaktes Intervall und f € C(1). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
p € T1, so daf
If—pl:= I?g?’f(x)—P(Xﬂ < E. (8.1)

Der Beweis findet sich in Anhang A.3.

8.1 Darstellungen polynomialer Kurven und Auswertungsverfahren

Die wichtigste Operation beim praktischen Rechnen mit Funktionen ist sicherlich die
Auswertung dieser Funktion an einer Stelle x € R. Dieses Auswertungsverfahren hangt
sicherlich von der verwendeten Darstellung ab. Im CAGD®? verwendet man nicht nur
polynomiale Funktionen sondern polynomiale Kurven.

Definition 8.4 Eine Abbildung

P1
P=| : : R— R4

Pa

heifit polynomiale Kurve vom (Hochst-) Grad n, falls p; € Tly, j = 1,..., d. In diesem Fall
schreiben wir auch p € T4,

Bemerkung 8.5 Jede polynomiale Kurve p € T18 lifst sich schreiben als

ap+anx+-- -+ apx™ ao an ain
pix) = 3 = | | xe X"
ago + agrx + - - -+ agnx" aqo aqi Qdn
_— _
=Qp =aq =Qn

n

= ) _a¥,

j=0

wobei a; € RY,j =1,...,n. Damit sind diese Kurven also nichts anderes als ,ganz normale”
Polynome mit vektorwertigen Koeffizienten.

8 Computer Aided Geometric Design.



8.1 Darstellungen polynomialer Kurven und Auswertungsverfahren

%% Horner.m (Numerik 1)

Yo e e e e
%% Hornerschema

%% Eingabe:

Dot a Koeffizientenmatrix (vektorwertig!)

YAA x Stelle

function y = Horner( a,x )
length(a);
b = a(:,n);

=]
1]

for j =n-1:-1:1
=x *x b+ a(:,j);

y =b;
Yiendfunction

Programm 8.1 Horner .m: Das Hornerschema fiir vektorwertige Polynome.

Proposition 8.6 (Horner-Schema) Ist
n .
p(x) = Z a;x’ € ﬂﬂ,
=0

und setzt man

a(x) = an
dx) = xaj’](x)—kan,j, j=1,...,n,

dann ist a™(x) = p(x).
Beweis: Schreibe p(x) als
px)=ap+x (a+x(---x (Ang+xan)---))

und werte von innen nach aufden aus.

123

(8.2)
(8.3)

O

Im CAGD wurden das Hornerschema und damit die monomiale Darstellung von poly-
nomialen Kurven aber inzwischen von etwas anderem verdrangt. Der Grund ist, daf3
die Koeffizienten a; = ;—!p(j) (0),j =0,...,n, kaum geometrische Information iiber die
resultierende Kurve geben und dafs das Design mit diesen Koeffizienten praktisch

unmoglich ist.
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Definition 8.7 Essei I = [to, t1] C R, —oco < ty < t1 < o0, ein nichtdegeneriertes kompak-
tes Intervall®* und x € R. Als baryzentrische Koordinaten

u(x [ 1) = (uolx [ D), w(x[ 1))
von x beziiglich 1 definiert man das Paar von Zahlen, das die beiden Bedingungen
x=u x| to+w(x|D t;,  wxlD+wx|lD=1 (8.4)
erfiillt.

Bemerkung 8.8 (Baryzentrische Koordinaten)

1. In (8.4) wird x als affine Kombination von to und ty dargestellt. Eine affine Kombina-
tion, bei der beide Koeffizienten > 0 sind, bezeichnet man als Konvexkombination.

2. Die baryzentrischen Koordinaten bestimmen sich als

t—x x — 1o
I — d I f— . .
wole D= wnd  wlxlD=FE (35)
3. Aus (8.5) folgt sofort, daf3
Ug (t]’ ’ I) = 5()]' und uq (tj | I) = 51)', j=0,1. (8.6)

4. Die baryzentrischen Koordinaten® beschreiben das Verhiltnis, in dem der Punkt x das
Intervall 1 teilt, siehe Abb. 8.1.

- ul iy u0 -

t0 X t1

Abbildung 8.1: Baryzentrische Koordinaten als (normiertes) Teilungsverhaltnis.

5. Es gilt
ug (x [ I),ur (x[1) >0 & x € L.

6. Ist1 =1[0,1], dannistup(x | I) = (1 —x) undwy(x | I) = x. Baryzentrische Koordinaten
transformieren also das Intervall 1 in [0, 1].

84 Also das, was sich der ,Mann von der Strae” so unter einem Intervall vorstellt.
8Der Begriff bedeutet ja nichts anderes als ,Schwerpunktskoordinaten”.
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Mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten kénnen wir ein anderes Auswertungsver-
fahren fiir Polynome angeben.

Satz 8.9 Es seien by, ..., b, € RY. Fiir x € 1 liefert der Algorithmus von de Casteljau®,

bd(x) = b, k=0,...,n, (8.7)
b (x) = w(x|D) bLx)+u(x|]) bl,(x), k=0,...n—j—1, (88)

als Ergebnis den Wert

bi(x) =Y b; (TJ‘) W () W (x| D) (8.9)

j=0

~"

=Bl (x| 1)

der Bézierkurved”

an der Stelle x.

Definition 8.10 Die Koeffizienten b = (by, ..., byn) bezeichnet man als Kontrollpunkte, die
von ihnen gebildete stiickweise lineare Funktion als Kontrollpolygon.

Die schematische Arbeitsweise des Algorithmus von de Casteljau ist in Abb. 8.2
dargestellt. Die Polynome B)T‘ (x | I) sind im Falle I = [0, 1] ,alte Bekannte”, ndmlich
genau die Polynome, mit deren Hilfe wir die Bernsteinpolynome im Beweis von Satz 8.3
gebildet haben. Tatsdchlich ist ja B, f auch nichts anderes als eine Bézierkurve, nur eben
mit b; = f(j/n),j =0,...,n. Aus disem Grund bezeichnet man die Polynome B)T‘ (x| 1)
auch als Bernstein—-Bézier-Basispolynome.

Ubung 8.1 Zeigen Sie, daf jedes stetige Vektorfeld f : I — R¢ auf dem kompakten
Intervall I C R gleichméfsig durch polynomiale Vektorfelder approximiert werden
kann. &

Lemma 8.11 Die Bernstein—Bézier—Basispolynome haben die folgenden Eigenschaften:

1. (Rekursionsformel)

BI(x I 1) =uo (x| 1) B (x [ 1) +ug (x| 1) B (x| 1). (8.10)

86Paul Faget de Casteljau, Mathematiker, in den 60ern bei Citrden in der CAD-Entwicklung tatig.
87Pierre Bézier, t 29.11.1999, Ingenieur, in den 60ern bei Renault in der CAD-Entwicklung tatig.
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e —-—e e Hr—e

Abbildung 8.2: Der Algorithmus von de Casteljau: Die Teilungsverhéltnisse von
I beziiglich x werden auf die Streckenziige iibertragen, die die Koeffizienten
verbinden.

2. (Teilung der Eins)
n
> BMx|D) = (8.11)
j=0

3. (Nichtnegativitit) Fiir x € List BJ* (x | 1) > 0.

Beweis: Die erste Identitt, (8.10), folgt aus®®
L 1 1 L
s = (e () ()

= w(x 1) B (x| D+up (x| 1) B (x| 1)

Fiir (8.11) verwenden wir (8.10) und erhalten mit der Konvention B™; = B} ; =0, dafs
n n—1
ZB (x|1)= Zuan 1+Zu1B = (up+wy) B]Tl_1=1
j=0 j=0 —1 j=0
—_——

88Hier und im Folgenden verwenden wir die Kurzschreibweise u; =u; (x| 1), x € L.
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%% DeCasteljau.m (Numerik I)
At
%% DeCasteljau fuer [0,1]

%% Eingabe:

% b Kontrollpunkte (Matrix!)

%t x Punkt in [0,1]

function y = DeCasteljau( b,x )
n = length(b);

for j = 1:n-1
for k = 1:n-j
b( :,k ) = (1-x) * b( :,k ) + x * b( :,k+1 );

end
end
y =b( :,1);
%endfunction

Programm 8.2 DeCasteljau.m: Der Algorithmus von de Casteljau mit Referenzin-
tervall I = [0, 1].
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mittels Induktion tiber n. Die Nichtnegativitit folgt direkt aus (8.10).

Ubung 8.2 Beweisen Sie die kombinatorische Identitat
] = . +1. .
j j j—1

Beweis von Satz 8.9: Wir zeigen durch Induktion tiber j, daf3

wa (xID, k=0,....n—jx€ER,

8 POLYNOME

g

(8.12)

was fiir j = n die Formel (8.9) liefert und fiir j = 0 gerade (8.7), also per Definitionem
richtigist. Fiirj > Ound k =0, ...,n—j — 1 verwenden wir schliefilich die Rekursions-

formel (8.8), um mit Hilfe der Induktionssanahme

j j
» | | | |
b () = uobi(x)+ur by =uo ) biBltwr ) biriBl

=0 =0
j+1 j+1
= uOZbk—I—rB +u1Zbk+r — 1—Zbk+r (uoB +wBl )
=0 r=1 =0
j+1
= ) bB (x| D)
=0

zu erhalten, was die Induktion fortsetzt.

Bemerkung 8.12 (Eigenschaften der Bézierkurven)

1. ( ,Convex Hull Property” ) Da fiir x € 1

n
0 <B}(x|1) und ) BM(x|D) =1,
j=0

ist jeder Punkt Bnb eine Konvexkombination von by,..., by und damit liegt die
Kurve® B,b(1) in der konvexen Hiille von by, ..., by. Dies ist beispielsweise fiir die

Schnittbestimmung von Kurven wichtig: Man priift zuerst einmal, ob

sich tiberhaupt die

konvexen Hiillen (also Polygone®) schneiden, bevor man ein kompliziertes Verfahren zur

Schnittberechnung von Kurven anwirft.

8Genauer: ihr Graph.

90Zur Bestimmung des Schnitts von Polygonen sind eine Vielzahl von sehr effizienten Algorithmen,

Stichwort ,Clipping”, verfiigbar.
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2. ( ,Endpoint Interpolation™ ) Ist ugy (x | I) = 1, dann ist bg)(x) =by,j=0,...,m,also
auch Bnb(x) = by, entsprechend natiirlich auch Bnb(x) = by, wenn uy (x| I) = 1.
Die Bézierkurven interpolieren also an den Endpunkten des Kontrollpolygons.

3. ( ,Linear Precision” ) Liegen alle Kontrollpunkte b;, j = 0,...,n, auf einer Geraden, so
ist Bnb(I) ein Streckenzug auf dieser Geraden: Fiir alle x € R mit bi(x) und b{<+1 (x)

liegt auch der Zwischenpunkt b{.:r] (x) auf der Geraden. Allerdings ist im Normalfall die
Kurve B b(x) anders parametrisiert als der Streckenzug. Zum Beispiel durchliuft fiir

(3] -]}

die Kurve B,b den Streckenzug ,hin und zuriick”, siehe Abb. 8.3.

4. Die Form des Kontrollpolygons beschreibt ,ungefihr” die Form der resultierenden Kurve.

bl

Abbildung 8.3: Eine Bézierkurve, deren Graph ein Streckenzug ist, der aber
zweimal durchlaufen wird, das aber nicht ganz — die Kurve erreicht by nie!

8.2 Interpolation — der Aitken—Neville-Algorithmus

In vielen Anwendungen spielt das folgende Interpolationsproblem eine wichtige Rolle:

Gegeben seien Punkte xg,...,xn € I C R, I ein kompaktes Intervall. Zu
vorgegebenen Werten fo,...,f, € RY finde man eine stetige Funktion f :
I - R, sodaf3

f(Xj):fj, j:O,...,TL.
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Derartige mathematische Aufgaben entstehen oder enstanden zum Beispiel bei der Er-
stellung ballistischer Tabellen, bzw. bei der Approximation heuristischer (d.h. gemessen-
er) Tabellen®!

Nattirlich hat das obige Interpolationsproblem unendlich viele Lésungen. Die , promi-
nenteste” und , klassischste” sind sicherlich Polynome.

Satz 8.13 Zu vorgegebenen Stellen®® xo < x1 < - -+ < xn und Daten f, ...,y gibt es genau
ein Polynom p € Tl so dafs

p(x) =1 i=0,...,m. (8.13)

Der ,Standardbeweis” fiir die obige Aussage verwendet die Lagrange—-Darstellung

px) =) f

n
j=0

X — Xk

=

Xj — Xk

~
o

;.

—.

des Interpolationspolynoms p, die aber numerisch hochgrading instabil ist. Wir wollen
hier einen anderen, algorithmischen Weg gehen. Dazu schreiben wir

I%(: [Xerk—i-j}r k:O,...,n—j,j:L...,n.

Satz 8.14 Fiir vorgegebene xo < x1 < - -+ < xn € Rund fy,...,fn € R liefert der Aitken—
Neville-Algorithmus®>

f2(x) = f, k=0,...,n (8.14)
700 = wo (x 111 ) +w (x117) fy ), k=0..,n—j—1, (815)

als Endergebnis ein Polynom p(x) = fj} (x) mit der Interpolationseigenschaft
p(XJ) :fj, j:O,...,TL. (816)

Der Algorithmus von Aitken—Neville sieht eigentlich ganz genauso aus wie der Al-
gorithmus von de Casteljau, mit einem kleinen, aber feinen und signifikanten Unter-
schied: In jedem Schritt von Aitken-Neville wird ein anderes Referenzintervall ver-
wendet! Trotzdem ist Aitken—Neville, wie auch der Algorithmus von de Casteljau,
ein sogenanntes Pyramidenschema. Der Name stammt daher, dafd das Auswertungss-
chema, grafisch dargestellt, eine auf dem Kopf stehende Pyramide ergibt, wenn man

91Genau diese Problematik fiihrte 1. J. Schoenberg zur ,Erfindung” der Splines wéhrend sein-
er Tatigkeit in den ,Ballistic Research Laboratories”, Aberdeen, Maryland, wéhrend des zweiten
Weltkriegs.

92Diese werden auch gerne als Knoten bezeichnet, aber wir werden diesen Namen noch fiir etwas
anderes brauchen.

9Zuerst von A. G. Aitken (1932) eingefiihrt und spéter auch von E. H. Neville (1934) untersucht, siehe
[1, 27]. Insbesondere wird in [27] explizit auf [1] verwiesen.
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%% AitkenNeville.m

3
%% Aitken-Neville-Interpolation

%% Eingabe:

YA f Funktionswerte
Dot X Interpolationsknoten
YA X Asuwertungsstelle

function y = AitkenNeville( f,X,x )
n = length( £ );

for j=1:n
for k=1:n-j
t = (X(Cktj) -x) / (XCk+j) - XCk) );
fC:,k) =t *£f(C :,k ) + (1=t ) * £(C :,k+1 );

end
end
y=£C:,1);
Y%endfunction

Programm 8.3 AitkenNeville.m: Der Algorithmus von Aitken-Neville. Die Ma-
trix £ enthélt die zu interpolierenden Werte, der Vektor X die Punkte, an denen
interpoliert werden soll.
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mit den Ausgangsparametern beginnt und dann Zeile fiir Zeile die Zwischenwerte des
Verfahrens auflistet.

fO T3 fnf] fn
1 1 l
fg(x) f?(x) - f?l_1 (x) 2 (x)
N N
f(])(x) - fll_1 (x)
N N
3 (x) (%)
N
o (x)

Die folgende Aussage beweist nicht nur Satz 8.14, sondern sogar etwas mehr ...
Proposition 8.15 (Eigenschaften von Aitken—Neville)
1. Die Abbildungen x — f{;(x), k=0,...,n—jsind Polynome vom Grad < j.
2. Fiirj=0,...,nund k=0,...,n—j gilt:
A (xm) =fm, mM=k,... k+j, (8.17)
insbesondere gilt also (8.16).

Beweis: Eigenschaft 1. folgt sofort aus (8.14), (8.15) und der Tatsache, dafs u; (- | I) €
IM,j=1,2, firjedes I C R.

(8.17) beweisen wir durch Induktion iiber j, wobei der Fall j = 0 genau der Ini-
tialisierungschritt im Algorithmus von Aitken-Neville ist. Sei also (8.17) fiir ein j > 0
bewiesen. Dann ist, nach (8.14) und der Induktionsannahme,

7 000 = o (xac ) 1) 6o+ (e LB ) 1 (00 =
k k k k k+1

=1 =fx -0
sowie
j+1 . j+1 j j+1 j+1 .
7 (Xkj41) = o <Xk+j+l | L) i (aeen) Fwn (xac L T ) fy (i) = fraga
—_
-0 =1 =fk+j+1

Firm =k+1,...,k+j haben wir schliefSlich nach Induktionsannahme daf3 f{; (xm) =
f).1 (xm) = fi, und daher

A o) = w0 (xm 1) ) Gem) (3 BT iy ()
T/ h_f,—/

=1
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also gilt (8.17) auch fiir j + 1, womit der Beweis beendet ist. [l

Beweis von Satz 8.13: Die Existenz eines Interpolationspolynoms haben wir, wenn
auch etwas umstidndlich, bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Tatsache,
daf jedes Polynom vom Grad < n mit n + 1 Nullstellen das Nullpolynom sein muf3:
Sei p € TT, und sei (ohne Einschrankung) a,, # 0. Nach dem Satz von Rolle hat dann
die Ableitung p!) mindestens n + 1 —j Nullstellen, also gibt es (mindestens) ein x € R,
so dafs

P (%)

n!

- aTl/

was einen Widerspruch liefert. O

8.3 Interpolation — der Newton—Ansatz

Der Algorithmus von Aitken-Neville ist eine feine Sache, wenn es darum geht, den
Wert eines Interpolationspolynoms an einer Stelle x zu berechnen. Er hat aber auch
seine Nachteile:

1. Wenn man das Interpolationspolynom formal manipulieren will (ableiten, zu
einem anderen Polynom addieren und so), braucht man eine explizite Darstel-
lung des Interpolationspolynoms.

2. Jede Auswertung mit Aitken—Neville hat einen Rechenaufwand von O (nz) , wWas
deutlich mehr als das O(n) des Hornerschemas®* ist. Muf8 man also ein Interpo-
lationspolynom sehr oft auswerten, kann sich eine andere Darstellung lohnen.

Definition 8.16 Es seien xg < xj < -+ - < xp und f = [fy, ..., fn] € R,

1. Der Interpolationsoperator L,, : R™ — T1,, ordnet jedem Satz f von Eingangsdaten
das eindeutige Polynom L f € Tl mit der Eigenschaft

Lnf(Xj)ij, jZO,...,TL
2. Fiirf e C (]R)d konnen wir L f ganz einfach erweitern, indem wir f mit [f (xo), ..., (xn)]
identifizieren.
3. Die Newton—Darstellung von L, f hat die Form
n
Laf(x) = > Aj(f) (x—x0) -+ (x—xj—1),
=0

fiir passende Koeffizienten®® Aj(f) € R4

%Der Aufwand von de Casteljau ist iibrigens O (n?).
%Die wir natiirlich noch bestimmen miissen.
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Bemerkung 8.17 (Newton-Darstellung)

1. Die Newton—Darstellung erlaubt das einfache Hinzufiigen von Punkten: Sind ein weit-
erer Punkt x, 11 und ein weiterer Wert .1 gegeben, dann ist

L f(x) = Laf(x) + A (F) (x =x0) - - - (x = xn) .

2. Das ,hinzugefiigte” Polynom (x —xg) - - - (x — xn ) hat (nicht zufillig) die Eigenschaft,
das (bis auf Konstante) eindeutige Polynom kleinsten Grades zu sein, das an X, . .., Xn
verschwindet.

Machen wir uns jetzt also an die Konstruktion der Koeffizienten A;(f) in der Newton—
Darstellung. Dazu bemerken wir zuerst, dafs uns die Interpolationsbedingungen das
Gleichungssystem

n
N(F) (xk—x0) -+ (xk —xj—1) =Ty, k=0,...,m,
=0
also
_ o -
T xg—xo (x0—x%g) (xo—%1) ... (x0—%j)
j=0
n—1 Ao (f) fo
T x1—%0 (x1—%0) (x1—x%1) ... (x1 —x%) A1 () fq
j=0 : -
An (f) fn
n—1
T xn—%0 (xn—%0) (Xn—%x1) ... (xn—xj)
L j=0 i

1 Ao () fo
1 x A1 (F) f
1 x * An (1) fn

also hingt A;(f) nur von f, ..., f; und xo, ..., xj ab und zwar linear in f, ..., fj.

Definition 8.18 Die dividierte Differenz [xo, ..., xn] f zu einem Vektor?® £ € R™! oder
einer Funktion f € C (]R)d ist rekursiv definiert als

(] f = fj=Ff(x), j=0,...,n (8.18)

i) = [ i ] f
oy o] £ = Dol B gn]f o)

X0 — Xj+1
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%% DivDiff.m (Numerik I)
/et
%% Dividierte Differenzen (Vektorwertig)

%% Eingabe:

ot f Matrix der Funktionswerte (Vektoren!)

Toth X Knotenvektor

function y = DivDiff( f,X )
n = length( X );

for j = 1:n-1
for k = 1:n-j
fC:k)=(Cf (C:,k)-f (C:,k+1) )/ (XCk) - XCk+j ) );

end
end
y=1£(C:,1);
%endfunction

Programm 8.4 DivDiff.m: Berechnung der dividierten Differenzen iiber ein
Dreiecksschema aus der Rekursionsformel (8.19).
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%% NewtonKoeff.m (Numerik 1)
Bt
%% Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der

%% Newton-Darstellung (nicht optimall)

%% Eingabe:

Dot f zu interpolierende Werte

Dot X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeff( f,X )
n = length( X );

for j = 1:n
F( :,j ) = DivDiff( £, X( 1:5 ) );
end
%endfunction

Programm 8.5 NewtonKoeff .m: Naive Berechnung des Koeffizientenvektors fiir das
Interpolationspolynom, jede dividierte Differenz wird separat berechnet.

Satz 8.19 Es seien xy, . ..,xn € R alle verschieden und f € R oder f € C(R)4. Dann
ist

L.f(x) = Z [xo,. . .,xj} f(x—xo)--- (x—xj_1) , x € R, (8.20)
=0

und auflerdem

f(x) —Laf(x) = (x —x0) - - (x —xn) [X, %0, ..., Xn] T. (8.21)

Bevor wir uns mit einigen Konsequenzen aus der Newton-Darstellung des Interpola-
tionspolynoms und nattirlich dem Beweis von Satz 8.19 beschiftigen, sehen wir uns
erst schnell an, wie man so ein Interpolationspolynom mit Matlab oder Octave bes-
timmt.

Zuerst brauchen wir nattirlich die Koeffizienten, also die dividierten Differenzen.
Der naive Ansatz wire also, wie in NewtonKoeff .m die dividierten Differenzen sukzes-
sive zu bestimmen. Das ist aber hochgradig ineffizient: Auf dem Weg zu Berechnung
von [xo, eer, xj] f brauchen wir ja alle dividierten Differenzen [xy, ..., xi] f, k < j. Deswe-

%0b Zeile oder Spalte ist an dieser Stelle vllig egal, aus Implementationssicht ist allerdings eine Zeile
eleganter.
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%% NewtonKoeffl.m (Numerik 1)

Iy T e e
%% Koeffizienten des Interpolationspolynoms in der

%% Newton-Darstellung (schon besser)

%% Eingabe:

Dot f zu interpolierende Werte

Dot X Interpolationspunkte

function F = NewtonKoeff1( f,X )
length( X );

B
]

FC:,k-1 ) - F(C:,k) )/ (XCk-j+1 ) - X( k) );

end
%endfunction

Programm 8.6 NewtonKoeff1.m: Effiziente Berechnung des Koeffizientenvektors
mit Uberschreiben. Beachte: Der Aufwand zur Berechnun aller dividierten Dif-
ferenzen fiir das Interpolationspolynom ist geanu derselbe wir fiir die Berechnung
des hochsten Koeffizienten [xg, ..., xn] f.

gen packen wir alles in ein Schema mit Uberschreiben:

[xol f [xol f coe | Ixol £ [xof]
N

11 f | = | [xo,x1] f coo | o, xq] f [xo,x1] f
N

ol f | — | Ix1,x2] coo | o x1,x2) [x0,%1,%2] f
N
N

Xn—1] | = | xn—2, Xn—tl F | oo | X0, e v xn] f (X0, .o, Xno1]f
N N

Xl T | = | Xne1, X0l T X1, ..., xXn) T — | [xo, oo, xnl f

Wegen des Uberschreibens mufi jede Spalte von unten nach oben abgearbeitet werden.
Der Code hierzu findet sich in NewtonKoeff1.m. Sind also eine Datenmatrix £ und ein
Vektor von Interpolationspunkten X gegeben, so liefert uns der Matlab—Aufruf

F = NewtonKoeff1( f,X );
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%% NHorner.m (Numerik 1)

W mmmmm e
%% Hornerschema bezueglich Newton-Basis

%% Eingabe:

Dot f Koeffizientenvektor

Doth X Interpolationspunkte

YA X Stelle

function y = NHornmer( f,X,x )
n = length( X );

y=1£(C:,n);
for j = n-1:-1:1
y=(x=-X(j))*xy+=£C:,j);
end
Y%endfunction

Programm 8.7 NHorner.m: Das Hornerschema fiir die Newtondarstellung eines
Polynoms.

den gewiinschten Kooeffizientenvektor. Um das Interpolationspolynom an der Stelle
x auszuwerten, rufen wir schliefslich mit

NHorner( F,X,x )

die Newton—Variante des Hornerschemas aus NHorner .m auf.

Jetzt aber zuriick zur Theorie und einer wichtigen, aber sehr einfach zu beweisenden
Eigenschaft der dividierten Differenzen; zumindest, wenn man die Darstellung (8.20)
mal hat””’.

Korollar 8.20 Die dividierten Differenzen sind symmetrisch in den Arqumenten: Fiir jede
Permutation o :{0,...,n} —{0,...,n}ist
[Xo(0)r -+ -+ Xo(m)] T = X0, ..o, Xn] T (8.22)
Beweis: Nach (8.20) ist
Laf(x) = [xg, ..., xn] T x™ 4+ q(x), qeTlq,

und da L, f invariant unter Vertauschung der Interpolationspunkte (bei gleichzeitiger
Vertauschung der zu interpolierenden Werte) ist, folgt die Behauptung. O]

Das folgende Resultat zeigt uns, was der Newton Ansatz algorithmisch macht: In je-
dem Schritt wird versucht, durch geeignete Interpolation des Fehlers’® die Genauigkeit

97Man kann auch den umgekehrten Weg gehen und die dividierte Differenz als den Leitkoeffizienten
des Interpolationspolynoms definieren; dann muss man allerdings die Rekursionsformel beweisen.
%0hne die vorher bereits erzielten Interpolationseigenschaften zu zerstoren.



8.3 Interpolation — der Newton-Ansatz 139

des Interpolanten Schritt fiir Schritt zu erhchen.

Korollar 8.21 Es seien xg, . .., xn € R alle verschieden und f € R™" oder f € C(R). Dann

ist? N : )
(x—xo) -+ (x = i1
L.f(x) = f—1Liqf) (x : 8.23
ol J;o( =11) () (5 —x0) -+ ()5 —x-1) (529
Beweis: Nach (8.21) mitn =j—1 und x = x; ist
(X0, ..., %] f = (f = Lirf) (%) , i=0,...,mn.
(% —x0) -+ (X —%-1)
O

Beweis von Satz 8.19: Wir beweisen (8.20) und (8.21) simultan duch Induktion tiber
n.
Firn = 0ist Lyf(x) = fy = f (xo) und

f(x) — 1 (x0)
(x — o)
Seien also (8.20) und (8.21) fiir ein n > 0 bewiesen. Wir setzen

f(x) — Lof(x) = f(x) — f (x0) = (x —x0) = (x —x¢) [xo,x]f.

n+1
Pof(x) = Z (X0, ..o %] £ (x—x0) - -+ (x —xj—1)
j=0
= Pnf(x)+ X0, ..., Xne1] T (x—%0) -+ - (x —%Xn) .
Nach der Induktionsannahme erhalten wir aus (8.20) und (8.23)'%, daf8
(x =xp) -+ [(x =xn)
(Xnt1 —%0) *++ (X1 —xXn)

Pryif(x) = Laf(x) 4 (f — Laf) (xn41)

Damit ist, firj =0,...,n,
Pniif (%) = Laf (%)) =
und auflerdem
Phf (Xn—H ) = Lnf (Xn—H ) +f (Xn—H ) — Lnf (Xn—H ) =f (Xn—H ) = Tn+1,
also Pn1f = Ly1f und (8.20) gilt auch fiir n 4 1. Andererseits ist mit dem gerade
bewiesenen und nochmals der Induktionsannahme
f(x) — Lup1f(x) = (f(x) — Laf(x)) — (L1 f(x) — Laf(x))
= (x—x0) - (x—=%xn) X, x0, .0, Xnlf—(x—%0) -+ (x —%xn) [x0,..., %n, Xns1]f
[XIXOI . -/XTL] f— [XO/ s '/XTL/XTL+]] f

= (x—x0) - (x—=Xny1)
X = Xn+1

= (x—x%g) - (x =%Xn41) X, %0, ..., Xnp1] 1,

PMit L (x) =0.
100D4 (8.23) direkt aus (8.21) folgt ist dessen Verwendung zuléssig!
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nach der Rekursionsformel (8.19). O
Ubung 8.3 Zeigen Sie:

p ell, & X0,--,XxKllp=0, xo<---<xx, k>n.

Schliefdlich noch eine Aussage tiber den Interpolationsfehler fiir hinreichend oft dif-
ferenzierbare Funktionen.

Satz 8.22 Seien Xy, . . ., xn alle verschieden und f € C™t1(R). Dann Qibt es fiir jedes x € R
ein & € [xo, ..., xn, X, der konvexen Hiille von xy, . . ., xn, x'°!, so daf
f(n—i—l)(é)

f(X) — Lnf(X) = m

(x —x0) -+ (x—%n). (8.24)

Dann liefern uns die Fehlerformeln (8.24) und (8.21) auch noch eine Aussage tiber die
dividierten Differenzen differenzierbarer Funktionen.

Korollar 8.23 Es sei f € C™(IR). Zu beliebigen verschiedenen Punkten xy,...,xn € R gibt
esein & € [xo,...,xnl, sodafs

fM(g)

n!

X0, ..., Xn) T =

Beweis von Satz 8.22: Fiir x & {xo,...,xn} setzen wir

o flx) = Laf(x)
C(x—xp) (x—xn)

definieren

g(y) = fly) —Laf(y) —o(y —x0) - - (y —xn), yEeR,

und bemerken, dafs g (xj) =0,j=0,...,n,sowie g(x) = 0. Nach dem Satz von Rolle

hat also g(j] mindestens n + 2 — j Nullstellen im Intervall [xg,...,xn, %], =0,...,n+1,
es gibt also mindestens ein & € [xy, ..., xn, x], so daf3

dn-H
0 = ga(E) = f(E) - (Laf() ™) —a oy
=0

(x—=x0) - (x = xn)

=(n+1)!
= fE) —a (n+1),

alsoist o« = fMFV(E) /(n+ 1)L O

101 Alternativ: das kleinste Intervall, das xg, . . ., Xn und x enthlt.
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8.4 Approximationsgiite von Interpolationspolynomen

Wir beginnen mit einer (trivialen) Folgerung aus Satz 8.22.
Korollar 8.24 Fiir f € C"(R) und xg,...,xn € I C Rist

]
I

Hf_ Lnf”l = r{(lg;lf(X) — Laf(x)] < m

max |x —xg| -+ - [x —xn/. (8.25)
xel

Wollen wir nun, dafs der Interpolant L,,f die Funktion f gut approximiertloz, dann
haben wir nur eine Wahl: Wir miissen die Interpolationspunkte xy, ..., x, so wahlen,
dafs der Ausdruck

max [x —xo| -+ [x —xn| = || (- =%0) - - - (- = xn) |}
x€el

moglichst klein wird. Wenn wir uns auf I = [—1, 1] beschrdanken, kénnen wir diese
Punkte explizit bestimmen, fiir beliebige Intervalle a, b verwendet man dann die Trans-

formation
x+1

2

X — a-+ (b—a),
die [—1, 1] linear auf [a, b] abbildet.

Bemerkung 8.25 Es bezeichne &, C Tl,, die Menge aller Polynome vom Grad n mit mono-
mialem Leitterm bzw. Leitkoeffizient 1:

P E P & p(x) =x"4+q(x), q€T, ;.
Ist also p* das Polynom, fiir das

* o .
Ip™ly = min [|pll;

gilt, dann sind die Nullstellen'% von p* optimale Interpolationspunkte.
Unser Ziel wird es nun sein, fiir alle n € Ny so ein optimales p* zu finden.

Definition 8.26 Das n—te Tschebyscheﬁ‘—Polynom104 Th, n € IN, ist definiert als
Th(x) = cos (narccos x) .

Und, kaum zu glauben, aber wahr, die Tschebyscheffpolynome sind die Losung un-
seres Problems.

102D45 wire ja wohl das, was man als ,gute Rekonstruktion” bezeichnen wiirde.

103Man sollte aber schon nachweisen, daf diese Nullstellen auch alle einfach und rell sind!

104gg gibt eine Vielzahl von Transkriptionen des Namen , Tschebyscheff”, z.B. auch Chebychev, Cheby-
chov.
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Satz 8.27 Die Polynome 2'""T,, gehoren zu Py, n > 119, und es gilt

1— o .
|2 “TnHm = min || p [l (8.26)

Die Nullstellen von T,111%, n € Ny, sind alle einfach und rell und damit optimale Interpola-
tionspunkte fiir T1,,.

Korollar 8.28 Sei L}, der Interpolationsoperator an den Nullstellen von T, 1. Dann ist

=]
[71/1}

i ®27)

If=Lafll g <

Um einzusehen, dafs tatsichlich T,, € TI,, ist, brauchen wir etwas mehr Information
tiber die Tschebyscheff-Polynome.

Lemma 8.29 Die Tschebyscheff-Polynome T, n € IN, erfiillen die Rekursionsformel

To(x) =1, (8.28)
Ti(x) = x, (8.29)
Tari(x) = 2x Ta(x) — Tao(x), n € IN. (8.30)

Beweis: Die Anfangsbedingungen (8.28) und (8.29) folgen trivialerweise aus der Def-
inition (und cos0 = 1).

Wir setzen x = cos 9, d.h., 8 = arccosx, also T,,(x) = cosn6. Durch Addition der
Additionstheoreme

cos(n+1)0 = cosnd cosO +sinnd sino
cos(n—1)0 = cosnb cosO —sinnoO sino

erhalten wir, dafs
cos(n+1)0+cos(n—1)0 = 2cosOcosnb,
N~

T (%) —To1(x) = =Ta(x)
also (8.30). U
Als nachstes Information tiber die Nullstellen.
Proposition 8.30 Die Nullstellen von T,, sind
2j—1
. = j=1,...,mn 31
Xj =cos —— T, j Seee, L (8.31)

105Der Falln = 0 verlangt den Faktor 1 und nicht 12, siehe (8.28); andererseits hat Ty auch keine Null-
stelle und ist daher ohnehin zur Bestimmung von Interpolationsknoten ungeeignet.
106Siehe (8.31).
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%% TschebNodes.m (Numerik 1)

YUY
%% Tschebyscheffknoten

%% Eingabe:

Toths n % Knoten

function X = TschebNodes( n )
X = zeros( 1,n+1 );

for j=1:n+1
X( j ) = cos( (2%j-1)/(2*n+2) *xpi );
end
%hendfunction

Programm 8.8 TschebNodes .m: Knotenvektor der Tschbyscheffpolynome.

Auflerdem sind die Nullstellen von T

x]-’:cos%ﬂ, ji=1,...,n—1, (8.32)
und es ist'%  mit xp=—1x,=1,
T () =(=D", j=0,...,n (8.33)

Also ist insbesondere || Tu ||y ;= 1.

Beweis: Esist

2 -1 21 ,
Tn (xj) = cos (narccos cos = 71) = cos — =0, i=T1,...,1m,

und mehr als n Nullstellen kann T, ja nun mal nicht haben, denn T, (x) = 2 Ixn
-+ - # O nach (8.30). Deswegen sind die Nullstellen auch alle einfach. Auflerdem ist

n :
= sin (n arccos x)

n(x) iea

und da x]-’ # —1,1und sinjm = 0,j € Ny, istauch T/ (xj) =0,j =1,...,n—1. Also
sind die potentiellen Extrempunkte von T, auf dem Intervall [—1, 1] die Punkte

—1,x7, ..., x4, 1.

107Wenn man genau ist: fiirn > 1.
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Aus (8.30) erhalten wir sofort, dafs T,,(—1) = (—1)" und T,,(1) = 1 und dartiberhinaus
ist

Tn (%) = cos %n = (—1)),

woraus (8.32) folgt. O

Beweis von Satz 8.27: Daf$ T,, einfache, reelle Nullstellen hat, wurde ja in Proposi-
tion 8.30 bewiesen. DaBl 2! T, € 2, folgt aus der Rekursionsformel (8.30). AufSer-
dem wissen wir, daf3 H21_“TTl | L = 2'=". Nehmen wir also an, es gébe ein p € 2y,
so dafs

[P o < 2

und setzen wir ¢ = 2""T, —p. Da 2T, p € Py, ist q € My_1. An den Stellen x/,
j=0,...,n!% ist dann

q(x))=(=12""—p () = (-1, j=0,...,m,

wobei yj > 0,j = 0,...,n. Damit muf aber q zwischen xj’ und Xj/+1' ji=0,...,n—1,
mindestens eine Nullstelle haben, also hat q € TT,,_; mindestens n Nullstellen und ist

damit das Nullpolynom. Dann fiihrt aber 2! T, = p und somit
21—11 _ Hz]—nT H :Zl—n
> Pl |

zum Widerspruch. O

Tatsdchlich liefern die Tschebyscheftknoten entscheidend bessere Interpolanten als
beispielsweise gleichverteilte Knoten.

Beispiel 8.31 Wir betrachten die geschlossene polynomiale Kurve, die durch die Punkte (Matlab—
Vektor £)

o 131111131 00000

000007+ 5 21 31t
auf dem Rand des Einheitsquadrats geht (siehe Abb. 8.4). Als Parameterbereich wihlen wir
[—1,1] und interpolieren einmal an gleichverteilen Punkten mit

—_

auxPlotNewton( f, (-1:1/8:1), (-1:.01:1) )
und einmal an den Tschebyscheffknoten:
auxPlotNewton( f, TschebNodes( 16 ), (-1:.01:1) )

Die Ergebnisse sind, wie Abb. 8.5 zeigt, sehr unterschiedlich.

108Wir nehmen also die Grenzen +1 mit dazu.
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o o000
o .
3 .
. 3
(O —

Abbildung 8.4: Interpolationsdaten fiir die Kurve. Frei ist noch die Wahl der
zugehorigen Parameterwerte.

8.5 Die schlechte Nachricht

Da man also so toll, einfach und halbwegs stabil mit Polynomen modellieren (Bézierkurven)
und rekonstruieren (Interpolation) kann, werden es ja wohl alle CAD-Systeme und nu-
merische Anwendungen verwenden, oder? Die Antwort ist ja und nein: Bézierkurven
sind in den meisten Zeichenprogrammen tatsdchlich als ein Mittel zum Freihandzeich-

nen enthalten und polynomiale Interpolation versteckt sich tatsdchlich hinter einigen
numerischen Verfahren. Aber:

e Komplexitdt und Instabilitit wachsen mit dem Grad des Polynoms an. Beispiel-
sweise dauert die Auswertung einer Bézierkurve mit 100 Kontrollpunkten doch
schon ein bifschen.

e Polynome sind global. Die Anderung eines einzigen Kontrollpunkts dndert die
Kurve iiberall.

¢ Interpolationspolynome haben einen krankhaften Drang, zu oszillieren, wie Abb. 8.6
zeigt. Allerdings sieht man dort auch, daf8 es so richtig schlimm erst aufSerhalb
der konvexen Hiille der Interpolationspunkte wird, aber auch in deren Inenren
wird die Oszillation fiir wachsenden Grad immer heftiger

Noch schlimmer ist aber die Empfindlichkeit polynomialer Interpolation gegen
Storungen. Dazu ein Beispiel.

Beispiel 8.32 Wir betrachten die Parabel'® p(x) = x(1 —x) und interpolieren an den 21
gleichverteilten Punkten 0, 21—0, ..., 1. Das Interpolationspolynom ist auch kaum von der Para-
bel selbst zu unterscheiden (Abb. 8.7). Storen wir aber jeden Datenwert zufilliq um < 0.1%,

109Ein Schuft ist, wer an Geschoflbahnen dabei denkt.
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Aequidistante Knoten Tschebyscheffknoten
T T T T

T
line 1

L L L L L
-14 12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 0.2 0 02 0.4 06 08 1 12

Abbildung 8.5: Interpolation der ,Quadratkurve”, einmal mit gleichverteilten
Parameterwerten fiir die Interpolationspunkte, einmal unter Verwendung der
Tschebyscheffknoten.

dann erhalten wir bereits eine ziemlich unogliche ,Flugbahn” (Abb. 8.7), storen wir gar den
Scheitelpunkt um 1%, so wird der Interpolant endgiiltig wiist, siehe Abb. 8.8. Auf der anderen
Seite zeigt Abb. 8.9, daf$ sogar wesentlich heftigere Storungen ~ 1% weggesteckt werden, wenn
die Tschebyscheffknoten verwendet werden.

Das Problem ist nur leider, daff man sich in der Praxis die Interpolationspunk-
te nicht aussuchen kann, sondern dafs diese beispielsweise von den physikalischen
Eigenschaften des MefSprozesses vorgegeben werden. Auflerdem ist das Hinzufiigen
von Punkten nicht mehr so einfach: die Polynome T, und T, haben keine gemein-
samen Nullstellen!10!

110Wohl aber Ty, und Ton — was auch in manchen Verfahren ausgenutzt wird.
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Abbildung 8.6: Interpolationspolynom, das den Wert 0 an +1,4+2 und 1 an der
Stelle 0 interpoliert. Nicht ganz das, was man gerne hitte.

Parabel an 21 Purkten

Parabel an 21 Punkten, zuf lige St rung, < 0.1%

Abbildung 8.7: Interpolanten vom Grad 20 fiir die Originaldaten und leicht (<
0.1%) gestorte Werte.

Parabel an 21 Punklen, -1% am Scheltel

Abbildung 8.8: Interpolanten vom Grad 20 fiir Stérung des Scheitelpunkts um
+1%.
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Abbildung 8.9: Zufillige Sérungen an allen Interpolationspunkten um < 1% tun
bei Verwendung der Tschebyscheffknoten bei weitem nicht so weh. Auch die Os-
zillation ist nicht so grofs, aber dafiir wird das Gefélle auSerhalb von [—1, 1] umso
steiler.
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Im Wort Gelehrter steckt nur der Begriff,
daf$ man ihn vieles gelehrt, aber nicht,
dafs er auch etwas gelernt hat.

Lichtenberg

Splines 9

Um die Probleme polynomialer Kurven, insbesondere Interpolanten, also Globalitit,
Oszillation, hohe Komplexitédt, zu umgehen, brauchen wir eine Kurvenkonstruktion,
bei der der Wert der Kurve nur lokal von einem Teil der Koeffizienten abhéngt. Um die
Lokalitit beschreiben und (flexibel) kontrollieren zu kénnen brauchen wir ein bifSchen
Terminologie.

Definition 9.1 Seien n > m > 0111,

1. Eine Punktmenge T = Ty = {to, ..., tham+1} C R heifst Knotenfolge der Ordnung
m, falls
to<t < - <t < < tpm 9.1)

und
t) < tj+m+], ] = O, A (92)

2. Die Knoten ty,...,tm bzw. th41,...,thams1 heiflen linke bzw. rechte Randknoten,
die Knoten ty11, ..., tn heiflen innere Knoten.

3. Dasjenige u > 0''2, fiir das
oo <f=-=fa <t
gilt, heif$t Vielfachheit des Knotens t; = - - - = tj 1.

4. Das Intervall I}‘ ist definiert als

Ikz[tj,tﬁk},jzo,...,n, k:1,...,m.

M pDgs ist formal ausreichend. Die ,Vorstellung” ist allerdings, dafi n >> m und m sehr moderat (etwa
m = 3) ist.
2wie , pultiplicity”
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9.1 Der Algorithmus von de Boor

Als nédchstes definieren wir uns auf algorithmische Weise die Kurven, die uns inter-
essieren werden.

Algorithmus 9.2 (de Boor) Gegeben: Knotenfolge T = Ty n, Kontrollpunkte dy, ..., dn €
Reund x € [tm, ..., thi1l.

1. Bestimmer € {m,...,n}sodaff x € [t;, ty4 ).113

2. Setze
d%(x):dk, k=r—m,...,T.

3. Fiirj =1,..., m berechne

di(x) = Uy (xllﬂl_jH) d{':_]] (x) +uy <x|IE1_j+1> d{':](x), k=r—m+j,...,T.
9.3)

4. Ergebnis: Ny td(x) := d™(x).

a\ 2

Abbildung 9.1: Der Algorithmus von de Boor fiir m = 3 und einen einfachen sowie
einen doppelten Knoten.

Abbildung 9.1 zeigt, was beim Algorithmus von de Boor passiert: im j—ten Schritt wer-
den alle Intervalle abgearbeitet, die m — j + 2 Knoten und den Punkt x enthalten. Der
Index r aus Schritt 1 im obigen Algorithmus ist eindeutig, solange x nicht gerade mit
einem Knoten iibereinstimmt.

H13Ein solches r existiert nicht, wenn tn 1 = - = tyym41 ein (m+ 1)—facher Randknoten und x = t, 41
ist. Wir kénnen uns aber dadurch behelfen, dafs wir uns in diesem Fall irgendein tn1m12 > tntm+1
dazuerfinden und mit r = n + m weitermachen.



9.1 Der Algorithmus von de Boor 151

%% deBoor.m (Numerik 1)
/2y
%% Algorithmus von de Boor

%% Eingabe:

Dot d Kontrollpunkte (vektorwertig!)

Dot T Knotenvektor

Dot X Stelle

function y = deBoor( d,T,x )
n = length( d );
m = length( T ) - n - 1;

% Finde Knoten
r = mt+l;
while (r <n ) & ( x >= T( r+1 ) )
r=r + 1;
end
% Behebe Problem mit rechtem Randpunkt bei (m+1)-fachen Knoten
if (r ==n)
y=4d( :,n);

end

% Schleife (mit Ueberschreiben)

for j =1:m
for k = r:-1:r-m+j
u=(TCktm-j+1 ) - x) / ( TC ktm-j+1) - TC k ) );

d( :,k ) =u *d( :,k-1) + (1-u) * d( :,k );

end
end
y =d( :,r );
%endfunction

Programm 9.1 deBoor .m: Der Algorithmus von de Boor mit Uberschreiben des Ko-
effizientenvektors.
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Bemerkung 9.3 Der Index v, der durch die Forderung x € [t, t,+1) in Algorithmus 9.2 fest-
gelegt ist, beeinflufit nicht die Berechnungsformel, sondern lediglich, welche Kontrollpunkte
zur Berechnung zu verwenden sind. Man konnte auch den folgenden, modifizierten Algorith-
mus verwenden:

1. Setze
dd(x)=dy,, k=0,...,m

2. Fiirj =1,...,m berechne

d{;(x) = Uy <x|1km_j+1> dL__11 (x) +uy <x|1km_j+1> d{;—] (x), k=j,...,n. (9.4)

3. Wiihle die r—te Komponente aus dem Ergebnisvektor (dy*(x) : k =m,...,n).

Aber: der Rechenaufwand dieses Verfahrens ist wesentlich hoher, ndmlich O(nm) Operatio-
nen im Gegensatz zu O (m?) im Algorithmus von de Boor. Und normalerweise ist n. > m/

Definition 9.4 Die Kurve Ny, 1d : [ty thi1] heif§t Splinekurve vom Grad mll4,

Als néchstes ein paar einfache Eigenschaften der Splinekurve, die sofort aus dem Al-
gorithmus folgen:

1. Die Splinekurve ist nur auf dem Intervall [t;,,, t,,+1], das von den beiden innersten
Randknoten gebildet wird, definiert. Die anderen Randknoten beeinflussen aber
natiirlich den Wert der Splinekurve, zumindest in der Nihe des Randes!!®.

2. Esist selbstverstiandlich nicht verboten, die Randknoten alle identisch, also (m +
1)—fach, zu wahlen. Im Gegenteil, dieser Fall hat eine nette Eigenschaft: fiir x =
tm (also r = m)istdann firj = 1,...,mund k = r—m+j,...,r =j,..., m!1®
das Intervall

Ikm*j+1 = [t tirm—jr1] = [tm ticym41]

zu betrachten!!” und somit ist

wo (M) = (tm | [tmtiem 1)) =1, k=r=mtj ., j=1,..
also auch . .
A (x) = d(x) = do,

insbesondere ist also dyp = dj} (tm) = Ny 1 (tm). Da dasselbe fiir den rechten
Rand gemacht werden kann, besitzen also die Splinekurven die Eigenschaft der
Endpunktinterpolation, wenn wir (m + 1)-fache Randknoten verwenden.

1140der der Ordnung m + 1! Es gibt hier (mindestens) zwei konkurrierende Terminologien. Daher ist
bei der Verwendung von Splineliteratur oder von Spline-Toolboxen (z.B. in Matlab) erhohte Vorsicht
angesagt.

15Genauer: auf den beiden Intervallen [t tma1] und [tn, tha1l

HoWegen T = m

175chlieRlich ist = =tm,j=1,...,m
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3. Dies gilt natiirlich nicht nur fiir Randknoten: An jedem m—fachen inneren Knoten
tj = -+ = tj;;m—1 wird der entsprechende Koeffizient d;_,, interpoliert, d.h.
N, 7d (tj) = dj_m. An einem m + 1-fachen Knoten werden also sogar d;_, und

dj_mn+1 interpoliert, die Kurve wird dort also normalerweise nicht mehr stetig
sein.

Abbildung 9.2: Der de Boor-Algorithmus an einem m-fachen Knoten t; (nur ,au-

seinandergezogen” gezeichet), fiir m = 3. Die Zwischenpunkte in jedem Schritt sind
die Kontrollpunkte und am Schluf bleibt nur d;_, iibrig.

4. Spezialisieren wir noch ein bifichen: Ist obendrein noch m = n, haben wir also
to=-=th <t =+ =1mpn,
dann ist der Algorithmus von de Boor nichts anderes als der Algorithmus von de
Casteljau und es ist
N 7d = Bnd.

5. Fiir alle x € (t, tr41)"® werden dieselben Bezugsintervalle I?_H] verwendet und

damit ist Ny, 7d| (bt 1) ein Produkt von m affinen Funktionen, also ein Polynom
vom Grad < m. Anders gesagt:

118Achtung: Ist t, =ty 1, dannist (ty, ty 1) = Q!
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Splinekurven sind stiickweise Polynome! I

6. Da

N7 (0d+Bd’) = o Ny rd+ B Ny rd’

konnen wir d als

n
d=> 4%, &= (0,...,0, 1, 0,...,0).,
j=0

und damit die Splinekurve als Linearkombination
n
N rd(x) =) dy N™ (x|T).. (9.5)
=0

schreiben.

7. Wie erhalten wir also die sogenannten ,,B-Splines”? Ganz einfach: Wir lassen den
Algorithmus von de Boor auf die skalaren Kontrollpunkte §; los.

Definition 9.5 Die Funktion N;™ (-|T), aus (9.5) heifit j—ter B-Spline vom Grad m beziiglich
der Knotenfolge T.

9.2 Splines und Interpolation

Im Rahmen dieser Vorlesung wollen wir uns im wesentlichen mit der Frage befassen,
ob und wann es moglich ist, mit Splines zu interpolieren. Das wesentliche Resultat,
mit dessen Beweis wir uns den Rest dieses Kapitels beschéftigen werden, ist wie folgt.

Satz 9.6 Essei T = Ty eine Knotenfolge und es seien xo < x1 < --- < xn € R.

1. ( Schoenberg—Whitney ) Das Interpolationsproblem
Nm,rd (%) = fj, i=0,...,1m, (9.6)
ist genau dann fiir alle f € RY>™ 1 eindeutig losbar, wenn
4 <% < Yyma, j=0,...,m. 9.7)
2. Ist (9.7) etfiillt, dann ist die Kollokationsmatrix
N (%1 T) 1§, k=0,...,n] (9.8)

(m, m)-bandiert und total nichtnegativ.
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Bemerkung 9.7
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1. Die Bedingung (9.7), die die Knoten und die Interpolationspunkte zueinander in Beziehung

setzt, kann man auch anders schreiben, wenn man j durch j —m — 1 ersetzt und das
Ergebnis, tj_ym—1 < Xj—m—1 < tj, mit (9.7) zu
Xj—m—1 < tj < x4, j=m+1,...,n, 9.9)

zusammenfasst, was gerade Bedingungen an die Lage der inneren Knoten liefert, siehe

Definition 9.1.

2. Zusammen mit (9.7) kann x; € (ty, txym1) aber nur dann gelten, wenn

j<k+m wund j4+m<k

= k—=m<j<k+m

ist. Da, wie wir in Lemma 9.14 herausfinden werden, der B-Spline N* (- | T) aber nur

im offenen Intervall (ty, txsm+1) von Null verschieden

19 ist, liefert diese Beobachtung

auch bereits die (m, m)—Bandiertheit der Kollokationsmatrix (9.8).

Bevor wir uns daran machen, uns die Splines genauer anzusehen, erst einmal ein ein-

faches Beispiel, das Satz 9.6 ein bifichen illustriert.

Beispiel 9.8 Wir setzen m = 1 und betrachten eine Knotenfolge T = T1 =ty < -+ <

120
tn+2 .

1. Im Algorithmus von de Boor miissen wir einen Schritt berechnen, bei dem die baryzen-
trischen Koordinaten von x beziiglich des Intervalls [ty, ty.1] verwendet werden, um
dy_1 und dy zu kombinieren, k = 1,...,n. Damit ist aber N 1d nichts anderes als die
stiickweise lineare Funktion mit ,Bruchstellen” an ty, ..., tn, die die Punkte do, ..., dn

verbindet.

2. Damit kénnen wir N1 1d als

n
Nird=> djNj(T)

j=0

schreiben, wobei

19Und sogar strikt positiv!

x <,
x €[4, 4],

x € [t b2,
X > t]+2

120Eg sind jetzt also alle Knoten, auch die Randknoten, einfach — aber nur um der Einfachheit willen.
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d4
do

d3

d2
d1

)

| | | | | | |
I I I I I I 1

0 tl t2 t3 t4 t5 t6
Abbildung 9.3: Die lineare Splinekurve (Ordnung m = 1).

3. Was bedeutet nun die Schoenberg—Whitney—Bedingung (9.7)? Zuerst einmal mufS der

Interpolationspunkt x; im offenen Intervall [t;, tj1], also im Triiger von N ]1 , liegen. Das
garantiert also schon einmal, daf aller Basisfunktionen beim Interpolieren mitmachen
diirfen — iibrigens, wire das nicht der Fall, dann hiitte die Kollookationsmatrix eine Nul-
Izeile, wiire nicht invertierbar und damit das Interpolationsproblem unldsbar.

Umgekehrt garantiert (9.7) aber auch, daf$ in jedem Knotenintervall hochstens zwei
Interpolationspunkte liegen — sehr verniinftig, denn durch zwei Punkte lift sich gerade
noch eine Gerade legen. Drei oder mehr Interpolationspunkte in einem Knotenintervall
ergiben im allgemeinen wieder ein unldsbares Interpolationsproblem.

Liegen auflerdem zwei Punkte im Inneren eines Knotenintervalls, dann darf in den be-
nachbarten Intervallen nur jeweils ein Knoten liegen, ligen nimlich in zwei benachbarten
Intervallen zwei Interpolationspunkte, dann ist es einfach, die Interpolationsbedingun-
gen an diesen Punktpaaren so festzulegen, dafs sich die beiden Streckenziige nicht in dem
dazwischenliegenden Knoten schneiden — und damit ist dann auch der Spline futsch.

Insbesondere liefert (9.7) aber auch, dafd NI hichstens an x;_1, x; und xj.1 einen von
Null verschiedenen Wert hat (und wenn verschieden, dann > 0). Also hat die Kolloka-
tionsmatrix die Form

ist also (1,1)-bandiert oder tridiagonal. Die totale Positivitit ist allerdings nicht so
offensichtlich.
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NO N1 N2 N3 N4

T [ I | [ [ |
t0  tl 2 t3 t4 t5 t6
Abbildung 9.4: Die zugehorigen vier B-Splines zur Splinekurve aus Abb 9.3.

5. Es gibt noch einen besonders einfachen Fall: x; = tj1. Dann ist die Kollokationsmatrix
sogar die (0,0)-bandierte Einheitsmatrix und d; = fj, aber so einfach ist's halt nicht
immer.

Als Folgerung aus dem Satz von Schoenberg-Whitney kénnen wir einen besonderen
Splineinterpolanten herleiten.

Satz 9.9 Seim =2r+1 € N und T = T, eine Knotenfolge mit einfachen Knoten. Dann
gibt es zu vorgegebenen Werten f5,j = 0,...,n—m+ 1, einen Spline Ny, 1 d, s0 daﬂlzl

Nm,Td(tm—i—j) = fj, j=0,....n—m+1, (9.10)
NLd(t) = 0 k=r+1...,2nl=mn+l. (9.11)

Ist n > m 4, dann ist dieser interpolierende Spline eindeutig.

Definition 9.10 Der!?? Spline, der die Bedingungen (9.10) und (9.11) erfiillt, heifit natiirlich-
er Splineinterpolant an den Knoten ty, ..., th41.

Beweis: Nach dem Satz von Schoenberg—Whitney, Satz 9.6, ist bei einfachen Knoten
das Splineinterpolationsproblem fiir

Xj = tj+1’+] € (t)/ tj+2T+]) ’ ) = O/ ALY

eindeutig 16sbar. Dabei verwenden wir, zusitzlich zudenn +2 —m = n+ 1 — 2r Be-
dingungen aus (9.10) noch Interpolationsbedingungen an den ,letzten” r linken und

121Der Spline interpoliert als an den inneren Knoten und den innersten Randknoten.
122B{ir n > m + rist es , der”, sonst nur ,ein” . ...
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den ,ersten” r rechten Randknoten; insgesamt sind ja auf jeder Seite m +1 =2r+2 > r
Randknoten. Seien nun s_, ..., s; die Losungen des Interpolationsproblems, das man
erhélt, wenn man zusétzlich zu (9.10) noch

1 j<Ound k =1—j,
Sj(x) =< 1 j>0undk=n+j—r, k=0,....,t—1,n+1,...,n+r,
0 sonst,

fordert. Alle diese Splines interpolieren an den Punkten t,, ..., t,4+1, aber haben ein
unterschiedliches Verhalten an den 2r zusitzlich eingefiihrten Punkten t. 1, ..., t;y_1
bzw. th12, ..., th4r+1: So verschwindet dort, wiahrend s_1, ..., s_; jeweils an einem der
linken ,Zusatzknoten”, s1, ..., s, an einem der rechten , Zusatzknoten” den Wert 1 an-
nehmen, siehe Abb. 9.5.

Diese m = 2r + 1 Splines sind # 0 und linear unabhanging. Betrachten wir nun das
lineare Gleichungssystem fiir a_, ..., a,, das gegeben ist durch

.
Zajsj(k)(tg)zo, k=r+1,...,2r,{=m,n+1,

j=—

dann sind dies 2r Gleichungen in den 2r 4+ 1 Unbekannten a_,..., a;, und es gibt
immer (mindestens) eine nichttriviale Losung a*,, ..., a;, die entweder a*, 4 --- +
ai = 0 erfiillt, oder die man so normieren kann, da a* . + - - - + af = 1. Auf alle Falle

setzen wir
T
J— * .

j=

und da firj =0,...,n—m+1

T T
§ (tmﬂ') - Z ay Sk (tj+m) = fj Z ay,
k=—1 T k=—r
-

ist s entweder eine Losung von (9.10) oder ein Losung des homogenen Problems'? zu
(9.10), je nachdem, ob }_ aj* den Wert 1 oder 0 hat, aber erfiillt immer auch zuséatzlich
(9.11). Wir haben also entweder unseren gewiinschten Spline gefunden, und die Ein-
deutigkeit folgt aus dem néchsten Resultat, das auch die Namensgebung rechtfertigt,
oder aber eine nichttriviale Losung des homogenen Problems. Nach Satz 9.11 wiére
dann aber s™1) =0, also s ein Polynom vom Grad r — ein Trivialfall, der nur eintreten
kann, wenn wir zu wenige innere Knoten haben, also wieder, wenn n < m + rist. In
diesem Fall existiert aber unser interpolierender natiirlicher Spline trivialerweise: er ist
der polynomiale Interpolant vom Grad n — m! 4

123 Also mit rechter Seite 0.
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™

tHn+2] tin+r+1]

s/-11 ... sl-ri sf1] ... slrl

Abbildung 9.5: Das erweiterte Interpolationsproblem aus dem Beweis von Satz 9.9.
Auf dem unterlegten Bereich interpolieren alle Splines die vorgegebenen Werte, an
den ,Zusatzpunkten” hat genau einer von ihnen den Wert 1, alle andere den Wert
0; nur sy verschwindet an allen dufSeren Punkten.

Fiir k € Ny und I C R definieren wir nun die Energienorm'?*

) 1/2
ey = (J ’f(k)(x)’ dx) . fech.
I

Im Spezialfall k = 2, der, wie wir gleich sehen werden, zu m = 3 gehort, ist dies das
Integral tiber das Quadrat der zweiten Ableitung, eine Niherung fiir die Biegeenergie
eines Streifens, der dem Verlauf von f folgt. Daher iibrigens auch der Name Spline!?°:
Ein Spline'?® ist ein Kurvenlineal, bei dem ein mehr oder weniger beweglicher Streifen
mit Hilfe von Gewichten durch gewisse Punkte gezwungen wird, siehe Abb. 9.6. Da
der Streifen sich so legt, daf} die Biegeenergie!?” minimiert wird, wird ein kubischer
Spline!?® mit den den Randbedingungen aus Satz 9.11'% als natiirlicher Spline beze-
ichnet weil er das ,natiirliche” Objekt ,Spline” simuliert. Dabei ensteht die , Natiirlich-
keit” aus den Randbedingungen (9.11) fiir m = 3, also v = 1, das heifst aus

N7 d (tm) = NJi 7 d (tyyg) =0 9.12)

am ersten und letzten Interpolationspunkt, siehe Abb. 9.7. Hierbei kann man (9.12) so
interpretieren, daf$ links von t;,, und rechts von t,; die Kurve Ny, 1 linear fortgeset-
zt werden soll, was auch genau das ist, was ein elastisches Material wie der Plastik-
streifen tun wird, wenn keine weiteren Anstrengungen unternommen werden, ihn zu
biegen.

124Dje allerdings nur eine Halbnorm ist.

12Wenn man es genau nimmt, ist also ein Spline gar kein Spline.

126Im Schiffsbau als Straklatte bezeichnet.

127Und die entspricht dem Quadratintegral {iber die zweite Ableitung, solange die Kriimmung im
Vergleich zur Ableitung klein ist.

128Zweite Ableitung!

12Die gerade fiir die Minimalitét sorgen werden.
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Abbildung 9.6: Ein ,richtiger” Spline, also das Kurvenlineal. Die moderne Form
besteht aus einem nicht allzu flexiblen Plastikstreifen und (richtig schweren)
Gewichten, die die Interpolationspunkte fixieren. Vielen Dank an Herrn Dr. Hol-
lenhorst vom Hochschulrechenzentrum der JLU GiefSen, der diesen Spline fre-
undlicherweise zur Verfiigung stellte.

Satz 9.11 (Minimalititseigenschaften) Essei m = 2r+1 € N und T = Ty, ,, eine ein-

fache Knotenfolge. Fiir f € C™ (1) sei S¢ = Ny, 1 d ein Spline, der (9.10) und (9.11) erfiillt.
Dann ist

[Seleinr < Ml (9.13)

Beweis: Wir beginnen mit

2
|f — Sf|$+1,1 = L (f(‘r+])(x) _ (Sf)(r+1) (x)) dx

= [ (0 2 D 80 00+ (8074 () ax
1

0~ ZL (0 = (0™ 00) (50 () dx— ISy (9.14)

Fiir j = m, ..., n verwendet man partielle Integration, um zu zeigen, daf3
41

J (f(””(x) _ sf*”(x)) S (x) dx

P

41
= (M0 -s100) s V| - J (160 =87 (x)) 87 (x) ax
) tj
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Abbildung 9.7: Die natiirliche Randbedingung des kubischen Splines: Rechts
vom letzten Knoten und damit Interpolationspunkt werden auf das Lineal keine
Biegekréfte mehr ausgetibt und es nimmt den energieminimalen linearen Verlauf

an.
1
(1) (f(r—k)(x)_s(r—k)( )> S](Cr+k+2)(x) dx, K=1.. .1
N——o-—
4 =oflirk=r
.
t.
— (_])r—l (f(r—l) (X) . S](cr—l) (X)) S?‘—H—H)(X) :H ,
1=0 j

Summation iiber j = m, ..., n liefert dann, da3'3’

J <f(r+”(x) — Sffﬂ)(x)) S](CH])(X) dx

I
T

— (—1 )r—l (f(r—l)(x) N S](cr—l) (X)) 31(:1‘—1—1—1—1)()()
1=0

tm
Beachte: Der Term fiir | = r verschwindet, weil S¢ die Funktion f an den Stellen ty,, t,, 11
interpoliert, die Terme fiir 1 = 0, ..., — 1 hingegen wegen (9.11). Einsetzen in (9.14)
liefert schliefilich

I¢12400 = 12,0 1 — 1F = Self o < 2y
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn f — S¢ € TT,.

Das zeigt auch die Eindeutigkeit des natiirlichen Splineinterpolanten wenn n >
m + 1: Ist f irgendeine andere Minimallosung des Interpolationsproblems, dann ist

130Dje Werte an den inneren Knoten tauchen stets zweimal, aber mit unterschiedlichen Vorzeichen auf.
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f —S¢ € T, muf$ aber an mindestens r + 1 Stellen (den Interpolationspunkten) ver-
schwinden. Also ist f = Sy. ]

Ubung 9.1 Was sind die kleinsten Zahlen p, q, so da8 die Kollokationsmatrix zum
nattirliche Splineinterpolant der Ordnung m = 2r + 1 eine (p, q)-bandierte Matrix ist.

%

Bei de Boor [5] findet man zu diesem Thema die folgende nette Aussage:

Die Extremaleigenschaft des interpolierenden Splines wird hdufig fiir die grofse
praktische Niitzlichkeit der Splines verantwortlich gemacht. Dies ist jedoch glatter
,Volksbetrug” .. ..

9.3 Eigenschaften der B—Splines

Bevor wir uns mit B-Splines befassen, sehen wir uns in Abb. 9.8 erst einmal ein paar
davon an. Das erste wichtige Resultat ist eine Rekursionsformel fiir B-Splines, mit

Abbildung 9.8: Eine kleine Kollektion kubischer B-Splines (m = 3) mit vierfachen
Randknoten. In linken Bild sind die inneren Knoten gleichverteilt, im rechten Bild
in der linken Halfte konzentriert.

deren Hilfe man B-Splines der Ordnung m aus B-Splines der Ordnung m — 1 berech-
nen kann. Diese Formel geht (wieder einmal) auf Carl de Boor zurtick.

Satz 9.12 (Rekursionsformel fiir B-Splines) Sei T = Ty, ,, eine Knotenfolge.
1. Die B-Splines vom Grad 0 haben die Form

NS T =g 0 ={ 5 %5

tjftmgf 5=0,...,n+m. (9.15)
tj,tj+] 7
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2. Fiir & > 1 gilt

NET) = (xuf) NET (T) +ug <x|1f’+1> NI, (916)
ji=0,....n+m—~L

Bemerkung 9.13

1. In den Ausdriicken N! (-|T) sollte man T = Tn als T = Tynim—¢ auffassen. Und
damit gibt es eben auciz nicht n sondern n + m — £ B-Splines der Ordnung { zu einer
vorgegebenen Knotenfolge T = Ty n.

2. Explizit geschrieben lautet (9.16)

T NS ((T) 4 I T NET (T, (9.17)

Nj (xIT) =
] ] CIIEE

b=y
j=0,....n+m—~L
3. Die Formel (9.17) ist fiir { + 1—fache Knoten nicht definiert — kein Wunder, da dann auch

der Spline Nf’] oder N fj nicht mehr verniinftig definiert ist'3!. In diesem Fall lif3t man
den entsprechenden Term in (9.17) einfach wegfallen.

Lemma 9.14 Die B-Splines sind nichtnegative Funktionen mit kompaktem Triiger. Genauer:
NJTn (X’T) > O, X € (t), tj+m+]) , N;m (X’T) = O, X g [tj,tj+m+]} . (918)

Beweis: Wir erinnern uns, daf$ zur Bestimmung des Wertes an der Stelle x € [t,, ty11)
gerade die Kontrollpunkte d;_,, ..., dr verwendet werden. Um N)T“ (x|T) # 0 zu erhal-
ten, muffalsoj € {r—m,...,r}oderebenr € {j,...,j + m} gelten. Damit verschwindet
der B-Spline NI* (x|T) auierhalb von [tj, tj+m+1]. Gilt andererseits x € (tr, t;+1) und
istr €{j,...,j + m}, dann sind wegen

I:ﬂnfk+1

7

(tr/trJr])g{ (tj/tj+m_k+]); ]ZT—m+k,...,T, k=1,...

alle baryzentrischen Koordinaten in (9.3) strikt positiv und damit ist auch
d]-] (x) = uo (XIT") d?,] (x) +ug (xIT) d]Q(x) = (xI") >0
— ~—~——
=dj_1=0 =d;=1

sowie

j
=d;=1 =dj,1=0

Ay (%) =up (xIT) & (x) 4wy (xITY) d(x) =uo (xIT;) > 0.
W_/ W_/

BlGenauer: Der Spline wére, wie wir gleich sehen werden, nur auf der leeren Menge von Null ver-
schieden.
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Mit demselben Argument'®? ergibt sich dann, da8
dl(x) >0, k=j,...,j+¢

Also ist auch N)?“ (x[T) =d™(x) >0,dare{j,...,j +m}L O

Lemma 9.15 Die B-Splines bilden eine nichtnegative Teilung der Eins, d.h.

> N =1, (9.19)

j=0

Beweis: Istdy = --- = d,, = 1, also dﬁ(x) =1,k =0,...,n,dann ist, nach (9.4) und
Induktion tiber j,

a0 = o (P A 00+ () al ' (x)
= <x|1m )+1) + uy (x|1m J+1) =1, k=3,...,m

O

Beweis von Satz 9.12: Nach Lemma 9.14 haben die B-Splines N]Q (-T),j=0,...,n+m,

als Trager das Intervall [tj, 41 ), insbesondere sind also die Trdger der verschiedenen
B-Splines disjunkt und Lemma 9.15 liefert (9.15).
Um N;" (+[T) mit Hilfe der B-Splines der Ordnung m — 1 ausdriicken zu konnen,

benutzen wir die Zwischenpunkte d]] (x),j=1,...,n,aus (9.4) und schreiben

n
Ny, rd(x Z NI (xT) = D df(x) N (xT). (9.20)
j=1
Ist insbesondere d; = 0;, dann ist, nach (9.3)
uy (x|I) i =Kk,
dj] (x) =ug (x!I]?“) di—1 +w (x!IJT“) dj =< uo (xIIY) ji=k+1, (9.21)
0 sonst.
Setzt man (9.21) in (9.20) ein, dann ergibt sich
™ (T) = wp (xIT™) N N(XIT) + o (xIT) N}L‘ (x|T). (9.22)

132Man ersetzt d]] (x) durch df“ (x)
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9.4 Der Splineraum

Das ,B” bei den B-Splines kommt natiirlich nicht von ungefidhr: die B-Splines bilden
eine Basis eines bestimmten Raums von stiickweise polynomialen Funktionen.

Definition 9.16 Zu m € IN und einer Knotenfolge T = Ty n ist der Splineraum S, (T)
definiert als Menge aller

1. stiickweisen Polynome'33
feSn(T) = f|(tj/tj+]) €My, j=m,...,n, (9.23)
2. die an einem p—fachen Knoten t, 4 <ty = =t <ty differenzierbar von
der Ordnung m — W sind:
f e Sn(T) = fe C™ ™ (o1, by - (9.24)

Offensichtlich ist 5., (T) ein Vektorraum, das heifst,
f,g € S (T) = af +Bg € Sin(T), o p R

Satz 9.17 (Curry-Schoenberg) Fiir jedes m € IN und jede Knotenfolge T = T, sind die
B-Splines NJT“ (<IT),j =0,...,n, eine Basis von S;,(T).

Fiir diesen Satz ist mehr zu beweisen, als man zuerst denken mag: zwar folgt (9.23)
sofort aus dem Algorithmus von de Boor, aber wir miissen trotzdem noch zeigen,
dafs die B-Splines linear unabhingig sind, die gewtinschten Differenzierbarkeitseigen-
schaften haben und dafS die Dimension von S.,,(T) tatsdchlich n 4 1 ist. Es gibt einen
sehr schonen Beweis von Satz 9.17, bei dem man die Kontrollpunkte zu einer stiick-
weise polynomialen Kurve direkt angeben kann, aber dieser beruht auf dem soge-
nannten Blossoming Principle und ist eher etwas fiir eine Spezialvorlesung!3*. Hier
wollen wir den direkten Weg gehen. Dafiir miissen wir aber eine zusitzliche Annahme
machen, indem wir fordern, dafs

t135. Dies ist insbesondere fiir (m +

daf3 also kein Randknoten als innerer Knoten auftrit
1)-fache Randknoten der Fall.
Eine sehr hilfreiche Aussage, die uns mit ein bifschen Rechenarbeit konfrontieren

wird, ist eine Formel fiir die Ableitung eines B-Splines.

133Nicht vergessen: Eingschréankt auf die leere Menge hat jede Funktion jede Eigenschaft, deswegen —
vorsichtshalber — die offenen Intervalle.
1341eider . ..

135Klingt irgendwo plausibel.
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Lemma 9.18 Seim € IN und T = Ty n, eine Knotenfolge. Dann ist, fiir x € R\ T,

SN T) = — NPT (T -
dx jrm— 4 tpmt1 — G

M N (T),  j=0,...,n

j+1
(9.26)

Ist t; oder tj;; ein Knoten der Vielfachheit m + 1, dann macht (9.26) zuerst einmal
keinen Sinn. Allerdings ist in diesem Fall auch das Trdgerintervall des betreffenden
B-Splines N™ ! oder Nj"}ﬁ] auch eine einpunktige Teilmenge von T, was die Division
durch 0 wieder kompensiert.

Beweis: Induktion iiber m, wobei der Fall m = 1 sich sehr einfach ,von Hand”
tiberpriifen lasst. Da Ni™ auf jeder offenen und konvexen Teilmenge U C R\ T136
ein Polynom ist, kdnnen wir immer und fast iiberall nach Herzenslust differenzieren.

Unter Verwendung der Rekursionsformel (9.17) ergibt sich dann

d m
(N em )

_ (d ( -—tj NJ:m—] (lT)+ tj+m+1—- N;ZLFT1 (|T))) (X)

dx \ fam — 4 Homer —
1 1
= —— N (M) - N T
tiym—t © tiymer — i1 O
x—t4 d ( —1 Himyr —x d 1
——— (N" (-IT)) (x)+’——(N?“ (-yT)) (x). (9.27
tipm —tdx \ Yymer — G dx 41 ©-27)

Jetzt wird es Zeit fiir die Induktionshypothese, die zusammen mit (9.17)

-t d
= (N (M) ()
Him — 1 dx )
—t 1 1

- X757 ( m N2 (x]T) — — N2 (xIT))

tam — 4 \Gpm_1— Y ) tigm — 41 )
_omo] ( O NM 2 (T X N@;Z(xm)

im =4 \ma—t ) tom — b1 )

=N H(xT)

)

—1 t: — — 1
L ( m—® T )NT“_Z(XIT)

tiym — 4 \tam —tiy1 Gem—tin ) T
=(t+m=t)/(t+m—tj1)
m—1 m—1
= —— NV (xT) - N2 (dT) (9.28)
tm — t t4m =t

136Wir bleiben also immmer in einem der ,,Stiickchen”, in die T die relle Achse zerlegt.
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und

t; —x d
_Hgtmel T @ <Nm—1 (1)) (x)
tymer — tor dx \ T )

tiime) — X m—1 _ m—1 _
= T ( N2 (XT) = ——————NI152 (xIT)
Himer — 4o \Gem — 441 Hamer — g2

m—1 X —t1 t 1—X _
— ( )+ + j+m+ ) N;Lz (X|T)
Himer =4 \Gem =441 tpm — b4

(trme1—t+1) 7 (t4m—tj+1)
t

—1 x —t; t; —X
— ( i+ NI 2 (xIT) + _Jmil 7 ® N2 (xm)
Hrmer — H41 \Ggm — 11 tpm — b2
=NIY (T
m-—1 ) m—1 _
= —— NPT - —————— N (HT) (9.29)
titm — tpm1 — i

liefert. Einsetzen von (9.28) und (9.29) in (9.27) ergibt dann

(iN}“(-IT)> (x)

dx
- L N 1 NI (T) + LN ()
tam —t ) tpmpt — g O tym —t
m—1 m—1 m—1
— N (xT) + ———— N2 (XT) = ————— N (x[T)
tym — i1 tm —tjp1 O tymer — g1 T
m m
= — N (xT) = ———— N T ((T),
tim—t tymer — g1 T
und somit (9.26). U
Ubung 9.2 Verifizieren Sie (9.26) fiir m = 1. Was bedeutet das geometrisch? &

Damit wissen wir auch, wie die Ableitung einer Splinekurve (bis auf die Werte an den
Knoten) aussieht.

Korollar 9.19 Essein m € N und T = Ty, eine Knotenfolge. Dann ist, fiir alle x € R\ T,

n+1
d—d._
AN ) =m S BT d N ymet gy, (9.30)
dx ’ Py Him— Y )
wobei dy 1 = d_; = 01%.

137Und wieder N)T“’] (XIT) / (tj4m —tj) = 0.
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Beweis: Mit Lemma 9.18 ist

d L NPT NI ()
—Np7d(x) = mZdj< ) -
j=0

dx Hem =Y tprim — b
n+1
d—d_
= mY TN ().
= Htm Y

Proposition 9.20 Sei m € Ny und T = Ty . Dann ist N}“ (-IT) € Sin(T),j =0,...,n.

Beweis: Induktion tiber m!38. Fiir m = 0 miissen alle Knoten einfach sein (maximale
Vielfachheit ist m + 1 = 1) und die B-Splines sind stiickweise konstante Funktionen
und gehoren damit trivialerweise zu C'(R).

Firm—1 — m, m > 1, folgt die stiickweise Polynomialitdt direkt aus dem Algo-
rithmus von de Boor, wir brauchen uns also nur noch um die Differenzierbarkeit zu
kiimmern. An einem m + 1-fachen Knoten liefert uns ja bereits der de-Boor-Algorithmus
die Unstetigkeit: Der Spline muf$ an dieser Stelle den Wert 1 und 0 haben. Hat hingegen
ein Knoten t € (t;, tjsm41)" die Vielfachheit p < m, dann kénnen wir in einem offe-
nen Intervall U mit UNT = {t} differenzieren und die Ableitungsfunktion ist nach
(9.26) wohldefiniert (auch an der Stelle t) und in U nach Induktionsvoraussetzung
(m — 1 — p)—mal stetig differenzierbar. Also ist N}“ in U (m — p)-mal stetig differen-
zierbar. 0

Lemma 9.21 Seim € IN und Ty n eine Knotenfolge. Dann sind die B-Splines N (-[T) linear
unabhiingig.

Beweis: Induktion tiber m. Der Fall m = 0 ist trivial, da die B-Splines alle disjunkten
Trager haben. Fiir den Schlufs m — m + 1 nehmen wir an, kein Knoten hétte Vielfach-
heit m + 1 und es gébe einen Knotenvektor d = (dj:j =0,...,n), so da

n
0=Nprd=) djN"(T). (9.31)
j=0

Ableitung beider Seiten liefert fiir alle x € R\ T, daf3

d n+1 di —di
0=—N;,7d= 2O N T
o T m];) — (-IT)

138Wie soll man Rekursionsformeln auch sonst ausnutzen?
139 Also im Inneren des Téagers des B-Splines N]?“ (-]T).
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Nach Proposition 9.20 ist die rechte Seite stetig!*’

mufs schliefllich d; = d;_; sein, also

und nach der Induktionshypothese

O=dy=dy=dy = =dn = dns; = 0.
O

Ubung 9.3 Ergdnzen Sie den Beweis von Lemma 9.21 um den Fall (m + T)-facher
Knoten. (Hinweis: Jeder (m + 1)—facher innerer Knoten zerlegt die Splinekurven in
Teilkurven, und man kann alles auf den Fall (m + 1)—facher Randknoten zurtiickfithren)

¢

Lemma 9.22 Fiir m € Ny und eine Knotenfolge T = Ty, », ist
dim S (T) =n+1.

Beweis: Auf dem, nach (9.25) nichtleeren Intervall I,;, = (ty, tm1) definieren wir ein
beliebiges Polynom p,. Seinun ty 11 =ty = -+ =ty < tmgug1 ein Knoten der
Vielfachheit p. Wir betrachten ein Polynom p,,+1 auf (tm+1 , tm+u+1) und schreiben es
als

m
a; j
Pm+1 = Z _|] (x —tmy1).
— j!
j
Die Differenzierbarkeitsbedingungen sind nun

P1(1]1) (tm+1)ngl)+1 (tmt1) = qj, j=0,..., m—p

Also hat der Raum aller stiickweisen Polynome mit der geforderten Differenzierbarkeit
auf den erstem beiden Intervallen die Dimension m + 1+ pu—die vollen m + 1 Freiheits-
grade von py, und die p noch freien Parameter von p,41. Hat nun t,, ;1 seinerseits
Vielfachheit v, so kommen weitere v freie Parameter hinzu und so weiter. Wir haben
also fiir die Knotenfolge

To={tm, oo, tmeer1), tm <tmi1,  tmee < Yo,

(plus geeignete Randknoten), dafl dim Sy, (T;) = m + £+ 1. Fiir { = n —m folgt dann
die Behauptung. O

Beweis von Satz 9.17: Der Beweis ist jetzt ein einfaches Spiel mit den schon bewiese-
nen Bauklotzen: Nach Proposition 9.20 ist

span {N}“HT) 1 j=0,...,n} CSn(T),

aber da wegen der linearen Unabhéngigkeit der B-Splines (Lemma 9.21) und wegen
Lemma 9.22 die Dimension der beiden Vektorrdume jeweils n + 1 ist, miissen sie halt
auch tibereinstimmen. O

140Wir haben keine (m + 1)-fachen Knoten mehr.
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9.5 Khnoteneinfiigen

Definition 9.23 Eine Knotenfolge T* = Ty, n+ heifst Verfeinerung von T = Ty n, falls
1t =to,..., th =tm,

2. t:(l*+] = tn—H/ ey t:l*-i—m-i—] = tn—l—m—H/

3.esgibtt:{m+1,...,n—1} = {m+1,...,n* — 1} monoton steigend, so dafs ti(].] =
t,j=m+1,...,n—1

Formal schreiben wir das als T C T*.141

Da Polynome unendlich oft differenzierbar sind, insbesondere an ,,zusitzlichen” Knoten,
ist S (T) € Sy (T*), wann immer T C T*. Anders gesagt, fiir jeden Vektor d =
(do,...,dn) gibt es einen Vektor d* = (dg, ..., dy), so dal

n n*
Nprd=) dN"(T)=> df N"([T*) =Np,7- d*. (9.32)
j=0 j=0

J/

€ S (T) €S (T%)

Die Frage ist natiirlich: ,Wie bestimmt man d*?” Nun, im entscheidenden Fall des
Einfligens eines Knotens (und natiirlich ldfst sich jede Verfeinerung einer Knotenfolge
darauf zuriickfiihren, indem man Knoten fiir Knoten einfiigt) kann man das Verfahren
angeben. Um die Situation zu fixieren sei, fiireinj € {m,...,n—1}

tog...gtjgt*gthS"'Stn+m+1;

und
te kK=0,...,i
T ={ty:k=0,...,n+m+2}, t = t* k=j+1,
Tt k=j+2,...,n+m-+2.

(9.33)
Der folgende Satz wird normalerweise Boehm zugeschrieben, alternativ spricht man
beim Knoteneinfiigen auch gerne vom Oslo-Algorithmus!42.

Satz 9.24 (Knoteneinfiigen) Sei T* eine Verfeinerung der Knotenfolge T = Ty n gemifs
(9.33). Dann ergibt sich das Kontrollpolygon d* als

dk, k:O,...,j—m,
di =< up (YY) di—q +uy (T dy, k=j—m+1,...,j (9.34)
di_1, k:j+1,...,n+1.
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o000 O 000 oo 00000
Abbildung 9.9: Zwei Beispiele fiir Knoteneinfiigen bei kubischen Splines, m = 3.

Beweis: Ubungsaufgaben. O

Ubung 9.4 Beweisen Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen:

n

[X0, ..., xn) (fg) = Z (X0, .., %] F [%5,...,%n] 9. (9.35)
=0

Ubung 9.5 Die abgebrochene Potenz (- —y)"} ist definiert als

_ n __ 0/ XSU;
L RN

Zeigen Sie: Zu einer Kontenfolge T = T, ,, ergibt sich der j—te B-Spline als
N (xIT) = [t oo pmpr | (= x)T, i=0,...,1m,

Hinweis: Verwenden Sie die Leibniz—Formel fiir dividierte Differenzen, (9.35), um
nachzuweisen, dafy die rechte Seite des obigen Ausdrucks die Rekursionsformel fiir
B-Splines erfiillt. &

fJbung 9.6 Essei T* die Knotenfolge, die entsteht, wenn der Knoten t; < t* < tj;7 in
T = Ty n eingeftigt wird. Zeigen Sie, dafd dann

NI (-[T%), k=0,...,j—m,
NI CIT) = 9wy (F) N (CIT) +uo (E1T) Ny (1T, k=j—m+1,...,j
N (T, k=j+1,...,n,

141Dje obigen Bedingungen bedeuten eine ,,C“~Relation, die Vielfachheiten beriicksichtigt.
142Das Gebiet ist noch jung genug, um Prioritdtenkonflikte zu erlauben.
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mit Ji* = [t;, t; .|, und folgern Sie daraus die Formel zum Knoteneinfiigen.
Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des B-Splines als dividierte Differenz von
abgebrochenen Potenzen. &

9.6 Die Schoenberg—Whitney—Bedingung

So, jetzt machen wir uns also an den Beweis des Interpolationssatzes von Schoenberg
und Whitney, also Teil 1 von Satz 9.6. Dazu bezeichnen wir mit

N (271 T) = [NF (x]T) = j,k=0,...,n]
die Kollokationsmatrix des Interpolationsproblems, das dann die Form
N (Z|T) d=fF

annimmt und genau dann eindeutig losbar ist, wenn det Ny, (27 | T) # 0. Eine Rich-
tung von Satz 9.6 ist jetzt recht einfach.

Proposition 9.25 Sei m € INy und T = Ty, n, eine Knotenfolge. Ist das Spline-Interpolations-
problem an Stellen xy, . . ., xn immer eindeutig ldsbar, so ist t <% <tjyme1,j=0,...,m

Beweis: Nehmen wir an, es gdbe ein j, so dafy die Schoenberg—Whitney-Bedingung
(9.7), also tj < xj < tjymy1, verletzt ist. Dann ist entweder x; < t; oder xj > tj1 1. Im
ersten Fall gilt, da der Trager von N (-[T) das Intervall [ty, tim1] ist, die Beziehung

N (x]T) =0, k=j,...,n,
also haben die ersten j + 1 Zeilen der Kollokationsmatrix die Form
No (X0|T) Nj,1 (X()’T) 0 ... 0

und sind damit linear abhéngig, also ist det Ny, (27|T) = 0. Im anderen Fall, x; >

tj+m+], lst
NP (5T) =0, k=0,....],

und, da x; < x,j < 1, gilt natiirlich auch
Nt (xq|T) =0, k=0,...,j,l=j,...,n.
Damit haben die ersten j + 1 Spalten von Ny, (Z°|T) die Form

NG (xolT) oo NI (xofT)
T\PO11 (Xj_] |T) . e N}n (Xj_1 |T)
0 0 ’
] 0 0 |

sind also ebenfalls linear abhédngig. O
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Bemerkung 9.26 Die Idee dieses Beweises lifst sich auf eine viel allgemeinere Situation an-
wenden. Sieht man niamlich mal genau hin, dann haben wir nur ausgenutzt, dafs die B-Splines
einen wohldefinierten kompakten Triiger haben, und sonst nichts.

Die Umkehrung ist etwas aufwendiger, gibt aber gleichzeitig auch mehr Informa-
tion {iber Eigenschaften der Splinefunktionen. Deswegen kann man durchaus einmal
zu einem Blick in Kapitel A.4 raten. Fiir hier soll es aber genug sein mit den Splines.
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Also daf$ Rechnen ein fundament und
grundt aller Kiinste ist / Dann ohne zal
mag kein Musicus seinen Gesang / kein
Geometer sein Mensur vollbringe / auch
kein Astronomus den lauff des Himmels
erkennen.

Adam Riese [32]

Nichtlineare Gleichungen | 10

Das Thema dieses Kapitels ist die Losung beliebiger, auch nichtlinearer Gleichungen
der Form
F(x) =0, F:R" -5 R" neN, (10.1)

wobei F natiirlich gewissen Voraussetzungen zu geniigen hat, und zwar mindestens
stetig, meistens sogar differenzierbar sein soll. Dafs die rechte Seite von (10.1) den Wert
0 hat, ist keine Einschrankung: Fiir beliebige rechte Seite G(x) ist ja'43

F(x) = G(x) & (F—G) (x) =0.

Beispiel 10.1 Die Berechnung der Quadratwurzel einer rationalen Zahl 0 < y € Q war
schon in der griechischen Antike ein wichtiges Problem und gelost. Die dazugehorige nichtlin-
eare Gleichung ist

flx)=0, f(x)=x*—y,

und kann iiber die oft als Heron—Verfahren bezeichnete Iteration

1
O =y, D= 2 (M D) ke Ny, (10.2)
2 x (k)

geldst werden, die sogar schon den Babyloniern bekannt war'4.

Das Heron—Verfahren kann auch geometrisch interpretiert werden, nimlich als Konstruk-
tion flichengleicher Rechtecke, die in der Grenze ein Quadrat ergeben, dessen Seitenlinge die
gewiinschte Wurzel ist — starten kann man ja mit dem Rechteck mit den Seitenlingen y und 1.
Ein Konstruktionsschritt ist in Abb. 10.1 beschrieben.

Die Durchfiihrung des ,Iterationsschritts”, das heif$t die Berechnung der Seiten eines Rechtecks
aus ithrer Summe und der Fliiche des Rechtecks, ist als babylonischer Keilschrifttext iiberliefert,

43Das setzt natiirlich voraus, da auch G eine »gute” Funktion im Sinne eines funktionierenden nu-
merischen Verfahrens ist.
14Siehe z.B. [10]
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siche [31, S. 125-127]. Laut [29] sind Keilschrifttexte wesentlich stirker algebraisch als ge-
ometrisch orientiert — ganz im Gegensatz zu den Rechenmeistern der Renaissance, siehe z.B.
[21].

Abbildung 10.1: Ein Iterationsschritt (10.2) des Heron-Verfahrens geometrisch:
Konstruiere zu vorgegebenen Seitenldngen a und b das flachengleiche Rechteck

; ; = a+b 2ab
mit den Seitenldngen %> und £73.

Eigentlich ist das alles aber noch viel einfacher mit der geometrischen Heuristik und
Rechtfertigung des Heron—Verfahrens: Wir wollen ja ein Rechteck in ein flichengleich-
es Quadrat konvertieren, nichts anderes bedeutet Wurzelziehen, denn die Seitenldnge
des Quadrats ist ja dann die gesuchte Wurzel. Hat dieses Rechteck nun Fldche y und
eine bekannte Seite der Lange x, dann hat die andere Seite offensichtlich Lange y/x.
Ist unser Rechteck kein Quadrat, dann ist x entweder zu kurz, und damit y/x zu lang
oder x ist zu lang und y/x zu kurz. Ein besserer Wert als x liegt also immer zwischen
x und y/x und konnte somit als

X = ax+ (11—« ‘% ae(0,1), (10.3)

geschrieben werden. Es gibt sogar ein ,,magisches” «, das genau das gewiinschte Quad-
rat liefert, aber das zu bestimmen ist nicht einfach. Also wahlt man etwas universell
passendes und naheliegendes, ndmlich & = % und schon ist man bei der Heron-
Iteration! Sollte zuféllig x so gewdhlt gewesen sein, dafd wir schon ein Quadrat haben,
dann liefert (10.3) fiir jedes « auch dieses x zuriick — das ist eben die Fixpunkteigen-

schaft.

Ubung 10.1 Zeigen Sie, dal das Heron-Verfahren immer gegen die Quadratwurzel
von y konvergiert. Hinweis: Bestimmen Sie die Fixpunkte der Iteration. &
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10.1 Terminologie

Definition 10.2 Ein iteratives Verfahren xK e R" k e INo, mit limy_,o xK) = x hat die
Konvergenzordnung p > 1, beziiglich des Fehlermafes!'®® ¢, > 0, k € IN, limy_,o & = 0
wenn es eine Konstante C > 0 gibt, so dafs

limsup 1 = C. (10.4)
k—o0 ek

Ist p =1, so muf$ auflerdem C < 1 sein.

Anschaulich heift das, daf e wir C pP" fiir ein 0 < p < 1 gegen Null konvergiert.

Definition 10.3 Sei X ein metrischer Raum. Ein iteratives Verfahren xK e X k € Ny,
heifit global konvergent, wenn es fiir jeden Startwert x\°) konvergiert und lokal konvergent,
wenn es eine offene Menge U C X gibt, so daf§ das Verfahren fiir alle Startwerte x©) € U
konvergiert.

10.2 Das Bisektionsverfahren

Das einfachste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist das Bisektionsverfahren, oder
Einschlufsverfahren, das eine Nullstelle mit beliebiger Genauigkeit ermittelt, voraus-
gesetzt, man kennt Stellen, an der die Funktion einen positiven und einen negativen
Wert hat. Sind also x(©) und y'® so, daR!46

f (x(o)) <0, f (y(0)> >0,

dann setzen wir, fiir k € INj,

2
(%)
(k+1)  _ X f(z) >0, 1
x { z f(z) <0, (10:5)
(1) _ z f(z) >0,
Y yK f(z) < 0

Ist zuféllig f(z) = 0, dann haben wir ohnehin die Nullstelle gefunden.
Satz 10.4 Ist f € Cla, b] und sind x\°,y© € [a, b] so daf

f <x(o)> <0, f <y(0)> >0,

dann konvergieren die Folgen x,y™, k € Ny, definiert durch (10.5) von linearer Ordnung
gegen eine Nullstelle x von f.

k

145Normalerweise definiert durch Abschitzungen der Form e > Hx( ) — XH

146Wire f an einer der beiden Stellen = 0, dann kénnen wir uns das Verfahren sparen!
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#

%# Bisekt.m

%# Bisektionsverfahren

%# Daten:

%# f Funktione

%% x Startwert - £f(x) <0
% y Startwert - f(y) > 0
%# t Toleranz

function xx = Bisekt( f,x,y,t )
while norm( x -y ) > ¢t
z=.5%(x+y);
fz = feval( f,z );

if fz > 0
y =z
else
X = z;
end
end
XX = X;
%endfunction

Programm 10.1 Bisekt .m: Das Bisektionsverfahren.




178 10 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Bemerkung 10.5 (Bisektionsverfahren)

1. Der grofde Vorteil des Bisektionsverfahrens ist seine Einfachheit: Es ist fast schon trivial
zu programmieren und verlangt auch keine grofSen mathematischen Fihigkeiten, was es
besonders populir macht.

2. Die Konvergenzaussage gilt'*” nicht nur fiir Intervalle, sondern fiir beliebige konvexe

metrische Riume, also insbesondere fiir Funktionen f € C (R™). Damit ist es auch beson-
ders flexibel, weil man nicht viel von f wissen muss, Hauptsache, f kann ausgewertet
werden.

3. Man kann sogar zeigen, daf3 fiir die Nullstellensuche bei beliebigen stetigen Funktionen
das Bisektionsverfahren optimal ist — es gibt keine bessere Konvergenzrate. Allerdings
liegt das nicht daran, daf$ das Bisektionsverfahren so genial ist, sondern daran, dafS die
stetigen Funktionen so eine grofie Klasse bilden und dafS man fiir ,bessere” Verfahren
immer eine hinreichend pathologische stetige Funktion finden kann, bei der Bisektion
dann doch wieder besser abschneidet.

4. Der hauptsiichliche Nachteil ist die relativ langsame, ,nur” lineare Konvergenz, die im
wesentlichen unabhdngig von der Funktion ist. Auf der anderen Seite ist diese ,Un-
abhingigkeit” aber auch genau der Grund, warum das Bisektionsverfahren optimal auf
der Klasse der stetigen Funktionen ist.

5. Auflerdem muf$ man zuerst einmal ein Intervall finden, in dem ein Vorzeichenwechsel
stattfindet. Sind in diesem Intervall dann mehrere Nullstellen, wird es schwer, vorherzusagen,
welche Nullstelle gefunden wird.

Beweis von Satz 10.4: Wir konnen ohne Einschrénkung annehmen, dag x(©) < y©
ist¥® und halten fest, daff das Bisekstionsverfahren ausgehend von ap = x©) und
by =y

e entweder Intervalle Iy = [ay, by] bestimmt, so daf8 g (ax) < 0, g (bx) > 0 und
by — axl =27%(b—a),

e oder abbricht, weil g (ax) = 0 oder g (by) = 0 (oder beides) fiir ein k > 0 ist.

Da g stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz im ersten Fall'*’ immer eine Null-
stelle ty € (ay, bx), und da

b—a b—a

tyk—a <by—ag < K sowie by —t <bpy—ar < %

1470Ohne echten Mehraufwand im Beweis.
148 Andernfalls funktioniert der Beweis ganz genauso!
149Und nur der ist interessant, denn im zweiten Fall haben wir ja schon eine Nullstelle gefunden.
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ist, konvergieren sogar beide Folgen gegen eine'® Nullstelle. Die lineare Konvergen-
zordnung ergibt sich aus dem Fehlermafs ¢ = |by —x*| bzw. ¢ = |a —x*| als

|bk+1—X*| |ak+1—X*| 1

b —x*  Jag—x* 2

ist. |

10.3 Regula falsi und das Sekantenverfahren

Das néchste Verfahren zur Nullstellenbestimmung ist ein , Klassiker”, ndmlich die Reg-
ula Falsi. Der Name stammt von Fibonacci (Leonardo Pisano, 13. Jhdt.), der sie aus im
Arabischen als Elchataym kennenlernte und lateinisch als

regula duarum falsarum positionum

bezeichnete. Bei ihm ist sie die Methode, mit der alle mathematischen Probleme gelost
werden konnen, siehe [39, Kap. 13, S. 447]. Zur Erkldrung des Namens sagt laut [10,
S. 245] der Rechenmeister Peter Bienewitz (1527)

Vnd heisst nit darum falsi dass1®1 sie falsch und unrecht wehr, sunder, dass sie auss
zweyen falschen vnd vnwahrhaftigen zalen und zweyen liigen die wahrhaftige vnd
begehrte zal finden lernt.

Typischerweise wurde die Regula Falsi in der Renaissance genutzt, um lineare Gle-
ichungen zu l6sen, was sie in einem Schritt tut — wir werden sie als Iterationsverfahren
tiir beliebige nichtlineare Gleichungen verwenden. Vorher aber ein Beispiel aus [32]:

Item einer spricht / Gott griif$ euch Gesellen alle dreissig. Antwortet einer / wann
unser noch so viel und halb so viel weren / so weren unser dreissig. Die frag wie
viel ihr gewesen'2.

So, jetzt aber aus der SpafS und zuriick zur Mathematik. Die Regula Falsi ist namlich
eine Verallgemeinerung des Bisektionsverfahrens: sind x*) und y* zwei Punkte mit

f (x(k)) f <y(k)) <0,

dann unterteilt man nicht am Mittelpunkt des Intervalls [x(k),y(k)] , sondern an der
Nullstelle z der Geraden { mit

() = (). )=o),

130Vorsicht: nicht die! Man denke nur an ein ganzes Nullstellenintervall im Inneren oder an die Null-
stellen einer Funktion wie x sin % in der Ndhe der Null.

151Was zeigt, wie progressiv die Rechtschreibreform 1999 wirklich war.

152Fiir die, die es nicht gleich begriffen haben: Zu Iésen ist die Gleichung %x = 30 und tatsdchlich
kommt — nach Adam Riese eben — auch 12 heraus.
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Da
¢ ((1 — o) x4 ocy(k)) =(1—«a)t (x(k)> +a (y(k)) =(1—o)f (x(k)) +of (y(k)>

ist

f (x(k)>
£ (x0) —f (y()’ (10.6)

und der Iterationsschritt ist wie beim Bisektionsverfahren

z=(1—«) x(k)+ocy(k), x =

x () f(xM) f(z) >0,
= y
z f(xM) f(z) <0, z f y“‘) f(z) < 0.

(10.7)

Ubrigens wurde die Regula Falsi auch dazu benutzt, Gleichungen in zwei Unbekan-

(k+1) Y

X(k+1)

Abbildung 10.2: Geometrische Interpretation der Regula Falsi.

nten zu l6sen. Hier ein Beispiel aus [32]:

Item / zween wollen ein Pferdt kaufen / Als A. vnd B. fiir 15. fl. Spricht A. zum
B. gib mir deines gelts ein drittheil / so will ich meins darzu thun / vnd das Pfer-
dt bezahlen. Spricht B. zum A. gib mir von deinem gelt ein viertheil / so wil ich
mit meinem gelt hinzu das pferdt bezahlen. Nun frage ich / wie viel jeglicher in
sonderheit gelts hab? 153

Ubung 10.2 Zeigen Sie, daf die Regula Falsi in einem reellen Intervall konvergiert und
Konvergenzordnung 1 hat. &

153 Also x + %y = %X +y =15und damitx = 10% undy = 12%. Die wesentlich interessantere Frage,

wie man % beziehungsweise % einer Wahrung bestimmt oder erhilt, wird von Adam Riese leider
nicht beantwortet.
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Allerdings erbt die Regula Falsi immer noch ein Problem des Bisektionsverfahrens:
Um konvergieren zu konnen, brauchen wir Startwerte x(©) und y(o), an denen f ver-
schiedene Vorzeichen hat. Das Sekantenverfahren umgeht dieses Problem, indem man

zur Berechnung von x¥*1) die Gerade (Sekante!) verwendet, die f an den Stellen x (1)
und x¥ interpoliert. Die Regel lautet also
(k) _ 5 (k=1)
(k+1) — 5 (K) X 7X ( (k))
X =x" = flx , 10.8
F () = () (108)

ihre Herleitung ist wie die von (10.6). Das Schone am Sekantenverfahren ist nun, dafs

Abbildung 10.3: Geometrische Interpretation des Sekantenverfahrens.

es lokal konvergent mit einer htheren Konvergenzordnung als 1 ist.

Satz 10.6 Es sei x € R eine einfache Nullstelle von f € C? (Uy) fiir eine offene Umgebung
Uy von x. Dann ist das Sekantenverfahren lokal konvergent gegen x und die Konvergenzord-

nung ist mindestens p = % <1 + \/5)

Die Zahlp = % (1 + \/5> heifst Goldener Schnitt und ist der Grenzwert zweier aufeinan-
derfolgender Fibonacci—Zahlen. Der goldene Schnitt spielt als Proportion eine (mehr
oder weniger) zentrale und oft tiberschétzte Rolle in Kunst und Architektur, aber auch

in der Natur.
Beweis: Fiir ¢ > 0 bezeichne

Bex) ={y e R : [y—x|<e}

die Kugel vom Radius ¢ um x. Wir wihlen ¢ so klein, daf8 B¢ (x) C U,; dann gilt fiir die
Zahl
" (y)

M, = max 2 (y))

yy'eBe(x)

7
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daf3

].im Ms —

e—0
Also gibt es ein ¢y, so dafs fiir alle € < ¢
Be(x) C Uy und eMe =y < 1 und 0¢&f' (Be(x)).

Wir fixieren nun ein solches € < ¢y. Dann ist aber x die einzige Nullstelle von f in B, (x):
Die Taylor-Formel um x fiir y € B¢(x)

f(y) = f0x) +ly—) 70+ U, g e byl € Bel),
Ry
liefert (e
flul =ty =00 (148527,
also

/ B f//(((_,)
el > by =0 (1= |45

Wir starten nun mit x(%,x(V € B,(x) und iterieren nach (10.8). Dann gilt fiir k €
IN unter Verwendung der dividierten Differenzen, siehe Definition 8.18, solangelS4

D > [y —x| [f'(x)] (1 —eM¢) > 0.

f (x(k)>
[X(kf] ), X(k]} f

KD g g X TX ) f<x(k>)_xzx(m_x_

(0 _

- <X X) 1 0 —x x0T X
" [x(k),x} f

- (X _X> 1 X1 xR

(k) (k—=1) [X(kil)’x(k)’x} f
- (X _X> (" _"> X1 X0 £

134 Ansonsten sind wir sowieso fertig und haben die Nullstelle gefunden!
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Sind nun x* 1, x(X) € B,(x), dann ist

1
[x(k—”,x“ﬂ f=1(&), [x(k—”,x(k),x] f=2f"(8), &, & €Bx),

und damit ist

‘x(kﬂ) —x‘ = ‘x(k) x‘ ‘x(k*” X (&) <M <e¢ (10.9)
3 ] |
= ¢ <M.
also ist auch x**") € B, (x). AuBerdem ist
’X(HU —x‘ < eM, [x¥ —x‘ < ((sl\/lg)2 ’x(k*” —x’ < e < YR ‘X[O) —x|,
<
<e

und deswegen konvergiert die Folge x¥) — x fiir k — oo.
Bleibt noch die Konvergenzordnung. Dazu kénnen wir annehmen, dal x*) # x,
k € Ny, denn sonst hédtten wir ja Konvergenz nach endlich vielen Schritten. Wir definieren

Ex = M, ‘x(k) — x‘, k € IN, und erhalten aus (10.9), dafs

Ek—H = Ma

x k) —x‘ < M% ‘x(k) —x‘ ‘x(k_” —X‘ < Ex Ex1-

Mit E = max {EO,E}/ p} ist By, < EP" fir k = 0,1, und generell folgt fiir k > 1 unter
Verwendung der Identitat!>® p? = p + 1, da8

Ek_H S Ek Ek_1 S Epk+pkf1 _ Epkfl (P‘H) _ Epkf1p2 _ Ekar]

Also ist 5
E EP
(k) _ ‘ _ k= _.
’x X M. S M. D€
und damit -
+ _
—= =My
€x

O

Zum Abschlufs dieses Abschnitts noch eine , Gebrauchsanweisung” fiir die Regula Fal-
si, nattirlich wieder von Adam Riese personlich [32, S. 57,58]:
Regula Falsi oder Position.

Wirdt gefafst von zweyen falschen zahlen / welche der auffgab nach / mit fleifs ex-
aminirt sollen werden / in massen das fragstiick begeren ist / sagen sie der warheit

15Sie definiert den goldenen Schnitt.
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zu viel / so bezeichne sie mit dem zeichen + plus / wo aber zu wenig / so beschreib
sie mit dem zeichen — minus genannt. Als dann nimb ein liigen von der andern
/ was da bleibt / behalt fiir den theiler / multiplicir darnach im Creuz ein falsche
zahl mit der andern liigen / nimb eins vom andern / vnd das da bleibt theil ab mit
fiirgemachtem theiler / so kompt berichtung der frag.

10.4 Das Newton—Verfahren und Fixpunktiterationen

Das Sekantenverfahren kann fiir beliebige stetige Funktionen durchgefiihrt werden —
die zweimalige stetige Differenzierbarkeit brauchen wir ,nur”, um die Konvergenz
und die Konvergenzordnung zu beweisen. Ist f € C'(R) (beziehungsweise auf einem
Intervall, in dem die Nullstellensuche durchgefiihrt werden soll), dann kann man die
Sekante auch durch die Tangente an f in x(*) ersetzen und mit deren Nullstelle wei-
teriterieren. Die Iterationsvorschrift lautet jetzt also

Abbildung 10.4: Geometrische Interpretation des Newton—Verfahrens.

f (x(k))
LT () k € N, x% € R; (10.10)

offensichtlich gibt es Schwierigkeiten an Punkten mit Ableitung 0, also mit horizon-
taler Tangente. Die ist nicht unerwartet, denn Geraden, die parallel zur x—Achse ver-
laufen, lassen sich sehr schwer mit selbiger schneiden. Die Konvergenzaussage fiir das
Newton—Verfahren ist sogar noch besser als fiir das Sekantenverfahren.

Satz 10.7 Es sei x € R eine einfache Nullstelle von f € C? (Uy) fiir eine offene Umgebung
Uy von x. Dann ist das Newton—Verfahren lokal quadratisch konvergent gegen x.
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Beweis: Die Bestimmung von M, ist genau wie im Beweis von Satz 10.6. Uber die
verallgemeinerte Definition'® der dividierten Differenzen mit mehrfachen Knoten,

ist nun ganz analog

f(xX f(xM) —f(x)
T = f’<();(k))) = (xM=x) (1~ (xtk()x x)) f/ (x)((k))
k) x| £
- (X(k) _X> = [Ek),xﬂ)] £
<) 0 x0T 52 [x x] NSNS
( ],x(k)?f | (j(k)l) | - (X(k)_")z | |

X
2 £7 (&)
- (k) _ 2
(=) 77 (&)
Der tibrige Konvergenzbeweis lduft wieder wie bei Satz 10.6, die Konvergenzordnung
ergibt sich aus

i P
koo [x(K) —x|2 |2 ()|
|
Das Newton—Verfahren ist eine Iteration der Form
X Z (W) . ke N, (10.11)

und das Auffinden einer Nullstelle von f bedeutet nichts anderes, als einen Fixpunkt
von @ zu finden. Das heifit, falls f'(x) # 0, dann ist

f(x) =0 & x=0(x) =x—

Die ,Standardaussage” iiber die Existenz eines Fixpunkts ist der folgende Satz, den wir
jetzt, als Gegenstiick zu der Version aus Satz 6.2 mal fiir allgemeine metrische Raume
formulieren!’.

1%Djese Erweiterung ist konsistent! Siehe Korollar 8.23.
157Den Banachschen Fixpunktsatz kann man gar nicht oft genug beweisen und eine schone Wieder-
holung ist’s allemal.
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Satz 10.8 (Banachscher Fixpunktsatz, metrisch) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum
und © : X — X eine Kontraktion, das heifit,

d(@(x), @(y)) <vdxy), O<y<l, x,y € X

Dann besitzt © einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x* = ® (x*) und fiir jeden Startwert
x1® € X konvergiert die Folge x**1) = @ <x(k)>, k € N, gegen x* und es ist
vk
d (x*,x(k)> < Ty d (x(”,x(o)> . (10.12)
Beweis: Beginnen wir mit der Eindeutigkeit. Fiir zwei Fixpunkte x*, y* € Xist
d(x%y") =d(®(x"),@(y")) <vdx'y) = X' =y~
Fiir die Existenz des Fixpunkts bemerken wir zuerst, dafs fiir k € IN,

d (x(k“),x(k)) —4q (q) (X(m>,® (X(k—n)) <vd (X(k),x(k—n) <...<+ka <X(1),X(0)> )

und somit, fiir m > 0,

m—1
d<x“<+m),x(k)> < Z d(x(k+j+nlx(k+j)> <K d( ) ZV) < 1_ ( (le(o))’

j=0

also ist x'¥, k € N, eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstéindigkei’c158 von X gegen

einen Grenzwert x* konvergiert, fiir den offensichtlich (10.12) gilt. Weil fiir beliebiges

k € INp
d (CD (x*), @ (x(k)>) +d (x(k“q),x(k)) +d (x*,x(k)>

< (I+v)d (x*,x(k)> +y*d (x“),x(o]>

und weil die rechte Seite fiir k — oo gegen 0 konvergiert, ist x* der gesuchte Fixpunkt.
O

Nun koénnen wir ein einfaches Konvergenzkriterium fiir Fixpunktverfahren mit
Funktionen @ : R™ — IR™ geben. Datfiir erinnern wir uns an die Definition des Spek-
tralradius einer Matrix A € R™*™ als

d (@ (x*),x7)

IN

1/k
p(A) = max (]| : ker cn (A—AD) # (0)) = liminf HAkH : (10.13)
— 00

59

AufBerdem bezeichnen wir die Jacobi-Matrix!*® einer differenzierbaren Funktion @ :

R™ — R™ mit ] [D]
ad) .
@] = ;,k:1,...,n}

an

158Wie man sieht wird in diesem Bereich wirklich jede Voraussetzung gebraucht!
159Dgas ist nun schon die zweite Jacobi—-Matrix, die hier auftaucht, aber, Kontext sei Dank, Verwech-
slungen sollten eigentlich ausgeschlossen sein.
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Proposition 10.9 Ist ® : R™ — R™ auf einer offenen Menge U C R™ stetig differenzierbar
und gibt es einen Fixpunkt x € U, so daff x = ®(x) und p (J [®] (x)) < 1, dann ist das

Tterationsverfahren x*+1) = @ (x(k)>, k € Ny, lokal konvergent gegen x.

Beweis: Ist p (J [@] (x)) < 1, dann gibt es'® eine Vektornorm ||-||, so daf ||J [®] (x)| < 1
und wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ® und der Stetigkeit der Norm gibt es
fur jedes || [@] (x)|| <y < 1ein e > 0, so daf3

sup ||J[®] (y)]| <.
y€Be(x)

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Intgralrechnung ist fiir y,y’ € B¢(x)

rl d 1 d

Dy -0 (y') = VOE(D (v +tly—y')) dt:L E(D (ty+(1—t)y’) at
N
= | Dyy@ (ty+(1—t)y’) dt
N

=, Jo] (ty+(1—=ty")) (y—y’) dt,

also

[ot) - ()] = max @IEN [y-y']=vy-y

7

und damit ist @ auf B, (x) eine Kontraktion, die nach Satz 10.8 fiir alle Startwerte x(©) €
B¢(x) gegen den eindeutigen Fixpunkt x konvergiert. Nur der Vollstdndigkeit halber:
Da8 fiir /9 € B, (x) die Folge x(®) immer in B, (x) bleibt sieht man daran, da8

o () 0 <o e
U

Ubung 10.3 Zeigen Sie, daf8 es fiir jede Matrix A € R™™ und zu jedem ¢ > 0 eine
Vektornorm ||-|| gibt, deren zugehorige Operatornorm die Bedingung [|A || < p(A) + ¢
erfiillt.

Bemerkung 10.10 (Zu Proposition 10.9)

1. Der Trick beim Konvergenzbeweis bestand darin, die Norm so geeignet zu withlen, dafs
wir beziiglich dieser Norm eine Kontraktion erhalten und so den Banachschen Fixpunk-
tsatz anwenden konnen. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf dem R™ konvergiert
dann das Newton—Verfahren aber auch fiir jede beliebige andere Norm.

160Siehe Ubungsaufgabe 10.3.
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2. Die Existenz eines Fixpunkts mufS angenommen werden und folgt nicht automatisch.
Beispielsweise ist die Ableitung der Abbildung @ (x) = x* 4+ 1 auf dem Intervall (— }, })

kleiner als 1 und damit ist auch |®(x) — ®(x)| < [x —yl fiir x,y € (— ;, 2) aber mit
x(©) = 0 erhalten wir die divergente Iterationsfolge

xM =1, x2 =2, xB3) =5,

Die Funktion ®(x) = x? — 1 hat hingegen zwei Fixpunkte, nimlich % <1 + \/§>, aber
keiner von beiden liegt im Kontraktivititsbereich. In diesem Fall erhalten wir sowohl os-
zillierende Folgen x\2%) = 0, x2*1) = —1, wie auch divergente: Ist x = ( +/5) + )
y=:x1+Yy,y >0, dann ist
D(x) = —14+x5+2xy + 4% = x1 + 2xy + 4> > x1 + 2y,
e

und damit divergiert die Iteration fiir jeden Startwert ,rechts von” x1 —von lokaler Kon-
vergenz kann also nicht die Rede sein.

Man kann aus Fixpunktiterationen auch unter gewissen Voraussetzungen die Konver-
genzordnung ablesen: Ist ndmlich

x = D(x) und D¥®(x) =0, k=1,...,p—1,

aber %CID (x) # 0 fiir mindestens einen Multiindex o € INj, dann ist nach der Taylor—
Formel

x _x — @ <x(k)> —x

T 100 () T L8 (w—n) 0 ([ ).

J= T [od=j lxl=p
=0
und wenn x¥) — x fiir k — oo, dann ist
(k+1) _
B e SUSRT
lim sup poo < max ~ (x|
A MR A HEA S

was auf Konvergenzordnung > p schlieen lasst!®!

Mit dieser Theorie konnen wir jetzt auch das Newton—Verfahren fiir ein nichtlin-
eares Gleichungssystem, also unser F(x) = 0 aus (10.1), in Angriff nehmen. Ist ndmlich
F:R™ — R" differenzierbar, so konnen wir die Iteration

D xR (x9) F(xM), keNo,  xPeRY,  (1014)

verwenden. Und siehe da — dieses Verfahren konvergiert!

161Dgas ist nicht ganz konsistent mit unserer Definition von Konvergenzordnung, aber erstens machen
es alle Biicher so und zweitens kénnen alle die es nicht glauben, gerne die Details selbst ausarbeiten.
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Satz 10.11 Ist F : R™ — RR™ zweimal stetig differenzierbar und ist x € IR™ eine einfache
Nullstelle von F, das heifst,
F(x) =0, und det J[F](x) # 0, (10.15)
dann ist das Newton—Verfahren (10.14) lokal konvergent gegen x.
Beweis: Nach Proposition 10.9 miissen wir ,nur” zeigen, daf8 die Iterationsfunktion
O(x):=x—J] "[Fl(x) F(x), xe&R"Y

die Bedingung p (] [@] (x)) < 1 erfiillt. Aus der zweimaligen Differenzierbarkeit von F
werden wir sogar mehr bekommen, namlich

Jl®@](x) =0. (10.16)
Da F zweimal stetig differenzierbar ist, ist fiiry € R™

0%Fy
an an

F(x+y):@+nFMx)y+ByT[ (ajk)} yit=1..n|,

wobei &\ € [x,x+yl,j,k=1,...,mn,und

0%F, 0’Fy
1. R : — = H F = ] cee
yli)l’(l) |:anan (Ev)k):| |:ax) an (X):| [ (7,] (X)r ¢ ’ L

weil F zweimal stetig differenzierbar ist!®2. Daraus kénnen wir nun folgern, daf3 es eine
Konstante C > 0 gibt, so daf3

{ 0%Fy

<
160 ullleo < € max 115 55

{=1,..n

(X)] H Iyl - (10.17)

Damit erhalten wir, daf3
D(x+y)—@(x) = (x+y)—J "FAx+y) Fix+y) —x+J F(x) F(x)
= y—J7' ) (Fix+y) = F) + (T = Fx+y) ) Fe+y)
= y—J '"FK) (JFx)y+Gxy))
+ (I7HE0 =T Hx+y)) (Fx)+FE) v)

=0

= AN Gxy) + (I AN =T Hx+Y) JFE) Y,

162Dje n x n—-Matrix H[f] = [%Za‘;k fj k= 1,...,n} bezeichnet man (bekanntlich ?) als Hesse-
Matrix der skalarwertigen Funktion f.
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wobei & € [x,x +y]. Die Funktion ] 71 [F] existiert in einer Umgebung von x und ist dort
differenzierbar (weil J[F] differenzierbar ist), also gibt es eine Konstante D > 0, so daf3

(IEGICIE R CERY] e Y
also ist, fiir hinreichend kleine y
|07 meo =1 "R +w) JRE | < 0+20 TR, Iyl 1018)
Aus (10.17) und (10.18) folgt nun, daf es eine!®® Konstante E > 0 gibt, so daf}

@ (x+y) — D(x)]]
% < Byl
1Yl o

Dies bedeutet aber nichts anderes als dafs @ an x differenzierbar ist und J[®](x) = 0. J

|Ox+y)— @), <Elyl: =

Korollar 10.12 Das Newton—Verfahren (10.14) konvergiert fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen F lokal von quadratischer Ordnung gegen eine einfache Nullstelle x von F.

Bemerkung 10.13 (Newtonverfahren)

1. Die grofie Schwiiche des Newtonverfahrens und letztlich aller Fixpunktiterationen ist die
nur lokale Konvergenz, weswegen die Wahl eines guten Startwerts entscheidend ist. Im
Falle eines ,falschen” Startwerts kann die Folge divergieren, oszillieren oder auch gegen
eine andere Nullstelle konvergieren.

2. Die hier vorgestellten Newton—Verfahren reagieren sehr empfindlich auf eine doppelte
Nullstellen, bei der zumindest die Konvergenzordnung auf linear sinkt. Das an sich
wiire ja noch zu verkraften, aber die fast waagerechten Tangenten in der Nihe der Losung
fiihren zu sehr kleinen Divisoren und zu einer groffen Empfindlichkeit gegen Rundungs-
fehler.

3. Bei der praktischen Ausfiihrung des Newton—Verfahrens miissen Ableitungen oder, im
Fall n > 1 eine volle Jacobi—Matrix bestimmt werden. Das ist nicht so schlimm im Falle
von Polynomen, deren Ableitungen beim Hornerschema einfach mitberechnet werden
konnen, bei komplizierteren Funktionen hingegen mufS man numerisch differenzieren,
was den einzelnen Iterationsschritt sehr aufwendig machen kann.

4. Beim Broyden—Verfahren [6] wird dieses Problem umgangen, indem man aus einer
niherungsweisen Jacobi-Matrix By an x'¥) iiber die Iteration

X = (A BTF (x(k)>
1
[t =0 5

Biy1 = B+ (AF — ByAx) (Ax)",

1631etzte . ..
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eine neue niherungsweise Jacobi-Matrix By bestimmt, wobei AF = F (x(k“)) —

F (x(k)> und Ax = x5+ —x[¥), Die Schrittweite \ wird dabei iiber ein Minimierungsprob-

lem bestimmt, wenn sie aber ,zu klein” wird, bleibt auch nichts anderes iibrig, als By
durch numerische Differentiation zu bestimmen. Mehr Information hierzu findet sich in
[41, S. 246-249] und vor allem auch in [26].

5. Fiir n = 1 gibt es eine einfache Methode zur Konvergenzbeschleunigung von Itera-
tionsverfahren, die auf Aitken zuriickgeht. Setzt man Ax™ = x5+ —xK) ynd kon-
vergiert die Folge x'¥) mit Konvergenzordnung'®* > 1 gegen x, dann konvergiert die

Folge
( Ax(k)>2 (X(km _ x(k)>
(k) _

T T AL T T ek oy (k) 4 x(0)

schneller gegen x, es gilt niamlich

2

(0 _

=0.

am X

Details finden sich beispielsweise in [41, S. 274-279].
Ein paar ergdnzende Anmerkung, zum einen ein ,realistisches” Beispiel fiir ein nicht-

lineares System, zum anderen die Anwendung des Newtonverfahrens auf Polynome,
finden sich im Anhang unter A.5 und A.6.

164 Achtung: Das bedeutet bereits exponentielle Konvergenz.
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Das Erlernen der deutschen Sprache ist
fiir das Gelingen der Integration von
zentraler Bedeutung und wird daher
gefordert.

Teilhabe- und Integrationsgesetz
NRW, §2 (3)

Numerische Integration und
orthogonale Polynome 11

In vielen praktischen Anwendungen steht man vor der Aufgabe, ein Integral zu berech-
nen. Leider lassen sich nur die wenigsten Funktionen, beispielsweise Polynome, wirk-
lich explizit integrieren, fiir allgemeinere Funktionen mufl man numerische Methoden
finden.

Das Ziel in diesem Abschnitt soll es sein, (eigentliche) Integrale der Form

I(f) = Jb f(x) w(x) dx, w(x) >0, x € [a,b], (11.1)

beziiglich einer stetigen'®® und nichtnegativen Gewichtsfunktion'®® w niherungsweise

zu berechnen. Das “richtige” Kriterium ist hier nicht die Positivitdt oder Nichtnegativ-
itat der Gewichtsfunktion sondern die strikte Quadratpositivitit fiir das Funktion-
al'®” 1, die fordert, daf3

I(f2) >0, f#£0. (11.2)

Das und nichts anderes ist die Forderung, die man wirklich an die Gewichtsfunktion
w stellt. Ist w stetig, so muss natiirlich w > 0 sein und w darf nicht zu oft den Wert
Null annehmen, denn dann kénnte es ja f # 0 mit I () = 0 geben.

165Der Einfachheit halber!
166Der bei weitem wichtigste Fall ist dabei natiirlich w = 1.
167Ein Funktional ist eine (lineare) Abbildung von einem Funktionenraum in einen Korper.
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11.1 Quadraturformeln

Definition 11.1 Eine Quadraturformel Q,, mit den Knoten'®® xy, ..., x, und Verwendung
der Gewichte wy, . .., wy, ist ein lineares Funktional der Form

n

Qu(f) =Y wif(x), fe€Cla,bl (11.3)

j=0
Eine Quadraturformel Qyn hat Exaktheitsgrad m fiir ein Integral 1, falls

Qnlp) =1lp),  pETn. (11.4)

Die Forderung f € Cla, b in (11.3) wird deswegen gemacht, daf die Punktauswertung
tiberhaupt eine sinnvolle Aktion auf f ist (eine lediglich integrierbare Funktion kann
man ja auf einer Nullmenge beliebig abédndern).

Bemerkung 11.2 Oftmals fordert man, daf die Knoten der Quadraturformel alle im Intervall
[a, b] liegen und dafd die Gewichte alle nichtnegativ sind. Im allgemeinen ist es aber nicht so
einfach, diese beiden Forderungen zu erfiillen, ironischerweise passiert dies aber automatisch
bei den “besten” Quadraturformeln, der sogenannten Gaufi-Quadratur'®.

Definition 11.3 Die Momente y;, j € Ny, des Integrals 1 sind definiert als

b

w=1I (()]> =J X w(x) dx.

a

Analog definiert man die Momente der Quadraturformel als v ; = Qn ((-)5).

Was bringt uns nun dieser Exaktheitsgrad? Auf alle Falle einmal Abschidtzungen der
Approximationsgiite der Quadraturformel. Zu diesem Zweck definieren wir das Fehler-
funktional

En(f) = I(f) = Qu(f), < Cla,bl,

und erhalten die folgende (einfache) Aussage.

Proposition 11.4 Ist Qy, eine Quadraturformel fiir 1 vom Exaktheitsgrad m > 0 mit nicht-
negativen Gewichten und ist f € C™+1q, b, dann ist

En(f)] < 200 2= 0] (11.5)

(m—+1)!

o0

168G5chon wieder eine doppelte Benutzung desselben Begriffs, aber ,,Knoten” ist in der Quadraturtheo-
rie absolut Standard und alles andere wire nur gekiinstelt.
169Dazu aber spater noch mehr.
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Beweis: Istp € Iy, ein beliebiges Polynom, dann ist

[En(f)l = [1(f) = Qu(f)l = |I(f) =I(p) + Qu(p) —Qn(f)| = [I(f —p) — Qu(f —p)|

=0
< Hf=p)l+1Qn(f—p)l

b n
< J F(x) —p(x)] wix) dx+ Y wj [f(x5) =P ()]
a j:O
b n
< Jw(x) axt+ Y wy | [f=ple,
a ]:0
B

da

n

mo=1(1)=Qu(1) =D wj

=0

Wihlt man p als das Interpolationspolynom an irgendwelchen Punkten'”® &,,..., &, €

[a, b] und verwendet man die Fehlerformel

Fmr(E)

(X_E,O)"'(X_Evm)/ X,E,G[a,b],
aus (8.24), so ergibt sich (11.5).

Bemerkung 11.5 (Exaktheit)

1. Ist [a,b] = [—1,1], so kann man sogar die Tschebyscheffknoten zur Interpolation ver-

wenden und erhiilt die wesentlich bessere Abschitzung

1
E,(f) <2 —Hf(mH)H .

AufSerdem kann man ja immer das Intervall [a, b] auf [—1, 1] transformieren, indem man

die Variable t = 23— — 1 einfiihrt.
2. Der Beweis zeigt auch, daf

[En(f)l < 2po min [[f—p|, — 0
pEllm

fiir wachsendes m, nach dem Satz von Weierstraf3, Satz 8.3.

170Natiirlich gilt: Je besser die Punkte, desto besser die Abschitzung.
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3. Die einzige Konstante, die in (11.5) eingeht, ist W, ein Wert, der nur vom Integral selbst
abhiingt. Findet man also fiir ein vorgegebenes Integral 1 Quadraturformeln von hohem
Exaktheitsgrad, dann kann man fiir “qute” Funktionen auch auf eine gute niherungsweise
Berechnung des Integrals hoffen, vorausgesetzt, man erfiillt die Bedingung an die Nicht-
negativitit der Gewichte. Anderfalls erhielte man in (11.5) einen Term der Form

n

D |wil

j=0

und der hingt nun leider sehr wohl von der Quadraturformel ab und kann noch dazu
sehr stark wachsen.

Gute Quadraturformeln wiren nach Proposition 11.4 also solche, die nichtnegative
Gewichte und hohen Exaktheitsgrad haben. Dabei gibt es natiirlich Einschrankungen
beziiglich der Anzahl der Knoten.

Proposition 11.6 (Exaktheitsgrad von Quadraturformeln) Fiir ein Integral 1 gilt:
1. Jede Quadraturformel Qy fiir I mit n + 1 Knoten hat hochstens Exaktheitsgrad 2n + 1.

2. Jede Quadraturformel Qq fiir 1 mit n + 1 Knoten und Exaktheitsgrad 2n hat positive
Gewichte.

Beweis: Sei w(x) = (x —xg) - - - (x —Xn). Dann ist w? € TTy,,> und es gilt171

I (wz) = J: w? (t) w(t) dt >0 = j%wj w? (%) = Qn <w2> ,

was 1. beweist. Fiir 2. verwenden wir eine Idee von Stieltjes'”? und setzen

60 =T]—%, j=0...n, x€R,
kA 0k

das heifst, es ist {; € TT,, und § (xi) = 85, j, k =0, ..., n. Hat nun die Quadraturformel
(mindestens) Exaktheitsgrad 2n, dann ist

0< J:ﬁjz(t) wi(t) dt =1 (ef) — Qn (ejz) — iwkei(@:wj, j=0,...,m

O

7TWire 1 (wz) = 0, dann wire die “Gewichtsfunktion” w die Nullfunktion — diesen Trivialfall wollen
wir ausschlieSen.
172Sjehe [10, S. 163]
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Es gibt nun einen “einfachen” Weg, Quadraturformeln vom Exaktheitsgrad n zu bekom-
men, den wir auch im Beweis der vorhergehenden Proposition schon verwendet haben:
Man verwendet Interpolation von f an den Punkten x, . . ., X, durch ein Polynom vom
Grad n, also

Lof(x) =) f(x) §(x), x€R,
j=0

und setzt

b [ n n b
Qu(f) = T(Lnf) :J (Zf(xj) ﬁj(t)> w(t)dt=)_ (J 4 (t)w(t) dt) f (%)

Die so erhaltenen Quadraturformeln bezeichnet man dann als interpolatorisch. Da
Ly : Cla, b] — TT;, eine Projektion ist, ist L,,p = p fiir alle p € TT,, und damit

Qn(p) =1(Lnp) = L(p),

also hat Q, (mindestens) Exaktheitsgrad n. Nun haben diese Quadraturformeln eben
im allgemeinen keine nichtnegativen Gewichte mehr.

Definition 11.7 Sei I ein Integral und Qy, eine Quadraturformel dazu. Dann nennt man die
Quadraturformel Qn

1. interpolatorisch, wenn

2. Gaufi—-Formel, wenn Qn den maximalen Exaktheitsgrad 2n + 1 hat.

Mit dieser Terminologie konnen wir wie in alle Quadraturformeln Q, vom Exaktheits-
grad > n charakterisieren, siehe [10, Theorem 3.2.1].

Satz 11.8 Seien 1 ein Integral und Qy, eine Quadraturformel dazu. Dann hat Qn genau dann
den Exaktheitsgrad n +k, k =0,...,n+ 1, wenn Q, interpolatorisch ist und
b n
0=1I(w-p) :J w(t) p(t) w(t) dt, p €T, w(x) =H(x—xj). (11.6)
j=0

¢ j

Bemerkung 11.9 (Quadratur, Knoten und Exaktheit)
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1. Gleichung (11.6) ist eine Bedingung an die Knoten x;, j = 0, ..., n, die passend gewdihlt
werden miissen, um Exaktheit grofSer als n zu liefern — Exaktheitsgrad n ist ja bei allen
interpolatorischen Formeln “eingebaut”. Mehr zu diesem Thema in Kapitel 11.4.

2. Wir konnen Satz 11.8 auch noch anders interpretieren: Es ist die Bestimmung der Knoten,
was zihlt, die Gewichte ergeben sich fiir jede “halbwegs gute” Quadraturformel dann ein-
fach aus der Tatsache, daf diese interpolatorisch sein muss. Und genau das ist ja auch
das Thema bei der GaufS—Quadratur: Wie bestimmt man die optimalen Knoten?

Beweis von Satz 11.8: Sei Q,, eine Quadraturformel vom Exaktheitsgrad n +k > n.
Insbesondere ist also fiirj =0,...,n,

[(4) =Qn(4) = kZ_OWk fj_(;:) = wj,

also ist Qn interpolatorisch. Aufserdem ist1”3 fiir jedes p € Ty das Produkt'* p - w
in TT,, 4, und verschwindet'”® an xj,j = 0,...,n. Wegen des Exaktheitsgrads k + n ist
damit

I{w-p)=Qn(w-p)=) wj(w-p)(x) =0,

woraus auch (11.6) folgt.
Sei nun Qj eine interpolatorische Quadraturformel fiir I, die (11.6) erfiillt und sei p €
M. Wir schreiben p als'’® p = qw + L,p, und erhalten, daf8

I[(p)=1(q - w+Lap) =1(q-w)+ I(Lap) = Qnlp).
=0 =Qn(Lnp)

11.2 Klassische Formeln

Die “klassischen” Quadraturformeln fiir w = 1 sind die sogenannten Newton—-Cotes-
Formeln, die man durch Polynominterpolation an gleichverteilten'’” Interpolationsknoten
im Intervall [a, b] erhdlt. Diese Konstruktionen gehen tatsdchlich fiir den Fall [a, b] =
[—1,1] und w = 1 auf Newton (1687) bzw. Cotes!”® (1712) zurtick. Setzt man

b—a q f_Xx—a
n un n

173Mit der Konvention, da8 TT_; = {0}.

174 7ur Erinnerung: w € Ty 41

751st k = 0, dannistp =p - w = 0.

76Djese kleine Formel ist so einfach wie genial: Algebraisch gesehen ist Polynominterpolation al-
so nichts anderes als der Rest bei Division durch das Knotenpolynom w beziehungsweise, noch
hochgestochener formuliert, die Normalform modulo des (Haupt-) Ideals (w).

177Und diese Knotenwahl ist nicht gerade optimal!

178Roger Cotes (1682-1716) bearbeitete die zweite Auflage von I. Newtons Principia.

h =
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dann wird x € [a,b] in t € [0, n] transformiert und es ist

=Xk
x — (a+kh) a+th—a—kh t—k
500 =TT i U=
) h—a—kh h(j —k —k’
kg GG kA =¥ A )

also,daw =1,

b n t—k
wj :J (x) dx :hJ H— dt.
a 0 K ) — k

Man sieht sofort, dafs diese Quadraturformeln rationale Gewichte haben also z.B. mit
Maple exakt bestimmt und verwendet werden konnen. Die Newton—Cotes—Formeln
kann man nun fiir kleine Werte von n explizit angeben — einige von ihnen haben sogar
einen eigenen Namen; die folgende Tabelle stammt aus [41, S. 108], alle Gewichte sind
immer noch mit der Intervalllinge b — a zu multiplizieren.

n Gewichte Name
1 1
T 3 3 Trapezregel
1 2 1 .
20 ¢ 5 Simpson-Regel
1 3 3 1 " .
3| 3 3 3 3 Pulcherrima”, 3/8-Regel
7 32 12 32 7 .
41 55 9 95 9 9 Milne-Regel
5|1 75 50 50 75 19
283 288 288 288 283 288
41 216 27 272 27 216 41
6| g0 80 8o 810 3d0 540 3o | Weddle-Regel

Die Liste bricht nicht ganz ohne tieferen Grund ab: Fiir n > 6 werden einige der
Gewichte negativ.

Ubung 11.1 Bestimmen Sie die Gewichte der Newton—-Cotes—Formel fiir n = 7. &

Die Simpson-Regel'”? ist auch als Keplersche Fairegel bekannt und besitzt, wenn

man sich den Grad des zugehorigen Interpolationspolynome ansieht, zwar nur Exak-
theitsgrad 2, aber eine Fehlerabschidtzung der Form

L 4

IE,f| < —Hf H . feClabl, (11.7)

90 o0
die um eine Grofienordnung besser ist als das, was man aus (11.5) erwarten konnte.
Der Name “pulcherrima” bedeutet iibrigens “die allerschonste”. Generell ist die Fehlerord-
nung der meisten Newton—Cotes—Formeln um einige Gréfienordnungen besser als
man erwarten wiirde. Das hat einen relativ einfachen Grund ...

179Nlicht Bart oder Homer, sondern Thomas Simpson (1710-1761), Selfmademathematiker. Die Formel
selbst war aber schon Cavalieri (1639) bekannt.
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Beispiel 11.10 Die verbesserte Abschiitzung (11.7) fiir die Simpson—Regel kann man beispiel-
sweise durch Hermite-Interpolation beweisen. Dazu verwendet man fiir xo = a, X1 = a+h
und x; = b das Interpolationspolynom!®’

H3f(x) = f(xo)+ (x —xo) [xo,x2] f+ (x —x0) (x —x2) [x0, X1, %2] f

=L,f
+ (x —x0) (x —x7) (x —x2) [x0,%1,%1,%2] f,

das die Bedingungen

Haf (xj) = (x), i=0,1,2,  (Hsf) (x1) =F'(x1)
erfiillt. Da
[l e () ax=o,

ist . .
J H3f(t) dt = J Lof(t) dt = Qa(f),

a a

aber fiir f € C*a,b] liefert Hzf den Fehlerterm
b

b 2 £4)
L= Quf) = | (F=Hslf) (0 de= | (txo) (t=x) (£ —xa) S (E(1) e
f(4)(£) 2h 5 B h5 4)
TL t(t—h)? (6= 2h) dt =~ (),

also die Grifenordnung h> statt h3.

Warum man sich fiir den Exponenten von h interessiert sollte klar sein: Wenn das Inter-
vall klein wird, dann féllt der Fehler viel schneller und die Formel ist genauer. Allerd-
ings muss f auch ,glatter” sein und eine stetige vierte Ableitung besitzen.

11.3 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Bereits in der (sehr groben) Fehlerabschidtzung (11.5) zeigt sich, dafy eine Quadratur-
formel auf einem kleinen Intervall normalerweise genauer sein wird, als auf einem
grofsen Intervall. Die Idee ist also einfach, nur die Notation ein wenig aufwendiger.
Sei also Qn eine Quadraturformel, dann definieren wir zu N € IN die aufsteigende
Punktfolge xjx,j =1,...,N, k =0,...,n, wobei xj < xj falls j < j’ oder j =j" und
k < k/, sowie

X],OZC[, Xj,n:Xj—H,O/ j:]/---/N_]/ XN,Tl:b/

so dafl wir eine iiberlappende Zerlegung von [a, b] erhalten. Das Teilintegral auf [x; o, Xjn |

80Dje etwas seltsame Reihenfolge xp,x2,x1,%1, in der die Interpolationspunkte in die Newton—
Darstellung eingegeben werden, ist kein Tipfehler, sondern durchaus Absicht.
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a x[2,0] x[21] ... x[2,n] b

x[1.01 x[1.11 x[1.2] ... x[1.n] XIN.n-1IxIN.nl

Abbildung 11.1: Zerlegung des Intervalls [a, b] fiir zusammengesetzte Quadratur-
formel.

bestimmt man nun jeweils mit der transformierten Quadraturformel Q, — das set-
zt natiirlich voraus, dafs die Knoten x; ebenfalls Transformationen der Knoten der
Quadraturformel Q, sind. Genauer: Bezeichnet man mit

O=xp<xX1 < - <Xp_1<Xpn=1
die Knoten von Q,, dann ist
Xj K — Xj 0

X =222 5=1,...,N. (11.8)
Xj,n_xj,O J

Ausgehend von einer Quadraturformel Qy fiir I = jg dt ergibt sich dann die zusam-
mengesetzte Formel als

QP =Y (xn—%0) " Qn (f( S >> Zh Qn( ( - ('—Xj,o)))-

j=1 —h ! 0
)
(11.9)
Beispiel 11.11 Im Newton—Cotes—Fall wiire
j—1)(n+1)+k . b—
Xi,k:aJr(] SURAL b-a)=a+h(G-Dm+1+k), h=-"_".
Nn Nn

Damit entspricht die zusammengesetzte Trapezregel gerade der Integration des stiickweise lin-
earen Interpolanten.

Das Ziel ist es also, das Integral

N i N

I(f) = Jb f(t) dt =) J f(t) dt

a ]:]

I
N
=
—h
m
(@)
o
o

X3,0

anzundhern und eine Abschétzung fiir den Fehler anzugeben.
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Proposition 11.12 Sei Q. die Newton—Cotes—Formel fiir das Integral f(]) dt und Qn N die
daraus gebildete zusammengesetzte Quadraturformel. Dann ist, fiir f € C™'[a, b],

Hf(n—H) [ ]
1(F) = Qu(fl < (b—a) max | hy SR (11.10)
Bemerkung 11.13 Aus (11.10) folgt sofort die globale Fehlerabschiitzung
N Hf(nm
) = Qo0 < (b a) (max ) e, (a1)

aber dennoch sagt uns (11.10) einiges mehr: Man konnte versuchen, den Gesamtfehler dadurch
zu driicken, daf} man h; klein macht, wo der Betrag von £tV sehr grof8 wird und dafiir die
Schrittweite in Bereichen grof macht, wo f™+1) betragsmifig sehr klein wird. Auf diese Art
und Weise erhiilt man, unter Ausnutzung von zusitzlicher'®! Information iiber £ moglicher-
weise bessere Quadraturformeln, ohne die Zahl der Knoten und damit den Rechenaufwand zu
vergrofSern.

Derartige Verfahren, die versuchen, ihre Parameter (in diesem Fall die Knoten) aus Infor-
mationen iiber die zu verarbeitenden Daten (in diesem Fall die Funktion, bzw. deren Werte an
bestimmten Stellen) zu bestimmen, bezeichnet man als adaptiv. Dies steht im Gegensatz zu
(nichtadaptiven) Verfahren, bei denen die Parameter von Anfang an feststehen — solche Ver-
fahren sind zwar meist etwas schneller, dafiir aber weniger flexibel.

Beweis von Proposition 11.12: Mit der Bezeichnung

tj,k::MI j:]’-..,N,
Xjn = Xj,0
ist, firj=1,...,N,
Xjn Xjm
Ij(f) = J f(t) dt = J (Lnf(t) + [t,Xjro,. . .,Xj/n} f) dt
%5,0 X5,0
n 1 Xjn
= 3 ()t F )+ [ el £t
k:O O -~ J/ Xj 0
=Wy .
Xj,n
. i f(nJr])
X]',o
—Ry(f)

181Gtellt sich natiirlich die Frage, wo man diese herbekommt.
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Damit ist
N N
0= 1= n"Qu(r(n'( ﬂw»+ZR — Qun(N+ Y Rj().
j=1 j=1 j=1

Den Fehlerterm R;(f) spalten wir wie folgt auf und verwenden den Mittelwertsatz der

Integration!82
o1 MK+ f(n+])
‘Rj(f)} = Z J X — x)o (x—len)ﬁ(é(x)) dx
i (n+1)!
)y
R i) )x;,kﬂ Hf(n'H) [ ]
= . .. . dx| < th-H Xj,0/%jn
- n+1 J bem0) o (e min) 0 < Ty
k=0 e
Hf(n+1)
T [xj,0%,n]
j n! '
Damit ist
n A
n Xj/o’xj/n
T— Qun(f)] < ]; IR;(f)] < jinf?fnhj = Zh;
—
=b—a
]

Beispiel 11.14 Mit der verbesserten Fehlerformel aus Beispiel 11.10 und den Punkten x; =
a+jh,j =0,...,2N, konnen wir die den Fehler fiir die zusammengesetzten Simpson—
Regel bestimmen:

2N-2 2N-2 b— a 2N 2
_ 5 _ 4 - 4
E)(f) = — Z —h h % 2N—1 (&) = Z 2N
b—
- 4) i
oo MU, &€ L—O,I.I..l,lzrll\l &/, _max 25,)} (11.12)

Die Existenz der “magischen” Stelle & ergibt sich dabei aus der Ungleichung

IN-2
; < HONES
j:O,I.l.’.l,lzrll\I 2 Z 2N—1 ~ = o oN2 (&)

182Dafiir darf das Polynom keinen Vorzeichenwechsel haben — deswegen die Aufspaltung.
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fiir die in der Summe gebildete Konvexkombination und nach dem Zwischenwertsatz wird
deren Wert eben an einer Stelle & angenommen, die im kleinsten Intervall liegt, das alle &;,
j=0,...,2N — 2, enthiilt.

Diese Fehlerabschitzung (11.12) ist wesentlich besser als die aus Proposition 11.12, voraus-
gesetzt natiirlich, daf$ f hinreichend oft differenzierbar ist und daf$ sich die vierte Ableitung
von f im Vergleich zur zweiten Ableitung “brav verhdlt”183, sonst mufl man h schon sehr klein
wihlen.

Geometrisch ist die zusammengesetzte Simpsonformel
b—a

QZ,N(f) = W(fo + 4 + 2f) + 43+ 2f4 + - - - + 4 N1 + Ton)
b—a

fi=fla+jh),j=0...,2N,  h=—r~,

die Integration der Interpolationsparabeln an den Punkten
X2j, X2j+1, X2j+2, j=0,...,2N -2,

siehe Abb. 11.2.

Abbildung 11.2: Geometrische Interpretation der zusammengesetzten Simpson-—
Formel.

11.4 GauB-Quadratur

Eine Gaufi-Formel ist eine Quadraturformel Q., die den maximalen Exaktheitsgrad
2n + 1 hat. Die Existenz solcher Formeln und ihre Konstruktion wurden bereits 1816
von Gaufs [9] angegeben. Das Originalargument von Gaufd verwendet iiberraschender-
weise ganz andere Techniken und findet sich ebenfalls im Anhang

18DaR das nicht der Fall sein mufl zeigen schon die Monome x™, m grof3, bei denen die vierte
Ableitung um einen Faktor (m —2)(m —3) = O (mz) grofler ist — soviel zum Wert “asymptotischer”
Blankoaussagen.
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Wir konnen uns aber, dank Satz 11.8, das Leben wesentlich leichter machen, denn
wir wissen, dafs eine Quadraturformel mit Knoten x;, j = 0,...,n, genau dann eine
Gaufssche Quadraturformel ist, wenn

1. sie interpolatorisch ist.

2. das Polynom w = (- —xg) - - - (- — xn ) zu allen Polynomen vom Grad < n orthog-
onal ist, das heifst, wenn

b
J p(x) w(x) dx =0, p €T,

Damit gehort w aber zu einer ganz bestimmten und besonders interessanten Klasse
von Polynomen.

Definition 11.15 Ein Polynomp € TI,, heifit orthogonales Polynom der Ordnung n beziiglich
der Gewichtsfunktion w, wenn p # 0 und

b
| p0u atawi ac=o, g e,

a
Das heifst, daf$ p orthogonal zu TT,,_y ist, und zwar in Bezug auf das Skalarprodukt

b
(f,g) :=(f,9),, = J f(x) g(x) w(x) dx. (11.13)

a

Ubung 11.2 Zeigen Sie: Ist w eine stetige, nichtnegative Funktion und ist w(x) > O fiir
ein x € [a,b], dann ist (f, g),, ein Skalarprodukt auf IT x TT. Kann man eine der obigen
Bedingungen an w weglassen? &

Nun kann man leicht sehen, daf es fiir “verniinftige” Gewichtsfunktionen immer or-
thogonale Polynome aller Ordnungen n € Ny gibt. Man erhélt diese Polynome zum
Beispiel durch das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfahren: Sind py, ..., pn or-
thogonale Polynome der Ordnung 0, ...,n und ist w > 0 und stetig184, dann ist

_ ey MRy e R 11.14
P = Jgo (pj, Pj) Pt xER, (149

ein orthogonales Polynom der Ordnung n + 1, denn es ist, fir k = 0,...,n,

_ n < <(_)n+1’p,>
(Prns1,Px) = <() +]/Pk> —Z W

j=0

(pj, Px) = <(-J“+',pk> — <(-)”“,pk> = 0.

=551

184Das ist sogar mehr als wirklich nétig wire, es geniigt, wenn das Integral I = fz w(x) dx strikt
quadratpositiv ist, d.h. I (f2) > 0 fiir alle f € TT.
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Zusammen mit Ubung 11.3 zeigt dies, daf8 p,,; ein orthogonales Polynom der Ord-
nung n + 1 ist'®. Da der Leitterm von p, 1 bei dieser Konstruktion das Monom x™*'
ist, bezeichnet man die durch (11.14) induktiv konstruierten orthogonalen Polynome
als monische orthogonale Polynome.

ﬁbung 11.3 Zeigen Sie, dafs die orthogonalen Polynome py, ..., pn eine Basis von Iy,
bilden. &

Damit konnte man also Gaufssche Quadraturformeln dadurch konstruieren, dafs man
mittels (11.14) eine Folge py, . .., pn von monischen orthogonalen Polynomen konstru-
iert!®® und dann mit einem geeigneten Verfahren die Nullstellen von p, bestimmt
— daf3 die alle einfach und rell sind, werden wir noch sehen, und zwar in Proposi-
tion 11.17.

Ein etwas netterer Ansatz verwendet lineare Algebra und die Momentenmatrix'®”

Ho W ... Hn

- 1 M2 e Hngd

M = |:<()]/()k> . jlk:O/'°'ln:| — . . . n.+
Hn Hn+1 «.. H2n
Diese n + 1 x n + 1-Matrix ist positiv definit,
n ) n
x Mx = <Z xj(-)J,ZXk(-)k> = (p,p) =1 <p2> >0, x € R™ "\ {0},
j=0 k=0

und besitzt eine QR-Zerlegung M = QR, bei der alle Diagonalelemente von R ungleich
Null sind, denn R ist ja invertierbar. Daher ist, fiirj =0, ...,n,

Tndny = W:(QTM>nj=i G, Mg = iqkn<(-)k,(-)i>
k=0

k=0

:(QT)nk
n .
= <Z qn (), (~)J>,
k=0
das heifdt, das Polynom
n
qu(X) = Z qank/ X e IR/ qTL E ﬂn;

k=0

ist orthogonal zu TT,,_1.

185 .. das bis auf Normierung eindeutig bestimmt ist.

186Nur zur Erinnerung: fiir die Berechnung von py braucht man py, ..., px—_1.
187Eine Matrix, deren Eintrdge auf den “Antidiagonalen” konstant sind, bezeichnet man als Hankel-
matrix zu dem Vektor (wo, ..., Hon)-
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Ubung 11.4 Untersuchen Sie die Beziehung zwischen der klassischen Gram-Schmidt
Orthogonalisierung und der QR-Zerlegung. &

Wenn wir jetzt mal fiir einen Moment!®® annehmen, daf8 Gau8sche Quadraturformeln
fiir alle “verniinftigen” Gewichtsfunktionen existieren, dann kénnen wir mit den in-
zwischen vertrauten Methoden auch den Fehler angeben.

Satz 11.16 Sei w € Cla, b] eine stetige, nichtnegative Gewichtsfunktion und Q}, die Gaufi—

Quadraturformel fiir das Integral 1 = fzw(x) dx. Dann gibt es fiir jedes f € C*"*2[q, b] ein
& € [a,b], sodafs

. f(ZTH—Z) (E,)
[(f) — Qu(f) = Gnt2n (Wnt1, Wnt1), (11.15)
wobei wny1 = (- —Xp) - - - (- —xn) das monische orthogonale Polynom der Ordnung n + 1

1st.

Beweis: Aus den vorherigen Bemerkungen wissen wir, dafl die Knoten der Gaufischen
Quadraturformel!® gerade die Nullstellen von w1 sind. Nun sei Hy, € Tly1 wieder
der Hermite-Interpolant, der die Bedingungen

Hnf (%) = (x5), (Hnf)' (x5) = (x5), i=0,...,m,
erfiillt. Wegen der Exaktheit der Gaufsi—Formel ist dann

n n

I(Hnf) = Qp (Haf) = > wj Hof (x5) = > wj f(x5) = Qy(f),

=0 T =0

also
I(f) — Qn(f) = I(f) = I (Hnf) = I (f — Hpf).

Fiir f — H,f verwenden wir wieder die Fehlerformel*?

f2n2) (£ (x))
(2n+2)!

fI (E(x)

2
2n+2)  nt

(f—Hnf) (x) = (x—=%0)" -+ (x=xn)" = (x),

und mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung erhalten wir, daf3

b f(2n+2) (E,(X)) f(2n+2) (&) b
1(f—Hpf) = J “Gnian w21 (x) w(x) dx = nra L w21 (x) w(x) dx
f(2n+2) (E)

m (Wnp1, Wnpt) -

18Genauer: bis zum Beweis von Proposition 11.17.
89 Immer vorausgesetzt, diese existiert, aber ...
190Siehe auch Beispiel 11.10.



11.5 Orthogonale Polynome 207

11.5 Orthogonale Polynome

Wir haben gesehen, daf$ die Existenz und Bestimmung Gaufsscher Quadraturformeln
wesentlich mit orthogonalen Polynomen verkniipft ist. Das ist sicherlich eine, aber
nicht die einzige, Begriindung, sich orthogonale Polynome ein bifichen ndher anzuse-
hen. Zuerst rechtfertigen wir einmal die Existenz (und Eindeutigkeit) Gauf$scher Quad-
raturformeln, indem wir zeigen, dafs ein orthogonales Polynom immer einfache, reelle
Nullstellen haben muf.

Proposition 11.17 Ein orthogonales Polynom py, € Tl vom Grad n zum Integral J"E w(x) dx
beziiglich einer nichtnegativen, stetigen Gewichtsfunktion w € Cla, b] hat n einfache, reelle
Nullstellen in [a, b].

Beweis: Nehmen wir zuerst an, irgendein pn, n > 1, hétte keine Nullstelle in [a, b], sei
also beispielsweise py, > 0. Dann ist

b

0< | Palx) W) dx = (1,pn),
a

im Widerspruch zur Orthogonalitdt. Hat p,, eine Nullstelle der Ordnung > 2 in [a, b],

sagen wir &, dann ist pn/ (x — E,)z € T1,_, ein Polynom, das tiberall genau dasselbe
Vorzeichen hat wie p,. Wegen der Orthogonalitit ist dann

2
0: n/p—n>:<1/p—n>/
<p (—e) (=&

woraus pn = 0 folgen wiirde — auch wieder nicht das, was man sich unter einem
“anstdndigen” orthogonalen Polynom vorstellt.

Also hatjedes py, in [a, b] nur einfache Nullstellen, sagen wir &;, ..., &m, m < n. Nun
ist aber das Polynom

pr(x) (x—=&1) -+ (x = &m)

=:q€llm

auf [a, b] entweder > 0 oder < 0 und damit

b
0 %J pa(x) G0 wix) dx = (pn, ),

weswegen m = 1 sein muf, denn ansonsten wére das Integral wegen der Orthogo-
nalitdt von p, ja = 0. 0

Aus Satz 11.8 und den Betrachtungen iiber die Gaufsschen Quadraturformeln erhalten
wir nun die Existenz und Eindeutigkeit dieser speziellen Formeln.
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Korollar 11.18 Sei w € Cla, b] eine positive'”!

Quadraturformel Qn vom Exaktheitsgrad 2n + 1, deren Knoten die Nullstellen des
onalen Polynoms sind.

Gewichtsfunktion. Dann gibt es genau eine
192 orthog-

Die néchste Eigenschaft ist eine Rekursionsformel fiir orthonormale Polynome, der Be-
weis ist aus [8, S. 234].

Satz 11.19 Die orthonormalen'®3 Polynome py, beziiglich einer positiven Gewichtsfunktion
w € Cla, b] erfiillen eine Drei—Term—Rekursionsformel
pn(x) = (onx+ Bn) Prno1(x) =¥nPn-2(x), x€R, meN, (11.16)

mit Startwerten

po=w""% pa=o. (11.17)

Beweis: Wir zeigen, dafd die Polynome q,, definiert durch

gdn+1 (x) =x Pn(X) - <(')pn1 Pn> Pn(X) - <qn; qn> Pn—1 (x), x € R, mn &Ny,
a SN——
—n =bn>0

mit den Startwerten wir in (11.17) orthogonale Polynome sind. Die orthonormalen
Polynome sind dann

Qn+1(x)
<qn+1 7 qn+1 >

_ ( 1 _{(pnpn) ) pa(x) — (Gn, qn) (),
V <qn+1/ qn+1> V <qn+1/ qn+1> <qn+1/ qn+1>

woraus (11.16) sofort folgt.

Die Orthogonalitit selbst beweisen wir durch Induktion tiber n; fiir n = 0, das heifst
qo = 1, istnichts zu zeigen und n = 1 ist auch offensichtlich. Sei also die Orthogonalit&t
fiir ein n > 1 bewiesen, dann betrachten wir, fiirj =0, ..., n, die Werte

(dn+1,95) = () Pn,Pj) — an (P, Pj) —bn (Pn-1,Pj);
fiir j < n — 1 sind diese Werte natiirlich Null. Unter Verwendung der Induktionshy-
pothese ist auflerdem
(dni1,Pn1) = () P Pra1) =bn (Pnat,Prot1) = (Pn, (4) Pna1) —bn (Pnot, Pn1)
= <pn/ qn> + an_1 <pn/ pn—1> +bn_1 <pn/ pn—2> —bn <pn—1/pn—1>
H—/

Pnt1(x) =

- 0 -
- 7 7 - b - 7 7 _b - O/
<Pn \/ (qn, qn) n> n {(dn, qn) <Pn_Pn> n
—bn, =

BIDas heiflt: w > 0 und es gibt mindestens ein x € [a, b], so dafs w(x) > 0.

192Normierung spielt ja fiir die Lage der Nullstellen keine Rolle.

193Dadurch sind die Polynome bis auf Vorzeichen eindeutig definiert, in mehreren Variablen stimmt
das tibrigens nicht mehr — nur ein Beispiel, warum es da noch einiges zu tun gibt, siehe [48].
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sowie
(qn+1,Pn) = (X P, Pn) —an (Pn, Pn) =0,
— H/]—/
=an =

womit also qn47 L TTn. Dafl qn41 # 0 ist, folgt induktiv aus der Tatsache, daf8 pn # 0.
O

Uber die Rekursionsformel kénnte man nun sehr elegant die Knoten und Gewichte der
Quadraturformel bestimmen, leider braucht man dazu aber Eigenwertverfahren und
fiir die war nun leider absolut keine Zeit mehr. Insofern:

Manches sagt ich,

mehr noch wollt ich,

liefse zur Rede

Raum das Geschick.

Die Stimme weicht,

Wunden schwellen:

Wahres sprach ich;

will nun enden.

(Die Edda, Das jiingere Sigurdlied)
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And it didn’t stop being magic just
because you found out how it was done

T. Pratchett, ,,Wee Free Men”

Anhang A

In diesem Abschnitt sind Beweise und anderes vertiefendes Material zusammenge-
fasst, die zum Verstdndnis des Stoffes beitragen, aber der Endlichkeit der Zeit zum
Opfer fielen, die in einem Semester zur Verfgung steht. Es ist also nicht verboten, sich
die Sachen auch mal anzusehen.

A.1 Riuckwartsfehler der GauB—Elimination

Fiir den Beweis der Riickwaértsfehlerabschédtzung in Satz 4.21 sehen wir uns zuerst
einmal den Fehler bei der Vorwaértselimination und Riicksubstitution an. Dazu wird es
opportun sein, auch das alternative Modell der Gleitkommaarithmetik zu verwenden,
das annimmt, dafs

x@yz%, Sl <q, =+ - x,/. (A1)

Diese Annahme ist (ohne Beweis!) durchaus sinnvoll, denn mit {i = 4u kann man auf
alle Félle garantieren, daf (2.4) und (A.1) gleichzeitig gelten.

Ubung A.1 Zeigen Sie:
1. Zujedem 0 # x € D(IF) gibt es ein 0 # X € F, so daf8

Xx=x(1+43), 8] <.

2. Zujedem b € [, 1] gibtes ein ¥ € [—1, 21l], so daf3

1
lig—_1
TOET

Jetzt aber zum Riickwirtsfehler der Vorwiartselimination.
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Proposition A.1 Die durch Vorwirtselimination (Riicksubstitution) berechnete Losung X von
Lx =b, (Ux =b) L, U € R™", erfiillt fR=b08 = b), wobei T ebenfalls eine untere
(obere) Dreicksmatrix ist, die

f-1] <naj+o(a?), (A2)

beziehungsweise
[Q-uf <najul+o(a?), (A3)

erfiillt.

Beweis: Wir bezeichnen mit ¢/ = [Ejk ck=1,...,j— 1} € Ri~" den Anfang des j-ten
Zeilenvektors von 1194, Mit der Vorwirtselimination bestimmen wir nun Vektoren
¥ eR,j=1,...,n, durch

f=(bet ooy, K=o

wobei X" = X. Nun wissen wir von den Skalarprodukten (Beispiel 2.21) bereits, daf fiir

x € 1
j—1 j—1

0 OR= Z Bijk (] + 5]k) = Z (] + 5)k) ejk Rk,
k=1 k=1
wobei |65 < (j — 1){1. Mittels (A.1) bekommen wir somit, dafs

. b]' —0 © L1
(1+m5) 6
da n; den Fehler einer Subtraktion und einer Division aufnimmt. Wir brauchen also

nur noch
/e\'k _ { (1 + 5jk) Ejk, j<k
J (T+m) b, i=k

zu setzen und erhalten sogar, daf3
£ 1] <max2n-T3ait +0 () (A4)

gilt, also insbesondere (A.2).
Der Beweis fiir die Riicksubstitution funktioniert natiirlich ganz analog. |

Ubung A.2 Geben Sie ein Verfahren an, das die Vorwirtselimination bzw. Riicksubsti-
tution mit einem von n unabhingigen Riickwirtsfehler ausfiihrt. &

Bemerkung A.2 Gehen wir nur vom Standardmodell (2.4) aus, dann ist (A.4) mit der Kon-
stante max{4, n — 1} erfiillt, was fiir n > 5 auch kein Beinbruch ist.

194 Also das, was unterhalb der Diagonalen steht
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Proposition A.3 Sei A € F™*™. Wenn alle Hauptminoren von A invertierbar sind, dann
erfiillt die berechnete LU—-Zerlequng L, U die Bedingung

‘A—fﬁ‘ < 3nQ (|A| n \i’ ]GD e <ﬁ2> . (A5)

Beweis: Induktion iiber n.ImFalln =1istU=A,L =1, und (A.5) ist trivialerweise
richtig: Die linke Seite hat Wert 0.
Sei also (A.5) fiir ein n > 1 bewiesen und sei A € R+ das wir schreiben als

T
A= { av” VI‘; } ,  v,weR", BeRYM (A.6)
Nach Annahme, aj; # 0, konnen wir fﬁ£ den ersten Schritt der Gaufs—Elimination den
Vektor §!" = v @ aj; und die Matrix A; = B& g @ w' als Nédherung des ,elim-
inierten” A; = B — (") ® w' berechnen. Dabei ist

‘gm_ym‘ < ﬁ‘ym‘ _q M
lan|
sowie
‘gﬂ) Qw' —ymwT’ <2 ‘ymwT‘ +0 <ﬁ2> ,
also

‘7\1 —A1‘ <30 A+ 0 (ﬁz) . (A7)

Nach Induktionsannahme ergibt die (numerische!) Zerlegung von A; dann Matrizen
L;, Uy, so dafs

A 7.1 A T i 2

‘A] —L1U]’ < 3nﬁ<)A1)+ ‘L]‘ ‘U]D +0 (ﬁ ) .

Wir erhalten dann, dafs

~ 1 0 ~ | an wl
L—[gm u}’ u_[o 0 |

wobei die erste Zeile von U wegen der 1 ,,0oben links” in L exakt ist. Damit erhalten WiTr,
dafs

Aot = [ [t |

Emarer|
v—an g | A =L,

N=rrare|
v—any! A =T

IA
e
N
Q:r—\
|
<=
~
>
|
>)



A.2 Nachiteration 213

lavawiantaa ]| [ota—ta ]
an A/ lanl | Ay — A 0] A —Lily

O\ 0
< 3] +ane o+ o] ]
< 3(n+1)a |C|1\]»|1||A1|+‘g|] @ ]=3(n+1)ﬁ (a1+ [T [a])-
Und das war’s dann auch schon. U

Beweis von Satz 4.21: Aus Proposition A.1 erhalten wir, daf3

(C+F)g=b  (G+E)2=9,

wobei
El < ntyU+ O (az) . A <nql+0 <ﬁ2> ,
also
(tﬂ n G> =0,
wobei

G| = ‘fE+Fﬂ+FE‘ SZn{l)i‘ ‘G]+o(ﬁ2).
Nach Proposition A.3 ist damit AR = b, wobei
‘/A\—A‘ - )G+fﬂ—A‘§|G|+‘A—fﬂ’
< Znﬁm ‘ﬂ‘—i—Snﬁ(lAl—i—‘f‘ ‘GDJFO(&Z)

< nil (3 Al +5 ]t‘ ]ﬁ]) +0 (az) .

A.2 Nachiteration

Es ist ganz interessant, sich klarzumachen, wie und warum die Nachiteration funk-
tioniert, und vor allem, daf8 das nicht so ganz trivial ist.
Nehmen wir an, wir berechnen die arithmetischen Operationen in (4.38) mit einer
Genauigkeit
i <Al

Auflerdem machen wir eine Annahme an die Stabilitdt unseres Losungsverfahrens,
namlich, dafs fiir jede rechte Seite b die berechnete Losung % die Beziehung

(A+E)R =D, HA—1EHOO<1, (A.8)
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erfiillt; siehe Bedingung (3.9) in Satz 3.9.
Injeder Zeile von A ® RX;_1 berechnen wir ein Skalarprodukt auf R™ und zusammen
mit der Subtraktion erhalten wir also, daf} die berechnete Grofse ¥; den Wert

% —b+ARj_1| < (n+1) @ (bl +IAl[&_1]) + O (az) . (A.9)
Dann rundet man diesen Wert auf , Arbeitsgenauigkeit” {1, also ist

% — 7 < |f]

Also:
H—b+AR_1| < |Ff—b+AR|+ | —T
< |F—b+ AR |+ 10|
< [FH-b+AR |+ (|b— AR |+ |[Fj— b+ A%_])
= Ub—AR|+(1+10) |[fj—b+ARj_]|
und mit (A.9) ergibt sich

7 —b+ AR | <O|b— AR |+ (1+0) (n+1) @ (bl +|Al|Rj_1|) +O (112> . (A.10)
Mit f; := % — b + AR;_; ergibt sich dann
5] < QA (&1 —x)]
+(148) (1) @ (JAlIxI Al bl + AT %1 = x[) + 0 (82)

< (a+(1+a)(n+1)a)|A|\QH—x|+2(1+a)(n+1)a|A||x|+o<a2)

= (U4 (n+DW A& — x|+ 2(n+ D|A|x|+ O (L d). (A.11)
Die berechnete Korrekturgrofse 5 erfiillt dann

(A+E) 9 =1,

wobeil??

E: -1 _ f]E. - Af] — (I+F A*I F. < HA_1E]HOO
(A+) = (HATE) AT R AT Rl <
o0

(A.12)
Deswegen ist
g = (A+E) '8 =(1+F)AH
= (I+F) AT (+b-A%) = (1+F) (A e +x-%),  (A13)

195Der inzwischen wohlbekannte Trick mit der geometrischen Reihe . ..
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und
1R — (R +05) | < Q[R1+G5] <O (|x—R1] + Ixl+ |95

also, mit (A.13),

),

%5 — (%51 +95)| < @ (|x—%1| + ) + 0 (I+|F|) <‘A‘1’ I£;] +¢X_¢<j_1}). (A.14)
Weiter geht’s mit
& —x = R +0+ (& — (R +05)) —x

"

=z;, (Rundung!)

= {1 —x+ (I+F) (A—1fj+x—ﬁj_1>+zj
= F(x—%1)+ (I+F) A7 + 2,
und daher ist, unter Verwendung von (A.14) und (A.11)
=x| < [F|[x—&]+ 1+ [F]) A7 165] + 3]
< || x=%a]+ (1+[F]) |7 [5]
0 (Jx =Ry |+ ) + 8 (14 [F]) (JA7]165] + [x—%;-1])
(1) [F| +201) e =% | + x|+ (1+0) (1+ [K]) A7 [
< ((V+1) K| +201) [x —&j-1] + Q]

+(14+10) (I+[F]) (+ (n+Da) [A]|R_1 — x|+ 2(n+ DAl [x])
+0 (it i1)

(0 +0) [F| + @+ 4+ 1w (1+F]) A7 1A1+0 (82) ) [ ]
+ (4 2(n + 1)@ JA]) K + O (1)

Somit ist
1% —xll, < ((T+Q)[|F]l, + M +2)2(T+[Fl) kool A)) %51 — x|l
+(@+2Mm+ D |All4) x|l +O (ﬁz)
= ¥} %1 =X 15 Ixlloo +0 (7)), (A15)
wobei

(1+0) |ATTE]| 4+ (0 +2)0 Keo(A)
1= AT o '
Unter der ,Stabilitdtsannahme” ||E;|| < Cnil||A||o ist alsoyj < 1, falls

(A.16)

Y; <

2(C+ nke(A) < 117! (A.17)
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A.3 Der Satz von Weierstrass — Beweis

Eigentlich immer noch ein sehr schoner Beweis und fast der Originalbeweis von Bern-
stein aus [3].

Beweis von Satz 8.3: Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, da8 I = [0, 1]. Dann
konnen wir eine Folge von approximierenden Polynomen explizit angeben, ndmlich die
Bernsteinpolynome!%

(Bnf) (x) = Y _f(j/n) (Tj‘)xiu—x)“—i € M. (A.18)
j=0
] ::B}"‘(x)
Nun ist N N
2 _Brd=)_ (T.‘)xm )" = (x+1-x" =1,
j=0 =0 \)
sowie
= on = j v (=1 e
n B0 = ZT—I)!(H—J)'X)“_X) ]:Z(]—U!(H—J)'X)“_X) ]

und
n n .
j0—=1) on jG—1)_ nl n
> BMx) = > X (1—x)"
2 j 2 —
J:O n ):0 n ]'(n J)'
n—1 o (n—2)! ] o1,
D B T o T C LB
j=2 j=0
_ n—]xz
n
Mit diesen drei Identitdten erhalten wir, dafs fiir jedes x € [0, 1]
= (] - (1)
2
Z(T—L—x) Bi'(x) = Z(p—zﬁx—f—X)B?(X)
j=0 j=0
n .
1
= Z(J(J > )y ]2—zlx+xz) B (x)
P n n
= X+ —x—2x"+x" = —x(1 —x)
n n n

196Der Name kommt daher, dafl der Beweis im Original von S. Bernstein [3] stammt, dem tibrigens die
wahrscheinlichkeitstheoretische Idee durchaus klar war.
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Diese Formel erlaubt es uns nun zu zeigen, dafs die Basispolynome recht gut lokalisiert
sind: fiir 6 > Ound x € [0, 1] ist

1 n . 2 1— 1
> Bl < 5 > <% _X) B () = X(nstX) = et (A-19)

s

Das war’s dann auch schon fast! Sei nun f € CI[0,1], dann ist f ja nicht nur stetig,
sondern sogar gleichmifSig stetig, das heifst, fiir alle ¢ > 0 gibt es ein > 0 so dafs

£
Ix—yl <o = If(X)—f(y)|<§-

Seialso ¢ > 0 vorgegeben und 6 > 0 passend gewdhlt. Dann ist, fiir beliebiges x € [0, 1],

[f(x) = Baf(x)] = Z x) = f(j/n)) B (x)| < Y If(x) —f(j/n)| B}x)

j=0
- Z f(x) —fG/n)| B} x)+ > [f(x)—f(i/n)| B}(x)

(LX‘«; <e/2 ‘l—x‘25 <2If]I,

n
€ Ifll; e || IR
< &y gy e, T
= 2,Z F) s =3 et

Die rechte Seite ist nun unabhéngig von x und < e sobald n > ¢ 572 ||f||;. O

Der Beweis zeigt uns, dafs die Approximationsgeschwindigkeit (also der Grad, der
fiir eine bestimmte Approximationsgiite notwendig ist) entscheidend davon abhingt,
wie gleichmifig stetig die Funktion f, denn der Wert 6 = §(¢) kann beliebig schnell
fallen. Dies ist ein weiterer Beleg dafiir, dafy Stetigkeit allein oftmals nicht genug ist,
ein generelles Prinzip bei Anwendungen.

A.4 Schoenberg—Whitney und die totale Nichtnegativitat der Kol-
lokationsmatrix

Definition A4 Sei d = (dy,...,dn) € R™1.19 Eine Teilmenge © = {o71,...,0%} C
{0, ..., m} heifit Signatur beziiglich d, falls

doydo, <0, 1=0,...,k—1. (A.20)

Mit X(d) bezeichnen wir die Menge aller Signaturen fiir d und definieren die Anzahl der echten
Vorzeichenwechsel von d, in Zeichen S(d), als

S(d) = max #ZX.
rexr(d)

197Wir betrachten jetzt also skalare Splinekurven, den Fall d = 1.
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T €2

y

T €2

y

Abbildung A.1: Idee des Beweises von Satz 8.3: Auf dem farbig unterlegten -
Intervall um den Punkt x weichen die Funktionen um maximal ¢ voneinander ab,
und diese Abweichung ist wegen der gleichméfligen Stetigkeit unabhingig von
der Lage des 8-, Fensters”, auf dem Rest des Intervalls hat die (blaue) ,Mask-
ierungsfunktion” hingegen so einen kleinen Wert, daff der Fehler dort machen
kann, was er will.

Wir zeigen zuerst, dafd die Zahl der Vorzeichenwechsel durch Knoteneinfiigen nicht
vergrofiert wird.

Lemma A.5 Ist T* eine Verfeinerung von T = Ty, und ist d* € R'™ der durch Knotene-
infigen aus d enstandene Koeffizientenvektor, dann gilt

S(d*) <S(d).

Beweis: Es gentigt nattirlich, sich auf Verfeinerungen zu beschrinken, die nur einen
Knoten einfiigen, allgemeine Verfeinerungen ergeben sich durch Iteration. Sei also

to<...§tj§t*§tj+]S"'Stn-l-m-i-]

und T* = T U{t*}. Nach Satz 9.24 ergeben sich die Koeffizienten als

dk k:O,...,j_m,
dy =< up (T diey +ug (HIF) dyc k=j—m+1,...,j
dr_q k=j+1,...,n+1.
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N
N
N
N
N
N
N
X/

Abbildung A.2: Die Beweisidee von Lemma A.5. Die Variation des gestrichel-
ten Polygons auf der rechten Seite, also S (d*), ist kleiner als die Variation des
durchgezogenen Polygons (es werden ja zusitzliche Ecken dazwischengeschoben)
mit schwarzen und weifien Ecken, bei dem man wiederum die schwarzen , Ecken”
vergessen kann, weil sie auf Verbindungsgeraden liegen.

Sei
d' = (do, -+ djm &1, djomet, &2, djor, d7, dj, djp, o di)
Da dj eine Konvexkombination von dy_; und dy ist, k =j—m+1,...,j, ist
S (di—1, di, dx) = S (di—1, di ),
also S (d’) = S (d). Andererseits ist
d* = (do,- .., djm, A y1- -, d5, dj, djp, ... dn)
eine Teilfolge von d’ und damitist S (d*) < S(d’) =S (d). O

Definition A.6 Ein Punkt x € IR heifit isolierte Nullstelle einer Funktion f € C (R) falls
f(x) = O und es fiir alle kompakten Intervalle 1 > x mit nichtleerem Inneren einen Punkty € 1

gibt, so dafs f(y) # 0.

Bemerkung A.7 Isolierte Nullstellen miissen nicht einfach sein: f(x) = x*™ hat eine 2n—
fache isolierte Nullstelle an x = 0. Umgekehrt hat die abgebrochene Potenz'® (- —xo)" zwar
jede Menge Nulstellen, nimlich (—oo, xol, aber keine davon ist isoliert.

Lemma A.8 Seik > 0, T = Ty eine Knotenfolge und d € R™ ein Kontrollvektor so dafs
di=0,1¢1{,...,j+Xk}und so, daf$ die Splinefunktion Ny, td auf keinem Teilintervall von
[:= [tj, tj+k+m+1] verschwindet. Dann hat Ny, 1d hochstens k isolierte Nullstellen in 1.

Beweis: Da N, 1 d|J €Ty, | =1ty te1l, £=5,...,j + k+ m, kann diese Funktion nur
entweder vollstdndig verschwinden oder (im Inneren) isolierte Nullstellen haben. Da
der Spline aufierhalb von I verschwindet, sind die Nullstellen am Rand nicht isoliert!

198Bei de Boor: ,Stutzfunktion” — klingt auch nicht besser.
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Nach Lemma 9.14 ist N, td(x) =0, falls x ¢ 1. Sei also x* eine Nullstelle von N, td
im Inneren von I. Falls x ¢ T fiigen wir x* als m-fachen Knoten in die Knotenfolge T
ein, falls x mit einem p—fachen Knoten (1 < m) tibereinstimmt, dann erhéhen wir
dessen Vielfachheit auf m. Dies liefert eine Knotenfolge T* mit zugehorigem Kontrol-
lvektor d*. Nun ist aber

#{x €I :Np1d(x) =0 =#{x € I°: Ny 1+d*(x) =0} < S(d*) < S(d) < k.
Aufierdem kann eine isolierte Nullstelle durch Knoteneinftigen offensichtlich nur dann

entstehen, wenn vorher ein Vorzeichenwechsel da war. U

Beweis von Satz 9.6, ,,&”: Nehmen wir an, es gédbe einen Vektor 0 # d € R
so dal N, (2'T) d = 0, das hei8t, da Ny, 1 (x|T) = 0,j = 0,...,n. Ist nun fiir ein
je{m,...,n}

)
0=Nprdly = ) dNF([T),
k=j—m

dann ist nach dem Algorithmus von de Boor

djm=-=d;=0
und N, 7d zerfillt in
j—m—1 n
Ny 71d = Z di NP (- T) + Z di Nyt (+[T),
k=0 K=j+1
—f) —f

die die disjunkten Tréger [to, tj] und [tj;1, thym+1] haben. Auf diese Art und Weise
konnen wir alle Teilintervalle, auf denen der Spline identisch verschwindet, entfer-
nen und schliefllich annehmen, dafs wir nur noch isolierte Nullstellen haben: Gibe es
ndmlich ein nichttriviales Teilintervall von irgendeinem I;, auf dem der Spline ver-
schwindet, dann miifite er, da er ja auf I; ein Polynom ist, auf ganz [; verschwinden.
Also konnen wir einen Kontrollvektor d finden, so dafs Ny, (Z°|T) d = 0, und
es j und k gibt, so daBs dy = 0, 1 ¢ {j,...,j + k} und N, 1d hat im offenen Intervall
(tj, tj+k+m+1) nur isolierte Nullstellen. Nun liegen aber in diesem Intervall die Inter-
polationspunkte x;, ..., Xj x, also miifste Ny, td dort k + 1 isolierte Nullstellen haben,
was aber Lemma A.8 widerspricht. Also ist die Matrix Ny, (2" | T) nichtsingulér. [l

Beweis von Satz 9.6, 2: Sei t; ein Knoten der Vielfachheit < m und t; < t* < tj,;.
Nach Satz 9.24 ist dann fiir die durch Einfiigen von t* entstandene Knotenfolge T*

n+1
N () = D g eN(4[T7), (A.21)
=0
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wobei
dxe (=0,...,.k—m,
X = U (t*mzn) Oy, 0—1 + Uy (t*|1?1) Ovp {=k—m+1,...,k,
O 01 (=k+1,...,n+1.
Insbesondere gilt'*?, daf
(0019 #0 = te{k, k+ 1} (A.22)

Wir setzen
Z2i=1{x iel}, 1C{0,...,n},

und definieren die Spaltenvektoren
N (240T) = [N (xiT) s e 1], j=0,...,m, I1C{0,...,nk
Dann ist, fiir I,] C {0,...,n}, #I = #] = k200

det Ny (27[T) (L ]) = det [N (21[T) :j € J]
= det [NJ} (24[T), NJ* (24T) - € T\ (j1)]
n+1
= det | ) o, NE (21T, N (240T) :§ € J\ i}
3120

n+1

= Y o, det [NJ (21T, NI (24T 55 € T\ )]
4H1=0

n+1 n—+1

= Z TP AT Z O 0 det [N]rn (21T v =44,..., 4]
;=0 =0
n+1 n+1

- Z T Z Xy 0 * Ky by det Ny (2T (L{t, ..., b)) .
6=0 0.0

Da, nach (A.22), &, ¢, = 0 falls ¢, & {jr,jr + 1}, und da®" j; < --- < ji, miissen die
Elemente jeder Indexmenge L = {{j,...,{} in der obigen Summe auf alle Fille die
Bedingung {; < --- < {y erfiillen. Tritt aber irgendwo Gleichheit ein, d.h. ist {;, =
{,11, dann enthdlt die Matrix Ny, (Z7|T*) (I, L) zwei identische Spalten und damit ist die

199Wegen der beteiligten &y ¢ und &y ¢—1.

2007ur Erinnerung: N, (Z'|T) ist die Kollokationsmatrix und fiir eine Matrix A bezeichnet A(I,]) die
Teilmatrix, die durch die mit I bzw. ] indizierten Zeilen bzw. Spalten gebildet wird.

201Djes ist die kanonische Annahme, daf ] aufsteigend numeriert ist
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Determinante gleich Null. Damit lduft die Summe {tiber alle {; < --- < {, also tiber
alleL C{0,...,n+ 1122 mit #I = k. Mit anderen Worten, fiir

K
L):Hajr,erZO, JC{0,...,mn}, LCH{0,...,n+1}, #] =#L,

haben wir, daf3

detNy (2T (L)) = Y a(), L) det Ny (277%) (L L). (A.23)
#L=k

Fiigen wir nun noch einen Knoten ein, dann ergibt sich enstprechend fiir die neue
Knotenfolge T**

detNp (ZT) (L)) = ) o], L)det Ny (27T*) (LL)
#L=k
= > «(,1) > «L L") detNy (27T*) (I, L")
#L=k #L/=k

= Y Y ), Da(L L) det Ny (27T (L,L).

#L/=k #L=k

/

—o2(],L")

In diesem Sinne haben wir, fiir beliebiges N € IN, nach Einfiigen von N Knoten?%, fiir
das resultierende TV*,

detNw (21 (L)) = 3 o™ (J,1) detNy, (%|TN*> (LL), (A.24)
#L=k
wobei
N-+1
Z Z Hoc Ly, Liyt) L,c{0,....,.n+71}, r=1,...,N
#L] #LN ]—kT 1
(A.25)

Wir wihlen nun TN*2% 5o dicht, daf zwischen je zwei Interpolationspunkten x; und
Xj+1 mindestens m + 1 Knoten liegen und daher, fiir k =0,...,n,

MalT)#0 = NM(x[T) =0, t#k

Also hat jede Spalte jeder der (oberen Dreiecks-) Matrizen N, (,%” ITN*) (LL),Lc{0,...,n

N}, hochstens einen von Null verschiedenen Eintrag. Liegt wenigstens einer davon

202 Achtung: Der Index kann jetzt auch n + 1 werden!
203gg geniigt, wenn diese Knoten einfach, also t] <t < --- < t}; und neu, also t;‘ ¢ T, sind.
204Genauer, die eingefiigten Knoten.

+



A.5 Eine Anwendung nichtlinearer Gleichungen: Das Bierkastenproblem 223

nicht auf der Diagonale, dann ist det Ny, (ﬂf ITN*) (I, L) =0, andernfalls ergibt sich
k
detNpm (27T (1,1) = TT NP (xi,IT%) > 0.
r=1 >‘0

Setzt man das in (A.24) und beriicksichtigt man (A.25), dann heifst das gerade, daf3
detNn, (27) (L ]) > 0. O

A.5 Eine Anwendung nichtlinearer Gleichungen: Das Bierkastenprob-
lem

Es ist vielleicht einmal ganz illustrativ, zu sehen, wie man von einem realen Anwen-
dungsproblem zum Newtonverfahren und dessen ganz praktischen Schwierigkeit-
en kommen kann. Das folgende Problem stammt aus der Automatisierungstechnik
und beschiftigt sich mit Robotern, die Getrankekisten, genauer Stapel von Getrdankek-
isten”®, bewegt und zwar ber ein Hindernis hinweg. Um dieses Hindernis zu um-
fahren, muss die Bahn des Roboters durch einen bestimmten Punkt hindurchgefiihrt
werden. Aus technischen Griinden?" ist die Bahn eine Kombination aus Geradenstiick-
en und Kreisbogen mit einem festen Radius r. Damit die Bierkdsten nicht umfallen

Abbildung A.3: Eine zulédssige Bahn durch den vorgegebenen Punkt. Die Kreise
mit dem vorgegebeben Radius sind eingezeichnet.

muss die Bahn ausserdem im Anfangs- und Endpunkt eine senkrechte Tangente haben,
siehe Abb. A.3. Die Aufgabe ist nun:

Wie bestimmt man den kiirzesten derartigen Weg.

205Daher der interne ,,Codename” des Projekts: Das Bierkastenproblem
20630 ist das Ding halt einfach gebaut.
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Dabei tiberlegt man sich zunéchst, daf$ sich das Problem ziemlich vereinfachen lasst.
Da der Pfad senkrecht beginnt und endet, besteht er immer aus einem Halbkreis und
zwei Geraden, siehe Abb. A.4. Die beiden Mittelpunkte sind durch Anfangs- bzw.

Abbildung A.4: Die Kreis- und Geradenanteile. Genau genommen interessiert
einen also nur ein Pfad vom ersten Kreismittelpunkt iiber einem Punkt, dessen
Abstand zum ,,Ausweichpunkt’ mit dem Radius iibereinstimmt zum Mittelpunkt
des zweiten Kreises.

Endpunkt und Radius eindeutig bestimmt, der einzige , Freiheitsgrad” besteht also in
der Wahl des Punktes, an dem sich die beiden Linienstiicke treffen und dieser muss
auf einem Kreis mit dem Radius r um den Ausweichpunkt c liegen, sieche Abb. A.5,

Abbildung A.5: Das wirkliche Optimierungsproblem.

und zwar so, dafs der Gesamtweg minimal wird. Das Optimierungsproblem besteht
also darin, einen Punkt x auf dem Kreis so zu wéhlen, dafs der Gesamtweg minimiert
wird, also

mxinw(x) = n}(in||x—a||2+||x—b||2, Ix—c|,=T. (A.26)
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Das Gemeine an der Sache ist, dafs man hier wirklich w, also die Summe der bei-
den Streckenlingen zu minimieren hat und nicht den sehr populiren Wert ||x — a||5 +
Ix—1b ||§ Durch die unscheinbare Quadrierung wird das Problem deutlich einfacher,
allerdings ist halt dann auch die Losung eine andere.

Wir bemerken zuerst einmal, dafs das Minimum eindeutig sein muss, es kann also
nur genau einen Punkt geben, fiir den der Weg am kiirzesten ist. Das ist eine Konse-
quenz aus der (strikten) Konvexitdt der Norm, die besagt, daf3

x4+ x/

2

1
<2l + 1)
2

ist. Waren nun x, x’ zwei Punkte auf dem Kreis, fiir die der Weg w(x) = w (x') minimal
ist, dann ist

" x+x"\
5 —

] /
3 [(x—a)+ (x'—a)]

x+x’
2

x 4+ x/

7 —b

+
2

2

+ H% [(x—=b)+ (x'—D)]

2 2

1
< s ([x=al,+|x"=a|[,+ [[x=bl,+|x"—b|,) = 3 (wix) +w(x)),

N = ——

und der Weg iiber den Mittelpunkt wire kiirzer. Nun liegt der Mittelpunkt aber im
Kreis, doch wenn wir ihn mit dem Kreiszentrum verbinden und diese Gerade wieder
mit dem Kreis schneiden, dann erhalten wir sogar einen noch kiirzeren Weg.

Mit demselben Argument erhalten wir auch, das w(x) keine lokalen Minima auf
dem Kreis haben, also ,,auf und ab” gehen kann. Gébe es einen Punkt x, so daf§ zwis-
chen x und der Minimalstelle x* grofiere Werte als w(x) auftauchen, dann gibt es einen
,nachstgelegenen” Punkt x’, so dafl w(x) = w(x') < w(y) fir alley € [x,x/] ist, was
aber fiir den Mittelpunkt % (x +x’) nicht zutrifft. Mit anderen Worten: w(x) fallt mono-
ton bis w (x*) und steigt von dort aus wieder.

Abbildung A.6: Parametrisierung und Koordinatensystem.
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Nun parametrisieren wir x als

sin ¢

X:C—'—T{cosd)

], ¢ € [—m,n],

nehmen der Einfachheit an, dal v = 1 ist?, und erhalten, dafl

w(x) = w(d)="Lla(d)+ ()
= \/(C] +sinq>—a1)2—|—(cz+coscb—a2)2

+\/(C1 +sin ¢ — by )2 + (cy+cosdp — bz)z.

Dann ist
¢ () 2(c1—ay+sind)cosd —2(cy —ar +cosd)sin
alb) = 2a(0)
_ (c1—aj)cosd —(c;—az)sind
- La(d)
und somit
o le—=a)'s'(9) | (c—b)'s'(¢) [ sind
W= T 6@ S”’)_{cow]'

Auf der anderen Seite ist aber auch

() = (c1 +sind —ar)* + (ca + cos d — az)?
= (¢ —a1)2+2(c1 —a1)sind)+sin2cb+(cz—az)2+2(cz—a2)cos¢+coszcb
= T+ fc—al5+2(c—a) s(d) =1+]lc—al;+2fa(P),
also . ,
_ £1(0) . ()
VIt le—al+25a(@) 1+ llc—bJ2+2fu(¢)
Der Nenner dieses Ausdrucks ist # 0 wenn |[c—al| > 1 und |[c—b| > 1 sind,
was auch geometrisch—anschaulich eine verniinftige Annahme darstellt: Anfangs- und

Endpunkt liegen ausserhalb des Kreises um c.
Damit konne wir unsere Bestimmungsgleichung 0 = w'(¢) fiir das Minimum in

0=g(¢) =L(P) fo(d) +La(d) fr(d)

w'(¢)

umformen. Da

9'(d) = ty(d) fa(d) + Lo () £ () + Lo (D) () + Lald) Fy ()

20730 viel Normalisierung kann und darf schon sein.
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ist, konnen wir nun (versuchen,) ¢ tiber eine univariate Newton-Iteration oder tiber
Bisektion zu bestimmen.

Betrachtet man die Menge der Punkte x, fiir wie w(x) konstant ist, also die Niveaulin-
ien von w, dann ist dies gerade eine Ellipse mit den beiden Brennpunkten a und
b. Diese Ellipse hat die beiden Halbachsen o und B, die die Bedingung o? + p% =
l|a — b]|? erfiillen. Jeder Punkt auf der Ellipse hat dann in der Summe den Abstand 2«
von den beiden Brennpunkten und die Suche nach dem kiirzesten Weg ist dquivalent
zum Auffinden der Beriihrellipse mit der grofien Halbachse «, siehe Abb. A.7. Dazu

Abbildung A.7: Beriihrellipse an die Kugel und der zugehorige kiirzeste Weg.

empfiehlt es sich, ein paar Vereinfachungen zu machen. Wir setzen e = |ja —b||, und
wdhlen a = [—e, 0], b = [0, e] und legen damit den Ursprung in die Mitte zwischen den
beiden Punkten. Die Gleichung fiir die Ellipse ist dann

2 2

X Yy 2 2 2 2
atpr=l Wp==labl3, (A27)

und die der Kugel ja bekanntlich
(x —cq )2 +(y— cz)2 =1 (A.28)

Dieses Gleichungssystem aus (A.27) und (A.28) hat im allgemeinen vier Losungen,
beispielsweise, wenn ¢ = 0 und < 1 < « ist. Zwei der Losungen sind anschaulich
sofort klar, ndmlich der nachste Punkt wie in Abb A.7 und die Beriihrellipse an den
fernsten Punkt des Kreises. Die beiden anderen Losungen entsprechen Ellipsen mit
negativer Halbachse, deren ,Mittelpunkt” im Unendlichen liegt, was zu Beriihrhyper-
beln an den Kreis fiihrt. Das wird sich auch in unserem Fall nicht d4ndern, und wir
miissten « so bestimmen, daf} es zwei komplexe und eine doppelte reelle Losung des
Gleichungssystems gibt. Dieses Problem lédsst sich mit Methoden der Computeralgebra
angehen, ist da aber dann schon ein echter Hértetest, siehe [34].
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Um das Problem ausgehend von dieser geometrischen Uberlegung numerisch anzuge-
hen, verwenden wir die parametrischen Darstellungen von Kugel und Ellipse als

sin ¢
cos ¢

K() = c—r { > oiny

}, E(p) = { o sin } b, € [—m, 7.

Wir miissen also «, ¢ und 1 so bestimmen, dafs wir einen Beriihrpunkt erhalten, dafs
also die Tangenten

/ _ cos ¢ / | o«cos
K(d))__r[—sind)}’ E(d))_{—ﬁsinlb}

kollinear sind: K’(¢) = AE' (), A # 0. Da die Tangentialvektoren nie = 0 sind, kénnen
wir ohne weiteres A # 0 fordern. Setzen wir s¢, = sin @, c¢ = cos ¢ und dasselbe fiir
P, dann erhalten wir das Gleichungssystem

Cl —TS¢ — XSy,
= Ccp—Tcgp— Py,
= AXCy —TCq,
= AP sy —TSsy,

o © O© O

zusammen mit den Nebebedingungen

2 2

0 = s¢+c¢—1,
_ 2 2

0 = s¢+c¢—1,

0 = ocz—Bz—ez.

Und das sind nun wieder sieben Gleichungen in den sieben Unbekannten sg,, c¢, Sy,
cy, &, B, A, die sich sehr einfach und schnell mit dem Newton—Verfahren losen lassen
(etwa fiinf bis sechs Iterationen fiir die optimale Genauigkeit von 10~'°). Insbesondere
ist die Jacobi-Matrix sehr einfach und kommt ohne komplizierte oder numerisch un-
genaue Operationen aus.

Ein wenig trickreich ist hierbei allerdings die Wahl des Startwerts. Eine verniinftige
erste Naherung ist der Schnittpunkt der Verbindung zwischen ¢ und dem Mittelpunkt
(0,0) der Ellipse mit dem Kreis. Dieser Verbindungsvektor ist gerade 0 —c = —c und
der Schnittpunkt

BRI
o ] lellz

lly—(0,—e) [, + by — (0, )
2 7

Yy=cCc— : C::c—r{sd’}
lefl2 C4

Der zuriickgelegte Weg w(y) ist

ly =0 =€)l +lly=(0e)ll =20, =«
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woraus wir B = v o> — e und die Ndherungen fiir

C1 — TSy - C2 —TCy

gll,:T, Cl])_ B

erhalten. Das konnen wir noch zu

S Ty
S = ——— und Cp = 5——=
b sfp + cfb b sfb + cfl)

normieren und haben so den Winkel in der Ellipse angenédhert. Nachdem die Tangen-
ten gegenldufig sind, ist A = —1 ein ganz gut geratener Wert. Das Ganze funktioniert
gut, solange c zwischen den Brennpunkten liegt, genauer, wenn sich die Projektion von
c auf die Verbindungsgerade der Brennpunkte zwischen den Brennpunkten befindet.
Ansonsten divergiert gelegentlich das Verfahren oder konvergiert gegen die andere
Extreml6sung, ndmlich den Kreispunkt, der zum lingsten Weg gehort.

A.6 Nulistellen von Polynomen

Eine Schwierigkeit des Newton—Verfahrens, die wir bisher noch gar nicht so recht in
Betracht gezogen haben, ist die Bestimmung der Ableitung. Wenn man diese nicht
gerade explizit kennt, wie beispielsweise bei Sinus und Cosinus, ist es normalerweise
schwierig und aufwendig, sie zu bestimmen — gliicklicherweise mit einer Ausnahme,
das sind die Polynome.

Dazu erinnern wir uns an das Hornerschema zur Auswertung eines Polynoms

n
px)=> ppd,  pn#0,  x€ER,
=0

an der Stelle & € R. Die Berechnungsregel lautet
4n = Pn, q; = q;(&) = & gj41 +pj, j=n—1,...,0 (A.29)

wobei dann p(&) = qo(&).

Lemma A.9 Fiir & € R erfiillt das Polynom

n—1

ax) =)y q(8)¥, x€R,

—

die Bedingung
pP(x) =qo(&) + (x—&)q(x),  x€eR. (A.30)
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Beweis: Iteration von (A.29) liefert, dafs

n—j
q]:ij+k£,k, j:O,...,Tl,
=0

also ist

n—I1

(x—=&) q(x)+qo=(x—&) q)+1XJ+QO—QO+Zq]+1X’+] Ziqm (&),

:

j=0 j=0 j=0
nv
— Z q]x]
j=0
und
n—1 . n—1n—j—I n—1n—j
Eqipi(8) X = ) > pjand W P4k X
j=0 j=0 k=0 j=0 k=1
n n—j n
= Z PJ+k‘E X — ZP]XJ Z qjx’
=0 k=0 =0
—_—
:qj
O
Korollar A.10 Fiir & € R ist
p (&) =q(&). (A31)
Beweis: Ableiten von (A.30) nach x ergibt
p'(x) =q(x)+(x—¢&) q'(x),
was mit x = & sofort (A.31) liefert. 0

Um g auszuwerten kann man nun wieder auf das Hornerschema zuriickgreifen
und die gerade berechneten Werte g;(¢) verwenden. Das ergibt ein zweizeiliges Horner-
schema

Tn = qn = Pns q; :qu+1+Pj, Tj :érj+1+qj, j=n—1,...,0. (A.32)

Korollar A.11 Fiir ein Polynom p € Tl und & € R berechnet das zweizeilige Hornerschema
(A.32) die Werte p(&) = qo und p’(&) = 7.
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T#

%# Horner2Z.m

%# Hornerschema mit Ableitungsberechnung
7# Daten:

% p Koeffizientenvektor

%  x Punkt

function [q,r] = Horner2Z( p,x )
n = length(p);

for j=n-1:-1:2
q = x*q + p(j);
r = X¥r + Q;
end
q = x*q + p(1);
%endfunction

Programm A.1 Horner2Z.m: Das zweizeilige Hornerschema.

Unter Verwendung des zweizeiligen Hornerschemas konnen wir nun sehr einfach
das Newton—Verfahren fiir Polynome programmieren und so die Nullstellen von Poly-
nomen bestimmen. Unter gewissen Voraussetzungen kann man sogar ,extreme” Null-
stellen finden.

Proposition A.12 Sei p € TI,, ein Polynom mit n reellen Nullstellen & < --- < &,. Dann
konvergiert fiir alle Startwerte x'© > &, bzw. x©) < &; das Newton—Verfahren gegen &, bzw.

&r.

Beweis: Wir bemerken zuerst, dafs nach dem Satz von Rolle alle Nullstellen von
p’,p”,... zwischen &; und &, liegen. Da p keine weiteren Nullstellen hat, ist entweder
p(x) > 0,x > &y, oder p(x) < 0, x > &,. Nehmen wir den ersten Fall anZ%. Da, fiir
X > En/
0<P(X) =P(En)+P/(€) (x—&n), & e l&n, X,
=0

und da p’ rechts von &, keine Nullstelle mehr hat, ist also p’(x) > 0, x > &;. Sei nun
& < &, die groBte Nullstelle von p’, dann ist fiir x > &, > &’ auch

0<p'x)=p" (&) +p" (&) (x=¢&), &€ [&x],
W—/

=0

208Das ist keine Einschrankung, ansonsten ersetzen wir p durch —p.
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Ti#

%# PolyNewton.m

%# Nullstelle eines Polynoms mit dem Newton-Verfahren
%# Daten:

% p Koeffizientenvektor

%#  x0 Startwert

% t Toleranz

function x = PolyNewton( p,x0,t )
x = x0; x0 = 1-x0;
[f,ff] = Horner2Z( p,x );

while ( abs(f) > t ) && ( abs(x-x0) > t )
x0 = x;
x =x - f/ff;
[£,£ff] = Horner2Z( p,x );
end
%endfunction

Programm A.2 PolyNewton.m: Nullstellen von Polynomen mit dem Newton-
Verfahren.
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das heifit, p”(x) > 0, x > &, und mit Iteration dieses Arguments erhilt man, daf8

sgnp(j)(x) = sgnp(x), x>&, j=1,...,n

Insbesondere ist p rechts von §;, konvex und damit ist
(k+1) (k) P <X(k)) (k)
X =X — m <X,
~—
>0

solange x(&) > & Bleibt zu zeigen, daf$ auch x> ¢ Dazu bemerken wir, dafl

2
0 = plen) =p (x¥) + (& —xM)p’ (x") + wp' (&)

>0

- () (k) (4)
und, nach der Iterationsregel, p (x(k]> = (x(k) — x(k“)) p’ (x(k)), also

0> (X(k) X g —x(k)) o’ <x(k)> _ (;m _X(k+n> P’ (X(kJ>I
—
>0
und damit x¥*V > £ . Da die Folge x¥) monoton fallend und > §&,, ist, muR sie einen
Grenzwert x* besitzen und da

()
% = [ x| S0
p’(x

konvergiert, mufs p (x*) = 0 und damit x* = &, sein. U

Damit haben wir eine ,Strategie”, alle Nullstellen eines Polynoms zu finden: Man
startet das Newton—Verfahren nach Moglichkeit ,weit genug” rechts oder links, findet
eine Nullstelle???, dividiert diese ab und sucht weiter, bis man schlieflich alle Null-
stellen gefunden hat. Das Abdividieren von Nullstellen ist nicht weiter schwer: Fiir
£ € Rist

n n—2 n—1
g a; X =an X" (x— &)+ (an_1 + an&) X"+ E a; X =an X" (x— &)+ E b; X
j=0 ~ j=0

=bn_1 j=0 ::bj

die zugehorige Funktion ist in DivideZero.m implementiert. Um nun alle Nullstellen
zu finden, dividiert man eine gefundene Nullstelle ab und verwendet sie gleichzeit-
ig?10 als Startwert fiir das nichste Newton—Verfahren.

209 Am besten natiirlich die betragsgrofite oder betragskleinste.
210In der Hoffnung, dag sie eine extremale Nullstelle war.
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i

%# DivideZero.m

%# Abdividieren einer Nullstelle, gibt gemachten Fehler als zweiten Wert
%# zurueck

%# Daten:

%# p Koeffizientenvektor

%  x Nullstelle

function [q,err] = DivideZero( p,x )
n = length( p );
q = zeros( 1,n-1 );

for j = n:-1:2
t =qC j-1) =pCj);
pC j-1 ) = p(C j-1 ) + t*x;
end
err = p( 1 );
J%endfunction

Programm A.3 DivideZero.m: Abdividieren einer Nullstelle.
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T

%# PolyZeros.m

%# Finde Nullstellen eines Polynoms mit vorgegebener Toleranz und durch
%# Abdividieren

%# Daten:

%% p Koeffizientenvektor

%t x0 Startwert

% t Toleranz

function z = PolyZeros( p,x0,t )
n = length( p );
z = zeros( 1,n-1 );

x0;

X

for j = 1:n-1
z( j ) = x = PolyNewton( p,x,t );
disp(x);
p = DivideZero( p,x );
end
%endfunction

Programm A.4 PolyZeros.m: Newton—Verfahren mit Adividieren.
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Beispiel A.13 Leider ist die hier vorgestellte Variante des Newton—Verfahrens nicht tibermiifSig
stabil, insbesondere das Abdividieren fiihrt zu Problemen.

1. Betrachten wir das Polynom

13

p)=]] (x—Z*j> ,

j=0

siehe [41, S. 259-260]. Startet man das Newton—Verfahren mit der grofiten Nullstelle
x© =1, dann erhilt man die folgenden Nullstellen®!!

x € R,

e=10"° e =1
Exakt Berechnet | rel. Fehler | Berechnet rel. Fehler
1 1 0 1 0
0.5 0.50580 | 0.011600 0.5000 | 2.6645 x 1071
0.25 | —0.13001 | 1.5201 | 0.25000 | 2.1575 x 10~
0.125 —0.24151 2.9321 0.12500 | 1.1627 x 10~°
0.0625 — 0.062352 0.0023729
0.03125 0.039506 0.26421
0.015625 —

der Startwert x'°) = 2 liefert sogar das noch weniger begeisternde Ergebnis

e=10""° e=1l
Exakt Berechnet rel. Fehler Berechnet rel. Fehler
1 1.0000 | 85183 x 10~ 10| 1.0000 | 2.2204 x 10~1¢
0.5 0.50580 0.011592 0.50000 | 2.4125 x 1012
0.25 | —0.12996 1.5199 0.25000 | 1.3175 x 1078
0.125 | —0.24163 2.9330 0.12500 | 3.1917 x 107
0.0625 — 0.058106 0.070300
0.03125 0.054892 0.75654
0.015625 =

2. Ein anderes ,,Monster” ist das schon klassische Wilkinson—Polynom

px)=(x—1)---(x—20), x € R,

mit den ganz sauber getrennten Nullstellen 1,...,20. Dieses Polynom hat die Run-
dungsfehleranalyse sehr stark motiviert und beeinflufSt, siehe [47]. Die Details sind in
[44, 45] ausgearbeitet. Die Koeffizienten dieses Polynoms sind sehr grof8 (bis zur GrofSenord-
nung 1 0'8) was relative Fehler unvermeidlich macht, und das Problem ist extrem schlecht
konditioniert beziiglich dieser Nullstellen. Deswegen ist eine numerische Berechnung
praktisch unmaoglich.

211y bedeutet, daB die Rechnung nicht mehr terminiert, also das Verfahren sich ,aufhangt”.
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A.7 Quadratur nach Art des GauBes

In diesem “Bonus—Abschnitt” sehen wir uns noch an, wie Gaufs die Knoten und Gewichte
der Gaufi-Quadratur fiir das Intervall [0, 1] hergeleitet hat. Gaufs selbst hat mit formalen
Potenzreihen gerechnet?'? und sich um Fragen der Konvergenz, die man sich zu dieser
Zeit auch nicht unbedingt gestellt hat, gekiimmert. Man kann aber zeigen, daf3 alle be-
trachteten Reihen tatsdchlich auf einem passenden Bereich konvergieren — und nur da
sieht man sie sich dann auch an. Auch bei der Darstellung der meisten Rechenschritte
versuche ich hier, den “Gauf8schen Geist” beizubehalten, also eine (freie) Ubertragung
der Originalarbeit [9]. Doch zuerst die Ubungsaufgaben fiir das Selbststudium.

I"Jbung A.3 [Kettenbriiche] Seien Zahlen vy, wy, k € INp, gegeben. Dann heifst, fiir
n €N,

vil vyl V| 2
Cn5:_+_+"' no_ Vs , Co::O,
wr  wy lwn

Wy +

n—te Konvergente des Kettenbruchs

vi[ Vv B \2
w1 w2 wq +
Wo+

Zeigen Sie:
1. Sei C,, = V. /W, Dann erfillen V;, und W,, die Rekursionsformeln

Vo =0, Vi =vy, Vg1 = WiV +vn 1 Vi

, meNN.
Wo =1, W1 =wy, Wit = Wy iWh + v i Whg

2. Firn € Ny gilt

ﬁ . VTL+1 — (_])n+1 A% 'VTL+1
Wn Wn—H Wan—H ’

und damit die (formale) Identitat

o0
vil vy K V1 Vit
R M (o Pl
Wi wy

212Ja, wirklich gerechnet!
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3. (D. Bernoulli) Fiir jede Folge von reellen Zahlen ¢, n € Ny, mit ¢, 1 # cn gibtes

einen Kettenbruch
vil vl o v3
wr - lwy  wz

so daf3 | |

CT‘L —_ — _|_ “ e _|_ -

|W1 |Wn
ist, und zwar

v =¢q, wy =1,
Cho1—C C Cn_2
V= — T, Wp=—1—"% n>2
Ch—1—Cn—22 Cn—1 —Cn—22

%

fJbung A.4 [Quadratur 4 la Gaufs] Seien paarweise verschiedene Knoten x¢, x1,...xn €
[0, 1] gegeben und sei

w(x) = (x—=x%0) -+ (x —%xn) € Mny1.
Auflerdem seien wg(x) und w;(x) gegeben durch
w(x) Z 1y X7 = wi(x) + wa(x), wi €T, wa(x) = Z cjx*j.
j=0 j=1

1. Zeigen Sie:

1
t
J w()dt:cm(xk), k=0,...,n,
0o t—xx

und bestimmen Sie daraus die Gewichte w;‘, j =0,...,n, der zugehorigen inter-
polatorischen Quadraturformel

n

Q) =) wif(x).

j=0
2. Seien 05, j € Ny, die Fehlermomente der Quadraturformel Q;,, d.h.,

6; == J1 tdt— Qn ((-)j) ,

0

und sei

O(x) = Z Gj_1x_j.
j=1
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Untersuchen Sie den Term

und zeigen Sie, daf3

O(x) = , x € R\ {0}.

Hinweis: Verwenden Sie fiir 0 # t € R eine Taylorentwicklung der Funktion
(t —x)~ ! nach x um den Punkt x = 0.

3. Betrachten Sie die Kettenbruchentwicklung

und zeigen Sie (Notation wie in der vorhergehenden Aufgabe): W, ist ein Poly-
nom vom Grad n in x und setzt man setzt man w(x) = Wy1(x), so gilt

4. Folgern Sie daraus, daf$ die Quadraturformel beztiglich der Nullstellen von W, 1(x)
(warum hat dieses Polynom n + 1 Nullstellen?) Exaktheitsgrad 2n + 1 hat.

o

Bestimmung der Gewichte. Da wir eine interpolatorische Quadraturformel im Auge haben,
ergeben sich die Gewichte als w; = I (¢;),j =0,...,n. Bedenkt man, daf

w’ (x5) (—x)

dann besteht der “interessante” Teil der Bestimmung von wj in der Berechnung des
Wertes I (w/ (- —x%j)). Seinun w = x™" + anx™ + - - - 4+ ap, dann ist, da w (x;) =0,

4= j=0,...,m, (A.33)

w(x) =w(x) —w (x) = <xn+1 —XJT‘H) +an (xn—x}‘) +-tar (x—x%) .

Daflirk=0,...,n
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erhalten wir, daf$ fiir x € R\ {Xj}

w(x)

="+ R T A T SRR S i
) + anxX™ 4+ apx™? X + o+ anx}"]
+ @™ 4 e apx]

+ aj

und damit

+ (1]1(])
= Bn t Xeno1 + XHa2 oo+ X
+ Mt G2 + oo+ anX T
+ QniMHn—2 + -0 an—1XJn_2PLO
+ aiHo

= Hn+ HUpn—1 (Xj—f—an)—l—...—l—po (X}l+anx”’]+---+a]>

j
n n
_ n—k n—s
= E 16% (xj + E asxj )
k=0

s=k+1

. /

:((U (')7k)|ﬂ(xi)
= wi(x)

Zusammen mit (A.33) liefert dies, dafs

X.
wf*:l(ej)zwl(]), j=0,...,m. (A.34)
w’ (x;)
Eine kleine Bemerkung am Rande: (A.34) ist noch eine Formel, um nur aus der Ken-
ntnis der Knoten und der Momente die Gewichte der interpolatorischen Quadratur-
formel zu bestimmen, und das gilt fiir alle Integrale 1.
Bestimmung der Fehlermomente. Da?!d fiir a,x € R, a #x,
dj -

@(a—xr] =jl(a—x)77",

213Tnduktion!
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N I . . wy
konnen wir fiir j = 0, ..., n die Taylorentwicklung von ;—- nach x; um x; = 0 als
)

wi 00 yk (dk 1 ) 00 xk 1 o xk
Lo (S )| w3
w w w
) | Ky — ) | k+1 ) k+1
X — X — K dxj X —X; =0 = k! (x —x;) - =X
bestimmen und erhalten somit, dafs
n W* n n n
) —1 * -2 * 3 * 2
Do = X WY wix T ) wixg
j=0 ) =0 j=0 =0
— —
=Qnr(1) =Qx((+)) =Qx((1)2)
o0 o o * k o
_ Z Hx (Hk k—Sn <( ) )) _ Z (L1 — O 1) x k= p'k_kl_@(x)’
X X
k=0 k=1 k=1
also
= Mkl Wj*
O(x) = —_—— . A.35
=3 By (A3
— ]_
=M(x)

Da die Quadraturformel interpolatorisch ist, ist auf alle Falle 0;=0,j=0,...,m, das
heifdt,

o0
0; _ _
O(x) = § ij.] = x 2 <6n+1 +Oni2x 1 + - )
j=n+1

und damit besitzt die Funktion x — w(x) ©(x) nur negative Exponenten. Nun ist, mit
(A.35),

— )
w(x) O(x) Z — X) w(x) M(x) — w(x) Z T
j=0 j=0
n
= W_/—f—wz ZW] X — x:
€T j=0 2
el

Also ergibt der polynomiale Teil die Identitét

0y ijjxj (A.36)

=0
und, weil w(x) O(x) nur negative Potenzen von x enthilt, erhalten wir

ws(x) = w(x) O(x). (A.37)
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Kettenbriiche. Jetzt verwenden wir die Bernoullische Formel aus Aufgabe A.3, um die
Koeffizienten vj und wj der Kettenbruchentwicklung

o0
5V V2
M(X):ZHHX J:m+m+...
j=1

zu bestimmen, und zwar ist, mit

j
cj = Z 1 x 5§ €N,
k=1

zuerst einmal vi = yp und w; = x sowie

Cj—1—6 1 X7 -1 .
v = — I _j+]:_J X i>1,
CG—1—6-2 Hj-2X Hj—2

sowie ) .
G —Cima _ WX WX W1
Cj—1—Cj2 pj_px ] W2

wj = +1, j> 1.

Multiplizieren wir nun®' jeweils v; und wj mit x, dann erhalten wir da v; = 1, w; = x

und w w

~7l gnd owy=x4+ 9 j>2 (A.38)
Hi—2 -2

Insbesondere ist V; € TT;_; und Wj € T1;, j € IN, und fiir alle m € IN ist nach Teil 2 von

Aufgabe A.3

V) & (Vi) Ve
M) = g = 2 (wm ) _wk(x)> -

k=m

V; =

- 1k V1 Vi
S
=m

. (X)W1 (x)

Da man fiir p € Tl; die Laurententwicklung

1T & x
- = Z Xk X
p pr
erhalt?!?, ist also
M(x)—VL](X)— i (—1)k M i X
- - k+17
Wanl) ~ o WabWan (] | 4o %
€M1

214Das andert den Wert des Kettebruchs nicht.
215Wie man das beweist? Einfach mit p durchmultiplizieren, das liefert dann die Bedingungsgleichun-
gen fiir die «;, j > n.
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oder -
(06
M(x) Wi (x) = Vot () + Waia (%) 3 5. (A.39)
k=2n+2

Exaktheit der Quadraturformel. Da Wy, 41 durch eine Drei-Term—Rekursionsformel definiert
ist, hat es n + 1 verschiedene reelle Nullstellen, x)?k ,j=0,...,n. Dann ist

w(x) == (x—xg5) - (x —x3)

ein Vielfaches von W, ;1 und es ist

wi(x) + wi(x) = M) *(x) = Vs () + " (x) Y,
k=2n+2

das heifit, wenn wir nur die Terme mit negativem Exponenten betrachten,

=

k

w;(x) = w*(x) Z )
k=2n+2

und damit liefert (A.37), dafs fiir diese Knotenwahl

— O_1  O(x) = wilx) o o
2 SE=8=0r= 2 S
k=1 k=2n+1

also, nach Koeffizientenvergleich, daf 6y = - - - = 025,11 = 0. Das war’s!
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