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Statt einer Leerseite . ..

The presence of those seeking the truth is infinitely to be preferred to the presence
of those who think they’ve found it.

T. Pratchett, Monstrous regiment

What are the digits that encode beauty, the number-fingers that enclose, transform,
transmit, decode, and somehow, in the process, fail to trap or choke the soul of it?
Not because of the technology but in spite of it, beauty, that ghost, that treasure,
passes undiminished through the new machines.

S. Rushdie, Fury

Although this may seen as a parodox, all exact science is dominated by the idea of
approximation.

B. Russell

Und eine Bemerkung zur in diesem Skript verwendeten Orthographie:

Ich spreche und schreibe Deutsch. Das grofe, weite und tiefe Deutsch, das die
Reformer nicht verstehen. Und nicht ertragen.

R. Menasse
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2 1 KETTENBRUCHE UND WAS MAN MIT IHNEN ANSTELLEN KANN

That’s the reason they’re called
lessons,[. . .] because they lessen from
day to day.

L. Carroll, Alice’s adventures in
wonderland

Kettenbriiche und was man
mit ihnen anstellen kann

In diesem Abschnitt wollen wir uns erst einmal einen ganz groben Uberblick iiber Kettenbriiche
verschaffen und uns so ansehen, mit welchen Objekten sich die Vorlesung befassen wird und
was man iiber diese Objekte sagen kann. Er dient mehr als Motivation denn als systematische
oder strukturierte Einfiihrung.

1.1 Die erste Definition

Ein Kettenbruch, also das “Studienobjekt” dieser Vorlesung, ist ein Bruch, dessen Nenner wie-
der als Kettenbruch geschrieben ist. Nun gut, selbstreferenzierende Definitionen sind nicht
wirklich gut, also machen wir uns gleich einmal an die formale Definition.

Definition 1.1 Zu Zahlen ay, . . ., a, € Z ist der zugehorige Kettenbruch die rationale Zahl
1

lag; ay, ..., a,) = ag+ i (1.1)
a; +

. +

Up—1 + —
n

Diese “Piinktchennotation” ist weder wirklich exakt noch ist der Kettenbruch auf diese Weise
wohldefiniert, denn es ist ja nicht garantiert, daf} der Kettenbruch iiberhaupt wohldefiniert ist.
Wir brauchen uns nur die Félle anzusehen, in denen beispielsweise a,, = 0 oder a,,_1 = —1/a,
ist — beide Male wiirden wir durch Null dividieren. Eine einfache rekursive Definition des Ket-
tenbruchs erhalten wir, wenn wir beriicksichtigen, da3 der Nenner des “gro3en” Bruchs in (1.1)
ja wieder nichts anderes als der Kettenbruch [a;; as, . . ., a,] ist und wir somit

1 1
lag; a1] = ap + —, lag; as, ..., an) = agp + ————
a1 [a1;a27"'7an]

., neN,  (12)
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erhalten. Die rekursive Definition zeigt uns nun auch schon, was in den “degenerierten” Fillen

passiert: Ist beispielsweise [ag; apy1, - . ., a,] = 0, dann ist!
1
lag-15 a8, ..., a,] = ak_1+[a,a o]~
ky Wk+1s -+ Un
1
[ak—2; Qp=1,...,0n] = ap_o+ ar 10 ] = Qg2
k=1, Uky .-y Un

und wenn nicht gerade a,_» = 0 ist, dann geht eigentlich alles wieder normal weiter. Man
sieht also: Division durch Null ist bei Kettenbriichen eigentlich nicht so dramatisch. Trotzdem
konnen wir die Schwierigkeiten mit der Division durch Null dadurch vermeiden, daf} wir die
Parameter in unseren Kettenbriichen als ay € Z und a; € N wihlen

Natiirlich miissen wir Kettenbriiche nicht auf ganzzahlige Koeffizienten einschrinken, wir
konnten auch [ro;rq,...,r,) mit r; € Q\ {0} betrachten’. Eine einfache Formel, die einem
dann sofort in den Schof fallt ist, daf

1
lag; ay, ...,y ... a,] = ag+ i
ay + . I
.. _"_
1
' An—1 + -
1
CL1 + ] 1
e Qp—1 +
[ar onrry -2
[ag; ar, ..., ag—1, [ag; apr1, - - - s an)]
= [aﬂ;alv"'aak—lark’]
unter Verwendung des Restes 1, := [ak; Gkt1, - - -, Gp). Solange man a; € Z \ {0} oder r; €

Q \ {0}wihlt, ist selbstverstindlich der Kettenbruch ebenfalls eine rationale Zahl, was man,
wenn man es nicht glaubt, ganz einfach durch Induktion iiber die Anzahl der Parameter und
die Formel (1.2) beweist; alles, was man braucht ist die tiefschiirfende Erkenntnis, daf} die
rationalen Zahlen unter Addition und Bildung des multiplikativen Inversen abgeschlossen sind.

Nun ist ja jede endliche Folge ay, ..., a, von Zahlen ja Anfangssegment einer “richtigen”,
also unendlichen Folge von Zahlen und wir kdnnen somit auch unendliche Kettenbriiche der

Form
1
[ao;al,...] =ag+ — 1

a + ———
a2+...

'In leicht schlampiger Schreibweise, man mdge das bitten nicht als Beweis verstehen

[P}

2Das soll die Schreibweise mit “r” anstelle von “a” auch immer signalisieren.
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betrachten. Als formaler Ausdruck ist das fein, aber was ist der Wert eines solchen unendlichen
Kettenbruchs? Eigentlich doch klar: der Grenzwert der endlichen Anfangssegmente, also

lag; ay,...] = lim [ag;aq,...,a,],
n—oo
nur haben wir erst einmal keine Ahnung, wann diese Folge wirklich konvergiert und wann also
der unendliche Kettenbruch wirklich konvergiert. Wir werden allerdings sogar ein Kriterium
angeben, das auBBerdem noch sehr handlich ist.

Satz 1.2 Fiirr; € Q r; >0, j € N, konvergiert der unendliche Kettenbruch [ro; 11, . . .| genau

dann, wenn
o0
E rj = 00
j=0

ist. Insbesondere ist das der Fall fiir a; € N.

Man sieht also — besonders brav werden die unendlichen Kettenbriiche sein, wenn man aq, ao, . . .
als natiirliche Zahlen wihlt. Da dann der Kettenbruch [a;; as, . . .| positiv ist, erlauben wir uns
immerhin ay € Z um so auch negative Zahlen erzeugen zu konnen. Und tatschlich bekommen
wir auf diese Art und Weise auch tatschlich alles.

Satz 1.3 Jede reelle Zahl x € R ldsst sich als Kettenbruch [ay; ay, .. .| darstellen und dieser
Kettenbruch ist genau dann endlich, wenn x rational ist.

Tatschlich haben die Griechen nach der Entdeckung der Irrationalitit® nicht etwa “normale”
Briiche sondern Kettenbriiche fiir die erste “Definition” reller Zahlen verwendet, zumindest be-
hauptet das [18, S. 359], der seinerseits wieder auf [1] verweist. Und das war auch wirklich eine
sehr gute Wahl, denn wir werden sehen, daf3 Kettenbriiche relle Zahlen bei gleichem Aufwand
(also gleicher Zahl von Ziffern) wesentlich genauer approximieren — wir betreiben hier also Ap-
proximation von reellen Zahlen durch rationale Zahlen. Und in der Tat wird sich herausstellen,
daf die “beste Approximation” an eine irrationale Zahl unter allen rationalen Zahlen mit einem
bestimmten Hochstnenner im wesentlichen der zugehorige Kettenbruch ist.

Und es wird sogar moglich sein, die am schlechtesten zu approximierende irrationale Zahl
anzugeben, ndmlich den goldenen Schnitt %5; dabei ist die schlechte Approximierbarkeit der
Preis fiir die besonders einfache Kettenbruchdarstellung [1; 1,1, .. .].

1.2 Kettenbriche von Polynomen

Kettenbriiche lassen sich fiir die verschiedensten Objekte definieren: wir haben schon Z \ {0}
und QQ gesehen, aber man erkennt relativ leicht, da3 man Kettenbriiche eigentlich {iber jedem
Ring* betrachten kann, fiir die Existenz von Kettenbriichen aber euklidische Ringe® vorzuziehen

3Und wer die Geschichte mit den Pythagoriern immer noch nicht kennt findet sie beispielsweise in [14, 24] in
sehr popularwissenschaftlicher Form.

“Das ist, grob gesagt, eine Struktur, in der man “verniinftig” addieren und multiplizieren kann.

>Division mit Rest spielt bei der Kettenbruchentwicklung eine wichtige Rolle.
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sind. Daher werden wir auch Kettenbriiche von Polynomen untersuchen, also Ausdriicke der
Form

[pO;pla-'wpn]a pJGH:K[:E]

fiir einen geeigneten Korper K. Das fiihrt dann natiirlich zu rationalen Funktionen, also zu
einem Ausdruck der Form

f(z)
g(x)
“Normalerweise” ist dabei jedes der p; ein lineares oder konstantes Polynom, also ein Poly-
nom vom Hochstgrad 1. Auch hier gibt es eine Approximationstheorie, also den Versuch, eine
vorgegebene Funktion®, dargestellt durch eine Potenzreihe’, moglichst gut durch ein rationa-
les Objekt® anzunihern, und zwar so, daB moglichst viele Terme in der Reihenentwicklung der
rationalen Nédherungsfunktion mit denen der zu approximierenden Reihe iibereinstimmen.

Kettenbriiche mit besonders einfachen Koeffizienten in (1.3) sind natiirlich die, bei denen
jedes p; ein lineares Polynom ist, also p;(z) = «a;z + ; gilt. Diese Kettenbriiche haben nun
wieder einen engen Bezug zu orthogonalen Polynomen, also Polynomfolgen f; € II, j € Ny,
mit der Eigenschaft, daf3

<f]7fk>:C]5j,k7 C]>Oa jakENO

Orthogonale Polynome zu inneren Produkten lassen sich nun sogar durch Kettenbriiche charak-
terisieren und parametrisieren.

[po(2);p1(2), ..., pa(x)] = : f.g€ell (1.3)

Satz 1.4 Fiir jede Folge f;, 7 € Ny, von orthogonalen Polynomen gibt es Koeffizienten a;; < 0
und 3;, 7 € Ny, so daf3
g5 ()

0;oqz + By, ..., 050 + (4] = Ti(2)

und umgekehrt.

SchlieBlich wird es uns diese Theorie erlauben, orthogonale Polynome und Quadraturformeln
iiber die Kettenbriiche zu konstruieren — und so hat GauB} tatschlich auch seine “Original GauB3-
quadratur” bestimmt, siehe [9] — und den GauB3schen Ansatz und seine Idee wirklich zu verste-
hen. Die besteht darin, dal die komponentenweise Grenzfunktion der Kettenbriiche zu einem
Integral, das heil3t, einem inneren Produkt mit der Eigenschaft

(f,g9) = /Rf(x)g(:v) w(x)dz, w >0,

einfach zu beschreiben ist: Es ist die Laurentreihe’ zur Momentenfolge, also

flx) = Z’uj_l x, [ = / v w(z)dz, j € Np.
j=1 R

®Entspricht der “rellen Zahl”.
"Genauer, eine Potenzreihe in 271, also eine Laurentreihe.
8Entspricht dem Kettenbruch.
Oder “generating function”.
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1.3 Digitale Signalverarbeitung

Aber noch ein weiteres Problem soll uns interessieren, bei dem Kettenbriiche eine besondere
Rolle in der digitalen Signalverarbeitung, genauer bei der Konstruktion von Digitalfiltern spie-
len. Fiir den Moment soll es reichen, daf} ein Digitalfilter mit einer rationalen Funktion f = g,

p,q € C|2] identifiziert'® werden kann, daB man ihn aber nur dann verniinftig (rekursiv) reali-
sieren kann, wenn f keine Pole im Einheitskreis hat. Das ist der Begriff der Stabilitt eines ra-
tionalen Filters. Mit anderen Worten: Damit ein rationaler Filter sinnvoll ist, muf3 gewihrleistet
sein, daB ¢(z) keine Nullstellen im Inneren des Einheitskreises hat. Mit der gebrochen linearen
Transformation z = f}—ﬂ ist das dasselbe wie die Forderung, daB ¢(w) alle seine Nullstellen in
der linken Halbebene haben muf}. Solch ein Polynom nennt man Hurwitz—Polynom und genau
diese Polynome werden wir im Satz von Stieltjes mit Hilfe von Kettenbriichen charakterisieren,

und zwar mit Kettenbriichen der Form
[CO; dl TyCrye )dnxa Cm} )

in denen sich skalare und lineare Faktoren abwechseln. Zihler und Nenner der zugehorigen ra-
tionalen Funktion ergeben dann zusammen, wenn man sie richtig mischt, ein Hurwitz—Polynom
und jedes Hurwitz—Polynom 148t sich umgekehrt auch so zerlegen.

1.4 Und was gibt’s noch?

Natiirlich sind die Punkte in dieser Vorlesung nur Teilaspekte der Kettenbruchtheorie. So findet
sich beispielsweise in [17] ein MaBitheorie der Kettenbriiche (wie verteilen sich Kettenrbriiche
auf der reellen Achse) und das zweibidndige Werk von Perron [22, 23] enthilt noch einiges, was
hier nicht einmal ansatzweise erwdhnt wurde, beispielsweise die Frage, wann ein Kettenbruch
auch im Sinne einer Potenzreihe gegen eine analytische Funktion konvergiert. Aber anstatt zu
jammern, was wir alles nicht machen werden, sollten wir besser loslegen!

!Hier brauchen wir wirklich komplexe Polynome, auch wenn ihre Koeffizienten zumeist reell sein werden.



And now I must stop saying what I am not
writing about, because there’s nothing so
special about that; every story one
chooses to tell is a kind of censorship, it
prevents the telling of other tales . . .

S. Rushdie, Shame

Kettenbriiche und reelle
Zahlen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Approximation von reellen Zahlen durch Kettenbriiche,
deren Koeffizienten natiirliche Zahlen sind. Das meiste Material ist aus dem Buch von Khinchin
[17], denn besser kann man es kaum machen.

2.1 Konvergenten und Kontinuanten

Unser erster Schritt in Richtung Verstdandnis der Kettenbriiche besteht darin, uns den Ausdruck

[ro;71,...,r,] einmal genauer anzusehen. Dazu definieren wir den Begriff der Kettenbruch-
theorie.

Definition 2.1 Die n—te Konvergente des unendlichen Kettenbruchs [ro;r1, .. .] ist definiert als
der endliche Kettenbruch [ro;r, ... ,Ty).

Die n—te Konvergente eines Kettenbruchs kann man immer als Quotient zweier Polynome in
ro, ..., Ty darstellen:

Pn\T0oy.--,T
ity ] = PO ). 2.1)
dn (T07 s 7rn)
Das ist trivialerweise richtig fiir n = 0!! und folgt induktiv aus (1.2):
1 n (T, .y T
[TO;Tlv"'Jrn+1]:r0+ :7’0"‘q (1 +1>7
(71579, ooy o] [ (ST
was uns sogar eine rekursive Definition von p,, 1 und ¢, liefert, nimlich
Prs1 (Tos 3 Tng1) = ToPa (T, Tnat) + @ (P15, Tig) 2.2)
Gn+1 (TOw--?rnJrl) = DPn (7417--~77an+1>7 ’
und somit ist ( )
P roy...,T
[ro;71,. . 0] = — - (2.3)
Pr1(r1, ..y 7T)

""Denn dann hat man das konstante Polynom 7.
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mit der Rekursionsformel

Prt1 (705 -+ s Tng1) =700 (71, s Tng1) + Pt (T2, -, Tig1) p2=0,p1=1

Definition 2.2 Die Polynome p,, (x, . . ., x,) heiffen Kontinuanten und wurden von Euler wenn
nicht eingefiihrt so doch untersucht.

Sehen wir uns doch einmal die ersten Beispiele an:

[7“0;] = To
1 1
[ro;mi] = 1o+ —= for
r r1
. . 1 T2 _TOT17”2+T’0+T2
roryral =m0+ (715 73] ot e+ 1 rire + 1 ’

was ja nun wirklich symmetrisch aussieht.
Ubung 2.1 Beweisen Sie die Symmetrieeigenschaft
P (Zoy oo Tp) = P (T, -+, T0)

der Kontinuante, siche [18, S. 357]. &

Nachdem man ja Briiche bekanntlich auf vielerlei Arten schreiben kann'2, legen wir eine Dar-
stellung iiber die Kontinuanten fest.

Definition 2.3 Die Werte

pr =k (ro, - Tk) G = Pe-1 (11, Tk)

heifen kanonische Darstellung der k—ten Konvergente [ro;r1, ..., 1] =

S

Satz 2.4 Fiir k > 1 erfiillen die Faktoren der kanonischen Darstellung die Rekursionsformel'®
Pk = TEPk—1+ Pr-2 p-1=1,  po=ro (2.4)
W = TrQe-1+ Q-2 q-1 =0, g =1. '

Beweis: Den Fall £ = 1 haben wir oben schon nachgerechnet. Um von & nach k+1 zu kommen
benutzen wir die kanonische Darstellung

/

p
[7’1; T2, . .. 7Tk+1] = _f:
4y,
und erhalten, daf3
1 ! /7,1 + /
pkﬂ:rng Zro+q—i€=pk 0/ Qk’
qk+1 [7“1;7’27---,7’k+1] Py Py

12Eindeutig ist nur die gekiirzte Darstellung.
3Wer schon mal orthogonale Polynome gesehen hat, weil3, was uns spiter erwarten wird.
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was uns zusammen mit der Induktionshypothese!* (2.4) fiir p, und ¢}, die Rekursionen

Pk+1 = To (Tk+1 D1 +p;€—2) + (Tk+1q;§—1 + q;f—z)
= rps1 (roDy + @h1) + (roPh—s + Ghes) = Thr1 P + Di1,

Qhi1 = Thi1Pp_y + Do = Tht1 Gk + G,
was die Induktion vervollstndigt. U

Korollar 2.5 Fiir k > 0 ist
Gk Pr—1 — Pk Qo1 = (—1)%, (2.5)
bzw. i
_ —1
Py pe (217 (2.6)
k-1 qk k-1 9k

Beweis: Wir multiplizieren die erste Zeile der Rekursionsformel (2.4) mit —q;_1, die zweite
mit pr_1 und erhalten

Gk Pk—1 — Pk Qk—1 = —TkPk-1qk—1 — Qk—1Pk—2 + TkPk—19k—1 + Qk—2Pk—1
= - <Qk71 Pr—2 — Qk72pk71) == (—1)k <QOpfl — 4 po) = (—1)k,
also (2.5), was wir nur noch durch g;_; ¢, teilen miissen, um auch (2.6) zu bekommen. O

Und eine Formel haben wir noch.
Satz 2.6 Fiir k > 2 gilt

Dk DPk— —1)*ry,
Pk Q2 — @k P2 = (—1)"ry bzw. Ph_Ek2 (=1) . (2.7)
qk qk—2 qk—2 9k

Beweis: Der Beweis ist nicht sonderlich iiberraschend: Wir multiplizieren die beiden Zeilen
von (2.4) mit q;_s bzw —py_o, addieren das Ganze und landen bei

Qe Ph2 — Pk Qb2 = Tk (D1 Qb2 — Qo1 Dk—2) = —Tk(=1)F 1 = (=1)ry

gemal (2.5). U

Dieser so unschuldig erscheinende Satz gibt uns bereits Information iiber die Konvergenz
unendlicher Kettenbriiche, zumindest wenn r; € Q, j € N, wobei Q die Menge der positiven
rationalen Zahlen bezeichnet.

Korollar 2.7 Ist r; € Q4, j € N, dann ist die Folge der Konvergenten gerader Ordnung,
[ro; 71, - . ., rax], monoton steigend, die der Konvergenten ungerader Ordnung, [ro; 11, . . ., Fopi1]
hingegen monoton fallend. Auf3erdem ist

inf [ro;71, ..., Tog—1] > sup [ro;ri, ..., o - (2.8)
keN keN

14Und unter Beriicksichtigung der Indexverschiebung.
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Beweis: Ein Blick auf die Rekursionsformel (2.4) zeigt uns, da8 ¢, > 0 ist, £ € N, solange nur
alle r; strikt positiv sind". Dann liefert aber (2.7), da

Dok Patk—1) _ (=1)%F ry

Q2k  42(k-1) q2(k—1) 92k

>0

bzw.

B _1)2k+1
D2k+1 P2k—1 _ ( ) 2k+1 < 0.

q2k+1 q2k—1 q2k—1 q2k+1

Als néchstes zeigen wir, da} jede Konvergente gerader Ordnung kleiner ist als eine beliebige
Konvergente ungerader Ordnung. Dazu seien m, m’ € N gegeben und ¢ > max{m, m'}. Aus
(2.6) mit £ = 2¢ + 1 folgt, daB

-1 20+1
P2e _ Pae+1 4 ( ) < D2s+1
g2 Gq20+1 q2¢ 42041 q20+1

und die Monotonieeigenschaft der Konvergenten liefert uns

!
DPom < D2 < Dar+1 < Pom/+1
q2m Y] q20+1 qom’+1

wie behauptet — und damit natiirlich auch (2.8). ]

Halten wir es fest: Wir haben es bei den geraden Konvergenten mit einer monoton steigenden,
nach oben beschrinkten, bei den ungeraden Konvergenten hingegen mit einer monoton fallen-
den, nach unten beschrinkten Folge zu tun. Diese beiden Folgen miissen aber konvergieren und
damit hat die Folge der Konvergenten [ro;71,...,7%], & € N, maximal zwei Haufungspunkte
und der unendliche Kettenbruch ist genau dann konvergent, wenn in (2.8) Gleichheit herrscht.
Diese Form der einschlieBenden Konvergenz ist durchaus begriiBenswert, gibt sie uns doch im-
mer eine obere und eine untere Abschitzung fiir den Grenzwert — vorausgesetzt natiirlich, dafl
es iiberhaupt einen Grenzwert gibt.

Zum Abschluf} dieses Abschnitts noch zwei nette Formeln fiir Kettenbriiche und deren Kon-
vergenten.

Proposition 2.8 Fiir1 < k < n gilt

DPk—1Tk + Pk—2
lag; aq, ..., a,) = —————, Tk = [k Aty - - -, Q) (2.9)
Qk—1 Tk + Qr—2
sowie
qr
q_ = [ak;ak,l,...,al]. (210)
k—1

15 Auch ein paar Nullen wiirden nicht storen, wenn wir nur einmal einen positiven Wert erreicht haben.
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Beweis: Aus der Rekursionsformel (1.2) zur Definition der Kettenbriiche folgt'®
1
[%—1; Ak - - - 7an] = Qg1+ o = [ak—1§Tk] )
k
lak—2;ap—1,...,an] = ap_1+ T = [ak—2; ap—1,7%] ,
[ak—l, Tk]
[ao;al, e 7%] = [ao;al, e ,ak—lﬂ“k] .

Sind nun py_1, gx—1 Zahler und Nenner der (k — 1)-ten Konvergente und py, ¢; die Bestandteile
der k—ten Konvergente von [ag; a1, . . ., ax_1, rg|, dann ist nach (2.4)
Dk TkPk—1 1 Dk—2
lag;ay, ... a,) = [ag; a1, ..., a5_1,1%) = — = —————
Qk Tk k-1 T Qk—2
was nichts anderes als (2.9) ist.
Formel (2.10) beweisen wir durch Induktion iiber k; fiir £ = 1 erhalten wir dabei die kor-
rekte Identitit!” ‘
1
[Ch;] =41 = —=q1 =P = a1
do
Haben wir (2.10) einmal fiir £ > 1 bewiesen, dann setzen wir die Induktionshypothese (2.10)

in (2.4) ein und erhalten, daf3

k-1 1
Qk+1 = Ok+19k T Qk—1 = Gk (@kJrl + —> = gk (ak+1 + )
qk [Cbk; Ap—1, - - - ;al]
= gk [ak+1§ Ak, - - - 7a1]
ist — genau das, was wir wollen. ]

2.2 Unendliche Kettenbriiche und deren Konvergenz

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit unendlichen Kettenbriichen der Form [ag; ay, . ..] und
deren Konvergenz. Dazu werden wir die Annahme machen, daf}
a; >0, 7 €eN. (2.11)

DalB wir jetzt a; verwenden, um die Bestandteile des Kettenbruchs von den Resten 7, = [ax; ag11, - - |
zu unterscheiden, wiirde von Haus aus noch nicht bedeuten, daf} sie natiirliche Zahlen sein
miissen. Tatsédchlich werden die Beweise deutlich zeigen, daf3 sie auch fiir aq,as,... € Q4
funktionieren. Nachdem wir aber im nichsten Abschnitt sowieso zeigen werden, daf3 Ketten-
briiche mit positive ganzzahligen Eintrdgen “ausreichend” sind, miissen wir die Sache ja nicht

bis ins Letzte ausreizen. Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, Information iiber die Konver-
genz unendlicher Kettenbriiche zu sammeln und insbesondere Satz 1.2 zu beweisen. Dazu aber

erst einmal ein paar Vorbemerkungen, vor allem die Klarstellung, was Konvergenz eigentlich
bedeutet.

16Wie wir ja bereits in der Einleitung auf Seite 3 gesehen haben.
17 Achtung, der Kettenbruch beginnt ja erst bei a; !
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Definition 2.9 Der unendliche Kettenbruch [ay; ay, . . .| heifsit konvergent, wenn der Grenzwert
[ag; ay,...] ;== lim [ag; ai, ..., a,)
n—~oo

existiert und endlich ist'®. Andernfalls heifit der Kettenbruch divergent'®.

Proposition 2.10 Konvergiert der unendliche Kettenbruch a = |ag; ay, . ..], dann konvergieren
auch alle seine Reste r;, = |ay; agy1, . - .|. Konvergiert umgekehrt mindestens ein Rest ry, dann
konvergiert auch a.

Beweis: Wir wihlen £, n € N und betrachten die n—te Konvergente

/
1. Pn
n /
4n

von 1. Unter Verwendung von (2.9) erhalten wir dann

r = [ak; Qg1 - - -5 Qo)

/
Dktn [ . o _ Pr—1Ty + Dr—2
= [ao,al, cee 7ak+n] = [a'()aala---aak—larn] =

Qk+n Qr—17), + Qr—2

(2.12)

Losen wir das nach 7/, auf, dann erhalten wir, daf3

Pk+n
Pk—2 — qk—2
oo Pk—2 Qk+n — Gk—2 Pk+n _ dk+n
Q-1 Phtn = Pk Qhtn gy Phin _ .
dk+n

so dal3
. ¢ _ Prk—2 — Q420
r = lim r), = ——F——.
n—eo Gk—1 0 — Pk-1
Wire nun der Grenzwert des Nenners = 0, also die Folge r/, divergent, dann miissen wir uns
nur die Eintriige 5, ., ansehen, um zu sehen, dal was nicht stimmen kann: Nach Korollar 2.7
bilden sie eine monoton fallende Folge endlicher Werte, die gegen +oo divergiert!

Existiert nun umgekehrt der Grenzwert ], — 7y, fiir n — oo, dann ist

. /
Dk—1 nlggo Ty + Dk—2

a = lim [CLO' aq } = = Pr—1Tk - Pr—2
n—oo Gh—1 lim 7, +qro  Qeo17k + Q2
n—oo
und der Kettenbruch konvergiert. U

Als néchstes gonnen wir uns eine quantitative Aussage liber die Konvergenz. Dieser Satz wird
das “Herzstiick”?® der Theorie werden, die besagt, daB man relle Zahlen besonders gut durch
Kettenbriiche approximieren kann.

13Es sollen ja schon Leute vom “Grenzwert co” gesprochen haben . . .

“Divergenz bedeutet also nicht automatisch, daB die Folge gegen +oo divergiert!

20 Am Tag bevor dieser Eintrag entstand, ging durch die Presse, daB das Wort “Habseligkeiten” zum schonsten
Wort der deutschen Sprache gewéhlt wurde. Nicht, dafl dies was mit Kettenbriichen zu tun hétte, aber die Abstim-
mung tiber die schwachsinngste und unnétigste Abstimmung steht bis heute noch aus. Ganz zu schweigen von
tiberfliissigen Fulinoten.
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Satz 2.11 Existiert der Wert a = [ag; ay, . . .|, so gilt fiir jedes k > 0 die Abschiitzung

1

qk 9k+1 '

‘a—@ < (2.13)

qk

Beweis: Der Beweis beruht auf der monotonen Konvergenz von Konvergenten gerader und
ungerader Ordnung: Ist £ gerade, dann ist nach Korollar 2.7

k k+1
P < PhtL

qk qr+1

und (2.6) liefert uns, dafy

1
Qca-Be D _pe_ 1
qk qk+1 qk qk 9k+1

wohingegen wir fiir ungerade k die Abschitzung

1
0>q— Db Bt Db
dk dk+1 Gk 4k Gk+1
erhalten. Zusammen liefert das (2.13). J

So, jetzt haben wir alles beisammen, um uns an den Beweis des Konvergenzkriteriums zu ma-
chen, den wir aber der Vollstidndigkeit halber nochmal formulieren wollen.

Satz 2.12 (Satz 1.2) Fiir ap € Q, a; € Q4, j € N, konvergiert der unendliche Kettenbruch
[ag; ai, .. .| dann und nur dann, wenn

Y a;=c0. (2.14)
=0
Korollar 2.13 Jeder unendliche Kettenbruch |ao;ay,...| mit ag € Z und a; € N, j € N,

konvergiert.

Beweis: Korollar 2.13 folgt unmittelbar aus Satz 2.12, also machen wir uns an dessen Be-
weis. Nach Korollar 2.7 bedeutet das, da3 wir zeigen miissen, dal die Folge der geraden und
der ungeraden Konvergenten denselben Grenzwert haben, denn individuell konvergieren sie ja.
Konvergieren nun alle Konvergenten?!, dann muf wegen (2.6) natiirlich (g qk_l)fl gegen Null
konvergieren, was nach (2.13) aber auch notwending fiir die Konvergenz ist. Mit anderen Wor-
ten: Der Kettenbruch konvergiert genau dann, wenn

]}ggo Qk Qr+1 = 0O. (2.15)

2Machen sie also ihrem Namen alle Ehre.
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Nehmen wir nun an, da3 die Reihe in (2.14) konvergieren wiirde; damit ist a; eine Nullfolge
und es gibt ein kg € N, so dal a;, < 1 fiir & > ky ist. Die Rekursionsformel (2.4) fiir die ¢, sagt
uns, dal diese Werte fiir £ > 1 alle positiv sein und daf} deswegen auch

Gk = Ok Qr—1 + Qi—2 > Qrp—2

ist. Damit ist dann entweder g1 < ¢x_o und somit q;_; < g oder aber qx_1 > qr_o. Im ersten
Fall erhalten wir, wieder mit (2.4), daf3

qk—2

Qe < Qi + Qr—2 — Qk<1 , k> ko,
1im anderen Fall
1—a? Qr—
e < (14 ak) gp—1 = G bl ; k > ko,
1-— g 1— Qg
also gibtes ¢ € {k — 1,k — 2}, sp daB
qe
< .
qk 1—ap

Ist £ > kg, dann konnen wir das Argument wiederholen und erhalten, daf3

Am
1-— ak) (1 — ag)

fiir ein m € {k — 2,k — 3,k — 4} ist und allgemein®

qr <
(

de,,
(1 — ak) (1 — agl) s (1 — agmil) ’

wobei ¢; € {k —j,...,k —2j}. Da die Reihe in (2.14) konvergiert gilt dasselbe auch fiir das
unendliche Produkt®?

ar < U < ko. (2.16)

00 m—1
o<x=JJa-a)<J[(Q-0ay). t=*k (2.17)
j=ko =0

Mit ) := max{q; : j < ko} erhalten wir dann aus (2.16), daB} ¢, < Q/\ fiir k > ko sein muf3
und die Folge g i1 ist durch

2
Qk Q1 < vl k > ko,

am Divergieren gehindert. Damit ist (2.14) notwendig fiir die Konvergenz.

22Wenn wir bis zum “bitteren Ende” iterieren.

23Um Khinchin [17] wértlich zu zititeren: “... the infinite product [... ], as we know, converges: that is, it has
positive value ...” Nachdem es aber nicht ganz so einfach war, dafiir eine Referenz zu finden, machen wir den
Beweis halt in Lemma 2.14 schnell selbst.
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Nehmen wir nun an, daB§ (2.14) erfiillt ist, die Reihe also divergiert. Nachdem immer noch
qr > Qr_o ist, k > 2, setzen wir ¢ := min {qo, ¢;} und erhalten, daB ¢, > ¢ ist, zumindest
fiir alle £ > 2. Und wieder einmal miBBbrauchen wir die Rekursionsformel, diesmal fiir die
Abschitzung

Qe > Ak q+ Q-2 > (ar + ar—2) ¢+ Qg > -+ -,

was uns .
q2k+e 2 qe + q Za2k+€ €< {Oa 1}7
j=1

also

2k5+1 k+]_

G2k + Q2kt1 = Qo+ 1+ ¢ Zaj = Qk+Qk+1>qzaj

=2 §=0

liefert. Damit ist aber
g k41
max {qk, q+1} > B Zoaj
]:

und da der andere Werte zumindest > ¢ ist, kommen wir schliellich zu

2 k+1
d k
Qk9k+1>52aj_>00, — 00,
j=0
was uns die Konvergenz garantiert. U

Lemma 2.14 Fiira; € [0,1), j € N, hat das unendliche Produkt

ﬁ (1—ay)
7=0

genau dann einen positiven Grenzwert, wenn die unendliche Reihe
[e.9]
>4
Jj=0
konvergiert.

Beweis: Da die endlichen Teilprodukte (1 —ay)--- (1 —a,), n € N, eine monoton fallende
Folge von positiven Zahlen bilden, ist es klar, daB3 der Grenzwert

ﬁ (1—ay) —nh_)rroloﬁ (1—ay)
j=0 7=0

existiert — die einzige Frage ist, ob er positiv oder Null ist. Aulerdem sieht man sofort, daf3
A = 0 ist, wenn a; keine Nullfolge ist. Also miissen wir uns beim Beweis von Lemma 2.14 nur
fiir Nullfolgen wirklich “anstrengen”.
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Die einfache Idee hierbei ist die Abschitzung?*
—2x —x 1
e <l—-x<e®, O§x§§log2, (2.18)
denn an z = 0 haben alle drei Ausdriicke den Wert 1 und fiir die Ableitungen gilt
—2x —T 1
—2e < —-1<—€e7, O§x§510g2.

Ist also nun a; eine Nullfolge, dann ist a; < % log 2 fiir j > ny und wir haben, daf}

ﬁ (1— aj) > H e 2 — exp <—2 io: CL]—) (2.19)

sowie
[[Ja-a)<[[e™ =exp (- > aj) . (2.20)
Jj=no J=no Jj=no
Konvergiert nun die Reihe, so konvergiert auch die Teilreihe, die bei ny beginnt, sagen wir
gegen a und (2.19) liefert uns, daf3

no—1

A>e? H(l—aj)>0,

j=0
divergiert die Reihe hingegen, so liefert uns (2.20), dal

nog—1

A<e™ H (1—a;)=0,
=0

was genau die Behauptung war. U

2.3 Kettenbriiche mit natlirlichen Koeffizienten

Nachdem wir also gesehen haben, da Kettenbriiche mit natiirlichen Koeffizienten® so schén
und handlich sind — schlielich ist ja die Konvergenzfrage immer geklart — sollten wir jetzt
zuerst einmal nachweisen, daf3 sie auch “ausreichend” sind, daf sich also zumindest alle Briiche
als Kettenbriiche mit natiirlichen Elementen schreiben lassen.

Satz 2.15 Jede rationale Zahl x = g kann durch einen endlichen Kettenbruch mit ganzzahligen
positiven Koeffizienten dargestellt werden.

24Die, wie Abb 2.1 zeigt, sogar auf einem viel groferen Bereich erfiillt ist.
2 Natiirlich auBer ag natiirlich.
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Abbildung 2.1: Die drei Funktionen aus der Abschitzung (2.18) — wie man sieht, funktio-
niert das fast bis 0.8.

Beweis: Wir nehmen an, daB p/q bereits gekiirzt sind, das heifit, daB ggT (p,q) = 1 ist,
ansonsten kann man ja (mit Euklid) den groften gemeinsamen Teiler ermitteln und dann
kiirzen. Dann definieren wir ag und » durch p = agq +r, 0 < r < ¢; ist r = 0, dann ist

x =2 = ap = [ao; ], andernfalls haben wir
apq+r r 1
gz%:aojL&:ao—l—? (2.21)

Nun fiihren wir Induktion iiber den Nenner ¢ durch?® und erhalten aus der Induktionshypothese
die endliche Kettenbruchdarstellung

g _ 1, .
;—[a17a27"‘7ak]7

was wir nur noch in (2.21) einsetzen miissen, um

m=[ao;a1,..,,ak]

zu bekommen. [l

Der Beweis suggeriert natiirlich die folgende Abschitzung fiir die Linge des Kettenbruchs.

Korollar 2.16 Ist § = |ag; ay, ..., ax], dann ist k < q.

Ubung 2.2 Kann in Korollar 2.16 k = ¢ sein? &

26Der Fall ¢ = 0 ist Unsinn under Fall ¢ = 1 trivial!



18 2 KETTENBRUCHE UND REELLE ZAHLEN

Die Rekursionsformel (2.4) fiir die kanonische Darstellung der k—ten Konvergenten zeigen uns
sofort, daB der Zihler p; eine ganze Zahl*’, der Nenner ¢, sogar eine natiirliche Zahl ist. Damit
stellt sich natiirlich die Frage nach der Kiirzbarkeit dieser Darstellung, also ob py /g bereits
“optimal” ist. Die Antwort ist ja und der Beweis ist einfach.

Satz 2.17 Die kanonischen Darstellungen der Z—: der k—ten Konvergenten sind irreduzibel.

Beweis: Ein gemeinsamer Teiler von p; und ¢, wiirde auch den Ausdruck

QrPk-1— Pr Qe1 = (—1)"

aus (2.5) teilen und kann daher nur 1 sein. O

Die Nenner in der kanonischen Darstellung der £—ten Konvergenten wachsen, wie man sofort
aus der Rekursionsformel sieht:

Gk = Ok Qg—1 + Qr—2 > Ak Qr—1 = Qr—1-
Aber sie wachsen auch noch ziemlich schnell, namlich
g > 20D k> 1 (2.22)

Auch ist eine Konsequenz aus der Rekursionsformel, die zusammen mit dem monotonen Wachs-
tum

G > (ap +1) qeo2 > 2qr—2
liefert, woraus wir mit ¢y = 1 und ¢; = ay > 1 auf (2.22) kommen?®.
Definition 2.18 Fiir k > 2 bezeichnet man die Briiche

DPk—2 + J Dk—1
Q-2+ J @1’

als Zwischenbriiche zwischen der (k — 2)—ten und der k—ten Konvergenten des Kettebruchs.
Der Name ‘“Zwischenbriiche” ist schnell erklért: fiir j = 0 erhalten wir die (k — 2)-te Kon-

vergente?, fiir j = a;, hingegen die k—te Konvergente — wieder einmal nichts anderes als eine
Konsequenz aus der Rekursionsformel (2.4).

Proposition 2.19 Fiir gerades k bilden die Zwischenbriiche eine monoton steigende, fiir unge-
rades k eine monoton fallende Folge.

?7Je nachdem, ob ag positiv oder negativ ist, denn irgendwo muf das Vorzeichen ja landen.
ZWer will, kann gerne eine formale und vollstindige Induktion durchfiihren.
2 Genauer gesagt, ihre kanonische Darstellung, aber das ist ja jetzt sowieso der gekiirzte Bruch.
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Beweis: Fiir j > 0 betrachten wir die Differenz

U+ D) pe—1+Pe—2  JPr—1+ DPi2
G+D a1+ a2  Jar1+ o
Pr1 (k-1 + Qr—2) — @1 (Ppr—1 + Pr—2) Pk—1Gk—2 — Qr—1Pk—2
(G + Dar—1 + qr—2] [jqre-1 + qr—2] (7 + 1)ar—1 — qr—2] [J@h—1 — qr—2]
(—=DF
(7 + D)qr—1 + qr—2] [Fqr—1 + qr—2]’

und die ist fiir gerade k positiv, fiir ungerade £ hingegen negativ. U

Die Zwischenbriiche sind Medianten zwischen der (k — 1)-ten und der k—ten Konvergente;
generell ist der Mediant zweier Briiche a/b und c/d als

a c a—+c

b@d'_b—l—d

definiert*®. Wie man aus Proposition 2.19 hingt der Wert des Medianten sehr wohl von der

Darstellung des Bruches ab: Die Zwischenbriiche sind Medianten von

Pk—2 JPk—1  Dr—1
—_— und , = ,
qk—2 J qk—1 k-1

haben aber fiir unterschiedliches j unterschiedliche, entweder monoton steigende oder monoton
fallende, Werte. Wir konnen es aber auch noch anders sehen:

Der j—te Zwischenbruch ist der Mediant aus dem (j — 1)—ten Zwischenbruch und
der (k — 1)—ten Konvergente:

Jpk—1tpeo (= 1)pr1+pro @ e

TG+ Q-2 (=1 @1+ @G—2 Q1

Generell liegt der Wert eines Medianten immer zwischen den beiden Briichen, genauer,

a c a a+c c
b,d >0, —<-— = - < < = 2.23
’ b d b b+d d (2.23)
Die Annahme a/b < ¢/d oder dquivalent bc — ad > 0 ist keine Einschrankung, denn wenn die
beiden Briiche nicht gerade gleich sind, dann muf} einer von beiden der kleinere sein, warum

also nicht a/b? Die Ungleichungen in (2.23) folgen nun einfach aus der Beobachtung, daf3

a—l—c_g_ab+bc—ab—ad_bc—ad>0
b+d b (b+d)b 2 +bd T

und
c a+c_bc—|—cd—ad—cd bc — ad

_ — = >0
d b+d d(b+d) bd + d?* —

30Der Mediant ist also das, was herauskommt, wenn man Briiche so “addiert”, wie man in der Schule immer
wollte und nie durfte.
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ist. Also liegt insbesondere jeder Zwischenbruch zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konver-
genten. Dazu betrachtet man die Folge der potentiellen Zwischenbriiche b; definiert durch

b = ]'pk:—l + P42 — b, @ pk—17 by = Pe—2
J k-1 + Qri2 k-1 dk—2
I"Jbung 2.3 Zeigen Sie, daf} die Darstellung
b, — JPr=1t Prao
T i @1t Qe
irreduzibel ist. &

Als anstindiger Mediant liegt dann b; zwischen b;_; und py_1/g;—1. Da die k—te Konvergente
gerade b,, ist und da der Grenzwert a = [ag; ay, . . .] eines unendlichen Kettenbruchs zwischen
der (k—1)—ten und der k—ten Konvergente liegt, finden wir den Grenzwert also immer zwischen
by und py_1. Andererseits ist aber b; wieder der Mediant der (k — 2)—ten und der (k — 1)—ten
Konvergente. Und bevor das nun zu verwirrend wird, stellen wir die Situation einmal fiir gerades
k dar:

pk—2:b0<blzpk—2@pk—l<__‘<bak:@<a<pk—l’

Qr—2 Ak—2  qk-1 Ak Qk—1
fiir ungerade & drehen sich einfach alle Ungleichungszeichen um. Ersetzen wir nun in dieser
Ungleichungskette £ durch k + 2, dann erhalten wir insbesondere, da$} fiir gerade & die Bezie-
hung

Do o Dby Phot ) o PRt (2.24)
dk dk dk+1 qk+1

fiir ungerade £ dasselbe mit umgedrehten Ungleichungszeichen, gilt. Diese Beobachtung hat
eine interessante Konsequenz fiir die Approximationsgiite der Kettenbriiche.

Satz 2.20 Fiir a = [ap; ay,...] und k > 0 ist

1
ak (Qr1 + qr)

1

qdk 9k+1 '

< < (2.25)

a__
qk

Dieser Satz sagt uns also, daf} die obere Abschitzung fiir die Konvergenzordnung der Ketten-
briiche praktisch optimal ist! Da die Nenner ¢, monoton steigend sind, ist qx+1 > @, also
Qr+1 + Qi < 2qj11 und somit
1 1
> )
@ (@1 +ar)  2qk Qe

was uns die etwas grobere, aber instruktivere Einschliefung

1
2 Qk Q41

1

4k 9k+1

<la—B

qk

<

(2.26)
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liefert. Da die g ja wie 2k/2 wachsen, ist der Faktor 2 in (2.26) eher irrelevant und wir kénnen
sagen, daB die k—ten Konvergenten etwas wie 2~* konvergieren. Mit jeder Konvergente bekom-
men wir also eine Binérziffer des Bruchs “sicher”.

Beweis von Satz 2.20: Die obere Abschitzung in (2.25) ist ja genau Satz 2.11, fiir die untere
Abschitzung schauen wir uns nochmals die Medianten etwas genauer an’!; tatsiichlich sagt uns
(2.24), daB8 der Mediant der k—ten und (k + 1)-ten Konvergente immer néher bei der k—ten
Konvergente liegt als die k—te Konvergente, daf3 als

0 Px ‘(@@pkﬂ)_@ _ | Petr+Pe Pr| _ | Pr+1 Gk — Ph Gkt
A k.  GQk+1 K Gk+1+qx  Qk @ (Qe+1 + qr)
(=1)* 1
ek (@ )| (Ge @)
genau wie behauptet. U

Satz 2.21 Jede reelle Zahl x € R kann auf genau eine Art durch einen Kettenbruch darge-
stellt werden. Der Kettenbruch ist endlich, wenn die Zahl rational ist und unendlich, wenn sie
irrational ist.

So wie er momentan da steht, ist Satz 2.21 allerdings nicht richtig! Endliche Kettenbriiche
konnen namlich gar nicht eindeutig sein. Das zeigt das ganz einfache Beispiel, daf3

1

ist. Daraus folgt sofort, daB immer [ag; a1, . . ., a,] = [ag; a1, ..., a, — 1, 1] bzw. [ag; a1, . .., an, 1] =
lag; ai, ..., a, + 1] ist. Endliche Kettenbriiche, die auf “1” enden, haben also die Mehrdeutig-
keit bereits eingebaut. Daher ist es am besten, wir einigen uns auf die folgende Konvention:
Kein endlicher Kettenbruch dart 1 als letzte Komponente haben.
Beweis von Satz 2.21: DaB rationale Zahlen durch endliche Kettenbriiche dargestellt werden
konnen wissen wir ja schon aus Satz 2.15. Was wir noch nicht gezeigt haben sind die Ketten-
bruchentwicklung fiir irrationale Zahlen und vor allem die Eindeutigkeit der Kettenbruchdar-
stellung.

Dazu betrachten wir zuerst einmal die allgemeine Entwicklungsregel fiir Kettenbriiche, aus-
gehend von einer Zahl = € R \ Q. Dann bleibt uns gar nicht viel mehr iibrig, als

ap=|z] =max{j €Z : j<ux}

zu setzen. Das liefert uns dann entweder a = ay oder wir setzen

1
x = |ap;m1] = ap + — = r= > 1,
1 T — Qo
da 0 < x — ap < 1ist. Und jetzt machen wir so weiter, indem wir
1 .
a; = LTjJ > Tji+1 = _a‘, J = 1,2,... (227)

T'j j

3rgendeinen Grund muss es ja gehabt haben, daB wir sie eingefiihrt haben.



22 2 KETTENBRUCHE UND REELLE ZAHLEN

setzen — die so erhaltene Folge erfiillt schon einmal ag € Z, a; € N, j € N, und definiert daher
einen konvergenten Kettenbruch. Abbrechen wiirde diese Folge nur, wenn a; = r; wiire, aber
dann hitten wir einen endlichen Kettenbruch erhalten und somit wire x eine rationale Zahl.
Nun gilt aber, nach Konstruktion und unter Verwendung der “unendlichen Variante” von (2.9),
die Indentitit

T'n Pn—1 + Prn—2
x =lap;a1,...,0n_1,7Tn] = .
T'n n-1 + gn—2
Dann ist aber>?
r— & _ TnPn-1+ Pn—2 . Ap Pn—1+ Pn—2
An T'ndn—1 + Gn—2 An dn—1 + gn—2

TnPn—14n—2 + QpQn—-1Pn—2 — TnQn—1Pn—2 — Qpn Pn—14n-2
(rn Gn—1 + qnf2> (an Gn-1 + Qn72>
(pn—l dn—2 — Qdn—1 pn—2) (Tn - an) o (_1)n+1 (Tn - a'n)

[(Tn - an) n—1 + Qn] Gn B qy% + (Tn - an) Qn—IQn’
und somit |
Do (2.28)
Qn Qn
und die Kettenbriiche konvergieren tatsidchlich gegen a, und zwar mit der gewohnten Geschwin-
digkeit.

Bleibt noch die Eindeutigkeit. Die macht Gebrauch von der Tatsache, dall wir, um eine Zahl
x € R durch einen Kettenbruch mit natiirlichen Eintragen darzustellen, den Wert aq als ay =
|| wihlen miissen®, denn der Rest, also ein Kettenbruch der Form [0; ay, . . ] liegt ja immer
zwischen 0 und 1. Sind also nun [ag; ay,...] und [ag; @), .. .] zwei Kettenbruchentwicklungen
derselben Zahl @ € R, dann erhalten wir sofort, dal ay = a;. Haben wir, per Induktion iiber
k > 0, bereits gezeigt, da3

a; = a, = pj:p;w%:q;a J=0,... .k,
dann liefert uns

0= Tk+1 Dk + Dk—1 _ 7’§c+1 Pr T Pt _ 7’§<+1 Pk + Dk—1
Tt Qe + Qo1 Thar Qe T Gt Thyr Gk + Qa1

daB
. o _ T
[ars1s arrz, -] = Ty = Tt = [ Ggas -]
und somit muf} nach unserem obige Argument auch a;,,; = a;4 sein. 4

Beispiel 2.22 Die Konstruktion der Kettenbruchentwicklung erlaubt es uns auch, diejenigen
Zahlen anzugeben, die eine Kettenbruchentwicklung der Form

v=lkk,..], keN,

32MuB man noch dazusagen, daB hier wieder einmal die Rekursionsformel ins Spiel kommt?
33Es sei denn, = wire eine ganze Zahl, dann hitten wir wieder das Problem mit der Eindeutigkeit!
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haben, denn bei diesen ist 1y = x, also

k+VE>+4

1
r=k+ — = 22 —kr—1=0 = T =
T 2

Die negative Nullstelle der quadratischen Gleichung macht natiirlich hier keinen Sinn. Insbe-
sondere erhalten wir also, daf3
1+V5

2

1;1,...],

und das ist der goldene Schnitt.

Wir konnen das Spiel noch ein bifichen weitertreiben und uns mal ansehen, was wir mit
2-periodischen Kettenbriichen der Form x = [ky; ka, k1, ko, .. .| bekommen. Die Fixpunktglei-
chung lautet nun, daf3 ro = x sein muf3, also
X (k1k2+1)$+k1

=k
(A A feg + 1

und wir suchen jetzt also die Nullstellen von

k k ky (k1 +4/k
k2$2—k1k2x—k1:/€2($2—/€1x——1> = T = 1T 1(21+ /2>

ks

Ubung 2.4 Zeigen Sie: Jeder periodische Kettenbruch gehért zu Q + 1/Q, kann also als ¢ + r,
q,7? € Q, geschrieben werden.

Hinweis: Beweisen Sie zuerst, dal} jedes z, das als periodischer Kettenbruch geschrieben wer-
den kann, eine Gleichung der Form

r=—=, p,q € N[z|, degp = degq = 1,
erfiillt. &

2.4 Konvergenten als beste Approximanten

Nachdem wir die Frage der Darstellbarkeit reeller Zahlen durch Kettenbriiche geklirt haben,
konnen wir jetzt die Benutzung der Kettenbriiche dadurch rechtfertigen, dafl wir zeigen, daf}
die Kettenbriiche reelle Zahlen besser approximieren als alle anderen Briiche. Denn da QQ dicht
in R liegt gibt es natiirlich viele Folgen von Briichen, die gegen eine vorgegebene Zahl z € R
konvergieren.

Ein gutes MaB3 dafiir, wie “kompliziert” ein Bruch, also eine rationale Zahl x € Q ist, ist die
GroBe des Nenners: Schreiben wir nmlich z als

x=a+£, a€Z,p,geN, p<yq,
q
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dann ist die Information, die wir brauchen, um den Bruch zu speichern, maximal von der
GroBenordnung®* log a + 2log g. Da der Aufwand fiir den ganzzahligen Anteil einer reellen
Zahl sowieso unabhingig davon ist, wie genau wir die Zahl als Bruch darstellen konnen, ist
also die Linge des Nenners die fiir uns relevante Groe. Das ist mehr als genug Rechtfertigung
fiir das folgende Qualitétskriterium.

Definition 2.23 Ein Bruch a/b heifit bester Approximant an x € R, wenn

Dabei sind Briiche immer in der Form 7./N zu sehen, Nenner sind also immer nichtnegativ.
Und nun kommt die Stirke der Kettenbriiche: Sie sind beste Approximanten!

Satz 2.24 Jeder beste Approximant an eine reelle Zahl x ist entweder eine Konvergente der
zugehorigen Kettenbruchentwicklung oder ein Zwischenbruch.

Beweis: Sei a/b ein® bester Approximant®® an z = [ag;ay,...]. Dann ist a/b > ag, denn
ansonsten wire a/b < ap = || < x und ay/1 wire bereits ein besserer Approximant als a/b.
Mit exakt derselben Argumentation sehen wir auch, da3 % < ag + 1 sein muf}, denn sonst wire
ja ap + 1 ein besserer Approximant, da x < ap + 1 ist. Wir haben also ag < 7 < ag + 1,
und wiirde bei einer der beiden Ungleichungen Gleichheit eintreten, dann ist die Behauptung ja
bewiesen — der beste Approximant wire entweder die Konvergente o, oder der Zwischenbruch

ap + 1 :P1+P0
1 @+ q

da G =10, g =po=1p1 = ao.

Nehmen wir jetzt einmal an, daB ap < § < ag + 1 ist und daB a /b weder Konvergente noch
Zwischenbruch ist. Wir werden zeigen, da3 es dann einen Zwischenbruch®’ gibt, der kleineren
Nenner hat, aber ndher an x liegt. Nach dem, was wir vorher liber Zwischenbriiche in Erfahrung
gebracht haben®, insbesondere nach Proposition 2.19, liegt also a/b zwischen zwei Zwischen-

briichen®, das heiBt, es gibt n und k, so daB entweder

(k + 1)pn +pn—1
(k+1)gn+gn1’

k n n— k 1 n n— k n n—
Potpar 0 (Kt Dpotpos o PntPor @
En+aunr b (E+1)Gn+ g kEgn+quy b

>

¥ Dezimalzahlen mit k Stellen decken beispielsweise den Bereich von 0 bis 10* — 1 ab, das heift, der Speicher-
aufwand fiir eine Dezimalzahl d betrégt log,, d. Und wenn uns die Basis nicht interessiert, dann stecken wir das
in eine Konstante und reden nur von Groenordnungen.

3Wir haben ja nie behauptet, beste Approximanten wiren eindeutig!

36Manche Leute sagen auch “Element bester Approximation”.

3Der natiirlich auch eine Konvergente sein kann.

3B Fiir irgendwas muB das ja gut sein.

3 Zur Erinnerung: Die Zwischenbriiche zu Konvergenten gerader Ordnung bilden eine (verfeinerte) Folge, die
aufsteigend gegen x konvergiert, die zu Konvergenten ungerader Ordnung hingegen eine absteigen konvergente
Folge.
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und damit ist

a . kpn +pn—1

b an + Gn—1

(k4+1)gn + @1 kgn+ g
1

(B + Dgn + gn—1) (kgn + ¢n—1)

‘ (k + 1)pn +pn—1 kpn + Prn—1

Andererseits gibt es ¢ € N, so dal3

c 1

a o kpn +pn—l >
b (an + Qn—l) b (an + qn—l)7

b k dn + Gn—1

was uns
1 1
b ko + @)~ (6 + D+ gar) (K + 1)
liefert. Damit hat aber der (k + 1)—te Zwischenbruch, der nach Konstruktion néher beim Grenz-

wert x liegt als a/b einen kleineren Nenner als a/b und ist damit ein besserer Approximant.
Also muf also der beste Approximant Konvergente oder Zwischenbruch sein. U

= 0>+ 1)+ g

Tatsédchlich sind die Konvergenten aber sogar eindeutige beste Approximanten, ndmlich dann,
wenn man den Begriff der Bestapproximation ein klein wenig schirfer formuliert. Dabei erin-
nert man sich am besten erst einmal daran, was ein Bruch a/b eigentlich ist, nimlich diejenige
Zahl, die mit b multipliziert den Wert a ergibt. Dann ist ein Bruch aber auch eine gute Ndherung
an x, oder, anders gesagt, = eine gute Néiherung an den Bruch, wenn die Differenz |bx — af
moglichst klein ist. Man konnte auch sagen*’, daB in so einem Bruch a viele giiltige Stellen hat,
wenn der Fehler klein ist.

Definition 2.25 Ein Bruch a/b heifit bester Approximant der zweiten Art an « € R, wenn
27&%, 0<d<bd = |w—a|<|dz—d. (2.29)

Beste Approximanten zweiter Art sind auch beste Approximanten erster Art*!

das nicht, gibe es einen Bruch ¢/d, d < b, so daB

, denn wiren sie

:L'_E
d

und damit wire a/b auch kein Bestapproximant zweiter Art. Aber nicht jeder Bestapproximant

erster Art ist auch ein Bestapproximant zweiter Art! Das einfachste Beispiel ist x = % und
7= %; man sieht sofort, daf3 % niher bei % liegt als die “Kokurrenz” {0, %, %, 1}, aber leider ist

a a c b
— — — = —_ — —_ | = — — > —
‘:z: b’>‘ = |bx — al b‘x b’>b)x y d\dm c| > |dx — ¢,

3-—1 1--0
) )

1 2>1 1
5O 9 '

Trotzdem spielen Bestapproximanten zweiter Art eine wichtige Rolle, denn das sind nun wirk-
lich die Konvergenten!

40Man denke an b = 10F fiir k € N.
41 Also im Sinne von Definition 2.23.
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Satz 2.26 Jeder beste Approximant der zweiten Art an x € R ist eine Konvergente und jede
Konvergente ist auch ein bester Approximant der zweiten Art. Bis auf den Spezialfall v = ay+ %
und die Konvergente erste Ordnung sind auch alle besten Approximanten zweiter Art eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, £ wire ein bester Approximant zweiter Art an x = |ag; aq, . . .|. Wire
b ’ )

a/b < ag = |z| < x,dann wire, da b > 1 ist,

a 1
12— ao :x—a0<x—g:E|bx—a| < |bx — al
und ay/1 wiirde bereits die Bestapproximation zweiter Art zunichte machen. Also ist ap <
a/b, liegt also rechts von der Konvergente Z—g. Damit liegt a/b, angenommen der Bruch wire
keine Konvergente, entweder rechts vom Maximalwert, also % > %, oder aber zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Konvergenten % und Z:—E. Im ersten Fall ist x < % < £ und daher

b
liefert uns das strikte Ansteigen der Nenner g,

phh_a
q1 b

_ lbpr — aq S 1

’ a
baq “bqr

xr — —

b

also ] ] ]
lbx —a| > — = — = — = [z —aq
G @ |z —ag

und schon kann a/b kein Bestapproximant zweiter Art mehr sein. Liegt a/b zwischen zwei
Konvergenten, dann ist zuerst einmal wieder

_ 1 —bpi_ 1
@ Pe-1| _ la qr1 Pr—1] > (2.30)
b k-1 bqr— bqr—1
und auBerdem*?, nach Korollar 2.5,
_ _ 1
S g N P g : (2.31)
b gk T Qe—1]  Qr Qp—1

so daB3 wir (2.30) und (2.31) zu g, < b kombinieren konnen. Andererseits ist aber auch

1
bqk+17

Pr+1 g
qr+1 b

=il
x—_
b

was zusammen mit der quantitativen Approximationsaussage aus (2.26) die Abschitzung

1 1
|bx — a] > — = gy
dk+1 dk dk+1

> gk

Pk
x——wzmx—m\
dk

liefert, weswegen die k—te Konvergente ein besserer Approximant zweiter Art wire.

“2DaB hier die k—te Konvergente auftaucht, ist kein Fehler. Sie liegt auf alle Fiille sogar auf der “anderen” Seite
von z!
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Dann also ran an die Umkehrung! Hierbei fixieren wir erst einmal £ und betrachten wir die
Werte

bx — al, a€Z,be{l,...,q} (2.32)

und bezeichnen mit b* denjenigen Wert von b, fiir den der Ausdruck (fiir passendes a) minimal
wird. Gibt es mehrere b, fiir die der Minimalwert angenommen wird, dann nehmen wir als b*
einfach den kleinsten dieser Werte. Der zugehorige a—Wert sei dann a*. Wir zeigen zuerst, dal3
a* eindeutig ist. Gédbe es auch noch ein a’ # a* fiir das ebenfalls der Minimalwert angenommen
wird, dann wire

a* +a

= e
YT o

(2.33)

Der Bruch auf der rechten Seite von (2.33) muB aber irreduzibel sein, denn sonst wire** z = p/q
mit ¢ < b* eine irreduzible Darstellung und damit |¢ x — p| = 0, ein Minimum in (2.32), das
nicht unterboten werden kann und genau fiir a = pund b = ¢ < b* < ¢ angenommen wird.

Entwickeln wir die rationale Zahl x nun als Kettenbruch, dann ist z = [ag; a4, . . ., a,,] und*
_ * !/
qn n = 2b" = U Gn-1 + Gn—2,

so daB g,—1 < 0" fiir n > 1 ist. Im Spezialfall n = 1 konnen wir ¢; = b* genau dadurch
erreichen, daB a,, = 2 und damit b* = 2 ist*. Das ist genau der Spezialfall z = ag + % und hier
ist gerade

1
|x—(a0+1)|:§:]x—ao\,

das heilit, der beste Approximant zweiter Art ist nicht eindeutig. Ansonsten ist immer 1 <
(n—1 < b* und damit ist, wegen der Annahme a* # @’ und mit (2.33)

_ _ Pn i —paigel 11
|gn—1Z = Ppn1| = |Gn—1— — Pn-1| = = _ =
Lo =] -
< < 1 _plr——l=b"zr—-ada"
2 — 2 b* | x a |a

im Widerspruch zur Annahme, da} a* /b* bester Approximant zweiter Art ist. Damit haben wir
also gezeigt, daB} a* eindeutig ist, und folglich ist a*/b* eindeutiger Bestapproximant zweiter
Art an x. Aber jeder Bestapproximant zweiter Art muf, das haben wir in der ersten Hilfte des
Beweises ja schon gezeigt, eine Konvergente p,,/q,, mit m < k sein. Ist m = k, dann sind wie
fertig, andernfalls erhalten wir mit zwei Anwendungen von (2.25), daf}

1 1 1
< <N T — Pm| < |@pT —pr| < ——
k-1t~ Gm T Qi1 | < | Q11

“3Einen Faktor 2 miissen wir ja mindestens kiirzen.
4Nicht vergessen: die letzte Stelle in einem Kettenbruch darf nie den Wert 1 haben, siehe Satz 2.21.
43SchlieBlich ist ja immer go = 1.
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also, indem wir oben k£ druch £ — 1 ersetzen und wieder einmal mit der Rekursionsformel
arbeiten,

k-1 + Qe—2 > Qi = Q) Q—1 + Qr—2 = ap < 1,

was ein Widerspruch ist. Damit haben wir also endlich gezeigt, daB py /gy ein strikter Bestap-
proximant zweiter Art ist. Damit sind diese Bestapproximanten natiirlich auch eindeutig — bis
auf den einen Sonderfall natiirlich. U

Die Bestapproximationseigenschaft der Kettenrbiiche zeichnet auch fiir eine ihrer ersten An-
wendungen verantwortlich, zumindet laut [17]: Als Huygens*® ein Modell des Sonnensystems
konstruierte, brauchte er Zahnridder, mit denen er den Umlaufzeiten der Planeten mdoglichst
nahe kommen konnte — aber die Verhltnisse der Anzahl der Zihne ist eine rationale Zahl, aus
technischen Griinden nach oben begrenzt und somit erhilt man die beste Naherung durch einen
Kettenbruch!

2.5 Approximationsaussagen

Nachdem wir also jetzt die bestapproximierenden Briiche*’ als Konvergenten oder Zwischen-
briiche identifiziert haben, je nachdem, ob wir uns fiir Bestapproximanten erster oder zweiter
Art interessieren, wollen wir uns jetzt mit der Frage herumschlagen, wie gut allgemein rel-
le Zahlen durch rationale Zahlen mit einem bestimmten Maximalnenner approximiert werden
konnen. Im Beweis von Satz 2.21, genauer, in (2.28), haben wir bereits eine obere Abschtzung
fiir die Approximationsgiite der Konvergenten kennengelernt, ndmlich

1

Prn
oo <

an

Andererseits zeigt uns die Zahl a = [0; n, 1, n|, fiir die wir

p-1 = 1, po = 0, p = 1, p2 = 1, p3 = n+1
g1 = 0, @0 = 1, @ = n, @ = n+l1, g3 = n(n+2)
und somit ¢ = ngzﬁ?) erhalten, daB
a—]ﬁ—@—]ﬁ—l— n+1 1 B 1
0 g ¢ n nn+2) nn+2) ¢G(1+2/n)

und es daher im allgemeinen auch nicht besser geht als wie ¢, 2, denn fiir jedes ¢ > 0 gibt es
einn € N, sodaB (1+2/n)"" < 1 — ¢ ist. Allerdings sind solche “worst—case”—Aussagen so
viel auch wieder nicht wert, wie die nchste Aussage zeigt.

46Christiaan Huygens, 1629-1695, studierte Jura (zu dieser Zeit konnten auch und sogar aus Juristen noch etwas
verniinftiges werden) und Mathematik in Leiden; Zeitgenosse von und bekannt mit Descartes, Leibniz, Newton und
anderen

4TRelativ zur NennergroBe.
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Proposition 2.27 Wenn eine Zahl x € R eine k—te Konvergente besitzt**, dann gilt mindestens
eine der beiden folgenden Ungleichungen:

Pk-1
k-1

xr —

1 Dk
< 5,2 ’x - —
Qi1 qk

Beweis: Da x zwischen den beiden Konvergenten liegt ist, wieder einmal mit (2.6),

1

_ b _
gk 9k—1

qk

Pk Pr—1
qk qk—1

‘ Pk-1
x —_ —
qk—1

+’I

und die Ungleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel liefert

L 1 1 < 1 ( 1 n 1)
i Gr—1 G @ 2\dt, @
und somit erhalten wir, daf}
_ 1 1
r— Pr—1 I ‘ Dk <+
Qr—1 |~ 2q5, 2q;

ist, was sicherlich nicht erfiillt wire, wenn die Aussage der Proposition nicht gelten wiirde. [

Also hat mindestens jede zweite Konvergente eine Approximationsordnung nicht nur von 1/¢2,
sondern sogar von 1/ (24?), und zu dieser Aussage gibt es sogar eine Umkehrung.

Satz 2.28 Istfiirx € R
1

=il <
x— — —
22

b
dann ist a/b eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von .

Beweis: Nach Satz 2.26 brauchen wir nur zu zeigen, daB a/b ein Bestapproximant zweiter Art
an x ist. Wire nun |dz — ¢| < |bx — a| < 1/2b, dann wire auch

- 1
2bd

€r — —

d
und somit, unter der Annahme, daB a/b # c/d,

-

1 _je_c <’x_2 +‘x_£’<i+izb+d_
bd —1b dI — b d 262 2bd  2b%d
Doch das bedeutet, dafl
2b<b+d = b<d
ist, also ist a/b wirklich Bestapproximant zweiter Art. U

Proposition 2.27 hat eine Verschirfung in dem Sinne, da man unter drei aufeinanderfolgenden
sogar noch besser approximieren kann als 1/2¢Z, und zwar wie folgt.

*Wenn also z nicht als ganzzahliger Kettenbruch der Ordnung k& — 1 dargestellt werden kann.
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Satz 2.29 Wenn x € R eine Konvergente der Ordnung k > 1 besitzt, dann gilt mindestens eine
der folgenden drei Ungleichungen:

Pk—2
qr—2

Pk—1
qr—1

(2.34)

T — T — <

< 1 < 1 ‘ Pr 1
\/5%%727 \/ngilj dk \/ng

Diese Aussage gibt natiirlich Hoffnung, da3 man das vielleicht noch weiter verallgemeinern
konnte: unter vier aufeinanderfolgenden Konvergenten findet sich mindestens eine, die noch
ein bilchen besser konvergiert, unter fiinf Konvergenten eine noch viel bessere, und so weiter.
Dem ist aber leider* micht so, und unser Standardbeispiel ist wieder der gute alte goldene

Schnitt Y
1 5 1
c= Y ], a=14-,
2 T
sieche Beispiel 2.22. Da
r=[1;1,..., 1,7, rn=1[11..]==x
ist, haben wir also auch
X Pn+ Pr—1 ‘ Pe| 1 B 1
r=——— = r——|= = — )
T qr+ qe—1 | (gt a-)a g (T —g1/q)

Die fast vergessene Formel (2.10) aus Proposition 2.8 sagt uns dann aber, daB*°

qk

= |ax; ak—1,...,a1] = [1;1,...,1] - = firk — oc.
qr—1
Also ist |
£:—+€k:$—1+€k, lim ¢, =0,
QK x k—o0
und daher
‘ Pk 1 1
xr— —| = = s
a| @i (2r—1+e) ¢ (V5+ep)

weswegen es keine bessere Approximationsordnung als 1/ \/ng geben kann, ganz egal wieviele
aufeinanderfolgende Konvergenten wir betrachten.
Beweis von Satz 2.29: Wir setzen

qk—2
O = —, Vr =T+ Py
k-1
und beweisen zuerst einmal, dafl
V5 —1
5

k>2 0 <V5, e <VB = > (2.35)

#0der vielleicht auch gliicklicherweise?
SOHjer taucht iibri gens ein endlicher Kettenbruch mit 1 am Ende auf — macht aber nix, denn einen Wert hat dieser
Ausdruck ja!
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Da
1 B Ok Gk1 Qe - qk—2 — o+ o
Phk+1 k-1 k-1 dk—1
und ) .
Tk:[ak;ak+1,...]:ak+ :ak—l——
[ak+1; Af42; - - ] Tk+1
ist, erhalten wir, daf3
1 1 1 1
— P =Qp =T — —— = +—— =1+ o = U,
Prk+1 Tk4+1 Pk+1 Tk+1

so daB3 uns die Annahmen auf der linke Seite von (2.35) die Ungleichungen

1 1
e+ o <V5, — 4+ — < V5,
@k Tk

liefern, weswegen
1 1 Tk
5-V5 (et — ) = (Vi-w) (VB-—) 122 —1=0
Pk Pk Tk

sein muf} — und da ¢y, eine rationale Zahl ist, also keine Gleichheit auftreten kann, gilt sogar die
strikte Ungleichung. Durchmultiplizieren mit o /v/5 > 0 ergibt dann, daf

2
V5 1 VR
O<\/g§0k_90i+1:<7_90k 1 = Yop>—5+ = ;

wie in (2.35) behauptet.
Jetzt konnen wir uns aber endlich an unseren eigentlichen Beweis machen! Dazu nehmen
wir an, es wire

Pn 1
r-Prls C o pelk—2k— 1k},
‘ dn \/Sq%
dann folgt aus dieser Annahme zusammen mit’!
’ Pn| _ |Tnt1Pn T Pn-1  Dn 1 B 1
r—==1 = T T -2
n Tot1Gn T Gn-1 G| G (Tnt1Gn T @u-1) @3 (Fas1 + @u-1/Gn)

1 1
q721 (Tn-i-l + Spn-i-l) qu ¢n+1

da

i

Vo <VE, n=k—1kk+1 = On >

5 n==Fkk+1,

S1Das alte Spiel ...
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und damit wire>?

1 .2 V-1 4-5+42V5-1
a = —_ —_ == = N
o P VEo1T 2 2(V5-1)
was ja wohl nicht ganz sein kann. Somit haben wir den gewiinschten Widerspruch. U

Also: fiir beliebige relle Zahlen ist die Approximationsordnung der Konvergenten von Ket-
tenbriichen beschrinkt, und zwar im wesentlichen durch 1/ \/gqft Auf der anderen Seite gibt
es aber irrationale Zahlen, die beliebig gut, gut im Sinne einer Approximationsordnung, durch
Konvergenten angenihert werden kdnnen.

Satz 2.30 Fiir jede Funktion ¢ : N — R, gibt es eine Zahl x € R, so daf} fiir unendlich viele
Werte q € N die Ungleichung

p
r——| < plq
2| < (o)
erfiillt ist.

Beweis: Wir konstruieren x iiber seine Kettenbruchentwicklung, indem wir einfach ag € Z
beliebig und

1
Q41 > s ke No, (236)
@i (ax)
wihlen — das konnen wir natiirlich auf vielerlei Art tun. Dann ist fiir z = [ag;a1,...] € R,
wieder einmal unter Verwendung von (2.13) aus Satz 2.11,
1 1 1 2
'x—@ < = SN )
Q| W1 @ (1 Qe + Qm1) Q1 GG a%

und zwar sogar fiir alle k € Nj. O

Die Formel (2.36) zur Bestimmung von a; sagt uns schon, was wir tun miissen, um eine Zahl
2 zu bekommen, die durch die Konvergenten schnell, also mit sehr schnell abfallendem ¢,
approximiert werden kann: Die Komponenten a;, in der Kettenbruchentwicklung von x miissen
wachsen. Dal} das so sein mul} zeigt uns die untere Abschitzung aus (2.25), mit deren Hilfe wir
auf

1

2
Qp+1 4

1 1
> —
O (Qe1 + ax)  qr (Qr1Qr + Q-1 + Qi)
1 1
= > (2.37)
G (k1 + 1+ g1 /qe) ~ (ar1 +2) g7

Pk
x__

qk

kommen, so daB wir bei einer Approximationsgiite in der GroBenordnung ¢ (qi,) ~ 1/az.1 G2
landen. Das legt natiirlich die Vermutung nahe, dafl “schnelle” Approximierbarkeit etwas mit
dem Wachstum der Koeffizienten zu tun haben konnte. Und das ist auch der Fall.

S2Hurrah, wir diirfen zweimal nach unten abschitzen, einmal wegen der Division, einmal wegen des Vorzei-
chens.
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Satz 2.31 Sei x € R\ Q eine irrationale Zahl. Sind die Koeffizienten in dern Kettenbruchent-
wicklung von x beschrdnkt, dann gibt es eine Zahl ¢ > 0, so daf} die Ungleichung

pE L, qeN, (2.38)

?7

keine Losung hat. Sind umgekehrt die Koeffizienten der Kettenbruchentwicklung unbeschrdinkt,
dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 unendlich viele Losungen von (2.38).

Beweis: Istsup{a; : k € No} = M < oo, dann folgt aus der unteren Abschitzung in (2.37),

daB
1

Pk

- > k€ N.
’ a | (M+2)q

Fiir einen beliebigen Bruch p/q wihlen wir & so, daB g1 < ¢ < ¢ ist, und da alle Konvergen-

ten beste Approximanten zweiter und somit auch erster Art an x sind, ergibt sich, da3

Pk
m__

qk

>

> e o () > e ()
(M+2)q  (M+2)¢® \q (M+2)¢* \ qx

_ 1 < qr—1 ) S 1 ( 1 )2
(M +2)¢? \ argr—1 + qr—2 (M +2)¢*> \ar +1
1 - c _ 1
M12)(Mr12¢ ¢ S MMr2M+ D2

wobei die Konstante ¢ nur von der Schranke A, nicht aber vom Nenner ¢ abhéngt.

Ist andererseits sup {a; : k € N} = oo, dann gibt es fiir jedes feste ¢ > 0 unendlich viele
Indizes k, so daB a1 > 1/c, und damit konnen wir die obere Abschitzung aus (2.37) direkt
fiir

1 c
T — ZE < 5 < -
qk Ak+1 4G qj,
verwenden, was natiirlich unendlich viele “Losungen” liefert. [l

2.6 Algebraische Zahlen

Algebraische Zahlen sind die Nullstellen oder Wurzeln von Polynomen mit rationalen oder
ganzzahligen Koeffizienten — fiir eine Nullstelle ist es nicht relevant, ob man mit dem Haupt-
nenner der Koeffizienten durchmultipliziert oder nicht. Formal ist a € R eine algebraische Zahl
der Ordnung n, wenn es

fEZ[.T], f(l'):ka:L'k, fk€Z>k:07"'7n7
k=0

gibt, so dal f(a) = 0 ist. Dabei kénnen und werden wir annehmen, daf3 n minimal gewéhlt
ist, dal} es also kein Polynom g vom Grad < n mit ganzzahligen Koeffizienten gibt, so dal3
g(a) = 0 ist. Eine reelle Zahl, die nicht algebraisch ist, nennt man bekanntlich transzendent, die



34 2 KETTENBRUCHE UND REELLE ZAHLEN

klassischen Beispiele sind e und 7. Mit algebraischen Zahlen kann man noch halbwegs rechnen,
indem man diese Zahlen, genauer gesagt, die Polynome, die sie definieren, zum Grundkorper
adjungiert. Das passiert auch in der Computeralgebra, siehe [8, 26], und fiihrt zu den Aus-
driicken der Form Root Of, mit denen Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica
oder MuPAD?? ihre Benutzer erfreuen.

Was uns hier allerdings interessieren soll, ist die Tatsache, dal algebraische Zahlen durch
Kettenbriiche wieder eher langsam approximierbar sind, ein Satz, der auf Liouville’* zuriick-
geht.

Satz 2.32 (Liouville) Fiir jede algebraische Zahl a € R\ Q der Ordnung n gibt es eine Kon-
stante C' > 0, so daf

> q—CZL, pE€Z,qe N (2.39)

a__
q

1

Beweis: Die algebraische Zahl a der Ordnung n ist eine Nullstelle eines Polynoms f € Z[x],
und wir konnen f als

f(x)=(x—a)g(z), geR[z], gla)#0, (2.40)

schreiben. Wire niamlich g(a) = 0, dann konnten wir g ebenfalls durch z — a teilen und es wire
f(x) = (z — a)® h(z), also

f'(@) = (z—a)h(z) + (x —a)l/(z)) = fa)=0,

und da f’ ebenfalls zu Z[z] gehort, wire a nur eine algebraische Zahl der Ordnung n — 1. Ist
aber g(a) # 0, dann gibt es, wegen der Stetigkeit der Polynome, ein 6 > 0, so daB}

g(x) #0, x € la—0d,a+ 4. (2.41)

Seien nun p € Z und g € N so nahe bei a, daB |a — p/q| < §; da § nur von a abhéngt®®, miissen
alle hinreichend guten Approximationen an a diese Eigenschaft haben. Nach (2.41) ist dann
f(p/q) # 0, und durch Einsetzen von z = p/q in x — a = f(x)/g(x), siche (2.40), erhalten
wir, daf3

fo+f17—3+---+fn(£)
q q

p_, _ fWwa _ _fod"+ fipg" A b

q g9(p/q) g9 (p/q) N q" g(p/q)

3Siehe www .mupad.org
*Joseph Liouville, 1809-1882, beeinflusst von Ampere, Cauchy und Poisson an der Ecole Polytechnique,
beschiftigte sich neben Zahlentheorie auch mit Differentialgeometrie und Differentialgleichungen, ist also ein gu-
tes Beispiel, da3 die Trennung zwischen Analysis und Algebra kiinstlich ist. Von ihm stammt auch die “Liouville—
Zahl”
0.1100010000000000000000010000. . .

mit “1” genau an den Nachkommastellen 1!, 2!, 3!, 4!, ..., die ebenfalls transzendent ist. Quelle fiir historische
Informationen ist wie immer [20].
35Die Polynome f und g gehoren ja zur Definition der algebraischen Zahl a.
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Der Zihler dieses Bruchs ist eine von Null verschiedene ganze Zahl, denn schlieBlich haben
wir ja gefordert, daB a irrational und nicht p/q sein soll. Damit ist der Zéhler aber > 1 im
Absolutbetrag und somit gilt

P 1
“ q‘ - Mg’ xe[gi%,};r&] l9()l (2.42)

wann immer |a — p/q| < §. Ist andererseits aber |a — p/q| > ¢, dann ist trivialerweise®® auch
la — p/q| > 0/q™ und fiir jede Konstante

. 1
C< mm{é,ﬂ}

ist (2.39) erfiillt. UJ

Dieser Satz liefert uns einen einfachen “Baukasten” fiir transzendente Zahlen, namlich, indem
wir sehr schnell wachsende Kettenbruchentwicklungen verwenden. Beispielsweise konnte man

- Dk
Ak+1 >C]];§ g lag; ax, ..., ar] = —
qr;
verwenden, denn dann ist fiir @ = [ao; a4, . ..] nach (2.37)
Dk 1 1
a——| < 5 < ]
dk Ak+1 4y, q;.

was natiirlich irgendwann kleiner als C'/¢; wird, wenn C' und n von vornherein festgelegt wer-
den.

Ubung 2.5 Geben Sie eine explizite Kettenbruchentwicklung einer transzendenten Zahl an. ¢

Bevor wir [17] verlassen®’, einen letzten Satz, der die periodischen Kettenbriiche mit den Qua-

dratwurzeln, also den algebraischen Zahlen zweiter Ordnung, identifiziert.

Satz 2.33 Jeder periodische Kettenbruch stellt eine algebraische Zahl zweiter Ordnung dar
und jede algebraische Zahl zweiter Ordnung hat eine periodische Kettenbruchentwicklung.

Beweis: Hat x eine periodische Kettenbruchentwicklung, dann bedeutet das ja, dall es eine
Periodenldnge ¢ und einen Anfangsindex kg gibt, so dal a;,, = ay fiir alle £ > kg, und somit
auch ry = rg, k > ko, gilt. Dann ist

= Tk Dk—1 + Pk—2 Tkt Pkt—1 T Pkt—2 Tk Phtt—1 T Pkyo—2

x = |ag; aq, . ..

b
Tk Q-1+ Qk—2 Tkt Qkso—1 + Qrio—2 Tk Qrte—1 + Qryo—2

also

(7k Pr—1 + Pk—2) (Tk Q-1 + Qroo—2) — (Thto Qore—1 + Qre—2) (T Prtro—1 + Drre—2) = 0,

%Da ¢ > 1 ist.
>Die maBtheoretischen Aspekte von Kettenbriichen sind zwar ganz amiisant, aber wir wollen uns jetzt mal
langsam mit Polynomen befassen.
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was eine quadratische Gleichung in 7, mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Daher ist 7, und
somit auch x eine algebraische Zahl zweiter Ordnung.
Die Umkehrung ist etwas aufwendiger. Wenn x = [ao; a1, . . .] die Bedingung

ax’+br+ec=0

erfiillt, dann schreiben wir wieder x als
_ TkDPr—1 + Pk—2

Tk Qk—1 + Qr—2
und erhalten, daf}

0 = a(rgpr—1 + pk72)2 + b (16 pe—1 + Pr—2) (T Q-1 + Qu—2) + ¢ (7% qr—1 + Qkfz)Q
= AkT,z +Bkrk +Ok,

wobel
Ay = api_y+bpe-1 -1 + gy, (2.43)
By = 2ape_1pr—2+bPr-1 Q-2 + Dr—2 @r—1) + 2¢ Qr—1 Qr—2, (2.44)
Cp = api_g + bpr—2 qr—2 + qu_g = Ap_1. (2.45)
Die Diskriminante D), = B? — 4A,;,C}, hat dann den Wert™

Dy, = (b* — 4ac) (Pr—1 Qo2 — Q1 pk—z)i = b — dac =: d,

=1

und zwar unabhngig von k. Das ist schon mal gut, denn schlieBlich bestimmt ja die Diskrimi-
nante den “Wurzelanteil” der Zahl. Als nichstes halten wir fest, daf3
_ Pr-1 1 Op—1

< 5 = Pho1= Qo1 T+ ——, |0p—1] < 1,
k-1 Qi—1 k-1

X

was wir in (2.43) einsetzen konnen, so dal} wir

01\’ Op
Ay = a (qk_l x + —1) +bqr1 (%-1 T+ =)+ Cqry

Qk—1 Qk—1
2
= (az®+bx+c) g, + (2az 4 b) 61 + aﬁ,
— k-1

=0
Al < 2fal |z + 0] + [a] = (2]z] + 1) |a] + 0]

erhalten. Nach (2.45) sind damit die Zahlen A, und C), = A,_; aber auch
B < Dy + 4| Ay |G| < b7 + 4la] [c] + [(2]2] + 1) |a| + [b[]?

unabingig von k nach oben beschrinkt. Es gibt also nur endlich viele Kombinationen ( Ay, By, Ck)
und mindestens eine davon muf sich irgendwann wiederholen, es gibt also k, ¢, so daBl A, =
Ay, Brye = Brund Cyyy = C}, also 1, = 7 und nach dem Bildungsgesetz fiir Kettenbriiche,
siehe Beweis von Satz 2.21 ist dann auch 7,0 = 7, k € N. O

Ubung 2.6 Zeigen Sie: Ist x eine algebraische Zahl zweiter Ordnung, so auch 1/z. &

3 Wer’s nicht glaubt, kann’s gerne nachrechnen.
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The equations narrowed |[. .. | until they
became just a few expressions that
appeared to move and sparkle with a life
of their own. This was maths without
numbers, pure as lightning.

T. Pratchett, Men at arms

Kettenbriiche und
Polynome

Jetzt ist es an der Zeit, die Kettenbriiche (mit ganzzahligen Eintridgen) als Mittel zur Darstellung
reeller Zahlen zu verlassen und uns andere, allgemeinere Situationen anzusehen. Insbesondere
interessieren wir uns fiir die Darstellung rationaler Funktionen f(x) = p(x)/q(z), p, q Poly-
nome, mit Hilfe von Kettenbriichen. Dazu werden wir auch ein bilchen “Theorie” iiber Ket-
tenbriiche liber Ringen machen, um uns dann aber ganz gezielt mit Polynomen zu befassen —
allerdings nur univariate Polynomen, denn wir werden sehen, da euklidische Ringe ein klein
wenig unverzichtbar sind.

3.1 Zum Einstieg...

Kettenbriiche mit Polynomen werden in ihrer endlichen Version von der Form

f(x):[p7mlam2aamn]:p($)+ 1 )

sein, wobei m;(z) = a;2%, a; € R, k; € N, ein Monom ist. Derartige Kettenbriiche mit
Monomen werden in [23] als C—Kettenbriiche bezeichnet. Auch hier wieder sind die 1-en in den

Zihlern des Kettenbruchs wieder einmal keine Einschrankung: Ein “allgemeiner” Kettenbruch
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der Form>®
b
fl@) = pla)+ L
2
3
n—1
. 7
() + —
my—1 mn(m)
by | ba| by |
= p(z)+ +oeet
ima(z)  [ma(z) [mn ()
146t sich ja auch immer als
F@) = [ps o, 7] = D) + o 4
x) =[pimy, ..., =p(@) + ==+ + =
[ () [ ()
schreiben, wobei
k
b
11 ; 2 j=2k+1,
mj(z) = m;(z) 0 b%H bo =1
1= j=2k+2,
g baeto

Wie man auf diese Formel kommt? Ganz einfach, man “kiirzt” die Briiche sukzessive und erhalt

by
1 b bn
flx) = plx)+ | -+ ’mzl(x)+-- T (|$)
) "
by bs
1 1 by by
= p(z)+ | + | + 2 o+ |
1 i |ms(z) ()
ml(iﬁ)b— mz(:v)b—
1 2
by by
_ 1 1 1] by by bn|
p(x) + r b T b ) T @)
mi () by ma(z) by ms(x) by bs

und so weiter.

Jeder Kettenbruch der Form [p; my, ..., m,] ist eine rationale Funktion und, zumindest fiir
univariate Polynome, jede rationale Funktion kann in einen endlichen Kettenbruch entwickelt
werden. Aber das werden wir gleich in einem allgemeineren Zusammenhang sein.

MDas ist eine gute Gelegenheit, auch einmal die andere Notation fiir Kettenbriiche, siehe z.B. [22, 23], kennen-
zulernen.
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3.2 Euklidische Ringe und Kettenbriiche

Zur Erinnerung: ein Ring ist eine Menge in der Addition, Subtraktion und Multiplikation wohl-
definiert sind, in der also all die beliebten Gesetze wie Assoziativitdt, Kommutativitét (bei der
Addition) und Distributivitit®® gelten. Ein klein wenig spezieller wird es dann schon mit den
folgenden Begriffen.

Definition 3.1 (Euklidischer Ring) Ein Ring R heift
1. nullteilerfrei oder Integrititsring, wenn es kein a,b € R\ {0} gibt, so daf ab = 0.

2. euklidischer Ring, wenn R eine Integritditsring ist und es eine Bewertungsfunktion oder
euklidische Funktion d: R — N U {—oc} gibt, so daf3 es fiir alle p,q € R, q # 0, einen
Quotienten s € R und einen Rest r € R gibt, so daf3

p=sq+r,  dr)<d(q).
Wir schreiben dann auch s =: p/q und r =: (p),.

Bemerkung 3.2 (Eigenschaften der Bewertungsfunktion)

1. Jede euklidische Funktion hat die Eigenschaft, daf3 d(0) < d(a) fiir alle a € R\{0}. Giibe
es namlich® ein a € R\ {0}, so da d(a) < d(R), dann erhalten wir mit p = q = a,
daf} eine euklidische Darstellung von a die Form

p=sq+r, s€ER, = r=p—sq=(1-3)a,

haben muf3, aber ganz egal wie wir s wdhlen, wiirde jeder dieser Reste d ((1 — s)r) >
d(a) erfiillen und damit wdre der Ring nicht euklidisch.

2. Es hat zwar nicht jede euklidische Funktion die Eigenschaft
d(a-b)>da), abe R\ {0}, G.1)

die man von den “normalen” euklidischen Funktionen fiir 7. und F|x| kennt und fast fiir
“selbstverstandlich” hdlt, aber fiir jeden Ring Integrititsring R gibt es so eine Bewer-
tungsfunktion, und zwar die minimale euklidische Funktion bzw. minimale Bewertungs-
funktion, die als punktweises Minimum aller moglichen euklidischen Funktionen definiert
ist, siehe [8, Ubung 3.5]. Wir konnen und werden also immer annehmen, dafs wir die
minimale euklidische Funktion verwenden.

3. Der Wert d(a) = —oo ist nur fiir a = 0 zuldssig — mufs aber nicht angenommen werden.

®0Irgendwie miissen Addition und Multiplikation ja auch zusammenpassen.
IDie Funktion d bildet ja R nach NU{—oc} ab und damit muB es zwar nicht notwendigerweife ein Maximum,
aber auf alle Fille ein Minimum geben, d.h. ein Element € R, so daB d(r) < d(R), also d(r) < d(q), ¢ € R, ist.
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Beispiel 3.3
1. Die ganzen Zahlen 7. bilden zusammen mit der Funktion d = | - | einen euklidischen Ring.

2. Die Polynome K|[z| bilden einen euklidischen Ring mit der Funktion d = deg, wobei
deg ) = —o0.

3. Ein Korper K ist ein euklidischer Ring mit d = (1 — dg).

4. Eine etwas obskurere euklidische Funktion auf 7. ist d(3) = 2 und d = | - | sonst. Diese
euklidische Funktion®* erfiillt nicht die Bedingung (3.1), da d(—1-3) = d(-3) = 3 >
2 = d(3) ist. Trotzdem ist aber immer noch d(0) minimal . . .

Der Nutzen des euklidischen Rings ist klar: Dieses Konzept erlaubt es uns, Division mit Rest
durchzufiihren und Reste zu erhalten, die, im Sinne der Bewertungsfunktion, kleiner sind als das
Objekt, das wir dividiert haben. Und wenn man sich erinnert, daf3 Division mit Rest eigentlich
der entscheidende Trick bei der Kettenbruchentwicklung war, dann brauchen wir eigentlich
nicht mehr lange um den heiflen Brei herumzureden.

Satz 3.4 Sei R ein euklidischer Ring mit Einselement. Dann ist jeder endliche Kettenbruch
[T0;71,...,Ts), T € R, eine rationales Element iiber R und jedes rationale Element lifst sich
in einen Kettenbruch entwickeln.

Definition 3.5 Die Menge aller rationalen Elemente iiber dem kommutativen® Ring R mit den
iiblichen Rechenoperationen fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division bezeich-

nen® wir mit

R*::{g : peR,qeR\{O}}.

Die rationalen Zahlen wiiren dann also Q = Z* und R* ist ein Korper, wenn R ein Integritdits-
ring mit Einselement ist, siehe [11].

Beweis: Dal} endliche Kettenbriiche rational iiber R sind erhélt man wie gehabt durch Ausmul-
tipizieren oder durch induktive Anwendung der Rekursion

1

[70; 71,y Tn] =70 + —————=
[T’l,T'Q,...,Tn]

Sei umgekehrt f = p/q, p,q € R, ¢ # 0. Wir setzen sy = p, s; = ¢ und werfen wieder den
euklidischen Algorithmus an; dabei bestimmen wir g so, daB so = 79 $1 + Sg, d (s2) < d (s1),
ist. Das ist moglich, weil wir es ja mit einem euklidischen Ring zu tun haben. Fiir j = 1,2, ...
bilden wir dann wieder

S; =7T;Sjt1+ Sjt2, d(sj+2) < d(pjt),

2Euklidisch ist sie dadurch, daB der Divisionsrest bei Division in {—1, 0, 1} gewhlt wird.

93 Mit nichtkommutativen Ringen wollen wir uns hier nicht beschiftigen. Abwegig sind diese aber nicht, man
denke nur an Matrizen!

%Diese Notation ist in keinster Weise Standard, aber irgendwie miissen wir die rationalen Elemente ja schreiben.
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und sehen per Induktion iiber k&, daf3

Sk+1
— =TT,y Ty —— | k e N.
q L Sk+2
In der Tat ist
S1 So  TrgS1+S2  Sg P
ro,— | =To+—=—"—"="="-+
S2 S1 S1 S1 q
und wegen
_— Sk+2 Tk Sk+1 + Skt2 Sk
3 = =
Sk+1 Sk+1 Sk+1
auch
) Sk4+1| . Sk+2| . Sk | _ P
rosT1y ooy Tk, - TO,Tl,...,Tk“‘ = |TosT1y. -y Tk—1, - -
Sk+2 Sk+1 Sk+1 q

Da aber d (s;) eine monoton fallende Folge in Nj ist, muB dieser Vorgang nach endlich vielen
Schritten terminieren und uns so den endlichen Kettenbruch liefern. O

Na gut, so iiberraschend war das jetzt nicht — schlieSlich wurden ja die Zutaten, euklidischer
Ring und euklidischer Algorithmus, zu diesem Eintopf so gewihlt, da3 sie gut zusammen-
passen. Aber es wird noch besser! Wenn wir annehmen, dal R ein kommutativer Ring mit
Einselement 1 ist®, dann konnen wir den Beweis der Rekursionsformel aus Satz 2.4 einfach
abschreiben und erhalten sofort eine ganze Menge von interessanten Formeln fiir die Konver-
genten oder, wie sie in [22, 23] heillen, Néiherungsbriiche.

Satz 3.6 Die Konvergenten ky = pi/qi, k < n, des Kettenbruchs [ro;r1,...,7r,], 7; € R,
erfiillen die Rekursionsformeln®®

Dk = TkPk—1 1 Pk—2 p-1=1,  po=ro, 32)

QG = TkQr-1+ Qe—2 ' g-1 =0, q =1, '
sowie

Pr-1 _ Pk _ (—1)* Pk _ Pr—2 _ (=1)Fry (3.3)

G—1 W Q1 G k-2 Qr—2qr

und sind damit teilerfremd®’.

%Das sind in gewissem Sinne unsere “Minimalringe”, diejenigen, die wenigstens die Elemente 0 und 1 — und
zwar in dem Sinn, in dem man sie normalerweise versteht — enthalten.

%Daf wir k_; = 0 /1 = 0 setzen, ist reine Geschmackssache.

87 Teilerfremd in einem allgemeinen Ring mit Einselement heifit, daB p € ¢ - R* ist, wobei R*
{r € R : r=! € R} die Einheiten in R bezeichnet. Bei Polynomen K[z] ist beispielsweise R* = Klz]* =
und nicht alle Einheiten sind Einsen, noch nicht einmal im Betrag!

~
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Jetzt aber liefern uns die Kettenbriiche sogar ein klein wenig mehr®®! Wenn im Beweis von
Satz 3.4 die Reduktionskette abbricht, also s,.o = 0 ist, dann ist ja® r, = ggT (p,q) und,
wegen der Teilerfremdheit der Terme im Zwischenbruch, p, = p/r,, ¢, = q/r,, mit

_ & _ Tn Pn—1 + Pn—2

]_):[TO;le")rn] 3
q qn TnGn—1 + Gn—2

und, unter Verwendung von (3.3),

Gn-1P—Pn-1q = Tn (@u—1Pn — Pn-1Gn) = Pn—2Gn—"Dn Gn—2 = (—1)" 1, = (=1)" ' geT (p, )

liefert. Zidhler und Nenner der vorletzten Konvergente, das heifit, der letzten “echten” Konver-
gente liefern also automatisch die Losung der Bézout—Identitdt

ap + bq = ggT (p7 Q) <~ a = <_1)n+1Qn717 b= (—1)”])“71. (34)

3.3 Ein Satz von einem Bernoulli

Eine Frage, die bei Kettenbriichen ziemlich schnell und natiirlich auftaucht, ist welche rationa-
len Objekte eigentlich als Konvergenten auftreten konnen. Genauer:

Fiir welche Folgen c, € R*, n € Ny, gibt es Kettenbriiche, die diese Folge als
Konvergente haben?

Laut [23] wurde diese Frage bereits 1775 von D. Bernoulli’’ in [2] beantwortet, und zwar fiir
Kettenbriiche der Form
sl | 52 Snl

— = s € R\ {0}. 3.5
r0+|r1+|7“2+ +|Tn7 Tj,8; € \ {0} 3.5

Satz 3.7 (D. Bernoulli) Eine Folge c,, € R* hat genau dann eine Kettenbruchentwicklung als

si| | s Snl *
Ch=To+—+1—+ -+ —, rj,8; € R O},
0 ’T1 |7,2 |7,n Jr°J \{}

wenn ¢, # ¢, ist, n € Ny. In diesem Fall ist

1 n — tn— 1 n—1 = tn
C Cpn—2 8, = Cn—1 C (36)

)
Gn—1 Cn—2 — Cp—1 Gn—2 Cpn—2 — Cp—1

Ty =

%8Vielen Dank an dieser Stelle an H. M. Méller, der mich auf diese Tatsache hingewiesen hat.

“Siehe beispielsweise [8] oder [26].

7ODaniel Bernoulli, 1700-1782, Sohn von Johann, Bruder von Nicolaus II und Neffe von Jacob Bernoulli, also
mittendrin im beriihmten Bernoulli-Clan. Promovierte, obwohl sein Vater ihn eigentlich als Kaufmann sehen
wollte, in Medizin, und zwar iiber die Mechanik des Atmens. Neben Mathematik und Physik auch immer wieder
Anwendungen der Mathematik in der Medizin.
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Beweis: Der Beweis basiert auf einer Rekursionsformel fiir die Konvergenten

S S S
m re |y |7k

von Kettenbriichen der Form (3.5), und zwar

Pk = TkPk—1+ SkPr—2 p_1 =1, Po =To
; (3.7)
Gk = TkQp—1+ Sk Qr—2 qg-1 =0, qo = 1.

Diese Rekursionsformel ergibt sich ganz analog zu (2.4) in Satz 2.4 per Induktion iiber &; der
Fall £ = 0 ist dabei die Definition von py und ¢y und den Fall £ = 1 rechnet man einfach nach:

51 $1  Tori+S1 ripo+ S1p-1
rTo+-— =T+ — = = .
|71 T r1 TG0+ 8141

Fiir den Induktionsschritt & — &k -+ 1 setzen wir wieder

/

Py 32| 3k+1|
_/ — f"'l + - _I_ e _|_ ,
d ’7’2 ’rk+1
was uns dann sofort
/ / /
Pk+1 81 $S1q,  ToDp + 514
P sz $ \ZTOJF v P
k41 2 k+1
4+ b F
|72 |Tk+1

liefert, und mit der “verschobenen” Induktionshypothese erhalten wir wieder, dal}

/ / / /
Perr = 7o (Per1Phy + Sk Pho) + 81 (Thar@h1 + k41 Qo)
/ / / /
= Tpe1 (T0Pp_1 + 51 G 1) + Ser1 (To Pl + 51 Qo) = The1 Ph + Skr1 Dr—1
/ / /
Qk+1 = DPg = Tk1Pp—1 T Skt+1Dp—2 = Th+1 Gk + Sk+1 Qi—1,

womit (3.7) bewiesen ist. Multiplizieren wir die erste Zeile wieder mit —¢q;_;, die zweite mit
pr—1 und addieren wir das Ganze, dann erhalten wir, daf3

Ph—1Gk — Pk Q-1 = Tk (—Pk—1 @—1 + Pr—1 Q1) — Sk (Dk—2 Qo1 — Pk—1 Q—2)

= —Sk (Pkfz qk—1 — Pk—1 Qk72) = Sk Sk-1 (pkf?) qk—2 — Pk—2 Qkf?,)

= o= (=1)" 8 (P-1490 —Poq-1)
j=1

also

k
Ph-1Gr — Pk qs—1 = (—1)* H 5;. (3.8)
j=1
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Daraus folgt dann auch schon eine Richtung unseres Satzes: Ist ¢,, n € N, eine Folge von
Konvergenten, dann ist

" e _1n+13...5n
Cn_cnflzp__p 1:( ) . 7&07
qn dn—1 Qn gn—1

da alle s; # 0 angenommen wurden’'.
Fiir die Umkehrung setzen wir mit Hilfe der Rekursionsformel (3.7)

_ ]ﬁ TnPn—1+ Sn Pn—2 |: Pn } _ |:pn—1 Pn—2 :| |: Tn 1

= =
dn T'n Qn-1 + Sn Qn—2 qn Gn—-1 QGn-—2

Cn

an, was eindutig nach r,,, s,, auflosbar ist, da

n— n— Pn— Pn—2
det |: Pn=t Pn=2 :| = DPn-1Gn-2 — Pn—29n—1 = Qn—1Gn-2 < - _)
gn—-1 (Gn-2 dn—1 Gn—2

= 4n—1Gn-2 (Cn—l — Cnfg) 7é 0

ist — und zwar nach Voraussetzung fiir die ¢, bzw. Induktion fiir die gx, k =n — 1,n — 2.
Nach der Cramerschen Regeln sind nun

det |: Pn Pn—2 :|

r n  Qn-2 _ Gn Qn—2 (Cn - Cn—2) _ dn Cp — Cp—2
" det |: Prn—-1 DPn—2 :| dn—1Q4n—2 (Cn—l - cn—2) gn—1 Cp—1 — Cp—2
4n—1 4n-2
det |: Pn—1 DPn :|
s — n-1 4n _ dn Gn-1 (Cnfl - Cn) _ dn Cpn—1 — Cp
det Prn—-1 DPn—2 Gn—14n—2 (Cnfl - Can) gn—2 Cp—1 — Cp—2
dn—1 Q4n—2

Ersetzen wir nun r,,, s, durch v/ = ar,, s, = as, fiir ein beliebiges a« € R\ {0}, dann ist

n
natirlich immer noch

Vo _ap _ oo _
@G G G
was uns mit durch a = 1/¢, auch schon(3.6) liefert. ]

Die letzte Bemerkung in diesem Beweis bringt uns dann auch wieder zuriick zu unseren “nor-
mierten” Kettenbriichen [rg; 7, ...,7,], bei denen ja s; = --- = s, = 1 ist. Denn wenn wir in
dem “Divisionsargument” a = 1/s,, setzen, dann erhalten wir ja

/ gn—2 Cp — Cp—2 /
r, = s, =1

’
Gn—1 Cn—1 — Cp

und somit die Entwicklung in “unserer” Form von Kettenbriichen.

7I'Man sieht sofort aus der Definition (3.5), daB ein Kettenbruch mit s;, = 0, k& < n, eine Kettenbruch der Linge
k — 1 < n ist und dann stimmen natiirlich alle weiteren Konvergenten iiberein.
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Korollar 3.8 (Bernoulli normiert) Erfiillt die Folge c,inR*, n € Ny, die Bedingung c, #*
Cn—1, dann ist

Cn = [ro;ri, ..oyl n € Ny,
wobel ]
gn—2 Cp — Cp—2
n = 9 n 2 27 r-1= 07 o = Co, 71 = . (39)
Gn—1 Cn—1 — Cn C1 — Co

Beweis: Wir konnen (3.9) auch direkt, ndmlich aus (3.3) bekommen, indem wir nach geigneten
Termen auflésen:
1" 1"
S
dn—14n gn—1 (Cn—l - Cn)

(3.10)

Ch—1 — Cp =

nochmals Auflosen und Einsetzen von (3.10) fiihrt dann auch schon zu

-1 nrn n—9 Cp — Cp—
Cp—2 — Cp = & = n = (_1)n dn—24n (Cn—2 - Cn) = o2 27
Gn—2 Qqn Gn—1 Cp—1 — Cp,
und das ist ja (3.9). ]

Bemerkung 3.9 (Kettenbruchentwicklungen)

1. Die obige Beobachtung zeigt, dafs n R* die allgemeine Kettenbruchentwicklung (3.5)
nicht mehr eindeutig ist. Das fiihrt zum Begriff der dquivalenten Kettenbriiche: Zwei Ket-
tenbriiche heiffen dquivalent, wenn alle ihre Konvergenten iibereinstimmen.

2. Die Kettenbruchentwicklung aus Korollar 3.8, also die mit s, = 1, n € N, spielt in
ihrer dquivalenten Familie> von Kettenbruchentwicklungen eine besondere Rolle! Sie
sind namlich diejenigen, bei denen die Komponenten der Konvergente irreduzibel sind,
die Konvergente also in gekiirzter Form vorliegt, wie man wieder aus (3.3) sieht — das
Argument ist genau dasselbe wie bei Satz 2.17.

3. Bei allgemeinen Kettenbruchentwicklungen sind gemeinsame Teiler von Zdihler und Nen-
ner hingegen nicht auszuschlief3en, siehe (3.8).

Mit Hilfe des Satzes von Bernoulli kénnen wir nun beispielsweise Kettenbruchentwicklungen
von (Potenz-)Reihen berechnen. Sehen wir uns doch einmal anhand eines Beispiels an, wie das

lauft.

Beispiel 3.10 Die Funktion f(x) = e® hat die Potenzreihenentwicklung

2 28 )
r_q oy N E
e +ot gt ;j!,

72Man konnte auch Aquivalenzklassen #quivalenter Kettenbriiche bilden, aber so notig haben wir’s nun auch
wieder nicht.
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und wir konnen die Kettenbruchentwicklung der Partialsummen

2
Zf‘::cn:[ro;rl,...,rn], oy ...,y € Klz],
Jj=0 J:

bestimmen — das klappt nach Korollar 3.8, da c,, — ¢,,_1 = % # 0 ist’. Die ersten beiden

Werte, 1o = 1, 1y = 1/ und somit auch™ q = 1, 1 = 1/x liefern uns zusammen mit

M:_(HE)
Xz

Cn—1 — Cp
die Werte
1 2 T+ 2
ry = —1/—x<1+5):—($+2) G2 = T2Q1+Q0=—T+1:2$71
r 3 -2
3 = S+ % g3 = —3z
2 2 2 8
ry = ——T —— g = 8x72
3 3
3 15 -3
rs = - +—ux ¢ = 1dx
8 8
8 48 _3
re = ——T— — g = —48x
515 a5 15
ry = — 4+ —z ! ¢ = —105z~*
1616 16 128
— Ty = 384~
" 357 35 o v

und so weiter und so fort. Ein bif3ichen schoner wird das Ganze, wenn man el’* entwickelt, also
x durch x~! ersetzt.

3.4 Orthogonale Polynome, Kettenbriiche und Gauf3

In diesem Kapitel werden wir uns einmal den engen Bezug zwischen Kettenbriichen und ortho-
gonalen Polynomen ansehen, ein Bezug, der im wesentlichen auf der Drei—Term—Rekursionsformel
(3.2) beruht, und der bereits von Gaul} selbst [9] zur Herleitung der in der Numerik so beliebten
Gauf;—Quadratur, siehe z.B. [10, 15, 25], verwendet wurde. Das zweite Hilfsmittel bei Gaul3’
Beweis war die Entwicklung einer bestimmten Reihe nach Kettenbriichen, und zwar mittels des
Satzes von Bernoulli, also genau so, wie wir es im vorherigen Kapitel gesehen haben.

Wir werden jetzt deutlich spezifischer als in den vorherigen Kapiteln und betrachten den
Ring R = II = R]z| der (univariaten) Polynome mit reellen Koeffizienten, sowie die Vek-
torraume

II, =span {1,z,...,2"} ={f €Il : degf <n}

"3Hier bedeutet “# 07, daB ein Polynom nicht das Nullpolynom ist.
74Nicht vergessen: Wenn die r; rational sind, dann sind es auch die Zihler und Nenner der Konvergenten!
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der Polynome vom Grad < n, n € N. Was wir noch brauchen ist ein Skalarprodukt
(,) : IxII— R,

also eine symmetrische’ positive’® Bilinearform’’, um den Begriff der Orthogonalitit ein-
zufiihren. Dieses Skalarprodukt soll von einem strikt quadratpositiven linearen Funktional
herriihren, also (f, g) = L (fg) sein, wobei

L : II—-R, L(f*) >0, fell (3.11)

Definition 3.11 Die Momentenfolge i, n € N, zu einem inneren Produkt (-, -) ist definiert als
die “Integrale” der Monome:

tn = (1, ()"), n € N. (3.12)
Die Momentenmatrix ist die symmetrische positiv definite doppeltunendliche Matrix
M= [((V,()) « Gk €N] =[pjun : 4,k €N]. (3.13)
Eine Matrix A der Form a;j = a;y, bezeichnet man auch als Hankelmatrix zur Folge a =
(a, : neN).

Auf II sind innere Produkte, die durch quadratpositive Funktionale gegeben sind, und Momen-
tenmatrizen dquivalent. Natiirlich definiert jedes innere Produkt eine Momentenmatrix, und um-
gekehrt setzen wir fiir

flo)y=>_fed*,  gl@)=> ga*,  n=max{degf degg},
j=0 Jj=0

ganz einfach

Ho  H1 .o Hn
. 9o

(fo9) = FTMug=[fo..... £ | 1012 L
: : e H2on—1 Gn
Wn  Hp—1 ... Hon

und die Hankelstruktur sorgt dafiir, dab (f, g) = L(fg) ist.
Ein Folge f,, € II,, \ {0}, n € N, von Polynomen heifit orthogonale Polynomfolge, wenn

(fn,11,—1) =0, d.h. (fu, [) =0, fell,. (3.14)

Das Polynom f,, bezeichnet man als orthogonales Polynom der Ordnung n — diese Polynome
sind bis auf Normierung eindeutig. Was orthogonale Polynome nun mit Kettenbriichen gemein-
sam haben ist die Tatsache, daf} die ein Drei-Term—Rekursionsformel erfiillen.

Das heibt (f, g) = (g, f)-
"SAlso (f, f) > O fiir f # 0.
"TDas Skalarprodukt ist linear in jeder der beiden Komponenten.
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Satz 3.12 Eine Polynomfolge f,, n € N, ist genau dann eine orthogonale Polynomfolge, wenn
es reelle Koeffizienten o, > 0, 3, € Rund v, > 0, n € N, gibt, so daf

fn: (anx—i_ﬁn) fnfl_f}/nfnf% TLEN, fOZ 17 ffl :07 (315)
gilt.

Bemerkung 3.13 Die Forderung ov,,y, > 0 konnte man auch zu o, vy, > 0 “aufweichen”,
denn wenn beide negativ sind, dann passiert auch nicht allzuviel.

Beweis: Sei f,, n € N, eine orthogonale Polynomfolge. Wir werden per Induktion iiber n
zeigen, daf3 das Polynom

— _ <xf"7fn> _ \/(gn’gn> <fn7fn>
Gnr1(2) = = ful2) o 1) fn o) an_l(a:), zeR, (.16
=], =7>0

von Null verschieden und orthogonal zu II,, ist und damit ein nichttriviales Vielfaches von f,
sein muB. Fiir n = 0 erhalten wir so, daf}

g(z) =z fole) = (z,Dfe = (g fo) = (g1, 1) = (&, 1) = (,1) =0,

und fiir allgemeines n stellen wir zuerst einmal fest, daB fiir f € II,,_»

<gn+17f> = <fnaxf> - ﬁ?lz <fn7f> - Viz(fn—l,f) =0

ist. Unter Verwendung unserer Induktionshypothese erhalten wir aulerdem, daf} g, = A, f,
mit’®
(Gns gn)

— \2 =
<gn7 gn> = )\n <fna fn> = )\n <fn, fn>

und landen so bei
(Gnt1s foo1) = (@ fo, foo1) — /8’:1 (frr fn1) — ’Y;L<fn71> fr-1)
= <fnax fn—1> - 77/1 <fn—1> fn—l) = <fnagn + ﬁ;_lfn—l + /7;—1fn—2> - 77/1 <fn—1> fn—l)

(Gr> Gn)
(frs )

(fu, fn) — 7;L<fn—17 fa1) =0,

und
<gn+17fn> = <xfn7fn> - ﬁ;z <fn>fn> - '77,1 <fn;fn—1> =0.

Damit ist (3.16) bewiesen und die Koeffizienten sind von der Form

ap € R-‘,—y ﬁn = —Qp 6;La Tn = O, ’y;u

78Wir wihlen hier gleich die positive Wurzel, —\,, tite es natiirlich ganz genauso!



3.4 Orthogonale Polynome, Kettenbriiche und Gaul3 49

wobei a,, > 0 ein freier Normierungsparameter ist.

Sei nun umgekehrt f,, eine Folge von Polynomen, die die Rekursionsformel (3.15) erfiillt
und setzen wir_der Einfachheit halber o, = 1, so daBB wir ein Folge monischer Polynome
fa(z) = 2™ + f,(x) erhalten. Nehmen wir auerdem induktiv an, wir hétten das Skalarprodukt
schon auf II, ; x II,_; bestimmt, das heiflit, wir kennen die Momente jy, ..., fio,_2. Nun
betrachten wir

fn<x) = xfn—l(x) + Bn fn—l(x> — Tn fn—Q(x)

und bemerken, daB fiir f € II,,_3 das Skalarprodukt mit f,, bereits definiert ist, und zwar

s 1) = (o @ f) 4 B (frrs 1) = i (Fr2s )

Auf der anderen Seite liefern die zusétzlichen Orthogonalitdtsbedingungen

0 = <fn7 :L'n_2> = <fn—1a xn—1> —Tn <fn—2a :Bn_2>
R (A B AP (3.17)

2n—3

=! [op—2 + Z Qn,j Hj

Jj=0
und

0 = (fu, 2" ") = (fam1, 2") + B fre1, 2" ") + i famo, ™)

2n—3

Hon—1 + Bnlion—2 + Z bnj 1,

=0

wodurch die Momente und damit auch das innere Produkt eindeutig bis auf Normalisierung,
das heift, bis auf die Wahl von py > 0, festgelegt sind:

p = —Bipo
M2 = —Q20 Mo — Q2,1 M1
ps = —[apis — b2,0 Mo — 52,1 241
2n—3
Hon—2 = — Z Qn,j Ky
=0
2n—3
Mon—1 = —[nhon—2 — Z bn,j M-
j=0
SchliefBlich ist B

Wir zeigen per Induktion iiber n, da3 dieser Ausdruck positiv sein mufl und dafl damit unser
inneres Produkt auch wohldefiniert, also positiv definit ist. Der Fall n = 0 ist dabei gerade
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o > 0, und der Rest der Induktion ist fast geschenkt: Ersetzt man n in (3.17) durch n + 1, dann
liefert die Induktion sofort, daf3

<fna fn> = <fn7$n> = pin + <};’$n> = Tn <fn—1vxn_1> = In <fn—1a fn—1> >0, (3.19)

also ist die Bilinearform mit den oben definierten Monomen strikt positiv und damit ein Skalar-
produkt. O

Bemerkung 3.14 Mit etwas scharfem Hinschauen sieht man in (3.19) sogar eine explizite For-
mel fiir (f,, fn), ndmlich

<fn7fn> = Tn <fn71>fn71> = YnVn—1 <fnf27fn72> == <H7j> <f07f0> = MOHV]

Und so konnen wir orthogonale Polynome immer als Konvergenten von Kettenbriichen erhalten
— der Beweis besteht lediglich aus dem Vergleich der Drei-Term—Rekursion fiir orthogonale
Polynome mit der Rekursionsformel fiir die Konvergenten.

Korollar 3.15 Die orthogonalen Polynome mit den Parametern o, 3,y in der Rekursions-
formel erhdlt man als Nenner der Konvergenten zu den Kettenbriichen

1 _ 72| _ s
(i +B1)  [(wx + B2)  [(asx + (3)

beziehungweise

O._Oéll'—i—ﬁl _(1213+ﬁ2

g V2
Umgekehrt sind die Nenner der Konvergenten aller Kettenbriiche der Form

[0, —041174—617—0621""52,...], Q; >0, ﬁER,
ein orthogonales Polynomsystem fiir ein passendes Skalarprodukt (-, -).

Wir haben jetzt also festgestellt, daB jede orthogonale Polynomfolge zu einem strikt quadrat-
positiven Funktional als Nenner der Konvergenten einer Folge von Kettenbriichen geschrieben
werden kann — aber wozu gehoren denn dann diese Kettenbriiche? Dazu betrachten wir Lauren-
treihen.

Definition 3.16 (Laurenteihen und Konvergenz)

1. Die Laurentreihe \(x) zu einer Folge (\; : j € Ny) ist definiert als

Az) = Z Nzl
=0
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2. Eine Folge \,(x) von Laurentreihen konvergiert gegen \*(x), wenn es fiir alle k € Ny
ein ng € N gibt, so dap fiir alle n > ny

M(@) = Nz =25 N (2),  dh Ay =X, j=0,... k-1

Mit anderen Worten: Konvergenz bedeutet, daf} ab einem bestimmten Punkt die ersten & Terme
der Laurentreihen mit den ersten & Termen der Grenzreihe iibereinstimmen, und das fiir alle
k € Ny. Dabei ist zu beachten, da wir hier mit formalen Potenzreihen arbeiten, und also
nicht dafiir interessieren, ob die Potenzreihe im normalen analytischen Sinn an einem Punkt
konvergiert und damit dort eine analytische Funktion darstellt.

Die erste, sehr einfache, aber erstaunlich fundamentale Beobachtung ist, da} wir jedes rezi-
proke Polynom als Laurentreihe entwickeln konnen, wobei ein wesentlicher Teil der Koeffizi-
enten Null ist.

Lemma 3.17 Ist p € I1,, mit p,, # 0, dann ist
b :i)\-a}_j =: A\(x).
plr) =

Beweis: Wir schreiben p(z) = pg + p1 & + - - - + p, " und setzen 1/p(z) = A(x) an, also

1 = pa) Ax) = (ij ) (Z A x) S p A

=0 k=0
n ' n ‘ n—j
= 27y mh= 3 ) pie
j=—co  k—f=j j=—c0  f=—j
wobei A_,, = --- = A_; = (. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir, daf3
i 0 40
D B s
k=—j
also insbesondere
0 = Pn )\O

0 = Pn—1 /\0 + Pn )\1

0 = pl/\0+"'+pn)\n—1a
was in Matrixform geschrieben und unter Verwendung von p,, # 0
Pn )\0
0= :+ - : = A=-=X_1=0
p1 .- DPn >\n71
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liefert. Die iibrigen Koeffizienten erhalten wir dann durch sukzessives Losen des Gleichungs-
systems

Pn
1 o An
0 = : N An—‘,—l ;
was A\, A\pi1, . . . eindeutig bestimmt. O

Definition 3.18 Ein undendlicher Kettenbruch [0;11,1s,...], r; € II \ Iy heifit konvergent,
wenn es eine Laurentreihe \(x) gibt, so dafs

Jim 2 = A

ist.
Bemerkung 3.19 (Konvergenz von Kettenbriichen)

1. Definition 3.18 macht Sinn™! Da py = 0 und p, = 1 ist, ist auch der deg g, > deg p, und
damit ist nach Lemma 3.17

Pn() - » > -
SICID RSN S
qn(a:) j=degqn j=deg qn—degpn

auch jede Konvergente als Laurentreihe darstellbar.

2. Man konnte die rationalen Funktionen auch nach positiven Potenzen von x entwickeln —
das gibt dann die Taylorreihe der Funktion. Allerdings braucht man dann etwas andere
Kettenbriiche, siehe [23], bei denen auch etwas im Zihler steht.

Und tatsédchlich gibt es jede Menge von konvergenten Kettenbriichen, ndmlich insbesondere die,
die wir bereits von den orthogonalen Polynomen her kennen.

Satz 3.20 Jeder Kettenbruch der Form [0; 1, ..., r; € II, degr; > 1, j € N, konvergiert gegen
eine Laurentreihe \(x) und dabei ist

Pu() —dns1—d
Az — — O (g—dn+1—dn (3.20)
(=) qn () ( )
das heifit,
Pa(z) =X+ Ay da—1 gt (321
Qn(m>

wobei d,, := deg q,, n € Ny.

7Was hitte man auch sonst erwarten sollen.
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Beweis: In der formalen Laurentreihe

Az) — pn(T) _ Z (pj+1(I) _ pj@)) _ Z i — Z o x = ~(x)

Qj+1(l') d; (:B) j=n gj+1 (J]) 4 (.l’) j=dny1+dn

Jj=n

sind alle Koeffizienten ; wohldefiniert, da y; ja nur von endlich vielen g, abhéngt. Damit ist
aber Konvergenz klar, da

Ptk (T) pn(x) —dp—d
— =0 (x4 ) k eN,

und wir somit eine “Cauchyfolge” von Laurentreihen haben. Das iibertragt sich auch auf die
“Grenzreihe” \(x), was uns auch schon (3.20) liefert. O

Zuriick zu unseren orthogonalen Polynomen heifit das dann insbesondere, daf} Kettenbriiche mit

linearen Koeffizienten immer konvergieren und zwar von einer sehr einfachen Ordnung.

Korollar 3.21 Jeder Kettenbruch der Form [0;r1,...], r; € 111 \ Iy, j € N, konvergiert gegen
eine Laurentreihe \(x) wobei

Aa) = 20 o (ponery. (3.22)

Diese schnell konvergierenden Kettenbriiche passen also besonders gut zur Laurentreihe A, da-
her wollen wir sie uns mal etwas genauer ansehen. Man konnte die Theorie sogar wesentlich
allgemeiner, also fiir relativ beliebige Kettenbriiche mit r; € II \ TI,, entwickeln®, aber wir
wollen uns jetzt auf Kettenbriiche mit linearen Faktoren beschrinken, also r;(z) = a,x + 3,
a; # 0, bei denen deg ¢,, = degp,, + 1 = n ist. Und dann geben wir den schnell konvergenten
unter ihnen einen besonderen Namen.

Definition 3.22 Der unendliche Kettenbruch [0;ry, ...}, r; € II; \ Ily heifst assoziiert zur Lau-
rentreihe \(x), wenn

Az) — Pu() O (z7>"71), neN,

qn ()
also
I (ZE) 2n ' [e'e) '
q(x):Zijur > iz, meN (3.23)
n §=0 j=2n+1

Es wire ziemlich vermessen, wenn wir uns einbilden wiirden, daf} alle Laurentreihen einen
assoziierten Kettenbruch hitten, aber es wird sich herausstellen, dal eine Beschreibung der
Laurentreihen, fiir die das gilt, sogar noch interessanter ist, denn da tauchen wieder die Hankel-
matrizen auf, die wir ja bereits aus Definition 3.11, Gleichung (3.13) kennen®!

80Was man nicht wirklich beweist, das kann man natiirlich besonders einfach behaupten.
810der kennen sollten.
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Satz 3.23 Eine Laurentreihe \(x) besitzt genau dann einen assoziierten Kettenbruch [0;ry, . . .,
r; € Iy \ o, wenn Ao = 0 und

VD VO W
detA, £0, A, = A? As |, nenw (3.24)

S Aon—2

)\n )\2n72 )\2n71

Beweis: Der Kettenbruch ist genau dann assoziiert, wenn fiir alle n € N

- 7 = )\0 + e+ )\2nx_2n +7n,2n+1$_2n_1 + ...
%(‘”g (3.25)
= )\0 + -+ )\an—2n +)\2n+1$—2n—1 + .

Subtrahiert man die zweite Gleichung in (3.25) von der ersten und bedenkt man, daf3 dies gleich
(=1)™/ (gn+1 gn) ist, dann ergibt sich, daB

(=n"

— o . )\ " —2n—1 .
@) gu@) ~ Omant ~ Aans) 2

Nun ist, wie man leicht durch induktive Anwendung der Rekursionsformel (3.2) sieht,

x>=(Haj>x"+--- S Gl gl —anH(Ha])

(3.26)
und ein Koeffizientenvergleich liefert
Qi = (=1)" (Y2041 : 2 +1)' (3.27)
(051 ce Oén)
Als néichstes multiplizieren wir die erste Zeile von (3.25) mit g, (), was®? zu
= (Sne s 3 ) (e
j=2n+1 k=0
n k
= Z Z Aj Qg " Z Z%,j Qi@ = Z Z Meej i’ + O (z7"71)
j=0 k=0 j=2n+1 k=0 k=0 j=k—2n
— Y a0 )= XY g 106
—n<k—2n<j<k<n —n<j<n j<k<j+2n
j+2n
- ijz)\k ]an+0 Z Z/\]+ka+O )
j=-n j=-n

82Unter Ausnutzung der Konvention 0 = \; = py, j, k < 0 bzw. k > n.
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also

fiihrt, wobei

und?®’

) = 300+ 3 s+ 0 ()
=0 =1

™

M

Tn+1

Ao

An

A1 A

Ay A3
An
L )\n—i-l

qn,n
Ao qn,0
)\nJrl
A277,—1
)\2n—1 )\Qn
)\Qn Tn,2n+1 |

dn,0

Ann
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(3.28)

(3.29)

(3.30)

Nachdem die linke Seite von (3.28) ein Polynom ist, folgt aus einem Koeffizientenvergleich,

daB m

wir nun aus (3.27)

/yn,Qn—&-l - (_]-)nan—i-l H aj + )\2n+1
j=1

und setzen dies in (3.30) ein, dann erhalten wir, daf3

det

det

also

AL A
Aa A3
An
An+1
Al A
Ae A3
An+1

n
+ it H ajz det

J=1

>\n+1 i
)\Qn—l
)\anl >\2n
Aon Yn2n+1
)\n+1
)\Qn—l
)\Qn )\2n+1

n

det Apyq1 + i (H a?-

Jj=1

Apt1 = — <

> det A,,

n

11

j=1

2

1
det An+1

det A,,

A Ao

Ay A3

/\n /\Qn—l
)\n—i-l >\2n

83Die Bildungsregel fiir 7,, . ; ist offensichtlich, wenn man einmal verstanden hat, wie 71, . . .

den.

-+ = Np41 = 0 sein muBl. Also hat die Matrix in (3.30) Determinante 0. Bestimmen

(3.31)

, M, gebildet wer-
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Fassen wir zusammen: Ein Kettenbruch mit linearen Faktorn ist genau dann zu einer Laurentrei-
he assoziiert, wenn diese Faktoren®* die Gleichung (3.31) erfiillen — und das ist per Induktion
dazu dquivalent, dal det A,, # 0, n € N. Die Bedingung an )\ is einfacher: man beriicksichtigt
lediglich in (3.29), daB p,, vom Grad n — 1 ist, also 0 = 7_,, = Ag ¢,,, Wohingegen g, ein
Polynom vom Grad n ist, was ¢, , # 0 heif3t. O

Nun ist Satz 3.29 an sich schon eine schone Sache mit einem ganz netten Beweis, aber die
volle Pracht dieser Beobachtung findet man erst im néichsten Resultat, das uns orthogonale Po-
lynome und Kettenbriiche so richtig zusammenbringt — und gleichzeit die implizite Gau3’sche
Definition der orthogonalen Polynome liefert.

Satz 3.24 Sei ;1 die Momentenfolge zu einem quadratpositiven linearen Funktional. Dann sind
die orthgonalen Polynome zu diesem Funktional die Nenner q,, n € N der Konvergenten des
Kettenbruchs, der zu

pla) = piax
j=1

assoziierten Laurentreihe.

Beweis: Die Matrizen A, = M,,_1, n € N, sind strikt positiv definit und haben damit sogar
strikt positive Determinante. Also existiert ein assoziierter Kettenbruch. Wegen (3.30) und dem
Koeffizientenvergleich in (3.28) ist auBerdem

i )\1 /\2 e >\n+1 Mo 1251 Ce Mn
. . Qn70 . . qn,O
0 = | MM : =] M H2 : :
: Aon—1 Gnn : e e H2n-2 Gnn
L A s Aot Aoy Hpn—1 ... MHon—2 MHon—1
(Lq)
()" a)

was uns Orthogonalitit liefert. Und nach (3.31) haben sogar die Koeffizienten «; in der Rekur-
sionsformel das richtige Vorzeichen fiir ein orthogonales Polynom. U

Kleine Bemerkung am Rande: Wir haben jetzt also sogar eine Formel fiir die Rekursions-
formel, indem wir «,, nach (3.31) bestimmen und (3, iiber den Koeffizientenvektor® ¢, =

(qn; = 7=0,...,n] vong,
0 = <Qn+17 Qn> - an+1<(')Qm Qn> + ﬁn—i—l <Qn7 Qn> + <Qn—17 Qn>
B oo Hnt
= Onp41 qz; . Gn + Bn—‘rl ngnQn

Hpt+1 -+ Hontl

84Was wir ganz genau hier investiert und wieder bekommen haben, ist die Assoziiertheitseigenschaft, also die
gute Approximationsrate, fiir die n—te und (n + 1)-te Konvergente.

85Es ist eigentlich gar nicht so abwegig, dasselbe Symbol zu verwenden, schlieBlich werden am Rechner Poly-
nome ja normalerweise auch als Koeffizientenvektoren gespeichert und verarbeitet.



3.4 Orthogonale Polynome, Kettenbriiche und Gaul3 57

als
T H1o oo Hngl
T
" ¢ Mg,
Hp+1  --- Hopng

Was hat das alles nun mit Gauf} zu tun? Ganz einfach, Kettenbriiche sind der Schliissel bei der
Bestimmung der sogenannten GauB3—Quadratur [9], also der Bestimmung von Gewichten w;

und Punkten (oder Knoten) z;, j = 0,...,n, so dafl
0="L(f) =) =L(f) =D wi f(x;), [T, (3.33)
§=0

wobei L wieder unser quadratpositives lineares Funktional ist. Die Quadraturformel ) in (3.33)
hat den maximalen Exaktheitsgrad 2n + 1, denn das Polynom f(z) = (z — x¢) -+ - (v — x,,) €
15,4 erfiillt ja

L(f) 0= wf ),

also kann (3.33) fiir dieses f nicht mehr gelten. Zu gegebenen Punkten x, ..., z,, bzw. einem
gegebenen Polynom® w(z) = (z — ) - - - (x — x,) bestimmt man die Gewichte w;, j = 0, .. .,
als

c— Tk w .
w; =L (;), ;= = , 7=0,...,n. (3.34)
=, =1l = =
k#j
Ubung 3.1 Beweisen Sie die Formel (3.34) fiir die Polynome ¢ - %
Schreiben wir nun w(z) = wy + wy x + - - - + w,x"™ + ", dann erhalten wir, daB®’
r — 17]' xr — ZL’j
wlma) bt (@ ag) + @ )
- xr — ZL‘j
n+1 k k n+1 k—1
o T8 — T o m ,k—1-m
= 2" + z;2"t o+ ZFa"? 4 4 'l
+ war"t 4wz 4 -+ w )
+ Wp—1 ill'n_2 + - + Wp—1 .1'?72
+ wq

8Diese Beziehung zwischen Punkten und Polynomen ist natiirlich nicht 1-1, denn es geht ja immer um Polyno-
me mit einfachen reellen Nullstellen!
87Und was jetzt kommt, ist original Gauf’sche Rechenkunst, allerdings moderner geschrieben.



3 KETTENBRUCHE UND POLYNOME

= T
=0 L
also
U}; (x]) L(&) = Hn t Hp-1 (xj +wn) + e o (:E?"i_wnx?_l +oe —|—U}1)
= Zuk (m?_k + Z Wy, a:?_k> =: W (z;), w € I1,,
k=0 m=k+1
und somit ~( )
w .’L‘j
p = . 3.35
w] U)/ (*1']) ( )

Diese Formel ermoglicht die Berechnung der Quadraturgewichte direkt aus den Momenten!
Nun seien A, = Q ((-)*) die Momente der Quadraturformel, 6, = px — A und A(z), 6(z) die
{88

zugehorigen Laurentreihen. Unter Verwendung der (formalen) Identitd

1 — ¢!
i ]Zl 2] (3.36)
fallt somit auf, daf3
ETR SLC  P DUREES S DTS e
k=1 k=1 j=0 =0 k=1 §=0 J
weswegen
Ow) = () = Ale) = ) =3 2 fjxj (337)
o

sein muss. Nach Konstruktion ist die Quadraturformel interpolatorisch und damit 6, =

#,, = 0 und damit ist

J/

mw_(xfzj = w(z) p(z) — Z%’ w' (2;) £(z) .

J=0
ell,

O(z7") = wx)b(z) =w(z)pu(x) — ij

Und jetzt sind wir im Geschift — hier zaubert Gaul3 nun in [9] das Kettenbruchkaninchen aus
dem Armel: ist nun w(z) = ¢,1(z) der Nenner der n + 1—ten Konvergente®von ji(z), dann ist

p(x) = Z;::—iéi; +0 (z7277) = n+1(2) (@) = ppy1(z) + O (z7"77),

88Beweis: Durchmultiplizieren und Koeffizientenvergleich, was auch sonst?

8Und die existiert ja nach Satz 3.24
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und somit

also p = 0 und daher
w(z)f(z) =0 (x_"_Q) = O(x) =

weswegen
Oy == Oir (3.38)

ist — die Quadraturformel mit den Nullstellen von ¢,,;; hat den gewiinschten Exaktheitsgrad.
Ach ja — natiirlich muB3 ¢, ; auch wirklich einfache und reelle Nullstellen haben, denn sonst
macht das Ganze ja keinen Spass! Gliicklicherweise wird das aber von der nachfolgenden Pro-
position garantiert.

Proposition 3.25 Erfiillt eine Polynomfolge eine Rekursionsformel wirin (3.15), dann hat jedes
Polynom f,, einfache relle Nullstellen.

Wir konnen uns leider das Leben nicht ganz einfach machen, indem wir uns zuerst auf Satz 3.12
berufen und dann darauf, da3 orthogonale Polynome immer einfache Nullstellen haben, denn
in diesem Beweis verwendet man normalerweise eine Integraldarstellung des inneren Produkts.
Man kann das zwar umgehen, braucht aber dann immer noch die nichttriviale Aussage, daf}
sich jedes positive Polynom®® als positive Summe von Quadraten darstellen 148t. Nachdem wir
allerdings spiter sowieso die Sturmschen Ketten brauchen werden, konnen wir den kleinen
Abstecher auch gleich an dieser Stelle machen.

3.5 Sturmsche Ketten

Sturmsche Ketten liefern eine Methode, die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms in einem
bestimmten Intervall zu ermitteln, und zwar indem man nur Vorzeichenwechsel einer endlichen
Zahlenfolge zdhlt. Das macht sie zu einem beliebten Hilfsmittel in der Numerik univariater
Polynome, siehe z.B. [25]. Wir halten uns hier, was die Begriffsbildung angeht aber an [7].

Definition 3.26 Eine endliche Folge f, ..., f, von Polynomen heifit Sturmsche Kette fiir ein
IntervallP' I, wenn

1. an jeder Nullstelle von fy, die Polynome fi1 und f;._1 echt unterschiedliches Vorzeichen
haben:

fr(x)=0 = fr—1(x) fry1(x) <0, k=1,....n—1. (3.39)

9 Also jedes reelle Polynom, das > 0 auf ganz R und an mindestens einer Stelle > 0 ist.
910ffen oder abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrinkt.
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2. das Polynom fy keine Nullstelle in I hat.

Was das mit Nullstellen zu tun hat, wird ziemlich schnell klar, wenn man fiir x € R die Anzahl
V (x) der echten Vorzeichenwechsel®? in dem Vektor (fo(), ..., fn(7)) betrachtet und z variie-
ren laBt. Solange f;(x) # 0, j =0,...,n, hat V (z £ ¢) genau denselben Wert fiir hinreichend
kleines . Hat nun aber f;, 1 < k < n, eine Nullstelle an =, dann hat wegen (3.39) entweder
fre1 oder fr_; dasselbe Vorzeichen wie f;. auf [x — €, x] und dasselbe gilt auch auf [z, z + ¢].
Mit anderen Worten: nur wenn f,, relativ zu f,,_; das Vorzeichen wechselt, verdndert sich auch
V' (z). Haben f,,_; und f,, nun einen gemeinsamen Vorzeichenwechsel an z, dann bleibt V' auf
[ — e,z + €] unverdndert, andernfalls steigt oder fillt die Anzahl der Vorzeichenwechsel, je
nachdem, ob f,,_; und f, an z — ¢ gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen hatten:

r—e|lx |x+e r—e|lx |x+e

Wl £ [0 F fl £ J0] F
foa| £ | E£| £ foci| F |F| F
\% k k|lk+1 \% k klk—1

Das liefert uns die folgende Beobachtung.
Satz 3.27 Seien®

oi(fiI) ={z el : flx—e)> f(x) =0> fz+e)},
und

o (f,I)={zel: flx—e)< flx)=0< f(x+e)},
dann ist, mit I = [a,b),

o (%,I) —o_ (ff:J) =V(b) —V(a). (3.40)

Und in der Tat haben wir nun auch schon alles beisammen, um die Einfachheit der Nullstellen
zu beweisen — und zwar nur unter Verwendung der Rekursionsformel.

Proposition 3.28 Fiir jede Polynomfolge f,, n € Ny, definiert durch die Rekursionsformel®*

f0:1, fn—i—l(x) = (x+ﬁn>fn<x)+7nfn—1(x)v Tn <Oa nENO,
gilt:

1. Jede endliche Folge fy, ..., f, ist eine Sturmsche Kette fiir jedes Intervall I C R.

92 Also die Anzahl der Vorzeichenwechsel, nachdem die Nullen getrichen wurden.

93Wir schreiben das etwas schlampig: © — ¢ beinhaltet immer “fiir alle € > 0, die hinreichend klein sind”.

%4Und diese Rekursionen sind nach Satz 3.12 genau die Rekursionen fiir monische orthogonale Polynome
bziiglich eines strikt quadratpositiven linearen Funktionals.
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2. Das Polynom f, hat genau n einfache relle Nullstellen, d.h.,

Beweis: Dal f; keine Nullstellen hat ist einleuchtend. Ist nun f,,(z) = 0, dann liefert die
Rekursionsformel, daf3

So1 (@) = fu-a(2)

und damit ist entweder f,,1(z) fn_1(x) < 0oder f,11(z) = f.(z) = fo_1(x) = 0.Im letzteren
Fall wire dann aber auch
fn - (:C + anl) fnfl

Tn—1
und mit demselben Argument ebenfalls 0 = f,,_3(z) = --- = fo(z), was ein Widerspruch zu
fo =1 wire. Also ist fy, ..., f, eine Sturmsche Kette.

Da wir es also mit einer Sturmschen Kette zu tun haben, konnen wir Satz 3.27 verwenden.
Da o, und o_ nur einen Teil der Nullstellen von f,, erfassen, ist offensichtlich fiir I = [a, b)

() o () () o () =i =0

(3.41)
Nun sind die Polynome aber alle monisch, d.h. fi.(z) = 2% + - - - und somit ist
lim fy(x) = (—1)* oo, liIJP fr(x) = o0,
also
lim V(a) =n, blim V(b) =0,

a——00 — 400

und somit fiir hinreichend kleines a und hinreichend grofes
n=1|V(®)—V(a)| = |ot (L,I) —o_ (i,l) ‘ :
fn—l fn—l

Setzen wir diese Identitét in (3.41), so erhalten wir, daf3
wie behauptet. U

Eigentlich sagt uns der Beweis sogar noch mehr! Denn
—n=V(b)—-V(a) =04 (L,R> —0o_ (L,R)
fn,1 fnfl

1st nur dadurch zu erreichen, daf3

o4 <%,R> =0 und o_ (%,R) =n

ist. Also sind alle Vorzeichenwechsel von f,,/ f,,_1 Vorzeichenwechsel von — nach +. Das kann
aber nur dadurch erreicht werden, dafl zwischen zwei Vorzeichenwechseln von f,, auch f,_
sein Vorzeichen wechselt. Anders gesagt:
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Die Nullstellen der (orthogonalen) Polynome aus Proposition 3.28 sind geschach-
telt: Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von f, liegt immer eine
Nullstelle von f,,_.

3.6 Padé—Approximation

Man kann auch zwischen Padé—Approximation und Kettenbriichen einen Bezug herstellen; ei-
gentlich haben wir sogar bereits bei unserer Gau3—Quadratur eine Form von Padé—Approximation
betrieben. Wir wollen hier aber nur kurz skizzieren, worum es dabei eigentlich geht, fiir Details
sei auf [19] und [23] verwiesen. Wir betrachten formale Potenzreihen der Form

f(w):f0+f1$+f2$2+"'22fj$j7 Jo#0
=0

und versuchen, diese von moglichst hoher Ordnung durch eine rationale Funktion

pm()
Tmn\T) = 5 Pm € Hm7 an € an
(@) n()

anzunihern. Da wir immer eine Konstante in 7, ,, kiirzen konnen ohne die rationale Funtkion
zu verdndern, haben wir also insgesamt m + n + 1 freie Parameter, die so bestimmt werden
sollen, daf3 die ersten m + n + 1 Koeffizienten von f “erwischt” werden, daf} also

Gn f(2) = pm(w) = O (z"7*)

gilt. Der Ansatz sollte uns ziemlich bekannt vorkommen, denn das war ja gerade der Job,
den unsere Kettenbriiche bei den Laurentreihen gemacht haben, die von den Momenten ge-
bildet wurden. Die Tabelle der rationalen Funktionen r,,,, bezeichnet man als Padétafel und
tatsidchlich findet man in dieser Tafel auch Konvergenten von Kettenbriichen, nimlich

ro,1,71,1,71,2,72,2, 72,3, - - -

siehe [23, S. 256ff]. Weiter ins Detail zu gehen wiirde aber zu weit fiihren und keine Zeit mehr
fiir die ebenfalls interessante Signalverarbeitung lassen.
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When the epoch of analogue (which was
to say also the richness of language, of
analogy) was giving way to the digital
era, the final victory of the numerate over
the literate.

S. Rushdie, Fury

Signalverarbeitung,
Hurwitz und Stieltjes

Sogar bei der Signalverarbeitung kann man Kettenbriiche nicht vermeiden. Hier werden sie
in Form eines recht klassischen Satzes von Stieltjes aus [7] in Zusammenhang mit Hurwitz—
Polynomen auftauchen, die wiederum eng mit der Stabilitit von IIR-Filtern verwandt sind.
Was das alles bedeutet? Ein bisschen Geduld noch . ..

4.1 Signale und Filter

Ein zeitdiskretes Signal s ist nichts anderes als eine doppeltunendliche Folge oder ein doppel-
tunendlicher Vektor
o= (0; : jEZL)clZ).

Natiirlich haben realistische Signale einen Anfang und ein Ende, also endlichen Triiger®®, zu-

mindest aber endliche Energie
1/2
2
ol = (zw ) ,

JEZ
aber es ist wesentlich angenehmer und praktischer, Signale in dieser unbeschrinkten Form dar-
zustellen. Ein Filter ist zuerst einmal nur ein Operator F' : ((Z) — ((Z), der Signale auf Signale
abbildet. Trotzdem schrinkt man sich in der Signalverarbeitung sehr schnell ein, ndmlich auf
sogenannte LTI-Filter (Linear Time Invariant), die, wie der Name schon sagt, zwei Eigenschaf-
ten aufweisen:

Linearitéit: Der Filter F ist ein linearer Operator von ¢(Z) nach ((Z).

Zeitinvarianz: Was passiert ist unabhiingig davon, wann es passiert, das heif3t, verschiebt man
ein Signal in der (diskreten) Zeit um einen bestimmten Faktor so ist das gefilterte Signal
bis auf dieselbe Zeitverschiebung wieder identisch:

J} =04k, JEZL = (Fal)j = (FU)jJrkv j €z

% Man konnte auch sagen “kompakten Triiger”, aber bei diskreten Signalen ist das nicht so wild.
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Zeitinvarianz 146t sich schoner mit Hilfe des Translationsoperators T schreiben, der durch
(to) ;= Oj+1s Jj € Z, definiert ist. Ein Filter F' ist dann nmlich genau dann zeitinvariant,
wenn er mit der Translation kommutiert, also wenn

TF =Fr (4.1)

gilt. Jeder lineare Filter 146t sich nun als doppeltunendliche Matrix schreiben, F' = [Fj;, : j,k € Z,
mit der normalen Multiplikation

(Ff); =Y Fufe. JEL

kEZ

Ist nun F’ ein LTI-Filter, dann ist
[Fisig : J.k€Z)=7F =Fr=[Fj)1 : j,k € Z]

Da die beiden Matrizen denselben Operator liefern sollen, miissen sie in allen Komponenten
libereinstimmen, weswegen [ , = I} ;1 bzw. nach Iteration

Firor = Fip—e, L€,

sein muss. Dies ist offensichtlich erfiillt, wenn F};, = f;_ fiir f € ¢(Z) ist, aber es gilt auch
die Umkehrung: Ist ) — k = ¢ — m, dannist j — ¢ = k — m und

Fi = Forj—ok = Fop—(b—m) = Fom
und damit hidngt Fj;, nur von j — & ab. Das konnen wir folgendermaflen zusammenfassen.

Proposition 4.1 Ein Operator F' . ((Z) — ((Z) ist genau dann ein LTI-Filter wenn es einen
Vektor f € ((Z) gibt, so daf3 Fy, = fj_k, j,k € Z, ist. In diesem Fall ist

(Fo),=> fi-kox, JEL 4.2)

keZ

Die Summe in (4.2) bezeichnet man als Faltung f+oc von f mit o. Als nachstes noch ein biichen
Terminologie.

Definition 4.2 (Puls, Filtertypen und z-Transformation)
1. Das Pulssignal 6 hat die Form*® §; = §;o.
2. Die Impulsantwort eines Filters F ist F'0.
3. Der Triger eines Signals oder Vektors o € ((7) ist

suppoc ={j €Z : 0; #0}

%Einmal steht § fiir das Signal, einmal fiir das Kronecker—6.
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4. Ein Filter heif3st FIR-Filter (Finite Impulse Response), wenn er ein LTI-Filter ist und
seine Impulsantwort endlichen Triiger” hat:

Fé € ly(Z); o €ly(Z)={oc €lZ) : #suppo < oo}.
Ansonsten spricht man von einem IIR-Filter®s.

5. Die z—Transformation eines Vektors oder Signals f € ((Z) ist

f(z):kaz_k, zeC*=C\{0}.

keZ

Der Grund fiir die Einfiihrung der z—Transformation ist schnell erzihlt: Fiir beliebige Folgen
fog€el(Z)ist

(Frg) @ =D D fimwgn ) 27 =D figez 7 =D fiz 7 | (D"

JEZ \k€EZ JEZ kEZ JEZ keZ

und somit
(f*9)(2) = f(z) 9(2), (4.3)

Faltungen werden also zu Produkten der z—Transformationen. Insbesondere ist also auch fiir
jeden LTI-Filter F

(Fo)(z) = f(z) a(2). (4.4)

DaB3 wir hier multiplizieren kdnnen ist aber nur ein Teil der Geschichte! Fast noch bedeutsamer
ist die Tatsache, daB3 man auf diese Art und Weise auch eine extrem schnelle Filterung imple-
mentieren kann, indem man in (4.4) z = e~ setzt, diskretisiert und die schnelle Fouriertrans-
Jormation (FFT) nutzt, siehe z.B. [21, 27, 29]. Mat 1ab und Octave besitzen beispielsweise
Routinen fiir diesen Zweck, in Octave hort diese Routine auf den Namen fft£filt. Grob
gesprochen kann man so die Komplexitiit der Filterung mit einem Filter der Linge®® N von
O (N?) auf den deutlich besseren und wahrscheinlich optimalen'® Wert O (N log N) reduzie-
ren.
Ist nun F’ ein FIR—Filter, dann ist seine z—Transformation von der Form

ni
FE) =17, ne<m e

Jj=mno

97Und damit endliche Dauer.

BWofiir das “T”” wohl stehen wird?

9Die Filterlinge ist die Differenz zwischen dem groBten und kleinsten Index zu “Taps™, das sind die von Null
verschienenen Filterkoeffizienten; diese Grofe legt gleichzeitig fest, welche Dimension ein Puffer fiir die Einga-
bedaten haben mulf3.

10050 weit ich weil existiert kein Beweis, daB die Komplexitit der FFT wirklich optimal fiir diesen Job ist —
aber seit der “Erfindung” in [5], siehe auch [3, 4] iiber die “historische” Entwicklung, hat niemand etwas besseres
gefunden. Und wenn man sieht, da die FFT in unheimlich vielen Bereichen, von der Multiplikation bestimmter
Matrizen bis hin zur Multiplikation ganzer Zahlen [28], eingesetzt wird, dann will das schon etwas heiflen.
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so eine endliche Summe, in der positive und negative Potenzen von z vorkommen kdnnen be-
zeichnet man als Laurentpolynom. Ist ny > 0, also supp f C Ny, so nennt man den Filter kausal,
denn dann ist fiir j € Z

(F0>j = ijkak = kao'jfk = Z Jeoj—k

keZ keZ keNp

und das gefilterte Signal zum Zeitpunkt j hingt nur von den Werten von o in der Vergangenheit
ab — was man auch von einem realisierbaren Filter erwarten sollte, dem normalerweise ja die
Fahigkeit fehlt, in die Zukunft zu sehen.

4.2 Rationale Filter und Stabilitat

Eines sollte uns bei unserem Einstieg in die Signalverarbeitung inzwischen klargeworden sein:
FIR-Filter sind eine feine Sache, da sie wirklich realisierbar sind, ganz egal, ob sie nun kausal
sind oder nicht, zumindest, wenn man eine verzogerte Ausgabe zuldsst. In der Tat kann man

—IR) - D i

(a) (b) (c)

Abbildung 4.1: Symbolische Darstellung der drei Bausteine: Multiplizierer (a), Addierer
(b) und Verzogerer (c).

jeden Filter mit drei Bausteinen, siche Abb. 4.1, realisieren: Multiplizierern, Addierern'®" und
Verzégerungsgliedern, die dafiir zustéindig sind, da} die “zeitverschobenen” Komponenten des
Signals dem Filter zugefiihrt werden, wenn man sie braucht. Das Blockschaltbild zur Realisie-
rung eines kausalen Filters aus diesen drei Bausteinen ist dann in Abb. 4.2 dargestellt.

Andererseits bieten FIR-Filter nicht genug Flexibilitit, insbesondere, wenn man “steilflan-
kige” Bandpassfilter realisieren mochte, die nur ein gewisses Frequenzband durchlassen und
einen scharfen Ubergang zwischen Durchlass- und Sperrbereich aufweisen; bei der “optimalen”
Niherung durch FIR-Filter tritt ein sehr unerfreuliches Oszillierungsphédnomen, das sogenannte
Gibbs—Phiinomen auf, siche Abb. 4.3. Wie Abb. 4.3 handelt es sich zwar nicht wirklich um ein
absolut unvermeidbares Problem, was man sich bei seiner Verhinderung allerdings einhandelt
ist ein deutlicher Verlust an “Steilflankigkeit”.

101Was diese beiden machen, sollte aus dem Namen hervorgehen.
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BO—> FC =

Abbildung 4.2: Ein FIR-Filter als Kaskade der Bausteine aus Abb. 4.1. Die Verzogerer
sorgen fiir die Translationen, die Multiplizierer fiir die Gewichtung und die Addierer sum-
mieren den ganzen Kram auf.

Deswegen versucht man, die Klasse an zulédssigen Filtern zu erweitern, indem man rationale
Filter der Form

(Fo) ()= 1) o) = Do), bl = Sm e ale) = gy

verwendet, deren z—Transformierte der Quotient zweier Laurentpolynome ist. Indem wir Zahler
und Nenner wenn notig mit einer Potenz von 2 und einer passenden Konstanten multiplizieren,
konnen wir immer annehmen, daB'®? q(z) = 1+ q 271+ - +¢,27", qn # 0, fiir ein passendes
n, also ¢(z) = 27 "q(z), wobei q(z) = ¢n+@Gn—1 2+ - -+ 2" ein Polynom ist. Nach Lemma 3.17
ist also

1 i . b .
S Nz = iz, A e l(Z),
TEREDWIEEES WY @)
so daf .
)= _fiz7 = felZ), suppfCN,,
j=0

ist. Wir sollten also nicht erwarten oder auch nur hoffen, daf f noch ein FIR-Filter ist. Trotzdem
kann man F' noch einfach realisieren: dazu formen wir die Definition von F'o in

p(2)a(z) = (Fo) (2)q(z) = (Fo) (2) + 27 q(2) (Fo) (2),  q(z) = a1+ +quz",

also

(Fo)(2) = p(2)o(2) = [¢7 (Fo) (2)] 4(2) = p(2)o(2) —q(z) (-7 Fo) () (4.5)

102Dje Konstante brauchen wir, um den konstanten Term von ¢ auf 1 zu normieren.
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Abbildung 4.3: Links: Approximation eines Bandpassfilters durch Partialsummen der Fou-
rierreihe fiir n = 5, 15, 100 (Werte eher zufillig) zeigt das Gibbs—Phanonem. Man beachte,
daB die “Uberschiesser” nur schmaler, nicht aber kleiner werden.

Rechts: Approximation durch ein anderes Approximationsverfahren, nidmlich die
Fejérschen Mittel. Diese haben zwar eine grofSere Abweichung vom Bandpass als die Par-
tialsummen (Partialsummen sind eine Bestapproximation), verzichten dafiir aber auf wilde
Oszillationen.

da
e (Fo)(2) =) (Fo); 277" =) (Fo),_; 27 = (r' Fo) (2).
JEZ JEL

Nun ist aber ¢ ein kausaler FIR-Filter und interessiert sich zum Zeitpunkt j nur dafiir, was
77! Fo bis zum Zeitpunkt j fiir Werte hatte, also fiir die Werte, die F'o bis zum Zeitpunkt
jJ — 1 hatte — und die sind aber bekannt. Anders gesagt: Wir berechnen F'o durch Filterung
von ¢ mit p und Feedback unter Verwendung von ¢; dies ist in Abb 4.4 dargestellt, fiir Details
der Herleitung siehe z.B. [12, 13, 27]. Alles was uns an dieser Stelle interessieren soll ist die
Tatsache, daf3 rationale Filter eine auch praktisch relevante Sache sind, da man sie mit den drei
Bausteinen tatsichlich realisieren kann.

Allerdings kann sich das Feedback—System ¢ auch ziemlich danebenbenehmen! Dazu ent-
wickeln wir nochmal 1/q als Laurentreihe,

1 - .
i iz,
q(2) ; !

erhalten unter der Annahme, daB supp p C [0, m] die Identitét

IEED D)W SERREDS [me_k] 27 = (A p) (2)

j=0 k=0 j=0 Lk=0
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C—

P(0)

Abbildung 4.4: Fin rationaler Filter, realisiert mittels delayed feedback: Das mit p gefilterte
Signal wird verzogert in den Filter ¢ geschickt und die beiden Ergebnisse summiert.

und sehen uns an, wie sich A\; und damit auch f; fiir j — oo verhilt. In der Tat kann sich ¢
dimpfend verhalten, wenn \; — 0 fiir j — oo oder aber verstdirkend, wenn |\;| — oo fiir j —
oo.Da fj = (A% p)j ist, ibertrédgt sich dieses Konvergenz- und Divergenzverhalten auch auf
die Impulsantwort f. Und ein “guter” Filter hat besser eine abklingende Impulsantwort, denn
sonst kann er eigentlich gar nicht realisiert werden: Ein derartiger Filter, dessen Impulsantwort
divergiert, wiirde unendliche Energie benotigen. Aullerdem wire sein “Eigenleben”, also das
was im internen Feedback—Kreislauf passiert, irgendwann so stark, daf3 es alle Eingabedaten,
alle weiteren Impulse, dominieren wiirde — der Filter wiirde nicht einmal auf die AuBBenwelt
reagieren.

Definition 4.3 Der LTI-Filter F' heif3t stabil, wenn
Jj——00 J—00

ist.
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Was aber bedeutet nun Stabilitét fiir unser Nennerpolynom g Das wird klar, wenn wir uns einmal
den einfachsten nichttrivialen Fall ansehen, nimlich ¢(2) =1 -z ' =271 (2 = (), ( € C*.
Erinnern wir uns an (3.36), dann ist'®

1 1 ¢ |
Q(z)zzz—C:Z_' - N=¢

=0
und Stabilitiit ist dquivalent zu |¢| < 1, die Nullstelle ¢ von ¢(z) muB also im Einheitskreis'**
D°=D\dD, D={eC: |z|<1}

liegen! Ist hingegen || > 1, dann fliegt uns der Filter um die Ohren, nur fiir Nullstellen auf
dem Einheitskreis, || = 1, konnen wir keine richtig negativen, aber auch keine wie auch
immer gearteten positiven Aussagen iiber die Impulsantwort machen. Wenn wir nun einen
beliebigen Filter mit rationaler z—Transformierter haben, dann faktorisieren wir ¢ in ¢(z) =
2" (2~ () (2 — ¢,) und verwenden die Partialbruchzerlegung

_p(x) _
tf(Z) - )

k
q(z —

14
ZL)%’ a1+...+ak:n7
= (2=G)

wobei «; die Vielfachheit der Nullstelle ¢; bezeichnet. Das Konvergenz-/Divergenzhalten wird
dann vom betragsgrofiten (; entschieden: liegt es auBBerhalb des Einheitskreises, dann haben
wir es mit Divergenz zu tun, liegt es innerhalb des Einheitskreises, dann konnen wir uns iiber
Konvergenz freuen. Und das ist auch das wesentliche Resultat iiber die Stabilitit rationaler
Filter'%, ein vollstindiger Bewesis findet sich z.B. in [27].

Satz 4.4 Ein rationaler Filter F' mit z—Transformation f(z) = p(z)/q(z) ist genau dann stabil
wenn alle Nullstellen von q im Einheitskreis liegen.

4.3 Fourier und Abtasten

Bevor wir uns an die Frage machen, wie man Polynome bekommt, die keine Nullstellen im
Einheitskreis haben, zuerst noch eine kurze Bemerkung, warum der Einheitskreis

MD={z€C: |z|=1}={e? : 0€[-m x|}

so eine wichtige Rolle spielt. Dal man statt der z—Transformation o(z) eines Signals auch die
zugehorige trigonometrische Reihe oder Fourierreihe

gf)=o (ew) = Z o, e 0 = Z o coskl +i Z o sin k0

keZ kEZ kEZ

103Man kann es natiirlich auch sehr einfach nochmals “beweisen”.
104Wir bezeichnen mit I den abgeschlossenen Einheitskreis, mit D° den offenen.
105 Auch gerne als rekursive Filter bezeichnet, der Grund dafiir sollte klar sein.
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betrachten kann, ist genauso naheliegend wie die Tatsache, dal3

(f*0)"(0) = (f*0) () = f(e7) o () = f(0) (D). (4.6)
Die (prinzipiell komplexwertige) Funktion f(@) bezeichnet man als Transferfunktion des Fil-
ters; sie wird in Anwendungen meistens in der logarithmischen Dezibel'"—Skala “dB” angege-
ben, d.h., man verwendet anstelle des Wertes i den Wert 10 log, , ¥ und schreibt “dB”dahinter'"’.
Da Cosinus und Sinus gerade bzw. ungerade Funktionen sind, hat die Transferfunktion die Form

~

FO) = fo+ > (fi+ for) coskO+i Yy (fe — fi) sinkd
k=1 k=1

und ist somit genau dann reell, wenn f, = f_j, als der Filter symmetrisch ist. Was fiir uns an
dieser Stelle wichtig ist: Durch den Ubergang von z—Transformationen zu trigonometrischen
Polynomen kénnen wir uns statt auf C* auf den Einheitskreis D beschrianken.

AuBerdem werden Frequenzgiinge in dieser Darstellung sehr viel natiirlicher wiedergege-
ben! Ein Bandpassfilter ist jetzt eben wirklich von der Form f = x|, «,]- Aber Moment einmal!
Wo bitte liegen jetzt die Frequenzgénge von beispielsweise 3000-4000 Hz? Alles was wir ha-
ben sind Werte f[0, 7] — zumindest wenn wir eine relle Transferfunktion wollen. Und das sind
bestenfalls “relative Frequenzen”. Die “wirklichen”, “absoluten” Frequenzen sind ndmlich im
Signal o codiert, und zwar in der Abtastfrequenz. Wir haben bisher immer nur gesagt, da3 o ein
zeitdiskretes Singal, also eine Folge, sein soll, und das bedeutet, daf3

Uk:S(t0+kT), k € Z, toeR, 7> 0,

eine Abtastung des Originalsignals s darstellt, wobei 7 das Abtastintervall und 1/7 die Abtast-
frequenz ist. Und man kann es sich leicht vorstellen: je kleiner 7 ist, je hoher also die Abtast-
frequenz ist, desto hoher wird die Frequenzauflosung sein. Das kann man formalisieren und das
fiihrt zum beriihmten Abtastsatz von Shannon!%, fiir den wir aber noch einen Begriff benétigen.

Definition 4.5 Eine Funktion f € L,(R) heifit bandbeschriankt mit Bandbreite T, wenn ihre
Fouriertransformation

7le) = / f(tye i€t di

aufserhalb von |—T, T verschwindet:

fe)y=o0, €¢[-T,1)

106Trotz des fehlenden “I” angeblich nach Alexander Graham Bell benannt.

7Die Dezibel-Skala ist also logarithmisch! Erhoht man also die Lautstirke in einer Disco um wenige Dezibel,
kann sich der Schalldruck sehr wohl vervielfachen, aber diese Bemerkung sto3t dort sowieso auf taube Ohren ...

108B7w. Shannon—Whittaker bzw. Shannon-Whittaker—Kotelnikov. Es sieht so aus, als hiitte Whittaker [32] be-
reits 1915 dieses Resultat erhalten, siehe auch [33], allerdings eher theoretisch im Zusammenhang mit Interpolati-
on, wohingegen Shannon deutlich spéter [30, 31] den Zusammenhang mit der Signalverarbeitung erkannte.
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~

Nachdem der Wert f(¢) den Energieanteil der Frequenz ¢ im kontinuierlichen Signal f an-
gibt'”, und da —¢ ja dieselbe Frequenz ist wie &, heiBt “bandbeschrinkt” also nichts anderes, als
daB nur Frequenzen < 7" im Signal f auftauchen. Der Shannonsche Abstastsatz sagt uns nun,
dal wir bandbeschrinkte Funktionen aus hinreichend feinen Abtastungen wieder vollstindig
rekonstruieren konnen.

Satz 4.6 (Abtastsatz) Ist [ eine T—bandbeschrinkte Funktion, und ist T < 7* = %, dann ist

f@) =Y o sinm(@/r—k) L fr), kez 4.7)

~ m(x/T—k) "’

Die kritische Frequenz 1/7* = T /7 bzw. die Hilfte davon'!” bezeichnet man als Nyquist—

Frequenz, die Funktion
sin Tz .
g(z) = =: sinc z, r € R,
T

als Sinus Cardinalis oder kurz “sinc—Funktion”. Das “cardinalis” kommt daher, daB!!!

1, k=0,

sinc k = dg, = { 0 sonst
b b

ist, siche Abb. 4.5. Den Beweis von Satz 4.6 findet man beispielsweise in [21], von wo auch der

1

0.8 |-

0.6 -

0.4 -

0.2 |-

ok

02+

04 L L L L L
-60 -40 -20 0 20 40 60

Abbildung 4.5: Die sinc—Funktion. Man sieht, daB sie fiir |x| — oo, aber halt eben nur wie
|| ! und das ist schon sehr langsam. Die erste Schwinungsperiode tiuscht hier etwas!

in [27] angegebene stammt, was einem die Ingenieursliteratur, z.B. [16], vorsetzt, erfiillt nicht
immer mathematische Anspriiche an Korrektheit.

®Da | f]|, = H fH ist, wie man leicht nachrechnet, geht auf diese Art und Weise auch keine Energie verloren.
2

19Das ist letztendlich eine Frage der Normierung von Frequenzen.
T An der Stelle 0 braucht man die Regel von L’Hospital.
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Und damit konnen wir auch die Frage nach dem Frequenzbereich der der Digitalfilter beant-
worten: Die Werte 6 € [0, 1] entsprechen den Frequenzen [0, 7], also dem Frequenzbereich,
der durch die Abtastung vorgegeben wird.

Und genau deswegen ist die Sache mit der Stabilitit eben nicht so einfach: Der Filter soll
einerseits auf JD einen vorgegebenen Frequenzgang so gut wie moglich approximieren und
andererseits keine Nullstellen im Inneren haben — das ist eine Nebenbedingung an den Nenner
des Filters, aber eben nur eine! Ubrigens ist das eine leicht vertrackte Situation: Wir legen eine
Funktion auf dem Einheitskreis fest, miissen aber fiir Ihre Stabilitdat das Verhalten der Funktion
im Einheitskreis beriicksichtigen, genauer, die Frage, ob unsere Funktion im Inneren des Ein-
heitskreises Pole hat oder nicht. Dennoch besteht Hoffnung: Die Funktionentheorie schlédgt sich
ja schlieBlich fast dauernd mit derartigen Problemen herum!

4.4 Nullstellen von Polynomen

Kehren wir jetzt zuriick zu unserer guten alten z—Transformation und betrachten wir also wieder
Polynome. Die “guten” Filter sind also genau die, bei denen alle Nullstellen von ¢(z) im Inneren
des Einheitskreises bzw. alle Nullstellen von

n
:quzj, z e Cx,
=0

auflerhalb des Einheitskreises liegen und tatsédchlich gibt es in der klassischen Literatur zur
Funktionentheorie auch einiges an Resultaten, die genau diese Frage untersuchen: Wann hat
eine komplexes Polynom f € C|z] entweder alle oder keine Nullstellen im Einheitskreis. Ein
Klassiker in dieser Richtung ist das Enestrom—Kakeya—Theorem, das man beispielsweise in [6]
findet und das uns eine hinreichende Bedingung liefert, wann ein Polynom keine Nullstelle im
Einheitskreis hat.

Satz 4.7 (Enestrom-Kakeya) Ist py > p; > --- > p, > 0, dann hat das Polynom p(z) =
Po + -+ pn 2" keine Nullstelle in D.

Beweis: !'? Fiir z € C ist
(1-2) =po+ Z —pj1) = pp T

und somit fiir |z| < 1

n

11— 2] [p(2)] =po+ | D (= pjo1) 2 — pa2™™!
j=1

> po—Z’pg pi—| |2 = Ipal |27 = po +Z —Pj-1) = Pn=0

"2Der Beweis hat zwar nicht wirklich was mit dem zu tun, was folgt, aber da er kurz und einfach ist, sehen wir
ihn uns kurz an.
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mit Gleichheit dann und nur dann, wenn |z| = 1 d.h. z = ¢ ist und wenn alle Potenzen
2} = ¢ dasselbe Argument haben, also wenn 6 = 0 bzw. z = list. Dap(1) = po+- - -+p, > 0

ist, kann p aber auch an z = 1 keine Nullstelle haben und somit ist 0 & p(DD). O

Das ist ja schon und gut, aber halt eben auch nur ein hinreichendes Kriterium. Wie aber kann
man'"® charakterisieren, ob ein Polynom keine Nullstellen im Einheitskreis hat? Zuerst ein-
mal modifiziert man das Problem, und zwar beispielsweise!!* mittels der gebrochen rationalen
Transformation

z+1 w41

z—1 w—1
DaB diese Transformationen wirklich Inverse voneinander sind, also die Transformation selbstin-
vers ist, sieht man sofort daran, da} sich beide in die Form zw — z —w — 1 = 0 bringen lassen.
Was bedeutet das aber nun? Schreiben wir w = u + v, dann ist

) U)+12 (U+1)2+’U2 |Z|>]., U>O7
v (u=1)*+v 2| <1, u < 0.

Damit bildet also die Transformation 2 — w die komplexe Ebene auf sich selbst ab, und zwar
so, daf} |z| < 1 genau dann, wenn der Realteil Rw von w negativ ist. Ist also p(z) ein Laurent-
polynom, dann erhalten wir, daf3

o) - Zp - =_§:;pj ()= (5) >y w1+ 1
- () Zp W = (14 0)™" 9 (w).

wobel

_ 241\ " 22 \ 1 z—1
1 = (1 - = ,
(1+w) < +z—1) (z—l) 2z
Ist nun 2z eine Nullstelle von p, mit'"® 0 < |z| < 1, dann ist w # 1 und somit muB auch p* an

der zugehorigen Stelle w verschwinden und die liegt nun nach unseren Beobachtungen in der
linken Halbebene! Das halten wir fest.

Satz 4.8 Das Laurentpolynom p(z) hat genau dann alle Nullstellen im Einheitskreis, wenn p"
alle Nullstellen in der linken Halbenene H_ := {z € C : Rz < 0} hat.

113Und zwar ohne das Ding zu faktorisieren, denn so ohne ist ja die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms
auch wieder nicht!

"4In [13] findet man die Transformation w = (i + 2)/(i — z), aber das sind nur Rotationen.

157ur Erinnerung: Laurentpolynome haben an z = 0 nichts verloren!



4.5 Hurwitz—Polynome und der Satz von Stieltjes 75

4.5 Hurwitz—Polynome und der Satz von Stieltjes

Eine weitere offensichtliche Beobachtung ist daf3 die Koeffizienten von p" reell sind, wenn
die von p reell sind. Und das fiihrt uns zu der Klasse von Polynomen, die uns den Rest der
Vorlesung interessieren soll. Ab sofort schreiben wir unsere Polynome wieder als Polynome
in z, nur interessieren wir uns jetzt nicht mehr fiir den Einheitskreis, sondern fiir die linke
Halbebene.

Definition 4.9 Ein Polynom f € C|z] heifit Hurwitz—Polynom, wenn es relle Koeffizienten hat
und alle seine Nullstellen negativen Realteil haben.

Bevor wir einige Information tiber Hurwitz—Polynome sammeln, wollen wir uns der dringenden
Frage widmen, was die nun wieder mit Kettenbriichen zu tun haben. Dazu zuerst einmal eine
klassische Methode, Polynome zu zerlegen, indem man ein Polynom f(z) als

FE =D 527 = f27 4+ Y fon 2 = (%) + 29 ()
§=0 j<n/2 j<n/2

schreibt, wobei h die Koeffizienten von f mit geradem Index, g die Koeffizienten mit ungeradem
Index enthilt.

Definition 4.10 Zwei reelle Polynome p(x) und q(x) mit degp = degq = n oder degp = n

und deg ¢ = n — 1 bilden ein positives Paar, wenn ihre Nullstellen x1, ..., x, und x', ... x,
bzw. o'y, ... x| die Bedingung
< <zh<-oo-<ua <z, <0, q €11, 4.8)
T <Tp <z <---<ual <z, <0, gell,_q )

erfiillen und die Leitkoeffizienten von p und q gleiches Vorzeichen haben''®.

Und positive Paare beschreiben nun gerade die Hurwitz—Polynome, werden aber andererseits
auch durch Kettenbriiche charakterisiert.

Satz 4.11 (Stieltjes) Fiir ein Polynom f(z) = g (2%) + zh (2?) sind dquivalent:
1. f ist ein Hurwitz—Polynom.
2. Die Polynome g und h bilden ein positives Paar'"’.
3. Es gibt eine Zahl ¢y > 0 und positive Zahlen c;,d;, 7 = 1,...,m, so daf

h
ﬁ = [Co;d1x7017d2$762,...,dme,Cm} s (49)
9(@)

wobei genau dann cy = 0 ist, wenn deg f ungerade ist.

116Das ist wieder einmal nur eine Normierungsfrage, den Nullstellen ist das Vorzeichen aber auch sowas von
egal.
""Man beachte: der Grad von h kann hierbei kleiner sein als der von g.
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Der Kettenbruch in (4.9) hat neben den positiven Koeffizienten auch eine amiisante Struktur zu
bieten: es wechseln sich in den Teilnennern immer ein Polynom vom Grad 1 und ein Polynom
vom Grad 0 ab. Um Satz 4.11 beweisen zu konnen, miissen wir natiirlich ein bilchen mehr
arbeiten, aber das Resultat sollte es uns wert sein. Bevor wir uns aber an die einzelnen Schritte
des Beweises machen, wollen wir erst noch eine einfache Eigenschaft der Hurwitz Polynome
festhalten, namlich, daB alle Koeffizienten von f strikt dasselbe Vorzeichen haben miissen.

Lemma 4.12 Sei f ein Hurwitz—Polynom vom Grad n und f, > 0. Dann ist f; > 0, j =
0,...,n.

Beweis: Wir faktorisieren f in
fO=H]]E-¢), el
j=1

Da in einem reellen Polynom alle Nullstellen auch konjugiert komplex auftreten miissen, enthélt
f entweder Faktoren der Form (z + «), & € R, namlich dann, wenn die Nullstelle reell ist oder
aber von der Form

(Z—C)(Z—Z):zg—(C+E)z+$:z2+ﬁz+% B,v € Ry,

=RC<0 =[¢|*>0
so daf3
k K
f(2) = fa [ (z + ) [H (2% + Bjz + ;)
§=0 §=0
nur positive Koeffizienten hat. U

4.6 Der Cauchy-Index und das Argumentenargument

Es wird Zeit, sich an die Sturmschen Ketten zu erinnern! Dabei haben wir fiir ein Intervall
I = [a, b] die Anzahl der gewichteten Vorzeichenwechsel X2 f = o (f, [a, b]) einer Funktion f
untersucht. In unserem Beweis von Proposition 3.28 haben wir dabei eine rationale Funktion f
betrachtet, die als Quotient von zwei aufeinanderfolgenden orthogonalen Polynomen definiert
war. So eine rationale Funktion hat aber nicht nur Nullstellen des Zihlers, sondern auch Null-
stellen des Nenners, also Pole, und auch diese Pole ermoglichen Vorzeichenwechsel, jetzt aber
von 400 nach Foo. Und die Anzahl dieser singuliren Vorzeichenwechsel''® bezeichnet man
als den Cauchy-Index I° f von f auf [a,b], wobei die Vorzeichenwechsel von —oo nach +o00
positiv, die von +00 nach —oo hingegen negativ gezdhlt werden. Mit anderen Worten:

IPfo=—xb L (4.10)

Es erfordert nicht viel Phantasie sich vorzustellen, dal auch der Cauchy—Index sehr viel mit
Sturmschen Ketten zu tun haben wird. Aber um den Beweis wir in [7] durchzufiihren, brauchen
wir zuerst ein klein wenig Funktionentheorie, siehe z.B. [6, Theorem 2, S. 175].

8 Also Vorzeichenwechsel mittels einer Singularitit — der Begriff ist nicht Standard, erscheint mir aber ange-
messen.
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Satz 4.13 (Argumentenprinzip) Ist [ analytisch auf einem Gebiet D C C und ~y eine positiv
orientierte stiickweise glatte geschlossene Kurve in D, die ein Gebiet ) C D einschlief3t, dann
ist

%Awargf(z):#{zefl L f(z) =0}

wobei A, die Anzahl der Verdnderungen im Argument entlang vy bezeichnet.

Nun sei f ein Hurwitz—Polynom und fiir R > 0 betrachten wir das Integral iiber die Kurve -,
die aus dem Intervall [— Ri, Ri] und dem Halbkreis mit Radius R in H besteht, siche Abb. 4.6.
Also ist

Abbildung 4.6: Das Integrationsgebiet, in dem sich keine Nullstellen nicht befinden, ganz
egal, wie grofl wir R wihlen. Denn schlieBlich ist f ja ein Hurwitz—Polynom.

0=Afparg f (ir) — AT _f (Re™).

Fiir hinreichend grofle Werte von R wird aber der Argumentenwechsel entlang des Halbkreises
vom Leitterm f,, 2" bestimmt, n = deg f, und betrigt nm, also ist

A _arg f (ix) = I%gr;o AR arg f (iz) = nr. (4.11)
Schreiben wir f in der etwas exzentrischen Form
f(z)=ap2" +bpz" P4 ar 2"+, ag # 0,
dann ist fiir n = 2m

fliz) = (=DMapa™ +i(=1)" 2" 4 (=) a2
= (=" (@0 " —a 2" P ag "t ) +i(—1)™t (bo PR WV R )
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und fiirn = 2m + 1
f(m:) — (_1)m (bo xn—l — by :L’n_3 + .. ) 44 (_1)m (ao " — ay xn—z 4+ ) ’

in beiden Fillen ist also

flix) = p(x) +iq(x), x € R, (4.12)
wobei
B (=)™ (agz"™ —ar "2+ -+ (=1)"a,,) , n = 2m,
p(z) = { (=1)™ (bo 2™ L — by 2" + -+ + (—1)™by,) , n=2m+1, (4.13)
und
(=)™ (g™t —bya" P+ (=)™, 7)), n=2m,
Q(x) = m n n—2 m
(=)™ (agz™ —ar 2" "+ + (=)™ an ), n=2m+ 1.
(4.14)
Das Argument''®  =: arg z ist ja definiert durch
e 0 . cost = Rz/|z|
Re+iSz=2=|z|e" = |z|(cosf + i sin0) = { sin = S22
und somit ist
b= 7 cotf= 2 S g —arctan o — arccot o
anf = o, cotd = = arctan g = arccot—.

Angewandt auf (4.12) bedeutet das also, dall

q(z)

arg f(ix) = arctan — = arccotp(x)

p(x) (@)

Nun entspricht aber jedes Inkrement des Arguments, also jeder “Umlauf” von f(ix), einer
Singularitéit des Tangens und deswegen ist

Ifooop—x), n=2m+1,
1. . q(x)
L A% arg fiz) =
m o (@) _
-1 —=, n = 2m,
p(x)

und somit erhalten wir fiir Hurwitz—Polynoms unter Beriicksichtigung von (4.11) die Charakte-
risierung

- - .« . n _— n_2 DY
n=1I% S L N CRE)
ap ™ — a2 4 - box™t — b3 4.

9Vielleicht hitte man den Begriff ja definieren sollen, bevor man sein Prinzip einfiihrt?
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Jetzt kehren wir wieder zuriick zu unserer guten alten Zerlegung f(z) = g (2?) + 2z h (2?) und
betrachten zuerst einmal den Fall n = 2m. Dann ist

9(@) = fox™+ fao ™ 4 fo,  h(@) = far 2™ fug 2P 4+ f1, (4.16)
also!?®
g (—22) = (=" (ao 2 —ap 24 ) , h (—22) =(-n™ (bo A L U ) ,

womit wir also dank (4.15) bei

2h(—2?)
9(=2%)

ankommen. Im Fall n = 2m + 1 haben wir entsprechend

g(x) = fn—l ™ + fn—3$m71 + -+ f07 h(x> = fnxm + fn—2 xmil + -+ fl (418)

und

n=—I>, 4.17)

_ e 920
n= -l Ay (4.19)

Als nichstes brauchen wir eine Eigenschaft des Cauchy—Index, die eigentlich nichts anderes als
eine Umformulierung von Satz 3.27 ist.

Lemma 4.14 Sei a < ¢ < b und ¢ eine beliebige Funktion. Dann ist
o = Io + 126 + 1.0,

wobei
1 = +00
N =< —1  falls lim ¢(x){ = —o0
0 e sonst.

Beweis: Ersetzt man ¢ durch ¢! dann entspricht der Cauchy—Index dem Zihlen der Vorzei-
chenwechsel wie in Satz 3.27 — singulédre Vorzeichenwechsel von ¢ sind “normale” Vorzeichen-
wechsel von ¢! und umgekehrt. Ist nun gerade an c so ein Vorzeichenwechsel, dann wird der
von den beiden “Teilindizes” nicht erkannt und muss durch das 7. explizit hinzugefiigt werden.
g

Damit konnen wir also (4.17) folgendermaBen entwickeln'?!

_ g Zh(_ZQ):_ 0 oo zh(—z2):_ o 2h(=%%)
[ I e e
_ 0 h<_22)_ o h(@) _ M_ o zh(z)
T e T T e T )
g T g gl " g g T g(o)

-~

=0

IZODa a; = fn,Qj und bj = fnflfgj ist.
121Dabei ist zu beachten, daB der Faktor z im Zahler fiir den Cauchy—Index irrelevant ist, da das Nennerpolynom
gjag(0) = fo # 0 erfiillt, also kein ry—Term auftreten kann.
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Fiir n = 2m + 1 ergibt sich analog

e @) 9(@)
_I_Ooxh(w) ]_"Oh(:z:)’

und somit
]foooh<x) —]foooxhu), n = 2m,
- g9 () g9 () 4.20)
o 9@ e 9(2) = 2m 1.

“xh(z) T h(x)

Damit kénnen wir auch schon einen Teil von Satz 4.11 angehen, und diese Aussage hat sogar
einen eigenen Namen'?2,

Satz 4.15 (Hermite-Biehler) Ein Polynom f(z) = g (2*)+2z h (2?) ist genau dann ein Hurwitz—
Polynom wenn g und h ein positives Paar bilden.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dal f genau dann ein Hurwitz—Polynom ist, wenn (4.20)
erfiillt ist. Nun miissen wir wohl oder iibel zwei Fille unterscheiden:

n = 2m: Das Polynom g im Nenner hat Grad m und damit hochstens m Nullstellen. Dami
mul} wegen

t123

2m = I hiw) I,
g9 ()

xh(x)
g(x)

= IS =,

der Quotient h(x)/g(x) nur singuldre Vorzeichenwechsel von —oo nach +oo, der Quotient
x h(x)/g(x) hingegen nur singuldre Vorzeichenwechsel von 400 nach —oo haben. Das ist aber
genau dann moglich, wenn alle diese Spriinge an negativen z passieren und wenn zwischen je
zwei solchen Spriingen ein Vorzeichenwechsel, also eine Nullstelle von h liegt. Nun hat g aber
gerade m solche Nullstellen x4, . . ., z,,, und h andererseits m — 1 Nullstellen z/, ...,z , und
nach dem, was wir gerade gezeigt haben, miissen sich diese als

T <) <mp<m<o-<a  <x, <0

anordnen lassen. Nach (4.16) und Lemma 4.12 konnen wir aulerdem davon ausgehen, daf3
g und h beide positiven Leitkoeffizienten haben'?* und somit sind sie ein positives Paar. Die
Umkehrung erhilt man, indem man die Beweisschritte einfach riickwérts durchgeht.

n = 2m + 1: Nun miissen die n = 2m + 1 singuldren Vorzeichenwechsel dadurch erreicht

werden, dal wir m + 1 Vorzeichenwechsel von z h(z) und m Vorzeichenwechsel von A (z) mit

122Um genau zu sein: laut [7] ist der folgende Satz ein Spezialfall des Hermite—Biehler—Theorems.

123Djeses Argument hatten wir schon einmal, nimlich beim Beweis von Proposition 3.28, als wir gezeigt haben,
daB orthogonale Polynome die maximale Anzahl an reellen Nullstellen haben.

124Dje Koeffizienten f,, und f,,_; miissen dasselbe Vorzeichen haben und wiren sie negativ, dann multiplizieren
wir halt f, g, h alle mit —1.
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entgegengesetzten Paritdten haben. Das heilit aber nichts anderes, dal die m + 1 Vorzeichen-
wechsel von z h(z) an den Stellen 2} < --- < 2/, < 0 und eben an 0 erfolgen miissen'*> und
zwischen diesen Vorzeichenwechseln miissen nun mit demselben Argument wie oben wieder
Vorzeichenwechsel von g liegen, also

h<m<ah<-o-<a, <z,<0,
wie behauptet. U

Aus der Identitit (4.20) die ja dazu dquivalent ist, da f ein Hurwitz—Polynom ist, bzw. g und
h ein positives Paar bilden, kann man auch noch eine weitere Schluffolgerung ziehen.

Proposition 4.16 Zwei Polynome g und h, deg g = m, bilden genau dann ein positives Paar,

wenn ) )
m = zgoooﬂ — =7 (z) @.21)
9(x) g(x)
und wenn im Fall deg g = deg h zusdtzlich noch
€xo = lim sgnM =1 4.22)

S (C)
ist.

Beweis: Dal} (4.21) fiir n = 2m direkt aus (4.20) folgt, haben wir ja schon gesehen, um aber
auch fiir n = 2m + 1 von (4.20) zu der Aussage von Proposition 4.16 zu gelangen, brauchen
wir eine Identitét fiir den Cauchy—Index einer rationalen Funktion f, deren Zihlergrad grofler
als der Nennergrad ist, namlich

I (@) + 5 f (@) = === e = lim sgn f(a), (4.23)

In der Tat ist der Ausdruck auf der linken Seite ja nichts anderes als die Anzahl aller singulidren
Vorzeichenwechsel von f zusammen mit den Vorzeichenwechseln von f, und diese summieren
sich zu gerade zu 1 wenn ¢,, = 1 und €_,, = —1, zu —1, wenn die Vorzeichen andersrum
verteilt sind und zu 0, wenn €., = €_, ist.

Mit (4.23) konnen wir ndmlich jetzt die zweite Zeile von (4.20) in

ot e 9@ e 9@ e h@) 1=l ah@) | 1+1

Faxh(x) 7T h(z) Fglx) 2 = g(2) 2

umschreiben, was uns also auch wieder (4.21) liefert. Dall die Leitkoeffizienten von ¢ und h
gleiches Vorzeichen haben'?®, folgt fiir n = 2m, und damit degh = degg — 1, direkt aus
(4.21), fiirn = 2m+1, also deg h = deg g, benodtigt man eben die zusitzliche Annahme (4.22).
[l

Auf dem Weg zum Beweis des zweiten Teils von Satz 4.11 brauchen wir noch die folgende
Hilfsaussage.

12Denn z = 0 ist ja die einzige Nullstelle, die beim Ubergang von h(z) zu zh(z) dazukommt und letztere
Funktion hat eine Nullstelle mehr.
126Was ja eine Bedingung fiir ein positives Paar ist!



82 4 SIGNALVERARBEITUNG, HURWITZ UND STIELTIJES

Lemma 4.17 Angenommen, die beiden Polynome g und h, degg = m bilden ein positives

Paar'® und es gibt Konstanten c, d und Polynome g, h, € I1,,_1, so daf
h 1
ha) oo L [c; de, M} . (4.24)
g(x) dr + 91() ha(z)
hl(.f)

Dann sind c, d sowie g1, hy eindeutig durch g, h bestimmt und es gilt:
1. ¢>0,d>0,
2. deggy =deghy =m — 1,
3. g1 und hy bilden ein positives Paar.

Erfiillen umgekehrt die Zahlen c, d und die Polynome gy, h, die obigen drei Bedingungen, und
sind g, h durch (4.24) definiert, dann bilden g und h ein positives Paar.

Beweis: Wenn g, h ein positives Paar, dann hat g insbesondere m reelle Nullstellen wir erhalten
unter Verwendung von (4.24) daB!?®

=] 7T — | =1 : 4.25
mE e T e | T e a4
hl(x)

Damit muf} aber der Nenner ein Polynom vom Grad n sein, also d # 0 und degh; = m — 1,
denn sonst kiimen wir beim besten Willen iiber Grad m — 1 nicht hinaus. Wir konnen au3erdem
ohne Einschrinkung annehmen, daB der Leitterm von h; positiv ist'?°. Nun sagt uns aber (4.25),
daB beide rationale Funktionen, h(zx)/g(x) wie auch hy(x)/ (dx hi(x) + g1(x)), ihr maximale
Anzahl von singuldren Vorzeichenwechseln von — nach + haben und somit fiir hinreichend
kleines x strikt negativ, fiir hinreichend groB3es = hingegen strikt positiv sind. Damit ist

- hi () : hi(x)
—1 = —sgnd = lim , 1 =sgnd = lim ,
= e (@) + g1 () e = A T (@) + g1 ()

woraus d > 0 folgt. Nach (4.25) hat i /g genau m singulire Vorzeichenwechsel von —oo nach
+00, zwischen denen wieder m — 1 Vorzeichenwechsel von + nach — liegen miissen, und somit
ist

e, [dzp—f— hl(m)} >m—1; (4.26)

127Das heiBt insbesondere, daB deg h € {m — 1,m}.

128Hier erweist sich der Cauchy-Index als hilfreich und niitzlich: im Gegensatz zu “normalen” Vorzeichenwech-
seln lassen sich singuldre Vorzeichenwechsel von Konstanten, die man zur Funktion addiert, nicht beeindrucken.

129 Ansonsten mulitplizieren wir g; und h; beide mit —1.
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da dieser Cauchy-Index hochstens 1 — m sein kann'° gilt in (4.26) Gleichheit und daher

1o g1(x) _ o 91(7)
m—1=—I%_ [d:p + hl(z)} = _]_"Ohl(x)' 4.27)

Aus der zweiten Identitit in (4.21) sehen wir auBerdem, daf3

m = _[Eoooxh(x) = -1 crt—— =1 cx—l—;
o(@) o) o)
hi(r) x hy(z)
= | =1 |d -y 4.8
e d g1(x) _Oo{ +:ch1(:c) “xhy(x) (4.28)
x hy(z)

und somit ist auch deg g = m — 1, weil wieder einmal zwischen jeder Sprungstelle ein Vorzei-
chenwechsel liegen muss. Damit ist Punkt 2 auch schon erledigt.
Da die beiden Polynome ¢, h; denselben Grad haben, ist

. gi(x) . 91() . 1
1 = lim d =+ 1 S —
2o hy(z) 70 = lm dr+ ) 0 T i @y
T+
hi ()
und somit nach (4.24)
¢ — lim h(z) 1 ~ fim h(x) { > 0, deg g = deg h,
z—o0 | g() d+ g1(z) z—oo g(x) =0, deg g > degh,
hl ([E)

und damit ist auch Behauptung 1 bewiesen.
Fehlt noch, da} g; und h; wirklich ein positives Paar bilden. Dazu wenden wir (4.23) auf
(4.28) an und erhalten, daf3

h oo~ t—o0
91(x) 2
@ h h h
lim sgn () = €x = lim sgn vhn(z) = — lim sgn vh(x) —€_ -
koo = g1() a—too = gi() a==c0 = gi(x)

Normieren wir also g; und h; so, dal €., = 1 ist, dann liefert uns das zusammen mit (4.27) und
(4.29) genau das, was wir brauchen, um Proposition 4.16 anwenden zu kénnen — und siehe da,
g1 und h; bilden wirklich ein positives Paar.

130SchlieBlich ist ja deg hy = m — 1.
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Fiir die Umkehrung liest man wieder alle Argumente in umgekehrter Reihenfolge — wir
haben ja entweder Identitdten oder Charakterisierungen verwenden. U

Mit diesem Lemma ist der Beweis von Satz 4.11 kein groB3es Hexenwerk mehr, denn schlief3-
lich zeigt es uns ja, daB positive Paare unter eine “Doppelschritt” der Kettenbruchzerlegung in
positive Paare iiberfiihrt werden und umgekehrt. Und tatséachlich ist Satz 4.11 nur noch eine
Kombination von Hermite—Biehler, Satz 4.15, und dem folgenden Resultat.

Satz 4.18 Zwei Polynome g und h, deg g = m, bilden genau dann ein positives Paar, wenn es

>07 degQZdegh, ' ' .
CO{=07 degg = degh + 1, Crdj ERy, g=1,...,m,
gibt, so daf3
h
ﬂ = [Co;dll',Cl,.--,dmxacm] (430)
9()

ist.

Beweis: Dank Lemma 4.17 brauchen wir nur noch zu zeigen, dal3 es zu jedem positiven Paar
g, h eine Zerlegung mit g;, h; wie in (4.24) gibt. Ist nun m = deg g = deg h, dann kdnnen wir
h mit Rest h; durch g teilen, also h = ¢ g + hy, wobei sogar ¢y > 0 ist'*! und deg hy = m — 1.

Damit ist
Mo) _ o) thale) _ @) _ 1
g(x) g(x) gy 7 gla)
hi ()
Nun ist deg g = m = deg hy + 1, also g(z) = dy x hy(x) + ¢1(x), deg g1 < m — 1, und damit
h(z) 1 B 1
g(x) =Gt diz hy(z) + g1 () _00+d g1()
h@) @)

und nach Lemma 4.17 ist d; > 0 und degg; = degh; = m — 1. Fiir degh = degg — 1 gilt
genau dasselbe, nur eben mit ¢ = 0 und daher h; = h. Was wir also gezeigt haben ist, dal in
beiden Fillen

h 1

_(x) =Co + 1 = [Co;dl x,

(@)
! @@
ha(x)

ist. Nun konnen wir hy/g; aber als [01; ds x, 7 (x)} mit deg go = deg ho = m — 2 schreiben.

hi(z)
g1(x)

} , deggy =degh; =m—1, (4.31)

Iterieren wir das in (4.31), dann erhalten wir, daf3

h h;
ﬂ: co;dyx,c,. .., dj, ](x)}’ degg; = degh; =m — j, 7=1,...,m,
9(x) g;(x)
(4.32)
und j = m zusammen mit g,,, h,, # 0 liefert uns ¢,, # 0 und somit (4.30). Die Umkehrung ist
einfaches Ausmultiplizieren des Kettenbruchs. U

131 Als positives Paar haben die Leitkoeffizienten von g und h dasselbe Vorzeichen!
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Der Satz von Routh-Hurwitz!*? liefert uns eine weitere Charakterisierung von von Hurwitz—
Polynomen, diesmal liber bestimmte Determinanten. Und da zu Determinanten immer Matrizen

gehoren'?? beginnen wir mit diesen.

Definition 4.19 Sei p € 11 ein Polynom vom Grad n. Die Hurwitz—Matrix zu p ist die n X n—

Matrix

Pn—-1 Pn-3 Pn—5 0

Pn Pn—2 Pn-4 0

0 Pn—1 Pn-3 0

Hp = 0 Pn Pn—2 0
0 0 0 ... po

(4.33)

Beispiel 4.20 Sehen wir uns doch mal ein paar Beispiele von Hurwitz—Matrizen an, ndmlich

fiir kleine Werte von n und p(x) = po + -+ + p z":
n = 1: Fiir hier haben wir lediglich die 1 x 1-Matrix H, = [py].

n = 2 Die Hurwitz—Matrix ist in diesem Fall

ez 2]
P2 Po

und enthdilt zum ersten Mal eine Null.

n = 3: Jetzt erkennt man schon langsam ein bifichen mehr von der Struktur:

p2 po O
Hp =|p3 pr O
0 p2 po

n = 4z Liefert noch ein bifichen mehr Struktur

p3s pr 0 O
ps p2 po O
H. =
P 0 ps m O
0 ps P2 Po

132Und hier ist nicht der Satz “A PhD dissertation is a paper of the professor written under aggravating circum-

stances” gemeint, der in [20] A. Hurwitz zugeschrieben wird.
1330der war es umgekehrt?
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Die Beispiele zeigen uns, da3 wir wieder einmal zwischen geraden und ungeraden Werten von
n unterscheiden miissen, und zwar

Pn-1 ... D3 P1 0 0 ... 0 0
Pn .. D4 P2 Do 0O ... 0 O
Hy=| : . i 1 i ioioi |, n=2m, (434)
0 oo 0 Ppot Pz Pns ... p1 O
0 ... 0 P Pn2 Pp-a ... P2 Do |
bzw.
Pn-1 ... D2 Po 0 ... 0
no e 0O ... 0
H, = p . p.3 ]9.1 . . . ) n=2m+1. (4.35)
0 R L S T O S )

Was wir jetzt noch brauchen ist der Begriff der Minore.

Definition 4.21 Sei A € R"*" und I C {1,...,n}. Die [-Minore von A ist definiert als
my(A) =det A(I,I) =det[a;, : j, k€ 1],

und die j—te Hauptminore als

m](A):m{l j}(A):det[aM : k’,gzl,,j]

.....

Satz 4.22 (Routh-Hurwitz) Ein Polynom f € 11 mit positivem Leitkoeffizient'>* ist genau
dann ein Hurwitz—Polynom, wenn

my (Hf) > 0, j= 1,...7degf. (4.36)

Bevor wir uns an den Beweis machen, sehen wir uns mal die ersten Spezialfille an: Fiir n = 1,
also ein Polynom f(x) = fiz + fo, f1 > 0, sagt uns Satz 4.22, daB f genau dann ein Hurwitz—
Polynom ist, wenn 0 < my (Hy) = fj, was sich leicht verifizieren ldf3t, da

flx)=0 & r = _fo
hi
ist. Ein bichen interessanter wird es schon fiir n = 2 wo die Positivitdt der Hauptminoren von
_ | A0
Hy = zu 0</fi, 0</fohi <~ 0 < fo, /1
2 fo

fiihrt. Und tatséchlich sind ja die Nullstellen von f die Werte

_ —hEVR-Aff
€T =
2fo

134Das ist bekanntlich der Koeffizient vor dem Monom héchster Ordnung, also fieg /-

= Rx < 0 fiir 0 < fo, f1, fo,
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da die Wurzel genau dann entweder imagindr oder < f; ist, wenn fyfo > 0, also fo > 0 ist.
Also konnen wir auch hier das Routh—Hurwitz—Kriterium “zu Ful}” verfizieren. Interessanter
wird es dann schon im Fall n = 3, wo alle Hauptminoren der Matrix

fa fo O
Mf = f3 f1 0
0 fo fo

positiv sein miissen, was zu fy, fo > 0 und f,fo > fofs dquivalent!™ ist.

4.8 Das Routh—-Schema oder die Ruckkehr der Sturmschen Kette

Der Ausgangspunkt fiir den Beweis von Satz 4.22 ist die Charakterisierung (4.15) der Hurwitz—

Polynome, also
b n—1 __ b n—3 .
n — [® o T 12 + _. [EOOOM_ (4.37)
ap ™ — a a2 4 - - fo(z)

Mit diesen beiden Polynomen, die keine gemeinsame Nullstelle haben!3®, kénnen wir nun eine
Folge von Polynomen f, ..., f,, durch Division mit Rest wie folgt konstruieren:

fi(x) = q;(z) fia(x) = fisa, deg fij1o < deg fj_1. (4.38)

Das ist der gute alte euklidische Algrithmus, der uns einen alten Bekannten liefert.

Lemma 4.23 Sind fy, f1 zwei Polynome ohne gemeinsame Nullstelle und ist f,, € Ty \ {0} in
der durch (4.38) gebildeten Folge, dann bilden fy, ..., f. eine Sturmsche Kette''.

Beweis: Da die beiden Polynome keine gemeinsame Nullstelle haben, liefert der euklidische
Algorithmus den grof3ten gemeinsamen Teiler f,,, als von Null verschiedene konstante Funktion.
Was wir zeigen miissen, ist, dal an jeder Nullstelle von f; die Polynome f;_; und f;;; umge-
kehrtes Vorzeichen haben; ersetzen wir in (4.38) j durch j — 1, dann liefert eine Umformung,
daf an jeder Nullstelle = von f;

0=g;(z) fi(z) = fi-1(x) + fira(x)

sein muf} — und damit ist wieder entweder f;_;(x) = f;+1(x) = 0 oder die beiden haben, wie
gewiinscht, unterschiedliches Vorzeichen. Wiren andererseit aber f;(x) = f;11(z) = 0, dann
ist'* nach (4.38) auch f;,2(z) = 0 und, per Iteration, auch f,,(z) = 0, was natiirlich nicht sein
kann. U

135 Aus der letzten Ungleichung folgt iibrigens unmittelbar die Positivitit von f;.

136Den hitten sie eine, dann konnten wir den gemeinsamen linearen Faktor kiirzen und das Nennerpolynom hitte
in Wirklichkeit nur Grad n — 1 und damit auch maximal n — 1 Nullstellen, womit dann aber der Cauchy—Index
<n — 1 wire.

37Die jetzt im Gegensatz zu Definition 3.26 umgekehrt indiziert ist.

138Und dieses Argument sollte uns bekannt vorkommen — wir kennen es ja aus dem Beweis von Proposition 3.28.
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Fiihren wir jetzt den euklidischen Algorithmus durch, dann erhalten wir die Polynome

ag - _
folx) = b—xﬂ(ﬂs) — folz)=cpa" 2 —cra™ -
0
bo n—3 n—>5
fs(@) = C—$f2(x)—f1(5€):d0$ —dy " A
0
j—2
. . . _i_o ao
filr) = aga™™ —a 2" 4 = —mr fia(w) - fia(e), (4.39)
ap
wobei L P
j—1 j— J=2 j—
Cooay ap,, —ay a
0 1 0 41— G0 Appq
a, = a, ay, = by, a) = — : (4.40)
ap
denn'¥
g2 |t (n—3)/2+1
_ % ko i—1_n—j+1—2k ki =2 n—j+2-2k
file) = e | Y (FDfe e | > Dfa e
%o k=0 k=0
(n—34)/2+1 j—2 j—1 j—=1 j—2
_ Z ( 1>k o 4 —Gay 4y pn—i+2-2k
j—1
k=1 o
(n—j)/2 Jj—1 _j-2 Jj=2 j—1
_ ( 1)k Gy Apiq '_1% Apt1  n—j—2k
-
k=0 o y
—a!
Prinzipiell kann es natiirlich passieren, daf in einem Schritt
j=2 j—1 Jj—1 _j—2
I T | i—1
0=a} = — : ay #0
ap

ist; in diesem Fall ersetzen wir o/~ durch a] > + £ mit einem hinreichend kleinen £ > 0. Selbst
wenn wir das mehrfach machen wiirde, konnten wir letztendlich € — 0 gehen lassen. Dieser
Prozess klappt, solange f keine Nullstelle auf der imaginidren Achse hat, fiir Details siehe [7].

So konnen wir uns auf den reguldiren Fall beschrinken, dafl wir durch den Prozess (4.39) ei-
ne Sturmsche Kette der Linge n erhalten. Nun ist jedes Polynom mit geradem Index, fo, fo,. . .,
ein Polynom von derselben Paritit'** wie n und jedes mit ungeradem Index, f, fs, ..., mit der
entgegengesetzten Paritit. Damit ist aber

V(—z) = V(fo(=2), fi(=2),..., fam1(=2), fu(—7))
_ {V(fo(x),—fl(x),...,—fn_l(x),fn(x)), n=2m,
V(_fo(x)afl(x)v"'afn—l(x)v_fn<x>>7 n=2m+ 1.

139Hierbei sind Summationsgrenzen immer als ganzzahliger Anteil aufzufassen.
140Ein Polynom heiBt gerade, wenn f(—xz) = f(x) und ungerade, wenn f(—x) = — f(z).
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und damit!'*!

V (—00) +V (00) = n, (4.41)

denn entweder gibt es von f;(co) nach f;.;(oc0) einen Vorzeichenwechsel oder von = f;(c0)
nach £f;,1(—00) = Ffj+1(c0). Andererseits liefert uns (4.37) zusammen mit (4.10) und

Satz 3.27, daf3 (@) (@)
n= e T T )~ Ve S V)

also ist f genau dann ein Hurwitz—Polynom, wenn

0=V(c)=V(a):j=0,...,n), n=V(-o0). (4.42)
Damit erhalten wir auch schon den folgenden Satz.

Satz 4.24 (Routh—Kriterium) Das Polynomom f(z) ist genau dann ein Hurwitz—Polynom,
wenn alle Zahlen aé, j =0,...,n, strikt dasselbe Vorzeichen haben.

Bemerkung 4.25 Nach (4.42) muf3 der Vektor, dessen Vorzeichenwechsel V (c0) bei einem
Hurwitz—Polynom mindestens n + 1 Eintrdge enthalten — wie sonst soll man auch auf n Vorzei-
chenwechsel kommen? Das heifst aber auch, daf3 der euklidische Algorithmus bei eine Hurwitz—
Polynom keine “Spriinge” machen darf, daf3 also alle q; gerade Grad 1 haben diirfen und nicht
mehr. Oder, nochmals anders gesagt: Wiirden wir in (4.40) durch Null dividieren, dann hditten
wir es auf keinen Fall mit einem Hurwitz—Polynom zu tun.

Man kann nun die Koeffizienten'*?> der Polynome f, fi, ..., f, in einer Tabelle darstellen und
erhilt so das Routh—Schema
ad) a?
0o @1
ay 4y
ag

das sich rekursiv iiber (4.40) bestimmen ldsst. Das Routh—Kriterium aus Satz 4.24 sagt uns nun,
daBl wir Hurwitz—Polynome daran erkennen konnen, dafl alle Eintrige der ersten Spalte des
Routh—Schema strikt dasselbe Vorzeichen haben, und das ist nun wirklich ein sehr einfaches
Kriterium.

Beispiel 4.26 Versuchen wir einmal, ein bifichen “Gefiihl” fiir das Kriterium zu bekommen.

1. Fiirn =2und f(z) = fo+ f1 2+ f22? erhalten wir, da} a) = fo, a = fo und a} = fi,
also

1.0

2 Qpay

ao— 0 3
aj

und wir haben es wieder genau dann mit einem Hurwitz—Polynom zu tun, wenn fy, f1, fo
strikt dasselbe Vorzeichen haben.

4THier steht oo fiir ein z, das so groB ist, daB alle f;(z) ihr “ultimatives” Vorzeichen angenommen haben, also
keine Nullstelle mehr rechts von diesem Punkt haben.
14213 diesen Koeffizienten steckt immer noch das alternierende Vorzeichen
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2. Ein etwas komplexeres Beispiel aus [7], bei dem man auch das “s—Argument” in Aktion
sehen kann, ist das Polynom f(z) = 24 4+ 23 4222 4+ 22+ 1, das uns das Schema

2
2
1

der Linge n liefert. Allerdings ist f kein Hurwitz—Polynom, denn wenn wir ¢ > 0
wiéhlen'®, dann haben wir eine Vorzeichenverteilung+, +, +, —, +, fiir negatives ¢ hin-
gegen +,+, —, +, + und in beiden Fiillen ist V (00) = 2. Das zeigt iibrigens, daf3 f zwei
Nullstellen in H, hat!

Der Weg vom Routh—Schema zu Satz 4.22 ist nun erfreulich kurz! Dafiir bemerken wir zuerst,
dafl die Hurwitz—Matrix von der Form

bp —b1 Do

ap —aip a9
Hf prg 0 bo - bl

0 Qo —Qaq

ist. Nun ziehen wir wie bei der GauB—Elimination'** das a, /bo—fache der ersten Zeile von der
dritten ab, dasselbe mit der zweiten und vierten Spalte und so weiter, was uns eine Matrix der

Form

[ by —b by ]
0 o —a
Hy= | 0t —b | g = PO 0
0 0 Co 0

liefert. Diese Formel fiir die ¢ sollte uns aber bekannt vorkommen, denn sie ist genau (4.40)
und somit erhalten wir

ay ap a

2 2

0 a(l) a%

H](cl) =H;=|0 a q
0 0 a

und die Sache fingt langsam an, Spass zu machen. Denn jetzt subtrahieren wir natiirlich das
ay/a2—~fache der zweiten Zeile von der dritten und verfahren entsprechend auch mit der vierten

143Zur Erinnerung: |¢| ist immer noch klein!
144Muf man hier noch Literaturhinweise geben?
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und fiinften Zeile, und so weiter. Wieder taucht die Rekursion (4.40) auf und liefert uns die
Matrix

ay aj a
0 a2 a?
H }2) =10 0 da
0 0 da?

Vorausgesetzt, dal wir nirgendwo durch Null dividieren miissen, endet diese Iteration bei der
oberen Dreiecksmatrix

ag ... *
(n)
H;" =
ag
und da wir von der k—ten Zeile nur Vielfache der Zeilen 1, ..., k—1 abgezogen haben, stimmen
die Hauptminoren von H; und H} iiberein:
k .
my (Hy) = my (H}m) [} k=1....n. (4.43)
j=1

Beweis von Satz 4.22: Nach Satz 4.24 ist f(z) mit aj = f,, > 0 genau dann ein Hurwitz—

Polynom, wenn aé > 0ist, 5 = 1,...,n, was nach (4.43) wiederum dazu dquivalent ist, daf3

(n)

alle Hauptminoren von H ;" und damit auch alle Hauptminoren von H ¢ positiv sind. U
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