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Statt einer Leerseite ... O

Die Wissenschaften sind nicht wie Minerva, welche véaligtig bewaffnet dem
Haupte Jupiters entsprang. Sie sind défter der Zeit und bilden sich langsam,
zuerst durch Sammlung der Methoden, welche die Erfahrung angibt, @ter sp
durch Entdeckung der Principien, die aus der Combination der Methoden sich fol-
gern lassen.

Die Greise, welche man ihrer Erfahrung wegen zum Bett der Kranken berief und
die aus Mitleiden die Wunden verbanden, waren die ersten Aerzte.

Die agyptischen Sdifer, welche die Beobachtung machten, dass einzelne Sterne
nach einer gewissen Umlaufzeit wieder zu demselben Punkte der Himmigtkzur
kehrten, waren die ersten Astronomen.

Der Erste, der durch Zeichen jenes einfache ¥Hriss2 x 2 = 4 ausdiickte, er-
fand die Mathematik, jene achtige Wissenschaft, welche wirklich den Menschen
auf den Thron der Welt erhob.

J. A. Brillat—-SavarinPhysiologie des Geschmacks
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Don't panic!

D. Adams Hitchhiker's guide to the
galaxy

Optimierung ist Gberall

Eigentlich ist es klar, dal3 Optimierung eine daufigsten Formen der angewandten Mathema-

tik ist, ja sein muf3, denn normalerweise versucht man ja, im Géstében wie auch im pri-
vaten Bereich oder auch bei Auseinandersetzungeo@imalesResultat zu erzielen — wobei
natirlich oftmals gewisse Randbedingungen einzuhalten sind. Und ob man nun einen Nutzen
zu maximieren versucht oder einen Schaden so gering waialm halten will, das ist ohnehin

kein Unterschied, mathematisch gesehen sogar nichts anderes als ein Vorzeichen.

1.1 Die allgemeine mathematische Formulierung

Um ein Optimierungsproblem mathematisch modellierenémnien, brauchen wir immer zwei
Dinge:

1. EinezulassigeTeilmenge deParametermeng& . Diese MengeX legt ganz allgemein
fest, wie wir den Gang der Dinge beeinflussé&mien. Will man beispielsweise den Er-
trag eines Aktienfonds optimieren, danrinde D angeben, wieviele Aktien von jeder
individuellen Firma gehalten werderguft das ganze dynamisch, daréite man sogar
noch eine Dimension,amlich die Zeit.

Nun ist aber nicht unbedingt die ganze Mengezugelassen, sondernoglicherweise
nur eine Teilmeng® C X, die durch nbglicherweise durch mehr oder weniger komple-
xe Nebenbedingungeestimmt wird. Um zu unserem Aktienbeispiel @akzukehren:
Neben der offensichtlichen Eins@mkung durch die Endlichkeit des eigenen Kapitals
misste man bei einer realistischen Modellierung z.B. auch uauflighe Aktien oder
kartellrechtliche Besclnkungen mit einbeziehen.

2. EineZielfunktionF' : X — R, die angibt, welchen Nutzen wir aus einer bestimmten
Parameterkonfiguration ziehen oder welchen Schaden wir in diesem Fall erleiden.

Das Ziel der Optimierung besteht nun “ganz einfach” darinppitimalesz* € D zu finden, so
dafi

F (") = min F(x) oder  F(z*) = max F(x) (1.2)

zeD zeD

1Ein Aspekt, an den fast jede(r) beinakglich erinnert wird.
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ist. Die Wahl von ‘min” oder “max” hangt davon ab, ob die Zielfunktion nun Kosten oder
Gewinn beschreibt.

Bemerkung 1.1 Es wilrde eigentlich geingen, sich in (1.1) entweder auifin oder aufmax zu
beschénken, was wiriir die Herleitung unserer Verfahren &ger auch tun werden. Daamlich
die Multiplikation einer Ungleichung mit-1 das Ungleichungszeichen umdrelgilt

F@")=minF(z) <& F(@)<F(x) < —F(@")>-F(2)

zeD
& (=F) (@) = max (-F) (z)
und damit ist das Minimum voR gerade das Maximum VOAF'.

Sind wir also ruhig mal optimistisch und nehmen an, wir wolleaximieren dann lautet das
Optimierungsproblem

Man findex* € D, so dal}

F(xz*) > F(x) furallex € D.

Was einem zur bsung dieses Problems sofort diittf, ist die Hau—Ruck—Methodenamlich
hinreichend Aufiges Ausprobieren.

Algorithmus 1.2 Man wahle Punkter, ..., z, € D geeignet und wahit z* so, daR

F(z") = max F(xj).
J=1,.., n
Der Vorteil der Methode ist, daf sie eigentlichr &lle beliebigen ZielfunktioneR' funktioniert,
was die Nachteile angeht, ist sie hingegen etwas grgiger:

e es gibt eigentlich keine Garantie gibt, dal3 man auf diese Art und Weise einem Maximum
auch nur nahekommt — man denke nur an die Funkfign) = sinz und di¢ Wahl
von sogamnenedlich vielelPunktez; = 27, wosinz; = —1 ist, was so weit vom
Maximum+1 entfernt ist, wie man’s sich nur vorstellen kann.

e Tatsachlich besteht eine der “besten” Strategien sogar darin, diese Punkte zuerst einmal
zufllig zu wahlen — man spricht dann von eindonte—Carlo—MethodeDer Grund ist
klar: bei zuglliger Punktwahl ist es sehr unwahrscheinlich, daf3 man die Punkte so unge-
schickt ausfallen wie im Sinus—Beispiel.

e WennD unbschéanktist, z.B.D = R, dann ist die Methode ohnehin etwas unpraktikabel,
denn man kann in endlicher Zeit ja nur endlich viele Punkte bestimmen — ganz zu schwei-
gen von dem endlichen Speicherplatz, den realistische Computer nur ziagMegf stel-
len kdnnen.

2Wie man eigentlich in der Schule gelernt haben sollte.
3Normalerweise erst einmal so, daR sie hinreichend dicht liegen.
4Zugegebenermalien ganz besonders ungeschickte.
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Fur eine mathematische Behandlung von Optimierungsproblemen klassifiziert man die Proble-
me daher nach gewissen Kriterien, die dann aduihgvunterschiedliche Methoden bedingen
und zulassen. Ein paar davon sind

e Klassifikation nach dem Typ der Zielfunktion. Ist beispielsweise (x4, ...,z,) € R"
ein Vektor, dann heif3t die Zielfunktidmear, wenn

Flz)=c"z=ciay+ - +cpap,

oderquadratischwenr?

n

F(x)=a2"Av + 'z = Z ajRT;T) + Z CiT;.

j,k=1 7j=1
Ansonsten spricht man generell voithtlinearenOptimierungsproblemen.

¢ Klassifizierung nach dem Parameterraim Kann man eint € X beliebig gut durch
y # x anrahern, dann spricht man von eindwntinuierlichenOptimierungsproblem,
andernfalls von einerdiskretenOptimierungsproblem. Typische Beispiele siid= R
und X = Z, alsoreelle Zahlefi und ganze Zahlen, also., —1,0,1,.... Bei kontinu-
ierlichen Problemen kann man Methoden der Analysis verwenden, die sich bei diskreten
Problemen aber zumeist verbietésbrigens gibt es auch “Mischprobleme”! Die Ziel-
funktion kann durchaus von einigen Parametern kontinuierlich, von anderen hingegen
diskret ablngen — beispielsweise bei der Optimierung des Musikgenusses mit einer Ste-
reoanlage. Der Equalizer hat kontinuierliche Schieberegler, die Auswahl der CD hingegen
ist eine diskrete Gif3e, die nur endlich viele Werte annehmen kann.

e Klassifizierung nach der zassigen Mengé. Diese kanrbeschénkt sein oder nicht;
auch hier ist es wieder aglich, daf3 in einigen Parametern Besotkungen existieren
oder nicht.

Das erscheint alles ziemlich abstrakt und nicht besondersatshi#zogen. Daher sehen wir uns
einige typische Sorten von Optimierungsproblemen einmal an halbwegs realistischen Beispie-
len an — bei der Gelegenheit erhalten wir dann auch Informaitimr die losungsmethoden,

die uns dabei zur Veifgung stehen.

1.2 Lineare Optimierungsprobleme

Bei einemlinearenOptimierungsproblem betrachtet man, wie ja schon gesagt, eine Zielfunktion
der Form

F(z)=clz = chxj, ¢,z € R". (1.2)

=1

SUnd hier brauchen wir leider (?) mathematische Notation.
SWas das wirklich ist, ist gar nicht so einfach zu beschreiben!
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Im allereinfachsten Fallp, = 1, ist alsoF'(x) = cx und diese Funktion istinbeschénkt
beziglichz. Nehmen wir an, da > 0 ist, dann viachst diese Funktioiber alle Grenzen, wenn
x nur grolRer und golRer wird. Um einen Maximalwert zu bekommen, mul} also deiszige
Bereich D beschanktsein. Praktischerweise verwendet man dazumtervall I = [a, b], das
man auch durch die beiden Nebenbedingungen

T >a und z<b

ausdiicken kann. Diese Nebenbedingungen sibdgens ebenfalléneare Funktionen inz und
konnen auch etwas “mathematischer” als

EIE BRI

geschrieben werden, also in der Fadm > b, wobei “>" hier komponentenweissi versteheh
ist. Jetzt bsen wir aber unser “Problem”, indem wir einen Blick auf Abb 1.2 werfen und Ma-

A

y

Abbildung 1.1: Eine lineare Funktion nimmt auf einem Intervall Maximum und Minimum
immer am Rand an.

ximum wie Minimum der Funktion finden, indem wir einfach an einem der beiden Endpunkte
nachsehen.

Ubung 1.1 Zeigen Sie, daR Nebenbedingungen der Ferm® a;,....z > a, undz <
by,...,x < b, immer zu einem Intervall als zassiger Mengelihren. &

Trotzdem gibt uns — wie immer — unser einfaches Beispiel bereits eine erste Idee, wie so ein
allgemeines lineares Optimierungsproblem daegares Programnaussehen wird,amlich

Minimierec z unter der Nebenbedingungjz > b, wobeiA einem x n—Matrix ist
undb € R™ sowiec, z € R” liegen.

’Dies fuhrt zu einer sogenanntetialbordnung bei der von zwei verschiedenen Elementen nicht unbedingt
eines das kleinere sein muss.
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Jetzt aber ein “realistisches” Beispigirfein lineares Programm, das sogar aus einem “richti-
gen” Mathematikbuch [13] stammt

Beispiel 1.3 (Produktionsproblem einer Schuhfabrik)

Eine Schuhfabrik stellt Damen- und Herrenschuhe her, die unterschiedliche Forderungen an
Herstellungszeit, Maschinenlaufzeit und Lederbedarf stellen — Ressourcen, iglikchaje-
wissen Einschitnkungen unterliegen. Welche Produktionskombination erzielt delmsten Ge-
winr?, wenn die folgenden Parameter vorliegen:

| | Damenschuh Herrenschuh Verfigbar |

Herstellungszeit 20 10 8000

Maschinenzeit 4 5 2000

Leder 6 15 4500
Gewinn 16 32

Jetzt wollen wir dieses Problem aber einmal mathematisch formulieren, oder, wie man heute so
schbn sagt “modellieren”. Dazu seidie Anzahl der produzierten Damenschuiéje Anzahl
der produzierten Herrenschuhe. Dann ergibt sich der erzielte Gewinn als

x 16
F(z,y) = 16z + 32y = [16 32]{y] = c—{321
und die Nebebedingungen sind
202 4+ 10y < 8000, 4x + 5y < 2000, 62 + 15y < 4500. (1.3)

Aber das ist noch nicht alles! SchlieRen wiamlich negative Produktidraus, dann erhalten
wir die zusatzlichen Forderungen, daf3> 0 undy > 0 sein missen, was uns die Nebenbedin-
gungsmatrix°

10 0
0 1 0
20 —10 [x} > | —8000
4 -5 —2000
6 —15 —4500
;:4 v T

liefert. Wie lost man sowas? Nun, gweiVariablen ist das sogar noch relativ einfach und das
sehen wir uns jetzt mal an. Dazu bemerken wir zuerst, daGlgiehungax + by = c einer Ge-
raden in der Ebene entspricht. Auf einer Seite der Geradiegen die Punkte mit ¢, auf der
anderen die miK ¢, die Ungleichungsbengungen liefern somit sogenahiatbraume siehe
Abb. 1.2. Schneidet man diese nun — und genau das passiert ja, wenn mehrere Nebenbedin-
gungengleichzeitigzu eriillen sind — dann eélt man ein sogenannt&snvexes PolyedeDas
ist in Abb. 1.3 zu sehen. Nurbkinen wir das Problemamlich sehr einfaclgraphischlosen,

8Unter der (realistischen ?) Annahme, daR alle Schuhe verkauft wetter k.

%Das ware dann Ankauf von Schuhen von anderen Herstellern unter Freigabe von Produktionatepazit
ersteres vre noglich, letzteres aber leider nicht!

0ym uiberall “>" oder “<” zu haben, niissen wir einen Teil der Ungleichungen mit multiplizieren, wobei

wir uns fur (1.3) entscheiden wollen, die Wahl ist aber vollkommen wiillich!
Auf welcher genau, dasimgt von der Orientierung der Geraden ab, also von den Vorzeichen wohb.
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Abbildung 1.2: Die beiden Halbume, die durch eine Gerade festgelegt werden. Entlang
der Pfeile wird die Ungleichung immer ‘@&tker” erflllt.

indem wir uns erinnern, daf3 die Zielfunktion ja ebenfalls linear ist, das hei3f\ilaeaulinien

auf denen die Zielfunktion konstant ist, sind Geraden. Diese Geraden verschieben wir nun im-
mer so, dal3 sie einerdheren Wert annehmen. Solange es gemeinsame Punkte dssigeih
Bereichs und dieser Geraden gibt, sind dadgsige bsungen des Optimierungsproblems mit
immer besseren Werten, siehe Abb. 1.4.

Wie lange kann man das machen? Ganz einfach: bis die Zielfunktionsgerade bei jeder noch so
kleinen Bewegung aus dem Polyeder herausgeschobiatewalso bis man in einer Ecke des
Polyeders gelandet ist. Diese Ecke entspricht dann einer eindeutigend.des Optimierungs-
problems und der Wert der Zielfunktion dort ist maximal.

Ubung 1.2 Kann es passieren, daR dieser Prozesist in einer Ecke landet? Wenn ja, was
bedeutet das geometrisch und wie ist dasuihser Optimierungsproblem zu interpretierefy?

So einfach kann man tatshlich alle linearen Optimierungsprobleme mit zwei Variablen
graphisch dsen. Was aber, wenn wir es mit mehr als zwei Variablen zu tun haben, denn dann
sind wir ziemlich schnell am Ende unserer Anschauung. Nuiiirdgibt es ein formales Verfah-
ren, das wir im Verlauf dieser Vorlesung noch kennenlernen werd@enlich denSimplexalgo-
rithmus der sich sozusagen von Ecke zu Ecke vorarbeitet, bis er das Optimalergebnis erreicht
hat.

1.3 Ganzzahlprogrammierung

So scldn und ansprechend die Sache mit der graphisclisoihg von linearen Optimierungs-
problemen auch ist und so guhsich diese Idee auch in einen formalen Algorithmus packen
lasst — es gibt ein Problem und zwar ein ziemlich fundamentales: Diese Methodé&orsimai-

ierlich! Wenn wir eine Gerade herumschieben, darirssen wir beliebig kleine Schrittweiten

zur Verfugung haben, sonst klappt das Ganze nicht so richtig. Auf3erdem gibt es keine Garan-
tie, dal3 die Ecke, in der wir am Ende landen werdérerhaupt zu einem ganzzahligen Wert
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100 + Ax>b

X

w @

Abbildung 1.3: Der zidssige Bereichiir Beispiel 1.3. Die Nummern der jeweiligen Ne-
benbedingungen entsprechen den Zeilen in der Matrix.

gelbrt, was sie im “Normalfall” auch nicht tun witd Wenn man beispielsweise nur den Ge-
winn fir Damenschuhe etwasher ansetzt, so daf die Niveaulinien in Abb. 1.4 nicht so “flach”
verlaufen, dann landet managlicherweise dort und die Optimaung bedeutet, dal3 die Fir-
ma Bruchteile von Schuhen herstefiéond verkaufetf muss. Doch nun ein Beispiel, wo es
definitiv zu Problemen kommt.

Beispiel 1.4 (Ganzzahliges Transportprobléth Eine Transportfirma transportiert zwei ver-
schiedene Typen, A und B von Paletten, die unterschiedlich®esund Gewicht haben und
unterschiedlich bezahlt werden:

| Typ | GroBe (cbm)| Gewicht (kg)| Bezahlung
A 2 400 11
B 3 500 15

Ein Transportfahrzeug hat eine Zuladung von 3700 kg und ein Ladevolumen von 20 cbm. Was
ist die optimale Beladung.

Dieses Beispiel hat dikontinuierlicheOptimallosungr = 5% undy = 3, dieganzzahligeoder
diskreteOptimallosung, also

(z,y) €2® sodaB  F(z,y)> F(«,y), («,y)eDNZ?
ist hingegen: = y = 4, siehe Abb. 1.5. Die mathematischen Methoden zigung der Ganz-

2Insofern war Beispiel 1.3 auch besonders “geschickt” gty
Bwas noch gehendante

YHier wird’s langsam schwierig!

15Aus [3, S. 359-360].
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yA

100+

100

Abbildung 1.4: Verschieben der Zielfunktion bis der&sdige Bereich verlassen wird.

zahlprogrammierund‘ipteger programming’) tberschreiteibrigens bei weitem den Umfang
dieser Vorlesung — da werden ziemlich niveauvolle Methoden aus der Computeralgebra einge-
setzt, siehe [3], sogar so niveauvoll, dafliber den Umfang einer mathematischen Grundvor-
lesung hinausgeht.

1.4 Quadratische Programme

Die nachste Klasse von Optimierungsproblemen befal3t siclyuaitiratischerZielfunktionen,
also mit Zielfunktionen der Form

F(z) = ax® + b, r € R,
bzw!®

F(z) = Z ajka:ja:k—l—ij:cj, r € R"™.
j=1

jk=1

Solche Probleme tauchen relativ imdich bei der Regressionsanalyse auf.

Beispiel 1.5 (Konstante Regression{segeben sind Punkte Mel3wette . . ., y,, gesucht ist
der “Mittelwert” der Mel3werte, der im quadratischen Mittel am wenigsten von den Mel3werten
abweicht’, also derjenige Werg, so daR

Fly)=(y—w)"+ -+ (y —ys)’ = min

wird.

8Auch die Polynome: ;. bezeichnet man alfiomogene) quadratisctizolynome!
n statistischer Sprechweise wollen wir also die Varianz minimieren.
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Y

Abbildung 1.5: Links der kontinuierliche zagsige Bereichiir Beispiel 1.4 mit der (kon-
tinuierlichen) Optimalsung[51, 3]T, rechts die ganzzahligen Punkte im Zssigen Be-
reich, die schwarz markierten liegen gerade so auf dem Rand.

Die Schreibweise “Mittelwert” in Beispiel 1.5Mten wir uns eigentlich sparedknen, denn
die Minimalldosungy ist tatsichlich der Mittelwert

.1
yo=—Wt ot )
n

Aber wie kommt man drauf? In der Tat wird uns die Herleitung dieses Ergebnisses auch sagen,
wie wir das Problem allgemein angehdimkien. Dazu berechnen wir

Fly) = (v —2yp+yi) ++ (v — 29y + ;)
= ny’ =2+t )+ W+ )
Damit ist F'(y) eine Funktion der Formy? + by + ¢ mit a > 0, also einenach oben géffnete

Parabelwie in Abb. 1.6 ist. So eine Parabel hat ngenau einrMinimum und das kriegen wir
wie in der Schule, indem wir die Ableitung gleich Null setzen, also

1
0=Fly)=2ny =2+ +y) =  y=_(n+ -+

erhalten.
Na gut, dieses Problem war ja auch ziemlich einfach, um nicht zu sagen zu einfach, also suchen
wir uns was interessanteres.

Beispiel 1.6 (Lineare Regressionyu Wertepaarelz,y;), - . ., (,, y,) sucht man eine (Regressions—
)Gerade der Fornt(x) = ax + b, so daf3 die Standardabweichung
F(a,b) = (¢(x1) = )" + - + (£ (x0) = yn)’ (1.4)

minimiert wird. Typische Anwendungen dieser Art bestehen in dedifarang von Mel3daten,
die “eigentlich” auf einer Geraden liegen sollten, dies aber aufgrund vamuigen nicht so
richtig tun, siehe Abb. 1.7.
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Abbildung 1.6: Eine Parabel — waisrfeineUberraschung!

Abbildung 1.7: Zuéllig (um maximal 16%) gestte Daten auf einer Geraden (links) und
die Losungsgerade des Minimierungsproblems (rechts).

Schauen wir mal, ob und wie wir Werieb finden kdnnen, die den Ausdruck (1.4) minimieren.
Dazu sehen wir erst einmal, dal3 die individuellen Aus#ée der Summe als

(Cxg) —yy)* = C(a))" =20 (x5) g +y} = (ax; + )" =2 (az; + ) y; +y]
= a2x§ + 2abz; + b* — 2ax;y; — 2by; + y?.

Aber Achtung: Die Variablen hier sindundb!. Die Funktion, die hier in AbAngigkeit vona

undb minimiert werden soll, ist jetzt ein sogenannResaboloid siehe Abb. 1.8. Genauso wie

die Parabel hat dieses Gebilde nur ein eindeutiges Minimum, das man wieder durch “Ableiten”
finden kanf®, was aber ein biBchen mehr Theorie voraussetzt. Auf alee Fuhrt dies zu
einemlinearen Gleichungssystewie man diese edit und warum man sie mit etwas Vorsicht
behandeln und mit der richtigen Methodsén muf3, das ist in [10, Kapitel 5] beschrieben.

Bwie das geht, das werden wir noch lernen — hoffe ich zumindest.
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Abbildung 1.8: Ein einfaches, nach oberbffeetes Paraboloid, das man alhwenn man
eine Parabel wie in Abb. 1.6 um ihr Minimum rotiereis$t. Auch hier hat man wieder
genau ein Minimum.

Trotzdem werden wir sehen, dal3 quadratische Probleme den Prototyp eines Optimierungs-
problems darstellen, zumindest lokal. Die Idee dabei ist, daf3 eine Funktiotokalrdurch
ihren Funktionswert, die Steigung und dielikmmung beschreiberaft und dal? dabei die
Krummung dem “Parabelanteil” entspricht. Und die ist in einer Variablen entweder

e nach oben g#&fnet, und das liefert eiMinimum oder

e nach unten g&fnet, was zu einerMaximumfihrt.

1.5 Kombinatorische Optimierung

Kombinatorische Optimierungsprobleme leben normalerweise nicht in der Welt der Analysis,
sondern auf den “Standardobjekten” der diskreten Mathematik wie Graphenaumde®. Die
Bestimmung optimaler Verfahren zubkung dieser Probleme hat dann oftmals einen Bezug zu
Standardverfahren aus der Informatik, mit denen diese Datenstrukturen behandelt werden.

Beispiel 1.7 (Routenplanung)Eine StraRenkartéiegt vor als ein Liste von Wegpunki@mind
eine Liste von Stral3en, die zwei Wegpunkte, beispielsWeiswlY” verbinden und derendnge
D(X,Y) angegeben ist.

Aufgabe:Fur zwei Wegpunktd und B finde man denikzesten Weg voA nachB.

Das mathematische Modeiiif dieses Problem ist ef@raph?°, desserEckendie Wegpunk-
te und desseKantendie Verbindungsstral3en sin@ewichtetsind die Kanten dann mit der

¥Das lonnen Sadte, aber auch markante StraRenkreuzungen oder Autobahnabfahrten sein
20\Weswegen eine Vorlesurier diskrete Strukturen, die sich mit derartigen Objekten und Standardmethoden
zu ihrere Behandlung auseinandersetzt, auch jede Menge Sinn im Rahmen eines Aufbaustudiums
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Entfernung® von einem Wegpunkt zum anderen. Eine Methode, dizédste Entfernung von
A nachB zu finden, ist dann das folgende Verfahren.

Algorithmus 1.8 (Kurzeste Entfernung) Generiert ListeZ von Wegpunkten und Zadl> 0.
1. Initialisierung:SetzeZ = { A} undd = 0.
2. Nachster Wegpunkt:

() Fur alle WegpunkteX in der Liste.Z bestimme denachsten Wegpunhkty, der
durch eine StralRe miX' verbunden ist undoch nichtin . liegt.

(b) Unter all dieser’y (mit “Parameter” X)) wahle denjenigenfir den

am kleinsten ist.
(c) Fuge diesen WegpunKi zur Liste hinzu und setze

d=D(A X)+D(X,Yyx).
3. Wiederhole 2 so lange, bis € .Z ist.

Der Trick bei diesem Verfahren ist einfach: Man kann ditterlegen, dal3 zu jedem Zeit-
punkt die Liste.Z alle Wegpunkte entit, deren Entfernung vod hochstensi ist — immer
vorausgesetzt, man verwendet demaesten Weg. Will man nun auch noch wissete man
fahren muf3, als nicht nur die Entfernung sondern auch den Weg kennen, dann muf3 man den
Algorithmus etwas afindern und eineBaumgenerieren, in dem auch noch festgehalten wird,
wie man zu den jeweiligen Eir&gen in der Liste kommt.

Aber einen haben wir noch .

Beispiel 1.9 (Fahrender Handler) Ein fahrender Handler hat in seinem Lager verschiedene
Objekte verschiedensten Gewichts, beispielswe@arke, Messer, Kipfe oder Rasierklin-
gerf?. Sein Transportkarren &gt aber nur ein bestimmtes Gewicht. Wie ist der Karren zu bela-
den, damit der Efds optimal wird.

Beispiel 1.9 ist ein typisches Beispiéirfein sogenanntd®ucksackproblepenglischknapp-
sack problembei denen einendlichezahl von Objektef?, von denen man einen “Kosten-" und
einen “Nutzenwert” kennt, so in einen “Rucksack” gepackt werden soll, dal3 die Kosten einen
bestimmten Maximalwert nichiiberschreiten und der Nutzen maximiert wird. Auch wenn es
zur Losung derartiger Probleme Methoden gibt, siehe z.B. [14]opeds doch wie auch der
berihmte “Travelling Salesman” zur Klasse der sogenanhtiéavollsindigenProbleme, die
mit wachsender Parameterzahl ziemlich schnell praktisobsial werden.

210der mit der Fahrzeit, wenn man noch diédhstgeschwindigkeit einstellen kann, die man auf Autobahnen
und LandstraBen fahrendohte. Man Bnnte auch Stauwahrscheinlichkeit und dergleichen einbeziehen.

22Djie Auswahl ist zu 100% willkrlich.

23Davon knnen einige identisch seinissen aber nicht.
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1.6 Spieltheorie

Bisher haben wir eigentlich nur Optimierungsprobleme betrachtet, bei denen das Edjebnis
rekt von der Parameterwahl abihgt. Es gibt aber auch Probleme, bei denen “auf der anderen
Seite” jemand sitzt, der ebenfalls seinen Nutzen optimieréchte und der zumeist andere Zie-

le hat als man selbst. Die mathematische Behandlung solcher Konflikte Spigiheoriedie

von John von Neuma#sfund demOkonom Oskar Morgenstern bémdet wurde.

Machen wir es uns einfach und betrachten wir SpigteziveiPersonen, die noch am ein-
fachsten darzustellen sind. Jeder der beiden Personen, nennen wir sie beispiésagise
undBoromir, stehen bei dem Spiel Strategién ..., A,, bzw. By, ..., B,, zur Verfugung. Bei
einem Spiel mit “mehrerenifyen” entsprechen diese Strategien Entscheidungen der Form

... wenn in den vorherigen Ziigen dies und jenes passiert ist, dann fiihre in diesem
Zug diese Aktion aus . . .

fur eine Schachpartieaen alsan undn astronomische Zahlen. Das Ergebnis der Strategien
kann man dann in einehuszahlungsmatrjxalso eigentlich einer Tabelle, darstellen, in der
angegeben ist, was der Gewinn der jeweilige Person im Falle einer bestimmten Strategie sein
wird, also

[ B [-] B. |
Ay (11,y11) || (@1n, Y1n)
Am (:th yml) e (xmny ymn)

Diese Auszahlungsmatrix ist zwHreoretischein sehr nettes Konzept, mit dem sich im Prinzip
alles erledigendf3t, in der Praxis ist es aber énf3erst schwieriges Problem, diese Auszah-
lungswerte realistisch festzulegén

Das Spiel heildNullsummenspielvenn das was einer gewinnt vom anderen bezahlt werden
muf3, wenn alse;;, = —y;, ist. Nullsummenspiele sind immer “Konfliktspiele”, Nichtnullsum-
menspiele knnen hingegen zu kooperativen Strategigmén.

Beispiel 1.10 Aragorn und Boromir treffen auf einen Ork. Wenn sie ihn beide angreifen, werden
sie ohne weiteres mit ihm fertig und gewinnen (Gewipmwenn einer allein den Ork angreift,
dann wird er zwar gewinnen, braucht aber mehr ZeittgGewinn0.5) und wer nichts tut, der
gewinnt oder verliert nicht. Die Auszahlungsmatrix hat also die Form

| | angreifen| zuschauen
angreifen (1,1) (0.5,0)
zuschauen (0,0.5) (0,0)

und die optimale Strategie ist somit desoperative’Auf ihn mit Gebill”.

24Ungarischsimmiger Mathematiker, eine der herausragenden Gestalten des 20. Jahrhunderts.
2530 liegt auch heute die Quadiiteines Schachprogramms weniger in déhigkeit, nbglichst viele Zige im
Voraus zu berechnen, sondern in immer ausiagdteren Methoden, Spielsituationen zu bewerten.
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Abgesehen davon, dafld Nullsummenspiele schon wegen der “Konfliktsituation”, die in ih-
nen enthalten ist, “interessanter” sind, sind sie auch einfacher darzustellen: Da das was der eine
gewinnt auch das ist, was der andere verliert, brauchen wir nur einen Wert in die Auszahlungs-
matrix zu schreiben, keine Paare.

Wie findet man aber jetzt eine optimale Strategie? Nun, jeder Spieler wird davon ausgehen,
daf’ sein Gegner so viel wiedglich gewinnen oder zumindest so wenig wiéghch verlieren
mochte. Deswegen wird Aragorn bei jeder seingighithen Strategien nachsehen, was her-
ausommt, wenn Boromir die beste Gegenstrategiblivdas heil3t, er wird in jedeteile der
Auszahlungsmatrix nach dem kleinsten Wert suchen und sich diesen merken:

Bl Ce Bn
Ay || xyg | oo | Ty | ming Ty,
Am Tml | | Tpn | Mg Tyk

Und jetzt schihgt Aragorn zuick: Er wahlt seine Strategie so, dal3 dieses Minimum rechts
neben der Tabelle maximiert wird, denn dann kann Boromir machen, was er will, das Ergebnis
fur Aragorn wird lochstens besser. Der Auszahlungswert ist dann

ma min .. 1.5
P L (1)

Jetzt betrachten wir das Spiel mal von der anderen Seite, also aus der Perspektive von Boromir:
Er wird annehmen, dal3 Aragorn seine Strategie &oltydall so viel wie iiglich herauskommt
und deswegen in alleBpaltemach demMaximumsuchen,

LB ] B, |
Ay T11 T1n
Am Tm1 e Tmn

max; Ts1 -+ IMaX; Tjn

und nun die Spalte soamlen, dal? dieser Wemtinimiertwird, was zum Auszahlungswert

min nax (1.6)

k=1,..,n j=1,.,

Stimmen nun (1.5) und (1.6)berein, dann spricht man von eineattelpunktund das Spiel
ist determiniert Weicht ramlich einer der beiden Spieler von seiner optimalen Strategie ab
wahrend der andere diese beibkthdann wird sich sein Ergebnis nur verschlechtern.

Beispiel 1.11 (Sattelpunkt) Aragorn und ein Ork stehen sich gegier, beide haben die Opti-
on anzugreifen oder zu fliehen. Da Aragorarger ist, wird er gewinnen, wenn beide angreifen,
wirde er fliehen, &nnte der Ork ihn in denitken treffen. Flieht der Ork, hat er zumindest eine
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Chance, Aragorn zu entkommen, fliehen beide, dann leidet das Image des Helden darunter. Die
Auszahlungsmatrix (aus der Sicht von Aragorn) ist daher

angreifen| fliehen
angreifen 5 1*
fliehen -2 -1 |-2
) 1*

wobei die “optimalen” Werte mit %” gekennzeichnet sind. Das Spiel hat offensichtlich einen
Sattelpunkt: Aragorn greift an un der Ork ergreift die Flucht.

Was wir bisher gesehen haben waren Beispi@teeinereine Strategigbei der die Spieler
immer dasselbe tun und bei der das Ergebnis des Spiels eigentlich von vornherein feststeht.
Solche reinen Strategien sind bei Sattelpunkten auchdialish angebracht und optimal. Aber:
Haben denn alle Spiele einen Sattelpunkt? Die Antwort sehen wiathsten Beispiel.

Beispiel 1.12 (Stein, Schere, Papierfragorn und Boromir nutzen eine Rast in Moria, um das
bekannte Kinderspiel “Stein, Schere, Papier” zu spielen, bei dem die Spieler gleichzeitig mit
ihrer Hand entweder einen Stein (Faust), eine Schere (Zeige- und Mittelfinger abgespreizt) oder
ein Blatt Papier (flache Hand) darstellen. Da der Stein die Schere stumpf macht, die Schere
Papier schneidet und Papier den Stein einwickeln kanrglerhan die Auszahlungsmatrix

Stein| Schere Papier
Stein 0 1 -1 | -1
Schere| —1 0 1 -1
Papier|| 1 -1 0 -1
1 1 1

und es ist weit und breit kein Sattelpunkt in Sicht.

Was macht man nun bei sattelpunktfreien Spielen? Dann packt halt Aragorriidiel\Aus
und wendet sich sogenanntgemischten Strategiezu, bei denen er einfach seine Stragien mit
bestimmten Wahrscheinlichkeiten aui®, ein Zufallsexperiment durchhrt (“Wirfeln”)
und je nach Ergebnis dieses Zufallsexperiments seine Strategi@ldtistwRerdem geht er
davon aus, daRR auch Boromir eine gemischte Strategie vervwéSdttauen wir uns das mal
ganz einfach im allgemeinen Fall eines Spiels mit jeweils zwei Strategien an:

Bi| B
q |1—¢q
Al P a b
A2 1-— P C d
26Jede reine Strategie ist eine gemischte Strategie, bei der die Wahrscheinlichkeitendlsyewahlt werden.

27Das ist keine Einsclnkung, wir brauchen ja nur die relativeiatfigkeiten der Strategiewahl als Wahrschein-
licheiten zu interpretieren — und mal ehrlich, wer weiss schon, was im Kopf eines Helden aus Gondor vorgeht?
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Die erwartete Auszahlunigt dann

z(p,q) = pga+p(l—q)b+(1—p)ge+ (1 —p)(1—q)d
= q(pa—pb+(1—plc—(1—=p)d)+pb+(1-p)d
= q(c—d+pla—b—c+d))+pb+(1-p)d

Und hier bekommt Aragorn grof3e Augen@Wit er ramlich

d—c
= = —d —b— d) =0 1.7
dann langt die erwartete Auszahlung nicht mehr davon ab, was Boromir macht. Und das ist die
optimalegemischte StrategieSchalte einfach den EinfluR des Gegenspielers aus. Gemischte
Strategien kann man sogar nutzen, um OptimierungsproblemniEsen.|Dazu ein Beispiel aus

[16].

Beispiel 1.13 (Der Regenschirmver&ufer) Nach Einftihrung der Demokratie in Mittelerde
missen sich auch#hige neue Béttigunsfelder suchen. Aragorn entscheidet sich, Regenschir-

me und Sonnenbrilléh zu verkaufen. An einem regnerischen Tag kann er 500 Regenschirme
verkaufen, an einem sonnigen Tag 100 Regenschirme und 1000 Sonnenbrillen. Regenschirme
kosten5 Goldsticke und werderuf ein Goldstick verkauft, Sonnenbrillen kost@1Goldsticke

und bringen.5. Er hat 250 Goldsicke zur Veiigund?®, die er investieren kann — was er nicht
verkauft ist verloren. Was ist die optimale Strategie?

Zuerst stellen wir einmal fest, dal3 es zwei extremale Strategien gibt: “Kéaufedgen”
(also 500 Schirme) oder “Kaufé@if Sonnenschein” (also 100 Schirme und 1000 Sonnenbrillen).
Gehen wir aul3erdem davon aus, daf3 es unsportlich ist, Gandalf um kleine Wettertricks zu bitten,
dann erhalten wir die folgende Auszahlungsmagrix

| | Regen| Sonne)

Regen 250 | —150
Sonne| —150 | 350

die offensichtlicR* keinen Sattelpunkt hat. Die optimaletterunablngigeStrategie ist dann
350 — (—150) 500 5

T 250 — (—150) — (—150) + 350 900 9’

p

das hei3t, mit Wahrscheinlichkejtwird er fur Regen einkaufen, mit Wahrscheinlichkgitur
Sonnenschein. Sein erwarteter Gewinn ist dann

Regen Sonne

2 x 250 — ¢ x 150 = 72.222 2 x (—150) + 5 x 350 = 72.222

2830 verkauft man bei jedem was.

290ffenbar sind auch #nige nicht mehr das, was sie mal waren.
30Der zweite Spieler ist jetzt das Wetter.

31Jbungsaufgabel!
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und somit wirklich vom Wetter unaléimgig.

Ubung 1.3Was ist die optimale gemischte Strategjie flas Spiel “Stein, Schere, Papier” aus
Beispiel 1.12. o

Im allgemeinen knnen wir aber nicht erwarten, daf} es immer gemischte Strategien gibt, die
den Gegner “neutralisieren”, zumindest was den Erwartungswert angeht.

Beispiel 1.14 Vielen Leuten ist “Stein, Schere, Papier” zu langweilig und sie erweitern das
Spiel um die Wahl “Brunnen”, wobei Stein und Schere in den Brunnen fallen, Papier hingegen
den Brunnen abdeckt. Die Auszahlungsmatrix ist also

| | Stein| Schere| Papier| Brunnen|

Stein 0 1 —1 -1
Schere -1 0 1 -1
Papier 1 -1 0 1
Brunnen|| 1 1 -1 0

Man beachte, dal3 das Spiel nun asymmetrisch wird, da es zwei Strategien gibt, die zweimal
gewinnen und einmal verlierenamlich Papier und Brunnen, &rend bei Stein und Schere die
“Bilanz” negativ ist.

Wurden wir nun @ir einen der Spielét eine Strategie suchen, die den anderen Spieler neutrali-
siert, dann riisste

0o 1 -1 -1 D1
-1 0 1 -1

z(p, q) = [41924394] 1 -1 o0 1 gz = q" Ap
1 1 -1 0 D4

von ¢ unablangig sein, was dann der Fall ist, wenn

Ap=0 oder Ap=c c#0,

—_ = =

ist, denn schlief3lich haben wir es hgja mit Wahrscheinlichkeiten zu tun, die sich zwad-
dieren. Losen wir das lineare Gleichungssystem nun naattann erhalten wir allerdings die
beiden losungen

p=0 und p=-

32Beziglich der Spieler ist das Spiel immer noch symmetrisch!
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und entweder summieren sich die Eage vorp nicht zul oder sie haben positives und nega-
tives Vorzeichen! Keine der beiden8sungen” ist also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und
somit liefert der Ansatz, den Gegner auszuschalten, auch keine gemischte Strategie.

Dal} es trotzdem immer einer optimale gemischte Strategie gibt, ist eine nichttriviale Aus-
sage der Spieltheorie [8], aber wie man die bestimmt, das werden &arsgehen!
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You may call it ‘nonsense’ if you like,
[...] but I've heard nonsense, compared
with which that would be as sensible as
dictionary.

L. Carroll, Through the looking glass

Minima, Ableitungen,
Analysis

In diesem Kapitel wollen wir uns einmal ein paar ganz allgemeine mathematische Konzepte
ansehen, mit deren Hilfe wir Minima mehr oder weniger gut beschreiben und identifizieren
konnen — insbesondere sind das auch Hilfsmittel, die von mathematischer Software verwendet
werden.

2.1 Ableitungen

Ableitungen von Funktionen sind “Dinge”, die man eigentlich aus dem Schulunterricht kennen
sollte, aber was meistenaigengeblieben ist, das sind Halb“wahrheiten” der Form

Das ist das, was aus x™ ein nz™ ' und aus dem Sinus einen Cosinus gemacht hat

und immer fiir diese bescheuerten Kurvendiskussionen gebraucht wurde.

Naja, eigentlich ist eine Ableitung schon etwas anderes, sogar etwassgiches, und zwar
einelokale Linearisierungeiner Funktion. Man &nnte auch sagemformation erster Ordnung
uber die Funktion. Nehmen wir also mal an, witten eine Funktiorf zu untersuchen, und
zwar eine richtig fiese, etwa von der Form

sin(3x + 7) 27

fle) = log (#2 + 1) + +/]z] +1°

Mit so einer Funktion kann man nicht wirklich viel anfangen und wiilssen uns etwas an-
deres einfallen lassen, um aus rlevantelnformation zu extrahieren. Nehmen wir auf3erdem
an, dal3 uns die Funktion nur in de@he einer Stelle;, interessiert. Dann ist niatlich die
erste Information, die wir verwenderdknen der Werff (z,) und als Natherungswert in einer
Umgebung® von z, verwenden wir einfach dikonstante Funktion

go(x) = f (z0), unabhangig von z.

33Im Moment soll eine Umgebung einfach der Berdich — ¢, 2o + <], wobeie in der Analysis per Konvention
immer fur einepositiveabersehr kleineZahl steht.
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Dies ist eine Mherungnullter Ordnungund eine Funktion heifdtetig wenn diese dherung
beliebig gut wird, solange man nur gegend nahe bei, ist**. Stellt sich nairlich die Frage:
“geht das denn nicht besser?” Klar, wenn wiir tlie Funktiong, die wir als lokale Mherung
mehr Freiheitsgrade zulassen, zum Beispiel, indem wir die FunktadeGeradeder Form

g(x) =ar+b=a(x—mx9) + (axg +b) = a(x — o) + c.
——

=:C

Der kleine “Kunstgriff”, vonz auf x — zy zu wechseln ist so banal wie hilfreich: Aus der
Forderung, dafg auch den Funktionswert an der Stellg reproduzieren so¥f, erhalten wir,
dafi

f(z0) =g (x0) = a(x —xp) +c — c= f(zo),

also ist
g(x) =a(x — )+ f (o) - (2.2)

Bleibt also noch die Bestimmung ven Wenn wir nun wieder nahe genug agnherangehen,
dann wird der erste Term immer kleiner und wir haben wieder eine lokaleeNing an den
Funktionswert. Aber: Dasdtten wir mit unserer Blherungy, auch haben&nnen, dalir brau-
chen wir keinen zu#zlichen Parameter, noch viel schlimmer, das geht m@gdemParameter
a. Nun ist aber fir kleine Werte vorh

g($0+h)—f($0+h) = a<$0+h—$0)+f($o)—f($o+h)
= ah—[f (zo+h)— f(20)]

und wir mbchten, dal3 dieser Fehleon erster Ordnundklein wird, dal3 also die Bherung

g (o + h) — f (zo + h) schnellerals h Null wird®®. Diese Forderung nach einer “optimalen”
linearen Niherung ist in Abb. 2.1 dargestellt — es gibt zwar jede Menge Geraden durch den
Punktzq, aber nur eine von ihnen ist wirklich optimal! Nicht jede Funktiéfit sich auf diese

Art und Weisdinearisieren siehe Beispiel 2.1, aber wenn es geht, dann nennt man die Funktion
differenzierbarund es muf3

J(zo+h)— f(x0)
3 ;

0 3 [o(mo+h) — f(zo+ ) =a—

also

o= i LI TG00 i

gelten — das ist der allseits belieédferenzenquotienter vielleicht sogar noch aus Schulzei-
ten bekannt ist.

34Dje exakte Definition von Stetigkeit und Konvergenz schenken wir uns hier!

35Was fir eine Naherungsfunktion #ére das denn sonst?

36Die “erste Ordnung” kommt daher, daRR der Fehler schnellek ‘alserschwinden soll; dies ist konsistent mit
unserem Begriff der “nullten Ordnung”, bei dem die Abweichung schnellgr’ais 1 Null werden sollte — das ist
nichts anderes als die einfache Forderung, daf3 der Wert immer kleiner werden soll.



24 2 MINIMA, ABLEITUNGEN, ANALYSIS

ER= L L L L L L L
0 05 1 15 2 0.9 0.95 1 1.05 14 1.15

Abbildung 2.1: Zwei lokale lineare &herungen an die Parabglz) = 2% an der Stelle

xo = 1. Da beide durch{1, 1) gehen sind sie Bherungen nullter Ordnung, aber das Bild
rechts, in dem diAbweichung bereits dividiert durchh, fur h € [—.1,.1] geplottet ist
zeigt, dal3 nurir die “optimale” Gerade erster Ordnung dieser Fehler wirklich schneller
alsh Null wird..

Beispiel 2.1 (Wurzel anxz = 0) Wir setzen

fo=vE={ L izp

—z, r <0,

undzy = 0, dann ist
f(xo+h)—f(xo) = \/W

und ganz egal wie wiz wahlen ist fir 1 > 037

ah—\/m:a\/_z—\/EZ\/ﬁ(a\/ﬁ—1>,

—_——

——1

was viel langsamer als, namlich nur mit der Geschwindigkeith gegen Null geht. Betrachten
wir den Differenzenquotienten ary, = 0, dann erhalten wir da den Weit//|h|, was fir
h — 0 ja leider gegeno davonhAuft.

Ubung 2.1 Zur Erinnerung: Die Ableitung der Funktiorf ist nz"~!. Aber wie kommt man
drauf?

1. Zeigen Sie, daflif f(z) = 22 die Identitit
f(x +h) — f(z) = 2hx + h?

gilt.

S7Fur h < 0 geht's im wesentlichen genauso.
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2. Zeigen Sie, dal3
(z +h)" = 2" + nha™ ' + h3(...)

ist, indem Sie es erstif n = 1 ausrechnen und dann die Tatsache ausnutzen, daf}
(x+h)"=@+h)(x+h)" " =(@+h) (""" + (n—1hx+h(...)
gilt. Diese Vorgehensweise bezeichnet marvaltstindige Induktion

3. Leiten Sie nun die Ableitungsforméber den Differenzenquotienten her.

Wir fassen zusammen:

Eine Funktionf heif’t differenzierbar an,, wenn sie loka¥ effizientinearisierbar,
wenn es also eine lineare Funktion

g1(z) == a(x —x9) + f (0)

gibt, so dal¥f (xg + h) — g1 (zo + h) schneller alg: Null wird. Es gibt fochstens
einen solchen Wer, den wir mit f' (xo) und dieser Wert ergibt sich alSrenz-
wert*® der Differenzenquotienten

f(wo+h) = f(x0)
N ;

h#0.

AulRerdem hat die Sichtweise der Ableitung als effiziente linedeekung noch einen weite-
ren Vorteil: Wir kdnnen sie auch auf mehrere Variabl@mertrageff! Fur einen Vektorz =
[z1 - x,]" hat eine lineare Funktion(x) die Form

g(x)=a" (x—m) +c,  c=f(w),

die Ableitungf ist jetzt also einektor— was fir eineUberraschung. it einen Vektor, € R”,
moglicherweise so normiert, daR eamgel hat! und einerSkalierungsparametér € R heifdt
“effiziente Anrdherung” also, dal3

g(xo+hy) — flzo+hy) = a” (xo+hy —x0) + f (wo+) — f (w0 + hy)
= ha'y —[f (xo + hy) — [ (z0)]

383chlieRlich interessiert uns ja nur die Quétitler Naherung wenik immer kleiner wird.

39Mal ganz ehrlich — wer weil3 wirklich, was ein Grenzwert ist? Mit solchen Begriffen wird gerne jongliert, ohne
zu wissen, was sie eigentlich bedeuten und sowas kann zu geradezu katastrophalendviddvessnifhren, siehe
[17].

4Owas wir fur unsere Paraboloide aus der linearen Regression, Beispiel 1.6, die ja eine Funktion in den beiden
Variablena undb ist,auch dringend brauchen.

“IDas ist in keiner Weise notwendig, manchmal aber ganz hilfreich. Wobigilichtdie Frage bleibt, was dann
wieder die lange eines Vektors ist.
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schneller als: null wird, dafd also

f (xo + hy) — [ (o)
h

Das Konzept in (2.2) ist das d&ichtungsableiturig Der Vektory ist die Richtung und durch

den Skalierungsparametermaben wir es nur mit einer ganz normalemdimensionaleb-

leitung zu tun. Dieses Prinzip istin Abb 2.2 grafisch dargestellt. Aber es bleibt immer noch die

0« % g (0 + hy) — f (zo + hy)] = a"y — (2.2)

Abbildung 2.2: Das Prinzip der Richtungsableitung an einem PunkDie Funktion
h — f(x + hy) beschreibt eine Kurve auf derd&he, deren Parameter entlandauft
und dabei positive wie negative Werte annehmen kann. Die lineaneming ist dann die
eindimensionale Tangente an diese Kurve.

Frage, wie man den “Ableitungsvektar’bestimmen kann, denn bisher haben wirghendlich
vielenForderungef?

v J(@o+hy) = f(x0)
@’y = lim h :

y € R™ (2.3)

ist. Hier aber Bnnen wir es uns sehr einfach machen, indem iigfdie n kanonischen Ein-
heitsvektoref?

1 0 0
1
0 :
€1 = : ) €a = 0 ) y€n = O
0 0 | 1

42lmmer vorausgesetzt, wiriigsten, was ein Grenzwert aliaisnesalias ‘lim” ist!
“3Diese sind auch die Spaltenvektoren der Einheitsmatrix,/aisde; - - - e,].
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verwenden, denn dann ist

aj:aTej:}L%f($0+h€é)_f(xo) =: 8i~f’ j=1,...,n. (2.4)
j

Das Symbob/dz; bezeichnet dipartielle Ableitungvon f nach der Variabler; und kRt sich
ganz einfach mit Schulmathematik bestimrtfen

Man betrachtet die Funktiofi(xy, . .., z,) als eine Funktion in dezinen Variablen
x; mit denParameternzy, ..., x;_1,%;41,..., 2, und bestimmt deren univariate
Ableitung.

Beispiel 2.2 Betrachten wir doch einmal die Funktion

F(a,b) = a? (i x?) + 2ab (i :B]) +b? —2a (i ;Ejyj> —2b (i yj)

(%)

aus Beispiel 1.6, ddinearen Regressiomei derpartiellen Ableitungnacha sind alle Terme,
in deneru nicht auftaucht, Konstanten und fallen daher weg, weswegen wir

a n n n
%F(a, b) = 2a (Z :c?) +2b (Z acj> —2 (Z T, yj>
j=1 j=1 j=1
und entsprechend
a n n
o Fab) =2a (Z xj> +2b—2 (Z yj>
Jj=1 j=1
ist.
Definition 2.3 Den aus den partiellen Ableitungen gebildeten Vektor
arf
Vi) =|
oo f
bezeichnet man alSradientenvon f und die Richtungsableitufiyschreibt man auch als
flx+hy) — f(2)
h

44Und das ist wirlich absolut ganz und gar nichts geheimnisvolles dabei!

4SWas hier steht ist nicht vollandig korrekt. Es gibt Funktionen, bei denen zwar partielle Ableitungen existie-
ren, aber keine Richtungsableitungen, oder bei déhghexistiert, aber nicht gleich” V f ist. Solche Funktionen
sind aber eher akademische kleine Spielzeugdfathematiker, von denen man besser die Fing@ét und die in
der “Realifait” nicht auftreten. Und wenn sie es tun, dann hat man halt ein Prablem

Dyf(z)=y'Vf= }LE%
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Ubung 2.2 Bestimmen Sie den Gradienten der linearen Funktion
lz)=c"z+d.
&

Der Gradient gibt uns eine wichtige Information, er sagt uasilich, in welche Richtung
die Funktionf an der Steller, am steilsten ansteigt! Um genau zu sein:

Wenn wir an der Stelle, auf der “optimalen” Niherung erster Ordnung in Rich-
tung des Gradienten gehen, dann gewinnen wir am meisten.

Das sieht maifibrigens sehr einfach: igtein beliebiger Vektor, der Fairness halber so normiert,
daR er dieselbednge wie der Gradient H&f dann ist

g1 (mo+y) — g1 (z0) = V' [(2o)(wo+y—m0)+ f(20) = V' f(0) (o — o) — [ (20)

= V[ (%) y.

Nun zerlegen wir in einen Anteilparallel zu V f und einen Anteil, der orthogonal dazu ist,
also
y=AVf+y, Vify =0,

wobei|)\| < 1ist*” dann ist

g1 (w0 +y) — g1 (10) = AV fVf =XV

und, wie man auch in Abb. 2.3 siehglit der Gewinn am gifiten aus, weni = 1, also
y = V f ist. Am weitesten nach unten kommt man hingegen, wennynan-V f wabhlt. Aber
Achtung:

Der “optimale” Gewinn bezieht sich nicht auf die eigentliche Funktion, sondern nur
auf die lineare lherung! Das heifl3t, daf3 die steilste Anstiegsrichtung nur in einem
“unendlich kleinen” Bereich um den Punk$ herum zu guten Ergebnisseihten
kann.

Diese “Lokalitatsgeschichte” ist ein generelles Problem der Optimierung: abgesehen davon, dal3
man “gute” Aufstiegsrichtungenahlen muf®, ist ein weiteres “Kunst&tk” die Bestimmung

der Schrittweite, also wie weit man in diese Richtung voranschreiten soll. Dieser Wert muf3 klein
genug sein, um noch die Lokaditder linearen Eherung nutzen zudkinen und gleichzeitig so

grof3, dal? man trotzdem etwas gewinnt, wenn man in diese Richturf§ geht

46Und hier nehmen wir die euklidischéihge, also den “normalen” Abstand i&&men, die man sich vorstellen
kann wieR? oderR3.

4’Die Quadrate der euklidischerhgen zweieorthogonaleVektoren addieren sich einfach — das ist der allseits
beliebte Satz des Pythagoras!

48Und erstaunlicherweise ist der Gradient gar keine so gute Strategie!

49Mit diesem Dilemma, das entscheiderigt tlie Funktion von Optimierungsverfahren ist, werden wir uns im
Rahmen dieser Vorlesung nicht weiter beitigen; bei “fertigen” Optimierungsroutinen in mathematischer Soft-
ware sollte die Schrittweitensteuerung mehr oder weniger gut implementiert sein.
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AN

Abbildung 2.3: Zerlegung eines Vektors als Summe von Vektoren, die parallel bzw. ortho-
gonal zum Gradienten sind. Entlang letzterem ist die lineare Funktion aber konstant und er
spielt somit keinen Rolle. Der parallele Anteil ist ald@irzer als der Gradient selbst und
daher &llt auch der Gewinn bei dieser “Aufstiegsrichtung” geringer aus.

2.2 Minima, Maxima, Extrema

Als nachstes wollen wir uns ansehen, wie uns der Gradient hilft, Minimal- und Maximalstellen
einer FunktionF' : R* — R bzw. ' : D — R"™ zu erkennen. Dabei ist es sehr wohl von
Bedeutung, wie die MengP beschaffen ist.

Beispiel 2.4 Die univariateFunktion F'(x) = = hat auf ganZR kein Maximum, auf der Menge
D = [a, b] hingegen das Maximumm

Aber auch ohne Besclimkungen macht es durchaus Sinn, zwei Typen von Extrema zu un-
terscheiden, und zwéokaleundglobaleExtrema. EidokalesExtremum zeichnet sich dadurch
aus, dal3 es eine ganze Umgebung eines Punktes gibt, in der die Funktioalenegim Falle
eines lokalen Minimums) bzw. kleinere (im Falle eines lokalen Maximimums) Werte annimmit.
Dabei ist es wichtig, sich daber klarzuwerden, was eine Umgebung ist. Dabei machen wir es
uns eher einfach.

Definition 2.5 EineUmgebungeines Punktes € R” besteht aus allen Punkten, die von die-
sem Punkt einen gewissen (euklidischénaximalabstand haben. Ein Punkt heisstinnerer
Punktder MengeD, wenn es eine Umgebung des Punktes gibt, die ganz im Bedreiduyt,
andernfalls nennt mam einenRandpunkt

50Und auf die sind wir ja im Rahmen dieser Vorlesung aus.
Spas ist in allen “vorstellbaren” ®umen genau das, was man sich so unter einem Abstand vorstellt!
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Ein Umgebung ist also eine kleine, ja sobatiebig klein&?, Kugel um den Punkt herum.
Wichtig ist, dald man in so einer Umgebung in kleinegc&then injede beliebige Richtung
gehen kann und dal3 diédhge dieses 8tkchens von der Richtunghablangigist.

Bei einem Intervalla, b] kennt man das ja: Die inneren Punkte sind all diejenigedie
a < z < berfullen, denn dann bilden alle Punkte dus- ¢,z +¢|,e <z —aunde < b — =z
eine dieser magischen Umgebungen. Bei GebildeikinoderR?* kann das schon viel wilder
sein. Naiv lbnnte man sagen, ein Randpunkt einer Men{edw sich dadurch auszeichnen, daf3
es eine Richtung gibt, mit der man immer aus der Menge heititisind wenn man noch so
kleine Schritte macht. Das stimmt aber nicht! Was man wirklich braucht ist, dal3 es zu jeder
Schrittweite, und sei sie noch so klein, eine Richtung gibt, die mit dieser Schrittweite aul3er-
halb ladet. Abb. 2.4 zeigt ein paar Beispiele §olche topologische “Perversionen”, die aber

A .
VAVON

l

Abbildung 2.4:Links: “Todesspirale”, die sich gegen den Punkt in der Mitte windet und
dabei immer dnner wird (die Menge braucht nicht ausschlief3lich aus einer Geraden zu be-
stehen, sondern kann durchaus “Ausdehnung”, also innere Punkte, haben. In jeder Richtung
und beliebiger ldhe findet man einen Punkt in der Menge und trotzdem ist der Mittelpunkt
ein Randpunkt.

Rechts:Zwei Fraktale bei denen aus dem Quadrat die rechte obere Ecke und aus dem
Dreieck das mittlere Dreieck entfernt werden, was man dann bei @bleéggebliebenen
Teilen wieder macht. Die Mengen, die man soadt;Hbestehen dann nur aus Rand.

zugegebenermalRen ehiar Mathematiker alsifr “normale” Menschen interessant sind.
Wir wenden uns lieber unserem Thema zanich den Extrema! Mit Hilfe des Umgebungsbe-
griff kdonnen wir nun sagen, was unter einem lokalen Extremum zu verstehen ist:

Ein Punktz heif3tlokales Minimumeiner Funktionf, wenn es eine Umgebung die-
ses Punktes gibt, in der die Funktion keinediggren Wert annimmit Ein lokales
52Sje darf aber nicht nur aus dem Punkbestehen, der Maximalabstand, um den es hier geht, sitiks
positiv sein.
53Dje Definition eines lokalen Maximumamt sich daraus leicht ableiten!
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Extremum muf3 alsonmerein innerer Punkt sein.
Und nun das “Credo” der Jagd nach Minima und Maxifna

Das Maximum bzw. Minimum einer Funktion f findet man unter denlokalen
Maxima bzw. Minima und den Randpunkten.

03 3
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Abbildung 2.5: Lokale und globale Minima und Maxima. Die Funktion links hat@kales
Maximum anz = —3 und ein lokales Minimum ag, die globalenExtrema werden aber

am Rand angenommen. Der Parabelast rechts hingegen hat ein gleichzeitig lokales und
globales Minimumkeinlokales Maximum, aber ein globales Maximum am linken Rand.

Wie man in Abb. 2.5 erkennen kann, kann das mit den lokalen und globalen Extrema schon in
einer Variablen recht aisant werden. Nun haben wir aber alles beisammen, urtokisden
Extrema einer Funktion in Variablen beschreiben zwhknen.

Nehmen wir an, an einer Stellg habe diedifferenzierbare~unktion f ein lokales Mini-
mum, das heil3t es gibt so eine magische Umgeltrgp dalk @ir allex € U die Minimalitats-
bedingungf (z¢) < f(z) erfulltist. Wir kdbnnen das aber auch anders sagénake normierten
Richtungeny mit Langel und allehinreichend kleinemaber positiven Werte voh ist

f (2o + hy) — f (w0)
h

und somit ergibt sich, wenh nun langsam Null wirdhne dabei ins Negative abzugleiteriyrf
die Richtungsableitung

fwo+hy) < f(zo), also 0<

f (w0 + hy) — f (o)
h

So, jetzt machen wir dasselbérf—h anstelle vonh. Weil z, ein lokales Minimum ist und
o — hy ebenfalls in der Umgebung liegt, erhalten wir, daf3

f(xo — hy) < f (w0)

S4Was man als eine Art Extremsport, genauer als eine Art Extremdenksport angeimee. k

> 0.

Dy f (xo) = %12%
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und somit®

0> lim [ (zo — hy) — f (20)
h—0 —h
Zusammen liefert uns das dann nichts anderes als

- Dyf (370> .

0<Dyf(x0) <0 =  D,f(z)=0

und zwar fir alle denkbaren Richtungen Damit mul3 aber der Gradient, also die “gesamte”
Ableitung vonf an der Stelle:, gleich Null sein!

Satz 2.6 Ist x, ein lokales Extremum der Funktigh dann istV f (zo) = 0.

Abb. 2.5 und Schulmathematiléhren ja bereits den Verdacht: An den lokalen Extremalstellen
muf3 die Ableitung der Funktion den Wert Null haben, muf die “optimaéediungsgerade”
Steigung Null haben. Und das ist in zwei Variablen auch nicht anders, da ist die “Tangential-
ebene” an ein Extremum ein “Blatt Papier”, das sich waagrecht auf den Funktionsgraphen legen
lasst. Das kann man in Abb. 2.6 ganz gut visuell verifizi€teMllerdings sollte man nie ver-
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- / 3 —
- =]
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1< g 2
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Abbildung 2.6: Zwei Beispielelfr lokale und globale Extrema von Funktionen in zwei
Variablen aus [11]. Man sieht gerade auch rechts jede MengéRlahSpots”, die auf
lokale Extrema hindeuten.

gessen, daR zwar jedes lokale ExtrerAlieinen verschwindenden Gradienten (oder eben eine
verschwindende Ableitung) bedingt, dal3 aber die Umkehnicigt stimmt, dal3 also nicht je-
der Punkt, an dem die Ableitung Null ist auch wirklich ein lokales Extremum sein muf3. Die
Funktion auf der rechten Seite von Abb. 2.7 ist ein sogenaSatitelpunktder physialisch eine

55Dje Division durch—A dreht das Ungleichungszeichen um!

560der auch nur ganz einfach sehen.

S7™Lokal” ist hier wichtig — ein Extremum am Rand hat selten verschwindende Ableitung, denn da kann man
normalerweise deh/ — h—Trick einfach nicht machen, wenn man in einer von den beiden Richtungen dauernd
aus dem Bereiclb herausélit!
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Abbildung 2.7:Links: Die Parabelf(z) = 23, deren Ableitungf’(z) = 32? anz =
0 veschwindet, wo man aber weit und breit kein lokales Extremum, sondern nur einen
sogenanntelVendepunkiindet.

RechtsEin Sattelpunkan der Stelld0, 0]7. In eine Richtung steigt die Funktion strikt an,
in die anderedllt sie ab. Trotzdem ist der Gradient an dieser Stelle Null.

labiler Gleichgewichtspunkt ist, zumindest in die “Abfallrichtung”: Legt man einen Ball in den
Sattelpunkt, so wird er, wenn er einen Impuls rein in Richtung des Aufstiegdt,erheder in
diesen Punkt ziickfallen, wenn der Imputg aber auch nur einen kleinen Anteil in Richtung
des Abstiegs entit, dann geht es bergab, und zwar rapide. Dal3 Sattelpunkkte in der Spieltheo-
rie stabilisierend wirketf, liegt an der einfachen Tatsache, daf ja hier einer der Spieler den Ball
bergauf, der andere bergab bewegédithie und sich so die Anstrengungen egalisieren.

Aber zuiick zu unserem eigentlichen Problerapmlich dem Identifizieren von lokalen Ex-
trema. Wir fassen mal kurz zusammen, was wir bisher herausgefunden haben:

Ein lokales Extremum zeichnet sich dadurch aus, daf3 dort der Gradient verschwin-
det. Aber nicht jeder Punkt, an dem der Gradient verschwindet ist ein lokales Ex-

tremum und der Gradient sagt uns absolut nichts, ob es sich um ein Maximum oder
Minimum handelt.

Die Antwort auf dieses Problem kennt man vielleicht noch aus der Schutgte Ableitungen
und das seltsame Konzept der positiven und negativémifrung. Aber wir wollen’s ndirlich
wieder etwas anders mache@apmlich mit effektiver Anherung durch Funktionen, die gerade
ein lokales Extremum haben, und das sind Parabeln oder Paraboloide.

2.3 Zweite Ableitungen und Parabeln
Dal3 eineParabel also eine quadratische Funktion der Form

f(z) = ax® +bx + ¢, a#0,

8Der ist ein Vektor!
>9Das mag ja bei dem labilen Gleichgewicht erst einmal paradox erscheinen.
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gerade ein Extremum, also Maximum oder Minimum, hat, ist zwar “optisch” kla&tespens

Abbildung 2.8: Eine nach oben und eine nach untdiffgete Parabel, also etwas, das man
durchaus schon einmal im Schulunterricht gesehen haiemté.

nach einem Blick auf Abb. 2.8, aber wie kommt man drauf? Nun, um ein (lokales) Extremum
zu seil®, muR jar die Forderung

b

= / :2 b = —
0= f'(x) =2ax + — T =g

erfullt sein — mit anderen Worten, es gliichstenin lokales Extremum. Und jetzt kommt die
allseits beliebte Fallunterscheidung:

e Ista > 0, dann wird f(z) immer gil3er werden, wenm immer giol3er oder immer
kleiner (negativ!) wird, denn dann dominiert irgendwann der Terrhden Rest vonr.
Einen gblten Wert kanrf also nicht haben, aber einkleinstenWert muf3 es irgendwo
annehmen, also ein Minimum, das ein globales, aber somit auch ein lokales Minimum
ist. Und nachdem wir nur einen Kandidatemr tliese Minimalstelle haben, ist die Wahl

schnell entschieden.

e Ista < 0, dann wirdf(z) fur x — +oo ganz analog unter alle Grenzen fallen, sich also
gegen—oc bewegen und muf3 daher ein Maximum an der Stekeb/2q besitzen.

Den “Leitkoeffizienten”a unserer Parabelthnen wir auch geometrisch afgimmungder
Parabel betrachten und zwar kann diese

e positiy, also “nach links®! gekiimmt bzw.konvexsein, wenru > 0 ist oder

e negativ also “nach rechts” gekmmt, bzw.konkavsein, wenm < 0 ist.

80Und nachdem wir keine Einsclmkungen auf Intervalle betrachten, sondern uns die Pariabetdll” auf ganz

R ansehen, &nnen wir also “Randeffekte” vergessen.
51\Wenn man mit einem kleinen Auto auf der Parabel var nach+oco fahrt.
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Was passiert, wenn keiner von den beidetldn eintritt, wenn alsa = 0 ist? Nun, dann

ist unsere “Parabel” ja in Wirklichkeit einkneare Funktionder Formf(z) = bz + ¢ und

stellt somit eine Gerade dar, die weder nach links noch nach rechts sondern einfach gar nicht
gekiummt ist. Aber eines noch: Die Kmmung einer Parabel igberall gleich, also unatiimgig

vom Punktz! Aber sie sagt uns wasber Minima und Maxima:

Die Parabel besitzt ein lokales und globales Minimum, wenn sie positiigekt
ist und ein Maximum, wenn sie negativ gakammt ist.

Es ist anschaulich naheliegend, daR eine Funktion an einer Stgimau)? dann ein Minimum
hat, wenn die Ableitung den Wert Null Ratund sie positiv gekirmmt ist, siehe Abb. 2.9.

Abbildung 2.9: Ein Minimum liegt vor, wenn die Funktion waagerechte Tangente hat (das
wissen wir schon) und positiv gakmmt ist, denn dann kommt man immer “von oben” in
den Punkt und veél3t ihn auch wieder “nach oben”.

Umgekehrt hat man es mit einem Maximum zu tun, wenn an einer Stelle mit verschwindender
Ableitung auf eine negative Kmmung sbf3t, und das ganz unadhgig davon, ob es sich bei
dieser Funktion um eine Parabel handelt oder nicht. AbeiNvétragen wir nun den intuitiven
Begriff derKrummungauf eine beliebigen Funktiofi? Ganz einfach — genauso, wie wir es mit
dem Begriff der Ableitung als Steigung auch gemacht haben:

Die Krummungeiner Funktionf an einer Steller, ist die Krimmung derjenigen
Parabel, die die bestekaleNaherung der Funktiofi unter allen Parabeln darstellt.

Und natirlich sind wir nicht dumm und schreiben unsere Parabel wieder in den “lokalen Koor-
dinaten” umz, als

gz)=a (x —x0)° +b (x — x0) + c,

62]_eider nicht ganz genau.
63Also eine waagerechte Tangente hat
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wobei wir b undc natirlich bereits kennen, denn das sind die Parameter der optimalen linearen
Funktion, als&*

b= f"(z0), a= f(xo).
Und dann schauen wir uns halt den Fehler an, den wir auf diese Art und Weise machen, also
[ (zo+h)—g (o) :f(x0+h)—ah2—bh—f(a:0)
Jetzt setzen wirlfr b die Naherung

f (zo +h/2) = f (x0) :2f($0+h/2)—f<xo)
h/2 h

b~

ein®® und erhalten, daR

f (@0 +h) = g(x0) = f (20 + h) = 2f (w0 + h/2) + f (x0) — ah?,
was nurvon zweiter Ordnungplso schneller als? gegen Null geht, wenn der Grenzwhért

o (w0t ) = 2f (w0 +h/2) + f (w0)
a = 11m
h—0 h2

existiert. Dieser Grenzwert ist im wesentlichen zieeite Ableitungon f an der Stelle:,, also
das, was man eétft, wenn man die Funktiofi”(z) noch einmal ableitet. Ganz korrekt ist aber

der Wert )

a= §f” (o) .
Jetzt lonnen wir ja das Geheimnigften: Die optimale lokale Antherung durch eiRolynom
vom Gradn, also einem Ausdruck der Formz™ + - - - + a1z + ag erhalt man als

" fk)
p(z) = Z fT(‘iUo) (z — z0)" . (2.5)
k=0 ’

Das ist die sogenannfylorforme| die fur einen—mal stetig differenzierbare Funktion eine
lokale Naherung der Ordnung liefert, die schneller al8™ Null wird!
Fur uns ist aber die folgende Entdeckung wichtig:

Die Frage, ob an einer Stellemit waagerechter Tangente ein lokales Minimum
oder Maximum vorliegt, &nnen wir dadurch entscheiden, daf’ wir uns digéKmung,
also die zweite Ableitung voii an dieser Stelle ansehen. Ist diese positiv, dann ha-
ben wir ein Minimum gefunden, ist diese negativ, dann haben wir ein Maximum
erreicht.

64Wir nehmen hier einfach mal an, daR die Funktion “brav” genug ist, so daR wir sie abléitaark

85Warum wir hierh,/2 und nichth nehmen ist eine berechtigte Frage. Die Antwoéarevallerdings etwas lang-
atmiger.

86lmmer noch in einem rein intuitiven Sinne!
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Bleibt die Frage, was los ist, wenn wir die zweite Ableitung den Wert Null hat — ganz einfach:
Dann ist die Frage nach Maximum oder Minimum mit der vorliegenden Information schlicht-
wegnicht entscheidbar.

Beispiel 2.7 Wir betrachten die drei Funktionen
fl(x) = .ZE3, fQ(x) = .CL'4, fg(l') = —1’4,

die alle die Eigenschaft’(0) = f”(0) = 0 habe¥’. Und dennoch haf; weder Minimum noch
Maximum an0, f, ein lokales und globales Minimum urfd ein lokal-globales Maximum,
siehe Abb. 2.10.

Abbildung 2.10: Drei Funktionen, die alle an der Stelle- 0 waagerechte Tangente und
Nullkriimmung haben.

2.4 Paraboloide und warum alles doch nicht so einfach ist

So, jetzt haben wir also eine #immungsbegriff ir Funktionen in einer Variablen, der uns
obendrein noch mit dem Konzept der zweiten Ableitung, und zwar nicht als formalem Prozess,
sondern als Idee der KEmmung, vertraut gemacht hat. Aber das hilft uns leider auch nicht so
viel, wenn wir uns mit mehr als einer Variablen herumschlagéssen, was leider daggdliche

Brot der Optimierung ist. Aber da KKmmungen mit Parabeln zu tun haben, macht es sicherlich
Sinn, sich mit den Gegerigtken zu Parabeln herumzuschlagesuniich den Funktionen der
Form

flzy,...,zn) = Z a;1Tj Tg, +ijmj +c.
7,k=1 j=1

Als kleiner “Realiitstest”: Istn = 1, dann sind die Summen keine Summen und unsere Funk-

tion hat wieder die altbekannte einfache Fofrfw;) = a1 2% + by 21 + ¢. Nun erinnern wir

uns an die RechenregeliarfMatrizen und Vektoreif und erhalten, daf

n n n n
- _ _ T
E QjRT; T = E T, E kT = E zj (Az),; = 2" A,
k=1 Jj=1

jk=1 j=1
87Wer’s nicht glaubt, rechnet dies entweder von Hand oder mit einem geeigneten Programm aus.
8Beispielsweise aus [10] oder aus der Schulzeit.
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weswegen unsere quadratische Funktion sich viel kompakter in der Form

T ay ... QAip bl
flx) = T Az +bT x+e, T = : , A= oo , b= : |, (2.6)

Tn Apl  --- Gpn b,

schreiben. Das ist taishlich weniger schlimm, als es aussieht — schlief3lich ist ja alles nur
Notation. Erst mal eine Bemerkung zu dieser magischen MatriBa jaz, z; = xj x; ist,
konnen wir die beiden Terme;;, und a;; beliebig zusammenfassen, denn der Faktor vor der
Kombinatiorf® ist jaa,, + ar;, weswegen wir ohne weiteres auch annehniamken, dafg;;, =

ay; ist, oder, wie wir Mathematiker sagen:

Die Matrix A ist symmetrisch

Symmetrie bedeutet hier, dald man die Mattian ihrer Diagonale “spiegeln” od&aansponie-
renkann, ohne dal3 die Matrix siéndert:

ajp a2 Ce A1n
12
A= ,
: Qp—1n
Aip  --. Ap—1n Qpn

siehe auch Abb. 2.11. Nur wenn wir fordern, daymmetrisch ist, ist die Matrixl wirklich

Abbildung 2.11: Schematische Darstellung einer symmetrischen Matrix. Man kann das
“obere” oder “rechte” Dreieck entlang der Diagonalen “herunterklappen” (also spiegeln)
und erlalt so das “untere” bzw. “linke” Dreieck. Und das funktioniertindich auch ganz
analog “von unten nach oben”.

eine eindeutige Darstellung vofy denn ansonstendkinten wir immer irgendeinen Wert von
a;, abziehen, solange wir nur denselben Wert wieder,zininzuaddieren. Also:

%Man beachte, daf higr< k gefordert wurde und damit die beiden Variantgnr;, undzy, z; zu einem Faktor
verschmolzen wurden.
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Eine quadratische Funktion hat die Forfitw) = 27 Az + b= + ¢, wobei A eine
symmetrisch&latrix ist.

Man konnte versucht sein, hier schon von einem Paraboloid zu sprechen, aber leigiengeh
Paraboloide nur zapeziellerMatrizen A. Doch bevor wir weitermacheiiperpiifen wir zuerst
wieder, ob die Verallgemeinerung auch wieder den kal 1 einschlief3t. Und taéhlich ist
einel x 1 Matrix A nichts anderes als eine Zahl und somitimi¢h symmetrisch und es ist
2T Ar = Ax?, denn bei der Multiplikation von Zahléhdarf man die Reihenfolge beliebig
vertauschen und durcheinanderwerfen.

Im eindimensionalen Fall war ja der KoeffizieAteiner quadratischen Funktion nichts an-
deres als deren zweite Ableitung, na ja, nicht ganz, sondern nur bis auf den Eakltmn
schlieBlich ist ja die zweite Ableitung van:? nichts anderes als:. Was ist nun die zweite Ab-
leitung einer Funktion im Variablen und warum ist diese eine Matrix? Sie ist deswegen eine
Matrix, und zwar einesymmetrischeveil sie den “quadratischen” Koeffizienten der quadrati-
schen Funktion beschreibt, die die Funktipran der vorgegebenen Stelle optimal ahert.
Man kann aber auch auf rein formalem Weg zu einer Matrix kommen. Dazu erinnern wir uns,
dal’ die “Ableitung” einen—dimensionalen Funktion (also deren optimale Linearisierung) der
Gradientist, also dievektorwertigé! Funktion

Vf(r) = :
o[ ()

Und von der nissen wir, als zweite Ableitung nochmal den Gradienten bilden und dabeek

wir entweder die partiellen Ableitungen des Gradienten als ewiglangen Vékeyeinander-
schreiben oder aber dieébersichtlich nebeneinander in einem quadratischen ScRamard-

nen, das heil3t, wir erhalten entweder

=V f(x)
V2 f(x) = :
2=V f(x)
oder
2z ()

9 0 0 ! .
Vef(x) = a—lef(x) 87Vf(x) = ) :
L f(z) ... 88—

"ONicht aber von Matrizen!

"liele Leute sind erst einmal schockiert vom Konzept der vektorwertigen Funktionevekterfelderzumal
die physikalischen Beispiele, die oft und gerne gebracht werden (Magnetfelder) auch nicht so ganz ohne sind.
Dabei sind wir von vektorwertigen Funktionen umgebedthif man beispielsweise im Auto, so zeigt das Armatu-
renbrett (je nach Fabrikat natich) zu jedem Zeitpunkt Geschwindigkeit, Drehzahl, gefahrene Kilometer, Uhrzeit,
AuRentemperatur und die diversen aktuellen Fehlfunktionen des Fahrzeugs an, also deutlich mehr als einen Wert.

?Hat da jemandvatrix gerufen?
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und diese Matrix ist symmetrisch, da die partiellen Ableitung@mmutierend.h.,

0? 0o 0 0o 0 0?

Oz Oy, - 8—9[:] oz, - Oz, Oz; - Oxy, Oz

ist’® Damit haben wir aber unser Konzept der zweiten Ableitung gefunden!

Beispiel 2.8 Als nachsten Realéttscheck sehen wir uns mal an, was die zweite Ableitung der

guadratischen Funktion
n k
2l Az = Z Z ajkT; T
j=1 j=1
ist. Bei der Bestimmung der partiellen Ableitung naghist alles irrelevant bis auf die drei
Terme
CL@M?, Qpf; Ty Tk, Qe Ty Ty

und die partielle Ableitung ist die Summe dieser Tefiber alle j und &, also, wegen der
Symmetrie

n

2(1@[1’5 + Z(ng Ty + Z&jg €Ty = 20,5@5(,’@ + 2 Zaﬂ T = 2 Zajng.

kAL it it =1

Leiten wir das nun nach,,, ab, dann erhalten wir nur noch,,,, = a,,,, wieder unter Ausnut-
zung der Symmetrie. AlsollF f(x) = 2T Ax ist

0
Oxj Oy,

V2f(w):[ f(x) :j,kzl,...,n]zQ[ajk g k=1,...,n=2A (2.7)
Definition 2.9 Die Matrix V2 f mit den zweiten partiellen Ableitungen in (2.7) bezeichnet man
auch alsHesse—Matrixon A.

Ubung 2.3 (Fur Leute, die sich mal mathematisch dtigen nichten)
Zeigen Sie, dallir ¢(x) = 7 Az die Identiit Vg(z) = Az gilt. %

Und kaum haben wir eine zweite Ableitung, aldf, kdnnen wir auch schon mutig werden
und anfangen, voKrimmungzu reden, insbesondere von positiver und negativénnung.
Aber: Was bitte ist einpositive MatriX? Vielleicht eine Matrix, in der alle Einiige> 0 sind?
Die Antwort ist “Ja”. Oder was ganz was anderes? Die Antwort ist ebenfalls “Ja”. Tatschlich
hangt es sehr stark vom Kontext ab, was man unter einer positiven Matrix versteht; in der Sto-
chastik bezeichnet man damit oftmals Matrizen mit positiven Bgen (normalerweise Wahr-
scheinlichkeiten), im Kontext der Optimierung aber oftmals etwas anderes. Und was anderes,
das werden wir gleich sehen.

30K, um der Wahrheit die Ehre zu geben: Sie tun’s nicht immer, aber zumindest lassen sich zweite Ableitungen
fur zweimal stetig differenzierbafeunktionen vertauschen und alle Funktionen, die diese Voraussetzungen nicht
erfullen sind sowieso Teufelswerk.
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Dazu betrachten wir zu einer Matrit nochmal die quadratische Funktion odgradrati-
sche Forn¥* f(x) = ¥ Az und sagen, daf

e positivoderpositiv definitist, wenn fir allex # 0 die Ungleichungf(x) > 0 gilt,
e negativodernegativ definitist, wenn fir allex # 0 stetsf(z) < 0ist,

e indefinit wenn es von Null verschiedene-Werte gibt, an denefi(z) > 0 ist, aber auch
solche, an denefi(z) < 0 gilt.

Beispiel 2.10Im Fall n» = 1 sind positive und negative Definitheit fidich nichts anderes als

Positivitat bzw. Negativit der Zahl A, dennAx? ist fur alle z # 0 genau dann positiv, wenn
A > 0ist und genau dann negativ, wern< 0 ist. Der indefinite Fall entspricht dann gerade
der “Entartung” A = 0.

Eine positive Matrix muf3 nun nicht unbedingt positive Eagge haben! Ein ganz einfaches
Beispiel ist
2 -1
A= [ 2 ] _

Trotzdem kann man feststellen, ob eine Matrix positiv, negativ oder auch nicht ist, indem man
ihre Eigenwertebetrachtet. Was ein Eigenwert einer Matrix ist braucht uns eigentlich nicht
zu interessieref, denn wir lonnen solche Eigenwerte relativ komfortabel und staibm
Computer berechnen lassen und zwarMuttlab bzw.Octave durch den Befehtig(A)

Beispiel 2.11 Sehen wir uns doch einmal an, wie diés finsere MatrixA von oben aussieht
und starten wir unser “virtuelle®©ctave ":

octave> A = [ 2 -1; -1 2 ]
A =

octave> eig(A)

"4Es ist faszinierend, daR die Theorie der quadratischen Formen weséititictst als die Theorie der Matri-
zen und daR es einiges biberlegung und mathematischer Entwicklung brauchte, um die Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zwischen den beiden Konzepten ziiadgn.

"SAber eine FuRnote sollte es uns schon wert sein:Egenwerteiner Matrix A ist eine Zahl\, zu der es
einen Vektorz # 0, den sogenannteBigenvektorgibt, so daRAz = Az ist. Was also Multiplikation mit der
Matrix angeht,”. . . kiimmern sich Eigenvektoren um ihren eigenen Kram ...” — “. .. they mind their own business
...”, wie es in [6] so scin heil3t. Kennt man die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix, dann hat man sie im
wesentlichen im Griff und kann ihr Verhalten sehr viel einfacher beschreiben, deswegen ist die numerische Bestim-
mung von Eigenwerten auch eine derdigsdisziplinen der numerischen linearen Algebra, also der numerischen
Matrizenrechnung.

8Die unangenehmeberraschung, daR Matrizen mit rellen Eéen pbtzlich mit komplexen Eigenwerten um
sich werfen bleibt uns bei unserepmmetrischeMatrizen glicklicherweise erspart.



42 2 MINIMA, ABLEITUNGEN, ANALYSIS

ans =

1
3

Die Eigenwerte dieser Matrix sind aldound 3.

Satz 2.12 Eine symmetrische Matrix ist
e positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind,
e negativ definit, wenn alle Eigenwerte negativ sind,

e indefinit, wenn es mindestens einen positiven und mindestens einen negativen Eigenwert
gibt.

Zusammen mit einem verschwindenden Gradienten beschreiben positive Hesse—Matrizen lo-
kale Minima, negative Hesse—Matrizen lokale Maxima und indefinite Matrizen Sattelpunkte.

e

XLTTT I
L1 //////

%%
N7
\\\\{\\\‘ ST

Abbildung 2.12: Zwei Beispielelfr quadratische Funktionen.

Links: Das Paraboloid zur Matri _21 _21 ] die die Eigenwertd, 3 hat. Man sieht
deutlich das Minimum. Wegen der unterschiedlichen Eigenwerte ist der Arigiiggens

nichtin alle Richtungen gleich stark.

Mitte: Die quadratische Funktion, die zur Matrx_l2 _12 ] mit den Eigenwerten-1, 3

gelort. Diese Konfiguration liefert einen Sattelpunkt.
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Abbildung 2.13: Noch zwei Beispiele, diesmal wie Nulleigenwerte Verwirrung stiften
kénnen.

Links: Die positivsemdefinite Matrix L ] mit den Eigenwerte und?2 liefert eine

1 1
Art “Parabeln, die an einer Schnur aufgreiht sind”. Wir haben hier unendlich viele Maxima,
namlich alle Punkte entlang der Richtupgl, 1)

Rechts:Hier haben wir es mit der Funktiofi(z,y) = z3y? zu tun, deren Hessmatrix an
0 den einfachen Wer[ 8 g
Matrix nichtnegativ’ ist, haben wikein lokales Extremum an der Stelle

hat und damit die Eigenwerte und 2. Und obwohl die

Wir haben in diesem Satz wied@ositivitat gefordert, was oftmals auch addrikte positi-
ve/negative Definithelbezeichnet wird, denn nur dann bekommt man “richtige” Maxima und
Minima bzw. “richtige” Sattelpunkte, bei denen in einer Richtung ein Anstieg, in der anderen
ein Abstieg vorliegt, siehe Abb. 2.12.

Ein Eigenwert Null bei einer Hesse—Matrix ist in der Tat nochmals ein Sonderfall! Er bedeutet
namlich, in Analogie zum Falf”(z) = 0, da® es mindestens eine Richtung gibt, inideer das
Verhalten der Funktion allein mit Hilfe der Ableitungsinformationesine Aussage machen
kann. Ist unserf nur eine quadratische Funktion, dann geht das noch, denn dann erstreckt
sich das Minimum halt entlang einer ganzen Gerade, aber bei Funktid@tesmen Ordnung
kann eigentlich alles passieren, von Minifitaer Maxima und Sattelpunkte bis hin zu “lokalen
Plateaus”, die den “Wendepunkten” der Funktifix) = x® entsprechen. Zwei Beispielérf
dieses PAnomen sind in Abb. 2.13 dargestellt.

Bemerkung 2.13 (Nur fur Mathematik—Interessierte) Natirlich stellt sich nun die Frage, ob

es Uberhaupt eine Nglichkeit gibt, mit Informationeriber die Funktionf an der Stellex
herauszufinden, ob an dieser Stelle ein Extremum vorliegt. Nun, was wir schon wissen, ist, daf3
f'(x) = 0 sein mul3. \&re nunf”(z) von Null verschieden, dann ist die Frage auch beantwortet,
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andernfalls ist die Antwort vertagt und wir sehen uns dann halddige Ableitungf”(x) an.
Hier lauft es nun wieder genau umgekehrtfZu

e Ist f”(x) # 0, dann istr keineExtremalstelle,
e ist f”'(x) = 0, dann hatr zumindest das Potential, eine Extremalstelle zu sein.

Und wer entscheidet in letzterem Fall? Richtig, die vierte Ableitung. Und wenn die wieder ver-
schwinden sollte, dann sieht man sich eben das P&aund £ an und so weiter.
Wie man auf sowas kommt? Man schaut sichldigorformel(2.5) genau an.

2.5 Randextrema

Jetzt wo wir unsere Extrema so halbwegs bestimmen und identifiziéramek, sind wir fast
so weit, dald wir uns aNerfahrenmachen Bnnen, mit deren Hilfe wir diese Extrema auch
wirklich so halbwegs lokalisierentknen. In der Tat erinnern wir uns an die “goldene Regel”

Die Extrema finden wir, indem wir allmnerenPunkte x mit V f(z) = 0 und alle
Randpunkte untersuchen.

Das mit den Randpunkten war in einer Variablen ziemlich banal: Dérszige Bereich war
einfach ein Intervall, das hatte zwei Endpunkte und diese Werte hat man sich dann halt noch
zusatzlich angesehen. Nur ist das in zwei und mehr Variablen nicht so einfach, denn da kann
der Rand eine Kurve oder schlimmeres sein unduenendlich vielerPunkten bestehen, so daf3
man da nochmals ein separates Optimierungsprolideenimul3.

Beispiel 2.14 (Randextrema sind nicht so einfachWir wollen die Funktion

F(z,y) =2 +2°+¢y* —1
auf dem Einheitskreis

D= {(z,y) : 2®+y* <1}
maximieren. Dazu betrachten wir alle Stellen mit verschwindendem Gradienten, also alle Punk-
te, die

9L (2, y) 3r% + 2z (0,0)
O = €L ! = —> [L‘) = )
e =7 e ={ {5

erfullen. Beide Punkte liegen im Inneren des Einheitskreises, also befragen wir unser Hesse—

Orakel, indem wir

*F 9*F 0 2y

SE () ZE(xy) :[6x+2 o}
ax—ay(%y) aTy(l’,y)

bestimmen, was uns sagt, da® @n0) ein Minimum und an(—%,o) ein unentscheidbarer
Punkf® vorliegt. Aber jetzt brauchen wir noch dé&andextremumwir missen alsai’(z, y)

"8Es wird ein Wendepunkt sein.
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unter der Nebenbedingung + 3> = 1 minimieren. Na gut, das Beispiel ist so gdwt, daB es
klappt. Setzen wirdgmlich die Nebenbedingung in die Gleichung voain und parametrisieren
wir die Variablen alsr = sin ¢ undy = cos ¢, dann ist

F(z,y) = P44yt -1=a= (singo)g,
——

=1
dann erhalten wir eine Funktion in einer Variablen und deren Extrema bekommen wirdlurch

3

d ,
0= — (siny)® = 3 (sinp)® cos = w0 =0, 3

de

T, T, 5T,

2
was den Punkteft-1,0) und (0, £1) entspricht. Wir haben also insgesamt sechs Kandidaten
fur alle Extrema, Minima wie Maxima, und brauchen jetzt nur noch nachzusehen, welchen Wert
f an diesen Punkten hat:

(xvy) (O’O) (_g’o) <_170) (170) (07_1) (071)
Fz,y)| -1 S —1 1 0 0

und siehe da:
e Wir haben ein “globales” Maximum af, 0)
e und ein lokales Minimum a0, 0) sowie ein Randminimum gr-1, 0).
e Der kritische Punkt® (—2,0) ist fur die Maximumsuchediig irrelevant.

Und in der Tat untersitzt die Anschauung auch das theoretische Resultat, siehe Abb. 2.14.

Man kann nun solchExtrema unter Nebenbedingungaumch tatachlich theoretisch unter-
suchen, was zum Konzept desgrange—Multiplikatorerbzw. den sogenanntééuhn—Tucker—
Bedingugerfiuhrt. Ersteres ist die Sprechweise der Analysis, letzteres der Optimierer. Diese
Bedingungen haben noch eine relativ einfache Interpretatioagtie der Ableitungen: Wir
erinnern uns, dafd an ein@ammerenPunkt die Richtungsableitung alle Richtungen an einem
Minimum > 0 sein muf3te — und da wir von einem inneren Punkt aus auch in alle Richtungen ge-
hen lonnen, muRte der Gradient verschwinden. An einem “gutartféendpunkt hingegen
muf} die Ableitung nichtnegativ seiiirfalle Richtungen, dien den zussigen Bereich hinein-
zeigeth Und wegen der Lokalit der ganzen Geschichte reicht @sdiese “hineinzeigenden”,
zulassigen Richtungen, dal? man ein beliebig kurzéskshen in diese Richtung gehen kann
— das fihrt dazu, daR dieser sogenanRtehtungskegem “Normalfall”® der “innenliegende”
Halbraum ist, der durch die Tangente abgeschnitten wird.

Entweder man erinnert sich an die Kettenregel oder verwendet ein Computeralgebra—Prograviui® iz
siehe [15].

80S0 nennt man Stellen, an denen der Gradient verschwindet.

8lwas das ist, dagifirt nun wirklich zu weit, aber ein Beispidiif einen nicht—gutartigen Punkt ist der Endpunkt
der Spirale aus Abb. 2.4.

82Das heilt dann, wenn der Randpunkt keine Ecke ist.



46 2 MINIMA, ABLEITUNGEN, ANALYSIS

i, “—
g T
o ‘.::o,g.;,,;:{g:,{{glm///;;%; “"""""i’” ,
s oottt T M
‘\‘00‘00%'[ 'll[[l [I/II/M °— ','..','n.',',lnwm‘ \
S “\§§§\\\\\\\\‘{‘\\‘3‘0’0‘0"0',",{'_[[[,,”I;;//If%/’
NSl 4 -
‘::;§§§x§ssa$§%‘\:‘c'zéz%ézz:nfggg%’ B ,

Abbildung 2.14: Die Funktior'(z,y) aus Beispiel 2.14, einmal auf dem Quadrat (links)
und einmal auf dem Einheitskreis (rechts), wobei au3erhalb des Kreises die Funktion ein-
fach auf Null gesetzt wurde. Man sieht recht gut die lokalen und globalen Extrema. .

Wir wollen uns damit abenicht weiter auseinandersetZénsondern uns einen einfachen
Trick ansehen, wie wir Nebenbedingungen ganz einfach loswerglemek, @mlich alsStraf-
oderBarriereterme Nehmen wir an, wir wollen das Optimierungsproblem

g1(z) Ty
max F(z), G(x)= : >0, r=| :
gm () Tn
l6sen, wobei die Nebenbedingungerplizit durch den Vektor7(x) gegeben sind.
Ubung 2.4 Formulieren Sie den Nebenbedingungsvekiorden Einheitskreis

{(l’,y) : x2 +y2 = 1}
und dieKreisscheibe
{(:L’,y) a4yt < 1}.
&

Der Trick ist nun ganz einfach: Wir schlagen die Nebenbedingungen einfach zur Zielfunk-
tion, betrachten also beispielsweise zu einem Paraffieter 0

F(z)+ (gl_(x) + -+ g;l(x)) , a >0, (2.8)

83Das fihrt wirklich zu weit und ist auch nicht in einer netten FuRRnote unterzubringen.
84Dieser Parameter regelt die Gewichtung zwischen Zielfunktion und Strafe.
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Abbildung 2.15: Drei Punkte und die zug@fgen, nach innen zeigenden Richtungen. Bei
einem inneren Punkt sind es alle Richtungen (das ist der Kreis), bei einem Randpunkt mit
“glattem” Rand ist der Richtungsbereich durch die Tangente festgelegt, bei einem Eckpunkt
ist es der Offnungsbereich” der Ecke.

bzw?8
F(z)+ [(gf(x))Q 4t (g;l(x))Q] , a >0, (2.9)

wobei
[ { ~f), S <o
0, f(z) >0.
Wenn nun Nebenbedingungen verletzt sind, wenn also das eine oder gyid¢re 0 ist, dann
wird dieser Wert abgezogen und macht $w,Hinreichend grof3es jedes Maximum auf3erhalb
des zuhssigen Bereichs kaputt. EilBarriere ist ein Strafterm, der am Rand den Werto
annimmt,uber den die Funktion also nicht “wegklettern” kann. Ein typisches Besipiel ist

F(z)+a(loggi(z)+--- +1og gm(x)), a>0

was zum Rand hin den Wertoo annimmt. Das Gute an der Sache ist, daf3 die Logarith-
musfunktion bis auf ihr Verhalten a@neigentlich eine ganz brave Funktion ist und so @dtrh
nismafikig wenig Schwierigkeiten macht. Um auch Randextrema zu erwisciigénmian das
Optimierungsverfahrenif verschiedene Werte vam laufen, die immer man immer kleiner
werden &R3t. Mit etwas Qlck erwischt man dann so alle Extrema einer Funktion.

Und hier nochmaliir's Poesiealbum:

Man kann ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen durcliEinhgge-
eigneterStraf- oder Barriereterme immer in ein nebenbedingungsfreies Optimie-
rungsproblem umwandeln.

85Der Vorteil der Quadrate in (2.9) liegt darin, da§ Qifferenzierbareg die Funktionf~ nur stetig ist, die

Funktion(f—)2 hingegen differenzierbar und daf? man somit Verfahren anwenden kann, die erste Ableitungen
verwenden. Und das tun eigentlich alle Abstiegsverfahren, die wir in Kapitel 3 diskutieren werden.
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That's the reason they’re called
lessons,|. .] because they lessen from
day to day.

L. Carroll, Alice’s adventures in
wonderland

Abstiegsverfahren

Nach dem langen und zugegebenermalien abstrakten Theorieldbpitdie Natur von Minima

und Maxima lnnen wir uns jetzt relativ unproblematisch an die Konstruktion von “allgemei-
nen” Optimierungsverfahren machen. Diese Verfahren werden alle eines gemeinsam haben: Sie
werden, ausgehend von ein@tartwertz(?) eine Folger®) von Punkten berechnen, die hof-
fentlich gegen ein Extremum wandern, wobei wir uns hier auMimmumfestlegen wollen.

3.1 Grundidee aller Verfahren

Alle hier vorgestellten Verfahren gehen von einer sehr einfachen und wirklich intuitiven Idee
aus, ramlich der Verwendungpkaler Information Es ist, als ob jemand, der an einem Punkt
der Funktion steht, zu einem tiefergelegenen Punkt kommirhta, aber die Funktion nur in
einem unendlich kleinen Bereich einsehen Banwie in Abb. 3.1 macht man dann von der

? |

X X
/

Abbildung 3.1: Idee der Abstiegsverfahren in “Flatland”: Aus ld&aleninformation “Ab-
leitung” wird bestimmt, in welche Richtung es “bergab” geht und in diese Richtung wird
dann weitergegangen.
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Ableitung Gebrauch und geht in eine Richtung weiter, in der die optimale lineaineming,
also die Tangente, afilft. Etwas formaler: Wir werden nach dem Schema

D = 28 Ly, k=0,1,2,...
vorgehen und ein jedem Schritt eine

Abstiegsrichtung y = vy, in der die optimale lineare Aerun§’ der FunktionF abfallt
und eine

Schrittweite a = a4, die so gewthlt werden sollte, daB (z*+1) < F (z™)) ist

bestimmen. Damit bekommen wir eine Folge von Punktéhzu immer kleineren Funktions-
werten

F(@9) > F (V) > (@®) > - > F (a®),

die hoffentlich irgendwann bei einem Minimum landen werden — vorausgesetzt, die Funktion
besitzt so etwasiberhaupt. Dald diese Vorgehensweise zwar einfach und einleuchtend klingt,

Abbildung 3.2: Zwei Dinge, die bei Abstiegsverfahren schiefgeti@mlen.

Links: Wir steigen in einer Richtung ab, in der die Funktiein Minimum besitzt. Selbst
wenn man mit jedem Schritt einiges an Verkleinerung gewinnt, bringt das gar nichts, denn
das Minimum ist—oc.

Rechts:Der Abstieg erfolg in Richtung eines Minimums, aber die Schrittweiten werden
immer kleiner, so dalR das Verfahren nicht am Minimum, sondern vorher “saatiosird,
also einfach nicht mehr weiterkommt.

es aber bei weitem nicht ist, zeigt Abb. 3.2. Ein Minimum finden wir nur, wenn es sowas auch
gibt und wenn die Schrittweiten nicht dergestalt zu klein werden, dal3 der Prozess vor dem
Minumum effektiv zum Halten kommit.

86Zum Beispiel weil starker Nebel herrscht.
87Mit anderen Worten: die lineare Funktion, die die Ableitung definiert bzw. die Tangente an derStelle



50 3 ABSTIEGSVERFAHREN

Ubung 3.1 Wie stellt man fest, daR man sich vor einem Minimum “festgelaufen” hat? <)

Die nachste Frage ist, wann die Iterationen beendet werden sollen. Hier gibt es mehrere
Moglichkeiten:

e Wenn die Punkte sich nicht mehr signifikantamedern, alsa*+Y — (%) “| angenraRig”
klein wird.

e Wenn sich die Werte nicht mehr signifikant, also wedn(z*+1) — F ()| klein
wird.

e \Wenn man an einem “Minumumskandidaten” mit “waagerechter Tangente” angekommen
ist, also wenr{ F” (z¥)) | klein bzw. V F (z(*)) “praktisch” der Nullvektor is.

Ein weiterer fundamentaler Aspekt von Abstiegsverfahidagr den man sich im klaren sein
mul3, ist, dal3 sie nur imstande sio#tale Minima zu finden: Um von einem lokalen Minimum
zum rachsten zu kommen, mufd man immer erst einmal einen “Bdygfqueren.

N

Abbildung 3.3: Wenn man in dem lokalen Maximum startet, gibt es gar keinen Abstieg,
verschiebt man den Startpunkt beliebig wenig nach links, so landet ein Abstiegsverfah-
ren beim linken lokalen Minimum, verschiebt man ihn etwas nach rechts, so erreicht man
entsprechend das rechte lokale Minimum.

Und selbst bei welchem lokalen Extremum man landet, das kann auf ziemlich subtile Art und
Weise vom Startpunkt alimgen wie Abb. 3.3 zeigt.

3.2 Abstiegsrichtungen

Furn = 1ist die Sache mit der Abstiegsrichtung ja ziemlich einfach: Ist die Ableifttng:*))
an der Stelle:® positiv, dann geht es in positiver Richtung mit+?) > () weiter, ist sie

88Djes zu entscheiden ist ifibrigen gar nicht so einfach.
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negativ, dann muR man die negative Richtung, al§6? < z*) wahlen, und verschwindet die
Ableitung, dann hat man einen Minimumskandidaten.

Ubung 3.2 Kann es sein, daRk an der Stellé) ein Maximum vorliegt? Die Antwort ist “ja”
und hat was mit schlechten Schwrittweiten zu tun! O

In zwei und mehr Variablen ist die Sache dann schon komplizierter und wir werden sehen,
dald es durchaus mehrere gute Abstiegsrichtungen geben kann. Um das zu illustrieren betrachten
wir immer dasModellproblemeiner quadratischerFunktion

1
F(zx) = 5 T Az +bT2 + ¢, (3.1)

an der wir alle PAnomene schon ganz gut sehémiken und die einen sehr einfachen Gradien-
ten hat.

Ubung 3.3Zeigen Sie, daRii die quadratische Funktion aus (3.1) den GradieRtéi{x) =
Az — b. Wie konnte man also KandidatetirfExtrema dieser Funktion berechnen? &

AulRerdem haben quadratische Funktionen den Vorteil, dafd wir die optimalesxalde
Schrittweite, auch taé&ehlich berechnendnnen. Diese Schrittweite ergibt sich, indem viir f
eine beliebige Richtung die quadratische Funktion

ft)=F (a® +ty), t e R,
in dereinenVariablent betrachten und dann mit unseren “normalen” Methoden
Ableiten und die Ableitung Null setzen

den Wertt zur Extremalstelle berechn@nwas uns die Formel

Az® — )"
yl Ay

liefert. Und das ist nun definitiv das Beste, was wir mit der Richtumegreichen knnen, denn
es ist das globale Extremum der univariaten Pargbel- ob das allerdings ein Maximum oder
ein Minimum ist, das &ngt wieder ganz vorl ab. Diese Vorgehensweise, die maneatakte
Schrittweitensteuerunigezeichnet, ist nétlich bei “allgemeinen” Funktionen nicht @glich,
denn da ist ja die zu minimierende univariate Funktion an sich schon ein recht komplexes Ge-
bilde.

Aber es gibt noch einen weiteren Punkt: Jede hinreichend glatte Fun&ibsith jdokal
bis auf einen Fehlerterm der &enordnund?® (was schon eine ganze Menge ist) durch eine
Parabel anahern — das war ja gerade das Wesen der zweiten Ableitung. Damit beschreibt das
Modellproblem aber auch die Funktion recht gut, sofern Avials zweite Ableitungv2F von
F wahlen.

Jetzt werden wir uns ein paar Abstiegsrichtungen und die Zurggin Probleme ansehen —
und zwar im wesentlichen in Form eines Computerexperiments (ohne zu viel Theorie dahinter),
die Octave —Programme sind, zum “Selbstexperimentieren” im Skript enthalten.
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## SteepDesc.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

#it

##  Steilster Abstieg,

## Eingabe:

#Ht A Matrix (symmetrisch und besser positiv definit)
#it b Linearer Term

#Ht tol Toleranz

function [x,it] = SteepDesc( A,b,tol )
n = length( A ); x = zeros( n,1 ); # Startwert x = 0
it=20;r=b # Initialisierung

while ( norm( r ) > tol )

it = it+1;
X=x+ @ *n/@*A*r)*r # Richtungsminimum
r = b - A*x; # - neuer Gradient
end
%endfunction

Programm 3.5SteepDesc.m : Verfahren des steilsten Abstiegs.

Die erste Wahl einer Abstiegsrichtung ist die eigentlich einleuchtendste: Ndult wie
Richtung, in der es am steilsten nach unten geht, und das ist

y*) = —VF (™). (3.3)

Das zugetirige Verfahren findet sich in Programm 3.1. Sehen wir uns doch mal an, was da
passiert, indem wir uns eine allige 3 x 3—Matrix holen, diese symmetrisch und und positiv
definit machen und dann nach dem Minimum suchen lassen:

octave> A = rand(3); b = rand( 3,1);
octave> [x,it] = SteepDesc ( A*A, b, 10°(-8) )
X =

6.7252
-1.1921
-5.6541

it = 618

89m Moment ist noch nicht ausgeschlossen, daf? diese ein Maximum ist, dann haben wir ein Problem. Aber das
kdnnen wir ja unserer quadratischen Funktion in einer Variablen ansehen, ob sie eine nach oben oder eine nach
unten géffnete Parabel ist.
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Fuhren wir nun mehrere Experimente durch, so stellen wir ziemlich schnell fest, daf3 die Anzahl
der Iterationsschrittextremstark variieren kann, je nachdem, wie die Matd»xben gerade so
zufallig austllt. Das schreit ndirlich nach ein bisschen mehr Systematik, wenn wir dieses
Phanomen verstehen wollen! Zu diesem Zweck ziehen wir unsiagf 1 zurick und setzen

b = [1,1]7 — mitb = 0 wirde der Startwert = 0 immer sofort das Minimum liefern, was
etwas langweilig \eire®. Die Matrix A wahlen wir nun als Diagonalmatrix und zwar als

10
A_{Oa]’ a >0,

dann erhalten wiiiber den Aufruf

octave> a =1, A=[10;0a];,b=1[11T]
octave> [x,it] = SteepDesc ( A, b, 107°(-8) )

die folgende Tabelle:

al 107® 1072 | 107! 1 10 102 103
Ergebnis| [1,10%]" | [1,10?]" | [1,10]" | [1,1)" | [1,207Y" | [1,1073])" | [1,107%]"
#It. | 9384 | 939 94 1 94 939 9384

r r TR =y
0 50 100 150 200 250 300 2

T L L L L L L L
[] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18 2

Abbildung 3.4: Der Konturplot der Parabel und das Verhalten des steilsten Abstiegs — dieser
fuhrt leider gerade nicht in Richtung des Minimums, sonder fast senkrecht dazu und so
verbringt das Verfahren dendfsten Teil seiner Zeit damit, im Zickzack zu laufen.

Je golRer und je kleiner unser also wird, desto schlechter wird das Verhalten des Abstiegs-
verfahrens. Und was da passiert, das sieht man eigentlich schon ganz gutf 0.1, und
zwar in Abbildung 3.4. Und das Problem muf3 irgenwas damit zu tun haben, dal3 die Ellipsen

9030 lauftiibrigens schlechtes Testen eines Verfahrens ab: Man startet mit Wertbe flas Verfahren gar nicht
scheitern kann und wundert sich dann, warum es bei realistischen Daten realistische Probleme gibt. Manchmal ist
so ein Zufallzahlengenerator wirklich keine schlechte Sache.
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in den “Hohenlinien” mehr und mehr zusammengéakt werden, denn je gfRer bzw. kleiner
a wird, desto sdrker wird dieser Effekt und desto steiler werden die Winkel, in denen im Zick-
zack gelaufen wird. Und dieses “Quetsch\@this” kann man angeben: Es ist das \@thisp
zwischen dem kleinsten und denb@tenEigenwertder Matrix A. Und tats&chlich kann man
zeigen, daf3

12 = 2l < (1= p)* [+ — 2

gilt, daf3 also die Konvergenz des Verfahrens beliddongisamwird, je kleinerp ist.

Ubung 3.4 Experimentieren Sie mit dem Verfahren des steilsten Abstiegs und versuchen Sie,
die Anzahl der Iterationen aus den Eigenwerten vorherzusagen. &

Das mit den “gequetschten” Ellipsen ist eine Art universelles Prinzip, dun&n die im
Gegensatz zum obigen Beispiel auch noch gedreht sein. Ein Beispiel ist die symmetrische Ma-
trix%t
~ | 0.90888 0.28679
~ | 0.28679 0.10017

mit den Eigenwerten, edftlich via eig(A) , mit den Werter).0087958 und 1.0002582. Die
Konturlinien sind in Abb. 3.5 zu sehen.

A (3.4)

=405

+4-05

Abbildung 3.5: Hbhenlinien der quadratischen Funktion zur Matrix aus (3.4).

Der Quotient113.72 der Eigenwerte vo a3t dann auch nichts gutes ahnen und in der
Tat berdtigt das Verfahren mit = [1,1]7 solide 693 Iterationsschritte. Wie urigstig der
steilste Abstieg tatchlich ist, sieht maiibrigens bei einem kleinen Experiment: Verwendet

91Erhalten als symmetrisierte positiv definite Versidn= A*A einer zufilligen MatrixA = rand(2) , da-
her die “krummen” Zahlen.
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## SteepRandDesc.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

#it

## Steilster Abstieg mit zufaellieger Variation

## Eingabe:

#Ht A Matrix (symmetrisch und besser positiv definit)

## b Linearer Term

## tol Toleranz

#it p Gewichtung des Zufalls

function [x,it] = SteepRandDesc( A,b,tol,p )
n = length( A ); x = zeros( n,1 ); # Startwert x = 0
it =0;,r =b; # Initialisierung

while ( norm( r ) > tol )
it = it+1;
r = (1-p)r + p * norm(r) * rand( size(r) );
X=x+ @ *n/*A*r)*r # Richtungsminimum
r = b - A*x; # - neuer Gradient
end
%endfunction

Programm 3.5teepRandDesc.m : Zufallig modifizierten steilster Abstieg — kommt er-
staunlicherweise nicht so leicht ins Schleudern.

man anstelle des negativen Gradienten eur@llig gesbtrte Richtung der Form
y={1-0a)(=VF@)+a|VF@)y, {01},
wobeiy’ ein zufalliger Vektor ist, dann et man (im Mittef?) die folgenden Ergebnisse

o107 107 [ 107% | 1072 | 107 |
#1t. | 690 | 669 | 450 | 90 | 130 |

Das ideale Ergebnis scheint also uridefbeil0~2 erreicht zu werden, weniger Zufall “bringt
nichts”, mehr Zufall wird zu unorganisiert undudft nach nirgendwo. Der Zufall selbst sorgt
durch die leichte Strung der Abstiegsrichtung daf daf? es zwar nicht so steil nach unten geht,
wie es gehen tnnte, daifir kann man aber wesentlich@@ere Schritte machen und kommt
so letztendlich um einiges schneller voraiir Elie, die vielleicht mal selbst experimentieren
wollen, ist die Routine in Programm 3.2 abgedruckt.

Wenn man bei den &henlinien genau hinsieht, dann stellt man fest, daf3 man durch dre-
hen des Koordinatensystems und geeignete Umskalierung einer Achse (entweder y—
Achsé®) die Ellipsen in Kreise umformen kann. Dieaderung der “Metrik” kann man aber

92F{ir jeden Wert vorx wurden zur MatrixA drei Versuche durchg@hrt und ‘Uber den Daumen” gemittelt.
93per SkalierungsmaRstab ist dabei nichts anderes als daalvistder Eigenwerte
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auch implizit machen, also ohne die Matrixzu veiandern, wasir unser Modellproblem (3.1)
die Abstiegsrichtungen

TA
Pr+1 =7 — T’Tipkpk’ r=b— Az (3.5)
Dy Apy,
und die Iteration
kD) — (k) P p
= — 0 Dk+1
ngrlApk-‘rl

liefert. Das ist dieMethode der konjugierten Gradientestie, wenn man es “mathematisch ge-
nau” betrachtet, bereits nachSchritten das Minimum der quadratischen Funktion gefunden
haben sollte, was es aber wegen der allgegetigen Rundungsfehler nicht tut! Erstaunlicher-
weise braucht man aber nur weiterzuiterieren, um dann irgendwann doch beisierg an-
zukommen, die Rundungsfehler werden durch hinreichend viel “Durchhaltégemit dann
schon ausgemerzt. Tatshlich haben sich die konjugierten Gradienten sogar als eines der wich-
tigsten Verfahren zumasen linearer Gleichungssysteme = b mit (dunnbesetzten) symme-
trischen und positiv definiten Matrizen durchgesétzt

Nun hat die Bestimmung der konjugiertéRichtungen in (3.5) abeiif allgemeine Funktionen

F einen ganz gewaltigen Sghheitsfehler: Zur ihrer Bestimmung braucht man (anscheinend)
die Hesse-Matrixd = V2F (2), was einen eigentlich nicht zu rechtfertigenden Aufwand
darstellt. Mit ein biRchen Rechnerei kann man das aber dann doch umgehen ahdlierh
Abstiegsrichtungen

F (2®)]|?

k) — v (k)
Yy F(z

die nur noch der Gradienten aff) und den im vorherigen Schritt berechneten Gradienten an
z*=1) verwendet, also nur noch Informatiéiber dieersteAbleitung.

Aber einen haben wir noch! Daf erinnern wir uns an die Tatsache, dal3 sich ein lokales
Extremum dadurch auszeichnet, dal3 an dieser Stelle die Ableitung bzw. der Gradient den Wert
Null hat, also verschwindet. Und da fragt man sichinlath schon, warum man diesen Punkt
nicht “einfach” sucht, indem man das normalerweigghtlineareGleichungssystem

F'(z)=0 bzw.  VF(z)=0

[ost. Aus der Numerik, [10] kennen wir hierzu ein, wenn nicht “das” Verfahréamlich das
Newton—Verfahrerdas auf der Iteration

(k)
LR+ (k) f(=™)

fr(z®)
%Denn das Minimum voz” Az — b” = wird ja gerade an derdsung vondz = b angenommen, so daf man

wahlweise lineare Gleichungssysteme durch Optimieren oder umgessént kann.
9Ach ja: konjugiertist eine Art von Orthogonatitt und bedeutet, daf§’, ; Ap, = 0 sein muR3.
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basiert. Zum Finden eines Extremums suchen wir aber eine Nullstell¢ voi” und erhalten
so eine Iteration der Form

oy _ o _ I @) 0oy 3.7

X = _f//(x(k))_x _[f (x )} f(x ) (3.7)
Das zweite Gleichheitszeichen in (3.7) steht dabei Gureine triviale Umformung, bei der
man das Symbatl~! = 1/a verwendet hat. Allerdingsdanen wir diese Umformung auch in
mehreren Variablen verwenden, indem wir

#*HD) = 20 _ [2F (x(m)]—l VE (z) (3.8)

setzen — und siehe da: Es passt alles zusammen. Durch eirediafien Zufalf® ist ja V2F
einen x n—Matrix undV F' ein n—\Vektor und die Bnnen wir angemessen multiplizieren. Das
liefert uns dann auch die sogenanN&wton—Richtung

V9= [VEEO)]TVEEY) bw VEEY) 0 =TEEY). @9

Normalerweise ist es numerisch einfacher und besser, keine inversen Matrizen zu berechnen
wie auf der linken Seite von (3.9), sonde/y durch Losung des linearen Gleichungssystems

auf der rechten Seite zu bestimmen, zumaVfd” auch noch eineymmetrischélatrix ist.

Allerdings kommt die Bestimmung der Newton—Richtung micht mehr ohne Bestimmung

der zweiten Ableitung, also der Hesse—Matrix aus. Man kann das zab@rumngsweise in

einem gewissen Rahmen umgehen, ddstfdann zum sogenannt&noyden—\Verfahrenaber

wenn man die exakte Newton—Richtung will, darirtnit an zweiten Ableitungen leider kein

Weg vorbei.

Zusammenfassend haben wir also jetzt dréiglichkeiten kennengelernt, um Abstiegsrichtun-
gen zu berechnen:

e Steilster Abstieg,
e Konjugierte Gradienten,
¢ Newton—Richtung.

Mit jeder von diesen Richtungen, die im Normalfall sehr unterschiedlich ausfallen werden,
versucht man, dem Minimum nun mit einem Iterationsverfahren der Form

auf den Leib zuiicken, wobeiz(¥) ein “frei gewahlter” Startwert ist, um die Wahl d&chritt-
weitea;, werden wir uns gleich nochiimmern. Dieses Verfahren iteriert man nun so lange, bis
eine oder mehrere passende Abbruchbedingungalteihd.

9%Natiirlich gibt es in der Mathematik keine Zalfe (auRer in der Wahrscheinlichkeitsrechnung), entweder es
pafit oder es pafdt nicht.
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3.3 Schrittweitensteuerung

Das zentrale Problem dabei besteht darin, die Schrittweite einerseits so graihtemwdald
man eine signifikante Verbesserungatti, andererseits aber klein genug, um nidibér das
Ziel hinauszuschiel3en”. Nadich ware die optimale Wahl immer noch dexakteSchrittwei-
tensteuerung, bei der man als die Losungt* desunivariate Optimierungsproblems

mtin F (a:(k) + ty(k))

wahlt. Das aber ist im Normalfall zu schwierig, deswegen sucht enaiacherzu ermittelnde
Schrittweiten, die aber gewissen Bedingungen zu gehorchen haben. Um diese Bedingungen
hinzuschreiben, verzichten wir jetzt auf den Index das spart nur Schreibarbeit und macht

die Sache lesbar.

Die erste (und wesentliche) Bedingung an die Schrittweitt die sogenannt&rmijo—Bedingung

die fordert, dai3

F(z+ay)—F(z) <Ciay'VF(z) = Cia D,F(z), (3.11)

wobei0 < C; < 1 eine passende Konstante®fstWenn wir uns daran erinnern, daRjaine
Abstiegsrichtung ist, da al$o> vy’ VF(z) = D, F(z) gilt, dann besagt die Forderung (3.11),
dala so zu vahlen ist, dalR der Abstiggroportional zu dem ist, was die Richtungsableitung
vorhersagt, siehe Abb. 3.6.

Nun kann es Schrittweiten geben, die die Bedingung (3.11l)lerf, aber die zu einem Punkt
2’ = x + ay fuhren, an denen es noch steiler in Richtyrigergab geht, als anselbst, d.h. es
ware D, F' (2') < D,F (x). So ein Punkt ist nétlich noch nicht der Weisheit letzter SchluR3,
denn von einem solchen Punkt aus kann man ja nochmals éokcbten nach rechts gehen.
Deshalb fordert man bei dékiolfe-oderPowell-Bedingungéfl zusatzlich zu (3.11), daR

y'VEF (z+ay) > Coy' VF(x), C1 <Cy <1, (3.12)

erfullt sein soll, daf3 es also ari weniger steihach unten geht als an— oder aber nach oben,

das ist immer erlaubt. Wie das bei unserem Beispiel aus Abb. 3.6 aussieht, das zeigt Abb. 3.7.
Und schlief3lich gibt es noch die sogenanngéarken Wolfe—Bedingungebei denen auch zu
starker Anstieg verboten wird, und bei denen (3.12) durch die Bedingung

|y VF (24 ay)| < Cs |y"VF ()] (3.13)

ersetzt werden — das Bild dazu schenken wir uns, i@sleveinfach nur im “mittleren” Bereich
von Abb. 3.7 ein weiteres Btkchen herausfallen.

Jetzt haben wir also drei Typen von Forderungen an die Schrittweiten, aber wasiuhsmat
aus praktischer Sicht interessiert, sind die folgenden Fragen:

9"Man kann beweisen, daR mair jede Abstiegsrichtung, genaudir fede Richtung, die nicht auf den Gradi-
enten senkrecht steht, eine Verbesserunglerofern die Schrittweite (im Absolutbetrag) rklein genug gewithlt
wird. DaR diese Verbesserung dann auch nur sehr marginal ausfallen wird, das ist halt die Kehrseite der Medaille.

98Djese Konstante kann man freivlen und sie bestimmt, wie pingelig'( ~ 1) oder groRiagig (C; ~ 0) die
Schrittweitenauswabhl sein soll.

99Die Namensgebung ist je nach Buch, also je nach “politischer” Zargkeit.
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F(x+ a y)

Abbildung 3.6: Graphische Darstellung der Armijo—Bedingung aus (3.11) mit einem Wert
vonCy ~ % und drei zuassigen Schrittweitenbereichen. Die Schrittweite ist immer dann
zulassig, wenn die Funktion unterhalb der Geraden liegt.

e Gibt es immer Schrittweiten, die diese Anforderungenrilésh?

e Wenn ja, wie kann man diese Schrittweiten bestimmen?

Die Antwort auf die erste Frage ist “ja”, solange runicht entlang der Richtunggegen—oo
lauft und die Antwort auf die zweite Frage ist das folgenden “Verfahren” zur Bestimmung einer
Schrittweitex, die sogar destarkenWolfe—Bedingung geiimgt.

1. Starte mity = 0 und beliebigert® o; > 0.

2. Rirk = 2,3,... berechney, = pa;_, mit einem Wertp > 1 bis eine der folgenden drei
Situationen eintritt:
(a) Die Schrittweite passt, d.hy, erfullt (3.11) und (3.13).
(b) Die Armijo—Bedingung ist verletzt:
F(z+ ay) — F(x) > Cray Dy F ().
(c) Die Richtung ist eine Aufstiegsrichtung geworden, dhF' (x + axy) > 0..
(d) Der letzte Punkt war eine besseréhérung, d.hF' (x + oy _1y) < (x + ay).
3. Rur irgendeink bricht dieses Verfahren ab, weil einer der vier obigéfid-eingetreten
ist!? und entweder ist Fala) eingetreten undy, ist eine gute Schrittweite, oder aber

es liegt eine gute Schrittweite zwischep_; und oy, und die kann man dann durch ein
Bisektionsverfahren, siehe [10], finden.

100G ut geratenem!
0lpassiert das schoiirfk = 1, dann war; entweder besonders gut oder besonders schlecht geraten und man
ist entweder fertig oder muf3 sich ein neugsausdenken.
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A F(x+ a y)

F(x)

>

Abbildung 3.7: Die Wolfe—Bedingungen, also (3.1i)d (3.12) lassen nur noch die hier
abgebildeten Schrittweiten zu. Stellen, an denen die Funktion zu stélkt alverden aus-
genommen.

3.4 Trust Regions

Einen Typ von Verfahren zur allgemeinen, nichtlinearen Optimierung sollten wir uns zumindest
noch kurz ansehenamlich die sogenanntefrust—Region—Verfahremlie beispielsweise auch

im recht etablierten Programmpake¥NCELOT siehe [2], integriert sind. Daziahert man die

zu optimierende Funktion wieder durch ein einfaches, normalerweise quadratisches, Modell
an und legt einen Bereich fest, auf dem man diesem Modell “vertraut”, die sogefanste
Region normalerweise ein Kreis mit Mittelpunkt* und Radius-. Das quadratische Modell
Q(x) kann man auf verschiedene Arteidmen:

Taylor—-Reihe: Man setzt, wie wir es ja auch schon getan haben, die quadratische Funktion als
Qz)=F (z*) + (x —2") VF (2) + (z — 2") VF? (2*) (x — z*)"
an, nimmt also die “lokal beste” quadratischaiérung anc*. Nachteil: Man braucht

wieder einmal zweite Ableitungen!

Interpolation: Man wahlt Q so, daR@ und F an bestimmten Punkté? Uibereinstimmen,
dal3 also®) die FunktionF an diesen Punktemterpoliert Hier braucht man nur noch
Punktauswertungen vafi.

“Regression”: Man wahlt(@ so, dalR das quadratische Mittel

N
2
> 1Q (x)) = F ()]
j=1
102Die Anzahl der Punktedngt von der Dimension ab und die Punkteidfen nicht zu ungeschickt gélt
werden.
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an Punktency, ..., zx minimiert wird. Bei diesem Ansatz kann mamehr Punkte ve-
wenden als bei der Interpolation und die Punkieren liegen wie sie wollen.

Das Trust—Region—Verfahren geht nun folgendermaf3en vor:

1. Bestimme aus demilodell Q eine Abstiegsrichtung und eine Schrittweiter, die aber
so klein sein muf3, daf3+ «y immer nochin der Trust—Region liegt.

2. Vergleiche demealen Gewinr¥'(z) — F(x+ay) mit dem“Modellgewinn” Q(z) — Q(z +
ay), Uber den Quotienten
_ F(z) — F(xz + ay)
Qz) — Qz + ay)

e Ist n klein oder gar negativ, dann hat das Modell nichts getaugt und die Trust—
Region, genauer gesagt, deren Ragiusird verkleinert.

e Ist n “moderat”, dann wirdz durchz + ay ersetzt, die Trust—Region bleibt un-
verandert.

e Istn grol3, dann erstzt man ebenfalislurchz + ay, hat aber das Modell anschei-
nend unterschtzt und vergdlRert deswegen zatlich den Radius der Trust—Region.

3. Nun fahrt man mit Schrit) fort.

Tatsachlich kann marbeweisendald solche Verfahren tdishlich imstande sind, Minima zu
finden, allerdings muf3 man die Unterscheidung zwischen “grof3en”, “moderaten” und “kleinen”
Werten vonn und die VergoRerung und Verkleinerung vam mit ein klein wenig Sorgfalt
behandeln.

3.5 Zusammenfassung

Diese Schnelleirifnrung in das (Un-)Wesen der Abstiegsverfahren wairieh in keinster
Weise vollséndig oder ersatpfend und es gibt hier eine Vielzahl von Verfahren, die die un-
terschiedlichstef{® Namen tragen. Trotzdem basieren sie aber ziemlich alle auf dem iterativen
Vorgehen mit Bestimmung von Abstiegsrichtungen und Schrittweiten und dem Ziel, staen
tionaren Punkt, also einen Punkt mit “waagerechter Tangente” zu finden. All diese Verfahren
haben einiges gemeinsam:

e Sie sind nurlokal konvergentdas heil3t, sie finden im allgemeinen nur dann ein Ex-
tremum, wenn man hinreichend nahe bei einem solchen startet. Damit ist die Wahl des
Startpunkts ein extrem kritischer Proz€4sdem man deswegen bei der Modellbildung
gar nicht zu viel Aufmerksamkeit widmen kann.

e Wenn der Startwert schlecht gatit ist, dann kann so ein Verfahreivergiereri® oder
sich an nicht—extremalen Stellen festlaufen oder in Kreisen laufen oder sich sonstwie
unmdglich benehmen.

103Normalerweise auch mehrere verschiedene Nariieddsselbe Verfahren.
104Fast wichtiger als die Auswahl des Verfahrens.
105Dje Punkte laufen irgendwo ins Unendliche.
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e Selbst wenn so ein Verfahren konvergiert, konvergiert es nur gegéokeilesExtremum,
das noch lange nicht die globale Optindeling sein muss. Diese zu finden ist eine ganz
andere Geschichte, die im wesentlichen auf Heuristiken und weniger auf Mathematik

basiert, siehe z.B. [1, 4].

e Auch das Extremum kann sehr subtil vom Startwertdaigen, siehe zur Erinnerung
Abb. 3.3.

Fazit: Auch wenn die Verfahren noch so ausgetestet und “bewiesenermal3enagsigesind,
gibt es doch einige prinzipielle Probleme, die immer wieder durchschlafyemek. Daher ist
es bei der nichtlinearen Optimierung auch absolut essentiell, einen guten Startwert zu haben.
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Es ist fast nicht raglich, etwas Gutes zu
schreiben, ohne dall man sich dabei
jemanden oder auch eine gewisse
Auswahl von Menschen denkt, die man
anredet. Es erleichtert wenigstens den
Vortrag sehr in tausend &len gegen
einen.

G. Chr. Lichtenberg

Zurlck zur linearen 4
Optimierung

Jetzt kommen wir endlich zur lange versprochenamerischeBehandlung des linearen Op-
timierungsproblems. Wir haben in Beispiel 1.3, insbesondere in Abb 1.4, ja schon gesehen, wie
man das Problergraphischangehen kann, aber das klappt halt aus offensichtlichénd&n
nur fir zwei Variable. Unser lineares Optimierungsproblem in diesem Kapitel soll immer von
der Form

min ¢’ z, Ax < b, x >0, 4.1)

sein, wobei die Vektoreh, ¢ und die MatrixA einfach “passende” Gfe haben sollen. Man
beachte allerdings, daf3 hier in der Matrixnur noch diejenigen Nebenbedingungen codiert
werden, diezustzlichzu x > 0 einzuhalten sind.

4.1 Der Simplexalgorithmus

Der Simplexalgorithmusder 1947 von G. B. Dantzig eingéfrt wurde, operiert formal auf dem
sogenannteBimplextableauin dem die Variablen und die Matrix folgendermal3en aufgetragen
sind:

T e Tn
Yi| @ ... G | by
Ym | Gm1  --- Omp m
C1 e Cn

Schauen wir uns zuerst einmal die Eage in dem Tableau an:

® ai1,...,0a,, Sind die Einthge der MatrixA, die die zuatzlichen Nebenbedingungen
beschreibt.

e by,...,b, sind die Komponenten des Nebenbedingungsvektors
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e ci,...,c, sind die Komponenten des Zielfuktionsvektersier durchc’z die zu mini-
mierende Zielfunktion bestimmt.

e 11,...,,Sind dieBasisvariablerdes Schemas, also diejenigen Parameter deren Wert wir
fur die Optimalbsung bestimmen assen.

e u1,...,Y, Sind dieabhangigen Variablenderen Wert durcly = Ab — b festgelegt ist.

e 2 ist schlielich der Wert der Zielfunktion, den man&thwenn man die Variablen in der
“Kopfzeile” auf Null setzt. Diese Variable wird am Anfang auf Null gesetzt.

Jetzt niissen wir eine Annahme mache@ammich, daf® > 0 ist. Das bedeutet wiederum nichts
anderes, als daB0 = 0 < b ist, daR also der Punkt = 0 zulassig® ist, eine Annahme, die
fur die Schuhproduktion aus Beispiel 1.3igltfist.

x1=0

YhZX12 145

y2=0 bt =b2=1

x2=( X1=x2=0 Xx2=y2=0 1=0

1 1/2
/2 1
sieht, daf? jede Bedingung der Foim = 0 bzw.y; = 0 einer Linien entspricht, die den
zulassigen Bereich begrenzen. AuRerdem:ist 0 hier eine zuhssige Ecke.

Abbildung 4.1:Links: Die Basis- und alngigen Variablenifr A = . Man

RechtsDie Ecken. Jede Ecke ist dadurch ausgezeichnet, daf3 zwei Variablen, und hier sind
Basisvariable wie alitngige nibglich, den Wert Null haben.

Die geometrische Bedeutung der Basisvariablen und dexrajigpen Variablen ist in Abb 4.1
dargestellt. Wenn man eine dieser Variablen gleich Null setzt, sdtenian eine der Gerad&,

die den zuhssigen Bereich beranden und maradiriuch alle Gerade auf diese Art und Weise.
Die Eckenhingegen — und das sind ja, wie wir aus der graphischisuhg von Beispiel 1182

106Ein Punkt oder eine “Konfiguration heiRtzukssig wenn die Nebenbedingungei: < b und 2 > 0 erfilllt
sind.

107stn, > 2 so sind die Gegenistke sogenanntdyperebenendas sind» — 1-dimensionale Gebilde!

108Sjehe insbesondere Abb. 1.4.
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wissen, die Punkte, an denen das Extremum angenommen wird — erhalten wir, indemet#fr
Variablen gleich Null setzen. Allerdings erhalten wir so mehr als nur die Ecken diessiygn
Bereichs, wie man ebenfalls in Abb. 4.1 sehrétkieht: Nur die Ecken

ZL‘1:ZL‘2:07 xlzylzo, $2:y2:07 y1:y2:0

sind auch Ecken des ZAdsigen Bereichs, die Ecken = y, = O undxzy = y; = 0 liegen
dagegen zu weit draussen.
Die Idee des Simplexalgorithmus ist nun ganz einfach:

Durch Vertauschen von Basisvariablen und abhingigen Variablen wechselt man
von der Ecke 1 = --- = x,, = 0 zu einer Nachbarecke, an der die Zielfunktion
einen kleineren Wert''® annimmt und formt das Tableau so um, daB die ausge-
tauschte Basisvariable als abhiingige Variable geschrieben wird.

x2=y2=0

AR
Abbildung 4.2:Ubergang von der Ecke = 0 zu einer der beiden Nachbarecken des

zulassigen Bereichs — je nachdem, an welcher von beiden der Wert der Zielfunktion kleiner
ist.

Diese Idee ist in Abb 4.2 dargestellt. Was dabei passiert, sieht man in der folgenden Tabelle:

Ecke Bedingung | Vertauschung
Ausgangsecke z; = x5 = 0 | keine

“Oben” 1=y =0 | x9 < 1
“Rechts” To =Yg = 0|z« Yo

109m allgemeinen Fath.
HONicht vergessen: Unsere Normalform (4.1) verlangt von uns, nach e¥fisimumzu suchen!
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Und je nach durchgéhrter Vertauschung assen wir dann entwedes, in Abhangikeit von
x1 undy; oderz; in Abhangkeit vonz, undy, ausdiicken. Soviel zur Idee, jetzt aber zum
Verfahren. Dazu verwenden wir unser Tableau

Ul Ce Un
v} @11 ... Qip bl
Um | Gml -+ Qmn | bm
C1 Ce Cn

wobei inu undv die Symbolery, . .., z,,v1,. . ., ym €ingetragen sind. Der Algorithmus &uft
nun in den folgenden Schritten ab:

1. Bestimmung der “Pivotspalte”: Wahle eink zwischenl undn, so dafk;, < 0 ist!!?,

Ist dies nicht ndglich, dann haben wir diedsungsecke gefunden urd ist der optimale
Wert. — Stop.

. Bestimmung der “Pivotzeile”: Fur alle ¢ zwischenl und m mit ay,, > 0 bestimme die

HilfsgroRenr®?

b
hy = £ >0
Apk

und wahlej so, daf%; = min hy ist.

Sollte diese Bestimmung nichtaglich sein, weil aller,;,, < 0 sind, dann ist die Zielfunk-
tion unbeschinkt und es gibt keinedsung.— Stop.

3. Austausch: Vertausche die beiden Symbalg undv;.
4. Update des Tableaus:

(a) Pivotelementu;;, «— 1/aj.
(b) Pivotspalte? =1,...,m, ( # j,

Qe < _afk/ajk

o — —cifajg
(c) PivotzeileX =1,...,n,l # k,

aje — e/

bg — bg/ajk

HIAm Anfang beginnt man mit. = 2 undv = y, aber mit jedem Vertauschungsschritt werden diesérliet
durcheinandergemischt. Trotzdem ist eine Bubinfingiiber diese Vertauschungen ulich, denn am Schluf3
will man ja nicht nur dertwWertder Optimalbsung, sondern auch die zugelgenxz—Werte wissen.

112Sind mehrere;, negativ, dann kann man die Spalte sahen, daf;, so klein wie mglichwird.

13Hier schigt die Annahme durch, da&3> 0 ist!
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(d) Alle Gibrigen Elemente,,, p # j, ¢ # ¢, nach der “Rechtecksregel”:

ur ... Ugq
vj @Qjk .. Qjg ... |Db; .
: pk Yjq
R Apq < Apg — Tan
J
Uy Apl - - - by
Ck Cq
oder, in einfacher Form
G, ... T
s
: - t—t——.
At
S t J

5. Fahre mitl) fort, bis eine der beiden Abbruchbedingungen erreicht ist.

Bemerkung 4.1 (Simplexverfahren)

1. Nachdem ein Optimierungsproblem entweder unbésdtirund damit uriisbar ist oder
nicht, muf3 der Abbruch “mangelsdsung” immer bereits im ersten Schritt erfolgen.
Spatere Abbiiche Ibnnen also nur daher kommen, dal3 die Optigslhg gefunden wur-

de.

2. Die Wahl der Pivotzeile in Schrif) hat ebenfalls eine geometrische Interpretation: Hat
man sich einmalifr eine Pivotspalte, also eine auszutauschende Basisvariable entschie-
den, so mul3 man diese gegen elisteabhangige Variable austauschen, mit sich= 0
schneidet. Hat man sich beispielsweise in Abb. 4.2rdaftschlossen, nach rechts zu ge-
hen, so sagt uns Abb. 4.1, dal3 wir gegeny; und nicht gegeny, austauschen irssen,
denn der Schnitt vom, = 0 mit y, = 0 kommt fiiher als der mity; = 0. Genau dieses
“fr Uher” realisiert die Minimumssuche in Schriz).

Nun hat so ein Polyeder aber nur endlich viele Eckeémiich maximal("*™) und da der
Simplexalgorithmus in jedem Schritt zu einsssereriEcke weitergeht, wenn er nicht wegen
Optimalitat terminiert, muf3 er irgendwann eine Optinalling finden. Dasdanen wir wie folgt

formulieren.

Satz 4.2 Ist das Optimierungsproblem (4.1)dbar und ist die Startecke = 0 eine zuéissige
Ecke, dann berechnet das Simplexverfahren dgubhg inendlich vielenSchritten.
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Beispiel 4.3 Jetzt wird es aber échste Zeitiir ein Beispiel und was &ve da geeigneter als
unsere Schuhfabrik aus Beispiel 1.3. Das zigefe Anfangstableau ist dann

4 ZURUCK ZUR LINEAREN OPTIMIERUNG

T o)
y1 | 20 10 | 8000
ys | 4 5 | 2000
ys | 6 15 | 4500
—-16 —-32|0

Wegen ‘min” und * <” der Normalform (4.1) mussten wir hierbei ein paar Vorzeichen umdre-
hen. Suchen wir nun nach deivotspaltewegen der Eintage—16 und —32 konnten wir beide
Spalten vithlen, da aber in der zweiten Spalte der kleiner Wert steht, entscheiden wiairuns f

diese, alsd: = 2. Die Hilfswerteh, sind nun der Vektor

8000/10 800 |
h= | 2000/5 | = | 400 — j=3.
4500/15 |
Nach Vertauschen der Symbole erhalten wir in Pivotzeile und -spalte die folgendeiggéintr
T Y3
Yy | * —% *
Yo | ¥ —3 | *
zo| 2 & 300
* % LS

und die anderen Einige bestimmen sich nach der “Rechtecksregel” als

T Y3
y1| 16 —2 5000
y2| 2 —5|500
To %1@ % 300
-2 219600

Im zweiten Schritt ist die Pivotspalte= 1 leicht gefunden und es ist

Y2 Y3
312.5 yi| —8 2 | 1000
h= — 3
750 @] -t &
&40 1110400

womit das Verfahren terminiert — in der unteren Zeile stehen nur positive Werte — und wovon
wir die Optimalkonfiguration250, 200] sowie den Optimalwert* 10400 ablesen &nnen.

L4Wir haben—c” 2 minimiert und die ldsung davon ist-10400 (Vorzeichen beachten)! Wenn wir alsd «
maximieren wollen, dann heben sich die Vorzeichen auf und wir erhalten genau diégnsgéten Wert.
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4.2 Die Zweiphasenmethode

Ein Problem oder eine Sctaghe hat unser Simplexalgorithmus allerdings noch: Was tun, wenn
der Punktr = 0 keine zulassigé!® Ecke ist, wenn also die Forderuag> 0 nicht erflillt ist?
Solche Situationen treten typischerweise dann auf, wenn Dinge von A nach B bewegt werden
mussen und daher die “wuatige” Losungz = 0 nicht zukssig ist.

Beispiel 4.4 (Transportproblem) In den Rangierbahribfen A und B stehen 18 bzw. 12 leere
Waggons, in den Bahifen X, Y und Z werden 11, 10 und 9 Waggonghgh Die Distanzen
zwischen den Bahiilfen betragen

XY Z|]
A5 4 9
B|7 8 10

Welche Verteilung der Waggons minimiert die gefahrene Kilometét2ahl

Um dieses Problem mathematisch darzustelleny ke Anzahl der Wagen, die von A nach X
fahren undy die Anzahl der Wagen, die von A nagliahren. Dann lassen sich alle Wagenbe-
wegungen durch undy ausdiicken und zwar

| Strecke| # Wagen |

A—-X |z

A—Y |y
A—-Z|18—x—y
B—-X|1l—=z
B—-Y | 10—y
B—-Z|z+y—-9

und alle diese Gil3en niissen selbstvegdlich positiv sein, also erhalten wir neben dem
offensichtlichern:, y > 0 noch

18 Tty
11 x

>
10 | — Y
-9 —r =y

Die Gesamtzahl der gefahren Kilomter ist dann

br+4y+9(18—x—y)+7(11—2)+8(10 —y)+10(x +y —9) = —x — 3y + 229,

5n\egen der immanenten Nebenbedingung 0 ist 2 = 0 immer eine Ecke in dem Sinne, dalVariablen
den Wert Null haben-

18Auch hier handelt es sich eigentlich wieder um ein Problem au§deezzahloptimierungber wieder einmal
wird, rein zufllig, die kontinuierliche Optimafisung ganzzahlig sein.
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und dieser Wert muf3 unter den obigen Nebenbedingungen minimiert werden. Unsere Normal-
form fur das Optimierungsproblem lautet also

11 18
min 229 — z — 3y, (1) (1) H]g 1(1)
1 -1 -9

bestimmen; die letzte Zeile der Nebenbedingungen, die nichts anderes-als> 9 bedeutet,

sorgt nun daifir, da3[z, y] = 0 zwar eine Ecke, aber keirzailassigeEcke ist — wenn man keine
Wagen bewegt, dann kommt halt auch nichts in X, Y oder Z an. Die Nebenbedingungen sind in
Abb. 4.3 grafisch dargestellt.

2 4

Abbildung 4.3: Der zwdssige Bereichlfr das Transportproblem aus Beispiel 4.4; der Null-
punkt ist offensichtlich “abgeschnitten” worden.

Beispiel 4.5 (Stein, Schere, PapierWVir wollen jetzt versuché®, die optimale gemischte Stra-
tegie fir das Spiel “Stein, Schere, Papier” aus Beispiel 1.12 bestimmen. Im ersten Sittemitt
setzen wir es in ein Optimierungsproblem. Die Nebenbedingungen ergeben sich als

1 1 17 1
1 1 1 1 1 bl T -1
1 -2 1 0
1 -2 1 o | =10 < Ty | <
s 1 0 1 2 -1 0
3 9 -1 —1 3 0
|2 1 1| 0]

17Sjehe auchbung 1.3.
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und die Nebenbedingung> 0 versteht sich jaiir Wahrscheinlichkeiten von selbst. Auch hier
ist z = 0 keinezulassige Ecke meh® Die Zielfunktion—z, + z, ergibt sich aus der letzten
Spalte der Gewinnmatrix von Stein, Schere, Papier und dansie@miertwerden soll, unser
Schema aberir Minimierungsproblemegebaut ist, issen wir also deren negativen Wert,
1 — T2, MiNiMieren.

Ist alsob* = min; b; < 0, dann istr = 0 keine zubssige Ecke mehr und in diesem Fall
konnen wir unseren Simplexalgorithmus erst einmal vergessen. Trotzdem gibt es einen Ausweg:
Dazx = 0 ja auf jeden Fall eine Ecke ist, Zgsigkeit hin oder her, verwendet man eine Variante
des Simplexalgorithmus, die ebenfalls von Ecke zu Ecke springt — jetzt aber so, dal3 man nach
endlich vielen Schritten bei einer Agdsigen Ecke landet.

Zu diesem Zweckifhrt man eine zugzliche “kinstliche” Variablex, ein und betrachtet
das (Hilfs-)Optimierungsproblem

1 by —b*
min 2'(x) := —xg — b7, : A [ ro } < : ) (4.2)
1 by, — b

oftmals alsPhase 1des Simplexalgorithmus bezeichnet. Der Trick von (4.2) beruht auf zwei
Beobachtungen:

1. Der Punktzy = 0,z = 0 ist eine zuéssige Ecke, d&, — b* > 0 ist — wir kdnnen also
unseren “normalen” Simplexalgorithmus verwenden, um dieses Problebsen. |

2. Ist die Hilfszielfunktionz'(z) = —x + b* fur irgendwelche im Simplexalgorithmus be-
stimmten Werte vom, undz einmalnegativ also—z, — b* < 0, dann istr, > —b* und
da wegen der Nebenbedingung von (4.2)

bl—b* 1 i b*
: LA [?}:Aer fl > Ar— |
b — b* 1 20 b

v

gilt, also Ax < b, ist der so erhaltene Wert vaneine zuéssige Ecke deSriginalpro-
blems mit der wir das “eigentliche” Simplexverfahren, ddase 2 starten knnen.

Auf eines niissen wir allerdings noch achtgeben: Auch wenn Wrdie Bestimmung der Pi-
votzeile die Hilfs—Zielfunktion—z, — b* aus (4.2) verwenden, ilssen wir trotzdem auch die
Original-Zielfunktionz(z) = ¢’z bei jedem Austauschschritt mit umformen.

Beispiel 4.6 (Transportproblem; Phase I) Fir unser Transportproblem erhalten wir die er-
weiterte Form iir das Simplextableau zum Auffinden der Startecke mit unteniaytigeHilfs—

18ynd zwar gerade deswegen, weil sich die Wahrscheinlichkeiten sitlsammieren.
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Zielfunktion ist nuit®

o T1 T2
y1 | 1 1 1 |27
ys | 1 0 1 119
| 1 —1 =110

0 -1 —-3|-229

| Z]-1 0 0]-9 |
was sich, gel unserer Regeln in

o T1 T2 Yo T1 T2 Ys Y2 T2
yp| 1 1 1|27 y|—1 2 2 |27 yp| 0 -1 1|7
wp| 1 1 020 Yo | —1 1|20 x| -+ L 110
ys| 10 1 ]19 —lys| =1 1 2|19 —lys|—35 —3 219
1 1 1
Ya -1 —-1/0 zo| 1 -1 =110 To | 3 Lo —1110
0 -1 —3]-229 0 —1 —3]-229 —2 > —2|-219
-t 0 o9 | [[1 -1 1[0 | [#[3 3 —5fl |

umformt. Das letzte Tableau alit die Abbruchbedingung und wir haben die Startecke-= 10,
o = 0 gefunden.

Trotzdem stehen wir jetzt nochmals vor einem Problem, allerdings einem nicht allzu schweren:
Das Tableau passt nicht, hat eine Spalte zu viel, was ja auch klar ist wegeiirdglidhen
Variablenx,. Nachdem die jetzt, genau wie die Hilfszielfunktief) ihre Schuldigkeit getan
hat, sollteb wir sie nairlich auch wieder loswerden.UF die Hilfszielfunktion ist dies ganz
besonders einfach, wir brauchen nur die a@gejte Zeile zudschen, aber um die Variable
xo loswerden zu &nnen, darf sie keine abhgige Nicht—-Basis—Variable sein. DaZinft man
einen weiteren Austauschschritt durch, dereur Basisvariablermacht, also in die obere Zeile
plaziert, und verwirft dann einfach die Spalte mit Dazu verwendet man einfach eine Spalte,
in der die Matrix einerpositivenEintrag hat.

Aber Halt! Dabei vilrden wir einen Fehler machen! Denn unsere Nebenbedingungen waren
ja modifziert, wir haben ja den Vektor

—b* | :
1

zu unseren Nebenbedingungen hinzdddiz Wenn wir uns dazu nochmals (4.2), dann ist das
nichts anderes, als die zur Variablengelorige Spalte Und diese Korrektur iissen wir nun

in unseremmodifizierterProblem, bei dem die Rollen einiger Basis- undaatgiger Variablen

vertauscht wurden, eben wiedéckgangig machen. Und das tun wir, indem wir ddg—fache
der zunz, geldrigen Spalte von den Randbedingungebtrahieren

119%ir minimieren hier keindineare Funktion der Forme” z, sondern diaffineFunktionz, — b*, so daf in der
Ecke rechts unten delegative(den sonst &tten wir ja keine Zweiphasenmethode gebraucht) Westeht.
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Beispiel 4.7 (Transportproblem; Ubergang zu Phase Il) Zuerst halten wir fest, da®, den
Wert 10 haben muf3. Um die Variable, auszutauschen, suchen wir nach eingssitivenWert
in der zugebrigen Zeile und entscheiden uns beispielswdisalie erste Spalte mig,. Das
liefert dann den Austausch

Ya Y2 ) Zo Y2 )
% 01 —11 1 7 vi| 0 | =1 1 |7
DTy 3 10 x| 1|1 020
Ys| =3 —3 3 |9 ~lys| 10 119
%o E Lol vel 21 —1]20
_% % _g ~9219 171 —=3|-209
I = I A = 1

was uns nach Update der rechten Sp&ftenter Beticksichtigung voh* = —9 und Wegwerfen
der zo—Spalte sowie ddiberflissigen Zeile das Tableau

Y2 T2
U1 —1 1 7
zi1| 10 |11
yl 1 =12
1 —=3|-210

liefert, das wir dann mit unserem normalen Simplexalgorithmus, also der Phase Il, behandeln
konnen.

Ubung 4.1 Bestimmen Sie die Optimaisung fir das Transportproblem. &

Aber spatestens jetzt wird’s langweilig! Wir haben zwar nun ein Verfahren zur Hand, mit
dessen Hilfe wir jede Menge von linearen Optimierungsproblemen durchrecbnaerk aber
gerade sowas ist so eine stupid&igkeit, dal? man sie gerne einem Complitegria3t. Zu die-
sem Zweck haben wir ein@ctave —RoutineSimSimplex bzw SimSimplexv  (mit Aus-
gabe der Tableaus) zur Vagung, die diesen Jokiif uns erledigen.

Beispiel 4.8 (Stein, Schere, Papier; die Antwort)Hier lassen wir nun den Computer die Ar-
beit fur uns machen und geben die Parameter folgendermal3en ein (siehe Beispiel 4.5):

octave> A=[111,-1-1-11-21-12-12-1-1 -211]
A =

1 1 1
-1 -1 -1
1 -2 1

20Natiirlich behandeln wir die Zielfunktion auch gleich mit.
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## SimSimplex.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)
##

## Simplexalgorithmus

## Eingabe:

H#it A Matrix

#Ht b Rechte Seite (Spalte)

## c  Zielfunktion (Spalte)

## Ergebnis:

## X Loesungsparameter

#t z Loesungswert

function [x,z] = SimSimplex( A,b,c )
[m,n] = size( A );

## Fuehre Phase 1 aus, wenn noetig

if

(min(b)<0)
T = SimPhasel( Ab.c );

else

T =110, (2:n), 0; (-:-1:-m), A, b; 0, ¢, 0 ];

end

## Simplex-Iteration

T

X

= SimPhase2( T );

= zeros( n,1 );

for j = 22m+1

k =T(j1);
if (k>0)

x(k) = T( j,n+2 );
end

end

z

= -T( m+2,n+2 );

Programm 4.5imSimplex.m : Das “Startprogramm”iir den Simplexalgorithmus.




4.2  Die Zweiphasenmethode

## SimPhasel.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

#it

## Phasel fuer Simplexalgorithmus
## Eingabe:

## Ab,c Parameter des SA

function T = SimPhasel( Ab,c )
[m,n] = size( A );
bb = min( b );

## Erweitertes Tableau

T =
0, (0:n), O;
(-1:-1:-m)’, ones( m,1 ), A, b .- bb;
0, 0, ¢, O
0, -1, zeros( 1,n ), bb
I;

M =m+3; N = n+3; k = 1; kl = 1;
while ( T( M\N ) < 0 & k > 0)
.kl = SimPivot( T( 2:M, 22N ), 1 );
if (k>0)
## Austausch

t=T(1k+l ); T( 1,k+1 ) = T( j+1,1 ); T( j+1,1 ) =t

T( 2:M,2:N ) = SimAustausch( T( 2:M,2:N ), j,k );
kI = k;
end
end

75

Programm 4.5imPhaseltl.m : Phase | des Simplexalgorithmus, Teil 1: Erweitern und

Optimieren
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## Tausche Variable 0 zurueck, wenn noetig, und zwar mit
## LETZTEM Kk

xXx = ( T( 2M-2,1 ) == 0 );
if ( sum(xx) > 0 )
j = find( xx );
xOval = T( j+1,N );
k = Kl
## Austausch
t=T( 1,k+1 ); T( 1,k+1 ) = T( j+1,1 ); T( j+1,1 ) = t;

T( 2:M,2:N ) = SimAustausch( T( 2:M,2:N ), j,k );
end

## Finde Spalte zu x0
k = find( T( 1,22N-1 ) == 0 );

## Modifiziere Randbedingungen
T( 22M-1,N ) = T( 22M-1,N ) - xOVal * T( 2:M-1,k+1 );

## Tausche Spalte nach hinten
t=T(N-1); T( uN-1) = T( ;,k+1 ); T( :k+1 ) = t;

## Loesche vorletzte Spalte und letzte Zeile
T=1[T( L:M-1,1:N-2), T( .M-1,N ) |;

Programm 4.8imPhaselt2.m : Phase | des Simplexalgorithmus, Teil 2: Entfernen der
Variablenx.




4.2 Die Zweiphasenmethode 77

## SimPhase2.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

#it

## Phase2 fuer Simplexalgorithmus
## Eingabe:

## T Tableau

function T = SimPhase2( T )
[m,n] = size( T );
i=1; k=1;

while( k > 0 )
[i,k] = SimPivot( T( 2:m,2:n ),2 );
if (k>0)
## Austausch
t=T(1k+1 ), T( 1,k+1 ) = T( j+1,1 ); T( j+1,1 ) = t;

T( 22m,2:n ) = SimAustausch( T( 2:m,2:n ), jk );
end
end

Programm 4.48imPhase2.m : Phase Il des Simplexalgorithmus — die einfache, “klassi-
sche” Version.
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## SimPivot.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

Hit

## Pivotsuche fuer Simplexalgorithmus
## Eingabe:

#it A Tableau

#Ht pha Pase: 1/2
function [j,k] = SimPivot( A,pha )
[m,n] = size( A );
sm = m + pha - 3; sn = n-1; ## Suchbereich

[c,k] = min( A( m,1:n-1) );

if (c>=0) ## Fertig
j =0k = -1
return;
end
y = A( Lism, k );
y=y (>0 ## Nur positive Eintraege
if (y==0) ## Unbeschraenkt
disp( **** Unbeschraenkt **** ):
j=-1 k = -1;
return;
end

## Alle "unnoetigen" Eintraege in b = 0

b
b

A ( l:sm,
+ (

Sy +(y=0))>( >0
b )

n)
max( abs(b) ) + 1 ) * (y == 0);

[bmin,j] = min( b );

Programm 4.55imPivot.m : Ermittlung des Pivotelements.
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#H#
##
##
#HH#
#H#
#H#

SimAustausch.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

Austauschschritt fuer Simplexalgorithmus
Eingabe:

A Tableau

j.K Koordinaten

function B = SimAustausch( A,j,k )

piv.= A( jk);

pzeil = A( j.: );

pspal = A( .k );

## Rechtecksregel - gnadenlos vektorisiert

B = A - pspal * pzeil / piv;

## Pivotteil

B( j,: ) = pzeil / piv;
B( ;,k ) = -pspal / piv;
B( jk ) = 1piv;

Programm 4.&imAustausch.m : Der Austauschschritt des Simplexverfahrens. Man be-
achte, dafd man hier sehr $chvektorisieren und so den Austauschschritt effizient berech-
nen kann.
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-1 2 -1
2 -1 -1
-2 1 1

octave> b =[1-100007];c=[1-101;
Dann starten wir die Routine mit

octave> [x,z] = SimSimplex (A,b,c)
X =

0.33333
0.33333
0.33333

z = -0

was uns die optimale Wahrscheinlichkeitsverteil@g%, %} und den zu erwartenden Gewinn,
namlich 0 liefert. Mit anderen Worten: Die optimale Strategiéh#t Stein, Schere und Papier
mit gleicher Wahrscheinlichkéft und der zu erwartende Optimalgewinn (st- das Spiel ist
fair, was bei Nullsummenspielen immer bedeutet, daf’ der zu erwartende Geseimmul3.

Da haben wir also jetzt mit jeder Menge Theorie die erwartésihg bekommen. Tatshlich
stellt sich aber heraus, daf= [1, 1, ] dieeinzigeL6sung des Nebenbedingungssystems

37373
1 1 1 1
1 =2 1 x= 10
2 -1 -1 0

ist, so daf3 der Optimierungsanteil bei diesem Spiel eher klein ist.

12INaheliegend, denn das Spiel ist ja absolut symmetrisch in den drglidikeiten.
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As far as the laws of mathematics refer
reality, they are not certain; and as far a
they are certain, they do not refer to
reality.

Albert Einstein

Modellierung von
Optimierungsproblemen

In diesem Abschnitt wollen wir uns ein paar “typische” Optimierungsprobleme in Form einer
“Textaufgabe” ansehen und sie dann in eine Form bringen, in der wir sie mit unserer “Software”
aus dem letzten Kapitebsen. Es geht also nun nicht mehr um den mechanischen Berechnungs-
prozess iir die Optimalbsung??, sondern um die Frage, wie wir ein realistisches, na gut, ein
irgendwie realiéitsnahes Problem auf “mathematische” Art formulierénrien. Die Beispiele
stammen aus [5F°.

5.1 Das Diat—-Problem

Beginnen wir erst einmal mit einem ganz typischen, einfachen Problemagéalz zur “Schuh-
fabrik”.

Beispiel 5.1 (Fiuhstiicksplanung) Eine Hausfrau versuchiif Ihre Familie ein optimales RFrhstick
zusammenzustellen. Daktehen iht?* zwei verschiedene Typen von Getreideflotkenamlich
Crunchiesund Krispies zur Verfigung, die zwei Spurenelementdiamint?® und Niacin'?’

in unterschiedlicher Anzahl enthalten, unterschiedlichen Brennwert in Kalorien liefern und
natirlich unterschiedlich teuer sind. Das idealeiffistick versorgt die Familie mit einem ge-
wissen Mindestmal’ an “Vitaminen” und Kalorien und ist dabeimith moglichst billig. Die
genauen Werte sind in der folgenden Tabelle aufgelistet:

122Denn der ist so stupide, daR wir ihn getrost einem Comyiilterlassenénnen.

123Eine sehr empfehlenswerte, anschauliche und auch noch, wie esisibbvier—Reprints geitt, preiswerte
EinfUhrung in die lineare Optimierung.

1243a, das Beispiel stammt aus den USA.

125Auf gut neudeutsch auch als “Cerealien” bezeichnet — das kommt davon, wenn’s an Zerebralien mangelt.

126synonym fir Vitamin By, siehe [9].

127Synonym fir Nicotinsaure, die Nebenwirkungen in [9] liest man besser nicht.
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| | Crunchies| Krispies| Berbtigt |

Thiamin (in mg) 0.10 0.25 1
Niacin (in mg) 1.00 0.25 5
Kalorien 110 120 400
Preis 3.8 4.2

Das Problem ist klar: Was ist die optimateddj die diese Randbedingungeniaitf?

Nun, dieses Problem ist, was die Modellierung angeht, noch richtig einfach, denfiggem
nur die Bedingungen in Ungleichungsform hinschreiben. Seien ciadie Menge der verwen-
deten Crunchies und, die Menge an Krispies, dann erhalten wir die Ungleichungen

T+ 2529 > 5
1102y + 1202, > 400

und zu minimieren sind die Kosteds xz; + 4.2 x,. Nachdem unsere Normalform aus (4.1) die
Ungleichungen als<” geschrieben haben will, erhalten wir also das OptimierungsproBfem

—0.1 —0.25 N —1
min 3.8z, + 4.2 2, —-1 —-0.25 { 1}§ -5 |,
—110 —120 T2 — 400

was ein klarer Fallidr die Zweiphasenmethode ist. Also ist alles klar, oder? Geben wir das
Problem in den Rechner ein, dann erhalten wir mit der Eingabe

octave> A = [ -1 -.25; -1 -.25; -110 -120]; b = [-1 -5 -400];
octave> ¢ = [ 3.8 4.2];
octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )

die etwadiberraschende Ausgabe

**** Unbeschraenkt ****
X =

5.00000
0.00000

opt = 19.000

die noch nicht einmal zaébksig ist, denn die erste Nebenbedingung ist niclitlerAllerdings

sehen wir ja auch an der Ausgabe, wo die Schwierigkeiten herkommen: Das Optimierungspro-
blem istunbesch&nkt und da funktioniert unser Simplexalgorithmus nicht. Das sieht man ja
auch an der Problemstellung selbst, denn die einfachéglidhkeit, die Nebenbedingungen

128yon jetzt an schreiben wir die allgegeavtige Randbedingung > 0 nicht mehr explizit hin.
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zu erflllen besteht einfach darin, eine Packung von jeder Sorte in sich hineinzustopfen, und
wenn’s nicht reicht, dann halt noch eine und so weiter. Damit wir unsere Methode anwenden
konnen, niissen wir also das Probleniikstlich beschanken. Eine Mglichkeit besteht darin,

x1 undz, individuell zu beschiinken, indem man nachsieht, aus welcher Menge das “kleinste”
Fruhstick aus Crunchies bestehen mu8rthich z; = 10) und wieviele Krispies man minde-
stens essen muf3, um alle @Nrstoffe” aufzunehmen (das ist = 20). Dann lonnen wir die
Nebenbedingungen, < 10 undz, < 20 hinzufigen und erhalten

octave> AA = [ A; [ 1 0; 0 1] ]; bb = [ b; 10; 20 ];
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.4444
2.2222

opt = 26.222

das optimale Rihstick kostet als®6.2222 Cent?°. Eine andere Nglichkeit besfinde darin,
den Preis zu besclinken, also beispielsweise nuiiBticke fur weniger als einen Dollar:

octave> AA = [ A; [ 38 42 ] ], bb = [ b; 100 ],
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

4.4444
2.2222

opt = 26.222

Und siehe da: Das Ergebnis ist wieder richtig. Wird man hingegen zu knauserig, dann kommt
man wieder in Schwierigkeiten:

octave> AA = [ A; [ 3842 ] ], bb =1 b; 15 ],
octave> [x,opt] = SimSimplex( AA,bb,c )
X =

5
0

opt = 19

aber an der Tatsache, dal3 diedaiche Nebenbedingung durch die berechnete Optirsiatig
verletzt wurde, sieht man schon, dal3 irgendwas faul sein muf3.

12%Und entfalt im Gibrigen rund756 Kalorien, also fast doppelt so viel wie gémscht. Vielleicht sollte man
dochmal ein grundlegend anderesilistick in Betracht ziehen. .
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5.2 Transportprobleme

Transportprobleme sind immer vom Typ wie in Beispiel 4.4: Ressouréssem von Ausgangs-
punkten zu Zielpunkten transportiert werden, wollée Ausgangspunkte médllen Zielpunk-

ten als verbunden angenommen werden. Die Entfernungen (oder Kosten) von eine Ausgangs-
zu einem Zielpunkt sowie die in den Ausgangspunktenatayen und die in den Zielpunkten
berbtigten Ressourcen sind typischerweise in einer Matrix aufgelistet:

Zy ... Zy,
Al a; ... Qip | a1
Ap Gt - Qo | G
1 e Zn
Dabei bezeichnet,, ..., a,,, die Kostenmatrixas,...,a, die vorhandenen ung, ..., z,

die berdtigten Ressourcen. Damit das Probléberhauptasbar ist, mul3 natlich
a1+...+am221+...zn

sein.

Abbildung 5.1: Kihlschénke und deren Transportwege. Aus [5].

Beispiel 5.2 (Kiihlschranke) Eine Firma stellt in zwei Fabrikens; und F», Kiihlschi&nke her,
die in den ladert®® S,, S5, S5 verkauft werden sollten. Die Kosten-/Ressourcen—Matrix ist wie
folgt:

S; Sy S5
|8 6 10|11
K19 5 714
10 8 7

13shop”.
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Wie ist der optimale Transport?

Transportprobleme zeichnen sich dadurch aus, dal3 man sehr viele Variablen hat, die man
am zwecknaRigsterdoppeltindiziert, ramlich alsz;;, wobeiz;, die Menge bezeichnet, die
vom Ausgangspunkt zum Zielpunktk transportiert wird. Die Gesamtkosten sind dann immer

m

n
)PP PIITH
j=1 k=1
In unserem Beispiel haben wir also die Variablen

. T
T11, X125 L13, L21, L22, T23 — T = [$11>5U12>$13>3321>$227$23]

auch in einen Vektor angeordnet, indem wir die sogenalextkographisch&! Ordnung ver-
wenden. Unser Beispiel liefert nun die Nebenbedingungen

T +Ti2 +T13 < 11
Toy +Tp +re3 < 14
T11 +To > 10
T12 +X29 > 8
13 +woz3 > 7

Die ersten beiden Ungleichungen sind die Begnkungen an die Ressourcen, die anderen drei
betreffen das Minimum, das an den Zielpunkten ankommen soll. Damidn wir uns auch

schon wieder ans Modellieren machen: Nachdem wir noch ein paar unpassende Vorzeichen
umgedreht haben, erhalten wir die folgenden Parameter:

1 1 1 11 2
1 1 1 14 10
A: —1 —1 R b: —10 , Cc = 9
-1 —1 -8 5
-1 —1 -7 | 7]

Und ab geht’s in den Computer:

octave> A=1111000,000111,-100-100;0-100 -1 0;
00-100 -1];

octave> b = [ 11 14 -10 -8 -7 ]; ¢ =[ 86 1095 71];

octave> [x,opt] = SimSimplex(A,b,c)

X =

10.00000

Blindizes werden angeordnet wir im Lexikon: zuerst ordnet man nach dem ersten Eintrag, dann nach dem zwei-
ten und so weiter.
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1.00000
0.00000
0.00000
7.00000
7.00000

opt = 170

Was man sieht ist, daf3 bei Transportproblemen zwar die Anzahl der Variablen dramatisch steigt
(man hatnn Variablen bei einem x n Kostenmatrix), dafd man dafaber sehr einfach struk-
turierte Matrizen hat: In den erstenZeilen stehem verschobene Zeilen von je Einsen und
daruntem nebeneinandergestellte, mitt multiplizierte Einheitsmatrizen.

Beispiel 5.3 (Noch ein Transportproblem) Ausiiistungsgegerénde sollen von drei Basen auf
funf andere Basen verteilt werden, wobei dieimligelegte Gesamtdistanz minimiert werden
soll. Die Vorgaben, wie in [5, S. 20] sind wie folgt:

| | MacDill | March | Davis-Monthan| McConnell| Pinecastle| |

Oklahoma City 938| 1030 824 136 995 8

Macon 346| 1818 1416 806 296 | 5

Columbus 905| 1795 1590 716 854 | 8
3 5 5 5 3 \

Das sind jetzt also solidé5 Variable und da wird’s langsam hetftig.

Es ware jetzt schon ziemlich eklig, diese Matrix noch von Hand einzugeben, weswegen wir ein
kleinesOctave —Programm namenBransMat verwenden, das die Strukturmatrix automa-
tisch generiert. Und dann brauchen wir nur noch unsere Werte einzutippen,

octave> A = TransMat( 3,5 ); b=[1858 -3 -5 -5-5-37;
octave> ¢ = [ 938 1030 824 136 995 346 1818 1416 806 296 905 1795
1590 716 854 |;

um auf die Optimathsung mit16384 Kilometern zu kommen.

5.3 Zuordnungsprobleme

Zuordnungsprobleme versuchen Ressourcen und Aufgaben so einander zuzuordnen, daf3 ein
vorgegebener Nutzen maximiert wird. Eidaordnungzweier Mengeh* ist eine “Funktion”,

die jedem Element der einen Mengeeindeutigein Element der anderen Merdgtzuordnet.
Alternativ ist eineZuordnungstabell@ine quadratische Matrix, die in jeder Spalte und jeder
Zeile genau ein€eins stehen hat.

132Dje gleichviele Elemente enthalteriissen.
133A1s0 jeder Ressource.
134Als0 eine Aufgabe.
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## TransMat.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

#it

## Matrix zu Transportproblem
## Eingabe:

Hit m,n Dimension

function A = TransMat( m,n )

A0 = zeros( m, m*n );
Al = [ ones( 1,n ); zeros( m-1,n ) |,
for j = O:m-1
AO( 1L.:m, j*n+1.(j+1)*n ) = shift( AL, j );
end

Al = repmat( -eye( n ), 1,m );
A =] AO; Al ;

Programm 5.ransMat.m : Generierung von Matrizen zum Transportproblem nach dem
einfachen Schema.

Beispiel 5.4 (Personal und Bhigkeiten) Einer Militareinheit® stehen drei neue Mitarbei-
ter, Able, Baker und Charlie, zur Véigung, die iir drei Aufgaben eingesetzt werdeinken,
namlich am Schreibtisch, am Funkgtmoder am Computer. In vorhergehenden Tests wurden
ihre Fahigkeiten wie folgt ermittelt:

Funk | Computer| Schreibtisch
Able 5 4 7
Baker 6 7 3
Charlie 8 11 2

Wie setzt man die drei Soldaten so ein, dal3 giglnhst hoher Wert erreicht wird.

Auch hier beschreibt wiedet;;, in welchem Mal3e Soldat NummegrJob Nummerk
ausibt*® und die Nebenbedingungen sind

T11 +Ti2 +T13 =
To1 +Xoz +To3

— = = = = =

T31 +Tzz T3z =

11 +T91 +T31
12 +To9 +x32 =
Z13 +To3 +T32 =

Kommt uns irgendwie bekannt vor, oder? Wenn wir damhch in Ungleichungen umschrei-
ben, dann steht da bis auf die rechte Seite nicht anderes als ein “gedoppeltes” Transportproblem!

135Nicht meine Erfindung, sondern aus [5, S. 56-61]!
138Man kann zeigen, daR bei der Optingsiingz;;, = 1 sein muB, das liegt an der Struktur des Problems.
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Abbildung 5.2: Die drei Mitarbeiter und ihreaigkeiten. Aus [5]

Und dafir haben wir ja schon unsere Routinen. Aber nicht vergessen: Daaximierenwol-
len, missen wir die Zielfunktion mit-1 multiplizieren. Also:

octave> A = TransMat( 3,3 ); b = [ ones( 3,1 ) ; -ones( 3,1 ) |;
octave> A = [ A, -A]; b =1 b; -b |
octave> c = [ 54767 3811 2 ];
octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )
X =

0

0

1

1

0

0

0

1

0
opt = -24

und die Losung “Able am Schreibtisch, Baker am Funkgearnd Charlie am Computer” ist ja
auch das, worauf man ohne Computatte kommen &nnen.
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5.4 FlulR in Netzwerken

Die letzte Problemklasse sieht schon richtig “fortgeschritten”, um nicht zu sagen professionell
aus. Es geht darum, auf verschlungenen Wegéglichst viel vonA nachB zu transportieren.
Diese verschlungenen Wege werden in Form eines NetzWédargstellt, siehe Abb. 5.3. Wie

1 -(2

@

Abbildung 5.3: Die Verbindungen im Netzwerk — wohin kann man von wo aus kommen.
Der gerichteteGraph bedeutet, dal3 es keine Schleifen gibt.

man sieht, gibt es nun viele verschiedenédlichkeiten vom Startpunkt “S” zum Zielpunkt “Z”
zu gelangen, beispielsweise den Weg» 1 — 2 — Z oderS — 1 — 3 — Z und so weiter.

Beispiel 5.5 (Maximaler Transport oder “Fluf3” im Netzwerk) Das Netzwerk aus Abb. 5.3
stelle alle Mbglichkeiten dar, mibffentlichen Verkehrsmitteln vaéhinachZ zu gelangen, wobei
1,2, 3 die Umsteigepunkte seien. Wieviele Faste kann man maximal véhinachZ bringen,
wenn die Kapaziten der Verkehrsmitt€® wie in Abb. 5.4 dargestellt sind, und wie muR man
die Fahrgaste auf die einzelnen Verkehrsmittel verteilen?

Wieder bezeichnen wir mit;;, die Anzahl der Passagiere, die von Knoenach Knoten
k fahren, wobei Knoter) der Startpunkt und Knotes der Zielpunkt ist. Damit werden die
Kapazititsbescltankungen, ohne daf wir irgendwie nachdenkerssen, sofort zu Nebenbe-

13In der Sprache der diskreten Mathematik: ein gerichteter Graph.
1385agen wir in der Einheit “100 Falugte”.
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Abbildung 5.4: Die Kapaziten der einzelnen Kanten des Netzwerk aus Abb. 5.3.

dingungen:
Zo1
T2
Zo3
T12
13 (51)
T14
T23
T24

VAN VAN VAN VAN VAN VANR VANRVANRVAN
DO DD — O — R O N

X34
Das war der einfache Teil. Was wir auRerdem noch forddissan, ist, dall niemand an einem
Umsteigepunkt vergessen wird und dort verhungern muf3, dal3 also alles, was in einen Knoten
hineinflielt auch wiedeherausflieBemul’, was wir mathematisch als

Z[Ejk = Zxkj’ Vk
J J

schreiben knnen: Die Summéber diez;; ist je gerade die Menge, die in den Knotehinein-
transportiert wird und die Sumnider diex;; die Menge, die von Knoteh in andere Knoten
weitergeleitet wird. In unserem Beispiel entnehmen wir Abb. 5.4 die Nebenbedingungen

To1 —T12 —T13 —T14 =0
To2 +Z12 —To3 —Toq = 0 (5.2)
To3 +T13 +T93 —x34 = 0

und wie wir die in Ungleichungsbedingungen umwandeln, das wissen wir ja schon. Bleibt noch,
dal3 das was wir in das System reinstecken, also was$ &usausfliel3t”, auch inZ ankommen
muf3. Nennen wir diesen Wertdann erhalten wir schlief3lich noch die beiden Nebenbedingun-
gen
—To1 —To2 —To3 +t == O
Ty +xoq +x33 —t = 0

(5.3)
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Und was ist unser Ziel? Wir wollen ja dgaesamtflul@naximieren, also nichts anderes als
den Wertt, der gerade in unserer Nebenbedingung aufgetaucht ist. Dagaem wir alsa
alszusitzlicheVariable einfihren und haben unser Problem fertig modelliert. Jet®san wir

es nur noch computergerecht aufbereiten, wobet ais zu&tzliche, zehnte Variable ansetzen.
Das tun wir geschickterweise zuergt tlie Nebenbedingungen (5.2) und eq:NetFlowNB3, denn
die kdonnen wir dann mit umgedrehtem Vorzeichidrereinanderstapeln:

octave> A=[100-1-1-100 0 0
010100-1-10 0
00101010 -10;
-1-1-1000000 1
00000101211-17y

octave> A = [ A, -A ];
Dann figen wir noch die Nebenbedingungen aus (5.1) hinzu
octave> A = [ A; [ eye(9), zeros( 9,1 ) ] I;

setzen unsere rechte Seite und die Zielfunktion an, wobei wir beaclitesem, dafld wimaxi-
mierenwollen, also als Zielfunktion-¢ setzen sollten,

octave> b = [ zeros( 1,10 ), [ 23 1413122]T1;
octave> ¢ = [ zeros( 1,9 ), -1 ];

und erhalten die Optimalsung als

octave> [x,opt] = SimSimplex( A,b,c )
X =

ONNPFEPNOOPRFPWDN

opt = -6

Die Losung istin Abb. 5.5 dargestellt. Man sieht ihr ein typischegi®imen von Optimalsun-
gen von Netzwerkproblemen an: Alle Kanten, die auserausfihren, sindsaturiert also voll
belegt.
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Abbildung 5.5: FluR der Optimaikung im Vergleich zu deren Kapaait

Man kann auch allgemeinere Netzwerkprobleme auf diese Art und Weise angehen, indem man
fur n Knoten (Start und Ziel mitgezhlt!) normalerweise eingerbindungsmatrix

V=l : j,k=1,...,n]

verwendet, in der nur Nullen und Einsen stehen — und awar= 1, wenn es zwischen den
Knotenj undk eine Verbindung gibt und Null, wenn diese Verbindung nicht existiert. Dabei ist

vir = vr; = 1 zwar niglich, aber nicht zwingend vorgeschrieb&nDie Nebenbedingungen
ergeben sich dann wieder aus den Kaggdeit der Kanten und aus der “Erhaltungseigenschaft”,
dal alles, was in einen Knoten flief3t, auch wieder rausmuss: In formaler Schreibweise heil3t das

n

n
E vjkxijE Vkj Thj) k=1,...,n.

J=1 Jj=1

Ubrigens kann man da auch graf§mger sein, indem man lediglich

n n
E Ujkxjkz E Vkj Ty, kzl,...,n
j=1 j=1

fordert — jetzt darf in jedem Knoten auch was versickern. Und dann steckt man nut moch
das System und minimiert die Zielfunktiafiz,t) = —t.

5.5 Spieltheorie und die zwei Phasen

Auch fur die Losung von spieltheoretischen Problemen ist der Simplexalgorithmus sehr hilf-
reich. Dabei basieren digberlegungen auf einer Gleichgewichtsaussage [7] aus dem Jahre
1928, dem sogenannidinimax—Theorem

139\jan denke nur an Einbahnstraflen.
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Satz 5.6 Es gibt immer optimale gemischte Stratejgng* fur die beiden Spieler, so daf3

v:=z(p*,¢") = maxmin z(p, q) = min max x(p, q). (5.4)
P g g p

Dieser Satz ist wirklich bemerkenswert da, wie wir ja bei den Sattelpunkten der Spiele schon
schmerzlich merken mussten, Maximierungs- und Minimierungsprozesse nicht einfach ver-
tauscht werdendnnen. Der Wert, der Erwartungswert bei optimaler Spielweise beider Spie-
ler, wird als deMVert des Spielesezeichnet und ein Spiel heifdir, wennv = 0 ist.

AuRerdem kann man nachweid&hdaR

m

mqin:c (p,q) = Ininanjk p; und max & (p,q) = maxm;xjk q (5.5)

G=1,..,

.....

gilt, und somit Kbnnen wir unser Problem der optimalen gemischten Strategien endlich mathe-
matisieren: Der Wert des Spieles ist die garantierte erwartete Mindestauszahlurgpieler
1, so lange er nur die optimale Strategfespielt, also

* : * : * : T x
v<z(p*q) = vgmqlnx(p,q): mlnanjkpj:kzrlun (Xp)k,

wobei wir
j = 1,....m
X = aj]k : k — 17 [ 7n }
setzen. Dasselbe Spiel mit der anderen Ungleichung (p, ¢*), also die Aussage, dal3 Spie-
ler 2 durch optimale Strategiewahl die erwartete Auszahliunpieler 1 unter halten kann,

liefert uns, dalXg¢*);, < v sein muB3;j = 1,...,m. Mit anderen Worten: Wir erhalten die
Bedingungen

1 1
X'p*>v| |, X¢<ol|:], (5.6)
1 1
also
_ g -
X710 .
_1 p
1 q | >20. (5.7)
v
0 |—X :
T

Und das sieht doch jetzt schon ziemlich stark nach einer Nebenbedingungsraerge®p-
timierungsproblem aus! Allerdings, ganz fertig sind wir noch nicht, denn es fehlen noch die
Nebenbedingungen

- 1 .01 1
* = * >
Z;pﬂ b= {—1 —1}1’—{—1}

J:

40pas zauberwort heififonvexitt, ansonsten siehe [8] oder [12].
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dgi=1 = {
k=1

1

—1

1}(1

>

)

Fassen wir all das zusammen und bringen wir es in die Normalfbrm b, indem wir mit—1

multiplizieren, dann erhalten wir schlief3lich

1 0
-XT 0 :
1 0
—1 - 0
0 X ¢ | < (5.8)
—1 v 0
—1 —1 —1
1 1 0 0 1
—1 —1 —1
0 1 1 1

Gut, wir haben also Nebenbedingungen, aber wo bitte ist nun die Zielfunktion? Aber Moment
mal — wer hat denn jemals behauptet, wialochten eine? Was uns unsere Theorie sagt ist, daf3
die optimalen Strategien damngleichungssystel®.8) erfillen missen und dal} alles, was das
Ungleichungssystem éifit, auch Optimalstrategie $t, wir missen also “nur” eine dsung

von (5.8) finden. Aber das ist ein Problem, mit dem wir uns bereits herumgeschlagen haben,
namlich das Auffinden einer Startecke beim Simplexalgorithmus, also die gute alte Phase |
des Zweiphasenalgorithmus! Die beid@ntave —Routinen, die diesen Job erledigen, sind in
Programm 5.2 und Programm 5.3 angegeben, das erste stellt die Nebenbedingungsmatrix auf,
das andere verwendet Phase | und extrahiert die Werte der Variablen.

Beispiel 5.7 (Stein, Schere, Papier formalZuriick zu unserem klassischen Beispiel. Hiarrken

wir die Nebenbedingungen sogar noch explizit angeb&mlich

und mit Octave erhalten wir das Ergebnis

0 1 -1 1
-1 0 1 1
1 -1 0 1
0 1 —-1]-1
-1 0 1 |~-1
1 -1 0 ]-1
-1 -1 -1 0
1 1 1 0
-1 -1 -1 0
1 1 110

Y4
b2
b3
q
q2
qs

IN

141Dje optimale Strategie muR nicht eindeutig sein undattich gibt es immer unendlich viele Optimalstrate-
gien sobald nur zwei voneinander verschiedene Optimalstrategien existieren!
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#H#
##
#H#
##H
##
#H
##
##
##

GameStratBed.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)

Ungleichungssystem fuer Spielmatrix X von der Form
Ax <= Db
Eingabe:
X Auszahlungsmatrix des Spiels
Ausgabe:
A Nebenbedingungsmatrix
b rechte Seite

function [A,b] = GameStratBed( X )
[m,n] = size( X );

A

b

=
-X', zeros( n,n ), ones( n,1 );
zeros( m,m ), X, -ones( m,1 );
-ones( 1,m ), zeros( 1,n ), O;
ones( 1,m ), zeros( 1,n ), O;
zeros( 1,n ), -ones( 1,m ), O;
zeros( 1,n ), ones( 1,m ), O

I
= [

zeros( m+n,1 ); -1; 1; -1; 1

I

Programm 5.Z5ameStratBed.m : Bestimmung der Nebenbedingungsmatiix die op-
timalen Strategien nach (5.8).

95
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## GameOptStrat.m (Optmierung fuer Hoerer aller Fachbereiche)
#it
## Optimale gemischte Strategien

## Eingabe:

#Ht X Auszahlungsmatrix des Spiels
## Ausgabe:

#H# p Strategie fuer Spieler 1

## q Strategie fuer Spieler 2

## v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameOptStrat( X )
[m,n] = size( X );

## Setup und Phase |
[A,b] = GameStratBed( X );c = zeros( m+n+1,1 );
T = SimPhasel( Ab,c );

## Extrahiere p,q,v
p = zeros( m\1 ); g = zeros( n,1 ); v = 0;
for j = 22m+n+5
k =T(j1);
if k <=0
continue;
elseif k <= m
p( k) = T( jm+n+3 );
elseif k <= m+n
q( k-m ) = T( jm+n+3 );
else
v = T( jm+n+3 );
end
end

Programm 5.35ameOptStrat.m : Bestimmung der optimalen Strategie und des Wertes
unter Verwendung von Phase I.
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octave> [p,q,v] = GameOptStrat( [ 0 1 -1; -1 0 1; 1 -1 0] )
p =

0.33333
0.33333
0.33333

q:

0.33333
0.33333
0.33333

v=20

und damit diejenigen optimalen gemischten Strategien, mit denen wir irgendwie schon gerech-
net haben. Ach ja: Fair ist das Spiel auch.

Beispiel 5.8 (Stein, Schere, Papier, Brunnenjetzt wirds ein bil3chen interessanter, denn nun
haben wir es mit der Auzahlungsmatrix

o 1 -1 -1
-1 0 1 -1
1 -1 0 1
1 1 -1 0

zu tun, @r die wir noch keine isung kennen. Fragen wir also unser Orakel:

octave> [p,q,v] = GameOptStrat( [ 0 1 -1 -1; -1 0 1 -1;
>1-101,11-101])
p =

0.00000
0.33333
0.33333
0.33333

q:

0.00000
0.33333
0.33333
0.33333

v=20
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und eine optimale Strategie besteht darin, den Stein zu vermeiden! Dal} das Spiel fair ist, das
leuchtet schon eher ein. Wenn wir unsere Matkixnal ein wenig partitionieren, dann sieht
man, warum man den Stein besser \aegt: Die3 x 3—Matrix “unten rechts”

0]1 -1 -1
-1/ 0 1 -1

zeigt uns amlich, daf3 “Schere, Papier, Brunnen” nichts anderes als ein umbenanntes “Stein,
Schere, Papier” ist.
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Uns ist in alten maeren
wunders viel geseit
von Helden lobebaeren
von gibzer arebeit
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