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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird der ART Algorithmus zur Rekonstruktion
von CT Scans hergeleitet und vorgestellt. In den Zeilen der Systemmatrix
A™ ™ werden dabei die Informationen zu den einzelnen X-Ray Strahlen und
im Ergebnisvektor 0™ die Scanergebnisse der entsprechenden Strahlen ge-
speichert. Eine einzelne Zeile von A wird mit a; bezeichnet. Ausgangspunkt
des Algorithmus ist 2 = 0 € R™ und der Iterationsschritt mit k(i) = (i
mod m) + 1 lautet:

bigiy — (ak@), ©*)

laseo |1

xz-i—l = 2t + ak(z)

AuBlerdem wird in dieser Arbeit beweisen, dass der Algorithmus zu derjenigen
Losung des Gleichungssystems A - x = b mit kleinster Norm konvergiert.
Fiir verrauschte CT-Scans wird ebenfalls ein Algorithmus hergeleitet und
dessen Konvergenz bewiesen. Dabei wird das Ungleichungssystem b—e < A-
x < b+e€ betrachtet, wobei mit der Variable € > 0 versucht wird, eine Toleranz
hinzuzufiigen, um dem Rauschen entgegenzuwirken. Der Algorithmus wird
ART4 genannt:

2=0eR"

AN =0eR"

¢ — mid (AZ . (brgy + €) — (ar@y, °) by — €) — (k). gg’>>
U ael? N

gt =2+ g
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Es werden mehrere Tests durchgefiihrt, um die optimale Toleranz, abhéngig
vom Grad des Rauschens, zu bestimmen. Abschliefend werden die erhal-
tenen Testergebnisse auf neue Daten angewandt. Dies soll zeigen, dass die
Rekonstruktion auch bei unbekannten Daten gut funktioniert.
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Kapitel 1
Einleitung

Vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Rekonstruktion von computerto-
mographischen Scans, kurz CT-Scans. Diese finden vor allem in der Medizin
Anwendung. Aber auch in der Industrie sind sie zu einem nicht mehr weg-
zudenkenden Instrument geworden, beispielsweise um sehr kleine Méngel im
Metallguss erkennbar zu machen.

Zur Datengewinnung wird bei diesen Scans X-Ray Strahlung von verschie-
denen Richtungen auf ein Objekt geschossen. Abhéngig vom Einfallswinkel
der Strahlen sowie dem Material des Objekts, wird ein Teil der Energie der
Strahlen absorbiert. Fiir jeden Strahl wird dann die iibrig gebliebene Energie
gemessen und die absorbierte Energie gespeichert.

Energiequelle Messgerat

—f 71

Objekt

~

Abbildung 1.1: Beispielhafte zweidimensionale Darstellung des Scanprozes-
ses.

In dieser Arbeit wird ein Algorithmus behandelt, der erstmals von Gabor
T. Herman, Arnold Lent und Stuart W. Rowland in ,,ART: Mathematics
and Applications A Report on the Mathematical Foundations and on the Ap-
plicability to Real Data of the Algebraic Reconstruction Techniques“(1973)
vorgestellt wurde. Anschlieend wird gezeigt, dass dieser Algorithmus - kurz



ART Algorithmus - aus den gewonnen Daten des Scans das Objekt sehr gut
approximiert.

Es ist nicht uniiblich, dass diese Daten verrauscht sind. Das passiert zum Bei-
spiel durch Rundungsfehler oder durch fehlerhafte, beziechungsweise zu un-
genaue Messmethoden. Fiir diesen Fall haben Gabor T. Herman und Arnold
Lent in ,A Family of iterative quadratic optimization algorithms for pairs
of inequalities, with appliation in diagnostic radiology*(1977) einen weiteren
Algorithmus présentiert, der sowohl auf dem ART Algorithmus als auch auf
Hildreths Methode fiir Ungleichungen [Hil57] basiert. Ausschlaggebend fiir
die Qualitéit dieser Rekonstruktionen ist eine Variable zur Toleranz, welche
vom Grad des Rauschens abhéngt. Diese Toleranzen, sowie der Algorithmus
selbst, werden ebenfalls in vorliegender Arbeit detailliert ermittelt, hergelei-
tet und getestet.

Abschlieffend wird ein unabhéngiger Datensatz betrachtet und die durch die
Arbeit gewonnenen Ergebnisse angewandt, um die Qualitat der Algorithmen
auf neuen Daten zu ermitteln.



Kapitel 2

Datenstruktur des CT Scans

Der gesamte Scanbereich wird in Teilbereiche unterteilt. Jeder dieser Teilbe-
reiche wird spéter durch einen Pixel dargestellt werden. Demnach sind diese
extrem klein zu wéhlen. Nun kann jeder Strahl durch einen Vektor ausge-
driickt werden. Jeder Eintrag des Vektors steht fiir einen Teilbereich und der
Wert jedes Eintrags représentiert eine Gewichtung des Teilbereichs in dem
entsprechenden Strahl. Hierbei kann zum Beispiel die Fliche in Prozent, die
der Strahl abdeckt, verwendet werden. Alternativ kann auch die Lénge des
Strahls innerhalb des Bereichs genommen werden, wobei zur Berechnung fiir
jeden Bereich eine Seitenldnge von 1 festgelegt wird. Ein Beispiel hierfiir ist
in Abbildung 2.2 zu sehen.

Fiir die Qualitdt der Rekonstruktion ist die gew#hlte Methode in der Re-
gel nicht ausschlaggebend. Wichtig ist allerdings, dass die gewahlte Methode
einheitlich ist.

o, = (10010010 0)

az=(0 00 +v2 000 v2 0)

Abbildung 2.1: Beispiel der Vektorrepriasentation zweier Strahlen a; und as
durch einen zweidimensionalen abgescannten 3 x 3 Bereich.



Die einzelnen Vektoren werden als Zeilen untereinander in eine Matrix -
Systemmatrix genannt - geschrieben. Die zu den Strahlen gehorenden Messwer-
te werden, der Reihenfolge in der Systemmatrix entsprechend, in einem Er-
gebnisvektor gespeichert.

Nun wird die Gleichung A - x = b betrachtet. A ist dabei die Systemmatrix
und b der Ergebnisvektor. Der Losungsvektor x dieses Problems entspricht
dem gesamten abgescannten Bereich. Dieser muss lediglich noch in die selbe
Dimension wie der Scanbereich iiberfiihrt werden. Jeder Eintrag von x steht
fiir einen Teilbereich und der Wert des Eintrags ist der Anteil an Strahlung,
der durch den entsprechenden Teilbereich absorbiert wurde. Die Werte liegen
folglich alle zwischen 0 und 1. Dadurch kann jeder Eintrag durch einen Pixel
reprasentiert werden und der umgeformte Vektor z als Graustufenbild dar-
gestellt werden. 0 steht dabei fiir einen komplett schwarzen und 1 fiir einen
komplett weiflen Pixel.

Um den Scanbereich visuell darstellen zu kénnen, muss demnach das Glei-
chungssystem A - x = b gelost werden.

Abbildung 2.2: Darstellung des Ergebnisses des Scans als lineares Gleichungs-
system.

Fortlaufend wird fiir die Anzahl an Projektionen, beziehungsweise Zeilen
der Systemmatrix, die Variable m und fiir die Anzahl an Teilbereichen, also
der Spalten der Systemmatrix, n verwendet.[Han]

2.1 Optimale Lésung

Von hier an wird als Fehler oder Norm eines Vektors stets die euklidische
Norm genutzt.



Es wird nicht vorausgesetzt, dass die Systemmatrix vollen Rang besitzt. Die
Gleichung A -z = b kann dementsprechend auch mehrere exakte Losungen
besitzen. Des weiteren kann es vorkommen, dass keine Losung existiert, was
bereits durch minimale Messfehler beziehungsweise Ungenauigkeiten hervor-
gerufen werden kann. In diesem Fall sind die Daten verrauscht. Wie damit
umgegangen werden kann, wird ausfiihrlich in Kapitel 4 und 5 behandelt.
Diese Sektion beschéftigt sich mit der Frage, welche der moglichen Lésungen
verwendet werden soll. Voraussetzung dafiir ist, dass es keine Messfehler gibt
und die Daten mit 100%iger Genauigkeit gewonnen wurden. Dadurch gibt es
mindestens eine exakte Losung des Gleichungssystems.

Zuerst wird T definiert durch

Z:il b;

m-n

T =

Dies ist der Durchschnitt der Energie, die pro Teilbereich absorbiert wird und
demnach der Durchschnitt der Graustufenwerte von jeder moglichen Losung
der Gleichung A -z = b. Dadurch gilt auch nz = 3" | ;.

Nun soll jene Losung z* als die optimale Losung, beziehungsweise als das
finale Bild verwendet werden, fiir die die Distanz zu z minimal ist:

Dieser Vektor ist, unter allen méglichen Losungen, der mit der kleinsten Va-
rianz und somit der mit der grofften GleichméBigkeit. Diese ist in einem Bild
oder Objekt ndmlich in der Regel sehr hoch. Der Wert Z ist eine Konstante.
Demnach kann die Definition von x* folgendermafien umgestellt werden:

¥ = argmin Z<IZ —1)?

r:{Az=b}
n n n
_ 2 2
= argmin E T — E 22,7 + E z
w{Aw=b} i=1 i=1

n
= argmin E x? — 2nz* + nz?
z:{Az=b} T

= argmin ||z||°.
x:{A-z=b}

Die optimale Losung z* ist also diejenige Losung unter allen Losungen der
Gleichung A - x = b mit der kleinsten Norm. [HL76]
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2.2 Existenz einer optimalen Losung

Falls das Gleichungssystem losbar ist, so existiert die exakte Losung mit
minimaler Norm z* immer. Dies folgt aus dem Projektionstheorem:

Projektionstheorem

Sei M ein geschlossener Unterraum eines Hilbertraums H. Sei weiter
xr € Hund V = 2 4+ M. Dann existiert ein eindeutiger Vektor xq € V,
sodass gilt:

xo = argmin ||z||, sowie 1z L M.
eV

[Lue69, S.64]

Abbildung 2.3: Visualisierung des Projektionstheorems. Quelle:[Lue69, S.64]

Im Fall der CT Rekonstruktion hat der Losungsraum von A -z = b, also
der Schnitt der Losungsraume der einzelnen Strahlen, die selben Eigenschaf-
ten wie der in obiger Definition beschriebene Raum V. In Abbildung 2.3
reprasentiert xy somit die gesuchte eindeutige Losung mit kleinster Norm x*.

[HLR73]



Kapitel 3

Der ART Algorithmus

Die Grofle der Systemmatrix A héngt von der Anzahl an Strahlen und von
der gewollten Auflosung der Rekonstruktion ab. Im zweidimensionalen Fall
fithrt jeder zusétzliche Strahl zu einer weiteren Zeile in der Matrix und jeder
Pixel im spéteren Ergebnis benotigt eine weitere Spalte. Dadurch wird die
Systemmatrix sehr grofl und es ist extrem aufwéndig und rechenintensiv, die
Gleichung A - x = b exakt zu 16sen. Deswegen werden fiir solche Fille meist
iterative Algorithmen verwendet. Im Idealfall konvergieren diese Verfahren
dann auch gegen eine exakte Losung.

Der im Folgenden erlduterte Algebraic Reconstruction Technique - kurz ART
- Algorithmus von Gabor T. Herman, Arnold Lent und Stuart W. Rowland
[HLR73| ist ein Beispiel hierfiir, der sogar zur Losung mit minimaler Norm
x* konvergiert.

3.1 Definition des Algorithmus

Der ART Algorithmus nutzt die Kaczmarz-Methode [Kac37], um das Pro-
blem A -x = b iterativ fiir eine Systemmatrix A”™*" und den dazugehorigen
Ergebnisvektor ™ zu losen. Ausgehend vom Startpunkt 2° = 0 wird im
Schritt ¢+ 1 eine Zeile von A und der entsprechende Eintrag von b betrachtet
und die alte Losung z° folgendermafien manipuliert:

bigy — (ar@), «*)

laseo |1

ZEH—l = 7t + ak(z)

Dabei wird mit k(i) € {0,...,m} der Index des gerade betrachteten Strahls
bezeichnet. In der Zeile ay; ist also der Verlauf des k(7)-ten Strahls gespei-
chert, mit der absorbierten Energie durch diesen Strahl in by ;.

10



Es gibt diverse Moglichkeiten, die Zeilen von A zu durchlaufen. Eine da-
von ist, mit jeder Iteration eine zuféllige Zeile auszuwéhlen. Eine andere
Moglichkeit ist es, die Matrix wiederholend von oben nach unten zu durch-
laufen. Letzteres Verfahren wird in vorliegender Arbeit aufgrund von Repro-
duzierbarkeit auch hauptséchlich verwendet. Dadurch ergibt sich k(i) = (i
mod m) + 1.

3.2 Geometrische Erklarung

Das Problem A -z = b kann auch geometrisch dargestellt werden. Jede Glei-
chung a; - * = b; wird dabei als Hyperebene im Raum R™ gesehen. Ein
Strahl spannt somit einen Raum mit Dimension n — 1 auf, ndmlich exakt den
Losungsraum des Strahls. Der Vektor a; steht dann orthogonal auf diesen
Raum. Die moglichen Losungen von A -2 = b sind schlussendlich die Punkte,
in denen sich all diese Hyperebenen schneiden.

Abbildung 3.1: Beispiel fiir die Losungsrdume zweier Strahlen im zweidimen-
sionalen Raum m = n = 2. Quelle:[Han, S.18]

Die Formel fiir die orthogonale Projektion P(z) eines Punktes z auf eine
affine Hyperebene - gegeben durch a - x = b - lautet:

[Han, S.20]

Durch den ART-Algorithmus wird also mit jedem Iterationsschritt ¢ der ak-
tuelle Stand der approximierten Losung 2* orthogonal auf jenen Lésungsraum
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projiziert, der durch die gerade betrachtete Zeile der Systemmatrix a; und
den dazugehorigen Wert des Ergebnisvektors b; aufgespannt wird. Visuell
bedeutet das:

Abbildung 3.2: Alternierende orthogonale Projektion auf die beiden Hyper-
ebenen. Quelle:[Han, S.19]

3.3 Konvergenz gegen x*

Der ART Algorithmus konvertiert zur optimalen Losung z*. Der folgende
Beweis hierzu ist eine abgewandelte Form des Beweises in [HLR73]. Sei
zunéchst der Vektor y € L ein beliebiges Element aus dem Losungsraum
von A -x = b. Der Abstand vom néchsten Iterationsschritt des ART Algo-
rithmus 2+ zu y lisst sich folgendermaflen umschreiben. Zu beachten hierbei
ist, dass a; -y = b;, sowie dass (a — ) (8 —a) = —(a— )? fiir alle o, 8 € R:

o1 - -
. 2
= ||z’ — y + a) e <ak(2’ i
[ |
. X 2
; ; br(iy — {ak(i), = br(iy — (), ©*
= ||37l_y||2+2‘ <xl—y, ak(i)>' i <ak(2) x> + {| k(i) G <ak(2) x)
[Jare|| [|are||
) i b i) 7)) ‘ b i) — i) i\ |2
=l = ol 2 (o) — ) - PR g 2 Lo L, 2
| laol™ laxeo |
—Hﬂ—ﬂf—2wmm_@W”ﬂW 1w = {awt, 1 (3.1)
- 2 2 :
forol foro
_ H.CEZ . ||2 . ‘bk(z) - <ak(i)7xl>|2
2
[l |
= ||la" = y|]" =[] = 2|
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Die Folge {||z' — ||’} ist dementsprechend monoton fallend und kann auf
Grund der Norm nicht kleiner als 0 werden, sie ist demnach nach unten
beschriinkt. Folglich existiert ein Grenzwert lim; o [|2° — ?JHQ und fiir den
Abstand zwischen z¢ und ! gilt: lim,_,o [|J2! — 27]|* = 0. Des weiteren ist
die Folge {#(V} beschrinkt.

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl folgt, aufgrund der Beschrénktheit,
dass eine konvergente Teilfolge von {z(V} existieren muss.

Sei nun {zV} eine Teilfolge von {z(V}, die gegen einen Vektor z konver-
giert. Eine Teilfolge {2} von der Teilfolge {z)} konvergiert dann ebenso
gegen z, wobei fiir jedes t gelten soll: t = Im + k, fiir [ € Ny und ein fixes k
mit 1 < k < m. Die Teilfolge {2(Y'} betrachtet somit nur jene 7 nach den
Anpassungen durch die k—te Zeile a; der Systemmatrix A, also nach den
Projektionen auf den Losungsraum des k—ten Strahls. Dadurch ergibt sich
die Gleichung ay,- z = by. Wie oben gezeigt gilt ||z* — 1| — 0. Die Teilfol-
ge {x**1} konvergiert daher ebenso gegen z und es gilt: aj,; -z = byyy. Dies
kann fiir alle Zeilen der Systemmatrix wiederholt werden, aufler fiir den Fall
k = n, hier wird an Stelle von k + 1, 1 verwendet. Der Vektor z ist folglich
eine mogliche Losung, was A - z = b bedeutet.

Sei {207} nun eine weitere Teilfolge, die gegen einen Vektor 2’ konvergiert.
Es kann analog zu vorheriger Ausfiihrung gezeigt werden, dass A - 2" = b gilt.
Weiter wird « definiert durch:

o = Jim ([ — = = [} — 1.
1—00
Unter Anwendung der Teilfolge {#®}, die gegen z konvergiert, folgt o =
— ||z — #/||*, wohingegen mit {z()}, o = ||z’ — z||” gilt. Dadurch ergibt sich
a =0 und z = 2. Alle konvergenten Teilfolgen konvergieren somit gegen z.
Da {2} beschriinkt ist, konvergiert die Folge {z(”} ebenso gegen z.

Nun muss gezeigt werden, dass z diejenige Losung x* ist, deren Norm unter
allen Losungen minimal ist. Dazu wird der Vektorraum S betrachtet, den die
Zeilen der Systemmatrix aufspannen: S := ({aq, as, ..., a,, }). Der Startpunkt
2% = 0 liegt offensichtlich in S. Da bei jedem Iterationsschritt lediglich mit
einem Vielfachen einer Zeile a;, addiert wird, liegt folglich auch jedes x% in S.
Der Algorithmus konvergiert also zum Schnitt von S und der Lésungsmenge
L. Da weiter a; orthogonal zur Losung von a;-x = b; fiir alle 1 < i < m steht,
steht auch S orthogonal zu L. Aufgrund des Projektionstheorems [Lue69] ist
nun der Schnitt von S und L jenes Element aus L mit minimaler Norm und
deswegen das gesuchte z*.
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In [HLR73] wird auerdem bewiesen, dass der Algorithmus ebenfalls kon-
vergiert, wenn fiir das Gleichungssystem keine Losung existiert. In diesem
Fall liegt eine zyklische Konvergenz vor.

3.4 Beispielobjekt in 3x3

Zum besseren Verstdndnis nun ein kleines Beispiel mit zweidimensionalem
Scanbereich der Gréfle 3 x 3. Die Systemmatrix wird insofern aus neun Spal-
ten bestehen. Das gescannte 'Objekt’ ist grau dargestellt. Jeder Pixel, bezie-
hungsweise jeder Teilbereich, absorbiert % der gesamten Energie eines Strahls.
In diesem Beispiel bedeutet b; = 0, dass keine Energie des i-ten Strahls ab-
sorbiert wurde und b; = 1, dass die komplette Energie absorbiert wurde.

0 0 02
= 02 02 0
02 0 O

Abbildung 3.3: Abgescannter Bereich der Grofie 3 x 3.

Die Flache wird von vier verschiedenen Winkeln bestrahlt und die absor-
bierte Energie im Ergebnisvektor festgehalten:

ap=(1 0010010 0

a2=(0 100 100 1 0

a3=(0 010010 0 1)

Abbildung 3.4: Drei horizontale Strahlen, die représentierenden Zeilen a; der
Systemmatrix und die dazugehorigen Messergebnisse b;.
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as=(1110000 0 0

(L5:(000111000)

ag=(0 00000111

Abbildung 3.5: Drei vertikale Strahlen bilden die néchsten Zeilen der System-
matrix und die dazugehorigen Eintrége des Ergebnisvektors.

az=(v2 000 v2 0 0 0 V2

— by =022
as=(0 0 0 v2 0 0 0 v2 0)
—)68:0

ag=(0 00000 v2 0 0)
— by =0.2-v2

Abbildung 3.6: Es folgen drei Strahlen, die von links oben nach rechts unten
gehen.

ao=(v2 0 0 0 0 0 0 0 0)

—>b10:0

a1=(0 vV2 0 v2 0 0 0 0 0)
—)b11:02\/§

az=(0 0 v2 0 v2 0 v2 0 0)
%612:06\/5

Abbildung 3.7: Zuletzt drei Strahlen von rechts oben ausgehend mit den
entsprechenden Vektoren und Werten.

Die Systemmatrix und der dazugehorige Ergebnisvektor sehen dann fol-
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gendermaflen aus:

0.2
0.4
0.2
0.4
0.2
0.2
0.2-2
0
0.2-2
0
0.2-2
0.6-v2

Die Matrizen A und [A]b] besitzen einen Rang von 9. Das lineare Gleichungs-
system A - x = b ist somit eindeutig losbar.
Der ART Algorithmus liefert nach bereits 100 Iterationen den Vektor:

oooo&owoocm—o
ooooo&r—nocmaoo
S
I

CcCoocococooOoR~ROR, OO
— —
EOOEOO co oo

Eooooooo»—waoo
OSOOSOO»—*OOO}—*

2 S
%ooooﬂo»—nocm—no
S S

— —
OO§|OO§|OO o o
o&oooooo»—towo

0.001
—0.002
0.202
0.201
r~ | 0198 | =
0.001
0.198
0.004
—0.003

Dies entspricht fast exakt dem gescannten Objekt und ist visuell nicht
mehr vom Original unterscheidbar.

3.5 Vollstindig absorbierte Strahlen

Falls manche Strahlen vollstiandig absorbiert werden, beispielsweise durch
Blei, so funktioniert die Rekonstruktion durch den ART Algorithmus nicht
mehr einwandfrei. Folgendes Beispiel soll dies verdeutlichen. Dabei wird das
selbe Objekt wie in vorheriger Sektion verwendet, mit dem Unterschied, dass
durch den zweiten Teilbereich die gesamte Energie absorbiert wird:
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—_
o
N
o

Abbildung 3.8: Abgescannter Bereich der Grofle 3 x 3; der Kontrast wurde
zur besseren Erkennbarkeit erhoht.

Die Systemmatrix A ist identisch zum Beispiel aus vorherigem Kapitel,
der Ergebnisvektor b lautet also:

0.2
1
0.2
1
0.2
0.2

0= 0.2-2
0.2-2

oooo&o»—nooo»—no
OOOOO%IHOO#—‘OO

CoO o0 oo OoCOoOROR OO
— —
&oo&loo oo oo

&OOOOOOO»—‘HOO
oﬁlooﬁloo»—ooohn

S )
Soooo%owoo»—no
) S

— —
oo&loo&oo ==
osloooooc:Ho»—no

0.6 - /2

Der Algorithmus liefert als Ergebnisvektor:

0.017
—0.026
0.208
0.750
rz~ | 0200 | =
0.030
0.207
0.022
—0.034

Abbildung 3.9: Der Kontrast wurde zur besseren Erkennbarkeit erhoht.
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Die zwei relevanten Réange zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme lau-
ten rang(A) = 9 und rang([A|b]) = 10. Das betrachtete Gleichungssystem
besitzt also keine Losung. Zuriickzufiithren ist dies darauf, dass die Eintrage
des Ergebnisvektors b auf [0, 1] beschrénkt sind. Es kann nicht mehr als die
komplette Energie eines Strahls absorbiert werden. Das Gleichungssystem,
welches zum korrekten Ergebnis fithren wiirde, lautet allerdings:

0.2
1.2
0.2
1.2
0.2
0.2
b=102. V2
0

0.2-2
0

V2
0.6-v2

Dieses Problem kann gelost werden, indem alle Strahlen k£ mit b, = 1 ignoriert
werden. Ist die Fliche, welche die Strahlung vollsténdig absorbiert nicht zu
grof}; werden die Bereiche der ignorierten Strahlen noch durch andere Strah-
len abgedeckt. Bereiche, welche die Strahlen vollstdndig absorbieren, werden
allerdings nie besucht. Da der Ausgangsvektor x° = 0 ist, muss bei der Im-
plementierung dann darauf geachtet werden, dass alle nie besuchten Stellen
auf 1 gesetzt werden.

3.6 Anzahl Iterationen

Um die optimale Anzahl an Iterationen zu ermitteln, wurden Tests mit Daten
unterschiedlicher Dimensionen durchgefiihrt. Nach jeder Iteration des Algo-
rithmus wurde als Fehler die euklidische Norm von A - 2 — b berechnet und
graphisch dargestellt. Zu sehen sind auflerdem jeweils zwei Zwischenergeb-
nisse und das finale Ergebnis des Algorithmus.

3.6.1 3x3 Objekt

Das erste Beispiel ist das 3 x 3 Objekt aus Kapitel 3.4. Das Gleichungssystem
A - x = b ist eindeutig losbar, der Fehler konvergiert demzufolge gegen 0.
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Abbildung 3.10: 3x 3 Beispiel nach 5 Iterationen (links), 20 Iterationen(mitte)
und 50 Iterationen(rechts). Zur besseren Erkennbarkeit wurde bei allen Bil-
dern der Kontrast erhoht.

Abbildung 3.11: Anzahl Iterationen 3 x 3 Beispiel

3.6.2 gestanztes Kisestiick

Das néchste Beispiel zeigt ein Stiick Kése, in welches die Buchstaben "CT’
eingestanzt sind. Das Ausgangsbild hat eine Dimension von 512 x 512 und die
Systemmatrix dim(A) = 14 835 x 262 144. Es besteht also lediglich aus 14 835
Strahlen. Das System ist nicht exakt losbar, der Algorithmus konvergiert
demnach nicht zu einem Fehler von 0. Der minimale Fehler hier ist ~ 3.20.
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Abbildung 3.12: Scanergebnis nach 4000 Iterationen (links), nach 20000
Iterationen (mitte) und nach 50000 Iterationen (rechts). Zur besse-

ren Erkennbarkeit wurde bei allen Bildern der Kontrast erhoht. Quelle
Datensatz:[AMJ17]

Abbildung 3.13: Fehler nach x Iterationen.

3.6.3 Walnuss Querschnitt

Das letzte Beispiel zeigt den Querschnitt einer Walnuss mit Dimension 328 x
328. Fiir die Systemmatrix gilt dim(A) = 39360 x 107 584. Das System ist
ebenfalls nicht exakt lsbar, der minimale Fehler A - 2° — b lautet ~ 12.60.

20



Abbildung 3.14: Scanergebnis nach 8000 Iterationen (links), nach 40000
Iterationen (mitte) und nach 100000 Iterationen (rechts). Zur besse-
ren Erkennbarkeit wurde bei allen Bildern der Kontrast erhoht. Quelle
Datensatz:[KLAT15]

Abbildung 3.15: Fehler nach x Iterationen.

3.6.4 Zwischenfazit

Bei allen Beispielen fillt auf, dass der Fehler nach einigen wenigen Iteratio-
nen bereits extrem féllt. Des weiteren kann bei den letzten beiden Beispielen
beobachtet werden, wie sich nach ~ 0.25 - m Iterationen auch die Umrisse
des Objekts erst noch formen miissen. Nach etwas mehr als einem Durchlauf
aller Zeilen der Systemmatrix ist das gescannte Objekt dann bereits sehr
gut rekonstruiert. Nach drei Durchldufen, also 3 - m Iterationen, kann da-
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von ausgegangen werden, dass der Fehler nicht mehr geringer wird und der
Algorithmus spétestens gestoppt werden kann.

3.7 Zufillige Strahlen

Falls die Systemmatrix nicht zyklisch durchlaufen wird, sondern in jedem
Schritt ein zufilliger Strahl ausgewihlt wird, ist nachfolgend zu sehen, dass
der ART Algorithmus schneller zu einem visuell besseren Ergebnis fiihrt.
Anders als in vorheriger Sektion reichen hier bereits ~ 0.25 - m Iterationen
um das Bild sehr gut erkennen zu konnen. Der in diesem Test verwendete
Datensatz ist der selbe wie der, der in Kapitel 3.6.2 verwendet wurde.

Abbildung 3.16: Scanergebnis nach 4 000 Iterationen (links), nach 8 000 Itera-
tionen (mitte) und nach 20 000 Iterationen (rechts). Zur besseren Erkennbar-
keit wurde bei allen Bildern der Kontrast erhoht. Quelle Datensatz:[AMJ17]

Selbiges gilt auch fiir den Datensatz aus Kapitel 3.6.3. Auch hier geniigen
verhéltnismaBig wenige Iterationen um das gescannte Objekt bereits gut zu
erkennen. In beiden Fillen ist allerdings die Konvergenzgeschwindigkeit, so-
wie der minimale Fehler, nahezu identisch zu den Tests in Kapitel 3.6.2.
beziehungsweise 3.6.3.
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Abbildung 3.17: Scanergebnis nach 8000 Iterationen (links), nach 18000
Iterationen (mitte) und nach 40000 Iterationen (rechts). Zur besse-

ren Erkennbarkeit wurde bei allen Bildern der Kontrast erhoht. Quelle
Datensatz:[KLAT15]

3.8 Gewichtetes ART

Es ist moglich eine Gewichtung w; zum Algorithmus hinzuzufiigen:
bigi) — {an(i), ')

Jaso I

ZL’H—l = l’l + w;j - ak(i)

Dies wirkt sich natiirlich auf die Konvergenz aus. Im Beweis zur Konvergenz
in Kapitel 3.3 muss dann ab (3.1) aufgrund der zusétzlichen Variable anders
fortgefahren werden:

bry — {anay, ) o lbw — {aw, 2)°
' 2 + wj - 2
oo | oo |

 1Bri) = (ar, )]
I

2
| i

= |l2" —y

2

xi—yHQ —w; - (2 —wy)

laxc
2ot

; 2
=" —yl" -

Die Folge {||z* — y||°} ist also nur monoton fallend - und somit die Konver-
genz gegen x* nur gegeben - falls w; € (0,2) gewéhlt wird. Im Zuge vor-
liegender Arbeit wurden mehrere Tests mit unterschiedlichen Gewichtungen
und Datensétzen gemacht. Diese haben gezeigt, dass eine Gewichtung von
w; < 1 in der Regel zu einem Ergebnis mit geringerem Fehler konvergiert als
Gewichtungen von w; > 1. Jedoch waren die Fehler bei w; < 1 nicht niedriger
als bei w; = 1 und auch die Konvergenzgeschwindigkeit war in diesen Tests
nahezu identisch. Es wurde in allen Tests eine konstante Gewichtung fiir jede
[teration ¢ verwendet.
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3.9 Implementierung

In der Implementierung wird damit begonnen, z° sowie den 'Flags’ Vektor zu
definieren. Im ’Flags’ Vektor wird festgehalten, welche Teilbereiche bereits
besucht wurden. Anschliefend wird der Algorithmus so oft ausgefiihrt, bis
die Systemmatrix 3 mal durchlaufen wurde. Dies basiert auf den Kenntnissen
aus Kapitel 3.6. Bei jeder Iteration wird dabei zuerst gepriift, ob by; = 1
gilt. Falls ja, wurde der gesamte k(i)-te Strahl absorbiert und aufgrund Ka-
pitel 3.5 wird dieser Iterationsschritt iibersprungen. Falls by < 1 werden
alle Teilbereiche, die durch die gerade betrachtete Zeile der Systemmatrix
ap(y abgedeckt werden, als besucht markiert und der Iterationsschritt geméf
Definition ausgefithrt. Am Ende des Algorithmus werden alle nie besuchten
Teilbereiche von z wie in Kapitel 3.5 erldutert auf 1 gesetzt.

Der Wert, der impliziert, dass ein Strahl vollstiandig absorbiert wurde, ist
abhéngig von der Messmethodik. Daher muss dieser Wert in der Implemen-
tierung eventuell angepasst werden. Es handelt sich dabei um jenen, der in
der if-Abfrage mit by;) verglichen wird.

function x = solveART (A,b)
m = size(A)(1);
n = size(A)(2);
x = zeros(n,1);
flags = zeros(size(x));
for i = 0:(3%m)
ki = mod(i,m) + 1;
bki = b(ki);
aki = A(ki,:);
if (bki = 1)
continue;
end
flags (aki!=0) = 1;
x = x + (akix((bki — akixx)/(akixaki’)))’;
end
x(flags==0) = 1;
end
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Kapitel 4

ART fiir Ungleichungen

Um verrauschte CT Scans gut mit Hilfe von ART zu rekonstruieren, wird
das urspriingliche Problem folgendermafien umgeformt:

b—e<A-xz<b+te.

Dabei soll € > 0 und die Norm von z erneut minimal sein. Durch die Tole-
ranz in Form der Variable € werden leichte Abweichungen herausgefiltert, die
hauptséchlich durch das Rauschen entstehen. Klare Kanten des gescannten
Objekts bleiben allerdings weiterhin erhalten.[Her73|

Dazu wird zunéchst eine Methode bendtigt, um Ungleichungen der Form
A - x < b zu l6sen. Vorausgesetzt das Ungleichungssystem ist 16sbar, gibt es
immer unendlich viele Losungen. Auch hier ist die gesuchte Losung diejenige
mit der kleinsten Norm. Fiir die bisher betrachteten Fille sind die Eintrége
der Matrix A und des Vektors b nie negativ. Der Ausgangspunkt 2° = 0 wire
hier also immer die Losung mit der kleinsten Norm. Aus diesem Grund wird
hier nun eine beliebige Matrix A sowie ein beliebiger Vektor b verwendet.

4.1 Bedingtes ART fiir Ungleichungen

Basierend auf dem ART Algorithmus aus dem letzten Kapitel ist ein nahe-
liegender Losungsansatz fiir obiges Ungleichungssystem die Anpassung nur
anzuwenden, wenn die Ungleichung ay; - @ < by(;) nicht gilt [HL76]:

0, falls ak(i) T S bk(i)

i+1 %
x =x + br () —{@r (i),
ak(i)w7 sonst.

[|arco |

Der Algorithmus konvergiert natiirlich gegen eine mogliche Losung. Der Be-
weis hierfiir ist analog zu dem Beweis der Konvergenz des ART Algorithmus
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in Kapitel 3.3. Das Resultat des Algorithmus ist allerdings nicht die Losung
mit der kleinsten Norm. Folgendes einfache Beispiel zeigt dies deutlich:

a=(na) 0=(3)

Abbildung 4.1: Iterationsschritte des Algorithmus mit obigen Problem.

Der Algorithmus konvergiert nach 2 Iterationen zum Punkt 2% ~ (0.9, —2.1)T
mit Norm ||z2|| = 2.2712. Dies ist eine mégliche Losung des Ungleichungssy-
stems, der Algorithmus stoppt demnach an diesem Punkt. Die Losung mit
minimaler Norm ist allerdings offensichtlich z* = (0, —2).

4.2 ART mit Hildreths Prozess

Um die Losung von Ungleichungssystemen mit der kleinsten Norm zu finden,
wird in [HL76] ein Algorithmus basierend auf dem ART Algorithmus und
Hildreths Prozess fiir Ungleichungen [Hil57] vorgestellt:

2 =0€eR" (4.1)
N=0eR™ (4.2)
; . o by — (a@), @)
C = Imin <)\k‘(2)’ Hak() H2 (43)
gt =a' 4 270

)\H_l = )\i - Ci *€k(d)
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Hier wird mit ey, der ey;)-te Einheitsvektor bezeichnet, mit 1 am Eintrag
e und 0 sonst. Der Algorithmus speichert somit die Summe der Anpas-
sungen, die durch die Ungleichung ay;) - © < by gemacht wurden, in Agg).
Mit jedem Iterationsschritt wird 2 entweder orthogonal auf die Losungs-
menge von ay; - &' = b' projiziert oder der Einfluss des k(¢)-ten Strahls wird
vollstéindig herausgerechnet. Dies ist der Fall, wenn ¢! = )\Z(i). Dieser Ablauf
ist im zweidimensionalen Fall in Abbildung 4.2, sowie in Abbildung 4.3 zu
sehen. In letzterem entspricht die dritte Anpassung von z? auf 2® genau dem
Negativ der ersten, wodurch nur der Einfluss des zweiten Strahls iibrig bleibt:

Abbildung 4.2: ITterationsschritte des Algorithmus mit Hildreths Prozess fiir
vorheriges Problem aus Abbildung 4.1.
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Abbildung 4.3: Iterationsschritte des Algorithmus mit Hildreths Prozess.

Der Algorithmus konvergiert beim zyklischen Durchlaufen der System-

matrix A gegen die Losung mit minimaler Norm der Ungleichung A - x < b.
Als Vorraussetzung darf diese Losungsmenge nicht leer sein und die Matrix
A darf keine Nullzeile enthalten.
Der Beweis hierzu ist in [LC80] zu finden, welcher im néchsten Abschnitt
in abgewandelter Form wiedergegeben wird. Wahrend des Beweises wird ein
Resultat aus [Dan73| verwendet, welches auf Hoffmans Theorem [Hof52] ba-
siert:

SeiT ={ylA-y <d} und T" = {¢/|A-y < d'} mit T’ # (. Es existiert a,
konstant, welches nur von A abhéngt, so dass fiir alle y € T ein ¢y € T”
existiert, mit:

ly =yl <a-||(d—d)*].

Hier bedeutet fiir einen beliebigen Vektor v: (vT); = max(0, v;).

4.2.1 Konvergenzbeweis

Zuerst wird die mogliche Losungsmenge mit L = {z|A -z < b}, sowie die
Losung mit minimaler Norm mit 2* benannt. Es soll gezeigt werden, dass
' — z*, wenn ¢ — oo. Dies ist der Fall, wenn |z* — 2’| — 0. Mittels
Dreiecksungleichung kann nun folgende Ungleichung formuliert werden:

o - o) < |

ot -1

+ Hxl — 7

(4.6)
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Durch ¢ wird dabei die orthogonale Projektion von 2 auf L bezeichnet. Es
muss daher sowohl ||z* — Z*|| — 0 als auch ||z — '] — 0 bewiesen werden.

Nicht Negativitiat von \

Es ldsst sich leicht per Induktion zeigen, dass die Eintrige von A\’ nicht negativ
sind. Ausgehend vom Ursprung \° = 0: Aufgrund von (4.3) gilt, dass ¢! <

Ak(iy» Wodurch )\](j(Jir)l) — Xy — ¢ = 0 folgt.

Gleichheit ' = —AT . )\’

AuBlerdem kann 2’ = — AT -\ durch Induktion gezeigt werden. Per Definition
gilt natiirlich 2° = — AT - \°. Unter Beachtung von Ap(iy = AT. ex() folgt der
Induktionsschritt:

w1 i AT N AT gy ) AT N ()

Konvergenz von {c'} gegen 0
Weiter kann ¢ — 0 bewiesen werden. Hierzu wird zunsichst das zu beweisende

Problem als primales Problem betrachtet

1
min = ||z|* mit A-z <b,
z€R™ 2

mit dazugehorigem dualen Problem

max O (u) mit ®(p) = min L(z, p),

pPERT! zER™

wobel

+l\')
(]
=

Lz, 1) = %Zl’a ' (Z(akj (T bk)>

j=1 k=1 7j=1

die Lagrange Funktion ist. Somit folgt wegen z¢ = —AT - X, dass
i Loar a2 i
D(N) = — A7 X~ (b.X),

Der starke Dualitétssatz liefert nun den Zusammenhang:

1 2
min 5 ||z —gﬂ%ig@(& (4.8)

was auch zeigt, dass ®(u) nach oben beschrénkt ist.
Anschliefend wird lim; o, (2(A1) — ®(\")) = 0 bewiesen. Hierzu muss zunichst
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die Differenz (A1) — ®(\?) betrachtet werden, die folgendermafen umge-
schrieben werden kann:

(I)(AHFI)—(I)()\Z __HAT >\l+1H )\l+1>_q)(/\z)
(4.7) _l i i+1 i
DL s g - vy
e+ a|]F - (0 ) — BN
1, .
=5[] (@' ar) = 5 |- an " = (0, AT — (N
W (g ak()>——||c capy||” = (BN = & - eny) + (b, N
=—c" - (2", @k()>——Hc-ak H +c (b, er)
L (a2 (i) — ||ak || +J- - i)
= [|axg (bk ) C_l>
\aku H 2
(4.3)
> o - (¢ ——)

Die Folge {®(\%)} ist also monoton steigend und nach oben beschrinkt (4.8),

wodurch lim; o (P(AT) — ®(A\)) = 0 folgt.

Wird nun ein a gewahlt, fiir das ||Gk;(¢) ||2 > a > 0 fiir alle k(i) gilt, ergibt sich
AT —d(N) > = -a- ()2 (4.9)

An dieser Stelle wird deutlich, weswegen vorausgesetzt wurde, dass A keine

Nullzeile enthalten darf. In diesem Fall wiirde ndmlich kein solches a existie-

ren.

(4.8) hat schlussendlich ¢! — 0 zur Folge und zeigt, dass die Folge {x'} nach
dem Cauchy-Kriterium konvergiert.

Konvergenz von b’ gegen b

Nun werden die gestérten Ergebnisvektoren b' = ¢* + A - x?, sowie L = {x|A-
r < b’} betrachtet. Die Folge {¢'} wird dabei definiert durch ¢° = 0 € R™
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und

1 {qé wenn s # k(i) (4.10)

Ze —c - Hak(i)HQ + bigiy — (ak@), z')  wenn s = k(q).

Da der zyklische Durchlauf der Matrix A vorausgesetzt wurde, verindert sich
¢’ genau einmal nach m Iterationen. Es gilt also ¢* = ¢©"™"! und somit auch
bl = bi-™ 1 falls ¢ > m. Deutlich wird, dass fiir jeden Eintrag s von b* gilt:
b. — b, fiir i — oo. Hierzu wird zuniichst i so gewiihlt, dass s = k(i) und

7> m:
bls = Qi + <6L8, xl>

0 6om) gy 24 by — (g 28™) + a, 2)

— _li=m) | ||asH2 T b+ <as;1’i . :)Z(i_m)>.

Da i gegen oo geht, geht auch (i — m) gegen oo. Dadurch fillt der erste
Summand weg. Fiir den dritten Summanden gilt:

i—1

(ag, 2t — z07™)) = Z {ag, 2T — 27).

j=i—m

Da die Folge {z'} konvergiert, gilt (z'*! — 2*) — 0, wodurch obige Summe
ebenfalls gegen 0 geht. Da s beliebig gewihlt werden kann, folgt somit b* — b,
wenn ¢ — oQ.

Konvergenz von ||z' — | gegen 0

Wird nun fiir 7' L%, fiir 77 L und fiir y 2° in das vor dem Beweis erwiihnte
Resultat aus [Dan73] eingesetzt, ergibt sich

sz _i,z

<a-|(®-b"|. (4.11)

Um abschlieflend die Konvergenz des zweiten Summanden von (4.2) zu be-
weisen, wird die Konvergenz von b° gegen b genutzt wodurch ||z* — 2%|| — 0
fiir ¢+ — oo folgt.

Konvergenz von ||z* — || gegen 0

Fiir die Konvergenz des ersten Summanden von (4.6), ||z* — ||, wird gezeigt,

dass 2¢ — x*, wenn i gegen oo geht. L ist eine abgeschlossene konvexe Menge
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und deswegen ist x* € L der eindeutige Punkt in L mit minimaler euklidischer
Norm. Aus diesem Grund geniigt es zu zeigen, dass ||2°|| — ||z*||. Durch die
Dreiecksungleichung gilt die Ungleichung;:

el <l < [l#* =" + Jl=*]]

Da ||2' — 2'|| — 0, existiert fiir jedes €; > 0 ein hinreichend grofies i, sodass
[z < [|2*]] + &1 gilt. , ,
Weiter optimiert wegen (4.8) der Punkt z* die Lagrange Funktion L(x, \"),
woraus fir ¢ — oo

% H:UZHQ + (A 2" — b\ < % |zl 4+ (A z —b,\) VzeR"
und
% HleQ < % lz||” + (A2, X)) — (A- 2" X)) VzeR" (4.12)

folgt. Per Induktion kann gezeigt werden, dass ¢ - \i =0 Vs € {1,...,m}:

Induktionsanfang: Nach Initialisierung: ¢° - A\Y = 0
Induktionsschritt:

Falls s # k(i) ist laut Definitionen ¢! = ¢ und X*' = M., somit
z+1 )\H—l =0.

Falls s = k(i):

N = (= |+ b= Gax o) - () — €)
B < Nawa) ‘ + b; — {ak@), xz>> -0 wenn ¢ = \i (i)
~o- ( k(i) — ) wenn ¢ # N (i).

Dadurch kann +(q" - \*) zu (4.12) hinzugefiigt werden:
Lz o 1 i i Y
5”:5 H < §HxH2+<A-x,)\)—<A-x +4q', )
1 o
=3 |z]> + (A -z — b N) VoeR"
Da alle Eintrige von A* nicht negativ sind und da A -2 — b < 0 fiir alle
x € L, folgt nun fiir alle x € L': § 127 < 1 |=|/%. Sei % nun die orthogonale

Projektion von z* auf L¢. Unter erneuter Anwendung von obigem Resultat
aus [Dan73] bedeutet das wegen

< |z
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dass fiir jedes g5 > 0 ein 7 existiert, sodass ||z?|| < ||z*||+&2. Sowohl &, als auch
g9 wird fiir ¢ — oo beliebig klein und es folgt schlussendlich die Konvergenz
|lz*|| = ||=*]]. Aufgrund von ||z* — Z*|| — 0 folgt auch die Konvergenz ||z*| —
|z*|] und dadurch ' — x*, was die Konvergenz des ersten Summanden von
(4.6) zeigt und den Beweis abschliefit.
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Kapitel 5
Verrauschte CT Scans

Der Algorithmus aus dem letzten Kapitel kann nun verwendet werden, um
b—e<A-xz<b+efir € >0 und z mit minimaler Norm zu losen.

5.1 Der ART4 Algorithmus

Der in diesem Abschnitt beschriebene Algorithmus, sowie dessen Herleitung,
basiert auf [HL77]. Zunéchst wird das Problem b —e¢ < A-x < b+ € in zwei
Ungleichungen aufgeteilt. Diese konnen anschlieSfend mit dem Verfahren aus
dem vorherigen Kapitel gelost werden. Die erste Ungleichung A -z < b+ €
hat die gleiche Form wie die Probleme aus dem letzten Kapitel, wohingegen
die zweite Ungleichung b — € < A - x zuvor noch umgeformt werden muss:

b—e<A-x& -b+e>—A-x.

Gesucht ist also jenes x mit minimaler Norm, fiir das sowohl A-x < b+ € als
auch —A - x < —b + € gilt.

Es ergibt sich somit folgender kombinierter Algorithmus, in dem beide Un-
gleichungen in einer Iteration abgearbeitet werden:

2=0eR"
AP0 — e RrR™
A= eRrR™

Im Fall A{)' > )" wird die Ungleichung A - & < b+ ¢ zuerst behandelt.
Nachfolgend wird ausschliellich dieser Fall betrachtet, der umgekehrte Fall
gilt analog, lediglich die Reihenfolge der Anpassungen dreht sich um. Der
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Ubersichtlichkeit halber wird nunmehr k anstatt k(i) geschrieben. Es gilt
folgender Iterationsschritt:

(b — i
¢ — min ()‘l(:—)lv ( K+ E) galml' >) (51)
| | [l
xz+0.5 — xz + C, - ap,
AL \®i (5.2)
(=D i+0.5
i e (3, ) )
[l
L (=b iyl
:min()\,(c),< k—l—e)—l—(ak,gx + ¢ ak)>)
x|

. (/\l(c_)i (—=bi +¢€) + <ak,xi2) + - (ay, ak>)
’ x|

— min (A,(;”, ¢ =) = . xi>) (5.3)

|

JZH_I — xz‘+0.5 + A <_ak>
=2 +(d ") ap (5.4)
N ZAC (5.5)

Wie in Kapitel 4 erwdahnt, kénnen sowohl )\,(:r)i als auch )\,(;)i nicht negativ

sein. Weiter kann mittels Induktion bewiesen werden, dass fiir alle ¢ entweder
/\,(j)z = 0 oder /\,(c_)z = 0 oder beides gilt:

Induktionsanfang: Nach Initialisierung: A(F° = 0 und A7)0 =0
Induktionsschritt: _
LFall: A" < (eto=lger)

llag|?
(5.1) o= )\l(j)z‘ (5.2) )\](€+)z'+1 —0

2 Fall: AP > Guto—lana)

lla”
(5.1), o (bk+e)_<gk7mi>
' lac]

5.3 . v N N
B # — min (/\,(€ ) , (bk+”21k|<|2k’ ) (e Hzlk|<|2k’ >>
LA — min (07 (bk+ﬁ)a;|<‘c2nk,xl> _ (bk—ﬁgﬁgk,w)

— " =0, da € > 0 und somit (b + €) > (by — €)

(5.5) /\](;)iJri _ )\g;)i —0

Beim finalen Algorithmus kann daher A und A7) zu einem Vektor X’
zusammen gefasst werden. Es muss beachtet werden, dass durch die Annahme
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)\,(j)i > )\é_)i immer )\I(C_)i = 0 gilt. AuBerdem kann die Anpassung (¢’ — ¢)
aus (5.4) weiter umgewandelt werden:

i, (=€) — (ag,
c’—c”:c’—min(/\,g)Z,c'—(l’C ) (ak,x>)

P

= ¢ + max (O, —d + (b =€) — éak>$ >)

sl
= max (c’, (br =€) — éak’x >)

| ax]| | |

_mecmn(yﬂi@h+@—(%ﬂﬂ) @p—d—<%gﬂ)
— (i |

laell” ]

Abschliefend lautet der Algorithmus, um die Losung mit der kleinsten
Norm vom Problem b — e < A-x < b+ € zu finden, unter Beachtung, dass

(bk(i) + E) > (bk(i) — E)Z

2 =0eR"

M =0eR™

¢ = mid (A;;‘ (brgiy + €) = {ar@, ) by — €) = <ak<i>’x">>
X Hak’(i)H2 Hak(i)Hz

l’iJrl = CL‘i —+ Ci © Qg(s)
+1 1 7
Aeti) = M) — € €r@)

Dieser Algorithmus wird mit ART4 bezeichnet.

5.1.1 Alternativer Algorithmus ohne Hildreths Pro-
Zess

Wird anstatt des Algorithmus fiir Ungleichungen aus Kapitel 4.2 jener aus
Kapitel 4.1 genutzt, so entsteht ein weiterer Algorithmus um b —e < A-x <
b+ € zu losen:

0, falls (i) — €) < (ang) - ) und (arg) - ) < (bry) + €)

i+1 % )
X =X + b i) —\Ak (i ,Z‘Z

|axc)

Hier wird die Anpassung nur angewandt, falls eine der Ungleichungen nicht
erfiillt ist. Sonst unterscheidet sich dieser Algorithmus nicht vom ART Algo-
rithmus. Fortlaufend wird dieser Algorithmus als ART4’ bezeichnet und er
wird nachfolgend verwendet, um ihn mit dem ART4 Algorithmus zu verglei-
chen.
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5.2 Optimale Toleranz

Um die optimale Toleranz zu ermitteln, wurden die Ergebnisvektoren von
zwei verschiedenen Datensitzen mit 3%, 5% und 10%igem Rauschen verse-
hen. Der erste Datensatz [AMJT17] besteht aus 14835 Strahlen und liefert
dabei ein Bild mit Dimension 128 x 128. Der zweite Datensatz [KLAT15]
beinhaltet 19680 und ergibt ein 164 x 164 Bild. AnschlieBend wurden die
Ergebnisse von ART4 und ART4’' mit verschiedenen Toleranzen berechnet,
sowie die Fehler zum rauschfreien Ergebnis. Als Fehler wurde die euklidische
Norm verwendet. Zu sehen ist auflerdem das Ergebnis, welches der normale
ART Algorithmus bei den verrauschten Daten liefert. Fiir alle Berechnungen
wurde die Systemmatrix zyklisch durchlaufen. Allerdings haben die im Zu-
ge der Arbeit gemachten Tests ergeben, dass fiir verrauschte Datensétze ein
zufélliges Durchlaufen in der Regel zu einem niedrigeren Fehler konvergiert.
Da es in diesem Abschnitt jedoch nur um die Ermittlung der optimalen To-
leranzen geht, wurde aufgrund von Reproduzierbarkeit erneut die zyklische
Variante gew#hlt.

Zur besseren Erkennbarkeit wurde bei allen Bildern der Kontrast erhoht.

Abbildung 5.1: Referenzbilder: Erster Datensatz (links), zweiter Datensatz
(rechts)

Das Rauschen wurde in allen Féllen mittels des folgenden Codes in MAT-
LAB auf den Ergebnisvektor b gelegt:

b = b + GradDesRauschensInProzentsrandn(size(b));
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5.2.1 3% Rauschen

Abbildung 5.2: Fall: 3% Rauschen auf dem Datensatz [AMJ*17]. ART liefert
einen Fehler von &~ 0.299. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz = 0.05,
Fehler ~ 0.256; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.02, Fehler
~ (0.298.

Abbildung 5.3: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4’ Algorithmus (rechts).

38



Abbildung 5.4: Fall: 3% Rauschen auf dem Datensatz [KLA'15]. ART liefert
einen Fehler von ~ 1.54. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz = 0.04,
Fehler ~ 1.10; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.06, Fehler ~
1.41.

Abbildung 5.5: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4" Algorithmus (rechts).
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5.2.2 5% Rauschen

Abbildung 5.6: Fall: 5% Rauschen auf dem Datensatz [AMJ*17]. ART liefert
einen Fehler von ~ 0.48. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz = 0.09,
Fehler ~ 0.31; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.16, Fehler =
0.43.

Abbildung 5.7: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4’ Algorithmus (rechts).
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Abbildung 5.8: Fall: 5% Rauschen auf dem Datensatz [KLA115]. ART liefert
einen Fehler von ~ 2.56. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz = 0.08,
Fehler ~ 1.36; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.16, Fehler ~
1.88.

Abbildung 5.9: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4" Algorithmus (rechts).
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5.2.3 10% Rauschen

Abbildung 5.10: Fall: 10% Rauschen auf dem Datensatz [AMJ*17]. ART
liefert einen Fehler von ~ 0.96. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz =
0.19, Fehler ~ 0.43; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.37, Fehler
~ 0.63.

Abbildung 5.11: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4’ Algorithmus (rechts).
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Abbildung 5.12: Fall: 10% Rauschen auf dem Datensatz [KLAT15]. ART
liefert einen Fehler von ~ 5.07. Optimales Ergebnis von ART4: Toleranz =
0.19, Fehler ~ 1.74; Optimales Ergebnis von ART4’: Toleranz = 0.37, Fehler
~ 2.33.

Abbildung 5.13: Ergebnis des ART Algorithmus (links), optimales Ergebnis
des ART4 Algorithmus (mitte) und des ART4" Algorithmus (rechts).

5.2.4 Zwischenfazit

Der ART4 Algorithmus liefert in allen Beispielen einen signifikant niedrigeren
Fehler als der ART, sowie der ART4" Algorithmus, was sich auch visuell wie-
derspiegelt. Aulerdem wird eine geringere Toleranz als bei ART4’ benétigt,
um den minimalen Fehler zu erreichen. Bei 3%igem Rauschen ist in beiden
Beispielen eine Toleranz von etwa 0.05 optimal, bei 5%igem Rauschen eine
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Toleranz von 0.08 und bei 10%igem Rauschen liefert eine Toleranz von circa
0.19 das optimale Ergebnis. Es scheint also als wire der Grad des Rauschens
weitestgehend ausschlaggebend fiir die optimale Toleranz.

5.3 Test mittels Peak Signal to Noise Ratio
(PSNR)

Die Uberlegenheit des ART4 Algorithmus gegeniiber des ART4’ Algorithmus
wird desweiteren durch einen Test mittels PSNR gezeigt. Dazu wurde der
zweite Datensatz [KLA115] mit allen Graden des Rauschens zwischen 1% und
20% belegt und fiir jeden Grad das optimale Ergebnis des ART4, des ART4’
und des ART Algorithmus berechnet und die jeweilige PSNR berechnet. Bis
auf den 1%igen Fall liefert ART4 eine deutlich geringere PSNR als ART4’
oder ART.

Abbildung 5.14: Vergleich PSNR der optimalen Ergebnise des ART4’, ART4
und ART Algorithmus fiir 1% bis 20%iges Rauschen auf Datensatz [KLA115].

5.4 Implementierung

Die Implementierung des ART4 Algorithmus erfolgt dhnlich zu der des ART
Algorithmus. Auch hier gibt es eine Matrix, um eine Ubersicht {iber die nie
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besuchten Pixel zu haben. Aufgrund des erwarteten Rauschens der eingege-
benen Daten werden hier allerdings bereits alle Strahlen ignoriert, bei denen
mehr als 95% absorbiert werden.

function x = solveART4(A,b, tol)
m = size(A)(1);
n = size(A)(2);

x = zeros(n,1);
flags = zeros(size(x));
lambda = zeros (m,1);

for i = 0:(3%m)
ki = mod(i,m) + 1;
bki = b(ki);
aki = A(ki,:);
if (bki > 0.95)
continue;
end
flags (aki!=0) = 1;
¢ = median ([lambda (ki)
(bki + tol) — akixsol)/(akixaki’)
(bki — tol) — akixsol)/(akixaki’)]);

sol = sol + cx*xaki’;

lambda (ki) = lambda (ki) — c;
end
x(flags==0) = 1;

end
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Kapitel 6
Beispiel: Lotusfrucht

In diesem Kapitel wird ein neuer Datensatz [AAST16] verwendet. Das Ziel
hierbei ist, die im Laufe der Arbeit gewonnenen Ergebnisse auf ihre Giite zu
priifen. Das gescannte Objekt ist eine aufgeschnittene Lotusfrucht, in deren
Locher ein Bleistift, Keramikstiicke, Streichhélzer und Kreide gelegt wurden.
All diese Gegenstéande sind aus verschiedenen Materialien und unterschied-
lich geformt.

Der dazugehorige Datensatz besteht aus 51480 X-Ray Strahlen und liefert
ein 256 x 256 grofles Bild. Auch in allen nachfolgenden Bildern wurde zur
besseren Erkennbarkeit der Kontrast erhcht. Anders als bei den vorherigen
Tests zur Ergebnisgewinnung, in denen die Systemmatrix zyklisch durchlau-
fen wurde, wurde hier bei jeder Iteration eine zuféllige Zeile der Systemmatrix
mit Zuriicklegen gewihlt.

Der ART Algorithmus liefert mit diesen Daten ein Ergebnis mit einem Feh-
ler von 75.62. Das Bild ist groftenteils unkenntlich und mit grauen Linien
durchzogen und lediglich der Umriss der Lotusfrucht und die Kreide kénnen
erahnt werden.
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Abbildung 6.1: Ergebnis des ART Algorithmus.

Werden alle Strahlen i ignoriert, mit einem Eintrag im Ergebnisvektor
b von b; < 0.1, was 21600 Strahlen, also circa der Hélfte aller Strahlen,
entspricht, besitzt das Resultat vom ART Algorithmus immerhin einen Fehler
von 32.63 und die Lotusfrucht und die Objekte in ihren Lochern sind gut
erkennbar.

Abbildung 6.2: Ergebnis des ART Algorithmus ohne die Strahlen mit b; <
0.1.

Das zyklische Durchlaufen der Systemmatrix liefert dhnliche Ergebnisse.
Die Daten sind also in irgendeiner Weise verrauscht oder fehlerhaft und der
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Vektor, der dem gescannten Objekt entsprechen wiirde, ist nicht die Losung
mit minimaler Norm von A -z = b. Der ART4 Algorithmus hingegen liefert
mit einer Toleranz von 0.02 einen Fehler von 3.60, ohne einzelne Strahlen zu
ignorieren. Hier wurde die gescannte Lotusfrucht sehr gut rekonstruiert.

Abbildung 6.3: Ergebnis des ART4 Algorithmus mit 0.02 Toleranz.

Nach manuellem verrauschen der Daten von 3% betriagt der Fehler des
ART4 Algorithmus 8.98. Als Toleranz wurde 0.07 gewéhlt. Dies entspricht
der Summe aus den 0.02 fiir die nicht manuell verrauschten Daten und der
optimalen Toleranz von 0.05, die in Kapitel 5.2.1 fiir 3%iges Rauschen er-
mittelt wurde. Eine Toleranz von lediglich 0.05 liefert jedoch ein dhnliches
Ergebnis wie jenes aus Abbildung 6.1.
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Abbildung 6.4: Ergebnis des ART4 Algorithmus mit 0.07 Toleranz. Die Daten
wurden mit 3% verrauscht.

Mit dem selben Prinzip wurden die Toleranzen fiir 5%iges und 10%iges
Rauschen ermittelt. Demnach betrigt die Toleranz fiir 5%iges Rauschen 0.11
mit einem Fehler von 13.4 und im 10%igen Fall resultiert mit einer Toleranz
von 0.22 ein Fehler von 24.75. Es kann festgehalten werden, dass die Rekon-
struktion des ART4 Algorithmus auch auf diesen Daten sehr gut funktioniert,
sowie dass alle erhaltenen Bilder gut erkennbar sind.

Abbildung 6.5: Ergebnis des ART4 Algorithmus fiir 5%ig (links) und 10%ig
(rechts) verrauschte Daten.
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Kapitel 7
Fazit

Mit dem in dieser Arbeit hergeleiteten ART Algorithmus kénnen CT Scans
gut rekonstruiert werden, wobei der Fehler zum eingescannten Objekt sehr
gering ist. Der Algorithmus konvergiert dabei zur Losung mit minimaler
Norm vom Gleichungssystem A - x = b, wobei A die Systemmatrix und b
der Ergebnisvektor des Scans ist. Nach spétestens dreimaligem Betrachten
aller X-Ray Strahlen kann der Algorithmus beendet werden. Bei zufélligem
Durchlaufen der Strahlen geniigen sogar ein Viertel aller Strahlen, um das
Objekt bereits erkennen zu kénnen. Es werden also nicht viele Iterationen
zur Rekonstruktion benotigt.

Fiir verrauschte Scans eignet sich der ART4 Algorithmus. Dabei scheint die
optimale Toleranz fast ausschliellich vom Grad des Rauschens abzuhéngen.
Diese kann somit im Vorhinein ermittelt werden. Der Algorithmus konver-
giert ebenso gegen die Losung mit minimaler Norm innerhalb dieser Toleranz.
Die Konvegenzgeschwindigkeit ist dhnlich zu der des ART Algorithmus.

Als genereller Kritikpunkt muss allerdings aufgefithrt werden, dass sowohl
die Konvergenzgeschwindigkeit als auch die optimalen Toleranzen auf sehr
wenigen Datensétzen ermittelt und getestet wurden. Der Grund dafiir ist die
fehlende Verfiigharkeit von geniigend frei zugénglichen Datensétzen.

Als kleiner Ausblick kann das gewichtete ART genannt werden. Dieses The-
ma wurde in Kapitel 3.8 bereits kurz angeschnitten. Eine solche Gewichtung
kann auch in den ART4 Algorithmus implementiert werden und eventuell
ist mit Hilfe dieser die Laufzeit weiter optimierbar. Dazu muss allerdings
vermutlich eine vom Index der aktuellen Iteration abhéngige Gewichtung
gewihlt werden. Alle im Zuge vorliegender Arbeit gemachten Tests konnten
nachweislich keine generelle Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit fiir
fixe Gewichtungen ausmachen.
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