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1 Vorwort

Diese Bachelorarbeit ist im Rahmen einer HiWi-Anstellung am FORWISS Passau ent-
standen. Der dort angestellte Dr. Florian Zimmermann entwickelte in seiner Dissertation
eine neue Zahnradgeometrie fiir Stirnrdder in Kooperation mit der Siemens AG.

Meine Aufgabe war es, ein JAVA Programm zu schreiben, welches aus eingegebenen
Zahnradgroflen die bendtigten Ausgabeformate liefert. Hierbei ist durch die Eingaben
der Kontaktweg zwischen zwei Zahnflanken jedoch starr vorgegeben, ndmlich durch eine
Gerade und je zwei kongruenten Kreisbogen.

In dieser Bachelorarbeit wird nun die Fragestellung erlautert, was passiert, wenn man
sich von der Vorgabe eines starren Kontaktweges loslost und diesen durch Knoten und
dazwischen stattfindender Spline-Interpolation darstellbar macht.

Die Berechnung des Kontaktweges und der daraus resultierenden Zahnflanken sollte aber
nicht jedes Mal selbst aufwéndig per Hand berechnet werden, sondern es soll auch ein
Programm entstehen, welches es dem Benutzer erméglicht, mit Hilfe einfacher Maus-
und Tastatur-Interaktionen den Kontaktweg zu zeichnen und die mit den entsprechen-
den Daten erstellten Zahnflanken zu sehen.



2 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Begriffe und Vorgénge erklért, die fiir das
Versténdnis dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sind. Darunter fallen die in Kapitel
2.1 erkldarten mathematischen Grundlagen zum Thema Splines. Kapitel 2.2 erldutert
anschliefend noch die Grundlagen zu Zahnréadern.

2.1 Splines

2.1.1 Berechnung der Spline-Kurve

Um den Kontaktweg Freihand zeichnen zu kénnen, wird eine Kurvenkonstruktion benotigt,
die es ermoglicht, dem Benutzer durch einfaches Setzen und Verschieben von Kontroll-
punkten eine Kurve zu generieren. Dafiir werden sogenannte Spline-Kurven verwendet.
Folgende Definition sind angelehnt an [3].

Zuerst wird ein sogenannter Knotenvektor 7" mit Eintragen ¢; erzeugt. Dieser hat die
Form T = [to, 1, ..., ty+x) und muss folgende Eigenschaften erfiillen:

1. t;eRflirie=0,....n+k
2.t <t; < ... <lpyi
3. tj < tj+k+1 fir j=0,...,n—1

Mit Hilfe dieses Knotenvektors, der als Eingangsgrofie dient, kann nun eine rekursive
Formel, die die sogenannte Basisfunktion der Spline-Kurve definiert, nach folgenden
Schema fiir t € T" aufgestellt werden:

Def. Spline Basisfunktion

Nio(t) =

)

1, firt, <t <t
0, sonst

t; —t
Nijeor () + — Ny (1)
Ligrt1 — Lig1



2 Einfiihrung - 2.1 Splines

In Abbildung 2.1 und 2.1 sind die Basisfunktionen von Grad 0 bis Grad 3 bei 5 Kon-
trollpunkten dargestellt.

Abbildung 2.1: Spline Basisfunktionen von Grad 0 und Grad 1

Abbildung 2.2: Spline Basisfunktionen von Grad 2 und Grad 3



2 Einfiihrung - 2.1 Splines

Eine Spline-Kurve wird durch eine gegebene Anzahl von Kontrollpunkten festgelegt.
Sie ist ein stiickweises Polynom eines bestimmten Grades und wird durch die Anzahl
der Kontrollpunkte, deren Koordinaten und obiger Basisfunktion samt Knotenvektor
bestimmt.

Def. Spline

Seien Py, Py, ..., P, die n gegebenen Kontrollpunkte, auch de Boor Punkte! genannt,
welche die Spline-Kurve definieren sollen. Sei weiterhin k der gewiinschte Grad der Spli-
ne Kurve und T = [tg,t1, ..., tnsx] ein Knotenvektor.

Dann lassen sich die Koordinaten eines Punktes P(t), wobei t ein Eintrag aus T ist,
durch eine lineare Kombination, ndamlich der Funktion

bestimmen.

P; ist der i-te Kontrollpunkt und ist wie alle Punkte im Rahmen dieser Arbeit von
der Form (z;,y;), also zweidimensional. N, x(t) ist die Spline Basisfunktion, wie zuvor
definiert.

2.1.2 Eigenschaften von Splines

Nennenswerte Eigenschaften von Splines und warum sie hdufig zum Einsatz kommen
waren:

e Endpunktinterpolation
Sollten im Knotenvektor 7" (k 4 1)-fache Randknoten gewéhlt werden, werden der
linke und rechte duflere Kontrollpunkt interpoliert. Es gilt dann also:
P(to) = P() und P(tn) = Pn—l-

e Konvexe Hiille
Der Spline verlduft immer innerhalb der von den Kontrollpunkten definierten kon-
vexen Hiille.

e Nichtnegativitit
Es gilt stets IV; x(t) > 0.

e Teilung der Eins
>oico Nix(-IT) = 1.

IBenannt nach dem deutsch-amerikanischen Mathematiker Carl-Wilhelm Reinhold de Boor, geb. 1937



2 Einfiihrung - 2.1 Splines

Beispiel. In Abbildung 2.3 ist eine durch mein Programm generierte Spline-Kurve dar-
gestellt. Die griinen Rechtecke sind die vom Benutzer gesetzten Kontrollpunkte und bilden
zusammen mit thren Verbindungslinien das Kontrollpolygon. Die grauen Kreise sind die
errechneten Punkte auf der Kurve.

Der fiir dieses Beispiel verwendete Grad ist 3, wodurch die Kurve kubisch ist.

Fin exemplarisch vorgerechnetes Beispiel ist in Anhang C.1 zu finden.

Aktueller Grad: 3

Abbildung 2.3: Grafik eines Spline



2 Einfiihrung - 2.1 Splines

2.1.3 Ableitung der Spline-Kurve

Da fiir die Berechnung der Kontaktfunktion die Ableitung des Kontaktweges benotigt
und dieser durch einen Spline dargestellt wird, muss die Ableitung eines Splines be-
rechnet werden. Diese berechnet sich aus der Multiplikation der Kontrollknoten mit der
abgeleiteten Vandermonde Matrix.

Sei hierfiir C' € R?*" die Matrix mit den x- und y-Koordinaten der Kontrollknoten.
Die Ableitung der Spline-Kurve berechnet sich durch die Matrizenmultiplikation C' IV, ,il) (-|T).

Def. Die Matriz N,gl)(X]T) € R™#X st die erste Ableitung der Matriz, welche als
Eintrage die Werte der entsprechenden Spline Basisfunktion enthdlt, und berechnet sich
durch

NO(X|T) = Gy Ny (X|Th)

Fiir diese Berechnung werden die beiden Matrizen Gy und Ny_1(X|T}) bendtigt. Diese
werden nachfolgend definiert.

Die Matrix GG berechnet sich durch
G, = kD, ATy
mit:
e L ist der Grad des Spline.

e D, ist die Differenzenmatrix und bestimmt durch:

D,=1|". 1 . .| eRrRv L
—1
1
o AT =diag|(tjvx —t;) t:j=1,...,n—1 € Rr-P»L
Die Matrix Ny_1(X|T}) besitzt als Eintridge den jeweiligen Wert der Spline Basisfunktion
an der entsprechenden Position und wird wie folgt definiert:

N1 (X|Th) = [Nijp—1(z|T1) :i=0,...,n—2,x € X] € R Ix#X

Da nun G; und Ny_;(X|T}) bekannt sind, kann die Ableitungsmatrix der ersten Ablei-
tung N,gl)(X |T") wie oben definiert berechnet werden und die Werte der Spline-Kurve
mit Multiplikation der Kontrollknoten C'N ,51)(X |T") bestimmt werden.

Ein Beispiel zur Berechnung der Ableitung einer Spline-Kurve ist in Anhang C.2 zu
finden.



2 Einfiihrung - 2.2 Zahnréder

2.2 Zahnrader

Ein Zahnrad ist ein Maschinenelement, das zur Ubertragung zweier sich entgegenge-
setzter Drehungen aufeinander verwendet wird. Der Kontakt zwischen zwei Zahnradern
findet durch die aus dem Grundkorper hervorstehenden Zihne statt.

2.2.1 Stirnrader

In dieser Arbeit werden die Zahnrader allgemein auf Stirnrdder speziell eingeschréankt.
Der Grundkorper eines Stirnrades ist ein Zylinder, aus dem die Zéhne herausragen. Bei
einer Stirnradverzahnung sind im Gegensatz zu einer Kegelradverzahnung die Drehach-
sen beider Stirnrédder parallel. Man spricht von einem Stirnradpaar.

Bei Stirnrddern kann eine Schrig- oder Geradeverzahnung existieren. In dieser Arbeit
wird nur der Fall einer Geradeverzahnung betrachtet. Dafiir wird ein Zahn in der Ebene
konstruiert. Um nun einen dreidimensionalen Zahn fiir ein geradverzahntes Zahnrad zu
erhalten, wird dieses Konstrukt n-mal gerade nach hinten versetzt.

Abbildung 2.4: Ein Stirnradpaar

2.2.2 Historisches

Die im alten Agypten erfundenen Gopel, die aus einem grofen Holzrad mit Pflocken
bestanden, sind die geschichtlich &lteste Form von Zahnradern.[2] In Europa fanden die
ersten Zahnréder im 9. Jahrhundert in Wind- und Wassermiihlen ihren Einsatz.

Im 16. Jahrhundert wurden die Zahnréder erstmals aus Eisen geschmiedet, woraus aller-
dings eine wenig gleichmifige Form der Zihne resultiert. Philippe de La Hire? war einer
der Ersten, die eine genauere mathematische Untersuchung der Zahnrédder durchfiihrte.
Die daraus resultierende verbesserte Form der Zahne sicherte den Einsatz der Zahnréder
in Uhrwerken.

2Philippe de La Hire, franzosischer Mathematiker, 1640-1718
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2 Einfiihrung - 2.2 Zahnrédder

Abbildung 2.5: Skizze einer Gopelmiihle

Zur Zeit der Industrialisierung (18. Jahrhundert) wurden die ersten Massen an Zahnriadern
aus Metall gefertigt. Dies liegt an der Erfindung der Dampfmaschine von Thomas New-
comen® 1712, fiir die sehr viele Zahnréider bendtigt wurden.[1]

Die Form der Zéhne und die Art der Verzahnung verédnderten sich im Laufe der Ge-
schichte.

So wurden aus ungenau geschmiedeten Zahnriddern immer préziser gefertigte Maschi-
nenelemente. 1760 entwickelte Euler* die Evolvente als Verzahnung und 1820 Joseph
Woollams die Schrigverzahnung.

Heutzutage werden in der Zahnradfertigung Verfahren angewandt, wie Gieflen, Stan-
zen, 5-Achs-Frasen, Walzfrasen und viele mehr.

Abbildung 2.6: Walzfrasen

3Thomas Newcomen, englischer Erfinder, 1663-1729
4Leonhard Euler, schweizer Mathematiker, 1707-1783
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2 Einfiihrung - 2.2 Zahnréder

2.2.3 Begrifflichkeiten

Dieses Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber elementare Begriffe zu Zahnriidern.
Sonstige Begriffe werden, falls benotigt, noch in den einzelnen Kapiteln genauer erklart.

Achsabstand
Dies ist der Abstand der Mittelpunkte beider Zahnrader. Er wird nachfolgend mit
d bezeichnet.

Eingriffswinkel
Bei einer normalen Evolventenverzahnung bezeichnet der Eingriffswinkel den Win-
kel zwischen der Horizontalen und der Evolvente.

Kontaktweg

Der Kontaktweg eines Stirnradpaares ist die Kurve auf der beide Zahnrader iiberwiegend
abwilzen. Dieser wird héaufig als Evolvente, Zykloide oder auch Zykloevolvente
gewihlt, ist in dieser Arbeit jedoch frei formbar Er wird nachfolgend mit & be-
zeichnet.

Modul ‘ '
Das Modul eines Zahnrades ist definiert durch Tezlkrezsdurchmesser. Es wird
Zahnanzahl

nachfolgend mit mod bezeichnet.

Profillinie

Die Profillinie gibt die Form eines Zahnes an. Ein Zahn besteht aus 2 Profillinien
und einem Zahnkopf im 2-dimensionalen, welche fiir das Modell im 3-dimensionalen
nach hinten versetzt werden.

Radius
Die Angabe eines Radius ist bei der Zykloidverzahnung wichtig. Im Allgemeinen
ist damit der Radius beider Zykloiden gemeint.

Ubersetzungsverhiltnis

Das Ubersetzungsverhéltnis zweier Zahnrider berechnet sich durch
Zahnanzahlggq

Zahnanzahlgizer

Wilzpunkt
Der Wilzpunkt eines Stirnradpaares ist der Punkt auf dem beide Zahnréder
hauptséchlich aufeinander abwilzen. Er wird nachfolgend mit ¢ bezeichnet.

12



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad

Da nun die grundlegenden Begrifflichkeiten geklért sind, konnen wir den Hauptteil die-
ser Arbeit betrachten. Es wird erklart, wie aus einem Spline, den man erstellt hat, ein
fertiges Zahnrad wird. Dabei werden in Kapitel 3.1 Vorgéinge dargelegt, die man fiir
die Umsetzung der Splines in diesem Fall beachten muss. Kapitel 3.2 und 3.3 erlautern
anschliefend die Berechnung beider Profillinien. Diese sind angelehnt an [4].

Fiir die graphische Darstellung der Zahnriader im Programm wird zusétzlich noch ein
Zahnfufl und -kopf konstruiert. Dieses Vorgehen erklart Kapitel 3.4 und in Kapitel 3.5
wird das Programm, welches die graphische Oberfliache fiir den Benutzer darstellt ge-
nauer gezeigt.

3.1 Umsetzung der Splines

Wie setzt man Splines um? Dafiir wird zuerst einmal eine giiltige Wahl eines Knoten-
vektors benotigt. Kapitel 3.1.1 erlautert meine Wahl und den Beweis dafiir, dass diese
korrekt ist. Zudem muss fiir eine korrekte Berechnung der Profillinien gewéhrleistet wer-
den, dass der Kontaktweg durch den Walzpunkt verlauft. Wie diese Fixierung eines
Punktes vonstattengeht, erklért Kapitel 3.1.2.

3.1.1 Knotenvektor

Fiir die Berechnung von Spline-Kurven wird, wie im Einfithrungskapitel schon erklért,
ein Knotenvektor benotigt. Dieser dient lediglich als Eingangsgréfie, denn es gibt keine
vorgeschriebene Form, solange keine der Anforderungen verletzt wird.

In dieser Arbeit konstruiere ich den Knotenvektor folgendermaflen, wobei k der Grad
und n die Anzahl an Kontrollpunkten ist:

0, firo<i<k
L=< i1—k, firk<i<n
n—=k firn<i<n+k

Beispiel. Bei 5 Kontrollknoten und einem Grad 2, ware T = [0,0,0, 1,2, 3,3, 3]

Lemma. Die obige Konstruktion des Knotenvektors erfiillt die Voraussetzungen und ist
somit eine giltige Wahl dafiir.

13



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad - 3.1 Umsetzung der Splines

Beweis. Folgendes ist zu zeigen:
1. Anzahl an Elementen
2. Zugehorigkeit der Elemente zu R
3. tg <t < oo < tn

4. tj < tj+k-+1 fur ] - O7 ...,n - 1

Zul:Da0<i<n+kist die Anzahl an Elementen n + k + 1.

Zu 2 : Da n und k beide aus Ny und ¢ nur ganzzahlige Werte zwischen 0 und n + k
annimmt, ist die Anforderung erfiillt, da somit 0 e R, + —k € R, n—k € R.

Zu 3 : Man betrachte zuerst die drei Zweige der Abbildungsvorschrift separat.
Fiir den ersten gilt: ¢t; = ¢, =0 und 0 < 0.

Fiir den zweiten gilt: t; =i —kund t;,.; =i+ 1—k. Esgilt: i —k <i+1-k & <i+1.
Dies ist erfiillt, da 7 ein fortlaufender Index ist.

Fiir den dritten Zweig gilt: t;, =t,,1 =n—kundn—-k<n—-k < 0<0.

Nun bleiben noch die beiden Ubergangsstellen zu betrachten.
Die erste ist nach Definition von t; auf tx, 1. Es gilt: ¢, <ty ©0<k+1—-k<0<1.

Die zweite Ubergangsstelle ist von t,_; auf t,. Es gilt: ¢, 1 < t, & n—1—-k <
n—ken—1<n.

Somit erfiillt diese Konstruktion von T" die Anforderung tg < t; < ... <t,s.

Zu 4 : Betrachte zuerst j = 0, ..., k. Somit sind alle ¢£; = 0 nach Definition. Da #;4; = 1
wie oben gezeigt und fiir die Konstruktion ¢y < t; < ... < ¢4 gilt, ist fiir diese j die
Anforderung erfiillt.

Betrachte nun j = k£ +1,...,n — 1. Diese ¢; fallen alle in den zweiten Zweig der Kon-
struktion, es gilt also: t; = j — k.

Angenommen ¢, liegt auch im zweiten Zweig, ist t;4 441 =j+k+1—k=j+ 1. Da
k>0ist j —k<j+1.

Angenommen ¢;541 liegt im dritten Zweig, ist tj 1,1 =n — k. t; < tjip1 & J—k <
n—k< j <n.Dies gilt, da j =0,...,n — 1.

14



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad - 3.1 Umsetzung der Splines

Somit ist die Anforderung t; < t;44q; fiir j = 0,...,n durch diese Konstruktion von
T erfiillt. T' nach obiger Konstruktionsvorschrift gebildet erfiillt also alle 4 Anforderun-
gen und ist somit eine giiltige Wahl fiir den Knotenvektor. O

3.1.2 Fixierung eines Punktes auf der Spline-Kurve

An den Kontaktweg eines Zahnrades wird die Anforderung gestellt, einen Punkt in der
Mitte zwischen beiden Walzkreisen auf dem Wélzpunkt ¢ zu besitzen, um korrekte Be-
rechnungen durchfithren zu kénnen. Deswegen muss ein Punkt der Spline-Kurve fixiert
werden. Welchen Punkt des Spline man fixiert, ist im Prinzip irrelevant. Damit aber
die vor der Fixierung gezeichnete Form grundlegend erhalten bleibt, sollte der Punkt
gewihlt werden, der von Anfang an am néchsten zum Wiélzpunkt liegt.

Um den Punkt zu ermitteln, der fixiert wird, wird sobald die Anzahl an Kontrollknoten
um eins grofer ist als der Grad des Spline, der Spline vorerst normal ohne Fixierung vor-
berechnet. Danach wird der Punkt auf der Spline-Kurve, dessen Abstand zum Wélzpunkt
am kleinsten ist, also denjenigen, fiir dessen x- und y-Koordinate

2 2
\/(xKnoten - xMittelpunlct) + (yKnoten - yMittelpunkt)

minimal ist und das ¢, aus 1" aus dem er sich berechnet ermittelt.

Um diesen Punkt zentrieren zu kénnen, muss eine Verschiebung eines Kontrollknoten
stattfinden. Dafiir ist im Programm ein vor-eingefiigter Kontrollknoten im Mittelpunkt,
der speziell fiir diesen Zweck vorgesehen ist und vom Benutzer selbst nicht verschoben
werden kann.

Sei dieser Kontrollpunkt P; und sei Paiteipunkt €in Punkt, dessen Koordinaten dem des
Wilzpunktes entsprechen. Dann lésst sich P; durch eine Umstellung der allgemeinen

Formel berechnen:
p — PMittelpunkt - Zi#j Ni,k(tm) . Pz
! Njr(tz)

15



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad - 3.1 Umsetzung der Splines

Beispiel. In Abbildung 3.1 sieht man einmal eine Spline-Kurve ohne und in Abbildung
3.2 mit einem fizierten Punkt im Zentrum. Der blaue rechteckige Punkt ist der vom Be-

nutzer nicht verschiebbare Kontrollpunkt, durch dessen errechnete Position die Fizierung
stattfindet.

Abbildung 3.1: Spline ohne Fixierung

Abbildung 3.2: Spline mit Fixierung

16



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad - 3.2 Berechnungen mit vorgegebener
Ubersetzung und Kontaktweg

3.2 Berechnungen mit vorgegebener Ubersetzung und
Kontaktweg

Im ersten Fall der Berechnungen ist der Kontaktweg k£ durch Erstellung eines Spli-
ne gegeben. Der Kontaktweg liegt somit diskret als zweidimensionale Punkte in R? in
Abhéngigkeit eines Parameters ¢ aus dem Knotenvektor 7" vor.

Zudem ist k', die Ableitung des Kontaktweges, bekannt. Beide wurden durch das Setzen
von Kontrollpunkten errechnet und sind durch die Berechnung Matrizen in R2X#X_ #X
ist die Anzahl von Werten, an denen der Spline ausgewertet wurde.

Man mochte die beiden Zahnflanken f und g berechnen, die das Zahnrad definieren.

Dazu extrahiert man zuerst einmal eine Spalte, die zu einem t € T gehort, aus dem
sie berechnet wurde. Es gilt also fiir den Kontaktweg:

kiteT—s k(t) = (kf(t)).

Und fiir die Ableitung;:

d Kl (t)
EteTw——kK{t)=—k(t)=1{,* .
© (0) = G+ (k;@))
Des Weiteren lassen sich im Programm das Modul mod, die Zahnezahl des Ritzel n und
das Ubersetzungsverhéltnis u eingeben.
Mit Hilfe dieser Eingaben lésst sich der Achsabstand d beider Zahnrader berechnen. Da

mod definiert ist, als
Teilkreisdurchmesser

Zahnanzahl
erhalt man den Teilkreisdurchmesser des Ritzel durch

dy = mod - n.
Die Z&hnezahl des Rad ist v - n und dessen Teilkreisdurchmesser somit
dy = mod - u - n.
Folglich ist der Achsabstand die Summe beider Teilkreisdurchmesser, es gilt also fiir d:

d:d1+d2.
2

Nun muss der Wélzpunkt ¢ bestimmt werden, an dem beide Zahnrédder iiberwiegend
aufeinander abwilzen. Das Zahnrad wird so konstruiert, dass es auf der x-Achse zentriert
liegt. Fiir den x-Wert gilt demnach ¢, = 0.

17



3 Vom Spline zum fertigen Zahnrad - 3.2 Berechnungen mit vorgegebener
Ubersetzung und Kontaktweg

Da der Mittelpunkt des Ritzel im Nullpunkt liegt, ist der y-Wert des Wilzpunktes beim
Wert des halben Teilkreisdurchmessers des Ritzel, also bei ¢, = u;il. Fiir die Koordinaten

Cy u )

Fiir die Errechnung beider Profillinien wird die Kontaktfunktion Ty (¢) bendtigt. Dafiir
wird zuerst die Ableitung 77 (¢) gebildet und diese anschlieend integriert. Es gilt:
eyky(t) — ka()k, (8) — Ky (K1) Ky (8) — o KT (0K (1)

cyka(t) B k(1)

Ti(t) =
Nun erhélt man durch Integration Ty (t)

A _ Yk (o) — ¢ dkT (0)K (o) .
Tk(t)—/ Tk(a)da—/to (o) do,

to

wobei tg € T.

Da eine Anforderung an den Kontaktweg ist, durch den Walzpunkt zu laufen und die-
ser wie oben definiert ist, erkennt man, dass bei diesem Punkt eine Singularitit in der
Ableitung der Kontaktfunktion auftritt, da der Nenner 0 wird.

Im Programm wird diese Singularitdt umgangen, indem dieser Wert durch das arithme-
tische Mittel des vorangegangenen und nachfolgenden Wertes approximiert wird.

Die beiden Profillinien f und g lassen sich jetzt mit Hilfe der Kontaktfunktion berechnen.
Es gilt:
_{ kycos(Ty(t)) + kysin(Tx(t))
FTL®) = (—kx sin(Tx(t)) + k, cos(Tk(t))

ky cos(Ty(t)) + (ky, — d) sin(Ty(1))
9(Ti(t) = (—km sin(Tx(t)) + (ky — d) cos(Tk(t))) '
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3.3 Berechnungen mit vorgegebener Ubersetzung und
Profillinie

Dieser Fall findet im Programm keine Anwendung, da es nicht gebrauchlich ist, aus einer
Profillinie die andere zu errechnen, sondern der Fall gegeben ist, wie in Kapitel 3.2.
Trotzdem werden die Formeln und das Vorgehen zu dieser Art von Berechnung zum Zwe-
cke der Vollsténdigkeit nachfolgend kurz erwéhnt. Ein detailliertes Vorgehen ist nachzu-
lesen in [4].

Im zweiten Fall der Berechnung ist die Ubersetzung und eine Profillinie durch einen
Spline gegeben. Die Profillinie liegt somit diskret als zweidimensionale Punkte in R?
in Abhéngigkeit des Knotenvektors T vor. Weiterhin ist die Ableitung der Profillinie
bekannt. Beide werden wieder durch das Setzen von Kontrollpunkten und die daraus
resultierenden Berechnungen definiert.

Man mochte nun damit zuerst den Kontaktweg k& und anschliefend die andere Profillinie
bestimmen.

Sei in Fall 1 diese vorgegebene Profillinie f. Dann kann wieder eine Spalte aus der
Matrix zu einem gewissen ¢ € T' extrahiert werden. Fiir f gilt also:

ereri g0 = (F0) < o (S5O0,
Und fiir deren Ableitung;:
perer s 0= S - (50) o (S50

Auch in diesem Fall liasst sich der Walzpunkt ¢ mit Hilfe der Werte von mod, n und u
analog zu Kapitel 3.2 berechnen, es gilt also:

()
Cc = d .
ut1
Nun ldsst sich die Kontaktfunktion Ty (¢) berechnen durch:
Ti(t) = + arcsin(cglfr(t) cos(fo(t) = f5,(1) — [o-

Mit Hilfe der Kontaktfunktion kann nun der Kontaktweg k£ und daraus resultierend die
andere Profillinie g berechnet werden.

_ ( facos(Ti(t)) — fysin(Ti(t))
R(Te(t) = ( T sin(Te(6)) + £, cos(Tk(t))) :
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und -kopf
(T ()
o0) = 5 (i) =1 Cosieon)

Sei nun in Fall 2 nicht f, sondern g und dessen Ableitung durch den Spline vorgegeben.
Es gilt also analog fiir g:

aiteT o= (#0) ~ o0 (S0

sin(gy(t))

Und fiir die Ableitung:
d et )= ot = (F)) =a (0.

Der Walzpunkt ¢ wird wie vorher berechnet.
Fiir die Kontaktfunktion gilt:

Ty.(t) = £ arcsin (C_y—ugr(t) cos(g,(t) — gfp(t))) — 4,

Das weitere Vorgehen zur Bestimmung des Kontaktweges k£ und der Berechnung der
anderen Profillinie f ist nun analog zum vorherigen Vorgehen, als f gegeben war.

3.4 Fiir die Graphik - Konstruktion von ZahnfuBB und
-kopf

Im Programm werden die berechneten Profillinien f und g am Ende so dargestellt, dass
die Zahnréder ersichtlich sind. Damit diese Anzeige klarer wird und nicht nur aus den
beiden Flanken besteht, werden sowohl eine Ellipse als Zahnfuf}, als auch als Zahnkopf
automatisch konstruiert und eingefiigt.

Diese dienen nur der Optik und héngen in ihrer Berechnung nicht von etwaigen Ein-
gaben ab. So ist der in Kapitel 3.4.1 konstruierte Zahnfufl im Programm immer viertel
so tief wie breit, unabhéngig von der Gréfle des Zahnrades. Der in Kapitel 3.4.2 ist ein
Kreissegment, der die beiden dufleren Punkte von f und g miteinander verbindet.
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3.4.1 ZahnfuB3

Damit beide Profillinien verbunden sind, wird im Zahnfufbereich eine Ellipse als Kon-
struktion verwendet.

Um diesen Zahnful mit diskreten ellipsenhaft angeordneten Punkten zu konstruieren,
benétigt man die beiden Fuflpunkte. Seien diese f; als Fulpunkt der ersten Profillinie
und fy als Fulpunkt der zweiten Profillinie. Auflerdem sei ng die gewiinschte Anzahl
an diskreten Punkten. Ein groflerer Wert von ng sorgt fiir eine stérkere Glétte der Ellipse.

Zuerst wird die Hélfte der Ellipse in der passenden Grofie um den Nullpunkt konstru-
iert. Da beide Flanken ihre Fulpunkte jedoch nicht auf der x-Achse haben, muss diese
anschlieBend noch verschoben und gedreht werden.

Als Erstes zur Konstruktion der halben Ellipse:

Zuerst wird der Abstand beider Fulpunkte benttigt. Dieser errechnet sich aus

dp = \/(fm — fau)? + (fry — fou)*

Die halbe Ellipse soll achsensymmetrisch zur y-Achse, mit beiden Endpunkte auf der
x-Achse und nach oben offen liegen. Dies ist dargestellt in Abbildung 3.3.

+dF/2
‘/ X

Abbildung 3.3: Ellipse fiir Konstruktion

Nun wird um den Nullpunkt ein gleichverteilter Vektor erstellt, jeweils von —%F bis +d7F
mit np Elementen.

Zur Berechnung der y-Werte mit Hilfe der allgemeinen Ellipsenformel, werden noch die
beiden "Radien”a und b benotigt.

Hierbei a ist einfach der halbe Fu3punktabstand, also a = %F und b wird durch b=a-p
angegeben, wobei p das gewiinschte Verhéltnis Hohe zu Breite ist. Innerhalb des Pro-
gramms ist p = 0.5.
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Da nun die x-Koordinaten der Ellipse feststehen, berechnen sich die y-Koordinaten durch
Umstellung der allgemeinen Formel der Ellipse, ndmlich

1'2 y2 372
Stp=ley=51-)

Da die Hilfe der Ellipse nach unten konvex sein muss, gilt:

Die halbe Ellipse liegt nun korrekt dimensioniert um den Mittelpunkt vor und muss nur
noch gedreht und an einen der beiden ZahnfuB3punkte verschoben werden.

Zur Drehung und Verschiebung der halben Ellipse:

Um die Ellipse zu drehen, werden ihre Koordinaten, die als Matrix vorliegen, mit der

Drehmatrix
Mo cos(a) —sin(«)
dreh = \ sin(a)  cos(a)
multipliziert.
Fiir die richtige Drehung sei o« = tan(%).
lx = J2x

FuBpunkt 1/
[f1yfayl

e (. d::../Futipunkt 2
[Fyxefal

(u

Y

Abbildung 3.4: Drehung der Ellipse

Mit dieser Matrix multipliziert ist der Ellipsenabschnitt richtig gedreht und muss nur
noch an den Fuflpunkt verschoben werden, damit er korrekt als Zahnfuf§ platziert ist.

Dies erfolgt durch lineare Transformationen der einzelnen x- und y-Koordinaten.
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3.4.2 Zahnkopf

Anders als beim Zahnfuf}, wird beim Zahnkopf keine Ellipse beliebiger Tiefe, sondern
ein Kreissegment konstruiert und zwischen die beiden Profillinien eingepasst, welches als
Radius den halben Kopfkreisdurchmesser des Zahnrades hat. Hierfiir werden Polarkoor-
dinaten verwendet. Der Zahnkopf wird sofort passend an die richtige Stelle konstruiert
und muss nicht wie der Zahnfufl noch verschoben werden.

Seien dafiir zkq, zks die beiden Flankenspitzen eines Zahns. Da das Kreissegment auch
hier aus diskreten Punkten besteht und die Zahnréder relativ klein werden kénnen, muss
ein sinnvoller Abstand der Punkte gewéhlt werden. In dieser Arbeit wird deshalb fest-
gelegt, dass alle 0.1 Grad ein Punkt gesetzt werden soll.

Da wir uns hier im Bogenmaf§ befinden, rechnen wir die 0.1 Grad in Abhéngigkeit von
m um. BEs gilt:

v
91 = 360° = —— — 0.1°.
T ~ 1800

Sei also fac = 1800°
Weiterhin seien r die Entfernung vom Nullpunkt bis zur Zahnspitze von zk;. r lésst
sich leicht bestimmen, da dies einfach der halbe Durchmesser des Kopfkreises des Zahn-
rades ist.

Dieser Radius ist der selbe wie der, des zu konstruierenden Kreissegments. Die einzelnen
Groflen sind dargestellt in Abbildung 3.5.

Y

2y
&2

Abbildung 3.5: Schematische Darstellung

Im Falle von Polarkoordinaten werden die Punkte auf einem Kreis berechnet mit Hilfe
der Formeln
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Txg = Ty + 7 - sin(p),
Yy = ym + 1 - cos(p),

wobei rx und yg die Koordinaten auf dem Kreis, x;; und y,, die Koordinaten des
Kreismittelpunktes, » der Radius des Kreises und ¢ ein Winkel im Bogenmafl zwischen
0 und 27 ist.

Zur Berechnung benotigt man auBlerdem die beiden Winkel pg und ¢pg, die als Win-
kel zwischen zwei Vektoren mit Hilfe des Skalarproduktes definiert sind als:

() (o)
Gl )
(o) ()
o)1)

Beide Winkel sind in schematisch zu sehen in Abbildung 3.6.

@Yg = arccos

pE = arccos

0.5m

A

1.5m

Abbildung 3.6: Schematische Darstellung von ¢g und ¢g

Nun berechnen sich die x- und y-Koordinaten des Kreissegments zwischen zk; und zk-
durch:

xp =1 -sin(p),
Yk =1 - cos(p),

wobei ¢ € [ps, ).
Im Programm nimmt ¢ diskrete im Abstand fac an.
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3.5 Das Programm

Dieser Abschnitt gibt Einblick in das Programm, welches es dem Benutzer ermdglicht,
die Zahnrader zu erstellen. In Kapitel 3.4.1 werden kurz die Daten zur Entwicklung des
Programms dargelegt. Kapitel 3.4.2 gibt Uberblick iiber die verschieden Elemente im
Programm und deren Funktionen.

3.5.1 Entwicklungsumgebung

Unten aufgefiihrt sind fiir die Entwicklung des Programms relevante Daten.
e Entwicklungsumgebung: Eclipse Luna von Oracle
e Java Compiler: Compilance Level 1.6

e Programm entwickelt auf einem MacBook Air unter OS X 10.9.4 mit Java Runtime
Environment 1.7.0_67

3.5.2 Aussehen und Funktion des GUI

Beim Starten des Programms erscheint sofort das Hauptfenster, welches durch Tabs in
die verschiedenen Bereiche gegliedert ist. Diese werden nachfolgend genauer dargestellt.

Die Tabbar

Abbildung 3.7 zeigt die iibergeordnete Tabbar des Programms. Es gibt jeweils einen Tab
fiir die Eingaben, die zu téitigen sind, das Zeichnen des Kontaktweges, die Anzeige fiir
den Plot des Kontaktweges mit Profillinien und Waélzkreisen und die Darstellung der
Zahnréder. Durch Auswahl der einzelnen Tabs ist es dem Benutzer moglich zu den eben
genannten Funktionen zu springen.

Abbildung 3.7: Tabbar des Programms

Das Eingabefenster

In Abbildung 3.8 sieht man den ersten Tab. Dies dient dazu, die Eingaben zu tétigen,
die benotigt werden, um den Wilzpunkt zu berechnen, also Modul, Anzahl der Zihne
des Ritzel und das Ubersetzungsverhiltnis. Sind diese Eingaben getétigt und bestitigt,
wird ¢ berechnet. Dieses Fenster muss als erstes befiillt werden, da sonst mit dem spéter
gezeichneten Spline keine Berechnungen durchgefiihrt werden kénnen.
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Sollte dieses nicht befiillt sein und trotzdem ein anderer Tab ausgewdhlt werden, er-
scheint im Falle von ,, Kontaktweg®“ und ,,Zahnrader” die Meldung ,,Bitte zuerst Einga-
bemaske befiillen“, im Falle von ,,Plot“ bleibt dieser einfach leer.

Nach Klick auf den ,,Bestétigen“-Button, wird ¢ berechnet und die anderen Tabs kénnen
genutzt werden.

Abbildung 3.8: Eingabefelder des Programms

Die Zeichenflache

Das zweite Fenster des Programms stellt die Zeichenfléiche fiir den Kontaktweg dar. Wie
in Abbildung 3.9 dargestellt, ist ein einfaches Koordinatenkreuz gegeben, auf dessen
Schnittpunkt der Walzpunkt liegt und beide Walzkreise sind schemenhaft vorgezeichnet.

Mit der linken Maustaste konnen Knoten fiir das Kontrollpolygon (griin und rechte-
ckig) hinzugefiigt, mit der rechten Maustaste geloscht werden. Mit dem Mausrad kann
der Grad des Spline erhoht, bzw. erniedrigt werden. Mit der Taste “n”koénnen alle Kno-
ten, geloscht werden. Das Loschen und Verschieben der Knoten schliefft natiirlich den
blauen Kontrollknoten aus.

Der Grad wird oben links angezeigt und ist nach unten durch 1 und nach oben durch 10
beschriankt. Die Beschrankung nach unten erfolgt aufgrund der Differenzierbarkeit. Die
Beschréankung nach oben ist nicht zwingend erforderlich und kann jederzeit aufgehoben
werden, meiner Ansicht nach werden aber nie Grade gréfler 10 benétigt. Der voreinge-
stellte Grad ist 3.

Sind dem Grad entsprechend Knoten vorhanden, wird der Kontaktweg vorberechnet.
Da dieser durch den Wilzpunkt laufen muss, wird nach dieser Vorberechnung eine Kor-
rektur wie in Kapitel 3.1.2 erklédrt durchgefiihrt. AnschlieSend werden die Punkte des
Kontaktwegs gezeichnet (grau und rund).

Sollte die Eingabemaske vorher nicht befiillt worden sein, erscheint die Meldung , Bitte
zuerst Eingabemaske befiillen“ anstatt des Feldes zum Zeichnen.
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Abbildung 3.9: Zeichenpanel des Programms

Der Plot

Nachdem der Spline gezeichnet wurde, sieht man unter dem Tab ,,Plot“ nach den Be-
rechnungen den Kontaktweg (griin dargestellt) und die Profillinien (blau und rot dar-
gestellt) zusammen. Diese Ausgabe ist in Abbildung 3.10 zu sehen. Hier sind auch die
Wilzkreise entsprechend der Eingaben korrekt skaliert und mit den selben Farben der
entsprechenden Profillinie einem Zahnrad zugeordnet. Die Darstellung erfolgt in einem
Koordinatensystem.

Auf diesem Fenster kénnen die Knoten nicht verschoben werden, es dient lediglich der
Ansicht der Berechnungen. Der Plot-Tab besitzt eine Zoom-Funktion, sodass es moglich
ist, sich die Kurven genauer zu betrachten.

Zudem erscheint nach Rechtsklick auf den Plot ein Kontextmenii, in dem unter anderem
das Bild kopiert, gedruckt oder als PNG, SVG oder PDF gespeichert werden kann.

Dieser Plot-Tab beruht auf der freien Java Bibliothek JFreeChart.

Sollte die Eingabemaske vorher nicht befiillt worden sein oder wurde kein Kontaktweg
gezeichnet, bleibt dieser Tab einfach leer.
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Abbildung 3.10: Plot des Programms

Die Anzeige der Zahnrader

Da man sich mit dem Plot relativ wenig unter einem Zahnrad vorstellen kann, sind im
néchsten Fenster, wie man in Abbildung 3.11 die Profillinien zu beiden Zahnréidern zu-
sammengesetzt.

Allerdings wurde ja nur ein Zahn je Zahnrad berechnet, fiir die Anzeige ben6tigt man
aber alle und alle korrekt gedreht.

Sei dafiir n die Anzahl an Zahnen des jeweiligen Zahnrades. Der vorhandene Zahn muss
nun noch (n — 1)-mal um den Mittelpunkt des Zahnrades gedreht werden.

Der Winkel zwischen einem Zahn und dem néchsten berechnet sich im Bogenmaf einfach

durch
2.7
o= —-:
n

Die Drehung erfolgt nun iterativ, indem der erste Zahn und danach immer der zuletzt
berechnete mit der allgemeinen Drehmatrix

<cos(a) — sin(a))

sin(a)  cos(«)

multipliziert wird.
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Zudem erfolgte die Berechnung der Profillinien so, dass der Kontakt zwischen beiden
Zahnridern vertikal stattfindet, wie im Plot zu sehen. Auf der Anzeige findet dieser
aber horizontal statt, also werden beiden Zahnridder dementsprechend gedreht. Der
Wilzpunkt ¢ liegt immer im Zentrum des Tabs, unabhéngig der Grofle der Zahnrader,
da dies der interessante Bereich der Darstellung ist.

Sollte dieser Tab ausgewihlt werden, ohne vorher die Eingabemaske zu befiillen, er-
scheint die Meldung ,,Bitte zuerst Eingabemaske befiillen*.

Sollte er ausgewéahlt werden und die Eingaben wurden getétigt, aber kein Kontaktweg
gezeichnet, erscheint , Bitte zuerst Kontaktweg erstellen®.

Abbildung 3.11: Zahnradanzeige des Programms
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Nachdem in dieser Arbeit das Thema behandelt wurde, wie ein Zahnrad aussieht, wenn
der Kontaktweg frei formbar ist, bleibt zu iiberlegen, ob diese Methode fiir die Pro-
duktion Sinn macht. Es wurden Zahnréder erstellt, nachdem der Kontaktweg mit Hilfe
einer Spline-Kurve gezeichnet wurde und daraus resultierend die Profillinien errechnet
wurden. Die Frage jedoch ist, ob dieses Verfahren sinnvolle, was bedeutet, niitzliche
Zahnrider fiir allgemeine Anwendungen kreiert, oder ob die so generierten Zahnrader
mehr Nachteile als Vorteile haben.

Meiner Ansicht nach hat diese Form der Konstruktion keinen Vorteil, aufler den Frei-
heiten bei der Erstellung des Kontaktweges, gegeniiber den schon genutzten Kontaktwe-
gen einer Evolvente, fiir Verzahnungen mit konstanter Kraftrichtung, die unempfindlich
beziiglich des Achsabstandes ist, oder einer Zykloide, welche zwar empfindlicher ge-
geniiber dem Achsabstand ist, dafiir aber fiir Verzahnungen mit verénderlicher Kraftrich-
tung genutzt wird.

Den Kontaktweg als Spline zu konstruieren, erzeugt zwar neue Formen von Zihnen, je-
doch entstehen dadurch keine neuen Pluspunkte.

Eine weitere interessante Form der Zahnradkonstruktion wiaren Zahnrader mit asymme-
trischen Z#dhnen, bei denen also eine Profillinie langer ist als die andere oder vielleicht
eine der beiden mit einer Evolvente und die Zweite mit einer Zykloide als Kontaktweg

erzeugt wurde.

So oder so gibt es im Bereich der Zahnréader noch vieles, was erforscht werden kann.
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C Anhang

C.1 Ausfiihrliches Beispiel zur Spline-Berechnung

Dieses Kapitel fiithrt die Berechnung eines Spline mit konkreten Werten vor. Seien fol-
gende Punkte in R? gegeben:

e (0,0)

(
(=2,1)
o (—1,2)
e (1,3)
e (2,2)

Damit ist die Anzahl an Punkten n = 5. Sei weiterhin ein kubischer Grad vorgegeben,
also k = 3.

Nun gilt es den Knotenvektor zu bestimmen. Es ist die Formel gegeben

0, fir0<i<k
=< i1—k, firk<i<n
n—~k firn<i<n+k

Damit folgt:
T =10,0,0,0,1,2,2,2,2]

Fiir einen Wert ¢t € T' gilt nun

P(t) = nz_lN,,k(t) P =Y Nis(t)- P

Nun miissen die Werte der Basisfunktionen Ny 3(t), N13(t), Nos(t), N3s(t), Nas(t) be-
stimmt werden.

Sei fiir dieses Beispiel die Stelle t = 1 € T'. Explizit vorgerechnet wird nur das Beispiel
N3 3(1), die anderen folgen dem Schema analog.
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Betrachten wir dafiir die Rekursionsformel

. 1, fiir t; <t< tiv1
Nio(t) = { 0, sonst
Nl,k(t) = — Ni,k*l(t> + J'_k—"_—l_ . N'L’“”l,k*l(t)
t1+k tz tz+k+1 t2+1

Die Formel lautet mit den Werten eingesetzt:

t —1
L Nyo(1) + A 2 Ny(1)
l3+3 — 13 t34311 — t341

=3 31(1) + Nyi(1)

Betrachten wir N3 ;(1). Es gilt eingesetzt:

1—1¢
V)= 212 s+

ts—1
ts — t4

. N470(1)

1-0 2—1
= o0 Nao1) + 2= Nio(1)
- Ngyo(l) —|— N470(1)
N3p(1) =0,dat; <1<ty< 0<1<1nicht erfiillt.
N4,0(1) = 17 daty <1< ts =1 <1<?2 erfillt.

Damit folgt:
Ngyl(l) — N370(1> + N470<1) — 1

1
N372(1) - 5 ‘I‘ N471(1)
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Betrachten wir Ny ;(1). Es gilt eingesetzt:

1—1, te— 1
Nyip(1) = . 1 Ns5o(1
21(1) P— 10(1) + P— 50(1)
1-1 2—-1
= ——  Nyo(l)+ —— - N5o(1) =
51 4,0()+2_2 50(1) =0
Damit folgt:
1 1
3,2( ) 2 + 4,1( ) 2
1
N3’3<].) - Z_l —|— N4’2(1)
Betrachten wir N, 2(1). Es gilt eingesetzt:
1—t tr —1
Nia(1) = —% - Nya(1) + -—— - Ns(1)
tﬁ — t4 t7 - t5
1-1 2—-1
= —— Ny (1) +=——-N;5,(1)=0
=1 N+ 5= Nsall)
Damit folgt:
1
N373(1> - Z

Um jetzt den Wert des Spline bei ¢ = 1 zu berechnen, miissen nach dem selben Schema
Nos(1), Ny 3(1), Nos(1), Ny3(1) berechnet werden und dann mit den entsprechenden P,
multipliziert aufsummiert werden. Es gilt analog berechnet:

Dies ergibt berechnet (—0.75,2).
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C Anhang - C.2 Ausfiihrliches Beispiel zur Ableitung eines Spline

C.2 Ausfiihrliches Beispiel zur Ableitung eines Spline

Seien fiir dieses Beispiel die selben Eckdaten gegeben, wie bei dem voran gegangenen.
Dann berechnen wir zuerst die Matrix G durch G, = kD, A.T;.

Fiir D,, gilt: D,, ist die Differenzenmatrix in R"*?~! hat hier also die Dimension 5 x 4
und folgende Form:

-1 0 0 0
1 =1 0 0
D,=Ds=|0 1 -1 0] eR>™
0o 0 1 -1
o 0 0 1

AT} wird folgendermaflen gebildet:

AT = A3T1 = dz’ag[(tj+3 — tj)_l 7 =1, 74] c Rn1xn-1

Die einzelnen Werte t; sind im Knotenvektor zu finden. Durch einfaches Nachrechnen
erhalt man:

1 0 0 0
loos 0 o0 i
AsTi= 10 o o5 ol €R
00 0 1

Da nun alles bekannt ist, lasst sich G; durch einfache Matrizenmultiplikation nach obiger

Formel errechnen. Die Dimensionen der Grundmatrizen passen iiberein, es gilt also fiir
die Matrix Gy:

-1 0 00 1 0 0 0
L —-10 0 005 0 0
Gi=3-10 1 =1 0
0 0 05 0
0o 0 1 -1 0 0 0 1
0o 0 0 1
-3 0 0 0
3 —-15 0 0
Gi=10 15 =15 0| eR>™
0 0 1.5 -3
0 0 0 3

Fiir die Berechnung der Ableitung wird die Matrix N\"(X|T) = Gy Ne_1 (X|T}) benétigt.
G, wurde oben schon berechnet, wie sieht nun Ny_;(X|7T}) aus?
Fiir diese gilt nach Definition:

N1 (X|Th) = [Nip1(2|T1) :i=0,...,n — 2,2 € X] € RI#X
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C Anhang - C.2 Ausfiihrliches Beispiel zur Ableitung eines Spline

In unserem Beispiel wollen wir sie wegen hoherer Genauigkeit im Intervall [0;2] diskret
alle 0.5 Punkte auswerten. Damit hat sie eine Dimension von 4 x 5 und folgende Gestalt:

Ni12(0) Ni2(0.5) Nio(1) Niao(1.5) Nyio(2)
N32(0) Ni2(0.5) Nya(l) Nao(1.5) Nio(2)

1 025 0 0

0 0.625 0.5 0.125
0 0.125 0.5 0.625
0 0 0 0.25

_— o O O

Nun kann N, ,5,1) durch Multiplikation G;Ny_1(X|T7) berechnet werden und es gilt:

-3 —0.75 0 0 0
3 —0.1875 —0.75 —0.1875 0
NY=10 075 0  —075 0
0 01875 —075 0.1875 -3
0 0 0 0.75 3

Abschlieflend berechnen sich die Koordinaten der Ableitung mittels
cN

wobei C' die Matrix der Kontrollpunkte ist also die Form

0 -2 —1 1 2
C_{01 232}

aufweist.
Die Ableitung des Spline hat somit folgende x- und y-Koordinaten:

) [-6 —01875 225 28125 3
Splincer = ONy _{3 1875 15 0375 -3
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C Anhang - C.3 Nachbau einer Evolventenverzahnung

C.3 Nachbau einer Evolventenverzahnung

Im Programm der Bachelorarbeit ist es weder moglich den Winkel, noch die Langen der
beiden Evolvententeilstiicke konkret einzugeben. Lediglich Modul, Ubersetzungsverhiltnis
und die Zéhnezahl lassen sich eingeben. Beim Winkel und der Lénge wird das Bild des
Plots als Anhaltspunkt fiir eine sinnvolle Evolventenverzahnung genommen. Die Nach-
bildung leichte Abweichungen enthalten.

Die Eingabedaten sind:
e Modul: 10
e Zihne Ritzel: 15
e Ubersetzungsverhiltnis: 3

Dies ist der Plot der Profillinien und die Zahnraddarstellung:

Abbildung C.1: Plot und Zahnraddarstellung der Evolventenverzahnung
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C Anhang - C.4 ,Teufel-Zahn“ - Eine weniger sinnvolle Verzahnung

C.4 , Teufel-Zahn“ - Eine weniger sinnvolle Verzahnung

Natiirlich ist es bei dieser Form der Zahngenerierung durch die gegebenen Freiheiten
nicht nur moglich, einen sinnvollen Kontaktweg, z.B. dhnlich dem einer Evolvente zu
erstellen, sondern allerhand Unsinn als Kontaktweg darzustellen.

Nachfolgend ist so ein Beispiel gegeben. Wie sieht wohl der Zahn eines Zahnrades aus,
dessen Kontaktweg einen Bogen macht, sozusagen zu einem x-Wert zwei y-Werte besitzt.
Anhand der Screenshots ist zu sehen, dass dies wohl eher keine geeignete Art der Ver-
zahnung wire. Die Eingaben sind fiir dieses Beispiel:

e Modul: 1
e Zihne Ritzel: 10
° Ubersetzungsverhéiltnis: 1

Der Kontaktweg ist wie folgt gezeichnet:

Abbildung C.2: Kontaktweg des , Teufel-Zahns*
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Daraus resultiert folgender Plot:

Abbildung C.3: Plot des ,, Teufel-Zahns*



C Anhang - C.4 ,Teufel-Zahn“ - Eine weniger sinnvolle Verzahnung

Und die Zéhne sehen wie folgt aus:

Abbildung C.4: Die , Teufel-Zéhne*

Man sieht woher der Name ,, Teufel-Zahn“ kommt und warum diese Verzahnung relativ
unsinnig ist. Die Zdhne laufen beim Ritzel im Zahnkopf so spitz zu, dass diese beim
Abrollen auf ein anderes Zahnrad einfach abbrechen wiirden, vertragen also keine Last.

Somit sieht man, dass man allerhand unsinnige Zahnrader erstellen kann, wenn man

dem Kontaktweg so viele Freiheiten gibt, wie es z.B. durch die Erstellung mit einem
Spline der Fall ist.
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