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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die digitale Bildverarbeitung nimmt immer mehr Einfluss auf die moderne Technik.
Sei es in der Robotik, bei der sich Maschinen mithilfe von Bildern orientieren und
zum Teil sogar bewegen konnen, oder sei es nur das Scannen von QR-Codes, die
Informationen in quadratischen Mustern speichern kénnen. Sowohl in diesen beiden
als auch in vielen weiteren Einsatzgebieten miissen Daten aus den Bilder verwendet
und verarbeitet werden. Daher ist es nicht verwunderlich, dass auch die Medizin-
technik von der digitalen Bildverarbeitung profitiert. Speziell in der Kardiologie sind
préazise Diagnosen von grofier Bedeutung.

Dazu muss man wissen: Der Blutkreislauf ist eines der wichtigsten Systeme des
menschlichen Korpers und hat die Aufgabe alle Zellen und Organe mit Sauerstoff
und Nahrstoffen zu versorgen. Um alle Korperzellen zu erreichen, verzweigt sich die
sogenannte Hauptschlagader zu kleineren abspreizenden Asten, die sich wiederum
in kleinere verzweigen. Es dhnelt einer Baum- oder Wurzelstruktur. Im Laufe die-
ser Arbeit ist hdufig von einer Tubularstruktur oder tubuldaren Struktur die Rede,
welches als Synonym fiir solche gefédlartigen oder verwurzelten Strukturen steht.
Das Netz aus kleinsten Verzweigungen - den sogenannten Blutgefédfien - nennt man
Kapillarnetz. Doch wie nahezu jeder Korperbestandteil konnen auch die Blutgefafle
erkranken. Im Jahr 2019 starben laut statistischem Bundesamt 331 211 Menschen
an Kreislauferkrankungen. Das ist ein Gesamtanteil von mehr als 35% der Todesfélle
in Deutschland in diesem Jahr (Anzahl aller Todesfélle: 939 520).

Ein Arzt muss die kleinsten Verdanderungen in den teilweise winzigen Blutgefifien
erkennen konnen. Fiir Diagnosen ist es notwendig die Blutgefafistrukturen in opti-
maler Art und Weise darzustellen. Mithilfe einer Angiografie konnen die Blutgefifie
des menschlichen Koérpers abgebildet werden. Dabei wird dem Patienten zunéchst
ein Kontrastmittel injiziert. Bei der Angiografie gibt es verschiedene Verfahren. Zum
einen kann man auf das klassische Rontgen zurtickgreifen. Hier erhalt man iiblicher-
weise 2D-Aufnahmen der zu untersuchenden Stelle. Meist wird dieses Verfahren zur
Erkennung von Gefiflverengungen eingesetzt. Eine weitere Methode ist die Abbil-
dung mithilfe von Computertomografen. Dort kann man auf 3D-Aufnahmen zuriick-
greifen (vgl. [1]).

1.2 Problemstellung

Sowohl bei 2D-Aufnahmen als auch im Dreidimensionalen kommt man schnell zu
der Erkenntnis, dass die Blutgefdale nicht einwandfrei abgelichtet werden. Dieser
Thematik hat sich Alejandro F. Frangi in seinem insgesamt vierkopfigen Team im
Jahre 1998 gewidmet. In ihrem gemeinsamen Dokument ,Multiscale vessel enhan-
cement filtering“, auf welchem diese Arbeit iiberwiegend basiert, stellen sie fest,
dass die Hauptnachteile dieser Projektionen, das Uberlappen mit nicht gefiBartigen
Strukturen ist. AuBerdem sind die kleinen Gefdfie mit geringem Kontrast schwer
erkennbar.

Dieses Problem 16st der Frangi-Filter. Die Geféflstrukturen sollen durch eine Ge-
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faBlsegmentierung verbessert werden. Dabei verstirken sie die kleinen Geféfle und
reduzieren die Uberlappung von Organen in den Bildern. Die Segmentierung des
Geféaflbaums soll die Darstellung dann erleichtern. Aulerdem kénnen nun Messun-
gen auf den Gefafiprojektionen durchgefithrt werden (vgl. [2]).

1.3 Zielsetzung

Das Ziel dieser Forschung ist es, einen Einblick zu gewinnen, wie der Filter, den
Frangi entwickelt hat, im Detail funktioniert. Dafiir werden mathematische Kon-
zepte eingefithrt, die man zur Anwendung benétigt. Die Vor- und Nachteile in der
Ausfithrung des Filters sollen anhand von anschaulichen Beispielen analysiert und
verstanden werden. Des Weiteren soll erlautert werden, welche Moglichkeiten und
Ansétze existieren, den Filter zu optimieren.

Am Ende dieser Bachelorarbeit sollten die vier Schritte des Frangi-Filters in aller
Ausfiihrlichkeit verstanden werden. Um dieses Resultat zu erreichen, ist das Ver-
stehen von mathematischen Grundkonzepten — wie das Prinzip von Eigenwerten,
Normen und Bildverarbeitungswerkzeugen — von Noten. Aulerdem soll gezeigt sein,
auf welchen Objekten der Filter gut und auf welchen er weniger gut funktioniert.
Mithilfe einer vollstandigen Implementierung des Konzeptes von Frangi soll die Um-
setzung in ein funktionierendes System verdeutlicht werden.

1.4 Aufbau der Arbeit

Um diese Aspekte zu erreichen, ist diese Arbeit wie folgt aufgebaut: In Kapitel [2 wird
iiber die Grundlagen des Frangi-Filters gesprochen. Es werden einige Konstrukte de-
finiert, Sdtze und Lemmata vorgestellt und manche davon bewiesen. Dieses Kapitel
ist in zwei Unterabschnitte gegliedert. Im ersten Teil (Kapitel werden die ma-
thematischen Grundlagen, wie z.B. Eigenschaften von Matrizen, Eigenwerte und
Normen, behandelt. Im zweiten Teil werden bildverarbeitungsspezifische Defini-
tionen, wie z.B. die Faltung, angeschnitten. Das nachste Kapitel |3|ist das Wichtigste
dieser Arbeit. Dort wird die Funktionsweise des Frangi-Filters unter Miteinbezug des
vorangegangenen Abschnitts ausfithrlich erlautert. Nach einem kurzen Einfithrungs-
abschnitt zielt der folgende Teil auf die Bestimmung der Hesse-Matrix eines
Bildes/Volumens ab. Im Anschluss (Kap. werden die Eigenwerte der Hesse-
Matrix analysiert. Unterabschnitt verwendet diese Eigenwerte anschliefend und
fasst diese zur Vesselness-Funktion von Frangi zusammen. Da sich die Berechnung
dieser Werte im Dreidimensionalen vom Zweidimensionalen unterscheidet, wird in
diesem Kapitel auf beide Moglichkeiten eingegangen. Im letzten Unterkapitel dieses
Teils |3.5| wird der neue Pixel- bzw. Voxelwert berechnet. Die darauffolgende Sektion
soll dann Verbesserungsmoglichkeiten und Alternativen zum Frangi-Filter darstel-
len. Neben dem Frangi-Net (Kap. soll auch der Ansatz zur Unterscheidung von
Atemwegs- und GeféBstrukturen (Kap. [4.2)) erlautert werden. Anschlieflend wird in
Kapitel o meine Implementierung in Ausschnitten und anhand von Beispielen erlau-
tert. Dieses gliedert sich wieder in die 2D- und 3D-Variante auf. Der vollstandige
Quelltext befindet sich im Anhang[8] Kapitel [ analysiert nun die Implementierung
mit verschiedenen Eingabeparametern (Abschnitt und fithrt Experimente mit
unterschiedlichen Mustern (Abschnitt durch, um die Stérken und Schwéchen
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des Filters zu erforschen. Letztendlich werden in Abschnitt [1 die wesentlichsten Er-
kenntnisse auf den Punkt gebracht.

2 Grundlagen

2.1 Mathematische Grundlagen

In den folgenden Abschnitten werden einige Definitionen, Lemmata und Satze vorge-
stellt. Vorab ist zu erwahnen, dass viele davon aus Komplexitétsgriinden im Vergleich
zu den Originaldefinitionen leicht angepasst wurden. Um mathematische Grundge-
riiste wie zum Beispiel einen Kdrper nicht definieren zu miissen, wurden alle mathe-
matischen Hilfsmittel auf den Koérper der reellen Zahlen spezifiziert, obwohl diese im
Wesentlichen viel allgemeiner gelten wiirden. Fiir diese Arbeit wird lediglich diese
Spezifikation bendtigt.

2.1.1 Matrizen und Eigenwerte

Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung der Eigenwerte von quadratischen Matri-
zen. Dafiir miissen zunachst einige mathematische Grundkonzepte definiert werden,
unter anderem der Begriff des R-Vektorraums.

Definition 2.1 (R-Vektorraum):
Eine Menge V' zusammen mit einer inneren Verkniipfung

+:VxV oV (nw—ov+w (1)
und einer dufleren Verkniipfung

G RXV V(A w)— A w

~—
O
~—

heifit R-Vektorraum, wenn Vv, w,u € V und A, p € R gilt:

Kommutativitat: v+w=w+v (3a)
Assoziativitdt bzgl. +: v+ (w4u)=(v+w)+u (3b)
FEzistenz des neutr. Elements bzgl. +:  3F0 €V mitv+0=v (3¢)
FEzxistenz des negativen Inversen: d—veVmitv+ (—v)=0 (3d)
Distributivitdt I: A+p)-v=MNv)+ (u-v) (3e)
Distributivitat II: A (v+w)=Nv)+ (A w) (3f)
Assoziativitat bzgl. -: (M) v =X (p-v) (3g)
Existenz des neutr. Elements bzgl. -: l-v=v (3h)

Im Folgenden sei V stets ein R-Vektorraum. Ein weiterer Begriff, der im Laufe
der Arbeit noch mehrmals benotigt wird, ist die Matrix.

Definition 2.2 (Matrix):
Eine Tabelle mit Zahlen aus m Zeilen und n Spalten nennt man eine Matrix vom
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Typ m x n. Sei A € R™*", dann gilt:

ai; a1 ... Qip

A a1 929 ... dA9pn
= (aij>1§i§m,1§j§n - : S : (4)

m1 Am2 ... G2q

Diese Definition reicht fiir unsere Zwecke. In der Realitéit hat eine Matrix weitaus
mehr Semantiken, die wir aber an dieser Stelle nicht bendtigen und somit ignorieren.
Ein wichtiges Beispiel fiir eine Matrix ist die Einheitsmatrix. Diese ist so definiert:

Beispiel 2.3 (Einheitsmatrix):
Sei I,, € R™™. Dann heif3t I,, Finheitsmatriz, wenn gilt

1 -+ 0
In = : .o
0 --- 1

Eine weitere Definition, die wir im spateren Verlauf dieser Arbeit noch mehrmals
benotigen, ist eine transponierte Matrix.

Definition 2.4 (transponierte Matrix):
Sei A € R™*™ eine reelle Matrix. Wir bezeichnen AT € R™™ als die transponierte

Matriz zu A, wenn gilt: (i), <;cpm1<jcn = (@5i)1<icm1<j<n

Beispiel 2.5:

. . . (1 2. + (1 3
Die Transponierte Matrix von A = (3 4> ist A = (2 4).

Dartiber hinaus wird im weiteren Verlauf der Arbeit die Definition einer normalen
Matrix benotigt, welche im Reellen wie folgt bezeichnet werden kann.

Definition 2.6 (normale Matrix in R):
Eine reelle Matrix A € R™ " heifit normal, wenn gilt AT -A=A- AT

Definition 2.7 (Spur einer Matrix):
Die Spur einer Matrix A € R™" ist die Summe aller Diagonaleintrage.

n
spur A = E @i
i=1

Um uns der Berechnung von Eigenwerten einer Matrix zu nahern, miissen wir
uns zunédchst mit der Determinante einer Matrix beschéaftigen.

Definition 2.8 (Determinante):

Sei A € R™™ und sei Aj; € R"D*(=1 diejenige Matrix, die durch Streichen der
j-ten Spalte und i-ten Zeile aus A hervorgeht. Die Determinante ist dann so definiert:

) an n=1
det A := { 2?11(_1)i+1 Caij - det A;j n>2 (5>
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Auch hier gilt: Die Determinante einer Matrix hat weitaus mehr Semantiken und
auch Berechnungsmoglichkeiten als hier vorgestellt. Obige Definition reicht aller-
dings fiir unsere Zwecke. Um die Berechnung dieser rekursiven Definition zu verste-
hen, sollten wir uns die Determinanten von 2 x 2- und 3 x 3- Matrizen im Allgemeinen
ansehen, da diese iberwiegend im Laufe dieser Arbeit vorkommen.

Beispiel 2.9:

1. n=

Sei A= (¢ b . Dann gilt fiir det A:
c d

det A = det (ﬁ b> —qa-detd—b-dete=ad— be

d
2.n=3
a b c
Sei B=[d e f].Dann gilt fir det B:

g h 1

a b c

det B=det |d e f

g h 1

:a-det<z ];)—d-det(z j)-l—g-det(g ;)

=a-(et —hf)—d-(bi—hc)+g-(bf —ec)
=aei + bfg+ cdh — ceg — bdi — afh

Langsam nédhern wir uns dem Begriff des charakteristischen Polynoms, das we-
sentlich fiir die Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix ist. Vorerst definieren wir
aber das Polynom.

Definition 2.10 (Polynome):
Sei n € N und seien a; € R fiir 0 < i < n. Ein Polynom ist ein Term der Form:

n
E a;z"
i=0

Dabei heifit n der Grad des Polynoms.

Da nun geklart ist, was ein Polynom ist, kann man nun auch das charakteristische
Polynom definieren.

Definition 2.11 (charakteristisches Polynom):
Sei A € R™*™. Das charakteristische Polynom x4 ist definiert als:

Xa(A) =det (M-I, — A)

Dabei ist I, die Einheitsmatrix, die aus Beispiel [2.3] bekannt ist.
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Des Ofteren wurden bereits Eigenwerte erwahnt. Jetzt ist es an der Zeit diese zu
definieren.

Definition 2.12 (Eigenwerte und Eigenvektoren):
Sei A € R™" und V ein R-Vektorraum. A € R heifit Figenwert, wenn ein 0 # v € V
existiert, sodass

A-v=XAv
gilt. Jedes vom Nullvektor verschiedene v € V' heifit Figenvektor von A.

Aber wie bestimmt man Eigenwerte? Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine
einfache Moglichkeit wird mit dem folgenden ersten Satz dieses Kapitels erlautert.

Satz 2.13:
Sei A € R™™. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 sind die Eigen-
werte von A.

Beweis. Ein ausfithrlicher Beweis findet sich in [3]. O
Definition 2.14:

Sei A € R™". Dann ist A eine obere Dreiecksmatriz, wenn sie von folgender Form
ist:

ayy - e au,
A — 0 axp - az
0 . 0 a.

A heiflt strikt, wenn gilt: aiq, -+, ap, = 0.

Bemerkung 2.15:
Sei A € R™*" eine obere Dreiecksmatrix, dann sind die Eigenwerte die Eintrage der
Hauptdiagonalen.

Beispiel 2.16:

o (12 -
SelA—(4 3>.Dann gilt:

Xa(A) =det (A I, — A)
=A=1)(A=3) = (—4)(-2) =\ -4\ +3-38
=N -4 -5=A+1)(\-5)
Somit sind A\; = —1 und Ay = 5 die Eigenwerte von A.
Im néchsten Unterabschnitt beschaftigen wir uns mit der Bestimmung der

Hessematrix. Dafiir miissen wir wissen, was eine symmetrische Matrix ist.

Definition 2.17 (symmetrische Matrix):
Eine Matrix A € R™*™ heifit symmetrisch, wenn gilt:

A=AT
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Ein wichtiger Satz, der fiir symmetrische reelle Matrizen gilt und den wir spéter
noch brauchen werden, folgt hier.

Satz 2.18:
Symmetrische reelle Matrizen haben reelle Eigenwerte.

Beweis. In [4] wird dieser Satz (dort als Lemma) ausfithrlich bewiesen. O

Diese Definitionen, Beispiele und Satze benétigen wir nun zur Bestimmung der
Hesse-Matrix einer Funktion. Diese Matrix ist von entscheidender Bedeutung bei der
Implementierung/Anwendung des Frangi-Filters. Deshalb wurden obige Definitionen
eingefiihrt.

2.1.2 Hesse-Matrix

In diesem Unterabschnitt werden Definitionen wie zum Beispiel Ableitungsregeln,
Stetigkeit und Differenzierbarkeit als bekannt vorausgesetzt. Da beim Frangi-Filter
die Hesse-Matrix eines jeden Pixels/Voxels bestimmt werden muss, ist es zunéichst
von grofler Bedeutung die Definition der Hesse-Matrix zu kennen.

Vorstufe der Hesse-Matrix ist der Gradient.

Definition 2.19 (Gradient):
Sei f: R" — R eine partiell differenzierbare Funktion. Dann ist der Vektor

(22

_7 ceey
01 oz,

der Gradient der Funktion f.

Der Gradient ist also die erste Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion.
Aber wie sieht es mit der zweiten Ableitung aus? Dafiir gibt es die Hesse-Matrix.

Definition 2.20 (Hesse-Matrix):
Sei f: R" — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die Matrix

orf ... 9

02x2 0%2xp 11

0’f ... 9
02zx12n 0%x2

die sogenannte Hesse-Matriz.

Eine wichtige Eigenschaft der Hesse-Matrix ist in dieser Bemerkung formuliert.

Bemerkung 2.21:
Die Hesse-Matrix ist symmetrisch.

Beispiel 2.22 (mehrdimensionale Gaufiverteilung):

Die mehrdimensionale GaufSverteilung oder auch multivariate Normalverteilung ist
fiir ein Skalar s mit Dimension D so definiert:

1 [E[E
GD(Q?,S) = ﬁ - exp (—?22
V 4TS
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Betrachten wir zunéchst die 2-dimensionale Gaufiverteilung. Diese ist in Abbildung
graphisch fiir den Parameter s = 1 abgebildet. Der Gradient dieser Funktion lautet

Abbildung 1: Graph der 2-Dimensionalen Gaufverteilung

nun So:
2,2
oz _ xitag
2rst OXP 252 1 T 1’% + I%
VGa(,5) = w3 a3 | T T opst \my ) TP\ T T 2s2
T st XP | T2 2

Analog kann man zur Bestimmung der Hesse-Matrix vorgehen. Die Hesse-Matrix
lautet dann so:

1 2 2 2, 2
HGy(x, s) = s $1x22 } exp (—xl * $2)

2
2750 T1Ty TG — S 252

Bei der 3-Dimensionalen Gaufiverteilung gilt gleiches Vorgehen. Das Bestimmen des
Gradienten kann tibersprungen werden. Die Hesse-Matrix sieht so aus:

2 2
2 —s*  rz T1T
1 1 SR 143 22 + 22 + 22
HGs(z,s) =——=— | @22 25 —5" ao13 |exp|-——F—F5—
V8- 387 2 2 2s

13 ToT3 X3 — S

Diese Erkenntnis aus dem Beispiel benotigen wir im weiteren Verlauf der Arbeit,
wenn wir die Ableitung eines Bildpunktes nach Frangi bestimmen.
Eine weitere mathematische Grundkenntnis, die wir benotigen um den Frangi-Filter
zu erklaren, ist das Konzept der Normen.

2.1.3 Normen

Im letzten Anwendungsschritt des Frangi-Filters wird die Frobenius-Norm der Hesse-
Matrix benétigt. Diese ist nach Frangi |2] gleich der euklidischen Norm der Eigen-
werte. Dies soll im folgenden Abschnitt bewiesen werden. Da der Begriff Norm oft
mit der Definition des Skalarprodukts einhergeht, kommt diese hier zuvor.

Definition 2.23 (Skalarprodukt):
Sei V' ein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung V' x V' — R, dass
gilt:

12



1. Bilinearitat: Vz,y,z € V,r,s € R gilt:

(re+ sy, z) =r{x,z) + s{y, z) und (z,ry + sz) = r(z,y) + s(zz)

2. Symmetrie: Vo,y € V gilt: (z,y) = (y,x)
3. Positive Definitheit: Vax € V' gilt:

(x,z) > 0und (r,z) =0 x =0

Definition 2.24 (Orthogonalitédt und Orthonormalitat):

1. Zwei Vektoren v,w € V stehen orthogonal zueinander, wenn gilt: (v, w) = 0

2. Eine Matrix A € R™" heifit orthogonal, wenn sowohl die n Spaltenvektoren,
als auch die n Zeilenvektoren alle orthogonal zueinander stehen.
Insbesondere gilt:

AT A=, und A- A" =1,

3. Ist eine Matrix A € R™™" orthogonal und es gilt fiir alle n Spalten-, bzw.
Zeilenvektoren ||x|| = 1, dann heifit A orthonormal oder unitér.

Nachdem nun das Skalarprodukt und die Orthogonalitéit erlautert worden sind,
kann man nun definieren, was man unter einer Norm verstehen darf.

Definition 2.25 (Norm):
Sei V ein Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||-|| : V — R{, so dass
fir alle z,y € V und alle A € R gilt (vgl. [5]):

L ||lz]| > 0und ||z]|=0<2=0
2. [|Azfl = [A[- [l|
3. [l +yll < flzll +

Bemerkung 2.26:
Es gelten folgende Zusammenhange:

(a) [lz]l = v/{z, )
(b) [x,y)| < |lz| - |lyll (Cauchy-Schwarz, Beweis findet sich in [6])

Eine wichtige Norm, die wir brauchen werden, ist die 2-Norm.

Definition 2.27 (2-Norm/Euklidische Norm):
Die 2-Norm oder auch Euklidische Norm ist definiert durch:

{5+ R" = R mit [z, :=

13



Lemma 2.28:
Die 2-Norm ist eine Norm.

Beweis. Es gentigt die Normeigenschaften zu iiberprifen. Sei dazu z,y € V und
AeR

L. ||z, > 0und |z][,=0<2=0

n
x|, = a?= [al +-+ 22 >0
]l Z J 1 2

= >0 >0
und

=04 2,70,... 0, =0 2] + 25+ +22 =0

s yfaitadt o tat =08 |z, =0

2. [|azlly = A - [l

IAzll, = VOx1)2 + -+ (\a,)? = \/Az(xf bt a2)
= [Ay/zi + -+ a2k = A 7],

3 Mz +ylly < [l + [lyll,

n

lz+yll; =D (zi+ )

i=1

SDIIEE YRS
i=1 i=1 i=1
< |2+ 2 ||z + ;
6@H I 1]l [1yll, + Tyl

= (l=ll, + llyll,)?

= llz+ylly < llzll, +[lyll,

]

Nachdem wir nun wissen, dass die 2-Norm eine Norm ist, konnen wir selbes
Vorgehen bei der Frobenius-Norm anwenden. Aber zunédchst zur Definition:

Definition 2.29 (Frobenius-Norm):
Sei A eine n x m-Matrix. Dann ist die Frobenius-Norm definiert als:

Il - R*™ = Romit [ Al :=

Bemerkung 2.30:
Es lassen sich folgende Beziehungen erkennen:

14



(a) Sei A € R™*". Dann besitzt A m verschiedene Spaltenvektoren ay, ..., a,, mit

;1

a=1+: |,ie{l,..,m}.
Aim

Dann gilt:

1Az = 1[lally s s llamll)ll

(b) Sei A € R™*". Dann gilt: ||A| = /spur(ATA) (Leicht nachzurechnen)

Lemma 2.31:
Die Frobenius-Norm ist eine Norm.

Bewets. Der Beweis geht analog zu Lemma [2.28 0

Zunéchst miissen wir an dieser Stelle noch eine kleine Bemerkung anfithren, die
in [6] als Korollar zu finden ist.

Bemerkung 2.32:
Ist A € R™*™ eine symmetrische Matrix, so gibt es eine orthogonale Matrix S, sodass
fiir )\17 ceey >\n eR gllt

AN - 0
STAS=1|0o . o0
0 - A\,
Beweis. Ein Beweis findet sich in [6]. O

Nachdem wir die 2-Norm und Frobenius-Norm behandelt haben, gelangen wir
nun zum entscheidenden Satz dieses Abschnittes.

Satz 2.33:
Sei A € R™" normal mit den Eigenwerten Aq,..., A\, und sei A = (\q,...,\,) der
Vektor der Eigenwerte von A. Dann gilt:

1Az = [IAll (6)

Beweis. Nach Bemerkung [(b)] gilt:

[A]lp = v/spur (AT A)

Sei nun S eine unitire Matrix und T eine obere Dreieckmatrix, sodass A = ST-T-S
gilt, dann folgt:

Vspur (ATA) = /spur ((S-T-ST)T-(S-T-ST))
= /spur (S-TT-ST-S-T-ST)=+/spur(S-TT-T-S7)
= Vspur (T'T-T) = [T
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Sei N die strikt obere Dreiecksmatrix von 7" und A die Eintrage der Hauptdiagonale,

dann gilt:
1T =/ IAIE + IV IR

Da A normal war, gilt, dass T nur aus Eintragen der Hauptdiagonale besteht, wo-
durch folgt: N besteht nur aus Nullen. Nach Bemerkung gilt, dass bei oberen
Dreicksmatrizen, die Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen stehen. Schlussendlich gilt

dann:
1T = IAIE + INIF = I = AR = 1Al

O]

Kurz wird in Frangi’s Dokument [2] auch auf die geometrische Bedeutung der
Gleichungen eingegangen.

2.1.4 Ellipsoid

Dafiir definieren wir uns einen Ellipsoiden.

Definition 2.34 (Ellipsoid):
Ein Ellipsoid ist der Rotationskoérper einer Ellipse um ihre Hauptachse.

Bemerkung 2.35 (Eigenschaften von Ellipsen und Ellipsoiden):
Seien x,y,z € RT.

o Die Fléche einer Ellipse, die von x und y aufgespannt wird, lasst sich mit der
Formel A = 7 - x - y berechnen.

» Das Volumen eines Ellipsoiden, der von x, y und z aufgespannt wird, lasst sich

mit der Formel V' = %71’ - x -1y - 2 berechnen.

o Gelte |z| > |y| > |z|. Spannen z, y und z einen Ellipsoiden auf, so ist die
grofite Querschnittsfliche eine Ellipse mit den Achsen z und y.

Nachdem die wichtigsten mathematischen Grundlagen behandelt wurden, miis-
sen wir uns auch noch bildverarbeitungsspezifischen Grundlagen beschéftigen.

2.2 Bildverarbeitung

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir den Frangi-Filter auf zwei- und drei-
dimensionalen Bildern anwenden. Dafiir sollten wir zunéchst klaren, was man unter
einem Bild versteht.

Definition 2.36 (2-Dimensionales Bild):

Ein 2-Dimensionales Bild ist ein Array aus Pixelelementen, das mit diskreten Farb-
werten gefiillt ist. Bei Farbbildern bestehen diese Pixel aus einem 3-Tupel, welche
die RGB-Farbwerte beinhalten. In Graustufenbildern reicht ein einziger Farbwert.

Die Definition eines 3-Dimensionalen Bildes lautet ahnlich.
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Definition 2.37 (3-Dimensionales Bild):

Ein 3-Dimensionales Bild ist ein Array aus Voxelelementen (Voxel sind 3-dimensionale
Pixel), das ebenfalls mit diskreten Farbwerten belegt ist. Ein Synonym, das im Laufe
dieser Arbeit verwendet wird, ist das Volumen.

Viele Definitionen fiir diesen Unterabschnitt benétigen wir nicht. Einzig sollten
wir den Begriff der Faltung aus ein-, zwei- und dreidimensionaler Sichtweise definie-
ren.

Definition 2.38 (Faltung):

o Sei f,g € {(R), dann ist die Faltung so definiert:
* E(R) x ((R) — ((R)

(f*g)(x fo—

k=—o00

e Sei f € ((R?) und f,g € ((R?), dann ist die 2-dimensionale Faltung so
definiert:

: E(RQ) X z(naa?) — ((R?)
(f % 9)(x,y) Z Z fle—k,y—5)g(k, 5)

k=—00 j=—00

o Sei f € {(R?) und g € ((R?), dann ist die 3-dimensionale Faltung so definiert:
* E(R?’) X E(R3) — ((R?)
(f*9)(z,y,2 Z Z Zf:c—ky j,z = 1)g(k, j,4)
k=—00 j=—00 i=—00

Beispiel 2.39:
Wir betrachten die 2-Dimensionale Faltung. Seien dazu

f.9 € ((R2) mit f = ((1) ;),g: (2 ?)

Dann gilt:
(f*9)(1,1)=1-7T+2-6+0-5+3-4 =31
(fxg)(1,2)=2-T+3-5 =29
(f*9)(2,1)=0-7T+3-6 =18
(% 9)(2.2) =37 21
Somit gilt:

Frg (3129
9= {18 21

Nachdem wir alle Grundlagen behandelt haben, kénnen wir uns nun mit der
eigentlichen Funktionsweise des Frangi-Filters beschéftigen.
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3 Funktionsweise des Frangi-Filters

Im Folgenden wird zunachst auf die Funktionsweise des Frangi-Filters eingegangen.
[2] Nach einem kurzen Einfiihrungsabschnitt, werden die einzelnen Schritte des Fil-
ters ausfiihrlich erlautert.

3.1 Einfiihrung

Fir die Erklarung des Filters werden zunéchst einige Variablen definiert. Im Fol-
genden ist stets

e D die Dimension des zu untersuchenden Objekts. In unserem Fall gilt
D € {2,3}.

e Lp ein D-Dimensionales Bild.

o 1z ein D-Dimensionales Tupel mit = (21, ...,zp).

o Lp(z) der Pixel-/Voxelwert am Punkt = des Bildes/Volumens Lp.
e s € N ein beliebiges positives Skalar.

o 7 ein Parameter fiir normalisierte Ableitungen eines Bildes (mehr dazu in
Unterabschnitt [3.5]).

Nachdem einige Parameter nun definiert wurden, kénnen wir uns mit der Funkti-
onsabfolge des Filters beschaftigen. Die Anwendung des Frangi-Filters kann man
grundsatzlich in vier Schritte einteilen.

Schritt 1: Zweifache Ableitung des Bildes

Schritt 2: Kigenwertanalyse

Schritt 3: Anwendung der Vesselness-Funktion von Frangi

Schritt 4: Berechnung des neuen Pixel-/Voxelwertes

In den folgenden Abschnitten werden nun diese Schritte sukzessive aufgegriffen und
ausfiihrlichst erlautert.

3.2 Bestimmung der Hesse-Matrix eines Bildes/Volumens

Das Hauptziel des Frangi-Filters ist das Suchen von geometrischen Strukturen in
verzweigten Gefafibildern, die als Rohrenform erkannt werden. Da in diesen Bildern
die Gefafle unterschiedliche Groéfen haben, fiihrt Frangi ein Skalar s ein, das inner-
halb eines bestimmten Intervalls variiert. Die genaue Bedeutung wird in Abschnitt
3.5 erklart. Um diese geometrischen Strukturen zu erkennen, schlagt er vor die lo-
kalen Anderungen an allen Punkten zweiter Ordnung zu betrachten. Dabei definiert
er die partielle Ableitung eines Bildes unter Betrachtung des Skalars s wie folgt:

d y 0
%LD(%S) =87 Lp(x) * %GD($,8> (7)

18



2D 3D

A1 Ao A1 Ao | A3 Geometr. Struktur

R |R | R |R | R | Rauschen/undefiniert
N | N | H | helle Ebenenstruktur
N | N | H" | dunkle Ebenenstruktur

N H= |\ N | H | H | helle Tubularstruktur

N |HT| N | H" | H" | dunkle Tubularstruktur

H= | H- | H | H | H | helle Kugelstruktur

H* | H" | H" | H" | H" | dunkle Kugelstruktur

Tabelle 1: Auflistung moglicher Eigenwertzusammensetzungen der 2- und 3-
Dimensionalen Hesse-Matrix und deren semantische Bedeutung. (vgl. [2])
(H=hoch, N = niedrig, R = Rauschen, +/- = Vorzeichen des Eigenwertes.)

Dies impliziert, was auch [7], [8] und [9] belegen, dass die zweite partielle Ableitung
gleichermaflen definiert ist:

iLD(x, s):=s"-Lp(x)

0
52 G(z,s) (8)

" 0x?
(vel. [2]). Dabei ist Gp(x,s) die D-dimensionale GauBverteilung, bekannt aus Bei-

spiel Konkret sind die Formeln dann fiir die zwei- und dreidimensionale Gauf3-
verteilung in [Oa] und [9b] gegeben.

1 113 1 i + 25
G = . - — : - 9
2($7 S) ’_271-822 eXp ( 282 27T82 eXp 282 ( a)

1 2 1 2 2 2
Gy(z,5) = ——exp | — Hx“22 _ S -exp _w (9b)
A /271'52 2s A /27TS2 2s

Zur Bestimmung der fiir den Filter notigen Hesse-Matrix benétigt man also die
Hesse-Matrix der zwei- bzw. dreidimensionalen Gaufiverteilung. Diese sieht nach

Beispiel folgendermaflen aus:

2 .2
Iy — S8 122 2+
He, (z,5) = : ! ex <—¥ 10a
Gz( ) ) 2756 T1To :L’% g2 p 252 ( )
ZE% — 82 T1T9 13
1 2 _ 2 aftadtad
Hey(x,8) = == | %2 23— o3 | exp <_T> (10b)
13 ToT3 l‘% — 82

Um die endgiiltige zweite Ableitung des Bildes Lp zu berechnen, ist nun eine Faltung
(Definition von Néten. Dazu nimmt man jeden Matrixeintrag von Hg, (2, s)
und faltet diesen mit Lp(z). Zu guter Letzt multipliziert man das Resultat der
Faltung mit s7. Dieses Ergebnis ist nun die finale Hesse-Matrix am Punkt x.

3.3 Eigenwertanalyse der Hesse-Matrix

Sei im Folgenden Hp(x,s) die berechnete zweite Ableitung des Bildes L. Die Idee
hinter der Analyse der zweiten Ableitungsmatrix ist die Hauptrichtungen zu extra-
hieren. Dort soll die lokale Struktur zweiter Ordnung des Bildes im Intervall (—s, s)
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zerlegt werden. Mithilfe der Eigenwerte von Hp(x, s) werden die grundlegenden Rich-
tungen, in die das Bild zersetzt werden kann, extrahiert. Dies hat den Vorteil, dass
nicht mehrere verschiedene Filter fiir unterschiedliche Richtungen angewandt wer-
den miissen. (vgl. [2])

Die folgenden Angaben beziehen sich zunéchst auf das Dreidimensionale. Im An-
schluss wird auf das 2-Dimensionale eingegangen. Da die 3D-Hessematrix eine 3 x 3-
Matrix ist, besitzt diese somit drei Eigenwerte. Sei dazu folgende Relation dieser

Eigenwerte gegeben:
[Ar] < [Aa] <[] (11)

Uber die Eigenwerte von Hp(z,s) lassen sich einige semantische Zusammenhinge
herauslesen. Tabelle|1| zeigt eine Auflistung moglicher Eigenwertverhéltnisse und de-
rer Bedeutungen.

Unter Berticksichtigung von Gleichung gilt grundsatzlich: Sind die Eigenwerte
< 0, so handelt es sich um eine hellere Struktur. Analog gilt bei Eigenwerten > 0,
dass es sich um eine dunklere Struktur handelt.

Haben alle drei Eigenwerte die gleichen Vorzeichen und einen hohen Absolutbetrag,
so handelt es sich um eine kugelférmige Struktur. Sind die ersten beiden niedrig und
einer im Absolutbetrag hoch, dann handelt es sich um eine plattenartige Struktur.
Fiir den letzten Fall, bei dem ein Wert nahe null liegt und die anderen beiden sich
annahernd im Vorzeichen und Wert gleich sind, handelt es sich nach Frangi um eine
ideale Geféfistruktur. Dabei gelten mathematisch betrachtet folgende Relationen:

A = 0 (12)
A < g (13)
)\2 ~ )\3 (14>

Es existieren auch Kombinationen von Eigenwerten, die zu keinen der zuvor behan-
delten Mustern passt. Diese sind dann in der ersten Zeile der Tabelle einzuordnen,
welche als ,,Rauschen® bezeichnet werden und fiir spéatere Berechnungen von gerin-
ger Bedeutung sind.

Unter Verwendung von Gleichungen [12] und [14] werden nun im Folgenden Ver-
héltnisse definiert, die in der Definition der Vesselness-Funktion gebraucht werden.

Dafiir betrachten wir die Situation geometrisch. In dieser Sichtweise spannen im Fol-
genden |A1], [A2| und |As| einen Ellipsoiden auf. Sei V' das Volumen des Ellipsoiden,
A dessen grofite Querschnittsfliche und L die langste Halbachse. Nach Abschnitt
gelten folgende Voraussetzungen:

4
A = |/\2>\3|7T (16>

Aufgrund von Gleichung [11] werden fiir Gleichung [16| As und A3 verwendet, da nach
Bemerkung die grofite mogliche Querschnittsflache diejenige Ellipse ist, die von
Ay und A3 aufgespannt wird.
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Frangi setzt nun V', A und L in Relationen und setzt dabei die geometrische Be-
trachtung gleich der berechneten Eigenwerte.

3V
A
o _ ’ 1’ (17)

3/7\/!&—&;

In der nachsten Rechnung wird die Gleichheit der geometrischen Definition und der
Definition mithilfe der Eigenwerte gezeigt.

A2A3 |A1A2A3

,3/ A2 / |A2,\3\n VARTE

Al - P\z)\g M

~ Dol sl el

Diese Gleichung dient zur Unterscheidung zwischen einer kugelartigen 3D- und einer
platten 2D-Struktur (vgl. [2]). Wie Tabelle (1] zeigt, gilt fiir eine ideale kugelartige
Struktur A\ = Ay = A3 > 0. Berechnet man den Wert von Ry fiir beide Mustertypen,
so stellt sich heraus, dass im Falle einer perfekten Kugelstruktur gilt:

LS N 5T N P N1 I V5]

R: = = =
’ VIRl VMM VA2 A

Analog zeigt Tabelle [1| auch, dass bei einer platten- oder linienartige 2D-Struktur
die Eigenschaft A\; = 0, Ay € [0, A3], A3 > 0 gilt. Nun folgt fiir die Relation Rg:

=1

M0

Vel Ve

Kritisch ist hierbei der Fall Ay = 0 gilt. Dann ist rein mathematisch gesehen das
Ergebnis dieser Formel nicht definiert. Im Hinblick auf die Implementierung kann
aber in diesem Fall g := 0 angenommen werden. Dort wird im Falle von Ay = 0
Ay = eps gesetzt, um Division durch 0 zu vermeiden. Frangi selbst ignoriert diesen
Fall in seinem Dokument [2] mehr oder weniger. Nach ihm gilt immer Rg € [0, 1]
wegen Gleichung |11/ und den Absolutbetragen in der Definition von Rg.

Da Relation [17] nur zur Unterscheidung von einer Kugel- und Platten-/Linienform
dient, benotigt man ein zweites Verhaltnis, das eine plattenartige und tubulare
Struktur unterscheiden kann. Dieses definiert Frangi wie folgt:

B:

2]

A
Ry =L =
TR N

(18)

Auch hier soll die Gleichheit des geometrischen Zusammenhangs und des Eigenwert-
verhéltnisses gezeigt werden.

o & 22 Dl el _ el
A'—'ZE'—

A2 Al [As] A
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Nun wollen wir auch hier das Ganze beispielhaft durchrechnen. Fiir eine ideale Plat-
tenstruktur gilt: Ay = 0, A\s = A3 > 0. Rechnerisch sieht das dann wie folgt aus:
Ao |Ag]
:'_R = —-" — 1
7 sl Dl
Analog ist bei einer idealen Tubularstruktur A\; = Ay = 0, A3 > 0, bei denen dann
der folgende Zustand eintritt:

Auch hier gilt wieder R4 € [0,1] wegen Gleichung Fir den Fall, dass |A;| =
A2 = |Xs] = 0 ist, nehmen wir wie oben an, dass 2 := 0 gilt. Tabelle [2| zeigt in
Anlehnung an Tabelle (1 eine Ubersicht der verschiedenen |\;|-Wertkombinationen

und deren entsprechender Ry, R, im Grenzwert.

Die folgenden Zeilen beschreiben nun den Unterschied der 3D- zur 2D-Variante.
Dabei passen wir die Relation aus [11]leicht an. Da die 2-Dimensionale Hessematrix
eine 2 x 2-Matrix ist, hat diese somit nur noch zwei Eigenwerte, fiir die im Folgenden
diese Ordnung gilt:

Al < [ Aq] (19)

Auch an dieser Stelle kann man sich Tabelle (1| wieder anschauen. Im Zweidimen-
sionalen verringert sich die Komplexitit der Parameter. Dabei liegt der Hauptfokus
lediglich noch in der Unterscheidung einer Kugel /Kreis- und Tubularstruktur. Die
Platten- bzw. Ebenenunterscheidung féllt weg. Auch hier gilt: Ist Ay negativ, dann
liegt eine helle Struktur vor. Im andere Fall logischerweise eine dunkle. Die Ausein-
andersortierung von 3D und 2D-Elementen fillt an dieser Stelle trivialerweise weg.
Die Relationen [12] und [13] gelten auch hier. Beziehung [14] fallt weg.

Frangi definiert nun Rg neu: N
At
Ry - P (20)
Die ganzen Ausfiihrungen unterscheiden sich wenig zu denen fiir R4 der 3D-Variante.
Wie in Tabelle 2] festgehalten, gilt Ry — 1 im Falle einer Kreis- und Rz — 0 bei einer
Tubularstruktur. Durch die Relationen und bzw. im Zweidimensionalen
werden auch Hintergrundpixel mit geringen Eigenwerten vom Betrag hervorgehoben.
Um sich dieser Herausforderung zu stellen, fithrt Frangi einen weiteren Parameter &
ein, der die Pixel mit betrédglich groflen Eigenwerten hervorhebt. Dieser ist definiert
als die Frobenius Norm.

8 = [|H|[p = (21)

Wie im mathematischen Grundlagenabschnitt[2.1]in Satz[2.33|gezeigt, ist die Frobenius-
Norm einer normalen Matrix die 2-Norm ihrer Eigenwerte. So kann man Tabelle
noch um den Parameter § erweitern.

Im Folgenden Kapitel wird nun anhand dieser Parameter die Vesselness-Funktion
von Frangi definiert und erlautert.
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[T Do T [[Re [Ra [ 8]
R|E|R]| 7] 7N
NIN|H|o0 0B
1
1

[ [P [Rs [ 8]
R|R]|?[N
N|H|o H
H|H|1|H

N | H | H 0 H
H | H | H 1 H

(a) Auflistung moglicher Eigenwert-
verhéltnisse und deren Werte von
Rz, 8 im 2-Dimensionalen.

(b) Auflistung moglicher Eigen-
wertverhaltnisse und deren Werte
von Rgp, R 4,8 im 3-Dimensionalen.

Tabelle 2: (H=hoch, N = niedrig, R = Eigenwerte sind keinen Schema zuordbar)

3.4 Frangis Vesselness-Funktion
3.4.1 3-Dimensionale Vesselness Funktion

Im vorherigen Abschnitt|3.3hat Frangi fiirs 3-Dimensionale drei Relationen definiert.
Hier sind diese zur Ubersicht noch einmal angegeben.

A2 A1
:RA =T, fRB -, =
A3 V| A2As]

Um nun den Wert des neuen Voxels zu berechnen, definiert Frangi die sogenannte
»Vesselnessfunktion® V,. In dieser werden Ry, Ry und 8 fiir ein bestimmtes Skalar
s verarbeitet. Primar wird dabei in zwei Falle unterschieden.

1. Fall: Ay > 0 oder A3 >0

Wie in Abschnitt [3.3|behandelt und wie auch Tabelle [I] zeigt bedeuten positive
Ao und A3z eine dunkle und negative Ay und A3 eine helle Grundstruktur. An
dieser Stelle muss/kann man sich entscheiden, um welche Art es sich handelt.
Moéchte man helle Strukturen hervorheben, so muss man die dunklen entfernen.
Dies geschieht mit der Bedingung Ay > 0 oder A3 > 0. Mochte man andererseits
dunkle Strukturen betonen, dann gehoren die hellen entfernt. Dabei muss obige
Bedingung leicht abgedndert werden zu Ay < 0 oder A3 < 0. Die Strukturen,
die nicht zu der gewiinschten gehoren, sollen dann nicht beriicksichtigt werden.
Frangi mochte diese Pixel schwarz haben. Somit setzt er diesen Wert von
V, = 0. In unserem Fall mo6chten wir die hellen Strukturen hervorheben und
die Dunklen entfernen. In Folge dessen gilt stets obige Bedingung Ay > 0 oder
/\3 > 0.

2. Fall: Ay <0 und A3 <0
Um nun perfekte helle tubuldare Struktur hervorheben zu koénnen, rufe man
sich noch einmal die Eigenschaften der Eigenwerte (Gleichungen (12)-(14)),
von Ry, Rg und 8 ins Gedéachtnis.

Al =0, A < A2, A2 = A
= R4 =1,Rs = 0,8 ist hoch

Beschéftigen wir uns zunéachst mit Rg. Dafiir miissen wir zwei Grenzwerte
betrachten. Wenn Ry — 1 gilt, dann interessiert uns die Struktur im Wesent-
lichen nicht mehr, da es sich wie in Tabelle 2| festgehalten um eine kugelartige
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Form handelt. Dieses Pixel ist somit keine Besonderheit und muss auch nicht
hervorgehoben werden. Frangis Vesselnessfunktion soll den Wert 0 annehmen.
Gilt andererseits Ry — 0, dann ist dieses Pixel weiterhin interessant, da im
Weiteren nur noch zwischen Platten- und Tubularform unterschieden werden
muss. Frangi definiert anhand dieses Wissens einen Faktor:

%2 ) = Vo) )
exXp 232 =i Va(Jp
Dabei ist 8 ein Grenzwert, der die Sensitivitit kontrollieren soll. Frangi selbst
nimmt bei seinen Analysen den Wert 8 = 0,5 (vgl. [2]). AuBerdem gilt

:RB —0

. . 1
lim V3(Rg) =1 und Rl;rgl Vi (Rg) = exp (_2_ﬂ2) € (0,1]

Selbe Vorgehensweise kénnen wir nun bei R, anwenden. Hat das Muster eine
plattenartige Form, so gilt R4 — 0. Diese Struktur ist fiir das Hervorheben
von Tubularvoxeln unwichtig. Der andere Fall interessiert uns wieder. Wenn
R4 — 1, dann ist dieses Voxel Teil einer Tubularstruktur. Dieser gehort her-
vorgehoben. Analog zu Rg bestimmt Frangi wiederum einen Faktor:

2

|~ exp (—%) VAR (23)

« ist in diesem Faktor wieder ein Grenzwert zur Kontrolle der Sensitivitat.

Analog zu oben nimmt Frangi auch hier den Wert @ = 0,5. Auch hier kann

man die Grenzwerte betrachten:

lim V4(R4) =0und lim V4(R4) =1—exp (—
0 R_A*)l

R_A*)

! ) € (0,1]

202
Der letzte Faktor, den Frangi hinzuftigt, ist zum Unterdriicken von Voxeln mit

geringen Eigenwerten, die eher in die Kategorie ,Rauschen® gehéren. Dieser
Faktor ist ahnlich wie V4 aufgebaut.

1 — exp (—j—;) = Vg(8) (24)

Wenn die Frobenius-Norm gering ist, dann gilt ;in% Vs(8) = 0 und ein Voxel
_>

wird im Wesentlichen nicht gewertet. Im anderen Fall, wenn diese hoch ist,
dann wird dieses Voxel entsprechend gewichtet.

Fithrt man diese beiden Fiélle inklusive aller Faktoren V4, V3 und Vg zusammen, so
entsteht die Vesselness-Funktion von Frangi:

A2 > 0 oder A3 >0

0
Vo(s) := (1 — exp (—%)) exp (—;R;;%) (1 — exp (—28—;)) sonst

/ AN J/

(25)
Zusammenfassend gilt nun: Wurde eine tubulédre Struktur fiir ein bestimmtes Skalar
s erkannt, so gilt Vo — 1, im anderen Fall Vj — 0.
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3.4.2 2-Dimensionale Vesselness Funktion

Analog ist nun das Vorgehen zur 2-Dimensionalen Vesselness Funktion. Hier noch
einmal die Verhéltnisse, die dafiir benotigt werden

| 1] /
Rp = ——, §:=1/ A2+ \2
B ‘)\2‘7 1+ 2

Das Vorgehen ist dabei exakt dasselbe wie in Abschnitt [3.4.1} Zunéchst muss wieder
in zwei Falle unterschieden werden:

1. Fall: Ay >0
Auch an dieser Stelle soll noch einmal auf Tabelle [1| verwiesen werden. Po-
sitive Eigenwerte bedeuten eine dunkle Grundstruktur, negative Eigenwerte
bedeuten eine helle Grundstruktur. In unserem Fall wird nun die helle Struk-
tur hervorgehoben, wodurch wir alle Ay > 0 in Frangis Vesselness-Funktion
Vo = 0 setzen. In der anderen Situation wird die Bedingung auf Ay < 0 inver-
tiert. In den néchsten Zeilen gilt stets Ay > 0 als Standardbedingung.

2. Fall: Ay <0
Mit der aktualisierten Defintion von Rg gilt nun auch Gleichung 22| mit Vs,
mit Vg und deren Grenzwerte wieder. Letztendlich fihren diese Erkenntnisse
zur leicht modifizierten Vesselness-Funktion:

0 Mg >0
R2 82
Vo(s) := < exp (—2—52) (1 — exp (—@)) sonst (26)
Vs Vs

Jetzt ist die Vesselness-Funktion sowohl im 2- als auch im 3-Dimensionalen definiert.
Schlussendlich ist nur noch die Konstruktion des finalen Voxel-/Pixelwertes notig,
was im Folgenden geschieht.

3.5 Bestimmung des neuen Pixel-/Voxelwertes

Die folgende Ausfiihrung ist sowohl auf Pixel-, als auch auf Voxelebene dquivalent.

In klassischen Gefalaufnahmen sind die Blutgefiafie nie exakt gleich dick oder diinn.
Deshalb ist es auch von Noten den Frangi-Filter an diese Gegebenheit anzupassen.
Bisher haben wir das Skalar s als eine feste Konstante in allen Berechnungen ange-
sehen. Dieses Skalar wird nun wichtig. Semantisch betrachtet ist 2 - s der maximale
Durchmesser eines Gefafles in Pixeln, der betrachtet werden soll. Der Anwender gibt
nun dem Filter eine Menge ¥ mit verschiedenen Skalaren.(¥ C N) Da nun V, fur
kleine s € X in dicken Gefafistrukturen einen geringen Wert annehmen wird, werden
diese so gut wie nicht erkannt. Andersherum gesehen werden auch grofle s € ¥ in
diinnen Strukturen ebenfalls schlecht oder gar nicht erkannt (vgl. [2]). Um sich die-
ser Herausforderung zu stellen schlagt Frangi vor, die Vesselness-Funktion fiir jedes
Skalar s € 3 anzuwenden. Da die Gefafle in den Aufnahmen unterschiedliche Stér-
ken haben, existiert ein s (insofern es Element von ¥ ist), das zu einer GefaBstarke
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passt. Vo wird dann an dieser Stelle den grofiten Wert haben. Mit diesem Wissen
lasst Frangi die Voxel des Ausgabebildes nun so berechnen:

V(y) = maxVo(s,7) (27)
An dieser Stelle sollte noch kurz die Bedeutung von v erlautert werden.  ist ein Pa-
rameter den Tony Lindenberg in seinem Paper ., Edge Detection and Redge Detection
with Automatic Scale Selection“ eingefiihrt hat. Er definiert eine Familie von nor-
malisierten Ableitungen eines Bildes um einen fairen Vergleich bei Betrachtung von
unterschiedlichsten Skalaren zu erhalten. In der in Abschnitt [5| vorgestellten Imple-
mentierung wird 7 per Default auf 2 gesetzt. [2] definiert den Lindenberg-Parameter
gleich direkt als 2.

4 Optimierungsmoglichkeiten und Alternativen des
Frangi-Filters

Nun wissen wir, wie der Frangi-Filter im Detail funktioniert. In diesem Abschnitt,
der auf Kapitel [3| aufbaut, werden zwei Ansétze gezeigt, die zur Optimierung des
Filters moglich sind. Vorab soll gesagt sein, dass die folgenden Unterabschnitte im
Vergleich zum vorangegangenen Kapitel lediglich dem Uberblick dienen sollen. Sehr
detaillierte Erlduterungen einzelner Abldufe werden hier nicht stattfinden. Der Sinn
und Zweck dieses Abschnittes ist das Verstdndnis des groben Funktionsprinzips.
Wir werden uns zunéchst mit dem sogenannten , Frangi-Net* beschaftigen. Im An-
schluss werden wir uns einem Filter basierend auf Frangi, der die Strukturen durch
Anwendung einer ,,Penalty-Funktion® hervorhebt, widmen.

4.1 Das Frangi-Net

Beginnen wir mit dem Frangi-Net. Die Angaben dieses Unterabschnittes beziehen
sich groitenteils auf das Paper , Frangi-Net: A Neural Network Approach to Vessel
Segmentation [10].

Was ist das Prinzip dieses Ansatzes? Der aus dem vorangegangenen Kapitel vor-
gestellte 2D-Frangi-Filter wird nun in ein neuronales Netzwerk umgewandelt. Die
Autoren versprechen, dass eine Anwendung durch das Frangi-Net dquivalent zum
Original-Filter ist. Um die Funktionsweise dieses Prinzips zu verstehen, ist es zu-
néchst von Bedeutung ein (kiinstliches) neuronales Netzwerk (KNN) zu erklédren:

Grundsatzlich kann man sagen, dass ein kiinstliches neuronales Netz sich an der
Funktionsweise des menschlichen Gehirns orientiert. Dabei werden die im Gehirn
untereinander verbundenen Nervenzellen durch sogenannte ,Neuronen“ in einem
Model abstrahiert. Ein neuronales Netz ist unter anderem auch wichtiger Bestand-
teil der Forschung im Bereich kiinstlicher Intelligenz. Basis dieses Netzes ist eine
3-Schichten Architektur. Wir beginnen mit der Input-Layer, die z.B. Signale auf-
nimmt. Die Daten werden an die Hidden-Layer weitergereicht, in der samtliche Be-
rechnungen ausgefithrt werden. In der Output-Layer werden die neu gewonnenen
Informationen z.B. in Form von Signalen wieder ausgegeben. (vgl. [11])

Baut man den 2D-Frangi-Filter nun in ein neuronales Netz um, so sollte man nach
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[11] so vorgehen: Zunéchst missen wir die Skalare bestimmen, mit denen wir den
Filter anwenden wollen. Dafiir schlagt das Paper beispielhaft die Werte 3, 6 und 12
vor. Allerdings wird bei Anwendung des Frangi-Nets anders vorgegangen, als beim
normalen Filter. Bei der urspriinglichen Variante wird fiir jeden Skalarwert einzeln
das Gauflkernel berechnet, das fiir die Faltung vorgesehen ist. Das Bild wird beim
Frangi-Net nun herunterskaliert. Bei der Verwendung eines 6-er Skalars wird das
Originalbild auf die Hélfte und bei einem 12-er Skalar auf ein Viertel verkleinert.
Anschlieflend wird auf den skalierten Bildern lediglich das 3-er Gauflsche Kernel
angewandt. Das hat den Vorteil, dass lediglich das Gauflkernel fiir das Skalar drei
berechnet werden muss.

Der Aufbau und Ablauf einer Netzstruktur mit einem Skalar ist sehr dhnlich zu

Abbildung 2: Aufbau der Frangi-Net Struktur mit einem Skalar.
(Orientiert an Paper [10] Fig.1b)

den Schritten 1 bis 3 aus Kapitel [3| Zunédchst kommen die Eingabedaten in die
Faltungsschicht, in der sie in die entsprechenden Richtungen der Hesse-Matrix ab-
geleitet und mit dem Originalbild gefalten werden. AnschlieSend wird fiir diese in der
Mathematische Operationsschicht der neue Pixelwert berechnet und danach ausge-
geben. Eine genaue Darstellung kann man in Abbildung [2|sehen. In Abb. [3|ist dann

Abbildung 3: Grundstruktur des Frangi-Nets
(Orientiert an Paper [10] Fig.1c)

die Gesamtstruktur noch einmal dargestellt. Der grofite Unterschied zum direkten

Frangi-Filter ist das Hoch- und Herunterskalieren des Originalbildes. Die Berech-
nung der einzelnen Vesselbilder konnen nun parallel und unabhangig voneinander
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berechnet werden. Fiir jeden Skalarwert werden nun die Werte der Vesselnessresul-
tate analysiert und in einer ,Sigma-Schicht“, in der die Pixel eindeutig klassifiziert
werden, neu verteilt. Das Frangi-Net hat den Vorteil, dass es im Gegensatz zum
urspriinglichen Filter trainierbar ist[] Nach [10] bringt das Trainieren des Netzes
eine Verbesserung des F1-Scores um 17%. Der F1-Score gibt im Wesentlichen die
Genauigkeit der Klassifizierung wieder.

4.2 Unterscheidung von Gefif3- und Atemwegsstrukturen

Nachdem wir uns einen neuronalen Ansatz angesehen haben, kommen wir nun zu
einer Methode, die vor allem im speziell medizinischen Nutzen ihre Anwendung fin-
det. Denn eine Herausforderung, die das Verwenden des Frangi-Filters bei direkten
Gefaflstrukturen mit sich bringt, ist die Tatsache, dass fehlerhafte Berechnungen
an Stellen von Atemwegswénden auftreten konnen. Deshalb haben die Autoren von
[8] eine Methode entwickelt, bei der diese Problematik behoben werden kann. Es
ist notwendig, dass man Informationen tiber den Bronchialbaum gewinnt. Der Vor-
schlag aus diesem Paper basiert auf einer gleichzeitigen Verstarkung der Gefaf3-
und Atemwegsbilder. Das Hauptziel sei allerdings ein eine préizisere und effizientere
Gefafiverstarkung. Dazu sollen die Atemwegswande gedampft werden. Die Funkti-
onsweise kann man in drei Schritte einteilen:

1. Erkennung von Bronchialstrukturen
2. Schatzung der Atemwegswéande
3. Anwendung einer , Penalty“-Funktion

Beginnen wir mit der Erkennung von Bronchialstrukturen. Wir miissen die Atemwegs-
und Gefafistrukturen unterscheiden. Das Problem: Beide sind Tubularstrukturen.
Deshalb wenden die Autoren aus [8] dasselbe Frangi-Framework an. Die Vesselness-
Funktion wird zweimal berechnet (angenommen die Skalare sind von anndhernd
gleicher Grofie). Der einzige Unterschied ist, dass in Frangis Vesselness-Funktion
zur Extraktion von Kapillargefaflien fiir die Parameter Ay > 0 oder A3 > 0 gelten
muss und bei der Hervorhebung von Atemwegsstrukturen die umgekehrte Bedin-
gung (A < 0 oder A3 < 0) gilt. Die Berechnung des endgiiltigen Vesselnesswertes
unterscheidet sich nicht von der urspriinglichen Berechnung des Pixel-/Voxelwertes.
Des Weiteren miissen die Mittellinien der Bronchialgefédfie extrahiert werden. Dafiir
verwenden sie einen Skelettierungsalgorithmus fiir 3D-Graustufenbilder, um eine ge-
nauere Einschétzung der Mittellinien zu erhalten.

Im néchsten Schritt miissen dann die Wéande der Atemwege geschétzt werden. Da-
fiir nutzen wir das Skalar und den ersten Eigenvektor der zuvor berechneten Hesse-
Matrix des maximalen Filterwertes (also das Skalar, bei dem der maximale Wert
tibernommen wurde). Das geschieht an jedem Punkt der zuvor berechneten Atem-
wegsmittellinie. Mithilfe dieser Parameter konnen wir die Atemwegsinnenwande
schétzen. Die Aulenwand kann dann mithilfe medizinischer Modelle berechnet wer-
den. Der erste Eigenvektor kann nun als Normalenvektor einer Ebene betrachtet

'Fiir genauere Informationen zur Trainierbarkeit des Frangi-Net ist das Paper [10] empfehlens-
wert
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werden. Schneidet man diese Ebene mit der Hohlkugel mit dem Skalar als Innen-
radius und dem Skalar addiert mit der Wandstéarke als Auflenradius um den zum
Eigenvektor gehorenden Bildpunkt, so erhédlt man die Wandkandidatenvoxel.

Im letzten Schritt wird nun durch eine ,Penalty“-Funktion an den Wandkandidaten
angewandt. Dabei werden diese gedampft. Die Funktion lautet nun wie folgt:

VE,oase (7 € Wandkandidaten(y)) = max (0, Vi, s (7) = VEuemue, (V) (28)

efafle

Die zugrundeliegende Idee ist, wie bereits erwahnt, das Abschwéchen der Atem-
wegswénde. Diese sollen nicht extrahiert werden. Dafiir wurde in Gleichung [28] eine
Formel definiert. Sei y ein Punkt auf der Mittellinie einer Tubularstruktur. Wir be-
stimmen die Wandkandidaten von y. Fiir diese Punkte berechnen wir den uspriing-
lich berechneten Vesselwert (also fiir Ay > 0 oder A3 > 0) neu. Dieser ist nun das
Maximum aus 0 und der Differenz aus dem zuvor bestimmten Vesselwert und dem
Wert der Atemwegsvesselfunktion an Punkt y.

5 Implementierung

Nachdem wir uns nun mit Optimierungsmoglichkeiten beschéftigt haben, kénnen
wir uns der Implementierung widmen. In den néchsten Seiten wird der Code Zeile
fiir Zeile anhand von Beispielen erlautert. Zu Beginn meiner Recherchen hat mir die
Implementierung von [12] zum besseren Verstandnis der Funktionsweise des Filters
sehr geholfen, welche sich allerdings sehr von meinem im Folgenden vorgestellten
Programmcode unterscheidet. Der vollstandige Originalquelltext befindet sich im
Anhang (Kapitel [§)) inklusive ausfithrlicher Dokumentation. Die verwendete Pro-
grammiersprache ist MATLAB.

5.1 2D-Frangi-Filter

Wir beginnen zunachst mit den verwendeten Hilfsfunktionen im Zweidimensionalen.

5.1.1 convolution2D.m

Dazu miissen wir die Faltung im 2-Dimensionalen implementieren. In Abschnitt
ist die Funktionsweise der Faltung beispielhaft vorgerechnet. An dieser Stelle wird
bereits darauf hingewiesen, dass in der Originalimplementierung diese Funktion aus
Laufzeitgriinden durch die in Matlab vordefinierte Funktion

imfilter (A,B, conv’);

ersetzt wird.
Das Prinzip der Funktion ist nicht schwer. Rufen wir uns Beispiel aus Abschnitt
ins Gedéachtnis. Dort waren:

1 2 4 5
A:(O 3) undB:(6 7)

Die Funktion wird nun so aufgerufen:

C = convolution(A,B);
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Im ersten Schritt der Faltung wird nun B um 180° rotiert. B ist dann:

(9

Dannach werden die Variablen sizeAy, sizeAx, sizeBy, sizeBz definiert, welche die
GroBen der Matrizen A und B angeben. middleByRight und middleBzRight sind
die Grolen, die die Anzahl der Eintrége rechts der Mitte der Dimensionen von B
angeben. middleByLeft und middleBxLeft geben dementsprechend die Anzahl der
Eintrage links der Mitte von B an. In unserem Beispiel gilt also speziell:

size Ay=size Ar=size By=size Bx=2, middleByRight=middleBrRight=1,

middle ByLeft=middleBzLeft=0. Im Anschluss wird eine Matrix T erzeugt, die die
Groflen (sizeAy + 2 - sizeBy) X (sizeAz + 2 - sizeBz) hat. In der Mitte befinden sich
die Werte von A, auflen ist diese mit Nullen aufgefillt. T sieht nun so aus:

OO OO oo
O O OO oo
SO OO~ OO
S O W oo
O O OO oo
OO OO oo

startTz,startTy, endTr und endTy beschreiben dabei die Elemente von 7', bei denen
die Faltung mit B ausgefithrt werden sollte. Die Nullen auflen existieren lediglich
zur Vermeidung von Randfallen. Nachdem nun alle Vorarbeiten abgeschlossen sind,
kommen wir zur Ausfithrung der Faltung.

C=zeros(size(T));
for y = startTy:endTy
for x = startTx:endTx
tempA = T(y—middleByLeft:y+middleByRight,x—middleBxLeft:x+
middleBxRight);
prod = tempA.xB;
C(y,x)=sum(sum(prod));
end
end

C=C(startTy:end Ty start Tx:endTx);

Dieser Ausschnitt iteriert nun tiber alle relevanten Eintrage von T, erstellt dafiir die
Variable tempA, die im Umkreis des Elementes T'(x,y) alle Elemente der Groe von
A beinhaltet. Dabei sieht tempA im Schleifendurchlauf i jeweils so aus:

1 2 2 0 0 3 3 0
tempA = (0 3),tempA = <3 0), tempA = (0 0),tempA = (0 O)

(. /A J/

=1 =2 =3 1=4
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In jedem Iterationsschritt werden dabei die Elemente von tempA punktweise mit B
multipliziert und in prod gesetzt.

7 12 14 0 0 18 21 0
prodz(o 12),pmd:<15 O),prod:(o 0),pr0d:(0 0)

~~ v~ v~

~
=1 =2 1=3 =4

Zuletzt werden alle Eintrage des Ergebnisses aufeinander addiert. Dieser Wert wird
dann in eine weitere Matrix C', die anfangs von selber Grofle wie T ist, gespeichert.

00 0 0 00
00 0 0 00
C— 0 031 29 00
0 0 18 21 0 O
00 0 0 00
00 0 0 00

Die anfangs hinzugefiigten Nullen werden wieder entfernt und wir erhalten folgendes
Ergebnis von C"
31 29
¢= (18 21)

Wie bereits anfangs erwihnt wird diese Implementierung spéter aus Laufzeitgriinden
nicht berticksichtigt und durch imfilter ersetzt. Sie dient lediglich der Vollstandigkeit
und dem Verstandnis. Eine Funktion, die sicher verwendet wird, ist die Berechnung
der Hesse-Matrix eines Bildes, die im kommenden Absatz behandelt wird.

5.1.2 Hesse-Matrix2D.m

Die Funktion hesseMatriz2D hat drei Eingabeparameter:
e Image: Zweidimensionales Bildarray, bestehend aus Graustufen.
e s: Das derzeit angewandte Skalar.

e gaussfactor: Faktor, der von mir eingefithrt wurde um die Faltung genauer
ausfithren zu konnen. (Default: 3)

Ein Beispielaufruf fiir ein bestimmtes Bild I kann so aussehen.
[XX, XY, YY] = hesseMatrix2D(I,2,3);

Die Riickgabewerte XX, XY und Y'Y sind jeweils ein zweidimensionales Array mit
den jeweiligen Ableitungen. XX ist die zweifache Ableitung in die erste Richtung,
XY die Ableitung in die erste Richtung und anschliefend in die zweite Richtung
und Y'Y die zweifache Ableitung in die zweite Richtung. Aber zunéchst miissen wir
die 2-Dimensionale Gaufy’sche Ableitung implementieren. Rufen wir uns diese in der
2D-Version noch einmal ins Gedéachtnis:

1 2 _ 2 2 2
HCy(z, 5) = i —s xleQ}eXp (_x1+:c2)

= 2
2756 T1Ty T3 — S 252
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Zur Vermeidung von doppelten Code fassen wir den Vorfaktor ﬁ und den Ex-

252

Codeausschnitt in der ersten Zeile befindet.

2 2
ponentialteil exp (—mﬁw?) zu einer Restfunktion zusammen, die sich in folgendem

rest = Q(x,y) exp(—(x.72+y.72)/(2xs.72))/(2*pixs.”6);
dxx = Q(x,y) (x.72—8.72).xrest(x,y);

dxy = Q(x,y) x.*y.*xrest(x,y);

dyy = Q(x,y) (y.”2—s"2).xrest(x,y);

Die jeweiligen Unterschiede sind dann in den restlichen Zeilen implementiert.

Fir die weitere Funktionsweise erstellen wir uns an dieser Stelle wieder ein Bei-
spiel. Sei

126 126 127 128
113 113 114 115
I = 97 97 97 o8 |5 1, gauss factor = 2

VO O G

Rufen wir nun die Funktion hesseMatriz2D(1,s,gaussfactor) auf, so stolen wir nach
der Deklaration der Funktionen auf diese Zeile:

[X, Y] = meshgrid(—gaussfactorks:gaussfactorss, —gaussfactorks: gaussfactorxs);
hesFilXX = dxx(X,Y);

hesFilXY = dxy(X,Y);

hesFilYY = dyy(X,Y);

In unserem Fall werden dann zwei Matrizen erzeugt, die von folgender Form sind:

-2 -1 01 2 -2 -2 -2 -2 =2
-2 -1 01 2 -1 -1 -1 -1 -1
X=-2 -1012,Yy=|10 0 0O 0 O
-2 -1 01 2 11 1 1 1
-2 -1 01 2 2 2 2 2 2

Diese Werte werden nun in den Zeilen punktweise in die Gauf3’schen Ableitungs-
funktionen eingesetzt. Wir erhalten folgende Ergebnisse:

0.0087 0 —0.0215 0 0.0087

0.0392 0 —-0.0965 0 0.0392
hessFilXX = 10.0646 0 —0.1592 0 0.0646 | ,

0.0392 0 —-0.0965 0 0.0392

0.0087 0 —0.0215 0 0.0087

0.0117  0.0261 0 —-0.0261 —0.0117
0.0261  0.0585 0 —0.0585 —0.0261
hessFilXY = 0 0 0 0 0 ,
—0.0261 —0.0585 0 0.0585  0.0261
—0.0117 -0.0261 0 0.0261  0.0117

0.0087  0.0392  0.0646  0.0392  0.0087

0 0 0 0 0
hessFilYY =1 —0.0215 —0.0965 —0.1592 —0.0965 —0.0215
0 0 0 0 0

0.0087  0.0392  0.0646  0.0392  0.0087
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Die letzten drei Codezeilen sehen nun wie folgt aus:

hesXX = imfilter(double(Image), hesFilXX, ‘conv’);
hesXY = imfilter(double(Image), hesFilXY, ‘conv’);
hesYY = imfilter(double(Image), hesFilYY, ‘conv’);

An dieser Stelle werden die eben berechneten Gauf3’schen Matrizen mit dem Origi-
nalbild I gefalten. Eine Implementierung der Faltung wurde in vorgestellt. Die
Hesse-Matrizen sehen nun endgiiltig so aus (auf zwei Nachkommastellen gerundet):

—19.53 —19.42 -19.89 —-20.17 13.26 421 -394 -13.30
Y — —24.35 —24.20 -24.71 —-25.07 Yy — 0.43 0.06 —0.20 —0.40
—-21.63 —21.52 —-21.80 —22.07 )" —7.85 —2.58 224 7.89
—14.28 —14.23 —14.39 —-14.43 —12.50 —-3.92 3.74 1251
—24.03 —32.50 —-32.69 —24.36
VY — —22.68 —30.69 —30.90 —23.07
—-12.70 —-17.10 —-17.09 —-12.70

—8.62 —11.58 —11.49 —8.46

Nachdem wir die Hesse-Matrix berechnet haben, wenden wir uns der Berechnung
von Eigenwerten der Hesse-Matrix zu.

5.1.3 getEigenValues2D.m

Wie in Satz[2.13|bestimmt, missen wir, um die Eigenwerte einer Matrix zu berechen,
die Nullstellen des charaktistischen Polynoms (Definition bestimmen. Da wir
das charakteristische Polynom vom Grad 2 ist und die Hesse-Matrix symmetrisch
ist, konnen wir zur Berechnung der Nullstellen die allgemeine Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen verwenden. Sei

_ [(dzx dxy .
H .= (dxy dyy> mit dzz, dzry, dyy € R.

Dann gilt fiir das charakteristische Polynom yq¢:

A—dxx —dxy

JR— P — —_ . J— —_— 2
X —det< ~duy A—dyy) = (A —dzxzx) - (A —dyy) — dzy

= \? — (dzx + dyy) - A + (dvx - dyy — day?)

Berechnen wir nun die Diskriminante d der Losungsformel:

d = \/(dzx + dyy)? — 4 - (dox - dyy — dzy?) = \/(dex — dyy)? + 4 - dy?
Dann gilt fiir die Eigenwerte

drx + dyy £ d

Ao = 5

Die folgenden Matlab-Code Zeilen implementieren diese Erkenntnis:

discriminant = sqrt((Dxx — Dyy).”2 + 4xDxy.”2);
laml = (Dxx + Dyy + discriminant)/2;
lam2 = (Dxx + Dyy — discriminant)/2;
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Die letzten vier Zeilen sortieren lediglich noch die Eigenwerte nach ihrem Absolut-
betrag, sodass fir weitere Berechnungen gilt: |\] < |Aq|

flip =abs(lam1)>abs(lam2);
temp = lam1;

lam1( flip )=lam2(flip);
lam2( flip )=temp(flip);

Nachdem wir uns nun den zwei bzw. drei verwendeten Hilfsfunktionen gewidmet
haben, koénnen wir uns nun der Hauptfunktion zuwenden.

5.1.4 frangi2D.m
Die Funktion frangi2D hat sieben Eingabeparameter:

e Image: Das 2-Dimensionale Eingabebild.

o sigmas: Ein Array gefiillt mit Skalaren, auf denen der Frangi-Filter angewandt
werden sollte.

e beta, c: Das sind die beiden von Frangi definierten Grenzwerte (s. Abschnitt
53)

o lindeberg: Das ist der Lindeberg-Parameter.

o brightness: Dieser Parameter gibt an, ob nach hellen oder dunklen tubularen
Strukturen gesucht werden sollte. Bei 0 soll nach dunklen Strukturen gesucht
werden, bei 1 nach hellen.

o gaussfaktor: Dieser Parameter wurde von mir hinzugefiigt, um den Grad der
Faltung zu bestimmen. (3 per Default ist ein guter Wert.)

Nach einer kurzen Prifung auf Validitidt der Eingabeparameter geht es dann mit
der eigentlichen Implementierung des Frangi-Filters los. Erinnert man sich an das
Einfithrungskapitel der Funktionsweise dieses Filters zuriick, so ist die Ausfiih-
rung in vier Schritte unterteilt. In den folgenden Ausfithrungen werden die einzelnen
Anwendungsschritte anhand des Originalbild eines Baumes in Abbildung {4| erlau-
tert. Dabei wird die Funktion mit den Parametern sigmas ={3,6,9,12,15}, 3=0.5,

Abbildung 4: Bild eines Baumes (aus [13], invertiert und leicht verunschérft)

c=15, lindeberg=2 und gaussfaktor = 3 aufgerufen. Wir wollen die hellen tubuldren
Strukturen darstellen, also setzen wir den Parameter brightness auf 0.
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e Schritt 1: Zweifache Ableitung des Bildes
Um die zweite Ableitung eines Bildes zu berechnen, haben wir bereits eine
Funktion implementiert, die in Unterkapitel erlautert ist. Diese verwen-
den wir jetzt:

[Dxx,Dxy,Dyy] = hesseMatrix2D(Image,sigmas(i),gaussfaktor);
Dxx = (sigmas(i)”lindeberg)«Dxx;
Dxy = (sigmas(i)”lindeberg)«Dxy:;
Dyy = (sigmas(i)”lindeberg)*Dyy;

Wir rufen die Funktion hesseMatriz2D mit unseren Eingabebild Image und
einem Skalar sigmas(1), das in diesem Fall 3 ist, auf. Die drei erhaltenen zwei-
fachenen Ableitungen in die jeweiligen Richtungen versehen wir nun noch mit
den Faktor s7, der - wie in Kapitel beschrieben - eine Familie von nor-
malisierten Ableitungen eines Bildes definiert. Dies geschieht in den restlichen
drei Codezeilen. Die Ableitungen visualisiert kann man in Abbildung [5sehen.
Schoén zu beobachten sind die Unterschiede der einzelnen Ableitungen. Wéh-
rend in Abbildung alle Stellen, bei denen in horizontaler Richtung grofle
Anderungen auftreten, und in Abbildung |5c| alle Stellen mit grofler vertikaler
Anderungsrate dick wei umrandet sind, stellt man bei Abbildung 5b fest, dass
iiberwiegend Stellen in Diagonalrichtung hervorgehoben sind. Das ist genau
Sinn und Zweck der Ableitung.

(a) Dxx (b) Dxy (c) Dyy

Abbildung 5: Visuelle Darstellung der Ableitungsbilder mit Skalar s = 3

e Schritt 2: Eigenwertanalyse
Nachdem nun die zweite Ableitung des Bildes bestimmt worden ist, konnen wir
mit dem Analysieren der Eigenwerte fortfahren. Im folgenden Codeausschnitt
werden zunéchst die Eigenwerte mithilfe der Funktion, bekannt aus Abschnitt
[.1.3] ihren Absolutbetrdgen nach sortiert in den Matrizen laml und lam2
gespeichert.

[lam1,lam2]|=getEigenValues2D(Dxx,Dxy,Dyy);
lam2(lam2==0) = eps;

Rb = laml./lam?2;

S = sqrt(lam1.”241lam2.72);

Im Anschluss werden alle Eigenwerte aus lam?2, falls sie gleich Null sind, auf die
kleinste Recheneinheit eps gesetzt, um eine Division durch Null zu vermeiden.
In Abschnitt [3.3] wurde dies bereits erldutert. Die letzten beiden Zeilen sind
die Konstanten Ry und 8.
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o Schritt 3: Anwendung der Vesselness-Funktion von Frangi
Zum Schluss des ersten Iterationschrittes wird die 2D-Vesselness-Funktion von
Frangi implementiert:

VO = exp(—Rb.72/(2«beta.”2)).x(1—exp(—S.72/(2xc.”2)));
if brightness == 0
VO(lam2>0)=0;
else
V0(lam2<0)=0;
end

Dabei ist die erste Zeile nichts anderes als der zweite Fall in V,. Der Rest
unterscheidet lediglich noch, ob helle oder dunkle Strukturen hervorgehoben
werden sollen.

Zuriick zu unserem Beispielbild. Der aktuelle Stand ist in Abbildung [6] abge-
druckt. Man kann gut erkennen, dass Konturen bereits hervorgehoben sind,

Abbildung 6: V; nach dem ersten Iterationsschritt.

bzw. diinne Aste sind bereits komplett weif3.

o Schritt 4: Berechnung des neuen Pixel/-Voxelwertes
Als letztes miissen wir nun das Ausgabebild des Algorithmus berechnen. Dafiir
wenden wir die Schritte 1 bis 3 fiir jedes Skalar aus unserer sigmas-Menge an
und setzen jedes Pixel auf das Maximum. Der folgende, letzte Codeausschnitt
in diesem Kapitel zeigt (mehr in Pseudocode) den letzten Teil der Implemen-
tierung des zweidimensionalen Frangi-Filters.

MaxPicture = —Infxones(size(Image));
for i = 1:length(sigmas)

% Schritt 1;

% Schritt 2;

% Schritt 3;

MaxPicture = max(MaxPicture, VO);
end

Die Teilabbildungen [7a] bis [7€| zeigen den Unterschied der einzelnen Skalare.
Wiéhrend bei einem geringen o (s. Abb. die dinnsten Zweige hervorge-
hoben werden, werden bei einem hohen o (s.Abb. die dicken Stdmme
hervorgehoben.
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(a) o=3 (b) c=6 (c)o=9

(d) o =12 (e) o =15

Abbildung 7: Visuelle Darstellung der einzelnen Skalare o € {3,6,9,12,15}

Wie sieht nun das Endergebnis aus? Dieses ist in Abbildung 8| dargestellt. Man sieht,
dass sowohl die diinnen Aste und Verzweigungen weif8 hervorgehoben als auch die
dicken Stamme sind.

Dies war die Implementierung des 2D-Frangi-Filters. Ahnliches Vorgehen gilt es nun
beim Dreidimensionalen anzuwenden.

(a) Original (b) Nach Anwendung des Frangi-Filters

Abbildung 8: Gegeniiberstellung des urspriinglichen Bildes und der mit dem
Frangi-Filter bearbeiteten Bildes

5.2 3D-Frangi-Filter

Wie im Laufe dieser Arbeit schon mehrmals erwédhnt, verlduft die 3-Dimensionale
Herangehensweise dhnlich. Aus diesem Grund werden dhnliche Stellen zum 2-Dimensionalen
weniger ausfithrlich behandelt. Auf neue oder abgednderte Passagen wird ebenso
genau wie im vorhergehenden Abschnitt eingegangen. Die erste Funktion, die wir
besprechen miissen, ist wieder die zweite Ableitung, also in diesem Fall die hesse-
Matriz3D.
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5.2.1 hesseMatrix3D.m

Die Berechnung der dreidimensionalen Hesse-Matrix eines Volumens unterscheidet
sich sehr wenig zur Berechnung der zweidimensionalen Hesse-Matrix eines Bildes.
Deshalb wird in diesem Abschnitt, wie bereits erwahnt nur auf die Wesentlichen
Unterschiede eingegangen. Sie besitzt als Eingabeparameter ein 3D-Volumen Vo-
lume, ein Skalar s und den Faktor gaussfactor, der bei der Faltung benotigt wird
(gaussfactor). Wie im mathematischen Grundlagenteil bereits behandelt, ist die
zweite Ableitung der GauBschen Normalverteilung so definiert:

2 .2
22 —s 1 12
1 1 RN 173 22 + 22 + 22
HG3(w,s) =——=—| @1x2 23— T3 |exp|-——F7—
/8 . 347 2s
s 123 Tory x5 — 8

Die folgenden Zeilen Matlab-Code implementieren diese Ableitungen:
rest = Q(x,y,z) exp(—(x."24y.72+42.72)/(2xs.72)) /(sqrt(8*pi~3)*s"7);

dxx = Q(x,y,z) (x.72—s.72).xrest (x,y,2);
dxy = Q(x,y,z) (x.*y).*rest (x,y,z);
dxz = Q(x,y,z) (x.xz).xrest (x,y,z);
dyy = Q(x,y,z) (v.72—s.72).xrest (x,y,2);
dyz = Q(x,y,z) (y.*z).xrest (x,y,2);

dzz = Q(x,y,z) (z.72—s.”2).xrest (x,y,2);

Der Rest ist dhnlich zu dem Vorgehen in Kapitel [5.1.2] Es wird ein 3-Dimensionales
meshgrid erstellt, anschlieBend die zweite Ableitung der Gau3funktion fiir diese Wer-
te berechnet und zu guter Letzt die Faltung mit der eben definierten Gauf3-Hesse-
Matrix berechnet. Wir erhalten sechs Ausgabeparameter. Fir jeden Eintrag der
Hesse-Matrix des oberen Dreiecks einen.

Um nun die Eigenwerte dieser Hesse-Matrix zu berechnen, betrachten wir im néachs-
ten Abschnitt vorerst eine Hilfsfunktion.

5.2.2 get3DZeroPoints.m

Da wir bei 3 x 3-Matrizen ein charakteristisches Polynom dritten Grades haben,
missen wir, um die Eigenwerte zu berechnen, neue Wege gehen. Bei 2 x 2-Matrizen
gibt es dafiir die allgemeine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen. Fiir Po-
lynome dritten Grades gibt es etwas dhnliches: Die Cardanische Formeln. Auf die
mathematischen Hintergriinde wird im weiteren Verlauf nicht eingegangen, weshalb
sie nicht im mathematischen Grundlagenabschnitt [2.1|zu finden sind. Aber zunéchst
zur Funktion:

Die Funktion hat drei Eingabeparameter: a,b und c. Dies sind die Koeffizienten einer
Polynomgleichung dritten Grades.

B 4ar’+br+c=0

Zur Berechnung der Nullstellen eines Polynomes dritten Grades gibt es vier ver-
schiedene Konstellationen:

1. Eine reelle und zwei komplexe Losungen. (A > 0)

2. Eine doppelte reelle und eine einfache Losung.(A = 0 und p # 0)
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3. Eine dreifache reelle Losung. (A =0 und p = 0)
4. Drei unterschiedliche reelle Losungen. (A < 0)

Fiir jeden Fall gibt es nun eigene Berechnungsmoglichkeiten. Dafiir werden drei
Variablen p, ¢, A definiert:

a
=b— =
b 3
2a3  ab
=———+c
= 97 73

Da die Hesse-Matrix symmetrisch ist und somit nach Satz nur reelle Losungen
hat, fallt der erste Fall von oben weg. Alle anderen sind aber weiterhin moglich. In
Klammern stehen die Bedingungen unter welchen die Félle eintreten.

In den folgenden Codezeilen werden die Variablen p, ¢, A implementiert.

p = b—a.”2./3;
q = 2xa.”3./27—a.xb./34c;
delta = (q/2).72+(p/3).”3;

Danach wird zunéchst Fall 4 umgesetzt. Dies geschieht in den folgenden Zeilen:

acosinus = acos(—q./2.xsqrt(—27./p.”3));
predisk = sqrt(—4/3.p);

x1 = predisk.xcos(1/3.xacosinus)—a./3;

x2 = —predisk.x cos(1/3.xacosinus+pi/3)—a./3;
x3 = —predisk.x cos(1/3*acosinus—pi/3)—a./3;

Die Werte von 1, x5 und x3 werden nun als double-Wert zuriickgegeben. Im An-
schluss findet die Berechnung der Nullstelle statt, wenn eine dreifache reelle Null-
stelle vorliegt. Dafiir muss gelten: A = 0 und p = 0. Die folgenden Zeilen sind fiir
diesen Fall zustandig:

z = —a/f3;

threeTime = delta==0 & p == 0;
x1(threeTime) = z(threeTime);
x2(threeTime) = z(threeTime);
x3(threeTime) = z(threeTime);

Im letzten fiir uns moglichen Fall (also eine zweifache und einfache reelle Nullstelle)
ist der Fall, dass A = 0 und p # 0. Der letzte Codeausschnitt in diesem Kapitel ist
fiir diese Konstellation zustiandig:

zl = 3xq./p;

72 = —3%q./(2%p);

twoPlusOne = delta==0 & p ~= 0;
x1(twoPlusOne) =z1(twoPlusOne);
x2(twoPlusOne) = z2(twoPlusOne);
x3(twoPlusOne) = z2(twoPlusOne);

Nachdem wir alle Falle im Code abgearbeitet haben, kénnen wir uns nun der Be-
rechnung des charakteristischen Polynoms widmen.
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5.2.3 getEigenValues3D.m

In Abschnitt haben wir die Hesse-Matrix im 3-Dimensionalen und in
die Nullstellen einer Funktion dritten Grades mit ausschliefllich reellen Losungen
berechnet. Kommen wir zuriick zur Berechnung des charakteristischen Polynoms.

Sei

drx dry dzxz
HV = |dey dyy dyz
drz dyz dyy

Dann gilt fiir das charakteristische Polynom ysy:

A—dxx —dxy —dxz
det(\- I3 —HV) =det | —dzy AN—dyy —dyz
—dzz —dyz N—dzz
= (A —dzz)(\N—dyy)(\ —dzz) — 2 - dxy - dxz - dyz
+ (N — dax) - dy2® + (N — dyy) - dzz* + (A — dzz2) - dvy®
= Ag\—(da::v +dyy + dzz) 22

+(dxx - dyy + dax - dzz + dyy - dzz — doy? — dez® — dyz*) A

b

— det (HV)
N———

Das charakteristische Polynom ist nun berechnet und die Koeffizienten sind be-
stimmt. Diese benutzen wir zur Berechnung der Nullstellen:

= —(Dxx+Dyy+Dzz);

Dxx.*Dyy + Dxx.xDzz+Dyy.*Dzz—Dxy.” 2—Dxz.”2—Dyz.”2;

= —(Dxx.*Dyy.*Dzz + 2%Dxy.*Dxz.xDyz — Dxy.”2.%Dzz—Dyz.”2.xDxx—Dxz
T2.xDyy);

[lam1, lam2, lam3] = get3DZeroPoints(a,b,c);

a
b
c

Die restlichen Zeilen des Codes sind im Wesentlichen nicht mehr neu fiir uns. Die
Eigenwerte werden lediglich nach ihren Absolutbetragen sortiert.
Jetzt konnen wir uns der Berechnung des 3D-Frangi-Filters widmen.

5.2.4 frangi3D.m

Die dreidimensionale Frangi-Funktion hat im Vergleich zum zweidimensionalen Pen-
dant einen Eingabeparameter mehr: alpha. Dieser hat dieselbe Funktion wie beta
und ist auch in Abschnitt ausfiihrlich erldutert. Das Vorgehen ist nahezu kom-
plett identisch. Man berechnet fiir verschiedene Skalare die Hesse-Matrix, versetzt
sie mit dem Lindeberg-Parameter und berechnet davon die Eigenwerte. Erst ab
der Berechnung der Konstanten R4,Rg und 8 und der Definition von Frangis 3D-
Vesselnessfunktion wird die Implementierung angepasst:

Rb = abs(lam1)./sqrt(abs(lam2).x(abs(lam3)));
Ra = abs(lam2)./abs(lam3);
S = sqrt(laml.72+lam2.72+1lam3.”2);
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VO = (1—exp(—Ra.”2/(2*alpha.”2))).xexp(—Rb.72/(2xbeta.”2)).*(1—exp(—S
72/ (2%¢.”2)));

Die letzte Anpassung geschieht bei der Berechnung der auszuschliefenden Voxel.
Hier wird die Bedingung auf die Eigenwerte Ao und A3 erweitert:

% The other case of the vesselness function .
if brightness == 0
VO(lam2>0 | lam3>0)=0;
else
VO(lam2<0 | lam3<0)=0;
end

Nachdem wir uns meine Implementierung genau angeschaut haben, konnen wir uns
nun im folgenden Kapitel mit der Analyse der Anwendung, sowie mit den Stéarken
und Schwéchen auseinandersetzen.

6 Analysen und Experimente am Frangi-Filter

In den néchsten beiden Unterkapiteln wird die Anwendung des Filters auf verschie-
denste Arten gepriift. An dieser Stelle sei bereits gesagt, dass in diesem Abschnitt
der Fokus deutlich mehr auf der 2-Dimensionalen als auf der 3-Dimensionalen Aus-
fithrung liegt. Das héngt mit der leichteren Visualisierung von Bildern im Vergleich
zu Volumen zusammen. Die Erkenntnisse lassen sich mithilfe der 2D-Variante aus-
sagekraftiger darstellen. In einer Live-Vorfithrung mit einem ordentlichen Volumen-
Renderer konnte die 3D-Version erheblich besser analysiert werden. Nichts desto
trotz wird auf die 3D-Version - wenn auch in deutlich geringerem Maflen - eingegan-
gen.

6.1 Analyse der Implementierung mit unterschiedlichen Ein-
gabeparametern

Im ersten Schritt der Analyse wenden wir den Filter auf ein und dasselbe Bild an.
Lediglich die Eingabeparameter werden verandert. Bevor wir mit der eigentlichen
Analyse beginnen, sollten wir kurz einen Blick auf die Standardparameter werfen, die
wir - wenn nicht anders definiert- verwenden, wenn die Funktion frangi2D aufgerufen
wird:

o sigmas=1,...,15

e =05

e c=15

o lindeberg = 2

e gaussfactor =3

o brightness =0
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Abbildung 9: Originalbild, das fiir alle Untersuchungen in diesem Abschnitt ver-
wendet wird.

Als Ursprungsbild nehmen wir das aus Abbildung 4] des Implementierungskapitels [5]
In Abb. [0]ist es noch einmal grofer abgedruckt. Dort wurde bereits die Entwicklung
des neuen Bildes anhand verschiedener Skalare pro Iterationsschritt der Funktion
erlautert. Ergdnzend sollte man zu dieser Entwicklung noch feststellen, dass die Ska-
lare geschickt gewédhlt werden sollten. Rein theoretisch kénnte sich der Anwender
nun denken: Ich wende den Filter nun mit moglichst vielen und unterschiedlich gro-
en Skalaren ¢ an. In Abbildung wurde der Filter mit einer Skalarmenge von
o =1,...,100 angewandt. Dies sollte aber vermieden werden. Der Grund lautet: Die
dickeren Aste verschwimmen génzlich und die diinneren Zweige sind in manchen Fil-
len nur noch leicht zu erahnen oder werden génzlich mit weifl tiberdeckt. Aulerdem
gilt folgende Faustregel: Mit je mehr Skalare die Funktion ausgefiihrt wird, desto
langer ist deren Laufzeit. Deshalb muss die Menge der Skalare wohl bedacht sein.
Diese sollte sich nach dem Zweck und der zu untersuchenden tubuldren Struktur
richten.

Den néchsten Parameter, den wir unter die Lupe nehmen wollen, ist der bright-
ness-Operator. Bisher haben wir immer nur versucht helle Strukturen auf dunklem
Hintergrund hervorzuheben. Nun versuchen wir dunkle auf hellem Fundament zu
betonen. Dafiir bilden wir das Komplement des Ursprungsbildes aus Abbildung [0
Dieses ist in dargestellt. Alle weiBen Aste sind nun schwarz und der schwarze
Hintergrund ist nun weifl. Aber was passiert nun, wenn man den Filter mit den
Standardparametern und brightness = 0 darauf laufen lasst? Interessanterweise an-
dert sich nicht viel am Ergebnis im Vergleich zur Anwendung mit brightness= 1.
In Abb. ist das Resultat abgedruckt. Meine Empfehlung ist bei Hervorhebung
von dunklen Strukturen anschliefend noch das Komplement zu bilden, um dem Ori-
ginalbild etwas naher zu kommen. In Abb. ware jenes wiedergegeben. Zwei
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Parameter, die wir noch betrachten sollten sind 5 und c. Dafiir ist es hilfreich eine
Serie von Bildern mit unterschiedlichen S-Werten zu betrachten. Kehren wir zu-
riick zu den Standardparametern. Wir wenden nun den Filter mit den Parametern
g € {0.01,0.02,0.05,0.10,0.15,0.30,0.50,0.70} an. Die Entwicklung der Resultate
ist in den Abbildungen [12a] bis dargestellt. Dabei stellt man fest, dass bei einem
geringen (3 (Abb. bis @ die Konturen nur schwach erkannt werden. Erst ab
einem Wert von g = 0.10 werden die tubularen Strukturen erkennbarer dargestellt.
In den Figuren bis wird die Tubularstruktur immer deutlicher und kraftiger.
Die letzte grofie Erkenntnis ist, dass im Ubergang von auf keine groflartigen
Anderungen mehr geschehen. Das lisst darauf schlieBen, dass der Wert S = 0.50
ideal fiir die Anwendung des Filters ist, was im Ubrigen genau derjenige Wert ist,
der in Abschnitt von Frangi vorgeschlagen wurde.

Eine letzte Analyse, die wir anstellen wollen, ist die Abhéngigkeit vom Parame-
ter c. Dafiir fertigen wir wieder eine Serie mit unterschiedlichen Werten fiir ¢ an.
(c€0,1,2,3,10,15,30,100})

Die Ergebnisse dieser sind wieder in den Teilabbildungen bis aufgelistet.
Dabei kann man Folgendes sehr deutlich erkennen: Je hoher der c-Wert ist, desto
dunkler ist das Resultat. Wahrend in alle moglichen, noch so kleinsten Details
hervorgehoben werden, verschwinden diese im Verlauf immer mehr. In [13c| werden
sdmtliche unnotige Details nicht mehr hervorgehoben und in sind diese bereits
ganzlich verschwunden. Erhoht man den Wert von ¢ noch weiter, so erblasst das Bild
wieder (vgl. und erlischt in nahezu ginzlich. An dieser Stelle sei erwéihnt,
dass der c-Wert auch spezifisch vom Objekt abhdngen kann.

Halten wir dies fest. Die Idealwerte lauten in unserem Fall:

e 5 =0.50
e ¢c=15

Die Parameter lindeberg und gaussfactor werden nicht weiter beachtet.
Jetzt haben wir uns genug mit der 2D-Variante beschaftigt. Es ist Zeit fiir einen

kurzen Blick auf die Dreidimensionale Ausfithrung. Aufgrund der schwierigen Dar-
stellbarkeit eines 3D-Objekts auf einem 2D-Objekt und der &hnlichen Funktion wird

Abbildung 10: Eine Menge mit groflen Skalaren muss nicht immer von Vorteil
sein.
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(a) Tubuldre Struktur mit (b) Bild nach Anwendung (c) Bild nach Bildung des
dunklen Verzweigungen des Frangi-Filters Komplementes

Abbildung 11: Anwendung des Filters mit dunklen tubuldren Strukturen

(a) B =0.01 (b) B =0.02 (c) B =0.05 (d) 8 =0.10

(e) B=0.15 (f) 8=0.30 (g) B =0.50 (h) 8 =10.70

Abbildung 12: Anwendung des Filters mit verschiedenen -Werten

dieser Teil nur im Grobsten behandelt. In Abbildung ist unsere dreidimensiona-
le tubulére Beispielstruktur zu sehen. Wir wenden hierzu unsere frangi3D-Funktion
mit den Standardparametern

a=0.5
£5=0.5
¢ = 500

lindeberg = 2
gaussfactor = 3

brightness = 0

an. Lediglich die Skalare &ndern wir ab. Im ersten Versuch (Abb. verwenden
wir nur das Skalar o = 1. Dort lésst sich eine leichte Hervorhebung der Konturen
erkennen. Vergroflern wir die Skalarmenge, dann werden auch die dickeren Struktu-
ren besser dargestellt (Vgl. Wie bereits erwahnt, konnte man die 3D-Variante
mit einem Volumen-Renderer beeindruckender darstellen.

Nachdem wir nun die Eingabeparameter des Filters analysiert haben, konnen wir
uns nun den Starken und Schwéchen des Filters zuwenden.
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(a) c=0 (b) c=1 (c) c=2 (d) c=3

(e) c=10 (f) c=15 (g) c=30 (h) ¢=100

Abbildung 13: Anwendung des Filters mit verschiedenen c-Werten

(a) Tubulére 3D Struktur (b) Bild nach Anwendung (c) Bild nach Anwendung
des Frangi-Filters mit Ska- des Frangi-Filters mit den
lar o =1 Skalaren o = 1,...,5

Abbildung 14: Ergebnis des 3D-Filters mit unterschiedlichen Skalaren

6.2 Starken und Schwiachen des Frangi-Filters

Dazu werden wir mit fiinf unterschiedlichen Objekten experimentieren und anhand
dieser die Tauglichkeit des Filters analysieren. Aus den vorangegangenen Kapiteln
wissen wir bereits, dass der Filter gut fiir Bilder mit gefdflartigen Strukturen funk-
tioniert. Deshalb wollen wir nun andere Muster filtern. Vorab sei gesagt, dass bei
Anwendung des Filters immer versucht wurde die Parameter sigmas, 5 und ¢ so
zu wéahlen, dass das Ergebnis optimal ist, die aber im weiteren Laufe der Arbeit
nicht explizit angegeben werden. Es kann natiirlich je nach Situation auch bessere
Parameterkonstellationen geben.

Das erste Muster, an dem wir unseren Filter ausprobieren wollen, ist eine doppelte
sinus-Kurve auf schwarzem Hintergrund. Das in Abbildung (15| dargestellte wellen-
formige Muster zeigt im Vergleich zu den folgenden drei Beispielbildern am meisten
Ahnlichkeiten zu einer Tubularstruktur auf. (Das letzte Objekt lauft auer Konkur-
renz.) Wahrend im Originalbild noch eine doppelte Sinuskurve, die zur Mitte
immer mehr ins Schwarze verschwimmt zu sehen ist, fiihrt der Filter diese weiflen
Randlinien der Kurven in zu einer einzigen zusammen. Diese Verstarkung ist
genau Sinn und Zweck des Versuchs. Man kann nun sehr sicher sagen, dass das Er-
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kennen von leicht verschwimmenden Strukturen eine Starke des Frangi-Filters ist.

(a) Originalbild: (b) Mit Frangi:
Doppelte sinus-Kurve auf schwarzem Hin- Die doppelte Kurve wurde zu einer einzigen
tergrund dicken Kurve verstérkt.

Abbildung 15

Als nachstes wollen wir uns ein schwarzes Bild mit unterschiedlich verteilten weiflen,
unscharfen Punkten ansehen (vgl. Abb. . Das in dargestellte Originalbild &h-
nelt mehr einem Sternenhimmel. Die Herausforderung an den Frangi-Filter konnte
an dieser Stelle das Fehlen einer tubuldren Struktur sein. Es liegen zwar Punkte
enger beieinander als andere, aber das liegt daran, dass jene zuféllig erstellt und
verteilt worden sind. Es existiert also kein Schema, mit dem dieses Bild berechnet
hatte werden konnen. Aber die interessantere Frage ist nun: Was macht der Filter
mit den ungeordneten und unscharfen Punkten? In Abbildung ist das Ergebnis
ersichtlich. Aus den verschwommenen, kleinen Punkten entstehen wesentlich grofie-
re, klare Kreise. Bei genauerem Betrachten dieser Kreise féllt auf, dass alle denselben
Aufbau haben. Alle sind von einem dicken weilem Rand umgeben und haben einen
kleinen schwarzen Fleck in der Mitte, der ungefdhr die Grofle des Originals besitzt.
Eine weitere Auffalligkeit kann man vor allem im unteren Bildbereich feststellen.
Dort liegen viele Punkte eng beieinander. Was macht Frangi damit? Die kleinen
Kreise werden im gefilterten Bild bereits als tubulare Struktur angenommen und
verbunden. Zusammenfassend kann man sagen: Im Vergleich zur sinus-Kurve aus
Abbildung [15| funktioniert der Filter bei zuféllig verteilten Punkten noch gut. Aller-
dings fallt die Genauigkeit des Filters durch tiberdimensional grofle Proportionalitat
der dargestellten Kreise und das Zusammenfiihren von engen Punkten deutlich ab.
Trotzdem kann man zumindest das Erkennen bzw. Filtern von einzelnen kleinen
Punkten noch als Stéirke des Filters auffithren. Die Schwiéche liegt dann bei eng zu-
sammenliegenden Tupfen.

Nachdem wir nun festgestellt haben, dass einzelne kleine Punkte vom Filter erkannt
werden, konnen wir uns nun der Frage widmen, was mit einzelnen grofien Objekten
(z.B. Kreisen) passiert. Dazu betrachten wir zundchst das Originalbild in Abbildung
[17al Dort sind 16 graue Kreise in je vier Spalten und Zeilen angeordnet. Anzufiih-
ren ist auch, dass die Kreise in vertikaler Sichtweise enger zueinander stehen als in
horizontaler Ebene. Warum wir uns nun im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen
Strukturen mit grauen anstelle von weilen Objekten ansehen, hat einen einfachen
Grund: Eine Stéarke des Filters, die anhand dieses Experiments gezeigt werden soll,
ist die Farbunabhéngigkeit von der Originalstruktur. Denn, wie man im Resultat
17b| sieht, werden die grauen Stellen zumindest am Rand weifl hervorgehoben ab-
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(a) Originalbild: (b) Mit Frangi:
Ungleichméflig  verteilte verschwommene Die Punkte werden scharf, aber auch tiber-
weifle Punkte auf schwarzem Hintergrund proportioniert dargestellt

Abbildung 16

gebildet. Allerdings kann man auch erkennen, dass in jedem einzelnen Kreis des
Ergebnisses die Rander verschwommen sind. Auffallend ist auch, wenn man sich die
Erkenntnis aus dem vorangegangen Beispiel noch einmal ins Gedachtnis ruft, dass
ebenfalls in der Mitte der Kreise bzw. Punkte ein schwarzer Fleck vorhanden ist.
Zudem kann man auch feststellen, dass im Vergleich zu vorher die eng aneinander-
liegenden Kreise (also die in horizontaler Richtung) leicht verbunden werden. Mogen
zwar die angewandten Skalare in diesem Beispiel etwas zu grof§ gewéhlt worden sein,
so offenbart dieses Beispiel eine weitere Schwéche des Frangi-Filters. Die Genauigkeit
des Filters schwindet mit zunehmender Groéfle der Skalarwerte. Dies wurde bereits
in Abschnitt angeschnitten. Also kénnte man ja eigentlich sagen: Da der Filter
bei diesem Bild ungenau wird, genau dann wenn man die Skalarmenge vergrofert,
sollte man es einfach mit einer kleineren Menge versuchen. Der Grundgedanke da-
hinter macht durchaus Sinn. Der Rand wird schérfer dargestellt. Allerdings hat diese
Modifizierung eine Konsequenz. Die schwarzen Flecken in der Mitte jedes einzelnen
Kreises werden grofier, was auch einen logischen Grund hat. Je kleiner das Skalar,
desto geringer ist der Bereich, der beim Berechnen der Hesse-Matrix miteinbezogen
wird, wodurch im Inneren die Anderungen nahe null sind. Daraus folgt, dass sich
die Eigenwerte auch nahe der Null sind und somit keine hervorzuhebende Struktur
erkannt wird. Das Finden einer (nahezu) optimalen Skalarmenge kann als weitere
Schwache aufgefithrt werden. Um die letzten Zeilen zusammenzufassen: Eng beiein-
ander liegende grofie Kreise sollte man nicht mithilfe des Frangi-Filters versuchen
hervorzuheben. Dunklere Konturen auf noch dunklerem Hintergrund eignen sich al-
lerdings schon im Allgemeinen.

Was mit kleinen und grofien Kreis-bzw. Punktmustern passiert, haben wir anschau-
lich dargestellt. Nun kénnen wir uns einer anderen interessanten Struktur widmen.
Die Rede ist von einem Schachbrettmuster. Die interessanteste Frage, die sich vor
Anwendung des Filters auf das in Abb. sich befindende Originalbild ist: Wel-
chen Parameter wéhle ich fur brightness? Da die hellen, wie auch die dunklen Teile
des Bildes exakt gleich verteilt sind, kann man an dieser Stelle nicht verniinftig ent-
scheiden welcher Parameter besser ist. Aus diesem Grund wurde der Filter fiir beide
Szenarien (vgl. und angewandt. Was beim ersten Vergleich schnell auffallt
ist, dass beim mit brightness=0 gefilterten Bild, das Karo-Muster exakt dem Origi-
nalbild entspricht, wahrend es beim anderen invertiert ist. Sprich alle schwarzen Fel-
der sind dort weifl und umgekehrt. Dies ist aber unter Miteinbezug vom vorherigen
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(a) Originalbild: (b) Mit Frangi:
Gleich verteilte grofle grau gefillte Kreise Die Punkte werden erkannt, aber nicht mehr
auf schwarzem Hintergrund mit allergrofiter Genauigkeit dargestellt

Abbildung 17

Unterabschnitt dieses Kapitels nicht sonderlich iiberraschend, da bei brightness=1
die dunklen Strukturen hervorgehoben werden sollten. Viel auffallender sind aber
die hinzugekommenen Diagonallinien in beiden Anwendungen. In sind diese an
der Stelle, die im Originalbild weif sind und in [I8q sind sie dort, wo die schwarzen
Késtchen urspriinglich waren. Die Erklérung der Existenz dieser Diagonallinien ist
fiir beide Beispiele dieselbe. Nehmen wir uns nun einen Teil mit diesen Diagona-
len aus heraus. Dabei gilt bei Schachbrettmustern: Wéhrend links, recht, oben
und unten von einem Késtchen immer Felder der anderen Farbe sind, so sind auf
den Diagonalen Felder der gleichen Farbe. Und auf diese Diagonalfelder reagiert
nun der Filter. Er ,meint“, dass diese zur existierenden Struktur gehoren und ver-
stiarkt die Diagonalen. Wiirden die Skalarwerte deutlich erhoht werden, so wéren die
Diagonalen deutlich dicker dargestellt. Im Allgemeinen kann man aber klar sagen:
Eine Anwendung auf Schachbrettmustern, auf Strukturen mit nahezu gleich grofler
Schwarz/Weif-Auslastung sowie auf rechteckigen Grundgeriisten ist nicht zu emp-
fehlen und muss als Schwéche aufgefithrt werden.

(a) Originalbild: (b) Mit Frangi (c) Mit Frangi
Schachbrettmuster (brightness=0) (brightness=1)

Abbildung 18

Nachdem wir nun eine sinus-Kurve, zufillige Punkte, geordnete grofie graue Kreise
und auch ein Schachbrettmuster analysiert haben, konnen wir uns an dieser Stelle ei-
nem ,,Bonus®“ widmen. Denn bisher haben wir stets Schwarz-Wei3-Bilder betrachtet.
Aber was passiert mit Farbbildern? Funktioniert der Filter dort auch? Dazu habe
ich nun in Abbildung[19|die tubulére Struktur aus[d]in eine moglichst bunte und alle
Farben umfassende Tubularstruktur umgewandelt und den Frangi-Filter darauf an-
gewandt. Dazu muss vorab erwiahnt werden, dass Farbbilder einen anderen Aufbau
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als Schwarz-Weil-Bilder haben. Wahrend bei letzteren in dem zwei-dimensionalen
Array nur der Grauwert gespeichert wird, wird bei Farbbildern ein 3-Tupel der
RGB-Werte hinterlegt. Die Anwendung des Frangi-Filters lauft nun leicht verandert
ab. Sdmtliche Parameter, die zur Anwendung des Filters benotigt werden, bleiben
gleich. Lediglich die Filterung wird dreimal hintereinander ausgefiihrt. Beim ersten
Durchlauf werden alle Rot-Werte gefiltert, beim Zweiten alle Griin-Werte und beim
Dritten alle Blau-Werte. Am Schluss werden die drei Ergebnisse wieder zu einem
Bild zusammengesetzt und ausgegeben.

Die alles entscheidende Frage lautet nun: Funktioniert der Farb-Frangi-Filter? Inso-
fern eine tubulére Struktur vorliegt, kann der Filter einwandfrei auch auf Farbbildern
angewandt werden. Wie man in Abbildung sehen kann, sind die gefaflartigen
Strukturen gut hervorgehoben. Auch die farbliche Blasse im Originalbild bereitet
dem Filter keine Probleme. Fazit: Der Filter kann auch farbige tubulére Strukturen
erkennen und hervorheben.

(a) Originalbild: (b) Mit Frangi:

Alle weiflen Flachen aus Abbildung [4] wur- Der Filter erkennt auch die Farbunterschie-
den durch bunte und vielfiltige Flichen er- de und hebt die in [19al noch relativ verblass-
setzt. ten Farben deutlich hervor.

Abbildung 19

Die Starken und Schwéchen sind in Tabelle |3 noch einmal zusammengefasst.

7 Zusammenfassung

Fassen wir die wesentlichsten Punkte zusammen. Ziel dieser Arbeit war eine detail-
lierte Erlauterung der Funktionsweise zu geben. In Kapitel 2] wurden die mathemati-
schen, sowie bildverarbeitungsspezifischen Grundlagen des Frangi-Filters kennenge-
lernt. Dazu zéhlt die Berechnung von Eigenwerten einer Matrix. Auflerdem kénnen
wir nun die zweite Ableitung von mehrdimensionalen Funktionen berechnen. Des
Weiteren wurde gezeigt, dass die Frobenius-Norm einer Matrix unter gewissen Um-
standen die euklidische Norm ihrer Eigenwerte ist. Zudem widmeten wir uns der
Definition eines Ellipsoiden. Mit der Einfithrung der Faltung lernten wir ein wichti-
ges Werkzeug der Bildverarbeitung kennen.

Diese Mittel verwendeten wir nun im wichtigsten Kapitel |3 dieser Arbeit. Dort
wurde die Funktionsweise des Frangi-Filters im Detail besprochen. Nach einer kur-
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Starken Schwichen

Kleine eng zusammenliegende Punk-
te werden als Tubularstruktur aufge-
fasst.

o Erkennen von tubularen Strukturen.

o Scharfen von weit auseinanderliegen-
den, kleinen und unscharfen Punkten.
o Grofle kreisformige Muster werden un-

o Anwendung auf Farbbildern bei vor- )
scharf und ungentigend erkannt.

handener Tubularstruktur funktio-
niert. o Anwendung mit groflen und vielen
Skalarwerten erhoht die Laufzeit er-
heblich.

e Unterscheidung von minimal helleren
Umgebungen klappt.

nicht erkannt.

e Zusammenfithrung von Objekten, die
nicht zusammengehoren.

oft schwierig.

e Rechteckformen werden ebenfalls

e Auswahl der verwendeten Skalare is

Tabelle 3: Auflistung der Starken und Schwéchen des Frangi-Filters

zen Einfithrung behandelten wir die Eigenwerte eines Bildes nach dem Prinzip von
Frangi und analysierten die erhaltenen Eigenwerte im Anschluss. Dort wurde erlau-
tert, welche Voraussetzungen optimal fiir eine tubuldre Struktur ist. Mithilfe der
Vesselness-Funktion konnten wir nun diese Erkenntnisse iiber die Eigenwerte nut-
zen und einen neuen Pixel- bzw. Voxelwert fiir ein gegebenes Skalar bestimmen.
Wir lernten auflerdem, dass der Filter sowohl fiir das Zweidimensionale als auch
fiir das Dreidimensionale funktioniert. Der einzige Unterschied ist die Definition der
Vesselness-Funktion. Im letzten Teil dieses Kapitels beschéftigten wir uns noch mit
der Berechnung des endgiiltigen Bild- oder Volumenpunktes.

Der néchste Abschnitt |4] sollte dann Optimierungsmoglichkeiten skizzieren. Wir sa-
hen einen Ansatz, der den Frangi-Filter mithilfe eines neuronalen Netzwerkes aus-
fithrt. Aulerdem behandelten wir iiberblicksartig eine Variante zur Dampfung von
Atemwegswinden in Gefafistrukturen. Danach untersuchten wir die beigefiigte Im-
plementierung im Detail (Kapitel . Dort wurde zunéchst die 2D-Variante in Einzel-
heiten erklédrt. Es folgte eine Darstellung der Abédnderungen zur Dreidimensionalen
Option. Zuletzt wurde im Kapitel [0 der Filter tiberwiegend im Zweidimensionalen
analysiert. Mithilfe eines Beispielbildes konnte man sdmtliche Parameterkonstella-
tionen unter die Lupe nehmen. Anschliefend wurde durch Experimente versucht
herauszufinden, auf welchen Objekten der Filter hervorragend bzw. schlecht funk-
tioniert. Dabei lautete eine Erkenntnis, dass dieser wie zu erwarten bei Tubular-
strukturen (sowohl in Graustufen als auch in Farbumgebungen) sehr gut arbeitet.
Bei grofien Kreis- oder Schachbrettmustern und anderen Strukturen ist die Anwen-
dung des Filters nicht geeignet und zu empfehlen.

Abschlielend kann man sagen, dass der Frangi-Filter ein funktionierendes Konzept
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ist. Er hebt die tubuldren Strukturen gut hervor und kann auch schwache Grau-
stufenunterschiede problemlos erkennen. Ein Aspekt fiir zukiinftige Arbeiten kénnte
sein, dass die Auswahl der Skalarmengen nicht von Hand erfolgen muss, sondern
automatisch erfolgt.
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8 Anhang - Implementierungsquelltext

8.1 2D-Frangi-Filter

Datei 8.1: convolution2D.m

%% Algorithm for performing the ” convolution” of two matrices in R™2.

%% 7"A” and "B” are two R™2 matrices that have to be convoluted .

function C = convolution2D(A,B)

% Rotate B by 180 ° around its own axis. This makes the calculation easier .

B= rot90(B,2);

% Calculate the x—sizes and y—sizes of matrice A.
sizeA = size(A);
sizeAy=sizeA(1);
sizeAx=sizeA(2);

% Calculate the x—sizes and y—sizes of matrice B.
sizeB = size(B);
sizeBy=sizeB(1);
sizeBx=sizeB(2);

% Find the center of the y—size and x—size on the right and left of B.
% (If the size is even, half will be rounded down to the smaller center .)
middleByRight = floor(sizeBy/2);

middleByLeft = sizeBy — middleByRight—1;

middleBxRight = floor(sizeBx/2);

middleBxLeft = sizeBx — middleBxRight—1;

% Creates a matrix T of size 2 x x—size of B + the x—size of A and
% 2 x y—size of B + the y—size of A. A is set in the middle of T.
start Ty = sizeBy+1;

endTy = sizeBy+sizeAy;

startTx = sizeBx+1;

endTx = sizeBx+sizeAx;

T = zeros(sizeAy + 2x sizeBy, sizeAx + 2xsizeBx);
T(startTy:end Ty start Tx:endTx) = A;

% Calculates the convolution .
C=zeros(size(T));
for y = startTy:endTy
for x = startTx:endTx
tempA = T(y—middleByLeft:y+middleByRight,x—middleBxLeft:x+
middleBxRight);
prod = tempA.xB;
C(y,x)=sum(sum(prod));
end
end
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12 C=C(startTy:endTy,start Tx:end Tx);
43 end
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Datei 8.2: hesseMatrix2D.m

%% The Hessian matrix calculates an image using the formula specified by
%% Frangi. "Image” is the image given by the user, ”s” is the scalar that
%% Frangi needs for the second derivation and the “gauss factor” is another
%% factor that is needed to calculate the semi— discrete convolution .

%%

%% The function should be called like this :

%% Image = imread("XXX);

%% [hessXX, hesXY, hesYY] = hesseMatrix2D(Image, 2, 3);

function [hesXX, hesXY, hesYY] = hesseMatrix2D(Image, s, gaussfactor)
rest = Q(x,y) exp(—(x.72+y.72)/(2xs.72))/(2xpixs.”6);

% The second deriviatives of the gaussian distribution .

dxx = Q(x,y) (x.72—s.72).*rest(x,y);

dxy = Q(x,y) x.*xy.krest(x,y);

dyy = Q(x,y) (y.72—s"2).xrest(x,y);

[X, Y] = meshgrid(—gaussfactorxs:gaussfactorxs, —gaussfactorss: gaussfactorss);

hesFilXX = dxx(X,Y);
hesFilXY = dxy(X,Y);
hesFilYY = dyy(X,Y):

% This is where the ” convolution” is carried out.

hesXX = imfilter(double(Image), hesFilXX, ‘conv’);
hesXY = imfilter(double(Image), hesFilXY, ‘conv’);
hesYY = imfilter(double(Image), hesFilYY, ‘conv’);

end
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Datei 8.3: getEigenValues2D.m

%% Calculates the eigenvalues of the Hessian matrix.

%% Dxx is the top left entry, Dxy the top right and bottom left entry
%% and Dyy the bottom right entry. laml is an array of all eigenvalues that
%% are smaller in magnitude and lam2 is an array of all eigenvalues that
%% are larger in magnitude. These two arrays are returned .

function [lam1,lam2]=getEigenValues2D(Dxx,Dxy,Dyy)

% Implementing the midnight formula in case of symmetric Hessian

% matrice.

discriminant = sqrt((Dxx — Dyy).”2 + 4xDxy."2);

lam1l = (Dxx + Dyy + discriminant)/2;

lam2 = (Dxx + Dyy — discriminant)/2;

% If the absolutly value of laml is bigger than the absolutly value of
% lam?2.

flip =abs(lam1)>abs(lam2);

temp = lam1;

lam1(flip )=lam2(flip);

lam2( flip )=temp(flip);

end
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Datei 8.4: frangi2D.m

%% Function that implements the 2—dimensional Frangi filter . "Image” is the
%% input image on which the Frangi filter is to be executed. "sigmas” is a
%% vector of scalars to be applied. ”beta” and ”c¢” are the parameters that
%% you need to adjust. ”lindeberg” is the parameter that classifies the
%% importance of individual scalars . ” brightness ” can be either ”1” for dark or
%% 70” for bright . The last parameter indicates by how much the scalar should
be
%% amplified during the ” convolution .
%%
%% Example:
%% Image = imread('XXX.jpg’);
%% sigmas=1:1:15;
%% beta =0.5;
%% ¢ =15;
%% lindeberg = 2;
%% outlm = frangi2D(Image, sigmas, beta, c¢, lindeberg ,1,3) ;
%% figure, subplot (2,1,1) ; imshow(Im); subplot (2,1,2) ; imshow(outIm);
function MaxPicture = frangi2D(Image, sigmas, beta, ¢, lindeberg, brightness |,
gaussfaktor)
% Constructing a picture with negativ infinity values .
MaxPicture = —Inf % ones(size(Image));
if  brightness<0 || brightness>1
disp(”No valid brightness is given. Please input either "1’ for dark or "0’
for bright ”);
return;
end
% Calculate the Frangi—Filter for each sigma.
for i = 1l:length(sigmas)
% Gets the second deriviative of the Image.
[Dxx,Dxy,Dyy] = hesseMatrix2D(Image,sigmas(i),gaussfaktor);

% Multiplicate it with the scalar pow to the lindeberg parameter.
Dxx = (sigmas(i)”lindeberg)+Dxx;
Dxy = (sigmas(i)”lindeberg)+Dxy;
Dyy = (sigmas(i)”lindeberg)+Dyy;

% Gets the eigenvalues of the Hessian matrice. laml is an array with
% the absolutly lower eigenvalues an lam2 an array with the absolutly
% higher eigenvalues .

[lam1,lam2]=getEigenValues2D(Dxx,Dxy,Dyy);

% clear Dxx Dxy Dyy;

% To invoid division by zero, we take lam2 in case of zero to
% epsilon .
lam2(lam2==0) = eps;

% Calculate Frangis constants .
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8.2 3D-Frangi-Filter

Datei 8.5: get3DZeroPoints.m

%% Calculates the zeros of a 3rd degree polynomial.

%% The input parameters a, b, ¢ are as follows .

%% f(x) =x"3 +ax" 2 +bx+c

%% Every third—degree polynomial can be transformed into this notation .
%% Since the Hessian matrix is symmetrical, the 4th case of the Cardan
%% formula can be used. There are only real solutions .

function [x1, x2, x3] = get3DZeroPoints(a,b,c)

% Calculate p and q.

p =b—a."2./3;

q = 2xa.”3./27—a.xb./3+c;

delta = (q/2).72+(p/3).”3;

% Calculate the arcosinus part per default .
acosinus = acos(—q./2.xsqrt(—27./p.”3));

% Calculates the factor before the equation .
predisk = sqrt(—4/3.p);

% Calculates the zero points .

x1 = predisk.xcos(1/3.%acosinus)—a./3;

x2 = —predisk.x cos(1/3.xacosinus+pi/3)—a./3;
x3 = —predisk.x cos(1/3*acosinus—pi/3)—a./3;

% Converts into double values. (In reality there are real numbers.)
x1 = real(x1);
x2 = real(x2);
x3 = real(x3);

% If the polynomial has three times the same zeropoint .
z = —a/3;

threeTime = delta==0 & p == 0;

x1(threeTime) = z(threeTime);

x2(threeTime) = z(threeTime);

x3(threeTime) = z(threeTime);

% If the polynomial has zwo same zeropoints and one other at another
% point .

zl = 3xq./p;

72 = —3%q./(2%p);

twoPlusOne = delta==0 & p ~= 0;

x1(twoPlusOne) =z1(twoPlusOne);

x2(twoPlusOne) = z2(twoPlusOne);

x3(twoPlusOne) = z2(twoPlusOne);

end
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Datei 8.6: hesseMatrix3D.m

%% The Hessian matrix calculates an volume using the formula specified by

%% Frangi. ”Volume” is the image given by the user, ”s” is the scalar that

%% Frangi needs for the second derivation and the ”gauss factor ” is another

%% factor that is needed to calculate the semi— discrete convolution .

%%

%% The function should be called like this :

%% [hesXX, hesXY, hesXZ, hesYY hesYZ,hesZZ] = hesseMatrix3D(Volume, [1..10], 3)

function [hesXX, hesXY, hesXZ, hesYY hesYZ,hesZZ] = hesseMatrix3D(Volume,
s, gaussfactor)

% The part that is in all expressions equal.

rest = Q(x,y,z) exp(—(x."24y. 2+2.72)/(2%s.72))/(sqrt(8pi~3)xs"7);

% The second deriviatives of the gaussian distribution .
dxx = Q(x,y,2) (x.72—s.72).*rest (x,y,2);

dxy = Q(x,y,z) (x.xy).*xrest (x,y,z);
dxz = Q(x,y,z) (x.%z).xrest (X,y,2);
dyy = Q(x,y,z) (y."2—s.72).#rest (x,y,2);
dyZ — ( X,Y,Z ) (y ) *rest (X Y, Z)
dzz = Q(x,y,z) (z.72—s.72).xrest (X,y,2);

% The range that the convolution should be evaluated
range = —gaussfactorss:gaussfactorss;
[X, Y, Z] = meshgrid(range,range,range);

hesFilXX = dxx(X,Y,Z);
hesFilXY = dxy(X,Y,Z);
hesFilXZ = dxz(X,Y,Z);
hesFilYY = dyy(X,Y,Z);
hesFilYZ = dyz(X,Y,Z);
hesFilZZ = dzz(X,Y,Z);

%Volume = double(Volume);

% This is where the ” convolution” is carried out.
hesXX = imfilter(Volume, hesFilXX, "conv’);
hesXY = imfilter(Volume, hesFilXY, "conv’);
hesYY = imfilter(Volume, hesFilYY, "conv’);
hesXZ = imfilter(Volume, hesFilXZ, ‘conv’);
hesYZ = imfilter(Volume, hesFilYZ, ‘conv’);
hesZZ = imfilter (Volume, hesFilZZ, "conv’);
end

I
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Datei 8.7: getEigenValues3D.m

%% Calculates the eigenvalues of the 3D Hessian matrix.

%% Dxx is the top left entry, Dxy the top middle and left middle entry, Dxz

%% the top right and left down entry. Dyy is the centered entry. Dyz is the

%% right centered and bottom centered entry. laml is an array of all

%% eigenvalues that are smaller in magnitude and lam3 is an array of all

%% eigenvalues that are the largest in magnitude. lam2 is in the center .

%% These three arrays are returned .

function [laml,lam2, lam3]=getEigenValues3D(Dxx,Dxy,Dxz,Dyy, Dyz, Dzz)

% Calculate the characteristic polynomial.

a = —(Dxx+Dyy+Dzz);

b = Dxx.xDyy + Dxx.*Dzz+Dyy.xDzz—Dxy.”2—Dxz.”2—Dyz.”2;

¢ = —(Dxx.#Dyy.*Dzz + 2xDxy.*Dxz.*Dyz — Dxy.”2.%#Dzz—Dyz.” 2.xDxx—Dxz
T2.xDyy);

% Calculates the zero points .
[lam1, lam2, lam3] = get3DZeroPoints(a,b,c);

% Sorts it on absolutly magnitude.
flip12 =abs(lam1)>abs(lam2);
templ2 = laml;
lam1(flip12)=lam2(flip12);
lam2(flip12 )=temp12(flip12);

flip13 =abs(lam1)>abs(lam3);
templ3 = laml;
lam1(flip13)=lam3(flip13);
lam3(flip13)=temp13(flip13);

flip23 =abs(lam2)>abs(lam3);
temp23 = lam2;

lam2(flip23 )=lam3(flip23);
lam3(flip23 ) =temp23(flip23);
end
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Datei 8.8: frangi3D.m

%% Function that implements the 3—dimensional Frangi filter . ”Volumen” is the

%% input volumen on which the Frangi filter has to
%% vector of scalars to be applied. ”alpha”, "beta
that

be executed. ”sigmas” is a
” and ”"c¢” are the parameters

%% you need to adjust . ”lindeberg” is the parameter that classifies the

can be either 71”7 for dark or

%% importance of individual scalars . ” brightness ”

%% 70” for bright . The last parameter indicates by how much the scalar should
be

%% amplified during the ” convolution ”.

%%

%% Example:

%% load("XXX.mat’); % Loads the 3D Volume in the variable data

%% sigmas = 1:1:5;

%% alpha = 0.5;

%% beta = 0.5;

%% ¢ = 500;

%% data = double(data);

%% filtered Volume=frangi3D(data,sigmas,alpha, beta,

%% figure,

¢, 2,1,3);

%% volshow ( filteredVolume ,” Backgroundcolor *,[0.5 0.5 0.5]) ;

function MaxVolumen = frangi3D(Volumen, sigmas,

brightness, gaussfaktor)
% Constructing a volume with negativ infinity valu
MaxVolumen = —Inf % ones(size(Volumen));

% Checking the values .
if brightness<0 || brightness>1
disp(”No valid brightness is given. Please inp
for bright ”);
return;
end

% Calculating the 3D—Frangi—Filter for each sigma.
for i = l:length(sigmas)
% Gets the second deriviative of the volume.

alpha, beta, c, lindeberg,

es .

ut either 1’ for dark or 0’

[Dxx,Dxy,Dxz,Dyy, Dyz, Dzz| = hesseMatrix3D(Volumen,sigmas(i),

gaussfaktor);

% Multiplicate it with the scalar pow to the lindeberg parameter.

Dxx = (sigmas(i)”lindeberg)*Dxx;
Dxy = (sigmas(i)”lindeberg)*Dxy;
Dxz = (sigmas(i) lindeberg)*Dxz;
Dyy = (sigmas(i)”lindeberg)*Dyys;
Dyz = (sigmas(i)”lindeberg)+Dyz;
Dzz = (sigmas(i)”lindeberg)+Dzz;

% Gets the eigenvalues of the Hessian matrice .

62

laml is an array with



43 % the absolutly lower eigenvalues an lam2 an array with the absolutly

44 % higher eigenvalues .

15 [lam1,]lam2, lam3]=getEigenValues3D(Dxx,Dxy, Dxz,Dyy,Dyz, Dzz);
46 lam1 = double(lam1);

a7 clear Dxx Dxy Dxz Dyy Dyz Dzz;

48

49 % To invoid division by zero, we take laml, lam2 and lam3 in case of
50 % zero to epsilon .

51 lam1(lam1==0) = eps;

52 lam2(lam2==0) = eps;

53 lam3(lam3==0) = eps;

54

55 % Calculate Frangis constants .

56 Rb = abs(laml)./sqrt(abs(lam2).x(abs(lam3)));
57 Ra = abs(lam2)./abs(lam3);
58 S = sqrt(laml.”2+lam2.72+]lam3.72);

59

60 % Frangis 3 dimensional Vesselness function .

61 V0 = (1—exp(—Ra.”2/(2*alpha.”2))).xexp(—Rb.72/(2xbeta.”2)).*(1—exp(—S
72/(2%¢.72)));

62 clear Ra Rb S;

63

64 % The other case of the vesselness function .

65 if brightness == 0

66 VO(lam2>0 | lam3>0)=0;

67 else

68 VO(lam2<0 | lam3<0)=0;

69 end

70 clear laml lam2 lam3;

71

72 % The 4th step of Vesselness of Frangi is the maximation of the

73 % volumes of each scalar .

74 MaxVolumen = max(MaxVolumen, VO0);

75 clear VO;

76 end

77 clear Volumen;

s end
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