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1 Einleitung

Der Zusammenhang zwischen Schwingungen, Frequenzen und Ténen war bereits dem
Mathematiker Pythagoras aus dem alten Griechenland bekannt. Auch das Phdnomen der
Obertone wurde bereits damals erkannt. Weiterhin stellte man auch relativ friih fest, dass
das zeitliche Verhalten der Frequenzen den Klangcharakter in hohem Mafle bestimmt. Als
das Hammerklavier im 17. Jahrhundert entwickelt wurde, geschah das noch ohne techni-
sche Hilfsmittel und Computer. Die Klangqualitdt wurde rein durch das Gehor beurteilt
und die Klaviere wurden in reiner Handarbeit gefertigt. Dennoch klangen die Klaviere
bereits damals erstaunlich gut und es konnten bereits kleinere Konzertséle ohne Lautspre-
cher beschallt werden. Der erste Grundstein zu einer Zeit-Frequenz-Analyse wurde bereits
im 19. Jahrhundert durch die Entwicklung der Fourier-Transformation gelegt. Wirklich
vorangetrieben wurde die Zeit-Frequenz-Analyse schliefdlich durch die Entwicklung der
Quantenmechanik und besonders durch die Forschungen zum Zeit-Frequenz-Verhalten
durch Dennis Gabor im den 1940er Jahren, wie Grochenig im Vorwort zu [1] beschreibt.
Durch die immer populdrer werdenden Wavelets in den 1990er Jahren erhielt auch die
Zeit-Frequenz-Analyse einen deutlichen Schub. Zu den vielfiltigen Anwendungsmoglich-
keiten z&dhlt auch die Untersuchung von akustischen Signalen. Unter anderem ldsst sich
mit geeigneten Verfahren auch der zeitliche Verlauf der Frequenzen von Klavieraufnahmen

analysieren.

In der folgenden Arbeit sollen zunédchst die Grundlagen zur Zeit-Frequenz-Analyse, davon
insbesondere zu den Wavelets, beschrieben werden. Die Geschichte und die Eigenschaften
des Klaviers werden in Kapitel 3 dargestellt. Kapitel 4 beschreibt die Ergebnisse der Zeit-
Frequenz-Analyse von verschiedenen Klavieraufnahmen.



2 Die Zeit-Frequenz-Analyse

2.1 Allgemeines zur Zeit-Frequenz-Analyse

Die Zeit-Frequenz-Analyse besitzt das Ziel, Informationen iiber den zeitlichen Verlauf
von Frequenzen zu erhalten. Sowohl die auftretenden Frequenzen als auch deren genaues
zeitliches Verhalten sollen dabei in einer geeigneten Form dargestellt werden. Ein erstes
Hilfsmittel dazu ist die Fouriertransformation. Die Fouriertransformierte einer Funktion

f € Li(R) ist folgendermaflen definiert:

f:R—=C (2.1)

f@) =)= [ fe®a,  ceR

Die Fouriertransformierte einer Folge ¢ € ¢(Z) wird dagegen wie folgt berechnet:

(&) :=c1&) == Y. c(k)e ™, FER 2.2)

keZ

Signale sind meistens als Amplitudenfunktion iiber die Zeit gegeben. Fiir diese Signale
zeigt die Fourier-Transformation an, welche Frequenzen welchen Anteil am Signal besit-
zen [2, S. 21]. Die Fourier-Transformation sagt jedoch nichts tiber den zeitlichen Verlauf
dieser Frequenzen aus. Eine ideale Zeit-Frequenz-Reprasentation eines Signals beinhaltet
konkrete Informationen iiber die Frequenzen w, die zu einer beliebigen Zeit ¢ auftreten.
Anders gesagt, versucht die Zeit-Frequenz-Analyse, lokale Informationen eines momenta-
nen Frequenzspektrums mit den globalen Informationen des Zeitverhaltens der Funktion
f zu verbinden [1} S. 22]. Grochenig verwendet in [1] die Notenschrift und die Musik
als Veranschaulichung der Zeit-Frequenz-Analyse. Wenn f ein Musikstiick bezeichnet,

beschreibt die Funktion das zeitliche Verhalten des Signals. Daraus lassen sich einige
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grundlegende Informationen wie rhythmische Muster erkennen. Die Melodie der Musik
oder die einzelnen Téne konnen durch die Betrachtung von f aber nicht ohne weiteres
bestimmt werden. Andererseits lassen sich durch die Betrachtung des Frequenzspektrums
bei der Fourier-Transformierten f zwar Aussagen iiber die dominanten Frequenzen treffen,
aber nicht tiber die Melodie oder den Rhythmus. Das menschliche Ohr ist dagegen in der
Lage, den akustischen Eindruck so zu verarbeiten, dass es Informationen tiber die Zeit
und die Frequenz erhilt. Bei einer Zeit-Frequenz-Représentation eines Signals versucht
man, das menschliche Gehor zu imitieren und sowohl Informationen tiber die Frequenzen

als auch iiber deren zeitlichen Verlauf darzustellen.

In der Musik wird seit vielen Jahrhunderten eine Darstellung fiir diese beiden Komponen-
ten verwendet. Die uns bekannte Notenschrift ist nichts anderes, als eine Visualisierung
des zeitlichen Verlaufs der Frequenzen. Die Frequenzen werden als Tonhthen notiert, der
zeitliche Ablauf wird mit der Dauer der einzelnen Noten und eventuellen Pausen vorge-
schrieben. Damit kann ein Komponist relativ exakt aufs Papier bringen, welche Noten von

welchen Instrument zu welcher Zeit gespielt werden sollen.

2.1.1 Die Heisenbergsche Unschirferelation

Die Zeitlokalisierung einer Funktion f € Ly(RR) ist als

p=nf) = = [ HFOPa 23)

||f||2

definiert, die Frequenzlokalisierung von f als

p=i) = o [ Ef @R =

THIE /le( ¢)[? dg. (2.4)
2

Hsz

Die Zeitvariation und Frequenzvariation werden folgendermafien definiert:

P = [Pl OPd, = @ pAf@Pd @9

1£13 /= 27| fI13 /R

Der Schwerpunkt einer Funktion in der Zeit und Frequenz liegt also an der Stelle (y, f1)
und durch die Parameter ¢ und ¢ wird angegeben, wie stark die Funktion in Zeit und
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Frequenz abweicht [2} S. 79£.].
Ein Problem der exakten Darstellung von Zeit und Frequenz ist die Existenz einer Unschar-
fe. Die Heisenbergsche Unschérferelation besagt, dass es nicht moglich ist, sowohl die Zeit
als auch die Frequenz einer Funktion exakt zu lokalisieren. Je genauer die Reprasentation
zeitlich ist, desto ungenauer ist sie in der Frequenz und umgekehrt. Wie bei einem quan-
tenmechanischen Teilchen nicht Ort und Impuls exakt bestimmt werden kénnen, muss
man also auch bei der Ermittlung von Zeit und Frequenz immer bestimmte Kompromisse
in eine Richtung eingehen. Mathematisch lasst sich die Heisenbergsche Unschérferelation
fur f € Ly(R) so formulieren:

o(fo(f) = % (2.6)
Aus dieser Gleichung wird auflerdem ersichtlich, dass die Varianz weder in der Zeit noch
in der Frequenz Null sein kann. Der Bereich, in dem sich die Frequenz und die Zeit einer
Funktion befindet, lasst sich recht anschaulich anhand der sogenannten Heisenberg-Boxen

darstellen:

H(f) = [p(f) = o(f), u(f) + (NI x [a(f) = o (f), a(f) + 0 (f)] (2.7)

Dieses Rechteck gibt an, wie unscharf die Funktion in Zeit und Frequenz ist. Der Wert
kann also sowohl in der Zeit als auch in der Frequenz vom Schwerpunkt um die Variation
nach oben und unten abweichen. Abbildung veranschaulicht diese Heisenberg-

Boxen:

Abbildung 2.1: Heisenberg-Box [3, S5.15]
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2.1.2 Die gefensterte Fourier-Transformation (WFT)

Eine erste Moglichkeit fiir die Zeit-Frequenz-Analyse stellt die gefensterte Fourier-Transformation
dar (englisch: Windowed Fourier Transform, kurz WFT). Mallat beschreibt in [3] die Eigen-
schaften der WFT. Fiir die WFT wird ein normiertes Zeitfenster g(¢) mit ||g|| = 1 mit
Zentrum bei t = 0 in Zeit und Frequenz verschoben.

Que(t) = gt —u)e', (u,¢) € R? (2.8)

Das Atom g, s wird in Zeit u und Frequenz ¢ verschoben. Die Abweichung in Zeit und Fre-
quenz von g, « ist dabei unabhéngig von 1 und ¢. Das bedeutet, dass die Heisenberg-Boxen

unabhéngig von ihrer Position die Flache o; x 0, besitzen.

Wy

A
igv‘.r[w” -—n

A Ly

R =

184 (0]

12w )]

i i

Abbildung 2.2: Die Heisenberg-Boxen der WFT [3, S. 16]

Die gefensterte Fourier-Transformation ist schliefdlich gegeben durch:

SF(,8) = (fgug) = [ Fg(t—u)e™ d 29)

Diese gefensterte Fourier-Transformation ist hochredundant und stellt eindimensionale
Signale in einem zweidimensionalen Zeit-Frequenz-Graphen dar. Es ist deswegen notwen-
dig, gezielt einzelne Zeit-Frequenz-Koeffizienten auszuwihlen, die das Signal gut reprasen-

tieren [3] 5.16]. Die WFT ist vor allem dann effektiv, wenn die Zeit-Frequenz-Auflosung des
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Signals moglichst konstant ist. Wenn das Signal verschiedene Zeit-Frequenz-Auflosungen
besitzt, einige mit sehr guter Frequenzlokalisierung, andere mit sehr genauer Zeitlokalisie-
rung, bietet sich die Wavelet-Transformation an, da bei Wavelets die Zeit- und Frequenzauflo-
sung unterschiedlich ist (siche Kapitel 2.2). Die gefensterte Fourier-Transformation wird oft
auch als Short-Time Fourier Transformation (STFT) bezeichnet.

2.1.3 Die Gabor-Transformation

Eine spezielle Art der gefensterten Fourier-Transformation ist die Gabor-Transformation,
benannt nach dem Mathematiker Dennis Gabor. Als Fensterfunktion wird dabei eine
beliebige Gauf3-Funktion der Form

1 2
t) = ——e " /% 2.10
gs(t) N (2.10)
mit einem fixem s > 0 verwendet. Die Gabor-Transformation mit den Paramteren s und b
ist fiir eine Funktion f € L?(R) als

Gif(w) = [ F(t)gs(t —b)e a (2.11)

definiert. Die Fensterbreite héngt dabei lediglich von s ab und betragt 2+/s [4, S. 32ff.].
Bei der Gabor-Transformation fungiert also der Parameter b als Zeitvariable und gibt
die Position des Fensters g, an. Der Parameter w steht fiir die Frequenz der Funkti-
on und a bestimmt unmittelbar die Fensterbreite. Die Gabor-Transformation ldsst sich
weiterhin fiir alle Punkte ¢t € IR, in denen f kontinuierlich ist, mit folgender Formel

umkehren:

f@=¢%44@mwmwwwwww (2.12)
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2.2 Die Wavelet-Transformation

Die Wavelet-Transformation ist eine weitere Moglichkeit fiir die Zeit-Frequenz-Analyse von
Signalen. Die allgemeine Bezeichnung Wavelet leitet sich aus der wellenartigen Struktur
der meisten Wavelet-Funktionen ab (franzosische Bezeichnung ondelette). In den letzten
Jahrzehnten ist die Popularitdat der Wavelets enorm gestiegen. Grund fiir die Entwick-
lung war wie so oft ein Anwendungsproblem, das mit den vorhandenen Mitteln nicht
zufriedenstellend 16sbar war. Um geophysikalische Daten zufriedenstellend analysieren
zu konnen, machte sich die Wissenschaft daran, neue Analyseverfahren zu entwickeln. Ein
Nachteil der Fourier-Transformation besteht im Fehlen einer Lokalisierungseigenschaft.
Wenn sich ein Signal an einer Stelle dndert, so dndert sich die Fourier-Transformierte
{iberall, ohne dass man durch bloles Hinsehen die Stelle der Anderung finden kann.
Zur Transformation werden immer periodisch schwingende trigonometrische Funktionen
verwendet. Wavelets sind dagegen raumlich begrenzt, weswegen man durch Verschieben
eine Lokalisierung und durch Stauchen oder Strecken eine bestimmte Frequenzauflosung

an der entsprechenden Stelle erreichen kann [5, S. 3].

2.2.1 Grundsatzliches zur Wavelet-Transformation

Ein Wavelet ist eine mittelwertfreie Funktion, also eine Funktion ¢ € L,(R) fir die

gilt:

/]R P(t) dt =0 (2.13)

Eine Wavelet-Funktion ist zuldssig, falls gilt [5] S. 18]:

O<c¢::27r/
R

<"/A’(“’)|2) dw < oo (2.14)

jwl

Die Wavelet-Transformierte einer Funktion f € L?(IR) zum Wavelet ¢ mit der Skala s und
der Position u ist durch folgende Gleichung definiert:

WF(u,s) :/]Rf(t)%zp (t_”) dt (2.15)

S
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wobei s € R\{0},u € R[5} S. 16].

Grob formuliert wird das Wavelet mit der Form des Signals an einer bestimmten Stelle
verglichen, wobei das Wavelet entweder verschoben oder gestaucht beziehungsweise
gestreckt werden kann.

1.0

g 0
g w
-05
-10 I 1 1 1 >
b t
=l
4
a
das i

Abbildung 2.3: Streckung und Stauchung eines Wavelets [6, S. 11]

1.0 r
il

0

yir-b)

-0.5

by by by !

Abbildung 2.4: Verschiebung eines Wavelets [6, S. 11]
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Stimmt die Form des Wavelets gut mit der Form des Signals {iberein, ergibt sich bei der
Transformation ein hoher Wert. Wenn das Wavelet und das Signal nicht gut korrelieren,
erhdlt man einen niedrigen Wert bei der Transformation. Die einzelnen Werte der Wavelet-
Transformation werden schlieSlich in einem zweidimensionalen Diagramm eingetragen.
Die X-Achse stellt dabei den Ort (beziehungsweise die Zeit) dar, wahrend nach oben die
Skalen aufgetragen sind. Die Transformation wird fiir verschiedene Orte und Skalen des
Wavelets durchgefiihrt, sodass im Graph ein zweidimensionales Bild entsteht. Bei der
kontinuierlichen Wavelet-Transformation (CWT) wird die Transformation, wie der Name
andeutet, kontinuierlich durchgefiihrt wahrend bei der diskreten Wavelet-Transformation
(DWT) ein diskreter Satz von Werten verwendet wird [6} S. 2]. Fiir zuldssige Funktio-

nen kann die Wavelet-Transformation invertiert werden, dabei wird folgende Formel

1 1 t—u ds
t) = = / W , du— 2.16
£ =g fo f o (1) @ 216)
Bei einem reellen Wavelet ¢ und f € L(R) gilt folgende etwas einfachere Invertierungs-
1 [ 1 t—u ds
= — — 17
£(t) C¢/() /]RWIPf(u,S)\/glp ( - ) s (217)

Diese Umkehrformeln gelten allerdings nicht punktweise, sondern fiir den Hilbert-Raum
L, [2, S. 85£.].

verwendet:

formel:

2.2.2 Zeit-Frequenz-Auflosung bei Wavelets

Auch bei den Wavelets existiert die Heisenbergsche-Unscharferelation. Es ist also auch
hier unmoglich, sowohl die Frequenz als auch die Zeit beliebig genau zu bestimmen.
Wie stark die Wavelet-Transformierte genau in Zeit und Frequenz verschmiert, hangt
unmittelbar vom Wavelet selbst ab. In [3, S. 109f.] wird die Berechnung der Zeit-Frequenz-
Auflosung beschrieben. Diese Regeln gelten auch fiir komplexe Wavelets, die oft auch
als analytische Wavelets bezeichnet werden. Ein Wavelet 1 ist {iblicherweise zentriert bei
Null. Andernfalls kann man das Wavelet durch eine geeignete Verschiebung zentrieren.
Dadurch ergibt sich auch die Zentrierung bei t = u. Die Varianz in der Zeit ergibt sich

aus

/}R (t— )| s (D)2 dt = 202, (2.18)
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wobei 07 = [i t*[9(t)|? dt ist. Der Schwerpunkt der Frequenz 17 von §(w) ist

1 [ .
1=5- [ wlb)] do. (2.19)

Da die Fouriertransformation von analytischen {(w) bei negativen Frequenzen Null ist,
muss hier nur von 0 bis co integriert werden. Bei der Fouriertransformation von 4, s wird
i lediglich um den Faktor 1/s gestreckt. Deswegen ergibt sich fiir den Schwerpunkt der
Frequenz der Wert 77 /s.

Die Varianz in der Frequenz berechnet sich aus

Lo AP 2, 04
o | (0= 1) Wusw)P e = %, (2.20)
wobei 1 oo
2 _ - EPAVAR 2
7% =5 [ (=) de. @2y

Das Zentrum der Heisenberg-Box zur Wavelet-Transformation ist also bei (u,7/s). Die Sei-

tenldngen sind so; und o, /5. Somit ergibt sich folgende Heisenberg-Box:
[u — 0.5s0¢, u + 0.5s0¢] x [/s —0.504,/s,1/s 4+ 0.50,,/5] (2.22)

Durch die Multiplikation der beiden Seitenldngen des Rechtecks so; und 0y, /s erhdlt man
die Flache o;0,,. Wie man sehen kann, hangt die Flache des Heisenberg-Rechtecks also nicht
von der Skala s ab und ist stets konstant. Anders als beispielsweise bei gefensterten Fourier-
Transformationen wie der Gabor-Transformation (siehe Abbildung in[2.1.2) hiangen die
jeweiligen Seitenldngen von der Skala s ab. Je kleiner s ist (also je hoher die Frequenz ist),
desto geringer ist die Frequenzauflosung und desto hoher dagegen die Zeitauflosung. Fiir
hohe Skalen beziehungsweise niedrige Frequenzen verhilt sich die Auflésung genau um-
gekehrt, die Zeit besitzt eine grofie Unschérfe, wiahrend die Frequenz recht genau aufgelost
ist. Man spricht daher auch von relativer Zeit- und Frequenzauflosung, wiahrend bei der
WEFT mit festem Fenster eine konstante Zeit- und Frequenzauflosung erreicht wird [2} S. 88].
Folgende Abbildung aus [3} S. 110] visualisiert die unterschiedliche Form der Heisenberg-
Boxen. Man sieht hier recht schon, welche Auswirkungen die Skala beziehungsweise die
Frequenz w auf die Zeit-Frequenz-Auflosung hat.

10
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Abbildung 2.5: Heisenberg-Boxen bei Wavelets

2.2.3 Beispiele fiir Wavelets

Damit eine Funktion ein Wavelet ist, miissen lediglich die Voraussetzungen (2.13) und
(2.14) gelten. Das Wavelet muss also mittelwertfrei sein und endliche Energie besitzen.
Deswegen gibt es sehr viele Moglichkeiten und Beispiele fiir Wavelets. Ein sehr einfaches
Beispiel fiir ein Wavelet stellt das sogenannte Haar-Wavelet dar. Es ist folgendermafien
definiert [5, S. 19]:
1 :0<t<1/2
pt)=49-1:1/2<t<1 (2.23)

0 : sonst

Wie man an der Funktion und auch am Graph erkennen kann, besitzt das Haar-Wavelet
einen kompakten Trager.

11



2 Die Zeit-Frequenz-Analyse

=

Abbildung 2.6: Haar-Wavelet [5, S. 20]

Viele Wavelet-Mutterfunktionen werden auch als Ableitungen von stetig differenzierbaren
Funktionen generiert. Denn fiir die Zulassigkeit eines Wavelets ¢ € L? gilt folgendes [5, S.
19]:

¢ € L'(R) ist stetig differenzierbar = ¢ = ¢’ ist zulassig (2.24)

Ein Wavelet dieser Art ist das sogenannte Mexican Hat-Wavelet. Hierfiir wurde eine Gauf3-

Funktion zweimal abgeleitet, woraus sich folgende Gleichung fiir das Wavelet ergibt [5, S.
19]:

P(x) = —We_xz/z =(1- xz)e_xz/2 (2.25)

:
|

Abbildung 2.7: Mexican Hat-Wavelet [5] S. 20]

Am Bild sieht man deutlich, woher dieses Wavelet seinen Namen hat. Die Form erinnert
an den typisch mexikanischen Sombrero.

12
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2.2.4 Das komplexe Morlet-Wavelet - ideal fiir die Klanganalyse

Die beiden gerade genannte Beispiele sind reale Wavelets. Jedoch gibt es auch einige
komplexe oder analytische Wavelets, mit denen man Betrag und Phase des Signals getrennt
betrachten kann. Wie bereits erwahnt, ist die Fourier-Transformation bei diesen Wavelets
tiir negative Frequenzen Null. Das Mexican Hat-Wavelet ldsst sich beispielsweise sehr
einfach zu einem komplexen Wavelet machen, indem man bei der Fourier-Transformierten
die negativen Frequenzen auf Null setzt und dann die inverse Fourier-Transformation
anwendet. Das meistverwendete komplexe Wavelet, das sich aus dem Mexican Hat-
Wavelet ableitet, ist das sogenannte Morlet-Wavelet. In [6, S. 35£f.] beschreibt Addison die
grundlegenden Eigenschaften des Morlet-Wavelets. Es ist als

W(t) = VA2t o= (27fo)?/2) =12 (2.26)

definiert, wobei fy die zentrale Frequenz dieses Mutter-Wavelets ist. Dieser Parameter kann
angepasst werden, wodurch sich die Form und die Eigenschaften des Morlet-Wavelets
verdndern. Solange fy nicht sehr klein ist, lasst sich der Term e~ (27, °)/2 in der Gleichung
vernachldssigen, da sein Wert dann aufgrund des Verhaltens der Exponentialfunktion
nahe Null ist. Die Gleichung fiir das Morlet-Wavelet kann dann vereinfacht dargestellt
werden:

P(t) = - V4ei2rfot o= 2/2 (2.27)

Der erste Faktor dieser Funktion ist fiir die Normalisierung verantwortlich, also dass
l|¢|]2 = 1 gilt. In der Mitte der vereinfachten Gleichung steht die Gleichung fiir eine
komplexe Sinuskurve, die auch als cos(27f,t) + isin(27 fot) geschrieben werden kann.
Der dritte Faktor ist eine Gauf3-Funktion mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung 1.
Diese vereinfachte Gleichung ist natiirlich nicht mittelwertfrei, wie es eigentlich von einem
Wavelet gefordert wird. Der Fehler, der sich durch diese vereinfachte Gleichung ergibt,
ist jedoch vor allem bei etwas grofierem fy vernachladssigbar gering [6, S. 35]. In folgender
Abbildung sind der Realteil (schwarz) und der Imaginarteil (rot) von Morlet-Wavelets
mit verschiedenen Parametern zu sehen. Der Parameter s entspricht dabei der Streckung
des Wavelets, wiahrend fj die zentrale Frequenz angibt. Um gestreckte, gestauchte und
verschobene Morlet-Wavelets zu berechnen, wird ¢ in der Gleichung durch (t — u)/s

ersetzt.

Man kann erkennen, dass der Imaginarteil um ein Viertel der Schwingungsdauer ver-
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2 Die Zeit-Frequenz-Analyse

Abbildung 2.8: Morlet-Wavelets mit verschiedenen Parametern

schoben ist. Weiterhin kann man sehr gut sehen, welchen Einfluss die Parameter auf
das Morlet-Wavelet haben. Die zentrale Frequenz f; der Sinusschwingung bestimmt,
wie viele Schwingungen das Morlet-Wavelet besitzt. Mit steigendem f; nimmt natiir-
lich die Anzahl der Schwingungen zu. Wenn man die Gleichung (2.27) betrachtet (mit
t = (t —u)/s)), stellt man schnell fest, dass der Parameter s die Standardabweichung
der Gauf$-Funktion ist. Mit dem Parameter s wird so das Morlet-Wavelet gestreckt oder

gestaucht.
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2 Die Zeit-Frequenz-Analyse

Beim Morlet-Wavelet wird eine komplexe Sinusfunktion mit einer GaufSfunktion multi-
pliziert. Die Form des Morlet-Wavelets dhnelt stark einem abklingenden Sinuston, daher
eignet es sich gut fiir die Analyse von Audiosignalen, wie sie auch durch Instrumente wie

das Klavier erzeugt werden.

15



3 Das Klavier

Das Klavier ist eines der vielseitigsten und beliebtesten aller Instrumente. Fiir kein anderes
Instrument wurde in allen Epochen eine solche Fiille an Literatur verfasst, von kleinen und
grofsen Solostiicken bis hin zu Klavierkonzerten, bei denen Klavierpassagen vom Orchester
untermalt werden. Der Klavierbau ist dabei eine Kunst fiir sich und die Spannweite in

Klang und Preis ist bei Klavieren enorm.

3.1 Die Funktionsweise und Klangerzeugung des Klaviers

In [7, S. 28ft.] beschreibt Kentner die Mechanik und die Klangerzeugung beim Klavier,
wobei er sich immer wieder auf das bedeutsame Buch ,, The Act Of Touch In All Its Diver-
sity - An Analysis And Synthesis Of Pianoforte Tone Production” von Tobias Matthay
aus dem Jahre 1903 bezieht. Um einen Ton erzeugen zu kénnen, miissen immer Schwin-
gungen generiert werden. Wie bei vielen anderen Instrumenten werden beim Klavier
dazu Saiten zu Schwingungen angeregt. Anders als bei Zupfinstrumenten, wo die Saiten
direkt gegriffen werden, werden beim Hammerklavier die Saiten mit einem Hammer
angeschlagen. Dieser wird durch das Driicken einer Taste in Bewegung versetzt. Eine
komplizierte Hebelmechanik tiibertrigt die Bewegung von der Taste auf den Hammer
und damit auf die Saite. Bei den meisten Streich- oder Zupfinstrumenten gibt es nur vier
oder fiinf Saiten. Mit den Fingern kann der schwingende Teil der Saiten verkiirzt werden,
dadurch wird der Ton hoher. Beim Klavier gibt es fiir jeden Ton eine eigene Taste und

einen zugehorigen Chor aus drei Saiten.

Trifft der Hammer auf den Saitenchor, wird dieser in Schwingung versetzt. Die Schwin-
gungen werden durch den Resonanzboden des Klaviers verstarkt, breiten iiber die Luft
aus und werden vom menschlichen Ohr wahrgenommen. Die Tonhohe hdngt dabei von
der Frequenz der Schwingung ab, die Lautstédrke ihrer ,Stdarke”. Wenn eine Saite in ihrer
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3 Das Klavier

gesamten Lange schwingt und nur die beiden Endpunkte in Ruhe bleiben, entspricht das
der Grundschwingung, die fiir den Grundton verantwortlich ist. Eine Saite kann aber
auch in mehreren Teilen schwingen, hierbei befinden sich im Lauf der schwingenden
Saite ein oder mehrere Schwingungsknoten, die bei der Schwingung in Ruhe bleiben
[8, S. 58f.]. Dadurch enthilt ein Saitenton immer auch einzelne Obertdne, die aus den
Oberschwingungen der Saite entstehen.

3.2 Die Entwicklung des Hammerklaviers

Wenn in der Barockzeit von einem Klavier die Rede war, meinte man tiblicherweise ein
Clavichord oder ein Cembalo. Mit diesen Vorformen des Klaviers, wie wir es heute kennen,
war noch kein differenziertes Spiel beztiglich der Lautstarke moglich. In [8] beschreibt
Herbert Junghanns die Entwicklung des Hammerklaviers. Der italienische Cembalobauer
Bartolomeo Cristofori (1655-1731) hatte nicht als einziger das Bestreben, ein Instrument zu
entwickeln, das eine dynamische Spielweise ermoglicht. 1709 gelang ihm schliefslich mit
der Erfindung der Hammermechanik eine bahnbrechende Erfindung. Cristofori bezeich-
net das Wesentliche seiner Erfindung mit den Begriffen piano e forte, also laut und leise.
Daraus entwickelte sich spater Pianoforte als Bezeichnung fiir das neue Instrument. Die
Entwicklung des Hammerklaviers wurde vor allem in Deutschland weiter vorangetrieben.
Die ersten Jahrzehnte nach der Erfindung fand das Hammerklavier jedoch noch keinen
recht groflen Anklang, beispielsweise lehnten Komponisten wie Johann Sebastian Bach
das Instrument ab. Deutsche Klavierbauer verhalfen jedoch dem Hammerklavier nach
und nach zum Sieg tiber das bis dahin vorherrschende Cembalo [8, S. 28f.]. Christian
Ernst Friederici veranderte Mitte des 18. Jahrhunderts die Form des Hammerklaviers und
tibernahm die Kastenform des Clavichords. Dadurch entstand das Tafelklavier, das von da
an iiber 100 Jahre grofie Beliebtheit genoss [8, S. 30].

Die sogenannte , englische Mechanik” verhalf dem Hammerklavier zu einem préazise-
rem Anschlag, zu ausdrucksreicherem Spiel und zu hoherer Lautstéarke. Die Saiten wurden
immer dicker und die Instrumente besaflen erstmals eine Fliigelform, wie sie heute noch
bei Konzertinstrumenten verwendet wird. Durch die dickeren und starker gespannten
Saiten verdnderte sich auch die Klangfarbe der Instrumente. Die Himmer wurden grofSer

und schwerer und auch der Resonanzboden wurde verstarkt. Dadurch ging der Oberton-
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3 Das Klavier

reichtum sehr zuriick. Weiterhin wurde der Tonumfang erhoht, von vier Oktaven bei den
ersten Hammerklavieren von Cristofori bis hin zu 85 Tonen im Jahr 1823 [8, S. 35f.].

Die Klavierfabrikanten Erard und Herz entwickelten in den folgenden Jahren die Ham-
mermechanik weiter, die Erard-Herz-Mechanik findet sich auch in den modernen Fliigeln
wieder. Eine weitere heute noch giiltige Neuerung war die Erfindung des Pianinos. Die
Saiten wurden beim Pianino etwas verkiirzt und aufrecht platziert. Diese Bauart wird
auch heute noch bei den aufrecht stehenden Klavieren verwendet. Grofser Vorteil war
und ist die Platzersparnis durch die kompakte Bauweise. Das Pianino wurde recht schnell
zum meistgebauten Klaviertyp. In den folgenden Jahren wurde viel mit den Materialien
des Klaviers experimentiert, eine der wesentlichsten Neuerungen stellte die Befilzung der
Hammerkopfe dar, die auch heute noch Verwendung findet [8, S. 37ff. ]. Das Hammer-
klavier hat sich in seinen beiden Formen, dem Fliigel mit waagrechter Positionierung der

Saiten und dem aufrechtem Klavier, bis heute erhalten.

3.3 Die Klangeigenschaften des Klaviers

Bei Anschlagen der Taste eines Klaviers schldgt ein Hammer auf die zur Taste geho-
renden Saiten. Dadurch werden Schwingungen erzeugt, die sich im Resonanzraum des
Klaviers verstarken und schliefSlich fiir das menschliche Ohr horbar werden. Dieses Prin-
zip der Tonerzeugung ist beim Fliigel und beim Pianino identisch. Durch die verdnderte
Bauweise, die andere Form des Resonanzkorpers und die grofiere Lange der Saiten un-
terscheidet sich der Klangeindruck eines Fliigels von der eines Pianinos. Fiir Konzerte
und Tonaufnahmen wird fast ausschliefilich der Fliigel verwendet, die Klangqualitét eines
Pianinos kann mit der eines Konzertfliigels nicht mithalten. Auch innerhalb der beiden
Bauformen gibt es zwischen verschiedenen Modellen teilweise erhebliche Unterschiede

im Klang.

Tone sind in ihrer Reinform Sinusschwingungen einer bestimmten Frequenz. Der Kam-
merton a besitzt beispielsweise eine Frequenz von 440 Hz. Wenn eine Taste eines Klaviers
angeschlagen wird, wird jedoch keineswegs nur ein reiner Ton der jeweiligen Tonhche
erzeugt. Der erzeugte Klang ist immer eine Mischung aus dem Grundton, der dem ge-
wiinschten Ton der angeschlagenen Taste entspricht, und einer Anzahl von Obertonen. Die
Frequenzen der verschiedenen Obertone, die mit dem Grundton auch Teil- oder Partialto-

ne genannt werden, sind immer ganzzahlige Vielfache des Grundtons. Anzahl, Verteilung
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3 Das Klavier

und Stédrke der einzelnen Obertone bestimmen die Klangfarbe eines Instruments [8, S.
51]. Diese Klangfarbe variiert zwischen verschiedenartigen Instrumenten, jedoch besitzen

auch einzelne Klaviermodelle unterschiedliche Klangfarben.

Bei einem Klavier besitzt jede Note ein eigenes Spektrum. Wenn man beim selben Instru-
ment das Obertonverhalten verschiedener Noten untersucht, stellt man fest, dass sich die
Auspragung der einzelnen Partialtone unterscheidet. Den Gesamtklang eines Klaviers
durch das Klangspektrum zu definieren, ist demzufolge schwierig, da die 88 Tasten jeweils
ein unterschiedliches Obertonverhalten besitzen [8}, S. 99].

Allerdings lassen sich ein paar Grundcharakteristika des Klavierklangs herausstellen,
die das Klavier von anderen Instrumenten wie der Trompete, der Violine oder der Flote
unterscheidet. Beim Klavier entwickeln sich gleich nach dem Anschlag alle, oder fast alle
Partialtone. Diese werden vom Gerdusch des Hammerschlags begleitet, der vor allem die
tieferen Partialtone beeinflusst. Bei der Flote werden beispielsweise viel weniger Obertone
erzeugt, die auch nicht simultan starten und enden. Weiterhin sorgt der Hauch des Flotis-
ten, der durch das Anblasen entsteht, fiir den charakteristischen Klang der Flote. Insgesamt
bestimmen also vor allem der Anschlag, der Ausklang der Téne und das Verhalten der

Obertone die Klangfarbe eines Instruments [8} S. 100].

3.4 Die Stimmung eines Klaviers

Ein wesentlicher Faktor fiir den Klang und die Tonqualitit eines Klaviers ist die Stimmung.
Selbst Musiklaien konnen ein deutlich verstimmtes Klavier recht schnell erkennen. Bei ei-
ner Oktave verdoppelt sich arithmetisch gesehen jeweils die Frequenz der Tone, wahrend
also der Kammerton a! mit 440 Hz schwingt, besitzt der Ton a? die Frequenz 880 Hz. Das
Schwingungsverhiltnis von sieben Oktaven ist also 2. Diese sieben Oktaven entsprechen
genau zwolf Quinten. Eine reine Quinte besitzt ein Schwingungsverhdltnis von 3:2, wenn

also man vom Kammerton a!

eine reine Quinte nach unten geht, erhilt man den Ton d'
mit 293 1/3 Hz. Zwolf reine Quinten besitzen das Schwingungsverhiltnis von (3 : 2)12.
Mit etwa 129,75 ist dieses Frequenzverhiltnis aber etwas hoher als 27 was 128 ergibt.
Geht man also vom tiefen C eines Klaviers in zwolf reinen Quinten nach oben, erhilt
man einen Ton mit einer leicht hoheren Frequenz als bei sieben Oktavschritten. Diese
Differenz wird auch , Pythagoreisches Komma” genannt und betrigt etwas weniger als ein

Viertel eines Halbtons [7, S. 39]. Dadurch ist es also unmoglich, ein Klavier so zu stimmen,
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dass alle Intervalle das exakte Frequenzverhiltnis besitzen. Die Ungenauigkeiten, die sich
aus dem Pythagoreischem Komma ergeben, miissen nun irgendwie verteilt werden. Dazu
gibt es verschiedene Ansétze. Frither wurden viele Klaviere wohltemperiert gestimmt. Bei
dieser Stimmung werden die Ungenauigkeiten bei einzelnen Intervallen nicht gleichméaflig
verteilt, je nach Tonlage weichen die Intervalle mehr oder weniger der reinen Stimmung
ab. Dadurch ergeben sich aus der Stimmung bestimmte Charakteristika einzelner Tonarten.
Heutzutage ist die gleichstufige Stimmung am gebrauchlichsten. Hier werden die einzelnen
Intervalle tiber den gesamten Tonumfang des Klaviers gleich gestimmt. Somit sind auch
alle Tonarten gleich genau beziehungsweise ungenau. Eine Oktave wird hier der Theorie
nach in zwolf gleich grofse Halbtonschritte unterteilt, die jeweils das Frequenzverhéltnis
von %/2 besitzen. Die Oktaven sind die einzige Intervalle, die exakt gestimmt werden.
In der Praxis ist die gleichstufige Stimmung allerdings nicht so einfach, da unser Gehor
nicht linear ist. Tiefe Tone horen wir etwas hoher, auf der anderen Seite klingt fiir das
menschliche Gehor ein Ton mit 3000 Hz tiefer als die Oktave von 1500 Hz [8, S. 98]. Wegen
der Inharmonizitit der Saite sind aufSerdem auch die Obertone bei einzelnen Tonen eines
Klaviers leicht verschoben. Beispielsweise ist der 4. Teilton nicht die Doppeloktave des
Grundtons, sondern klingt etwas hoher als diese. Die Abweichung richtet sich dabei nach
den Beschaffenheiten der Saite [7, S. 98f.]. Aufgrund dieser Tatsachen ldsst sich ein Klavier
auch bei der gleichstufigen Stimmung nicht ausschliefdlich mit elektronischen Hilfsmitteln
wie einem Stimmgerit stimmen. Damit das Instrument fiir das menschliche Ohr angenehm

klingt, muss es auch immer nach Gehor gestimmt werden.

Insgesamt tragen eine Vielzahl von Faktoren zum Klang eines Klaviers bei. Die Lan-
ge und Beschaffenheit der Saiten, das AufSenmaterial des Klaviers, Form und Material des
Resonanzraums sowie die Stimmung des Instruments sind fiir den Klang eines Instru-
ments verantwortlich. Auch die Raumakustik hat einen nicht unerheblichen Einfluss auf
den Klangeindruck, der entsteht. Da beim Klavierbau noch sehr viel Handarbeit im Spiel
ist, besitzt jedes Instrument einen einzigartigen Charakter.

20



4 Zeit-Frequenz-Analyse bei Klavieren

Im folgenden Kapitel sollen nun die Verfahren zur Frequenz- beziehungsweise Zeit-
Frequenz-Analyse auf verschiedene Aufnahmen von Klavieren angewendet werden. Dazu
wurden das Aufnahmegerat Tascam DP-01 Digital Portastudio zusammen mit einem exter-
nen Mikrofon verwendet. Die aufgenommenen Signale wurden anschliefSlend mit Audacity
geschnitten und angepasst. Mit dem Programm Octave und geeignetem Programmcode
wurden die Aufnahmen anschliefiend verschiedenen Fourier- und Wavelettransformatio-

nen unterzogen.

4.1 Fourier-Transformationen zu verschiedenen

Aufnahmen

Zuerst wollen wir uns die FFT zu einigen Klavieraufnahmen ansehen. Bei der FFT (Fast
Fourier Transform) handelt es sich um eine schnelle Berechnungsmethode zur Diskreten Fou-
riertransformation (DFT). Gerade bei Tonaufnahmen macht es wenig Sinn, eine kontinuierli-
che Fouriertransformation zu verwenden, da die zu bearbeitenden und transformierenden
Datenmengen dabei zu hoch wiren. Bei der DFT wird das Signal an bestimmten diskreten
Punkten ausgewertet. Wie viele das sind, hidngt von der Abtastrate ab. Bei unserer Analyse
wurde stets mit einer Abtastrate von 44100 Hz gearbeitet, also liegen pro Sekunde 44100
Abtast- beziehungsweise Messpunkte vor. Wie bereits erwadhnt lassen sich mit der , norma-
len” Fouriertransformation nur die Anteile der Frequenzen am Ton herausfinden, tiber
den zeitlichen Verlauf lassen sich keine Aussagen treffen. In der folgenden Abbildung

1

ist das Frequenzspektrum des Kammertons a* aus einer Aufnahme des Konzertfliigels

Bosendorfer 290 Imperial zu sehen:
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Abbildung 4.1: Frequenzspektrum zum Kammerton a

Der Ton wird klar ersichtlich vom Grundton a mit der Frequenz 440 Hz dominiert. In
der Abbildung sind auch die ersten drei Oberténe zu sehen, der erste Oberton ist das
a% mit 880 Hz, also eine Oktave hoher. Interessant zu beobachten ist, dass der dritte
Oberton a° mit der Frequenz 1760 Hz etwas dominanter ist als der zweite Oberton, der
mit 1320 Hz etwas {iber dem e bei der gleichstufigen Stimmung liegt. In der Abbildung
lasst sich auch eine kleine Spitze im niederfrequenten Bereich erkennen, diese ldsst sich
durch den Gerduschanteil beim Anschlagen der Taste erkldaren. Interessant ist auch die
FFT zur Aufnahme eines C-Dur-Dreiklangs in [Abbildung 4.2 Die drei Grundtone des
Dreiklangs, al, cis?, e? mit den Frequenzen 440 Hz, 554,37 Hz und 659,26 Hz|'| besitzen
natiirlich die grofite Amplitude. Dass die Spitzen eine unterschiedliche Hohe besitzen,

liegt vor allem an ungleichméafligen Anschlagen des Dreiklangs mit der rechten Hand. Der
Daumen betdtigt die Taste als stiarkster Finger meistens etwas fester. Im Klavierunterricht
wird auflerdem gelehrt, der Oberstimme besondere Aufmerksamkeit zu widmen. Deshalb
reicht auch der Ton e! von der Intensitit fast an den untersten Dreiklangton heran, da ich
wie die meisten Klavierspieler die Betonung der Oberstimme trotz eventuell schwéacheren

Fingern bereits verinnerlicht habe. Die Spitzen der ersten Obertone lassen sich noch schén

1 Die Frequenzen zur gleichstufigen Stimmung stammen von http:/ /pianotip.de/frequenz.htm, aufgeru-
fen am 25.09.2013
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den Grundtdnen aus dem Dreiklang zuordnen. Bei den Ausschldgen rechts von 1500 Hz
wird es dann allerdings schwieriger, die einzelnen Spitzen durch blofles Hinsehen den

Grundtonen zuzuordnen.

Abbildung 4.2: Frequenzspektrum bei einem A-Dur-Dreiklang

Bei gleichzeitig angeschlagenen Tonen oder wie im ersten Beispiel einem einzelnen Ton ist
die FFT durchaus ein geeignetes Hilfsmittel, um sich die Frequenzverteilung anzusehen.
Bei Aufnahmen von Tonen, die sich verdndern, ist die FFT, wie in Kapitel 2| erldutert,
kein ideales Verfahren mehr. Die |[Abbildung 4.3|stellt die FFT zu einer simplen Melodie
dar. Bei der dazugehorigen Aufnahme wurden die ersten fiinf Tone der C-Dur-Tonleiter

(von ¢! bis ¢') auf- und abwirts gespielt. Grund- und Obertone zu erkennen ist hier
deutlich schwieriger, was natiirlich an den fiinf verschiedenen Tonen liegt. Beim Dreiklang
konnte man dagegen noch mit etwas Miihe die Grundtone erkennen und einige Obertone
zuordnen. Uber den zeitlichen Verlauf der einzelnen Tone lasst sich methodisch bedingt
sowieso keine Aussage treffen.
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Abbildung 4.3: FFT zu einer simplen Melodie

Insgesamt eignet sich die FFT vor allem dazu, bei einzelnen Ténen eines Instruments
die Partialtone darzustellen. Sobald sich die Tone zeitlich verdndern, bieten sich weitere

Verfahren zur Zeit-Frequenz-Analyse an.

4.2 Wavelet-Analyse zu Klavieraufnahmen

Wie bereits in Kapitel 2] beschrieben, ist die Wavelet-Transformation ein ideales Hilfsmittel,
um Zeit-Frequenz-Verldufe von Signalen zu analysieren. Bei akustischen Signalen wie Klan-
gen und Tonen ist das Morlet-Wavelet ideal, da es den abklingenden Sinusschwingungen
eines Tons sehr dhnlich ist. In den folgenden Abschnitten werden die Morlet-Wavelet-

Transformationen verschiedener Signale untersucht.
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4.2.1 Der Kammerton a bei verschiedenen Klavieren

Bereits am Zeit-Frequenz-Verhalten des Tons a! mit der Frequenz 440 Hz lassen sich einige
Aussagen tiber den Klang des Klaviers treffen.

Fiir die Wavelet-Transformation von Abbildung 4.4 wurde dieselbe Aufnahme des Kam-
mertons a wie in Abbildung 4.1 verwendet. Der Ton stammt vom Konzertfliigel Bésendor-
fer Imperial 290. Nach rechts ist die Zeit aufgetragen, bei einer Abtastrate von 44100 Hz
sind also knapp zwei Sekunden dargestellt. Nach oben sind die Skalen aufgetragen, die
sich indirekt proportional zu den Frequenzen verhalten. In dieser und in allen folgenden
Abbildungen zur Wavelet-Transformation ist der logarithmische Absolutbetrag dargestellt.
Mit der unteren waagrechten Linie ist die Skala zum Ton a! markiert. In der FFT zur
Aufnahme war bereits ersichtlich, dass nattirlich der Grundton der dominanteste Ton im
Klang ist. Der erste Oberton a? mit einer Frequenz von 880 Hz befindet sich an der oberen
waagrechten Linie bei einem Skalenwert von 88. Die weiteren Obertone sind nur noch

schwach ausgeprégt.

Abbildung 4.4: Wavelet-Transformation zum Kammerton a
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Die grofie Starke der Wavelet-Analyse zeigt sich, wenn man das Verhalten des Grundtons
betrachtet. Nach etwa 25000 Abtasteinheiten wird der Ton kurz leise, um anschliefSend
wieder lauter zu werden. Dieses Verhalten wird Schwebung genannt. Schwebungen entste-
hen, wenn die drei Saiten vom Saitenchor einer Taste nicht ganz gleich gestimmt werden,
sondern eine leichte Differenz aufweisen. Die Differenz der Frequenz der Saiten entspricht
dabei der Frequenz der Schwebung. Am Bild kann man erkennen, dass die Schwebung

1 eine Differenz

langer als eine Sekunde dauert und deshalb die einzelnen Saiten zum a
von weniger als einem Herz besitzen. Diese Schwebungen lassen sich in der FFT zum
Signal nicht erkennen, da keine Aussagen iiber den zeitlichen Verlauf der Téne moglich
sind. Weiterhin kann man beobachten, dass die Obertone deutlich schneller abklingen als
der Grundton. Die niederfrequenten Anteile des Klangs, die bereits in der FFT ersichtlich
wurden, sind auch bei der Wavelet-Darstellung recht deutlich zu sehen. Bei der Wavelet-
Transformation wird aber klar, dass diese Gerduschanteile des Klangs nicht etwa sehr leise,
sondern einfach nur sehr kurz auftreten. Nach einer Achtelsekunde ist der grofite Teil des
Gerduschs wieder abgeklungen. Abbildung 4.5 zeigt die Aufnahme des Kammertons a

beim Finsteiger-Fliigel Kawai GE-30:

Abbildung 4.5: Kammerton a beim Kawai GE-30
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Auf den ersten Blick sieht man bei diesem Bild, dass die Oberttne lange nicht so klar
definiert sind wie beim Konzertfliigel von Bosendorfer. Bei der Aufnahme des Bosendorfer-
Fliigels ist vor allem der erste Oberton recht klar und ,flackert “ nicht so stark wie beim
Fliigel von Kawai. Dies liegt vor allem an Material und Qualitdt des Resonanzbodens.
Der Bosendorfer-Fliigel ist 2,90 Meter lang und es wurde alles daran gesetzt, den Klang
moglichst rein und klar zu gestalten. Beim deutlich kleineren und giinstiger produzier-
ten Fliigel von Kawai schafft es der Resonanzboden vor allem bei den Obertdnen nicht,
die Schallwellen perfekt aufzunehmen und zu verstarken. Auch der niederfrequente Ge-
rauschanteil hédlt beim Instrument von Kawai ldnger an, da die Aufnahme allerdings
insgesamt etwas kiirzer ist und dementsprechend weniger Abtastpunkte auf gleicher
Breite aufgetragen werden, sollte man sich aber hier vom optischen Eindruck nicht tdu-
schen lassen. Auch bei Abbildung 4.5 lasst sich deutlich die Schwebung beim Grundton
erkennen.

Interessant ist die Aufnahme des Tons a! beim Digitalpiano Kawai CN33 in der Abbildung
4.6:

Abbildung 4.6: a' beim Digitalpiano Kawai CN33

Wihrend alle anderen Aufnahmen mit einem externen Mikrofon gemacht wurden, wurde
bei dieser Aufnahme das digitale Piano direkt angeschlossen. Fiir die Tone des Kawai
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CN33 wurden von einem Konzertfliigel von Kawai alle Tone einzeln aufgenommen,
analysiert und gesampelt [9]. Dadurch soll der Klang der Tasten beim Digitalpiano mog-
lichst nahe an den des Fliigels herankommen. In der Abbildung 4.7 werden die Wavelet-
Analysen der Aufnahmen vom Bdsendorfer Konzertfliigel und dem Digitalpiano von
Kawai gegeniibergestellt. Beim Vergleich lasst sich erkennen, dass das Zeit-Frequenz-
Verhalten beim Ton a'! bei den beiden Aufnahmen ziemlich dhnlich ist. Das Zeit-Frequenz-
Verhalten beim Digitalpiano ist also recht dhnlich wie bei einem Konzertfltigel, da fiir
das E-Piano ein recht ausgereiftes und fortschrittliches Sampling der Téne durchgefiihrt

wurde.

Abbildung 4.7: Vergleich Konzertfliigel (links) mit Digitalpiano (rechts)

In Abbildung 4.8 ist erneut die Wavelet-Transformation des Kammertons a des digitalen
Pianos Kawai CN33 zu sehen. Hier wurde der Klang nicht direkt aufgenommen, sondern
tiber die eingebauten Lautsprecher mit einem Mikrofon. Die Klangqualitit wird bei einem
Digitalpiano oftmals von den Lautsprechern limitiert. Wahrend bei einem Konzertfliigel
ein fast drei Meter langer Resonanzboden zur Verfiigung steht, besitzt das Kawai CN33
zwei Lautsprecher mit je 16 Watt [9], durch den der Klang horbar gemacht wird. Das
Klangbild des Tons riickt bei dieser Aufnahme wieder etwas vom Konzertfliigel-Klang
weg. Die auffilligste Anderung ist das Fehlen der charakteristischen Schwebung beim

Grundton.
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Abbildung 4.8: Mikrofonaufnahme des Kawai CN33

Auch das Obertonverhalten ist bei der Mikrofonaufnahme verdndert, vor allem beim
ersten Oberton, der hier unklarer und weniger ausgepragt ist. Durch den Einsatz von
hochwertigen Lautsprechern ldsst sich der Klang eines Digitalpianos deutlich verbessern,
die Akustik eines guten Fliigels wird aber auch hiermit vermutlich nicht so schnell erreicht.
Insgesamt lassen sich schon durch die Zeit-Frequenz-Analyse eines Tons interessante
Erkenntnisse gewinnen. Der Konzertfliigel von Bosendorfer besitzt einen klaren Klang
mit markanten Obertoénen. Das Einsteigermodell von Kawai hat beim Ton a! bereits ein
etwas anderes Zeit-Frequenz-Verhalten. Bei einem einzelnen Ton ahmt ein Digitalpiano
den Klang eines Konzertfliigels bereits recht gut nach, die guten Klangeigenschaften gehen
aber durch den eingebauten Lautsprecher etwas verloren.
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4.3 Das Zeit-Frequenz-Verhalten bei der Aufnahme von

Dreiklangen

Im Folgenden wird das Zeit-Frequenz-Verhalten von Dreiklangen mit dem Morlet-Wavelet
analysiert. In Kapitel 4.1)wurde die Frequenzverteilung eines A-Dur-Dreiklangs mithilfe
der FFT betrachtet, die Morlet-Wavelet-Transformation stellt auch den zeitlichen Verlauf
der Frequenzen dar.

Abbildung 4.9 zeigt die Wavelet-Transformation eines A-Dur-Dreiklangs aus den Ténen a'
cis?> und e? vom Salonkonzertfliigel Steingraeber & Sohne C 212-N.

Abbildung 4.9: A-Dur-Dreiklang beim Fliigel von Steingraeber & Sohne

Die Grundtone des Dreiklangs sind hier mit den drei schwarzen Linien gekennzeichnet.
Anhand dieser Darstellung lasst sich erkennen, dass der obere Ton des Dreiklangs zwar
am Anfang recht dominant ist, aber etwas schneller abklingt als die tieferen Ttne. Bei
dieser Darstellung ist es etwas schwer, einzelne Tone und Obertone zu erkennen. Hier
sieht man recht schon das Problem, das sich aus der Heisenbergschen Unschérferelation
ergibt. In der Darstellung lassen sich die einzelnen Téne kaum trennen, da die Frequenzen

der Dreiklangtone und auch deren Obertone relativ eng zusammen liegen. Lediglich die

30



4 Zeit-Frequenz-Analyse bei Klavieren

ungefdhre Position der Grundtdne ldsst sich durch die dunkelroten Stellen zu Beginn

erahnen.

Abbildung 4.10: A-Dur-Dreiklang am Kawai CN33

Die Abbildung 4.10 zeigt denselben Dreiklang, allerdings stammt er vom Digitalpiano Ka-
wai CN33. Der deutlichste Unterschied, der sich aus der Darstellung herauslesen lasst, sind
die etwas schwécher ausgeprédgteren Obertone. Bei mehreren gleichzeitig angeschlagenen
Tonen wird das genaue Verhalten der Schwingungen beim Klavier immer komplizierter.
Deshalb ist es auch besonders schwer, das Verhalten von mehreren gleichzeitigen Ténen
beim Digitalpiano realistisch wirken zu lassen. Theoretisch konnte man bei einem Di-
gitalpiano samtliche Tastenkombinationen samplen und den jeweiligen Effekt und die
Klangeigenschaften speichern. Aufgrund der enorm hohen Anzahl an Moglichkeiten, die
Tasten des Klaviers zu betédtigen, wird dies jedoch in naher Zukunft nicht zu verwirklichen

sein.
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4.4 Zeit-Frequenz-Analyse einer simplen Melodie

Besonders bei Aufnahmen von Melodien oder sonstigen Tonfolgen kann die Wavelet-
Transformation ihre Starken voll ausspielen. Durch die Darstellung des zeitlichen Frequenz-
verlaufs konnen Melodien je nach Komplexitét gut visualisiert werden.

Abbildung 4.11: Einfache Melodie auf dem Bosendorfer 290

Abbildung 4.11 zeigt die Wavelet-Transformation einer einfachen Tonfolge. Ausgehend
vom Ton ¢! wurde eine kleine Tonleiter aufwirts bis zum ¢! und von dort wieder abwirts
zum c! gespielt. Mit den beiden schwarzen Linien sind die duferen Téne der Tonfolge mar-
kiert. Die Wavelet-Darstellung dieser Melodie ist recht eindeutig, auch ohne irgendwelche
Informationen konnte man aus der Abbildung herauslesen, dass eine kleine Tonleiter
gespielt wurde.

Zu Beginn der einzelnen Tone ldsst sich jeweils ein kurzer niederfrequenter Gerduschanteil
erkennen. Weiterhin sieht man die Frequenzen der Oberttne, die parallel zu den Grundto-
nen nach oben und unten wandern.

Sowohl beim Aufwirtsspielen als auch beim Abwirtsspielen ist das d' etwas schwécher
ausgepragt, was wieder am unterschiedlich starken Fingereinsatz liegen diirfte. Aus der

Abbildung lasst sich auch herauslesen, dass die d&ufieren Tone recht dominant sind. Daran
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lasst sich erkennen, wo beim Spielen Akzente gesetzt wurden. Der erste Ton wurde re-
lativ fest angeschlagen, denn er stellt den Beginn der Melodie dar und ist {iblicherweise
betont. Die ganze Tonfolge strebt schliellich auf den hochsten Ton ¢! zu, der auch wieder
betont wird. Schliellich kehrt sich die Melodie um und der unterste Ton c! markiert den
Endpunkt der Tonfolge und wird deshalb auch wieder akzentuiert. Idealerweise soll-
ten bei einer solchen Tonreihe die mittleren Tone allesamt gleich stark betont sein, was
in dieser Aufnahme durch das etwas schwéchere d nicht der Fall war. Daraus konnte
man ein mogliches Anwendungsgebiet der Wavelet-Transformation ableiten. Ein perfek-
tionistischer Pianist konnte sein Tonleiter oder sonstiges Melodiespiel aufnehmen und
sich die Wavelet-Transformation ansehen. Ist der Melodieverlauf nicht zu komplex, kann
recht schnell erkennen werden, ob die gewiinschte Betonung der Tone erreicht wurde.
Mit ein paar zusatzlichen Features kann die Wavelet-Analyse auch in ein kindgerechtes
Programm eingebettet werden. Besonders das Smartphone wére auch eine ideale Platt-
form dafiir, denn es besitzt bereits ein eingebautes Mikrofon und das Klavierspiel kann
schnell und unkompliziert aufgenommen werden. So kénnte beispielsweise jungen Kla-
vierschiilern anhand von Farben oder Balken visualisiert werden, ob die Melodie sauber
und gleichméfiig gespielt wurde und die Betonung richtig war. Klavierlehrer konnten
ein derartiges Programm im Unterricht einsetzen oder den Schiilern zum Uben ans Herz

legen.
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4.5 Der Einfluss der Stimmung auf das

Zeit-Frequenz-Verhalten

Das Zeit-Frequenz-Verhalten wird natiirlich in groffem Mafie von der Stimmung des Kla-
viers beeinflusst. Von der Stimmung hdngen vor allem die typischen Schwebungen ab.
Das Schwebungsverhalten richtet sich danach, wie eng die Frequenzen der drei Saiten
eines Tons zusammen liegen. Sind alle drei Saiten exakt gleich gestimmt, ergeben sich
auch keine Schwebungen beim Spielen der Taste.

Um den Unterschied zwischen einem gestimmten und ungestimmten Klavier zu veran-
schaulichen, wurden Aufnahmen der gleichen Téne an einem Fliigel vor und nach dem
Stimmen gemacht. Dazu wurde jeweils der Salonkonzertfliigel Steingraeber & Sohne C-212

N verwendet.

Abbildung 4.12: Vergleich zwischen gestimmten und verstimmten a'

Abbildung 4.12 stellt die Wavelet-Transformation zu zwei Aufnahmen des Tons a' dar.
Das linke Bild zeigt das unverstimmte a, das bei etwa einer Sekunde mit einer Schwebung
beginnt. Im rechten Bild wird zwar nicht viel mehr als eine Sekunde dargestellt, dennoch
lassen sich mehrere Schwebungen erkennen, sowohl beim Grundton, als auch beim ers-
ten Oberton. Da pro Sekunde etwa fiinf Schwebungen auftreten, liegen die Saiten des
Tons a hier etwa 5 Hertz auseinander. Auch ein ungetibtes Gehor erkennt eine so starken

Verstimmung sofort, der Ton klingt unangenehm. Wahrend sich langsame Schwebungen
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fiir das menschliche Ohr angenehm anhoren, entsteht hier ein recht schriller akustischer
Eindruck.

Abbildung 4.13: A-Dur-Dreiklang gestimmt und verstimmt

Auch an Abbildung 4.13 ldsst sich sehr schon der unterschiedliche Zeit-Frequenz-Verlauf
bei einem gestimmten und ungestimmmten Klavier beobachten. Im Bild links ist der
A-Dur-Dreiklang (a', cis?, ¢?) des gestimmten Steingraeber & Sohne-Fliigels dargestellt.
Das Bild ist dhnlich wie beim C-Dur-Dreiklang aus Abbildung 4.9, die drei Grundttne
befinden sich bei zwischen den Skalenwerten 76 und 88. Insgesamt wirkt die Darstellung
relativ geordnet und klar strukturiert. Ganz anders ist das im rechten Bild. Alle drei Tone
des Dreiklangs sind hier verstimmt und weisen schnelle Schwebungen auf. Dies ldsst sich
an den breitgezogenen , Wolkchen” bei den verschiedenen Skalenwerten erkennen. Durch
die Betrachtung der grafischen Darstellung kann man bereits erahnen, dass der Klang des
Dreiklangs alles andere als rein ist.

Abbildung 4.14 verdeutlich noch einmal schon das unterschiedliche Zeit-Frequenz-Verhalten
bei verstimmten Tonen eines Klaviers. Bei dieser Melodie sind nicht alle Tone verstimmt,
lediglich der untere, mittlere und obere Ton der kleinen Tonleiter sind nicht sauber ge-
stimmt. Dementsprechend kann man bei diesen Ténen sehr gut die schnelle Schwebungen
beobachten, die vor allem auch am ersten Oberton erkennbar sind. Die sauberen Tone be-
sitzen hingegen ,normales” Verhalten, wie es schon in Kapitel 4.4 anhand der Abbildung
4.11 beobachtet wurde.
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Abbildung 4.14: Melodie auf teilweise verstimmten Klavier

Ein verstimmtes Klavier lasst sich also nicht nur akustisch als solches erkennen, auch an

der Wavelet-Darstellung werden verstimmte Tone deutlich.

4.6 Veranschaulichung der Heisenbergschen

Unschirferelation

Wie bereits in Kapitel 2.2.2 erldutert wurde, tritt bei der Wavelet-Transformation die Hei-
senbergsche Unschérferelation auf. Die Zeit-Frequenz-Auflosung ist aber bei Wavelets im
Gegensatz zu Verfahren wie der Gabor-Transformation relativ und nicht absolut.

Abbildung 4.15 zeigt die Wavelet-Transformationen der Téne A und a® auf einem sauber
gestimmten Klavier mit den Frequenzen 110 Hz und 1760 Hz. Wenn man sich die Theorie
der Heisenbergschen Unschérferelation und die relative Zeit-Frequenz-Auflosung bei
Wavelets vor Augen fiihrt, ist es wenig tiberraschend, dass der hohe Ton im linken Bild
deutlich schlechter in der Frequenz aufgel0st ist als der tiefe Ton. Die Skala zum Grundton
ist in beiden Bildern wieder mit der waagrechten Linie markiert, auflerdem ist die unge-

fahre Unschérfe des Tons eingezeichnet. Beim linken Bild sind mehrere Schwebungen zu
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erkennen, obwohl das Klavier auch bei diesem Ton richtig gestimmt wurde. Die minimale
prozentuale Frequenzabweichung, die die einzelnen Saiten des Saitenchores bei allen Tas-
ten des Klaviers besitzen, machen bei 1760 Hz eben mehrere Hertz aus. Je tiefer der Ton ist,

desto geringer ist die absolute Abweichung in der Frequenz.

Abbildung 4.15: Vergleich zwischen hohem und tiefem Ton

Gerade auch wegen der hohen Schwingungszahl besitzen hohere Tone eine bessere Zeit-
Auflosung als tiefe Tone. Dies ldsst sich auch gut mit unserem Verstandnis von Schwin-
gungen vereinbaren. Der tiefste Ton eines normalen Klaviers besitzt die Frequenz 27,5
Hz, wahrend der hochste Ton mit 4186,01 Hz schwingt. Fiir eine komplette Schwingung
benotigt also der tiefe Ton etwa 0,03 Sekunden, wéahrend der hochste Ton in ungefahr 239
Mikrosekunden einmal schwingt. Um einmal voll zu schwingen, benotigt also ein tiefer
Ton etwas langer als ein hoher Ton [2} S.88]. Hohe Tone lassen sich zeitlich also besser

auflosen als tiefe Tone.
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Die Wavelet-Analyse stellt eine interessante Moglichkeit dar, den Zeit-Frequenz-Verlauf
von Klaviertdnen zu analysieren. Damit lassen sich zu Beispiel die allgemeinen Klang-
charakteristika des Klaviers visualisieren. Bei einzelnen Tonen lasst sich so der zeitliche
Verlauf der einzelnen Obertone darstellen. Auch die fiir Klaviere charakteristischen Schwe-
bungen sind in den graphischen Darstellung der Wavelet-Transformation deutlich sichtbar.
Der Unterschied im Klang von Fliigeln verschiedener Preis- und Qualitdtsklassen kann
durch die Wavelet-Analyse greifbarer gemacht werden. Ein Merkmal von hochwertigen
Konzertfliigeln sind klare und ausdrucksstarke Obertone, die bei einem giinstigeren und
kleineren Fliigel nicht erreicht werden. Durch die Wavelet-Transformation lassen sich die
Unterschiede im Obertonverhalten klar ersichtlich darstellen.

Auch der Klang eines Digitalpianos kann schon mit der Wavelet-Transformation analysiert
werden. Dabei zeigt sich, dass das Klangverhalten einzelner Tone bereits recht nahe an das
eines guten Fliigels herankommt. Bei gleichzeitig angeschlagenen Tonen gelingt es den
digitalen Klavieren noch nicht ganz, ihre Vorbilder nachzuahmen. Ein grofier Minuspunkt
bei den Digitalpianos ist weiterhin, dass die Tonausgabe nur iiber einen Lautsprecher
moglich ist. Auch ein noch so gut abgemischter Ton kann dabei deutlich an Qualitat
verlieren. Grofie Konzertfliigel bieten durch den grofien Resonanzboden einen brillanten
Klang, der aufSerdem ganz ohne Strom und Lautsprecher auskommt.

Die Auswirkung von schlecht gestimmten Tonen auf das Zeit-Frequenz-Verhalten des
Klaviers konnen ebenfalls durch die Wavelet-Analyse anschaulich dargestellt werden. Das
theoretische Konstrukt der Heisenbergschen Unschérferelation ldsst sich auch anhand der

Wavelet-Transformation von Klavieraufnahmen beobachten.

Ein Klavierstimmer verldsst sich beim Stimmen des Klaviers fast ausschliefilich auf sein
Gehor, lediglich feste Bezugspunkte wie der Kammerton a! mit 440 Hz werden mit dem
Stimmgerat gestimmt. Ansonsten ist das Stimmgeraét fiir die Aufgabe, ein verstimmtes

Klavier wohlklingend zu machen, eher ungeeignet. Die Frequenzen der iiblicherweise
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verwendeten gleichstufige Stimmung sind zu komplex, als dass sie sich anhand simpler
Zahlen tiberpriifen lassen konnten. Die Wavelet-Analyse konnte ein alternatives Hilfsmit-
tel sein, um den Klavierstimmer bei seiner Arbeit zu unterstiitzen. Wenn das gewtinschte
Zeit-Frequenz-Verhalten bekannt ist, konnte mit einem geeigneten Programm anhand der
Wavelet-Transformation der Tone iiberpriift werden, ob bestimmte Intervalle und Tone
bereits gut gestimmt sind.

Auch fiir die Hersteller von digitalen Pianos konnte die Wavelet-Analyse ein Hilfsmittel
sein, um dem Klang eines Konzertfliigels moglichst nahe zu kommen. Sogar die eingebau-
ten Lautsprecher des Instruments konnten gegebenenfalls auf ihre Qualitét hin tiberpriift
werden.

Wenn die Wavelet-Transformation in geeignete Programme eingebettet wird, kann sie
neben der theoretischen Analyse von Klavierkldangen auch durchaus praktische Zwecke
erfiillen. Allerdings miissen die genauen Parameter der Transformation, die Art der Dar-
stellung und die Implementierung genau auf die Anwendung zugeschnitten sein. Das
Programm sollte sich auch ohne vertiefte Kenntnisse der Wavelet-Transformation nutzen

lassen.
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