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Kapitel 1
Einleitung

Die Fourier-Analysis beschéftigt sich normalerweise vor allem mit den reellen Zahlen R, den
ganzen Zahlen Z, der Torusgruppe T und ihren zugehdrigen Standardtopologien. All diese Ob-
jekte haben nun gemeinsam, dass sie zusammen mit ihren Standardtopologien als lokalkompakte
abelsche Gruppen aufgefasst werden konnen. Diese Arbeit setzt sich daher mit der Verallgemei-
nerung der Fourier-Analysis auf lokalkompakte abelsche Gruppen auseinander. Nachdem wir uns
die grundlegenden Konzepte der abstrakten harmonischen Analysis ansehen, setzen wir uns mit
dem zugehorigen Mafl auseinander. Wihrend man sich in der Fourier-Analysis im Zusammen-
hang mit den reellen Zahlen R das Lebesgue-Maf3 ansieht, sehen wir uns hier dessen Verallge-
meinerung nidmlich das Haar-Mafl an. Um mit diesem arbeiten zu kénnen, miissen wir zeigen,
dass dies tatséchlich existiert und (bis zu einem gewissen Grad) eindeutig ist. Anschlieffend be-
trachten wir allgemeiner den Raum aller komplexen, reguliren Mafle auf einer lokalkompakten
abelschen Gruppe G nimlich M (G). Hierbei sehen wir uns die Faltung und die Fourier-Stieltjes-
Transformation als Operationen auf diesen Maflen an. Beim Raum der einfach integrierbaren
Funktionen auf G nimlich L!(G) wiederholen wir dies und betrachten insbesondere L'(G) als
Unteralgebra von M(G). Im darauffolgenden Kapitel sehen wir uns noch Theoreme an, die nicht
in die vorherigen beiden Kapitel passen, aber auf ihnen aufbauen. Mithilfe des Pontryagin Dua-
litatssatzes, den wir uns danach anschauen, sehen wir dann, dass eine lokalkompakte abelsche
Gruppe G die Dualgruppe ihrer Dualgruppe ist. Damit erklédrt sich nicht nur die Bezeichnung
Dualgruppe, sondern es erlaubt uns abschliefend auch zu erkldren, wie man eine lokalkompakte
abelsche Gruppe kompaktifiziert und welchen Zusammenhang dies mit fast-periodischen Funk-
tionen hat. Der Inhalt ist dabei eine Aufbereitung des 7. Kapitels des Buches [4]. Die Theoreme
sind also diesem Buch entnommen, wobei die Beweise anderen aufgelisteten Quellen entnommen
sind.



Kapitel 2

Grundlegende Konzepte der
Fourier-Analysis auf
lokalkompakten abelschen
Gruppen

Um im spéteren Verlauf der Arbeit Fourier-Analysis auf lokalkompakten abelschen Gruppen
betreiben zu kénnen (im Folgenden werden lokalkompakte abelsche Gruppen als LKA-Gruppen
abgekiirzt), miissen wir zundchst einmal die Grundbegriffe kliren, wobei wir dann auch bereits
einen groben Uberblick iiber das Ausmaf und Ziel der Fourier-Analysis auf LKA-Gruppen geben
koénnen.

2.1 Lokalkompakte abelsche Gruppen

Als Gruppe bezeichnen wir ein Tupel bestehend aus einer Menge G und einer bindren Operation
{G x GG

(@.b) p wobei folgende Gruppenaxiome gelten miissen:
a,b) —a

e Neutrales Element: 310 € G:a+0g =06 +a=a Va € G.
e Inverses Element:Ya € G A —a € G:a+ (—a) = —a+a = 0g¢.
o Assoziativitidt:(a + b) + ¢ =a+ (b+¢) Va,b,c € G.

Gilt zusétzlich die Bedingung a + b = b + a Va,b € G, so heifit die Gruppe abelsche Gruppe.
Stattet man diese abelsche Gruppe nun mit einer Topologie aus, sodass G mit ihr zu einem
Hausdorffraum wird (wobei zusétzlich gefordert wird, dass (a,b) — a + b eine stetige Abbildung
von G X G nach G und a — —a eine stetige Abbildung von G nach G beziiglich der Topologie ist),
so bezeichnet man G als topologische abelsche Gruppe. Ist die Topologie zusétzlich lokalkompakt,
so koénnen wir die Gruppe nun schlussendlich als lokalkompakte abelsche Gruppe bezeichnen.
Dass G hausdorffsch ist meint hierbei, dass distinkte Punkte in G stets zueinander disjunkte
Umgebungen besitzen und die Lokalkompaktheit meint, dass jeder Punkt in G eine kompakte
Umgebung besitzt [1, vgl. S.252 f.]. Um ein Gefiihl fiir dieses Konzept zu bekommen, schauen
wir uns ein paar Beispiele an:



e Jede abelsche Gruppe ist mit der diskreten Topologie offensichtlich eine LKA-Gruppe, da
die diskrete Topologie punktetrennend ist und die offenen Mengen, die nur aus einzelnen
Punkten bestehen, offenbar auch kompakt sind. Zusétzlich sind alle Abbildungen unter der
diskreten Topologie stetig und somit auch die Gruppenoperationen.

e Da die lokalkompakten abelschen Gruppen die Verallgemeinerung der Torusgruppe T und
der reellen Zahlen R darstellen, sind jene mit ihren Standardtopologien logischerweise eben-
falls LKA-Gruppen.

e Sei G eine LKA-Gruppe, so ist eine abgeschlossene Untergruppe H mit der Teilraumtopo-
logie (also der Topologie, deren offene Mengen aus den Schnittmengen der offenen Mengen
in G mit H bestehen) ebenfalls eine LKA-Gruppe [1, vgl. S.254].

e Sieht man sich die Quotientengruppe G/H mit der Quotiententopologie an (eine Menge U
ist in G/H offen genau dann, wenn ihr Urbild in G offen ist), so gilt auch hier, dass G/H
eine LKA-Gruppe ist [1, vgl. S.254].

e Seien G, ...,G, LKA-Gruppen, so ist die direkte Summe (versehen mit der Produktto-
pologie) wieder eine LKA-Gruppe [1, vgl. S. 255].

2.2 Haar-Maf3

Auf unserer LKA-Gruppe G kénnen wir nun ein Maf} definieren, um im Folgenden integrieren zu
konnen. Hierfiir definieren wir zunéichst einmal das Konzept der Borelmenge. Wir definieren auf
einem lokalkompakten Hausdorffraum X (der bei uns immer unsere LKA-Gruppe G sein wird)
eine Familie B an Teilmengen aus X, die alle abgeschlossenen Teilmengen enthélt und unter
abzéhlbaren Vereinigungen und unter der Komplementbildung abgeschlossen ist. Die Elemente
aus B heiflen Borelmengen. Ein Maf p ist nun eine Abbildung, die diese Borelmengen auf [0, co]
abbildet, fir die u(F) = > u(E;) gilt (wobei E = |J F; und {E;} eine abzihlbare Menge paar-
weise disjunkter Borelmengen E; ist) und fiir die u(FE) < oo gilt, wenn E préakompakt ist. Als ||
definieren wir die Abbildung mit der Eigenschaft |u|(E) = sup > |u(E;)|, wobei das Supremum
iiber endliche Vereinigungen von E; aus {E;} lduft, die E ergeben [1, vgl. S. 264 f.]. Das Maf}, das
wir nun definieren heifit Haar-Mafl und hat die Eigenschaft ein nichtnegatives, regulidres Maf} zu
sein, welches ungleich 0 ist und zusétzlich translationsinvariant ist [1, vgl. S. 1]. Es gilt also fiir
ein Haar-Maf} p

o Reguldritét: |p|(E) = sup |p|(K) = inf |u|(V) (K C E ist eine kompakte Menge, E C V ist
eine offene Menge, sup l4uft iiber alle K mit K C F und inf l4uft iiber alle V mit £ C V).

e Translationsinvarianz: p(E + z) = u(E) (E ist eine Borelmenge in G und z € G ).
e Ungleich 0: Es gibt eine Borelmenge E in G, sodass u(E) > 0.
e Nichtnegativitit: Es gibt keine Borelmenge E in G, fiir die gilt: u(E) < 0.

Das Haarmafl (beziehungsweise das zugehorige Integral) wird uns dann im Folgenden erlauben,
uns den L'(G@) anzuschauen und ihn zusammen mit der Faltung von Funktionen aus L'(G)
als Banachalgebra aufzufassen. Anschliefflend lassen sich dann homogene Banachrdume auf G
definieren.



2.3 Charaktere und die Dualgruppe

Als Charakter bezeichnen wir einen Homomorphismus v von G in die multiplikative Gruppe der
komplexen Zahlen, sodass |y(z)| = 1. 7 ist also ein Homomorphismus von G nach T. Somit gilt
fiir ~:

o [y(z)|=1VzeG.

o Y(z+y)=7(x)(y) YVz,y € G.

Sei I" die Menge aller stetigen Charaktere auf G, so bildet I' wieder eine Gruppe (die sogenannte
Dualgruppe), wenn man die Addition durch die punktweise Multiplikation definiert. Es gilt also

(M +72)(x) = 1 (2)72(2).

Des Weiteren konnen wir aus I' eine LKA-Gruppe machen, wenn wir I" eine passende Topologie
geben. Sei K eine kompakte Teilmenge in I'; so definieren wir

N(K,r)={y:(z,y) € U Vo € K}.

Die Mengen N(K,r) und ihre Translationen bilden nun die Basis fiir eine solche Topologie.
Es kann gezeigt werden, dass I' nicht nur die Dualgruppe von G ist, sondern, dass G auch
die Dualgruppe von I' ist. Dieses Resultat wird als Pontryagin’s Dualitédtssatz bezeichnet und
rechtfertigt somit auch die Bezeichnung von T' als Dualgruppe. v(z) wird wegen der Dualitét
daher auch als (z,~) geschrieben. Wir sehen uns auch hier wieder Beispiele an.

e Sei G = R. Wir withlen ein v € " und ein ¢ > 0, sodass f05 ~(t)dt = o # 0. Nach Definition
gilt

v(x +1) =(x)y() 2,t €R.

Nun haben wir

4 1 z+9
(@) =5(@) [ 2t = [ s+~ [

Da + stetig ist, wissen wir, dass der letzte Teil der Gleichung differenzierbar ist. v hat
also eine stetige Ableitung. Leitet man ~(z + t) also nach t ab, so erhilt man /(x4 t) =
~v(x)y'(t). Setzt man t=0, so erhiilt man nun +'(z) = 7/(0)vy(x). Nun gilt aber v(0) = 1
und 7 ist beschriinkt, weshalb bereits v(z) = €?¥* mit y € R folgt. Die Abbildung von
~v auf y ist dann ein Isomorphismus. Weiterhin gilt, dass die Topologien von R und R
iibereinstimmen. Um dies zu zeigen, kreieren wir eine offene Nullumgebung beziiglich der
Topologie der Dualgruppe. Wir definieren » > 0 und n € N. Nun ist y € V(n,r) genau
dann, wenn |1 — e®Y| < r, wobei || < n. Dies entspricht nun der Definition einer offenen
Menge beziiglich der Dualgruppentopologie. Nun gilt aber y € V(n,r) genau dann, wenn
ly| < Garcsin(g). Also stimmen die beiden Topologien iiberein [1, vgl. S.12 f].

e Sei G =T, so handelt es sich bei den Charakteren um Abbildungen von T nach T. Cha-
raktere haben also stets die Form v, : T — T,z + e™® mit y € R, was sich durch die
Wiederholung der vorherigen Berechnungen wieder zeigt. Nun gilt aber zusétzlich, dass
v(x + 27) = y(z) ist. Also gilt

YT — ezy(w-‘rQﬂ') — T . €1y27r.



Dies gilt aber nur, wenn e?2¥™ = 1 ist, also wenn y ganzzahlig ist. Man kann nun also
vy mit y identifizieren und somit bekommt man T = 7., wobei T die Dualgruppe von T
meint. Die Topologie von T ist die diskrete Topologie. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
dass T kompakt ist und die Dualgruppe einer kompakten Gruppe diskret ist (was wir im
Folgenden auch noch beweisen werden) [1, vgl. S.13].

Sieht man sich nun die Dualgruppe von Z an, also Z, so wissen wir, dass y(1) = e fiir
ein a € R. Damit ergeben sich nun Charaktere der Form 7, : Z — T,n ~ €™ fiir ein
a € R. Bildet man 7, nun auf e’® ab, so erhélt man wieder einen Isomorphismus und die
Topologien stimmen (shnlich wie fiir G = R) iiberein. Somit gilt also T = Z und Z = T [1,
vel. S.13].



Kapitel 3

Theoreme iiber das Haar-Maf3

Da wir die Konzepte der LKA-Gruppe, des Haar-Mafles und der Dualgruppe nun definiert haben,
konnen wir uns unsere ersten Theoreme anschauen, um mit diesen Konzepten arbeiten zu kénnen.
Um mit dem Haar-Maf} arbeiten zu kénnen, miissen wir zunéchst einmal zeigen, dass es existiert
und dass es tatsichlich (bis auf Multiplikation mit einer Konstanten) eindeutig ist.

3.1 Eindeutigkeit des Haar-Mafles

Zunichst einmal zeigen wir die Eindeutigkeit des Haar-Mafes.

[Theorem] Das Haar-Maf} ist bis auf Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig [1, vgl.
S.2].

Beweis:

Sei g € C.(G), sodass [, gdm = 1. Wir definieren nun X := [, g(—z)dm/(x). Nun gilt fiir



f € Cu(G):

— [ stwyam(y) [ sa+yim'@)
G G
:/Gg(y)/gf(x-‘ry)dm (z)dm(y)
- / / 9(y) f(x + y)dm/(z)dm(y)
GJG
= [ [ s st + pamt)an' @)
— [ [ stv-2)swdmiy)an' @)
(y— =) /G f(y)dm(y)dm (z)
:/Gg(y—.r)dm (x)/c;f(y)dm(y)
_ / g(=x)dm’(z) [ f(y)dm(y)

G
A
:/\/ fdm.
G

Somit gilt m’ = Am und die Behauptung ist bewiesen.

Il
N
@

|

3.2 Existenz des Haar-Mafles

Nun basiert dieses Eindeutigkeitstheorem natiirlich auf der Annahme, dass das Haar-Maf} iiber-
haupt existiert. Dies miissen wir nun noch beweisen.

[Theorem)] Es existiert ein Haar-Maf auf G [3, vgl. S.22][2, vgl. S.5].

Beweis:

Zunéchst miissen wir einige Konzepte definieren, die wir fiir unseren Beweis brauchen. Das erste
Konzept ist die Haar-Uberdeckungsfunktion. Seien f, g € CH(G), so gibt es zj € Gund ¢; € R
fiir j € {1,...,n}, sodass f(t) <37, cjg(x;t) Vt € G. Fiir die Menge aller méglichen Y77, ¢,
die die Ungleichung erfiillen, bestimmt man die grofite untere Schranke. Dies ist das Ergebnis
der Haar-Uberdeckungsfunktion und wird als (f : g) geschrieben. Fiir diese Funktion gelten nun
folgende Eigenschaften:

o (Links-)Invarianz: (fs:g)=(f:9):



Beweis: f;(z E cig(z;sz)

= chg(a:;m) () := x;8).
j=1

Sublinearitét: (f1 + fo:9) < (f1:9)+ (f2:

Beweis:

(fr+ f2)(@) = fi(z) + fa(2)
xj +chmj

IN

2
Z%"‘C ).

Jj=1
Hieraus folgt bereits die Behauptung.

(cf :g9)=c(f:g) fire>0:
Beweis:

<chg (zjz) = cf(x <chjg (xjx

und somlt gilt die Behauptung

Monotonie: f1 < fo = (f1:9) < (f2:9):
Beweis:
Da f1 < fa, gilt: Wenn

9)=>_c
j=1
dann ist
fi(@) < folz) < Z cjg(zjx
Somit gilt die Behauptung

(h:f)<(g:f)(h:g):
Beweis: Es gilt:

x) < Z cig(x;x)
j=1

und

©) <Y e f(aha).

k=1
Daher gilt

g):



Wir withlen ein € > 0 und ein = € G, sodass f(z) > mgxf — €.

Dann gilt
mgxf —e< f(x)

j=1
und dies impliziert, dass

n

maxg f — €
2% S s
j=1

maxg g

und da € beliebig war, gilt die Behauptung.
Nun koénnen wir die Funktion normalisieren. Dafiir definieren wir
(¥:f)
(¢ : fo)’
wobei fy # 0 beliebig gewahlt werden kann und
Y € CH(G) :={g € CT(G):g(x) =0vx € U}.

Um U geeignet zu wihlen, benétigen wir noch eine Hilfsaussage. Diese besagt, dass

Iy(f1) + Lp(f2) < Lp(fr + f2) +
wenn € > 0 gewiihlt wird, U eine Einheitsumgebung ist, f1, fo € C*(G) und ¢ € CH(G). I ist

somit annihernd linear. Um dies zu beweisen, definieren wir g € CT(G), sodass

fi(x) + fa(x) > 0= g(x) = 1.

Iy, =

10



Anschlieend definieren wir f := f; + fo + dg fiir § > 0 und h; := ’% fiir ¢ € {1,2} mit der
Konvention, dass h; = 0, wenn f = 0 ist. Nun sind die h; stetig, da sie aus stetigen Funktionen
zusammengesetzt sind und sie sind sogar lokal gleichméflig stetig, weshalb es eine Einheitsum-
gebung gibt, sodass |h;(x) — h;(y)| < € fiir jedes € > 0 mit 271y € U gilt. Nun definieren wir
¢ € CH(G) mit f(z) < Z?Zl c;¥(zjz). Wenn nun aber ¢(z;z) # 0 gilt, so wissen wir, dass
zx; € U gilt und da U symmetrisch ist, gilt weiterhin ¢ 'z;1 € U. Daraus folgt nun, dass

j
|hi(z) — hi(xj_l)| < € und daher folgt, dass

<Y at(apr) (hi(z ') + ).
Also gilt (¢ 1 f;) < Sp_, exp(@px)(hi(zy ) + €) und somit

@W:fi)+ @ f2) SZ Y(zpw)( h1+h2)(x,;1)+2e)
W—/

k=1

n
ch 1 +26
k=1

Nun kommt >"7'_, ¢ beliebig nahe an (¢ : f) heran, weshalb

<1

L/J(fl) + Ll)(fQ) < ch(l + 26)

k=1
= L,(f)(1 +2¢)
< (Iy(fi + f2) + 61,(9))(1 + 26)

gilt. Gehen nun ¢ und e gegen 0, so erhalten wir die Behauptung. Um uns der Invarianz des
Integrals anzunéhern, miissen wir also einen Grenzwert fiir ¢ bestimmen, welcher mit beliebig
kleinem Tréger arbeiten kann. Sei f € C.F(G) und f # 0, so wissen wir, dass

W f)<(fo: £)W: fo)

und

(= fo) < (f : fo)(¥: f)
gilt. Daher gilt

1
(f: fo)’

Da Sy kompakt ist, gilt nach dem Satz von Tychonov, dass S := [] 7Sy kompakt ist. Fiir Iy, € §
ist Iy f € Sy eine Koordinatenprojektion. Sei nun U eine 1-Umgebung in G, so definieren wir

Iy(f) € [, (fo s )l = 5r.

Sy = {Iw VNS CIJJF(G)}

11



Da Sy eine abgeschlossene Menge in S ist und S kompakt ist, ist auch Sy kompakt. Nun gilt
Su, NN Sy, = Sv,n...nv,, mit U; kompakt

und damit haben die Sy-Mengen die endliche Durchschnittseigenschaft, woraus folgt, dass ihr
Durchschnitt nicht leer ist. Wir kénnen daher ein I im Durchschnitt aller Sy wéhlen, welches
dann die Eigenschaft hat, dass fiir f1,..., f, € CH(G), U C G mit kompaktem U und € > 0 ein
¥ € Cff (G) existiert, sodass

[(f5) = Lp(f)] < emit j € {1,...,n}

gilt. Damit erfiillt I nun die Nichtnegativitit, Invarianz, Linearitdt und Homogenitét als Eigen-
schaften und ist unser gesuchtes Integral.

12



Kapitel 4

Der Mafliraum M (G)

Um den Mafiraum zu definieren, definieren wir erst einmal eine Norm. |[|u|| = |u|(X), wobei
X ein lokalkompakter Hausdorffraum ist. Die Menge aller reguldren, komplexen Mafle, fiir die
[|p|] endlich ist, bezeichnen wir als M (X) beziehungsweise, wenn wir fiir X die LKA-Gruppe G
einsetzen, dann M (G). M(G) ist nun ein normierter Vektorraum mit der Addition (u+ A)(E) =
#(E)+ A(E) und der Skalarmultiplikation pu(aF) = au(E), wobei a € C und E eine Borelmenge
ist [1, vgl. S.265].

4.1 Faltung in M(G)

Fiir zwei Mafle u, A € M(G) kann man eine Art Multiplikation nédmlich die Faltung definieren.
Es gilt (uxA)(E1) = (u x A\)(E2), wobei E; eine Borelmenge in G ist und Fs = {(z,y) € G x G :
x4y € E1} ist. Fs ist ebenfalls eine Borelmenge auf G x G, denn E; X G ist eine Borelmenge
auf G x G und der Homsomorphismus (x,y) — (z — y,y) bildet E; x G auf E5 ab. Fasst man
die Faltung nun als Multiplikation auf M (G) auf, so erhalten wir folgendes Theorem:

[Theorem] M (G) wird mit der Faltung zu einer kommutativen Banachalgebra mit Einheit [1,
vgl. S.14].

Beweis:

Zunichst zeigen wir, dass M(G) unter der Faltung abgeschlossen ist. Aufgrund des Jordan
Dekompositionstheorems ist es ausreichend, lediglich nichtnegative Mafle zu betrachten. Sei E
eine Borelemenge auf G und die Vereinigung disjunkter Mengen FE;. Nun gilt (u * A\)(E7) =
S (1 X)(E;), denn wenn die Mengen F; disjunkt sind und E ihre Vereinigung ist, so sind auch
die Mengen E;» = {(z,y) € G x G : x + y € E;} disjunkt und Es ist ihre Vereinigung, weshalb
(X A)(E2) =3 (u X A\)(FE;2) fiir das MaBl u x A gelten muss. Da pu x A reguliir sein muss, gilt

(1 x A)(K) > (1 x A)(E2) — e,

wobei K C E5 eine kompakte Menge ist und ¢ > 0. Das Bild von K unter der Abbildung
(z,y) = x + y bezeichnen wir nun als C. C ist offenbar eine Teilmenge von E und kompakt.
Weiterhin gilt K C Cs, wenn Cy = {(z,y) € G X G : x +y € C} definiert wird. Somit gilt

(1 X)(C) = (px A)(C2) = (X A(K) > (nx ) =,

13



wodurch g % A von innen regulér ist. Die duflere Regularitét folgt dann aus der Komplementbil-
dung. Somit ist p * A reguldr und offenbar beschriinkt, wodurch px A € M(G). Da

(1% N)(E) = (1 x \)(Ez)
ist und G kommutativ ist, konnen wir sagen, dass
{(z,y) eGxG:z+y€eE}={(y,2) e GXxG:y+x€FE}
gilt und somit
(b M(E) = (1 X A)(E2) = (A x p)(E2) = (A p)(E).

Damit ist die Faltung kommutativ. Um Assoziativitit zu beweisen, definieren wir F,, = {(z1,...,2,) €
G":x1+ - +x, € E}und (ug * - % ) (E) = (1 X -+ X pn)(Ey). Wegen Fubini’s Theorem

gilt dann die Assoziativitéit. Nun bleibt noch zu zeigen, dass [|p*x A|| < [|g|] - ||\|| und dass M (G)

eine Einheit hat. Sei x g die charakteristische Funktion der Borelmenge E in G, so gilt fiir

(1x \)(E) = /G xd(x N)

—/ x (@ + y)d(u x N)
G><G

//XEx-i-ydﬂ (2)A(y).

/ f(xN) = / Fl@+y)d(u x A)
G GxG

_ /G /G F(@ + y)dp(z)dA(y)

fiir alle endlichen linearen Kombinationen charakteristischer Funktionen. Da nun aber alle be-
schriankten Borelfunktionen das gleichméfige Limit von Folgen dieser Linearkombinationen sind,
muss die Gleichung fiir alle f € L>°(G) gelten. Wenn nun |f(z)| < 1 Va € G gilt, so muss

Also gilt

‘ /G £z + y)du(z)| < |lull Yy € G

gelten. Daher muss nun

[ s+ mau@ars) < [ fullaxe = - 11

gelten. Da xg(z) < 1Vx € G gilt, gilt daher ||u+ M| < ||p|]-[|A]]- Um zu zeigen, dass M(G) eine
Einheit besitzt, definieren wir

5 0o(E) =1, wenn 0 € E
"V 6(E) =0, wenn 0 ¢ E

dp ist nun offenbar beschrankt und von aufien regulér, da jedes V mit £ C V die 0 enthélt und
somit |p|(E) = inf |u|(V) gilt. Weiterhin ist dp von innen regulir, denn wenn wir eine kompakte
Menge K mit K C E haben, so ist auch K U {0} kompakt und somit muss |u|(E) = sup |u|(K)
gelten. Also ist §gp € M(G) und da u * §g = p gilt, existiert eine Einheit.
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4.2 Fourier-Transformationen auf M(G)

Zu jedem p € M(G) lésst sich die Fourier-Stieltjes-Transformation
fi = J5(=x,7)dp(z) definieren und die Menge all dieser Transformationen B(I") definieren.

[Theorem] Diese Transformationen sind nun gleichméBig stetig und beschrénkt [1, vgl. S.15].
Beweis:
Da |y(z)| = 1 gilt, konnen wir sagen, dass |fi(v)| < ||p||, wodurch fi beschrinkt ist. Nun gilt

aufgrund der Regularitéit von |u|, dass es fiir 6 > 0 eine kompakte Menge K gibt, sodass fiir ihr
Komplement K’ |u|(K') < § gilt. Nun gilt fiir 41,72 € T

i) = i) = | [ (=)o) = [ (<o re)ine)
=1 [ (coom) = [ (co)duta)
=1 [ (o) = (o )duta)
=1 [ (o) = (o )duta)
= [ (o) = () o))
=1 [ 1= (o) =) duta)
=1 [ 1= (o =)o)
=1 [ 1= @on =t
< [ 1= (e = m)ldn(o)
= [ 1= @ = @)
= [ = =l + [ 1= = )l

Definieren wir jetzt
NK,§)={y:(z,7) €eUs Ve e K}, Us={2€C: |1 —z| < §}

und v; — 2 € N(K,0), so ist der Integrand |1 — (x,v1 — 72)| kleiner als § fiir € K, weshalb
das Integral iiber K nicht grofler als df|p|| sein kann und das zweite Integral iiber K’ kleiner
als 2||u|]| = 20 sein, da der Integrand kleiner gleich 2 sein muss. Somit folgt bereits, dass [

gleichméfig stetig ist.

[Theorem] Weiterhin gilt fiir die Transformation m = fi- A, wodurch B(T') zu einer Al-
gebra gleichmifig stetiger Funktionen auf I' unter der punktweisen Multiplikation und Addition
wird und die Abbildung p — f[(y) fiir v € T' ein komplexer Homomorphismus wird [1, vgl.
S.15][4, vel. S.206].

Beweis:
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Wir wissen bereits, dass [, fd(u* ) = [ [ f(x + y)du(z)dA(y) gilt, weshalb
A = [ (=2l )
- /G / (—2 — y.7)dp(z)dA(y)

G

_ /G / (—2,7) (=, 7)dp()dA(y)

G

_ /G / (—2,7) (=, 7)dp()dA(y)

G

_ /G (o)) /G (—9,7)dA(w)

= (7)A()

gelten muss. Somit gilt die Gleichung.
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Kapitel 5

Die einfach integrierbaren
Funktionen L'(G)

Faltung und Transformation lassen sich nun nicht nur fiir M(G), sondern auch fiir L'(G) de-
finieren. Hierbei wird auch L'(G) mit der Faltung als Multiplikation zu einer Banachalgebra.
Ebenfalls #hnlich ist, dass die Menge aller Fourier-Transformationen auf L'(G) wie die Menge
aller Fourier-Stieltjes-Transformationen B(I") eine Algebra unter den punktweisen Operationen
bildet.

5.1 Faltung in L'(G)

Seien f und g Borelfunktionen (also Funktionen, deren Urbilder offener Mengen Borelmengen
sind) auf einer LKA-Gruppe G, so definieren wir mit

(F=9)e) = [ S =gy
die Faltung. Diese ist natiirlich nur definiert, wenn
/G |f(z —y)g(y)ldy < oc.

Wir sehen uns nun L!(G) an und wollen Folgendes zeigen:

[Theorem] L' (G) wird mit der Faltung zu einer kommutativen Banachalgebra [1, vgl. S.3 ff.].
Beweis:
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Wir miissen 4 Dinge zeigen:

e Kommutativitdt der Faltung.
e Subadditivitdt der Norm.

e Geschlossenheit der Faltung.
o Assoziativitit der Faltung.

Aufgrund der Translationsinvarianz gilt:
(F+)@) = [ o= vlgtu)dy
G
— [ fvaty+ )y
G
= [ gty +a)y = (o o).

womit die Faltung kommutativ ist. Um die Subadditivitidt zu zeigen, benétigen wir den Satz von
Fubini. Also miissen wir zeigen, dass f(z — y)g(y) borel-messbar auf G x G ist. Dazu sehen wir
uns eine offene Menge V in der komplexen Ebene an und definieren £ = f~1(V), E' = E x G
und E” = {(z,y) € G x G : x —y € E}. Da f per Definition eine Borelfunktion ist, ist E eine
Borelmenge, wodurch auch E x G eine Borelmenge wird. Nun ist die Abbildung, die (x,y) nach
(z+y,y) abbildet, ein Homoomorphismus. Zudem bildet sie E' nach E”" ab, wodurch E” ebenfalls
eine Borelmenge ist. Nun ist f(xz —y) € V < (z,y) € E”, weshalb f(z — y) eine Borelfunktion
in G x G ist. Somit ist auch f(x — y)g(y) eine Borelfunktion. Daher konnen wir den Satz von
Fubini anwenden:

Hf*glll=/G/G|f(w—y)g(y)\dydw

:/G/GIf(x—y)g(y)\dxdy

= [lotwl [ 1#@)idzay

= d
Ilflll/Glg(y)I y
= 11£1llg]ls.

Wenn nun ¢(z) = [, |f(z — y)g(y)|dy gesetzt wird, so kénnen wir daher sagen, dass ¢ € L'(G)
gilt. Also wissen wir, dass ¢(x) < oo fiir fast alle x gelten muss, weshalb f % ¢ fiir fast alle x
existiert. Weiterhin wissen wir, dass |(f * g)(x)| < ¢(z) gelten muss, weshalb die Subadditivitét
gelten muss und f * g € L'(G). Da f x g fiir fast alle x in L*(G) ist, ist auch f (g * h) fiir fast
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alle x definiert. Nun gilt

G

- / / f(& - 2)g(z — y)h(y)dydz
GJG

=/ / f(x—2)g(z — y)h(y)dzdy
GJG

- / / f(& — 2 — y)g(=)h(y)dzdy
GJG

=/ /(f*g)(w—wh(y)dy
GJG

= ((f *9) * h)(x)

Damit gilt auch die Assoziativitét.

Somit kénnen wir sagen, dass L'(G) mit der Faltung als Multiplikation zu einer kommutativen
Banachalgebra wird, da L'(G) zusitzlich ein Banachraum ist. Nun sind also sowohl M (G) als
auch L'(G) mit der Faltung als Multiplikation kommutative Banachalgebren. Tatsichlich ist
L' (G) sogar eine Unteralgebra von M (G). Um dies zu sehen, kénnen wir durch f € L*(G) ein Maf
py € M(G) mit pup(E) = [, f(x)dz (fiir eine Borelmenge E in G) generieren lassen. Jedes solches
MaB gy ist gleichméBig stetig beziiglich des Haar-Mafes [1, vgl. S. 16]. Laut dem Radon-Nikodym
Theorem gilt auch die Umkehrung, dass alle gleichméBig stetigen Mafle in M (G) die Form g fiir
ein f € L'(G) haben. Da f,g € L'(G) miteinander identifiziert werden, wenn sie sich lediglich
auf einer Menge mit Haar-Mafl 0 unterscheiden, kénnen wir sagen, dass die Abbildung zwischen f
und p s bijektiv ist. Somit ist L(G) also eine Unteralgebra von M (G). Die Definition der Faltung
lasst sich tatséchlich noch erweitern, wobei wir dies nur skizzieren werden, da in den Quellen, auf
die sich diese Arbeit bezieht auch nur skizziert wurde. Dafiir definieren wir zunéchst das Konzept
eines homogenen Banachraumes. Ein homogener Banachraum ist ein linearer Unterraum B von
L'(G), welcher mit einer Norm || || 5 ausgestattet wird, sodass ||f||z > ||f||1 Vf € B gilt und B
ein Banachraum beziiglich dieser Norm ist und folgende Eigenschaften erfiillt:

o ||f-llB =1Ifllg, wobei f € B, 7 € T und f,(z) = f(x — 7).
i limT—)TOHfT_fTQHB :vaEBaTaTO eT.

(Sieht man sich fiir 1 < p < oo den Raum L?(G) an, so sieht man, dass dieser die Kriterien
offenbar erfiillt.) [4, vgl. S.14]. Nun kénnen wir die Definition der Faltung erweitern, indem wir
uns den homogenen Banachraum B anschauen. Denn wenn f € L'(G) und g € B, so kann gezeigt
werden, dass f+xg € Bund ||f * glls < ||fll1]lg]|5 gilt [4, vel. S.203].

5.2 Fourier-Transformationen auf L!(G)

Sei f € LY(G), so definieren wir mit f(y) = Jo f(@)(—x,7)dz die Fourier-Transformation, wobei
~v € T" ist. Mit A(T") bezeichnen wir die Menge aller solcher Funktionen f .

[Theorem] Nun ist A(T') mit der punktweisen Addition und Multiplikation eine Algebra [1,
vgl. S.9].
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Beweis:

Il
=
5
~—"
|
B
2
Y
S
_|_
T
=R
5
~—
I
2
.
S~—
Y
S

und

~
*
=
2
|
—

(f * g)(2)(—z,7)dz

G

/ / f(& - y)g(y)dy(~z,7)dz
GJG

/ fl@—y)g)(y — z,7)(—y,v)dydx
GJG

I I
— —

o(0)(=1,7) / F(@ — y)(y — z,7)dudy
G G

g(y)(—ym)dy/c flx—y)y —a,7)dx

MFO).
Die Funktionen in A(T") sind stetig. Tatséchlich gilt:

Il
>
Q

[Theorem] Die schwache Topologie, die A(T") auf I" induziert, stimmt mit der bisherigen Topo-
logie iiberein [1, vgl. S.9 f.].

Beweis: Wir zeigen, dass mithilfe der offenen Mengen in I' eine Basis fiir die schwache Topologie
definiert werden kann. Dafiir definieren wir

N(K,r):={y:(x,7y) €U, Vx € K},
wobei K eine kompakte Menge in G ist und
U-:={2€C:|1—-z|<r}

ist. Sei V eine Umgebung von 7y, wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit vy = 0 setzen
kénnen. Wir wollen nun zeigen, dass vo + N(K,r) C V beziehungsweise N (K,r) C V. Nun gibt
es per Definition fi,..., f, € L'(G) und € > 0, sodass

(v : i) = fi(0)] <e} cV
i=1
gilt. Nun liegt C.(G) dicht in L!(G), weshalb angenommen werden kann, dass fi,..., f, au-

Berhalb einer kompakten Menge K C G verschwinden. Wahlt man nun r < und
v € N(K,r), so gilt

€
max[T7TTx

£ - F(0) < /K|<—m> 1| lfi@)lde < rllflh < e

<r

Daher muss N(K,r) C V gelten und die Behauptung gilt.
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Kapitel 6

Weitere Theoreme iiber
Transformationen auf M(G) und

LY(G)

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Eindeutigkeitstheorem fiir M (G), dem Umkeh-
rungstheorem und dem Planchereltheorem. Diese Theoreme bendtigen das Vorwissen aus den
beiden vorhergehenden Kapiteln und bekommen daher ihr eigenes Kapitel.

6.1 Eindeutigkeitstheorem

[Theorem]Das Eindeutigkeitstheorem besagt, dass i = 0 bereits p = 0 impliziert, wenn u €
M(T) ist [1, vgl. S.17].

Beweis:

Zunéichst beweisen wir, dass [.(z,7)du(y) = 0 Va € G bereits pu = 0 impliziert, wenn p € M(T')
gilt. Sei f € LY(Q), so gilt

/f Yl //f —,y)dadp()
//f e, )dp(y)ds

= [ 1@ [ (=enaut)as =0
I T

=0

und da A(T) dicht in Cy(T") (dem Raum der stetigen Funktionen in T, die bei +co verschwinden)
liegt, weshalb [.¢dp = 0 V¢ € Co(T) gilt und womit p = 0. Der Pontryagin Dualitéitssatz,
welchen wir uns spéter noch anschauen werden, impliziert dann, dass p € M(G) und i(y) =
0 Vv € T bereits p = 0 impliziert. Somit haben wir das Eindeutigkeitstheorem hergeleitet.
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6.2 Umkehrungstheorem

Zunéchst miissen wir das Konzept einer positiv-definiten Funktion definieren. Eine Funktion ¢
auf G heiflt positiv-definit, wenn

N

Z Cna(ﬁ(zn - xm) Z 0

n,m=1

fiir jede Wahl von z1,...,zy € G und ¢1,...,cny € C [1, vgl. S. 17 £.]. Sei nun B(G) die Menge
aller Funktionen auf G, die sich als Integral

/ (z,7)du(7)
T

darstellen lassen. Nun ist B(G) gleichbedeutend mit der Menge aller endlichen linearen Kombi-
nationen stetiger, positiv-definiter Funktionen auf G [1, vgl. S. 21].

[Theorem] Das Umkehrungstheorem besagt nun, dass f nicht nur die Transformation von f

ist, sondern auch f(—z) unter gewissen Umstéinden die Fourier-Transformation von f(z) ist [1,
vgl. S.21 f.]. Es gilt:

e Sei f € BYQG), so ist f € L'(T).

° Ist das Haar Maﬁ von G fest, so ldsst sich das Haar-mafl von I' normalisieren, sodass
= [p f()(z,7)dy fiir alle f € BY(G) gilt.

Beweis:

BY(G) steht fiir L'(G) N B(G). Wenn wir eine Funktion f mit f(z) = [.(2,v)du(y) haben, so
bezeichnen wir pf = p, um die Verbindung zwischen f und p febtzuhalten Sei nun f € B! und
h € LY(G), so gilt

(h+ £)(0) = /G h(—) f (x)dz
= [ n=o) [ @ s )i

/ /h (2,7)dp s (7)da
// h(—) (2, ) ddpig (7)
= /F h(y)dp ()
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Sei nun g € B'(G), so folgt daraus

Nun liegt A(T") dicht in Co(I") und somit folgt

gdug = fdug

[ hadus = [ bt
T T

Um nun die beiden Aussagen zu zeigen, konstruieren wir ein positives lineares Funktional T auf
C.(T"). Wenn K der Triger einer Abbildung ¢ € C.(T) ist, so kénnen wir fiir jedes 79 € K eine
Funktion u € C.(G) finden, sodass (yg) # 0. Dies ist moglich, da C.(G) dicht in L'(G) liegt.
Nun ist die Fourier-Transformation von u * @ (mit %(x) = u(—x)) nirgends negativ, denn

aus der Gleichung

—

UxU="1

>0

>

=1

S

und da 4(vp) # 0 ist auch 4(vp) # 0 und daher muss zﬁ\a(%) > 0 sein. Da K kompakt ist, gibt
es endlich viele Funktionen uyq, ..., u,, sodass es

g=uUp kU + -+ Uy *x Uy

gibt, mit § > 0 auf ganz K. Nun ist g € C.(G) und daher folgt bereits, dass g € B! gilt. Wir

definieren nun T durch
Y
7o - [ ( g
r\g

T ist nun wohldefiniert, denn wiirden wir g durch f austauschen (, wobei f € B! und f auf
K nicht 0 ist), so wiirde sich der Wert von T% nicht dndern. Dies folgt aus der Gleichung
gdp, = fduys, denn diese impliziert Jr %fdug = Jr %gd,uf. Offenbar ist T linear und da g
positiv definit ist, wissen wir, dass g > 0 gelten muss. Wenn also ¢ > 0 ist, dann muss auch
T > 0 sein. Nun gibt es ¢ und puy, sodass fr Ydpy # 0. Somit muss

TW’J?):/F (%’3 dﬂg=/r¢duf750
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gelten. Daher ist T' # 0. Wir wihlen nun ¢ € C.(I') und -y € I'. Zusétzlich konstruieren wir
wieder g, sodass ¢ > 0 auf K und K + 9. Wenn wir nun f(x) = (—z,70)g(x) setzen, so erhalten
wir

fy) = /G (—2,70)g(#) (2, 7)dx = /G (—2.70 + Mg(@)dz = §(y +0)

und p¢(E) = pg(E — 70). Weiterhin definieren wir ¢o(y) = (v — 7o) und erhalten damit

:/F (?8) dpg ()
= Ty.

Somit ist T translationsinvariant. Hieraus folgt Ty = fr ¥ (y)dy, wobei dvy das Haar-Ma$ ist.
Somit gilt also

/ dpy =T(pf) = / bfdy v € Cu(T)
I N

und daraus folgt fd7 = dpy. Nun ist py ein endliches Mafl und somit ist auch fdv endlich,
woraus f € L(I') folgt. Setzt man fdy = dpg nun in f(z) = [n(@,7)dps(y) ein, so erhélt man
die Umkehrungsformel f(z) = (z,7)fdy, womit der Beweis fertig ist.

Wie bereits erwihnt, ist das Haar-Maf} lediglich bis auf Multiplikation mit einer Konstanten
eindeutig. Mithilfe des Umkehrungstheorems lésst es sich nun normalisieren. Ist das Haar-Maf
fiir G gegeben, so lidsst sich das Haar-Maf fiir I' eindeutig festlegen. Zusétzlich kénnen wir das
Haar-Maf fiir diskrete und kompakte Gruppen normalisieren (und somit eindeutig festlegen).
Wir legen nun fest, dass das Mafl von G zu 1 normiert wird, wenn G kompakt ist und dass das
Maf einer Ein-Punkt-Menge 1 ist, wenn G diskret ist. Dabei gilt:

[Theorem] Wenn wir das Haar-Maf} wie oben angegeben normalisieren, so ist die Umkehrungs-
formel erfiillt.

Beweis:

Um zu beweisen, dass die Umkehrungsformel gilt, beweisen wir, dass sie fiir eine Funktion (nicht
0) und ihre Fourier-Transformation gilt. Wir wiihlen f = 1 und G kompakt. Nun gilt

f(0) = /G (@.0) @)z = 1

da das Mafl von G gleich 1 ist und f(v) = 0, wenn v # 0 ist. Sei nun mr das - mithilfe des
Umkehrungstheorems - normalisierte Haar-Maf§ von I'. Dann gilt 1 = f(0) = [ f(v) = mr({0}).
Also hat jeder Punkt das Maf} 1 beziiglich mp. Sei G nun diskret, so hat jeder Punkt Mafl 1 und
wir legen

@) = {1, wenn z = 0

0, sonst
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fest. Dann ist

fly) = /G F(@)(—zy)dz = 1,

da jeder Punkt Mafl 1 hat. Somit gilt

m(T) = / FOO.7)dy = £(0) = 1

sofern die Umkehrungsformel gilt.

6.3 Plancherel Theorem

Das Plancherel Theorem besagt, dass die Fourier-Transformation zwischen L?*(G) und L*(T)
normerhaltend ist. Formal bedeutet das:

[Theorem] Die Fourier-Transformation beschriinkt auf (L* N L?)(G) ist eine Isometrie auf eine
dichte Teilmenge von L?(T") und kann somit eindeutig zu einer Isometrie zwischen L?(G) und
L?(T) erweitert werden [1, vgl. S. 26].

Beweis:

Sei f e (L' NL*)(G) und g = f * f. Dann ist g € L'(G), da f, f € L'(G) und g ist stetig und
positiv definit. Weiterhin gilt

8l = 1+ 71 = |FIF] = IF2

und mithilfe des Umkehrungstheorems erhalten wir

/G (@) P = /G f(@) f(—x)dz = g(0) = / §(7)(0,7)dy = / FO) 2.

Somit gilt ||f|]2 = ||f||2. Sei ® die Menge aller f € A(T) mit f € (L' N L2)(G), so ist ®
invariant beziiglich der Multiplikation mit (z,7), da (L' N L?)(G) translationsinvariant ist. Sei
nun ¢ € L*(T), sodass [ pvody = 0 V¢ € @ gilt, so gilt auch

/F d(NY(Y)(x,7)dy =0

und da ¢t € L}(T) impliziert das Eindeutigkeitstheorem, dass ¢¢ = 0 fast iiberall fiir alle ¢ € ®
gelten muss. Nun ist (L' N L?)(G) invariant beziiglich der Multiplikation mit (x,v) Vy € T’ und
somit ist ® translationsinvariant. Somit gibt es fiir jedes 79 € I' ein ¢ € @, welches in einer
Umgebung von 7o nicht 0 ist. Somit muss ¢ = 0 sein, womit 0 das einzige Element in L?(T") ist,
welches zu ® orthogonal ist. Somit liegt ® dicht in L2(T).
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Kapitel 7

Der Pontryagin Dualitiatssatz

Eine der wichtigsten Aussagen in der harmonischen Analysis ist der Dualitdtssatz von Pontrya-
gin. Dieser sagt aus, dass fiir eine LKA-Gruppe G und ihre Dualgruppe I' nicht nur gilt, dass
I" die Dualgruppe von G ist, sondern dass auch G die Dualgruppe von I ist. Formal bedeutet dies:

[Theorem] Es gibt einen Isomorphismus, der auch ein Homdomorphismus ist zwischen G und
T [1, vgl. S.27 {].
7.1 Hilfsaussagen zum Beweis des Dualititssatzes

Bevor wir den Satz selbst beweisen, benttigen wir zunédchst einige Hilfsaussagen.

[Theorem)] (z,7) ist stetig auf (G,T') [1, vgl. S.10].
Beweis:
Mithilfe der Gleichung

fA(’Y)(xa/y) = fx(’)/)

ergibt sich die Stetigkeit von (z,7) auf (G,T), wenn f,(v) fiir alle f € L'(G) stetig auf (G,T)
ist. Wir setzen xg, o und € > 0, sodass es Umgebungen V von xy und W von -y gibt, sodass

[ fo — faollr <€
|fao (V) = foo(r0)] < €

fir alle z € V, v € W gilt. Dies ist moglich, da sowohl fxo, als auch die Translation stetig sind.
Da

1£:0) = Fro Dl = | [ £ =2)cpmar = [ o= a0)(—p)an]
=1 [ 1f5=2) = o= a)l-p )
S/Fl[f(y—fc)—f(y—wo)](—y,v)ldw
= [Irto=o) - ro=w0lar
—1fa = full
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gilt, folgt

|fo(3) = fao ()] < 2€
fiir z € V und v € W, woraus die Behauptung folgt.

[Theorem] I ist punktetrennend auf G [1, vgl. S. 24].

Beweis:

Wenn zg € G mit xg # 0 ist, so konnen wir eine Umgebung der 0 in G wihlen, sodass o ¢ V.
Somit gibt es ein v € T mit (xg,v) # 1. Dadurch ist T auf G punktetrennend, denn aus z; # x2
folgt (z1 — z2,7) # 1 und somit (x1,7) # (x2,7).

[Theorem] Wenn E eine nichtleere, offene Menge in IT" ist, so gibt es ein fe A(T) mit f #0,
sodass f(7) = 0 auBerhalb von E [1, vgl. S.27].

Beweis:

Sei K eine kompakte Teilmenge von E mit m(K ) > 0 und sei V eine kompakte Nullumgebung,
sodass K +V C E. Nun setzen wir f =gx h wobei ¢ und h jeweils charakteristische Funktionen
fiir K beziehungsweise V sind. Dann ist f( ) =0, wenn v ¢ K + V gilt und da wir g, he L3(I)
haben, muss auch § * h € A(T) gelten. Zudem ist

/F F)dy = m(E)m(V) > 0

womit f # 0 ist.

7.2 Beweis des Dualitatssatzes

Wir wissen, dass (7,7) eine stetige Funktion auf G x I' ist, weshalb = € G ein stetiger Charakter
auf T ist. Sei I’ die Dualgruppe von I', so gilt daher 2 € I und es gibt eine natiirliche Abbildung
a, die so definiert wird, dass (z,7) = (v, a(z)) mit x € G und v € T' gilt. a(z) bildet also
auf ~v(x). Es soll nun gezeigt werden, dass « so ein Isomorphismus und Homéomorphismus ist.
Zunichst lasst sich feststellen, dass

(v, alz+y)) = (& +y,7)
= (z,7)(y,7)
= (v, a(@)) (v, (y))
= (v a(z) + afy))

gilt, weshalb @ Homomorphismus ist. Da I punktetrennend auf G ist, wissen wir, dass « injektiv
sein muss. Daher ist a ein Isomorphismus, womit G und a(G) zueinander isomorph sind. Nun
konnen wir

V={zeG:|1-(z,7)| <rVyeC}
und
W={#el:[1-(1,4)|<rvyeC}

fiir eine kompakte Menge C in I' definieren und es gilt, dass die Mengen V eine Umgebung der
Einheit in G bilden und die Mengen W eine Umgebung der Einheit in I'. Nun gilt

a(V) =W nNa(G)
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und somit kénnen wir sagen, dass & und o' an der 0 stetig sind. Da « ein Isomorphismus ist,
gilt dies auch fiir alle Translationen von o und daher fiir alle Punkte in G oder «(G). Damit ist «
ein Homomorphismus von G in I'. Somit kénnen wir sagen, dass a(G) lokalkompakt beziiglich
der relativen Topologie, die o(G) als Teilmenge von I hat, ist. Um zu zeigen, dass a(G) = I gilt,
zeigen wir 2 weitere Dinge.

e a(G) ist abgeschlossen in T.
e a(G) liegt dicht in T.

Sei 40 € a(G) und sei U eine prikompakte (der Abschluss von U niimlich U ist kompakt)
Umgebung von 4g. Nun gilt, dass a(G)NU kompakt ist, da a(G) lokalkompakt ist. Somit wissen
wir, dass a(G) N U abgeschlossen ist, da I ein Hausdorffraum ist. Da 4o nun im Abschluss von
a(G) N U liegt, wissen wir daher, dass 49 € a(G) gilt und «a(G) somit abgeschlossen ist. Wir
nehmen nun an, dass «(G) nicht dicht in T liegt. Es gibt nun eine Funktion F € A(T'), die nicht
0 ist, aber an allen Punkten in o(G) 0 ist. Sei nun ¢ € L1(T"), so ist

FG) = [ o))
mit 4 € I". Nach Voraussetzung ist nun F(a(z)) = 0 fiir alle € G, weshalb

/ 6(7) (—2,7)dy = / 6(7) (=, a(z))dy = 0
T I

gilt. Daher muss ¢ = 0 sein und somit muss F' = 0 sein, wodurch ein Widerspruch entsteht. Daher
liegt a(G) dicht in I" und da a(G) abgeschlossen ist, ist a(G) = I'. Somit ist die Behauptung
bewiesen.
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Kapitel 8

Fast-periodische Funktionen und
die Bohr-Kompaktifizierung

8.1 Bohr-Kompaktifizierung

Wir kénnen nun jede LKA-Gruppe kompaktifizieren, also ihr eine kompakte LKA-Gruppe G
zuordnen, in der sie dicht liegt. Dafiir benttigen wir zunéchst einmal zwei Theoreme. Das erste
Theorem brauchen wir hier nur fiir den Beweis des zweiten.

[Theorem] Sei G eine diskrete LKA-Gruppe, so hat L!'(G) als Banachalgebra beziiglich der
Faltung eine Einheit [1, vgl. S. 6].

Beweis:

Sei G diskret mit normalisiertem Haar-Mafl (m(FE) = 1, wenn E eine Ein-Punkt-Menge ist), so
gilt

(fx9)@) =D fla—y)g(y)
yeG

und wenn wir

.. e(r)=1wenn =0
" | e(x) = 0 sonst

definieren, so ist e € L'(G) und (f xe) = f.

[Theorem] Wenn G eine diskrete LKA-Gruppe ist, so ist I' kompakt. Wenn G eine kompakte
LKA-Gruppe ist, so ist I diskret [1, vgl. S. 10].

Beweis:

Sei G diskret, so hat L!(G) nach unserem vorhergehenden Theorem beziiglich der Faltung ei-
ne Einheit. Damit muss der maximale Idealraum I' kompakt sein. Sei G nun kompakt und das
Haar-Mafl wieder entsprechend normalisiert (m(G) = 1), so gilt

1 =0
AR { e
G 0 sonst.
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Fiir v = 0 ist dies offensichtlich. Wir miissen daher lediglich den Fall «v # 0 untersuchen. Wenn
v # 0 ist, dann gibt es ein g € G, sodass (xg,7) # 1. Also haben wir

[ e = (@09) [ @ = a0.2)de = (@0, [ (@0)da

und da (z9,7) # 1 ist, muss [, (z,7)dz = 0 sein. Sei nun f(z) = 1Vz € G, so ist f € L'(G), da
G kompakt ist und m(G) somit endlich ist. Nun ist

:/f@@mmzm@=1
G

:Lﬂm@wmzé@wwzo

Nun ist f stetig und somit kénnen wir sagen, dass die Menge {0} in T offen ist, womit I' diskret ist.

und fiir v # 0

Mithilfe des Pontryagin Dualitéitssatzes ldsst sich nun folgendes Theorem folgern:

[Theorem] Jede kompakte abelsche Gruppe ist die Dualgruppe einer diskreten abelschen Grup-
pe und jede diskrete abelsche Gruppe ist die Dualgruppe einer kompakten abelschen Gruppe [1,
vgl. S.29].

Mithilfe dieses Theorems kénnen wir nun jede LKA-Gruppe kompaktifizieren. Dazu betrach-
ten wir eine LKA-Gruppe G mit Dualgruppe I'. Wir definieren I'y als T' mit diskreter Topologie
und G als Dualgruppe von I'y. Durch das folgende Theorem koénnen wir dann zeigen, dass G dicht
in G liegt, G also tatséchlich eine Kompaktifizierung von G ist. Wir definieren eine Abbildung
B von G nach G durch

(z,7) = (v, B(x)),

fiir die gilt:

[Theorem] Die Abbildung S ist ein stetiger Isomorphismus von G in eine dichte Untergrup-
pe B(G) von G [1, vgl. S.30].

Beweis:

Wir wissen, dass I' auf G punktetrennend ist, womit 5 injektiv ist und #hnlich wie in unserem
Beweis des Pontryagin Dualitétssatzes gilt

(z1 4 22,7)
= (z1,7)(22,7)
= (7, B(x1))(7, B(22))
= (7, B(x1) + B(x2))

und somit ist § ein Homomorphismus. Folglich ist S ein Isomorphismus von G nach 3 (G). Sei
nun W eine Nullumgebung in G. Wir wissen, dass eine Teilmenge von I'y genau dann kompakt
ist, wenn sie endlich ist, da I'y diskret ist. Daher gibt es v1,...,v, € ' und r > 0, sodass W die
Menge

(’Yaﬂ(xl + 35'2))

{ZeG: 11— (vi,7)| <r;ie{l,...,n}}
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enthilt, welche eine Nullumgebung in G ist. Die Umgebung
V=A{eeG:|1-(x,y)|<mr ie{l,...,n}}

ist nun eine Nullumgebung in G und wenn x € V gilt, dann muss B(z) € W gelten. Somit ist
B stetig bei 0 und durch Translation iiberall stetig. Nun miissen wir noch zeigen, dass B(G)
dicht in G liegt. Dazu sehen wir uns den Abschluss von 8(G) in G an, welchen wir H nennen.
Angenommen H # G, so ist G/H eine kompakte LKA-Gruppe, welche nicht trivial ist. Wir
bezeichnen eine Abbildung 7 von einer LKA-Gruppe G nach C mit

e (@) =1Vzed,

o Yz +y) =)y Yo,y € G

als Charakter. Da G/ H nicht trivial ist, muss es einen nichtstetigen Charakter ¢ geben, der nicht
1 ist. Die Abbildung = — ¢(Z+ H) ist nun ein stetiger Charakter auf G, welche 1 ist, wenn z € H
ist und nicht trivial. Somit muss es ein 7y € I' geben mit vy # 0, sodass

(z,7) = (70,8(x)) =1Vx e G

gilt. Dadurch muss ¢ = 0 gelten, womit wir einen Widerspruch haben und der Beweis vollstédndig
ist.

Wenn wir eine LKA-Gruppe G haben, so ist G die Gruppe aller stetigen Charaktere auf I' und
G die Gruppe aller Charaktere auf I'. Da G nun dicht in G liegt, wissen wir aufgrund des vor-
hergehenden Theorems also, dass sich jeder Charakter durch stetige Charaktere annihern lassen.

[Theorem] Seien ~1,...,7, € ', € > 0 und ¢ ein Charakter auf T', so gibt es einen stetigen
Charakter auf I', sodass

(i) = o(vi)| <eVie{l,...,n}

gilt 1, vgl. S.31].

Beweis:

Wir wissen, dass ¢ € G ist und die Menge aller 1) € G offen in G ist. Da 8(G) dicht in G liegt
miissen sich die offene Menge und S(G) schneiden. Somit ist das Theorem bewiesen.

8.2 Fast-periodische Funktionen

Den letzten Teil der Arbeit werden wir lediglich skizzieren, da dies in den aufgelisteten Quellen
- insbesondere in [1] - &hnlich gehandhabt wurde. Um fast-periodische Funktionen zu definieren,
miissen wir zunéchst trigonometrische Polynome definieren. Diese sind endliche lineare Kombi-
nationen von stetigen Charakteren auf der LKA-Gruppe G. Fast-periodische Funktionen sind
nun Funktionen auf G, gegen die trigonometrische Polynome auf G gleichméflig konvergieren [1,
vgl. S.32]. Die Menge der fast-periodischen Funktionen bezeichnen wir als AP(G). Wir wissen,
dass I' auf G punktetrennend ist. Das Stone-Weierstrass-Theorem impliziert fiir die trigonometri-
schen Polynome als Algebra somit, dass diese eine Subalgebra von C(G) bilden, wenn G kompakt
ist und weiterhin dicht in C(G) liegt. Folglich liegen sie auch dicht in L!(G) fiir 1 < p < oo,
wenn G kompakt ist [1, vgl. S.24]. Da die trigonometrischen Polynome gleichmiflig gegen die
fast-periodischen Funktionen konvergieren, gilt somit

AP(G) = C(G),
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wenn G kompakt ist [4, vgl. S.207]. Die fast-periodischen Funktionen auf G sind weiterhin genau
die Restriktionen - und zwar von stetigen Funktionen auf G - auf G. Dies liegt daran, dass
trigonometrische Polynome gleichméfig gegen fast-periodische Funktionen in G konvergieren
und da G dicht in G liegt auch auf G konvergieren. Zudem kann jede stetige Funktion in G’ durch
trigonometrische Polynome angenéhert werden [4, vgl. S.207].
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