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Kapitel 1

Theorie

1.1 Einfiihrung

Die Superresolution beschreibt die Vergréflerung der Auflésung von Bildern, womit
der Informationsgehalt fiir den Betrachter erhoht wird. Dafiir gibt es bereits eini-
ge etablierte Methoden. Ziel der Arbeit ist es allerdings eine Alternativlosung fiir
das Superresolution-Problem vorzustellen, welche in keinerlei Wettbewerb zu den
klassischen Methoden stehen soll. In dieser Arbeit wird das Bild bereits abstahiert
als Signal vorliegen (dazu spéter mehr), von dem bestimmte Spitzenwerte ermit-
telt werden sollen. Man stelle sich z.B. das Bild von Sternen im Nachthimmel als
graue Flecken auf schwarzem Grund vor. Das Ziel besteht darin, die hellsten Stel-
len, also die Zentren der Flecken und damit die genauen Standpunkte der Sterne zu
ermitteln. Als Ausgabe werden wir eben jene Werte erhalten, an denen diese Spit-
zenwerte im Signal vorliegen. Das Problem soll auf numerische Art, ausschliefSlich
mithilfe von Kettenbriichen gelost werden. Dabei besteht die Hoffnung, dass der
Prozess moglichst stabil ist. Um das Problem zu losen muss allerdings erst etwas
Vorarbeit geleistet werden, um zu verstehen, wie die besagte Methode funktioniert.
Dazu wird in den ersten Kapiteln die notige Theorie behandelt. Aulerdem wird die
Vorgehensweise, die das Problem 16sen soll (urspriinglich erdacht vom Mathematiker
Gaspard de Prony), zunéchst allgemein behandelt. Danach wird anhand der Theorie
eine algorithmische Losung des Superresolution-Problems erarbeitet, welche im An-
schluss in Octave programmiert wird. Zum Schluss wird der Algorithmus mithilfe
von ausgewdhlten Versuchen auf Stabilitdt untersucht und bewertet. Die Beweise
der in dieser Arbeit bendtigten Sdtze werden zwar ausgelassen, da sie wenig zum
Ziel der Arbeit beitragen, konnen allerdings in [Sau20] nachgelesen werden.

In diesem ersten Kapitel werden zunéchst Kettenbriiche eingefiihrt und anschlie-
Bend das Grenzwertverhalten unendlicher Kettenbriiche betrachtet, da wir {iber die-

sen Ansatz spéater unser Eingangssignal verarbeiten werden, was allerdings erst in
Kapitel [I.2 ndher beleuchtet wird.

Beginnen wir, indem wir zunéchst eine etwas kompaktere Schreibweise fiir Ketten-
briiche einfiihren.



1 Definition (zugehoriger Kettenbruch).
Fir n € N und ay, ..., a, € Z sei der zugehorige Kettenbruch die rationale Zahl
1
[ag; ay, ..., a,] = ap + i . (1.1)
ay + 5 1
SR

ap—1 + —
ap,

Hiermit gibt es noch einige Probleme. Betrachte z.B. die Falle a,, = 0, oder a, 11 =
—al. In beiden Féllen wiirden wir durch 0 teilen. Um das zu vermeiden wéhlen wir
zusétzlich ap € Z und a; € N fiir j € N. Da die Piinktchen-Notation in (|1.1)) noch
etwas vage ist, betrachten wir zusétzlich die rekursive Definition, bei der der Nenner
des ,,groflen“ Bruches selbst wieder einen Kettenbruch darstellt.

1 1
lag;ar] =ag+ —,  agiar, ..., an] = g + ————
ay [al,ag,...,an]
2 Beispiel.
20 3+5 3—1—1 3+ 3+ ! 3+ ! 3+ !
—_— = _ = ?: 2— 1: 1 — 1
_34 1 =[3;1,2,2]
- [1’272]_ ) -y A

Damit konnen wir auch rationale Kettenbriiche definieren.

3 Definition (rationale Kettenbriiche).
Fir ro € Q und r; € Q\ {0}, j € N ist

lag; ay, ...ak, ..., a,] = ag + T

= |@o;0A1, ..., k-1, [ak; Qf41y ey an]

(.

~~
Tk

== [ao;ala "'7ak—1ark]

ein rationaler Kettenbruch.



Jede endliche Folge ay, ..., a,, von Zahlen ist die initiale Folge einer unendlichen Folge
a = (a;j)jen. Das ermdglicht es uns, unendliche Kettenbriiche zu betrachten.

4 Definition (unendliche Kettenbriiche).
Zu einer Folge a = (a;) en sei

[ao;al,ag, ] = ag + —1
aq +

a9 —|—

der unendliche Kettenbruch.

An dieser Stelle miissen wir uns allerdings fragen, was der Wert eines solchen unend-
lichen Ausdrucks eigentlich sein soll. Intuitiv héngt der Grenzwert des Kettenbruches
mit dem urspriinglichen, endlichen Segment zusammen:

lag; a1, az,...] = lim [ag; aq, ..., a,]
n—0o0

Auf dem aktuellen Stand wissen wir noch nicht, ob, oder wann ein solcher Grenz-
wert iiberhaupt existiert. Dafiir betrachten wir folgendes Kriterium, welches sogar
fiir Kettenbriiche mit rationalen Koeffizienten funktioniert.

5 Satz (Konvergenzkriterium fiir Kettenbriiche).
Firr; € Q, r; > 0 und j € Ny konvergiert der Kettenbruch [ro;ry,ra,...] genau
dann, wenn

o
E r; = 00.
J=0

Im Spezialfall r; € IN ist dies erfiillt.

Wir sehen bereits, dass diese unendlichen Kettenbriiche insbesondere dann ,,zahm*
sind, wenn aq, as, ... positive, ganze Zahlen sind. Dann ist der Kettenbruch [ay, as, ...]
positiv und mit ag € Z kénnen wir auch negative Zahlen représentieren. Auflerdem
gilt:

6 Satz.
Jede reelle Zahl v € R kann als Kettenbruch [ag; aq,...] mit ag € Z und a; € N |
j € IN geschrieben werden. Dieser Kettenbruch ist endlich, genau dann, wenn x € Q.



Damit haben wir bereits einen ersten Eindruck zu Kettenbriichen gewonnen und wer-
den uns im néchsten Kapitel Kettenbriichen mit Polynomen (anstelle von natiirlichen,
oder ganzen Zahlen) in den Faktoren widmen. Dabei wollen wir das Grenzwertver-
halten von Kettenbriichen etwas néher betrachten, wodurch wir auf ein Ergebnis
stoflen werden, welches fiir unser Superresolution-Problem bei der Verarbeitung des
Eingangssignales sehr niitzlich ist.



1.2 Kettenbriiche und Laurent-Reihen

Wir betrachten im Folgenden den Ring R = II = R [z] von Polynomen in nur einer
Variable mit reellen Koeffizienten sowie fiir n € INg den Vektorraum

IL, ={1,z,....,2"} = {f € L : deg f < n}.

Um das Grenzwertverhalten von Kettenbriichen mit Polynomen als Faktoren zu un-
tersuchen bendtigen wir zunéchst die Laurent-Reihe, mit deren Hilfe wir spéter die
Konvergenz definieren konnen. Dariiber hinaus kénnen wir wiederum iiber Ketten-
briiche besondere Laurent-Reihen erhalten, mit denen wir es dann im auch Superresolution-
Problem zu tun bekommen.

7 Definition.

e Die Laurent-Reihe \(z), assoziiert mit der Folge (\;);en, ist definiert als
Az) = Z A
=0

e Eine Folge (A, (z))nen, von Laurent-Reihen konvergiert gegen eine Laurent-
Reihe \*(x), falls fiir alle k € INj ein ny € IN existiert, sodass fiir alle n > ng
gilt

Aa(z) = X(z) =275 N (2), dh. Ny =X}, j=0,...k—L

Das bedeutet, dass die ersten & Summanden jeder Reihe A, (z) mit den ersten
k Summanden des Grenzwerts A*(z) iibereinstimmen miissen.

Eine erste, sehr einfache Feststellung ist, dass sich der Kehrwert jedes Polynoms zu
einer Potenzreihe erweitert liasst, bei der die ersten Koeffizienten null sind. Diese Be-
obachtung wird gegen Ende dieses Kapitels noch niitzlich sein, in der Beweisskizze
zum Fundamentalsatz fir Kettenbriiche fiir Laurent-Reihen, Satz [12]

8 Lemma.
Fir p € 11,, mit p, # 0 erhdlt man

Zﬁ = Z)\jx_j =: \x). (1.2)

Auflerdem kénnen wir jetzt mithilfe von Laurent-Reihen die Konvergenz unendlicher
Kettenbriichen definieren.



9 Definition.
Ein unendlicher Kettenbruch [0; a4, as, ...}, a; € II'\ II; heifit konvergent, falls eine
Laurent-Reihe A(z) existiert, sodass

im 22 5,

n—00 ()

wobei Z:—((g = 1[0;ay, ..., a,).

Es gilt pg = 0 sowie p; = 1, da ag = 0. Es folgt also deg ¢, > deg p,, und damit

pn(*r) _ Z Xj :L’fj,

j=deg gn—degpn

entstehen durch Division von p, durch g

womit wir wieder eine Laurent-Reihe erhalten. Néheres zur Sinnhaftigkeit der De-
finition ist allerdings zu finden in [Sau20] - Remark 4.11. Nun kénnen wir die Idee
hinter der Konvergenz von Kettenbriichen illustrieren, indem wir uns daran erin-
nern, wie die Objekte generiert werden: Wir transferieren das endliche Segment in
eine Laurent-Reihe und betrachten den Grenzwert der Folge von Laurent-Reihen im
Sinne von Definition [7

_ bn

[0;a1, a2, ...] < [0; a1, ..., an]
dn

==X n—o>ox

Betrachten wir Kettenbriiche mit Faktoren von Grad 1, so ergibt sich eine recht
simple Konvergenz:

10 Satz.
Jeder Kettenbruch der Form [0;ry, 79, ...], wobei r; € II; \ Iy fir j € N, konvergiert
zu einer Laurent-Reihe \(x), sodass

pn(z) o
Ax) — =O(x 21,
Gn ()
Rest, der sich von der Laurent-Reihe unterscheidet,
erst ab Summand mit Koeffizient A\_2,_1

Dar; € II;\Ily, also 7;(z) = ojz+p;, aj # 0, erhalten wir deg(g,) = deg(p,)+1 = n.
Die Anzahl der erfassten Koeffizienten entspricht also dem doppelten Grad des Nen-
ners, womit der Kettenbruch sehr schnell sehr gut zu der Laurent-Reihe A\ passt.
Gute Représentationen dieser Art fiir eine gegebene Laurent-Reihe bekommen einen
besonderen Namen, auf den wir auch spéter im Superresolution-Problem stoflen wer-
den:



11 Definition.
Ein unendlicher Kettenbruch heifit einfach, wenn er von der Gestalt

! 1
071,79, ...] = — + — + ... = —
O = = gy

ist, mit r; € II; \ IIy. Das heifit, wir arbeiten mit Briichen

die jeweils 1-er in Nenner haben. Dieser unendliche, einfache Kettenbruch heift
assoziiert zu der Laurent-Reihe \(z), falls

Az) — 2’:8 = Oz, neN.

Das bedeutet wieder

2n 00
Pal(®) _ D Ne T+ D gz’ nmeN
¢ () j=0 j=2n+1l_—

die Koeffizienten, die sich
von A; unterscheiden

Nicht jede Laurent-Reihe besitzt einen assoziierten Kettenbruch. Es wird sich aller-
dings herausstellen, dass die Beschreibung einer Laurent-Reihe, fiir die ein assozi-
ierter Kettenbruch existiert, noch interessanter ist, da uns diese im Superresolution-
Problem die Darstellung des Eingangssignales als Kettenbruch erméoglicht. Das fithrt
uns zum néchsten Resultat.

12 Satz (Fundamentalsatz fiir Kettenbriiche fiir Laurent-Reihen).
FEine Laurent-Reihe \(x) besitzt einen assoziierten Kettenbruch [0;7q, 19, ...] mit
r; = oz + f; € I} \ Iy genau dann, wenn Ao = 0 und

A Ao - A
. Ao A3z :
det(A,) #0, wobei A, = |~ , nelN
: - Aon—2
)\n e )\2n72 )\21171

Aus dem Beweis von Satz [12] geht eine explizite Berechnung der Rekursionskoeffi-
zienten o; und B3; hervor, mit denen der assoziierte Kettenbruch bestimmt werden
kann. Diese Herleitung wollen wir etwas genauer betrachten, weshalb zunéchst eine
niitzliche Aussage zu den Konvergenten von endlichen Kettenbriichen folgt, um den
angesprochenen Beweis zumindest skizzieren zu konnen.



13 Satz.
Fiir k <n erfillen die Konvergenten % von endlichen Kettenbriichen [ro;ry, ...,y
mit r; € R die Rekursionsrelation

Pk = TkPk—1 + Pr—2, mit p_1 =1, po =70,

. (1.3)
Gk = TrQk—1 + Qe—2, mil g1 =0, py=1,
d.h., 7;—8 = =1 sowie
_ —1)k _ —1)*
pkl_@:( ) @_PkQZ( )"r (1.4)

G-1 Gk GGk W Q-2 G2k

sind also teilerfremd.

Beweisskizze zu Satz[12
Der Kettenbruch ist assoziiert zur Laurent-Reihe A(z), genau dann wenn fiir jedes

n € N gilt

Bez. fiir einen Wert, der sich von A2,+41 unterscheidet.
Wert dieses Koeffizienten ist vorerst egal.

Pl —2n | N —(2n —(2n
. Efﬂ)) =X+ Agpr? + Yot & (2n+1) + Y 2nt 2l (2n+2) ’
Dn X —(9n tom on
q —HEJZ; = )\0 4+ ...+ )\2n+21' (2n+2) —+ Vn+1,2n+3T (2n+3) + Yt 120147 (2n+4) +. .
n+1
(1.5)
Mit Satz [13] gilt
(_1)71“ _ pn(T) _ Pn+1(2)
G () qni1(x)  qu(x)  gnia(2)
= (Tnzn+1 — A2ns1)2” " + (Yp2ni2 — Aapg2)a” ") (1.6)
+ (Yn2n43 — 7n+1,2n+3)$7(2n+3) + ...

Hier werden, wie auch beim vorherigen Summanden,
nur noch v’s voneinander abgezogen.

Als néchstes konnen wir die Rekursionsformel ([1.3) verwenden, womit wir erhalten,
dass die Nenner der Konvergenten einfacher Kettenbriiche der Form

Gn () = (@) gn1(2) + gn-2(2) = (2 + n)Gn-1(%) + gua(z), neN

sein miissen. Uber Induktion lédsst sich weiter zeigen, dass

qn(x) = <f[ Oéj) (x” + xn—l i %) T+
j=1 j=1 "7

fir ein 7,_o € 1I,,_o Eine genauere Ausfithrung davon ist zu finden in [Sau20] im
Beweis zu Theorem 4.4.



Damit erhalten wir jetzt aber

Gnt1(7)gn ()

(Cf{ia])(”“mnzﬂ >+rn 1)
() (rse))

o) (oS e £2) 2

hier unmteressanter Rest mit
Koeffizienten fiir Grade < 2n — 1

2 2
= Qpt1 (H aj) et 4 (H O‘j) <5n+1 + 2041 Z —J A
j=1 j=1 j=1 Q;
(1.7)

Lemmal8|bzw. der Beweis dieses Lemmas (nachzulesen in [Sau20)] - Beweis zu Lemma

4.1) liefert pin =\, in 1D und damit

Qn+1( 1)Qn( - an—H (H a]) g~ 2n ) +.... (1.8)

Vergleichen wir (1.6 mit (1.8) erhalten wir

n -2
(—1)n+1 ('Yn,2n+1 _ )\2n+1> p—@ntl) 047;-11-1 (H &j) x7(2n+1)’

j=1
was dquivalent ist zu
( 1)n+1
an“l‘l = n A 9
H] 1 &5 (’Vn 2n+1 — 2n+1)
(_1)n+1

9
Qnt1 Hj:l a;

oder

(1.9)

Tn,2n+1 — /\2n+1 =

Fassen wir zusammen: Die Existenz eines assoziierten Kettenbruches mit r; € II; \ Il
ist dquivalent zur Giiltigkeit von (1.9) mit o; # 0 fiir alle j, was wiederum dquivalent
ist 20 Vn2nt1 7 Aont1-

Um zu sehen, was das bedeutet, multiplizieren wir die erste Zeile von (|1.5)) mit g, (x):

(D Y ) (zq> |

j=2n+1 k=0



Durch Umformungen, welche in [Sau20] genauer ausgefiihrt werden, erhalten wir

pn(l‘) = Z’r]_jxj +anx—j +7]n+1x_(n+1)+0($_(n+2))7
J=0 j=1

——
_ Rest
nicht—;ggative negl?ive
Exponenten Exponenten
mit
pn,n N—n >\0 Qn,n
== | und (1.10)
pn,O Tlo i _)\n e >\0 Qn,O
] A, A, oA
7].1 .+1 . ‘ .1 Gm
Mn /\2n )\Qn—l e /\n Gno
nn—i-l_ _’Yn,Qn—‘rl >\2n e )\n—i-l "
=M
pn(x) ist ein Polynom, d.h. es muss gelten n; = ... = 1,41 = 0. Da ¢ # 0, muss
gelten det(M) = 0. Wir erinnern uns an die zweite Gleichung von (1.9)):
-1 n+1
Tn,2n+1 = )‘2n+1 + ( ) n 27
e |V

substituieren dies in die Marix M und ordnen die Spalten neu an (wodurch sich der
Wert der Determinante nicht verandert):

>\1 e )\n A'rL—‘,—l
0 =det M = det : ' : :
n e /\Qn—l )\2n
/\n+1 e )\271 TYn,2n+1

Mithilfe der Multilinearitit der Determinante und dem Entwicklungssatz (Entwick-
lung nach der (n + 1)-ten Spalte) erhalten wir

PVRRIRPRRNES W W
0 = det ' : :
n T )\Zn—l )\Qn
Al o0 Aon Agpaa
i . )\'1 Ce )\n
+lana | e?)] det| -
( Jr:!: ! )\n T )\Zn—l
\ \ [ 1h\n+1
An+1 777 \2n (— 1

. -1
=det A1 + <Oén+1 H oz?) (=)L)t det(A,,).

Jj=1 =1

10



Damit gilt also
det A,

n 2
Qnt1 Hj:l @

det Ay = (—1)" (1.12)

sowie

-1
— det A,
1 = (—1) (H 04]2) E (1.13)

j=1
was uns bereits die Parameter «; fiir (1.15)) liefert.

Ziehen wir allerdings noch die finale Schlussfolgerung. Ist also der Kettenbruch mit
Koeffizienten r;(z) = a;z + f; und «; # 0 assoziiert zur Laurent-Reihe A(z), dann
liefert uns ([1.12)) induktiv iber n, dass det A,, # 0.

Fiir die Riickrichtung begriinden wir zunéchst die Notwendigkeit von Ay = 0. Be-
trachten wir (|1.10) unter dem Aspekt, dass degp, = n — 1, also 0 = p,,, = XNo@un
und deg g, = n, also ¢, , # 0, stellen wir fest, dass Ay = 0 gelten muss. Weiter gibt
uns eine Formel zur expliziten Berechnung der Koeffizienten «,,. Die rechte
Seite der Gleichung zeigt, dass «,, # 0 und somit die Komponenten r; = a;x + f3;
nichtkonstante Polynome sind, solange die Bedingung det A,, # 0 erfiillt ist. O

Fiir die Parameter 3; betrachten wir den zweiten Term # 0 in der Laurent-Erweiterung
von . +11q , welcher nach 1| und Lemma [§| bestimmt werden kann, indem das Sy-

stem
1l pompr O O2nt1
0 Pon Pons1] |Oont2

Bi
mit Pon+1 = Qn41 H CY und Pon = H CY <ﬁn+1 + 20én+1 Z -

Jj=1 Jj=1

gelost wird. Es gilt also

€2n+1 = und
Pon+1
D n+1 -2 n ﬁ
) A
Oonio = ————B9p 11 = — H Q; Brt1 + 20011 E =]
Pon+1 ol = Q;

Koeffizientenvergleich liefert, wie bereits in der Beweisskizze zu Satz [12]

n+1 -2 n
(—1)n+ (”yn ont2 — Aopt2) = <H 04]) (Bn+1 + 20041 Z %) ’
=1 Y

bzw.
n+1 -2 n ﬁ
n2nt2 = A2n . 20, = 1.14
Yn2nt2 = Aanta + (— (H%) (5 +1+ Oéﬂ;%) ( )

11



Nach etwas Umstellen ergibt sich

n+1

2 n
577,-‘1-1 = (—1)n (H aj) (’yn,QTH-? — >\2n+2) — 20én+1 Z %
j=1

j=1

Fiir eine explizite Bestimmung der §; erweitern wir die Idee aus der Beweisskizze
und nutzen aus, dass

m >\1 T )\n )\n-i-l
. . . . qn,0
M )\n e )\2n71 )\Zn
n,n
Mn+2 Ant2 0 Yn2ntl  Yn2nt2
Iy

und die gleiche Argumentation fiir det(M) = 0.

Durch mehrfaches Verwenden der Multilinearitit der Determinante, der Eigenschaft
(1.14), der zweiten Gleichung in ([1.9)) und des Entwicklungssatzes erhilt man schlief3-
lich

n+1 2 n
(—=1)" (H aj> det A}, = (5n+1 + 20,11 Z %) det A, — oy det A4
j=1

j=1
wobei
[ ) VR W 0]
N = Mo o+ Agma O
An—1 Aon—g 1
B n >\2n72 O_

Mit Umstellen erhalten wir eine Gleichung fiir die 3;, wie sie in (1.16|) festgehalten
wird.

Die Bestimmung der Rekursionskoeffizienten fiir den assoziierten Kettenbruch einer
Laurent-Reihe wollen wir zum Schluss dieses Kapitels noch mit einem Satz festhal-
ten.

14 Korollar.
Fir n € N sind die Rekursionskoeffizienten fiir die Konvergenten und somit die
Koeffizienten r,(z) = ayx + B, der Kettenbrucherweiterung rekursiv gegeben durch

e\ det(A) 1 (det(A))
A1 = (=1) (JH%) det(h, 1) o det(Any) - det(An 1)’ (1.15)

B det(A],,,)  det(A, ;) — 5
5n+1 = Qp1 <det(An+1) + det(An) 2 JZ:; a; ) (116)

12



1 )\2 /o :
. ; —— = —— und An - )\n,Q ce )\2n74
beginnend mit oy N Io X N
)\n e )\Qn—Q

13




1.3 Prony’s Problem

In diesem Kapitel wird nun behandelt, wie mithilfe der bisher behandelten Theorie
das Superresolution-Problem gelost werden kann. Explizit geht es darum, Exponenti-
alsummen , zuriickzugewinnen*, wobei wir wieder Kettenbriiche verwenden werden.
Die Exponentialsumme ist von der Form

x) = i:fje“ﬂ, (1.17)
j=1

mit Frequenzen w; € R+4T und Gewichten f; # 0. Dabei bezeichnet T = R/277Z ~
[0, 27] den Torus. Die Summe soll anhand von Stichproben zuriickerworben werden.
Beispielsweise stehen endlich viele Funktionswerte zur Verfiigung, von denen wir
annehmen, dass sie gleichméfig verteilt sind:

£(0), ..., f(N) mit N € N.

Natiirlich wird N von s abhéngen, zumindest falls wir eine Rekonstruktion von f
erhalten wollen.

15 Bemerkung.
Wir normalisieren die Frequenzen w; auf

R+:T=R+iR/27Z) ~R+i|-m7),

um Mehrdeutigkeiten in der Reprisentation (1.17)) zu vermeiden, die das Problem
unlésbar machen wiirden, wie z.B. die Funktion

sin(m) = % (e —e™'m)

zu erzeugen, welche mit keiner Teilmenge von Z rekonstruiert werden kann.

Die Bedingung f; # 0 fiir alle j gestaltet die Darstellung sparsamer, da sie so keine
unnotigen Frequenzen ohne Gewicht enthalt.

Eine Stichprobe auf 0, ..., N schrinkt nicht ein, da
CLI + b Zf ewj (az+Db) Z ( wjbf awj Zf ewjm
7j=1

zeigt, dass jede affine Transformation nur die Koeffizienten und die Frequenzen
andert, jedoch keinen Einfluss auf die Struktur, oder die Losbarkeit des Problems
hat. Anders gesagt: Eine gleiche Abstédnde aufweisende Stichprobe, basierend auf
den Knoten

ro+kh, k=0,..N, x290€R, h>0

kann einfach auf eine Stichprobe an den Werten 0, ..., N reduziert werden, ohne das
Wesen des Problems zu éndern.
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Der interessante Teil von Prony’s Problem besteht darin, die Frequenzen zu rekon-
struieren. Sobald diese bekannt sind, bleibt lediglich das lineare System

k) =) fie*, k=0,..,N,
j=1

zu losen, welches auch in Form einer Matrix

LN I A I
f(N) erl erS fls

dargestellt werden kann, oder noch kompakter:

[f(j):5=0,..,N]=V" fi:j=1..s].

Dabei besitzt die Matrix V' Rang s, falls die w; alle voneinander verschieden sind
und N > s — 1, sodass die Koeffizienten von s Stichproben eindeutig bestimmbar
sind, sobald die Frequenzen bekannt sind. Um die Frequenzen w; und damit die
Matrix V' zu bestimmen hatte Prony einen genialen Einfall, der auf der folgenden
Idee beruht:

Sei p(z) = po + p1x + ... + pma™ ein Polynom von Grad m > n. Wir betrachten fiir
ein fixes 0 <3< N —m:

Zf ] + k pk _ ZZflewl(jJrk)pk — Zflewzj Zpk (ewl>k _ Zflewlj p<€ 1
k=0 k=0 =1 =1 k=0 =1
(e*1)
=p(e

Dies kann ebenfalls in Matrixschreibweise ausgedriickt werden:

f0)y - f(m) 1 1 B
f(1) o flm+1) p? o1 o f1. p(é)

f(N:—m) f(:N) Pm e(N—:m)w1 e(N—:m)ws fs] [p(e”)
(1.18)

Weiter erhalten wir damit das folgende Resultat, welches den Kern von Prony’s Me-
thode beschreibt.

16 Lemma.
Sei f wie in und N >2m — 1, m > s, dann gilt:

Zf]—i—kpk—() j=0,.,N—-m <& p)=0, j=1,..s,
k=0

wobet p = pg + prx + ... + pmx™.
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Fiir das Polynom aus dem letzten Lemma gibt es auch einen besonderen Namen.

17 Definition.
Das Polynom p kleinsten Grades, mit p(e*s) = 0 fiir j = 0, ..., s heiit Prony-
Polynom fiir die Funktion f(z) = >_7_, f;e** von (1.17).

Das Prony-Polynom ist immer ein Polynom vom Grad s (Anzahl der Summanden

in ((1.17)) und von der Form

p:psH('_ewj>7 ps%o

J=1

Lemma liefert uns bereits eine Moglichkeit, Prony’s Problem zu losen, d.h.
(1.17) ,,zuriickzugewinnen*, vorausgesetzt die Zahl n der Exponentiale ist bekannt:

Bestimme den Kern der Hankel-Matrix (eine Matrix A mit Eintridgen a; fiir die
gilt aj, = ajyx; wird im unendlichen Fall Hankel-Operator fiir die Folge (an)nen
genannt)

Fs — : . c @s+1><s+1
F(s) e f(25)
identifiziere die Losung p € C**!, sodass Fyp = 0, p # 0 mit einem Polynom

p(z) und berechne seine Nullstellen, welche genau die gesuchten Zahlen e*s sind fiir
g=1,..s5:.

Nun brauchen wir noch eine Moglichkeit, die Losung p zu bestimmen. Diese kann
mithilfe von Satz[12] in Verbindung mit Korollar [14] erarbeitet werden. Das soll im
Folgenden etwas genauer formuliert werden.

Doch zunéchst definieren wir die Dirac-Distribution, die wir spéter auch in unserem
Grundmodell verwenden sowie die Eigenschaft der Nicht-Entartung, um den fiir die
Losung des Superresolution notigen Satz zu formulieren.

18 Definition.
Die Dirac-Distribution ¢, fiir € R ist definiert durch die Bedingung

/R FO6.()dt = f(x), | € Coo(R),

wobei Cpo(R) alle (reell- und komplexwertigen) Funktionen auf R bezeichnet, die
einen kompakten Trager besitzen.

16



19 Definition.
Der Rang des Hankel-Operators M ist definiert als

MO .o .. Mn
rang(M) := sup rang(M,,) = sup rang :

nelNg nelNg ’
WU = Uon

Die Folge i heifit nicht entartet, falls sie einen Hankel-Operator mit endlichem
Rang definiert, mit der Eigenschaft, dass mit n := rang(M) gilt:

1 = rang(M,) < rang(M;) < --- < rang(M,,_,) = rang(M,,) = --- = rang(M).

Wir kennen bereits Hankel-Operatoren von endlichem Rank. Betrachten wir
p = ijewjk> k € Ny
j=1

wie in Prony’s Problem, dann erhalten wir

1 R 1
ewl ows fl 1 ewr ... gkwt
VkTFVk : - N . . . . .
ekwl . ekws fs ]. GWS L eka
L — -
h k_;lr d sXs sxk+1
Xs
fl fs 1 ewl ekwl
Jie*t fse™s
poko s gk | [Le e
S
- 0 | o
> fie S fie e S et
Ho Mk
=1: sl = M.
| Mk e Mok

Mit rang(Vy) = min(k + 1,s) und der invertierbaren Matrix F' konnen wir also
festhalten, dass

rang(M) = s. (1.19)

D.h. wir kénnen nun unsere Erkenntnisse mit Satz [12] kombinieren. Wir verwenden
eine geshiftete Folge A, um die Bedingung \g = 0 zu erfiillen und mit (1.19)) decken
wir det(A,,) # 0 ab:
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20 Satz.
Fualls fiir ein exponentielles f der Form

fl@) =" w € R+4T, f;#0 (vgl ({I17))
j=1
die Folge

A= (U= 1D)jew, dh A = ijewj(kfl) mit \g =0, firk e NN,

Jj=1

nicht entartet ist, dann terminiert die Kettenbrucherweiterung von A(x) nach n
Schritten und der Nenner dieser Konvergenten ist das Prony-Polynom.

Nach Lemma miissen wir zur Losung des Superresolution-Problems noch die
Nullstellen des Prony-Polynoms bestimmen, um die Frequenzen zu erhalten. Dem
wollen wir uns im folgenden Abschnitt widmen.

18



1.4 Bestimmung von Nullstellen

Die Bestimmung der Nullstellen des Polynoms wird mithilfe einer Methode aus der
linearen Algebra erfolgen. Dafiir miissen wir uns allerdings ein wenig in die Theorie
einarbeiten.

Sei zu diesem Zweck
flx) =2+ ijxj =(x—C) o (x—C)
j=0

ein normiertes Polynom von Grad n + 1. Das Hauptideal
(fy:=f-M=A{fp:pell}
definiert eine Menge von Aquivalenzklassen I1/ (f), wobei
pP=qep—qe(f)

ein Vielfaches von f ist. Der eindeutige Reprisentant fiir die Aquivalenzklasse von
p € Il ist der Rest r € II,, der Division:

p=qf +r, deg(r)<deg(f).

21 Definition (Modulo Operation).
Der Rest r der Division von p durch f wird bezeichnet als (p)s und genannt p
modulo (f), oder kurz p modulo f.

Trotz, dass I1/ (f) ~ II,, die gleiche Menge von Polynomen von Grad maximal n ist
und die Vektorraumeigenschaften erbt, besitzt I1/ (f) noch mehr Struktur und zwar
die einer Algebra, sobald wir eine Multiplikation fiir II/ (f) definiert haben.

22 Definition (Multiplikation in I/ (f)).
Die Multiplikation von p,q € II/ (f) ist definiert als

p-q=(pq); €1/{f).
Fiir ein fixes ¢ € I1/ (f) ist die Operation

I/ (f) 2 p+ pa = (pa)

eine lineare Operation in p und kann mit Bezug zu jeder Basis B = {by, ..., b, } von
I/ (f) =~ I, von einer Matrix M,z € C+D>*+1) reprisentiert werden. Dies ist
definiert durch

n

¢bj =3 (Myp)y b j=0,.n.
k=0

Diese Matrix wird Begleitmatrix, oder Multiplikationstabelle, fiir I/ (f) mit
Bezug zur Basis b genannt.
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23 Beispiel.
Fiir die Basis B = {1, ..., 2"} und ¢(z) = = erhalten wir

a*q(zx) =2, k=0,..,n—1 und

Das liefert

[0 0 -0 —f0]
1 0

Muyp= (0 1
0 0 1 —f,)

Das ist die bekannte Frobenius Begleitmatrix des normierten Polynoms f. Variiert
man die Basis, verdndert sich auch die Multiplikationstabelle, was wertvolle Infor-
mationen iiber f offenbart. Fiir ein weiteres Beispiel mit verdnderter Basis siehe
[Sau20] Example 4.3.

Nun koénnen wir uns dem Satz widmen, mit dessen Hilfe wir die Nullstellen des
Prony-Polynoms bestimmen wollen.

24 Satz.

Sei f € Il,11 ein normiertes Polynom mit einfachen Nullstellen (o, ...,(,. Dann
besitzen alle Multiplikationstabellen fir 11/ (f) die Eigenwerte (y, ..., ¢, und die zu-
gehorigen Eigenvektoren sind Lo, ..., €y mit £; = [T, ;(- — G)-

Fiir das Aufstellen der Multiplikationstabelle fiir das Prony-Polynom ¢, erinnern wir
uns an die Relation (1.3) in Satz[13] Wir werden spéter im Superresolution-Problem
Polynome der Form

@ (7) = (w + Br)qr—1(7) + qr—a() (1.20)

haben. Satz [24] gilt allerdings nur fiir normierte Polynome, weshalb wir vorerst mit
den normierten Polynomen

G(2) = (2 + Bn)@re—1() + Vngr—2(x)
arbeiten und auf das Problem zuriickkommen.

Da q(z) € II), mit qi(x) = 2* + ... sind die Polynome linear unabhiingig und bilden
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eine Basis B von II,, = 11/ (g,+1). Mit dieser Basis haben wir

2q,(z) = (( + Brt1)qk + Ver196—-1) —Brt1Qk — Vet1qk—1

Ny
TV
=q+1()

= Qk+1(1‘) — Brt1Gk — Vet1Qk—1,

was uns die Multiplikationstabelle

=B =7
1 B2 =3
L
Moz = ] e Tt
_ﬁn—l —Tn
1 _Bn_

liefert. Da wir allerdings, wie bereits angesprochen, mit Polynomen der Form ({1.20))
arbeiten miissen, werden diese normiert, indem wir durch «; teilen und damit die

Multiplikationstabelle

A 1
aq as
i B 1
a1 as as
FEY
g as
M = 1 g (1.21)
a3 Qn—1
Brn-1 _L
Qn—1 Qn
1 _bBn
1 v

erhalten.
Nun kénnen wir uns endlich der Bildverarbeitung widmen und ein paar letzte Be-

griffe, die wir fiir das Superresolution-Problem bendétigen, einfiihren.
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1.5 Signale und Filter

Da wir spater zunéchst ein Signal brauchen, welches wir verarbeiten wollen, miissen
wir zuerst festhalten, was man darunter eigentlich versteht.

Ein zeitlich diskretes Signal ist eine doppelt unendliche Folge der Art
0 = (0;)jez € U(Z).
Wir bezeichnen hier
U(2) ={o = (0;)jez : 0; € C}
als Vektorraum aller Signale.

Realistische Signale haben normalerweise einen Anfang und ein Ende, also einen
endlichen Tréger und mindestens endliche Energie. Es ist jedoch viel praktischer,
mit doppelt unendlichen Signalen zu arbeiten, da wir uns so weniger Gedanken iiber
Grenzwertprobleme machen miissen, welche sehr listig sein konnen.

Auflerdem brauchen wir einen Filter, da wir spéter ein Signal mit wenigen Spitzen
verarbeiten wollen, bei dem es unmoglich ist, diese {iber Abtasten zu treffen. Ge-
nauer gesagt wollen wir einen Tiefpassfilter, doch dazu spéter Genaueres. Zunéchst
sehr allgemein:

25 Definition.
Ein Filter F': ((Z) — ((Z) ist ein Operator auf einem diskreten Signalraum.

Zu guter Letzt benotigen wir noch die Fouriertransformierte, welche uns den Anteil
der entsprechenden Frequenz an einem Signal liefert sowie den vorhin bereits ange-
sprochenen Tiefpassfilter.

26 Definition. A
Fir f € ¢,(R) definieren wir die Fouriertransformierte f(¢) : R — C als

f(e) = / fe €, € e R
R
und die Fouriertransformierte einer Folge ¢ € ¢1(7Z) als diskretes Gegenstiick

&) = ck)e ™, ¢eR.

kez

27 Definition.
Ein Filter I’ wird Tiefpassfilter genannt, falls

supp f = [~a, q]

fiir ein a € (0, )
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Darunter kann man sich evtl. noch nicht allzu viel vorstellen. Da wir uns aller-
dings nicht weiter mit Beispielen aufhalten wollen erfolgt an dieser Stelle erneut
der Verweis auf [Sau20], wo einige Beispiele zu Filter-Design und Konstruktion von
Tiefpassfilter zu finden sind.

Wir betrachten allerdings eine kleine grafische Veranschaulichung, um zu verstehen,
was bei der Tiefpassfilterung passiert. In Abb. haben wir ein Signal mit ein paar
Peaks, bei dem es unmoglich ist, mit Abtasten (die kleinen Striche in blau) diese
Peaks herauszufinden. Deswegen verwendet man eine Tiefpassfilterung die in Abb.
dargestellt ist. Bei dieser nehmen die Abtastwerte immer weiter zu, je ndher man
dem Peak kommt.

I s r

Abbildung 1.1: Signal Abbildung 1.2: Signal in-
mit wenigen Peaks kl. Tiefpassfilterung

Damit haben wir alles zusammen, um uns dem eigentlichen Problem der Arbeit zu
widmen.
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1.6 Superresolution iiber Kettenbriiche

Grundmodell
Wir haben ein Signal s : R — R, bestehend aus m Peaks:

s=Y fibe,, f;>0, z;€R.
j=1

Das Signal wird nicht direkt abgetastet, sondern erst nach einer Tiefpassfilterung,
aus zuvor genanntem Grund. Dafiir benétigen wir zunéchst die Fourier-Transformierte

0 = [ stoesrin= [ Jf;fj%(x)e‘mdx: sz;fj [ s

m
=Y fie .
j=1

Fir £ < |N| und h > 0 nennen wir den Tiefpassinhalt
oy = §(kh) =Y fre k.
=1

Dabei steht N fiir die Anzahl verfiigharer Tiefpass-Koeffizienten.
Es gilt

m m m
o= E fjezzjkh — § :fje—ixjkh — E :fje—mjkh = 7%,
j=1 j=1 j=1

womit bereits die gesamte Information in oy, ..., oy enthalten ist. Wir erhalten also
ein Problem nach Prony’s Art (siche Beginn Kapitel [1.3]). Allerdings gibt es zwei
spezielle Einschrankungen:

e Die Gewichte f; sind # 0, was spéter noch niitzlich sein wird.

e Die Frequenzen w; = —thx; sind rein imaginér. Das ist nicht nur aus Sicht der
Stabilitat von Vorteil, sondern schrinkt das Problem zusétzlich auf den Torus
T ein. D.h. die Werte hz; sind nur mod 27 relevant und miissen sich in T
voneinander unterscheiden.

Wir werden, um das Superresolution-Problem zu 16sen, die Frequenzen rekonstruie-
ren, indem wir die Konvergenten der Laurent-Reihe

o
o(x) = Z ojx
§=0
ermittel, unter der Annahme, dass wir geniigend Stichproben haben, damit

O-O EEY O’N/2
rang : : =m.

O'N/2 PR O’N
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Um die Konvergenten und sogar die Kettenbrucherweiterung der Laurent-Reihe o (z)
zu bestimmen, nutzen wir die Rekursionsrelation aus Korollar [T4 Numerisch gese-
hen ist der Quotient von Determinanten in der Formel zu «,,,; am aufwendigsten.

Explizit ist nach (1.15)) fir n € N

O-O DY O-TL—l

-2
T det(A,) _
a1 = (—1) <H%‘) dot(Any)’ mit A, =

=t Op—1 "'* O2p-2

zu bestimmen.

Trotz dass die Determinanten mit (1.19) nicht 0 sind, da f; > 0, ist ihre explizite
Berechnung numerisch instabil und somit nicht empfehlenswert. Um dies also zu
vermeiden, stellen wir zunéchst fest, dass nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz
gilt

O-O “ e O—nfl 0

det (A,,) = det
Op—1 +++ Op—2 0
On crr Oop—1 1

AuBlerdem liefert uns die Cramersche Regel fiir das LGS

0
Op - On xn—l—l,l .
— ° ,
0
Op =+ O2p Tn4+1,n+1 1
=Ant1 =iTn4l ~
=€n+1
dass
det (A,,)
Toptlntl = T -
det (An+1)
Zudem gilt

o T . o . o —1
Tnfintl = Cpp1Tnpr SOWiE Ay 1Zpi1 = epq1 und damit 2,1 = A €041

Damit erhalten wir

det (A,) . .
det (Ayy1) = Tntin+l = €1 Tl = €N yi€nyt. (1.22)

Die Schur-Komplement-Regel, angewandt auf ((1.22)), liefert schliefflich:

-1

det (A,) n
€ n T A —1 .
———— = |09, —v, A_v ,  wobei v, =
det (Aps1) N "
=Yn Oon—1
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Wir 16sen also das quadratische, symmetrische und positiv definite System
Ay, = v, und bestimmen dann

lnt1 1= 02 — U;yn (123>
mit dem Sonderfall
t1 = (eoAfleo)_ = 0yp.

Falls fiir ein n* € N gilt ¢,-,; = 0, dann ist ¢,+,1 das Prony-Polynom. Andernfalls
aktualisieren wir

Apy1 = (_1>nH '_QM = (_1)nHa]_2 (02n - ,UZLWA'rjlvn)il

«
=1 J det(An+1) ey
n - - -1 (_1)n - -
= (=1"[]o;* (o2n — viwm) = . e (1.24)
j=1 =1

Die letzte Umformung ((1.24)) erlaubt es uns, t,,; in Abhéngigkeit der «,, darzustel-
len:

n+1
turr = (1) a1 [ [ o (1.25)

und wir erhalten damit

Qpt1 = (=1" HO‘f = -1 ((—1)"1anHaj2> B , (1.26)

antn+1 j=1 anthrl

1
wegen (|1.23|) und (|1.25)), initialisiert mit a; = —. Damit haben wir die «,, ermittelt
o

und widmen uns den f,. Nach (1.16]) erhalten wir

det(A!,5)  det(A, &)
Brt+1 = 01 ( 20 4 +1 2_: aj)

det(A,41) det(A

o1 P On—1 O
. 01 /
mit f; = > und A}, = |5, o -+ 09,4 O]
0
Op—1 **+ Ogp3 1
L On o O2p—2 O_

Dieser Ausdruck soll zunédchst etwas vereinfacht werden. Im ersten Schritt wenden
wir den Laplaceschen Entwicklungssatz an, indem wir det(A7, ;) nach der (n+1)-ten
Spalte entwickeln. Anschliefend wird die Matrix transponiert, wodurch wir in der
Determinante die Matrix A,, erhalten, bei der die letzte Spalte durch den Vektor v,
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ersetzt wurde.

- A
0o . e On—_1
det |g, 5 -+ o9y 3
On—1 " OZn—2 $
det A7, 4 _ | On 0 021 O
det A, det A, o
~ N
:_1 O'O DY O’n72 O'n
(_1)n+n+l -1 -det
Opn-1 """ O2p—3 |O2p-1
B det A,
Erinnern wir uns an das LGS A,y, = v, welches wir betrachten, so liefert die
Cramersche Regel
det A’
iy (1.27)
det A, NI
n-ter Eintrag von vy,
Mit ((1.27)) kénnen wir die £, also wie folgt ermitteln:
n
B;
ﬁn = Opt1 (_yn+1,n+1 —Ynn — 2 Z - 5
=1 Y

o
initialisiert mit g, = ——;. Damit haben wir alle nétigen Parameter bestimmt, um

o

0
das Prony-Polynom aufzustellen, dessen Nullstellen uns die gesuchten Frequenzen
liefert.

Fassen wir an dieser Stelle die Erkenntnisse zusammen und stellen einen effizienten
Algorithmus zur Losung des Superresolution-Problems auf.
1. Beginne mit den initialen Parametern
1
ap=—, Bi=—-o-711, t1=09
0o

und fithre die folgenden Schritte fiir n = 1,2, ... aus.

2. Lose das LGS

Oo On—1 On
Yn =
On—1 O2n—2 O2n—1
>
~
=\n =Un

und setzte



3. Falls t,,.1 # 0, bestimme
2

Qnt1 =
_anthrl

sowie
ﬁnJrl = Op41 <_$n+l,n+1 — Tnn — 2 Z _j>
j=1
und fahre mit dem néachsten Wert fir n fort.

4. Falls t,,.1 = 0, setze

und beende den Algorithmus.
Nun kann die Kettenbrucherweiterung

1 1

o\x :—+...+—
( lagz + 54 | + B

der Potenzreihe des zuriickerhaltenen Signals aufgestellt werden.

28 Bemerkung.
Die Bestimmung der Kettenbrucherweiterung kann letztendlich dazu verwendet wer-
den, Prony’s Problem zu losen:

1. Die letzte Konvergente Z—: enthélt nach Satzdas Prony-Polynom ¢, € IL,,,1,
im Nenner.

2. Mit ([1.21)) kénnen die Rekursionskoeffizienten genutzt werden, um die tridia-
gonale Matrix

[_ 6 1
aq as
i B _1
a1 as a3
M= R e gmxm (1.28)
1 _ Bm-1 1
OUm—2 Qm—1 Qm
1 _Bm
Am—1 Am

aufzustellen, deren Eigenwerte die Nullstellen des Prony-Polynoms sind und
damit die zuriickerworbenen Frequenzen.

Im Folgenden ist der Code zu finden, mit dem das Superresolution-Problem mithil-
fe von Kettenbriichen, wie oben ausgefiihrt, gelost wird. Das Programm wurde in
Octave, Version 5.2.0 geschrieben.

28



Kapitel 2

Algorithmus

clear;

global weights; %Gewichte

global frequencies; %Frequenzen

global frequencies_mod; %Frequenzen, modulo 2xpi, mit denen
der Algorithmus arbeiten muss

global toleranceLimit; %Da t n niemals wirklich den Wert 0
annimmt muessen wir eine Toleranzgrenze angeben, die t_n
nicht ueberschreiten darf, z.B. 1le—10

global numberOfValidParameters; %Anzahl der Parameter, die
berechnet werden koennen, solange t_-n den Wert 0 nicht
annimmt , bzw. die Toleranzgrenze nicht ueberschreitet

Y%setParemteres ist eine Methode fuer das zentrale Setzen der
Parameter.
function setParameters(newWeights, newFrequencies,
newToleranceLimit)
if length (newWeights) != length (newFrequencies)
error (
) ;
elseif newToleranceLimit <= 0
error ( )
endif
global weights;
weights = newWeights;
global frequencies;
frequencies = —ixnewFrequencies;
global frequencies_mod;
frequencies_mod = frequencies — (2xpi) .x floor (
frequencies ./ (2%pi)); %wir betrachten die Frequenzen
modulo 2pi
global tolerancelLimit;
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toleranceLimit = newToleranceLimit ;
global numberOfValidParameters;
numberOfValidParameters = 0; %zunaechst mit 0
initialisieren
endfunction

%sigma_k erstellt in Abhaengigkeit von k den Tiefpassanteil.
Der in der Arbeit verwendete Parameter h>0 wird hier mit
1 belegt.
function result = sigma_k (k)
global frequencies_mod;
global weights;
it k<0
error (
) ;
else
f = @(n) weights(n)xexp(frequencies_mod (n)xk);
summation = 0;
for k = 1:length (weights)
summation = summation + f(k);
endfor
result = summation;
endif

endfunction

%Lambda_n erstellt in Abhaengigkeit von n die nxn—Matrix die
fuer die Bestimmung der Parameter alpha_n und beta_n
benoetitgt wird.

function result = Lambda_n(n)

if n>20
res = [sigma_k(0)];
for k = 1:(n—1)

res = [res, sigma_k(k)];
endfor
for k = 1:(n—1)
appendsuﬂna = [sigma_k (k) ];
for 1 1:(n—1)
appendsuyna = [appendsigma, sigma_k (k+1)];
endfor
res = [res;appendsigmal];
endfor
result = res;
else
error (
)
endif
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endfunction

%v_n erstellt in Abhaengigkeit von n den n—dimensionalen
Vektor. Mit diesem und Lambdan wird ein LGS aufgestellt
und geloest , um das numerisch instabile Berechnen von
Determinanten (fuer die Bestimmung der alpha und beta) zu

umgehen .
function result = v_n(n)
if n >0
res = [sigma_k(n)];
for k = (n+1):(2%xn—1)
res = [res; sigma_k(k)];
endfor
result = res;
else
error (
)
endif
endfunction

%x_n liefert in Abhaengigkeit von n die n—dimensionale
Loesung des LGS aus Lambda_n und v_n
function result = x.n(n)
if n>0
result = Lambdan(n)\v_n(n);
else
error (

) ;
endif

endfunction

%t_n bestimmt in Abaengigkeit von n den Parameter t aus dem
Algorithmus. Durch ihn koennen die Parameter alpha und
beta wesentlich eleganter berechnet werden (wie in der
Erklaerung zum Algorithmus ausgefuehrt).

function result = t_n(n)
if n<=0
error (
)
elseif n =1
result = sigma_k(0);
else

result = sigma_k(2%«(n—1)) — v.n(n—1)." % xn(n—1);
endif
endfunction
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%alpha_n bestimmt in Abhaengigkeit von n die Parameter alpha
function result = alpha_n(n)
if n<=0
error (
) ;
elseif n =1
result = 1/sigma_k(0);
else
result = t_.n(n—1)/(—alpha_n(n—1)xt_n(n));
endif
endfunction

%beta_n bestimmt in Abhaengigkeit von n die Parameter beta

function result = beta_n(n)
it n <=0
error (
);
elseif n =1
result = alpha_n(n)*(0 — x.n(n)(n));
else

sumtoadd = 0;
for k = 1:(n—

)

sumtoadd = sumtoadd + beta_n(k)/alpha_n(k);
endfor
result = alpha_n(n)x(—x.n(n)(n) — xn(n—1)(n—1) — 2x
sumtoadd ) ;
endif
endfunction

%tridiagonalM loest letzendlich das Superresolution—Problem ,
indem die Methode die tridiagonale Matrix aufstellt und
ihre Eigenwerte bestimmt, wie in der Bemerkung nach dem
Algorithmus ausgefuehrt.

function result = tridiagonalM ()

global weights;
global numberOfValidParameters;
if numberOfValidParameters < 1

error ( );
else

matrix = zeros (numberOfValidParameters ,
numberOfValidParameters) ;

for k = 1:numberOfValidParameters %mittlere Diagonale
matrix (k,k) = —beta_n(k)/alpha_n(k);

endfor

for k = 2:numberOfValidParameters %obere Diagonale
matrix (k—1,k) = —1/alpha_n (k) ;
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endfor

for k = l:numberOfValidParameters—1 %untere Diagonale
matrix (k+1,k) = 1/alpha_n(k);
endfor
endif
result = matrix;
endfunction

%superresolution_prony ist fuer die Nutzerinteraktion
zustaendig. Die Methode benoetigt die zwei Vektoren
newWeights und newFrequencies gleicher Dimension, in
denen die Gewichte und Frequenzen stehen, wie sie nach
der Tiefpassfilterung vorhanden sind sowie eine
Toleranzgrenze die t_n nicht ueberschreiten darf. Sie
ruft anschliessend die Methode tridiagonalM auf, welche
fuer die Loesung des Superresolution—Problem zustaendig
ist und liefert als KErgebnis eine Matrix in der in der
ersten Spalte die zurueckgewonnenen Gewichte und in der
zweiten Spalte die zurueckgewonnenen Frequenzen stehen.

function result = superresolution_prony (newWeights,
newFrequencies ,newToleranceLimit )

setParameters (newWeights ,newFrequencies ,newToleranceLimit)
)

n=1;

global tolerancelLimit;

global numberOfValidParameters;

numberOfValidParameters = 0;

%Folgende Schleife bestimmt die Anzahl der gueltigen
Parameter, d.h. die Zahl n fuer die t_n ungleich 0,
aber t_{n+1} gleich 0 ist bzw. t.n die Toleranzgrenze
nicht ueberschreitet .

while abs(t_n(n)) > toleranceLimit
numberOfValidParameters = numberOfValidParameters + 1;
n = n+l1;

endwhile

global weights;

frequencyParameters = eig(tridiagonalM ());

resFrequencies = ixlog(frequencyParameters);
matrix = [];
vector = [];

%Folgende Schleife setzt Matrix und Vektor fuer das LGS
zur Bestimmung der Gewichte auf.
for k = 0:numberOfValidParameters

matrix = [matrix; frequencyParameters.’. "k];
vector = [vector; sigma_k(k)];
endfor
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resWeights = matrix \ vector;
result = [resWeights ,resFrequencies |;
endfunction
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Kapitel 3

Tests auf Stabilitat

In diesem abschliefenden Kapitel wird der Algorithmus auf Stabilitdt untersucht.
Dabei gehen wir auf verschiedene Kriterien ein:

e Variationen an den Gewichten
e Variationen an den Frequenzen
e Variation der Anzahl der Eingabeparameter.

Im Folgenden werden jeweils einige Versuchsreihen aufgezihlt und anschlieBend mit
ein paar Worten zusammengefasst. Angegeben sind dabei immer zuerst die Gewichte
dann die Frequenzen und eventuelle Abweichungen des Ergebnisses von der Eingabe.
Es wird an vielen Stellen die Schreibweise

re+y=x-10Y sowie wze+yi=x-10%

verwendet, da diese so auch in Octave verwendet wird (z.B. bei der Ausgabe des
Algorithmus). Bei der Betrachtung der Ergebnisse muss im Hinterkopf behalten
werden, dass der Algorithmus die Ergebnisse nur mod 27 genau bestimmen kann.

Die Tests wurden mit einem Algorithmus ausgefiihrt, der nicht bei der Zahl n ab-
bricht, fiir die ¢,, = 0 gilt, sondern genau der Anzahl der Eingabeparameter entspre-
chend viele Parameter bestimmt. Damit sollen in den Grafiken eventuelle Abwei-
chungen besser sichtbar werden.

Variationen an den Gewichten

Y N

e ([1,1,1,1],]1,2,3,4]) liefert keinerlei Abweichungen.
— ——
Gewichte  Frequenzen

o Auch ([1,2,3,4],[1,2,3,4]), ([1, 10,100, 1000], [1,2,3,4]) und
([1, 100, 10000, 1000000], [1, 2, 3,4]) liefern keinerlei Abweichungen.

e ([1,1,1,1e — 10],[1,2,3,4]) liefert maximale Abweichungen von 3.6e — 6 bei
den Frequenzen, welche auch bei Frequenz 4 liegt. Die anderen werden ohne
Abweichungen erkannt.
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So viel zu ein paar Standardtests. Viel interessanter ist jetzt allerdings, was pas-
siert, wenn wir Gewichte gegen 0, oder oo laufen lassen. Das soll in den folgenden

Versuchen untersucht werden.

e Lassen wir ein Gewicht gegen 0 laufen und die anderen konstant bei 1. Expli-
zit betrachten wir ([1,1,27",1],[1,2,3,4]) mit n € {1,...,100} (wir betrachten
allerdings erst Werte fiir Gewichte < 2745, da es erst dort interessant wird).
Plotten wir die zuriickerhaltenen Frequenzvektoren gegen das Gewicht, wel-

ches gegen 0 geht erhalten wir folgende Grafik:
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Gewichte Eingabe

Abbildung 3.1: ein Gewicht lduft gegen 0

In dieser Abbildung wurden die Werte fiir Frequenz 3 nur fiir die bessere Sicht-
barkeit gestrichelt verbunden (was also nicht den Eindruck einer stetigen Aus-
wertung erwecken soll, da wir nur punktweise an 27" auswerten). Zu erkennen
ist, dass der Algorithmus erst ab GewichtgroBen von unter ca. 2747 Proble-
me hat, die entsprechende Frequenz zu bestimmen. Alle anderen Frequenzen,
welche mit 1 gewichtet sind bleiben davon unbeeinflusst.

e ([le —10,1e — 10,1e — 10, 1le — 10], [1, 2, 3,4]) liefert keinerlei Abweichungen
bei den Frequenzen.

e Lassen wir nun alle Gewichte gegen 0 laufen. Explizit betrachten wir
(27,27 27" 27"],[1,2,3,4]) mit n € {1,...,100}. Beim Plotten der Fre-
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quenzvektoren gegen das Gewicht lassen sich ebenfalls keine Abweichungen
beobachten. In der folgenden Grafik wurden erst Gewichte unter 2780 betrach-
tet. GroBere Gewichte liefern die gleichen Ergebnisse.

3 XX X X X X X
2 XX X X X X X
1 X X X X X X
o
Q
<
=7y}
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x 0 F
=1
)
=]
oy
o
=
-1 +
-2 =
XXX X X X X
3 1 1 1 1 ]
0 2e-25 4e-25 Ge-25 8e-25 le-24

Gewichte Eingabe

Abbildung 3.2: alle Gewichte laufen gegen 0

([lel0, 1e10, 1el10, 1e10], [1,2, 3, 4]) liefert keinerlei Abweichungen.

Lassen wir jetzt alle Gewichte gegen oo laufen. Explizit betrachten wir
([2,2™,2™ 2], [1,2,3,4]) mit n € {1,...,100}. Beim Plotten der Frequenzvek-
toren gegen das Gewicht lassen sich ebenfalls keine Abweichungen beobachten.
Die Grafik dazu sieht sehr dhnlich aus wie Abbildung [3.2] wird deswegen an
dieser Stelle ausgelassen.

Lassen wir nur ein Gewicht gegen co laufen und die anderen bei 1, d.h. be-
trachten wir explizit ([1,1,2",1],[1,2,3,4]) mit n € {1,...,55} (fiir groBere
Werte lassen sich im Algorithmus die Eigenwerte der Matrix (({1.28)) nicht mehr
bestimmen, da sie laut Octave ,Inf“-, oder ,NaN“-Werte enthilt). In der fol-
genden Grafik ist der Abschnitt von 24 bis 252 dargestellt.
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Abbildung 3.3: ein Gewicht lauft gegen oo

Zu sehen ist, dass der Algorithmus nur die Frequenz 3 durchweg stabil be-
stimmen kann. Die anderen Frequenzen besitzen im Verhéltnis dazu zu kleine
Gewichte (vgl. Versuch bei dem wir ein Gewicht gegen 0 haben laufen lassen).
Ab Gewichten ab 2*® sind deutlich sichtbare Abweichungen zu beobachten. Vor
allem ab Gewichten iiber 2°° stimmen die Ergebnisse dann iiberhaupt nicht
mehr mit der Eingabe iiberein. Ahnliche Ergebnisse erhalten wir auch, wenn
wir mehrere Gewichte (z.B. drei) gegen 0 laufen lassen. Entsprechend wird nur
noch die Frequenz stabil erkannt, dessen Gewicht nicht gegen 0 lauft.

Zusammenfassend lasst sich iiber diese Versuchsreihe sagen, dass der Algorithmus
vor allem dann Schwierigkeiten hat, wenn die Gewichte sehr weit auseinander lie-
gen. Sehr grofle, oder betragsméfig sehr kleine Gewichte bereiten keine Probleme,
solange sie alle dhnlich grof3, oder klein sind.

Variationen an den Frequenzen

Interessant ist hierbei vor allem, was passiert, wenn Frequenzen gegeneinander lau-
fen.

e Lassen wir zunéchst zwei Frequenzen gegeneinander laufen. Explizit betrach-
ten wir ([1,1],[2,2 + 27"]) mit n € {1,...,26} (fiir grofere Werte lassen sich
wieder, wie vorhin beschrieben, die Figenwerte der Matrix nicht mehr bestim-
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men). In der folgenden Grafik wurden die erhaltenen Frequenzvektoren gegen
die Differenzen zwischen den eingegebenen Frequenzen geplottet. Zu sehen sind
erst die Ergebnisse fiir Differenzen < 2719, da es dort erst interessant wird.

Frequenz Ausgabe

9 1 1 1 |
0 5e-07 1e-06 1.5e-06 2e-06
Differenz zwischen Frequenzen Eingabe

Abbildung 3.4: zwei Frequenzen laufen gegeneinander

Wir kénnen beobachten, dass ab einer Differenz von 2723 bereits sichtbare
Abweichungen und ab einer Differenz von 272 sehr deutliche Abweichungen
von der Eingabe auftreten.

Lassen wir jetzt drei Frequenzen gegeneinander laufen. Betrachten wir
(1,1,1],[2,2 + 27,2 — 27"]) mit n € {1,...,26} (auch hier lassen sich fiir
groflere Werte die Eigenwerte der Matrix nicht mehr bestimmen) sowie die
Grafik der geplotteten Frequenzen in der die Ergebnisse ab einer Differenz
< 2710 7y sehen sind.
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Frequenz Ausgabe

TR X X x

_3 1 1 1 1 |
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Differenz zwischen Frequenzen Eingabe

Abbildung 3.5: drei Frequenzen laufen gegeneinander

Bereits bei einer Differenz von 2712 liefert der Algorithmus nur noch zwei
Frequenzen stabil, eine weicht bereits sehr stark von der Eingabe ab. Ab einer
Differenz von héchstens 2729 weicht dann auch eine zweite Frequenz sehr stark
von der Eingabe ab, sodass nur noch eine Frequenz stabil ermittelt werden
kann.

Lassen wir noch mehr Frequenzen zusammenlaufen, betrachten wir zum Bei-
spiel ([1,1,1,1,1,1,1],[1,2,2+42-27", 242", 2—27" 2—2.27" 3]) im Bereich
n € {5,...,15}, ergibt sich ein noch schlechteres Bild. Bereits ab einer Diffe-
renz von hochstens 276 erkennt der Algorithmus eine Frequenz nicht mehr.
Ab einer Differenz von héchstens 2% weist bereits eine zweite Frequenz sicht-
bare Abweichungen von der urspriinglichen Eingabe auf. Davon unberiihrt
bleiben hingegen die beiden Frequenzen 1 und 3, welche durchgehend stabil
erkannt werden. Die folgende Grafik visualisiert den oben genannten Abschnitt
n € {5,...,15}.
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Abbildung 3.6: fiinf Frequenzen laufen gegeneinander

Diese Versuchsreihe zeigt auf, dass der Algorithmus desto mehr Probleme bekommt,
je mehr Frequenzen eng zusammen liegen. Solange z.B. nur zwei Frequenzen davon
betroffen sind, erkennt der Algorithmus beide noch mit betragsméfig sehr niedriger
Differenz. Je mehr Frequenzen allerdings betroffen sind, desto grofler miissen die Dif-
ferenzen zwischen ihnen sein, damit der Algorithmus auch alle stabil ermitteln kann.

Variation der Anzahl der Eingabeparameter

Hierbei ist lediglich festzustellen, dass der Algorithmus mit zunehmender Anzahl
an Gewichten und Frequenzen auch mehr Rechenzeit benotigt, was mit der An-
zahl der Parameter, die bestimmt werden miissen, zusammenhéngt. Auflerdem sollte
natiirlich darauf geachtet werden, dass bei erhéhter Anzahl von Eingabeparametern
die Frequenzen modulo 27 unterschiedlich sind und nicht zu nahe beieinander liegen.

Fazit

Fassen wir die Erkenntnisse aus den drei Versuchsreihen zusammen: Solange die
Gewichte annéhernd gleich grof sind und die Frequenzen nicht zu nahe beieinander
liegen, bzw. nicht zu viele Frequenzen zu dhnlich sind liefert der Algorithmus stabile

Ergebnisse und bietet damit eine erwdhnenswerte Alternative zu den klassischen
Methoden.
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