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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird, basierend auf der ROF-Arbeit, folgender Algorithmus
hergeleitet, mit welchem man ein Bild entrauschen kann:

Tht1 = Px(l‘k -+ Tk)\ATyk)
1

)\Aiﬁkﬂ)

Yrt1 = (1 — Op)yi + Ok(2 —
Dabei steht z und yy fiir das rauschende Bild, zq fiir den Nullvektor, X ist ein
Parameter, der von der Standardabweichung des Rauschens abhéangt und 7
und 6, fiir diverse Schrittweiten. A ist so definiert, dass es mit z multipliziert
Vz ergibt und Py fiir eine Projektion auf die Menge X. Diese kann mit dem
Einheitskreis verglichen werden. Das letztendlich entrauschte Bild wird dann
das konvergierte y;, sein.
AnschlieSlend wird die Dualitédtstheorie erlautert und eine mégliche Imple-
mentierung in MATLAB vorgestellt. Abschlieflend wird der Algorithmus auf
verschiedenen Beispielen getestet. Dabei zeigt sich, dass das entrauschte Bild
nach etwa 15 Iterationen wiederhergestellt ist und bis zu einer Standardab-
weichung des Rauschens von o = 80 sehr gut funktioniert. Probleme gibt es
allerdings bei sehr feinen Strukturen wie zum Beispiel einer Wiese und grofien
Bildern, da die Matrix A extrem viele Eintriage besitzt und dementsprechend
die Multiplikation mit A sehr rechenaufwéndig ist.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Frage, wie man ein schwarz-weifles Bild
entrauschen kann, sodass das eigentliche Bild gut zu erkennen ist. Hierzu
wird ein Algorithmus hergeleitet und vorgestellt.

Oft kommt es vor, dass Bilder rauschen, also gestorte Pixel aufweisen. Dem
kann unter anderem fehlerhafte Fotografie, schlechte Ubertragung oder Spei-
cherung des Bildes zu Grunde liegen.

Ein sogenanntes Graustufenbild - im herkémmlichen Sinne bestehend aus
Pixeln - wird als Matrix gespeichert, wobei jeder Pixel durch den entspre-
chenden Eintrag an der selben Position reprisentiert wird. Die Werte neh-
men jeweils eine ganze Zahl zwischen 0 und 255 an. Hierbei steht 0 fiir einen
schwarzen Pixel und 255 fiir einen weiflen. Alle dazwischenliegenden Werte
stehen fiir verschiedene Graustufen in aufhellender Ordnung:

0 255
(a) Abbildung 1.1: Graustufen

Der Algorithmus wird basierend auf einem Ergebnis der wegbereitenden Ar-
beit von L. Rudin, S. Osher und E. Fatemi (ROF) ,,Nonlinear total variation
based noise removal algorithms*(Physica D Vol.60, 1992) entwickelt. In dieser
wird ein Problem formuliert, dessen Losung das Entrauschte eines urspriing-
lichen Bildes ist. Dem Algorithmus liegt die primal-duale Formulierung des
Problems und die Anwendung des Gradientenverfahrens zugrunde. Wie eine
mogliche Implementierung davon aussieht und die Qualitdt und Grenzen da-



von werden ebenfalls ausfiihlich behandelt. Als Ausgangslage dient dabei ein
Bild, welches mit dem gaufischen Rauschen mit einer Standardabweichung
der einzelnen Eintrage zum Original von o versehen ist. Visuell bedeutet das
fiir ein ,,Bild“der Grofle 5 x 5 und o = 20:

b) Abbildung 1.2: Original ¢) Abbildung 1.3: Rauschen mit o = 20

Als Matrix sehen die beiden Bilder folgendermaflen aus:

80 80 80 80 80 136 64 37 69 51
80 80 80 80 80 59 71 66 88 154
80 80 80 80 80, 45 93 8 62 86
80 80 80 80 80 91 89 70 78 49
80 80 80 80 80 60 58 83 111 95
Original Rauschen



Kapitel 2

Der Algorithmus

Das folgende Kapitel basiert hauptsichlich auf den Inhalten von [ZC08], die
hier in abgeénderter Form wiedergegeben werden.

2.1 Definitionen

Um einen genauen Uberblick zu erhalten, beginnen wir damit alle Matritzen
und Funktionen zu definieren, die im Verlauf dieses Kapitels benotigt werden.

Von hier an bezeichnen wir das zu entrauschende Bild als Matrix B € R™*"
und mit N = m - n die Anzahl der Pixel beziehungsweise der Eintriage der
Matrix B.

Den Vektor zV*! erhalten wir, indem die Spalten von B von links nach rechts
untereinander angeordnet werden, woduch fiir den i-ten Eintrag von z gilt:

R = B((i—l) mod m)+1,[ -
Zur besseren Verstiandlichkeit der Definitionen fiihren wir ein kleines Bei-
spielbild B**? ein, also m = 4, n = 2 und dementsprechend N = 8&:
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Mit 0; B € R™*" beschreiben wir die Differenz jedes Eintrages in B zu seinem
unterliegenden Nachbareintrag, also

BH—Lj — Bi,j7 fiir ¢ < m,

(01B)ij = {

0, fiir ¢ = m, sprich fiir alle Pixel der letzten Zeile.

Dazu wird 0, B € R™*" analog definiert. Nur mit dem Unterschied, dass es
sich um die Differenz zu dem rechten Eintrag handelt. Somit gilt

Biji1— Bij,

0, fiir ¢ = n, sprich fiir alle Pixel der letzten Spalte.

fiir ¢ < n,

(2B)i; = {

Schlussendlich werden die beiden Matrizen 0; B und 0y B zum Vektor VB €
R2N kombiniert, indem wir die Eintrige von 0; B und 0, B abwechselnd von
oben nach unten und von links nach rechts durchlaufend untereinander an-
ordnen:

—_ {813((1-;1_1) mod m) 41, (D21 fiir 7 ungerade,

323((%,1) mod m)+1,[£2] fiir ¢ gerade.

Fiir das Beispiel gilt also:



= VB =

Tt 00— BN
=~ © 00 W
o O O O
|
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Mit der Funktion Px : R?¥ — X projizieren wir den eingegebenen Vektor
auf die Menge

X = {ZL‘ S RZN, ||(x2i_1,x2i>T||2 < 1,2 = ]_, ...,N}, (21)

indem wir jeweils zwei Eintrédge zu einem Tupel zusammenfassen und falls
dieses auflerhalb des Einheitskreises liegt, durch dessen Norm teilen, also
z; € R? und

T

(P = iy b (2.2)

Zu guter Letzt werden die Matrizen A; € RV*2 ¢ = 1,....N, durch

(Zis1 — 20> Zigm — 21)7 fir imod m # 0 und i < N —m,
AT, — (0, zipm — 2:)T fir imod m =0und i < N —m, (2.3)
' (zip1 — 2,0)7 fir i mod m # 0 und ¢ > N —m, '
(0,0)T firimodm=0und i >N —m

definiert. Dies entspricht exakt
AiTZ = (aBm—h 8BQi)T



und wir erhalten die Matrix A € RV*2N A = [A|A,]...|Ay], die eine sehr
einfache Struktur besitzt. Da lediglich ATz = VB gelten soll, muss kein
kompliziertes lineares Gleichungssystem gelost werden, sondern es kann -
hier fiir das Beispiel mit N = 8 - folgende Matrix verwendet werden, die
genau den Anspriichen an A geniigt:

-1 -1 O 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O 0O0O0
1 0 -1 -1 0 0 0 0 0O 0 0 0 O 0O0O0
0 0 1 0O -1 -1 0 O 0O 0 0 0 O 0O0O0
0 0 0 0 1 O 0 -1 0 0 O O O O0O0O
A=10 1 0 o o0 o0 0 0 -1 0 0 0 0 O0©O00O0
0 0 0 1 0 0 0 O 1 0 -1 0 0 O0O0O
0 0 0 0 0 1 0 O 0O 01 0 -12020020
0 0 0 0 0 0 0 1 0O 0 0 0 1 0O0O
—_—— —— —— —— —— —— —— =~
L A As As Ay As Ag A7 Ag

2.2 Hintergrund

Rudin, Osher und Fatem entwickelten in ihrer Arbeit (ROF) unter anderem
folgende Formel, mit der man das Rauschen eines Bildes entfernen kann, ohne
vehemente Einbuflen in der Qualitéit eingehen zu miissen:

min/ IVy| so, dass ||y — B|*> < |Q|o>. (2.4)
vy oJa

Hier entspricht ¢ der (geschitzten) Standardabweichung des Rauschens, €2
der Bilddoméne respektive || dem Bildbereich und y dem entrauschten Bild,
das von den Dimensionen her der Matrix B gleicht. Fortan wird mit ||-|| die
euklidische Standardnorm bezeichnet.

Bei der richtigen Wahl des Relaxationsfaktors A\ besitzt die obige Gleichung
(2.4) die selbe Losung wie

. A
ain [ [Vl + 5 ly - BI* 25)
vy oJa

Fiir den A-Wert, welcher von der Standardabweichung o des Rauschens abhéngt,
gilt beim Standard gaufischen Rauschen o = 20 fiir Lambda A ~ 0.05. Weiter



haben A und o eine lineare inverse Relation, das bedeutet wenn o verdoppelt
wird muss A halbiert werden, bzw. A = 0.05 - 20—0 = %
An dieser Stelle kommt die Matrix A ins Spiel. Diese ist, zur erneuten Ver-
deutlichung so definiert, dass sie mit z multipliziert VB entspricht. Damit
dies hier auf y anwendbar ist, muss nun y € R" gelten. Um das Integral
in der Gleichung zu vermeiden, wird ab jetzt die diskrete Version von (2.5)

N

betrachtet. Deswegen wird das Integral [, ||Vy|| zu Y ||Aly|| diskretisiert.
i=1

Da die Variable y nun ein Vektor und nicht weiter eine Matrix ist, muss

B, durch den im bereits letzten Abschnitt definierten Vektor z, ausgetauscht
werden. Wir erhalten also das primale Problem

N
A
min P(y) = > _ || ATyl + 5 Iy — 2| (2:6)
i=1

yeRN

Fiir den néchsten Schritt wird ein Hilfsmittel bendtigt, um die Summe zu
ersetzten:

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung besagt, dass

(2, )| < (2, 2) - (y, ),

wodurch im reellen Fall fiir die vom Skalarprodukt induzierte Norm
]l = v/, )

(z,y) < [lz[ - ||yl

folgt. Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhénging sind.
[Arel3, 663]

Die Definition des Skalarprodukts lautet {x,y) := 2Ty. Dementsprechend
ergibt sich fiir ein beliebiges z € R™ und ein festes 0 < r < oo

max(@, ) = maxaty = ol - ol

Vi=A{y e R [lyl <r}.




Daraus folgt die lineare Abhéngigkeit von x und dem durch das Maxi-
mum bestimmte y. Die Gleichung lasst sich weiter modifizieren, indem
man r = 1 wahlt und erhélt schlussendlich

max v Ty =Nl -yl = ll=ll - 1) = [l (2.7)

Dies gilt, da die Norm von y hier hochstens 1 ist.

Nun kann (2.7) auf (2.6) angewendet werden, indem zuerst die Summe
folgendermaflen umgeschrieben wird:

N
ZHZQH—@I‘% (Al = ma ZA%.

Wir erinnern uns an die Menge X (2.1), wodurch weiter

N
Z HAlTyH = maxy T Ax
—1

zeX

gilt und erhalten abschliefend das zu l6sende Problem

A
nin s @y, ) i= " Ao+ 5y .

Dabei entspricht y dem entrauschten Bild.

2.3 LoOsen des Problems

In diesem Abschnitt wird eine mogliche Losung fir (2.8) ermittelt. Dazu
beginnen wir mit nachfolgendem Exkurs:

Gradientenverfahren
Liegt ein Problem der Form

min f(z)

fiir eine differenzierbare Funktion f : R” — R vor, kann das Gradienten-
verfahren genutzt werden, um sich der Losung anzundhern. Dazu wird

10



folgende Iteration angewendet:
Tiv1 =T + a5 - G,

wobei z; der vorherige Iterationsschritt ist und G; = —V f(z;) der nega-
tive Gradient von f(x;). Mit «; wird die Schrittweite der i-ten Iteration
bezeichnet, welche nétig ist, um die Konvergenz zur Losung zu gewihr-
leisten. Die Bestimmung der Schrittweiten wird in Kapitel 2.3.1 genauer
behandelt. [Karl4, 653]

Unsere Funktion ®(y,x) ist offensichtlich differenzierbar, weswegen das
Gradientenverfahren angewendet werden kann. Da es sich um eine Funktion
mit zwei Eingabeparametern handelt, beginnen wir damit

max &(y, )

fiir ein festes y = y; zu losen. Das obige Problem ist dquivalent zu

gg(l —P(yk, )
und wir erhalten fiir V,, ®(yx, 2x) = —yj A. Diese muss transponiert werden

um keine Probleme mit den Dimensionen zu bekommen. Da aulerdem z; ., €
X gelten soll, muss nach jedem Iterationsschritt das Ergebnis auf die Menge
X mit der bereits bei (2.2) definierten Funktion Px(z) projiziert werden.
Wir erhalten schliellich den Algorithmus:

Ty1 = Px (g, + 1A A y). (2.9)

Die Schrittweite wird hierbei durch 7\ représentiert. Damit der Algorith-
mus abhéngig von verschiedenen Rauschintensitéiten verwenden werden kann,
wird A dabei mitverwendet,.

Nun losen wir

in ®
iy (y, =)

fiir ein festes # = 2411 und erhalten unter Beachtung, dass = |z||” = 2z,
den Gradienten V,, ®(yx, j+1) = Azpi1 + A(yr — 2) und somit die Iteration:
1
A

O

Yt = Yk = (Azgp1 + Mye — 2)) = (1 — Op)yi + 0u(z — —Axpiq).

11



Diese hat die Schrittweite %’V. A wird hier aus dem selben Grund wie bei (2.9)
verwendet und wir haben den vollsténdigen Algorithmus um (2.8) zu lésen:

Tp1 = Px(xg + A ATy
(2.10)

1
Yes1 = (1 — O)yr + Ok(z — XAIk—H)-

Spéter wird sich zeigen, dass dieser recht schnell zur Losung beziehungsweise
zum entrauschten Bild konvergiert.

2.3.1 Bestimmen der Schrittweiten

Bevor der Algorithmus letztendlich implementiert werden kann, miissen noch
die beiden Schrittweiten festgelegt werden. Dafiir wére es prinzipiell ausrei-
chend 7, = 2 und 68;, = 0.2 fest zu definieren. Um eine noch raschere Konver-
genz gegen eine Losung zu erhalten, bietet es sich allerdings an

T = 0.2 4+ 0.08k
5)
Qk = (05 — 15+ k)/Tk

zu wahlen.

Um dies zu zeigen, werden verschiedene 7 und 6 an einem Beispiel getestet
und {iberpriift, nach wie vielen Iterationen eine Konvergenz vorliegt. Dazu
nutzen wir eine Matrix 7°%5, auf die wir das gaufsche Standardrauschen
legen, wodurch wir G®*° erhalten:

100 100 100 100 100 92 68 105 67 88
100 100 100 100 100 112 117 105 67 103
T = 1100 100 100 100 100|,G'= |139 77 98 124 105
100 100 100 100 100 89 91 91 89 72
100 100 100 100 100 772 93 122 97

Um zu bestimmen ob und wann eine Konvergenz erfolgt, wird nach jeder Ite-
ration der Unterschied zwischen dem alten und dem neuen y-Vektor gebildet.
Dazu berechnen wir die Summe s iiber alle Absolutbetrige der Differenzen
der einzelnen Eintrége der y-Vektoren, sprich s = ||y — yg—1||;- Der Algo-
rithmus ist beendet, wenn s < 1 gilt, also nur noch ein minimaler Unterschied
zwischen y;, und y;, 1 auszumachen ist. Das Maximum an Durchldufen ist auf

12



100 festgelegt und mit k& wird der Index der aktuellen Iteration bezeichnet.

7-Wert 6-Wert Konvergenz nach - Durchlaufen

0.2 2 -

2 2 -

20 0.3 -

k 2 71

3 0.1 31

5 0.02 29

4 0.1 27
0.5+ 0.08% | (0.5 — ﬁ)/rk 24
2 0.2 24
0.2+ 0.1k | (0.5 — ﬁ)/m 19
17 0.1 18
0.2+ 0.08% (ﬁ)/m 18
0.2+ 0.08% | (0.5 — 555) /7 15

2.4 Dualitat

Fiir diesen Abschnitt ziehen wir zusétzlich [Saul7, 51-57] zu Hilfe, um nun
das duale Problem zu (2.6) zu formulieren. Dazu definieren wir zunéchst zu
einer Funktion f(x): M — R die Legendre-Fenchel Transformation

[ ) = ;16154(<m,y> — f(m)).

Weiter betrachten wir fiir den allgemeinen Fall ein primales Minimierungs-
problem der Form

myinf(Ky) +9(y), (2.11)

wobei f und ¢ konvexe Funktionen sind und K ein linearer Operator.
Dieses soll zunéchst in primal-dual Form gebracht werden. Da f** = f und

f(Ky) = max(m, Ky) — f*(m)

gilt (Beweis siehe [Saul7, 52]), kann (2.11) folgendermafien umgeformt wer-
den, indem f(Ky) durch f**(Ky) ersetzt wird:

myin mrgx(Ky,m> +g(y) — f*(m). (2.12)

13



Nun wenden wir diese Definition auf unser primales Problem (2.6) an, wobei
K := AT f(z) = ; | (z2i-1, 220)"| , 2 € R*™ und g(x) := 3 ||z — 2| gesetat

wird. AT ist offensichtlich ein linearer Operator und die Funktionen f und g
konvex, da:

0
a_ () = M — z), monton nicht fallend = g(x) konvex,
Z $21 17:[;21 T
(@21, 22:) 7|
n (:L‘ i—1,T i)T :
o2 [ (2251, 22:) ]| — M
ol @ =2 7|2 B
T Py ||($2i—17$2i) H

= f(z) linear = f(x) konvex (und konkav).

Damit erfiillen K,f und g die Voraussetzungen fiir (2.12) und es ergibt
sich das primal-duale Problem:

A
min max(A"y, v) + 2 |ly - 2P = fr(w) =
Y T

A
minmax(ATy,x> + 5 lly — ZH2 —sup((r,z) — f(r)) =
Y T r

A
mJnmgx(ATy, x) + —Hy—zH —sup T, ) ZH rai-1,72)" ||),r € R

Bei genauerer Betrachtung und auf Grund einer Folge der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ((x,y) < ||z| - ||y||, siche Kapitel 2.2) erkennt man, dass

0, fall X
sup({ ZH rai1,120) 7)) = {E

00, sonst

gilt. Da = die Formel maximieren soll, werden alle giiltigen x auf die bereits
bekannte Menge X beschrénkt. Somit ist das primal-duale Problem zu (2.6)

A
i AT Zlly = 2|
min max(ATy, ) + 5 lly = =7,

was genau dem bereits errechneten Problem (2.8) entspricht.
Fiir die duale Version setzen wir wieder bei (2.12) an und machen folgende

14



Umformungen. Dabei beachten wir, dass hier min und max vertauscht werden
konnen, da es sich um ein konvex-konkaves Problem handelt:

myin rnax(Ky, m) +g(y) — f*(m) =

max min (Ky, m) + g(y) — f*(m) =

HlaX

fH(m) + rnm((Ky, m) +9(y))
max — f*(m) — max(( K*m,y) — g(y)) =

J/

—g(—K*m)
max —(f*(m) + g"(~K"m))

Wenden wir dies wieder auf das primale Problem (2.6) an, werden alle giilti-
gen Werte erneut auf die Menge X eingeschrinkt, da die Formel maximiert
werden soll:

max —(f*(z) + ¢"(—Ax)) = max —g*(—Az).

zeX zeX

Weiter gilt nach Definition fiir g*(—Ax)
* A 2
9" (—Ax) = sup((r, —Azx) — 5 lr — =|).

Um dieses Supremum zu l6sen, leiten wir das Innere des Supremums nach r
ab und finden davon die Nullstelle:

—(lr.—Ax) — Z|lr — — —Ar — — ) = — 2 — —Axr.
T((r, x) 5 lr — z]|%) r—ANr—z)=0&r=z )\Am

Unter Betrachtung der zweiten Ableitung

0? A
53 ((r—Az) = 2 [l - AP =-A<0

konnen wir darauf schlieflen, dass dies der Punkt ist, indem ¢*(—Ax) ihr

15



Maximum erreicht. Somit folgt schlussendlich

max —g"(—Az) =

glgg{—(Z— %Ax,—A:@ —{—% z— %Aaz—z 2 =
IZ?GEAL%(Z - %Aw Az) + 2>\<Ax Az) =

rgle%?dz - %Aw Azx) + (2)\Ax Az) =

glgg(D(x) = (z— %Ax,Ax)

fiir das duale Problem.

Die so genannte Duality Gap zu einem Paar (y,z) bezeichnet die Differenz
G(y,z) := P(y) — D(z). Es gilt also G(y,z) > 0 und je néher G(y,z) an 0
ist, desto néher ist (y,x) an der primal-dualen Losung, dem Sattelpunkt des
Problems. In unserem Fall bedeutet das dementsprechend

N )\
_ 4T ~ N 2 o _
; H i yH 9 ly — || (2 _QAA:E Ax).

Da ||-|| > 0 gilt, heifit das daher fiir den Sattelpunkt (y, x) unseres Problems:
Z ATyl + 5l =21 = (o = 5 A Av)

Allerdings ist sowohl diese Gleichung als auch das primale und das duale
Problem schwer zu losen und bedarf folglich extrem viel Rechenaufwand.
Einfacher ist es die primal-duale Version (2.8) zu behandeln.

16



Kapitel 3

Implementierung

Nun kénnen wir den Algorithmus in MATLAB implementieren. Dazu nutzen
wir Hilfsfunktionen, um den Vektor z und die Matrix A zu berechnen. Au-
Berdem wird eine Funktion, mit der ein Vektor auf die Menge X projizieren
werden kann, benotigt.

Fiir den Anfangswert y, wird logischerweise der Vektor z verwendet, also das
zu entrauschende Bild. z, kann theoretisch jeder beliebige Vektor z € R?Y
sein, zur Vereinfachung legen wir zy = 0 fest. [ZC08, 18]

3.1 Generieren des Vektors z

Wir beginnen mit der sehr einfachen Funktion ,,compZ*, die das Bild (img)
in den Vektor zV*! umwandelt. Dazu wird der (:)-Befehl genutzt. Das Er-
gebnis wird noch zum Typ double gewandelt, da Bilder standartméaflig als
uint8-Matrizen vorliegen und die Multiplikation dafiir in MATLAB nicht im-
plementiert ist.

function z = compZ(img)
% cast uint8 matrix to matrix
% (otherwise multiplication not implemented)

z = img(:);
z = double(y);
end

17



3.2 Erzeugen der Matrix A

Um die Matrix A zu erhalten, folgen wir exakt der Definition (2.3). Zuerst
wird eine Null-Matrix mit der richtigen Grofe erstellt. Anschlielend werden
in jeweils zwei Spalten die 1 und -1 korrekt eingesetzt, da sich dann das
Muster der von Null verschiedenen Eintrdge von A stets wiederholt.

% m = height of the img
% n = width of the img
function A = compA (m,n)
N = mxn;
A = zeros(N,2xN); % preset A with right size

for i = 1:N

% one iterationstep for two columns of A,

% therefore the doublings in the column—indices
% for the row—indices see definition of A

if (mod(i,m) != 0) % not the last row
Al + 1,258 — 1) = 1;
A(i,2%1 — 1) = —1;

end

if (i <= N —m) % not the last column
Al + m,2xi) = 1;
A(i,2%1) = —1;
end
end
end

3.3 Projektion auf die Menge X

Fiir die Funktion Px(z) wird der Eingabevektor x € R?" in Zweierpaare
aufgeteilt. Dann werden die Tupel durch ihre Norm geteil, falls sie auflerhalb
des Einheitskreises liegen, um es auf die Lange 1 zu kiirzen. Andernfalls
liegt der Vektor bereits innerhalb des Einheitskreises und es wird durch 1
dividiert.

18



function x = px(t)
x = [];
% Split t to pairs of two and project the
% vector into the unit circle
for i = 1:size(t)/2
h = t(i*x2—1:i%2);
length = norm(h);
h2 = h/max(length ,1);
x = [x;h2];
end
end

3.4 Hauptfunktion

Nun haben wir alle Hilfsmittel, die benotigt werden und kénnen die Funk-
tion zum Entrauschen eines Bildes implementieren. Als Eingabeparameter
existieren neben dem Bild ein geschatzter Wert fiir die Standardabweichung
des Rauschens o und die Anzahl der Iterationen, die der Algorithmus durch-
laufen soll. Wie viele Durchldufe notig sein werden, wird im néchsten Kapitel
ausfiihrlich behandelt.

Zuallererst bestimmen wir die Matrix A, sowie die Vektoren z, y, als y und
2o als x und berechnen den Wert A als lambda.

Anschlieflend werden bei jedem Durchlauf zuerst die beiden Schrittweiten 7
und @ als schrittweiteX beziehungsweise schrittweiteY berechnet und darauf-
folgend der Algorithmus geméf Definition (2.10) auf z und y angewandst.
Abschlieend wird der resultierte Vektor y zu einer Matrix mit der Grole des
urspriinglichen Bildes zuriickgeformt und wieder zu einem unsignierten 8 Bit
Integer gewandelt, damit MATLAB die Matrix als Bild darstellen kann.

function img = denoise (noisedlmg, nbrOflterations, o)
height = size (noisedlmg)(1);
width = size (noisedlmg)(2);

A = compA (height , width);
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z = compZ(noisedlmg);

y = z;
x = zeros(size(z)*2,1);
lambda = 1/0;

% update stepsizes, x and y nbrOflterations—times
for i = 1:nbrOflterations

stepsizeX = 0.2 + 0.08x1;

stepsizeY = (0.5 — (5/(15 + 1)) ) / stepsizeX;

x = px(x + stepsizeXs*lambdaxA’'xy);
y = (1—stepsizeY )xy
+ stepsizeY x(z—(1/lambda)*Axx);

end

% form the result to a matrix with the size

% of the input image and cast back to uint8
y = reshape(y, size (noisedImg));

img = uint8(y);
end
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Kapitel 4

Qualitat

Jetzt konnen wir unseren Algorithmus testen. Dazu werden die beiden fol-
genden Bilder genutzt:

ABC

(a) Abbildung 4.1: ABC-Original (b) Abbildung 4.2: Mowe-Original

Das erste Bild (Abb. 4.1) dient dazu, die Qualitidt des Algorithmus bei grofen
einfarbigen Fldchen und klaren Kanten zu testen. Das Zweite (Abb. 4.2)
wurde gewahlt, um zu sehen, wie er sich im Entrauschen von komplexeren
Strukturen verhélt.

Aufgrund beschriankter Rechnerkapazitét ist es an dieser Stelle nicht moglich,
hochauflosendere Bilder als Tests zu verwenden. Die Qualitit des Algorith-
mus kann trotzdem ohne Weiteres iiberpriift werden.
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Wir legen iiber beide Bilder das Standard gaufische Rauschen von MATLAB

mit einem Mittel von 0 und einer Standardabweichung von 20 und erhalten:

(c) Abbildung 4.3: ABC mit Rauschen (d) Abbildung 4.4: Mowe mit Rauschen

Nach der ersten Iteration:

(e) Abbildung 4.5: ABC nach einer Iteration (f) Abbildung 4.6: Méwe nach einer Iterati-
on

Bereits nach dem ersten Durchlauf kann man eine klare Verbesserung
der groflen Flidchen erkennen.
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Nach der vierten Iteration:

(g) Abbildung 4.7: ABC nach vier Iteratio- (h) Abbildung 4.8: Méwe nach vier Iteratio-
nen nen

Nach der Vierten haben sich die einfarbigen Stellen erneut stark ge-
bessert und das urspriingliche Rauschen auf diesen dhnelt nun lediglich
Unreinheiten auf der Flache. Auch auf dem Bild, das die Mowe zeigt (Abb.
4.8), ist kein direktes Rauschen mehr erkennbar.

Nach der zehnten Iteration:

(i) Abbildung 4.9: ABC nach zehn Iteratio- (j) Abbildung 4.10: Méwe nach zehn Itera-
nen tionen

Nach der zehnten Iteration kann man auf dem linken Bild (Abb. 4.9)
nur noch bei genauerer Betrachtung minimale Unebenheiten erkennen. Was
jedoch auffallt ist, dass sich der Hintergrund, welcher urspriinglich komplett
weill war, hellgrau gefarbt hat.

Beim rechten (Abb. 4.10) gilt selbiges. Der Hintergrund ist beinahe blank
und der Vogel ist auch einwandfrei zu identifizieren.
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Nach der 15. Iteration:

(k) Abbildung 4.11: ABC nach 15 Iteratio- (1) Abbildung 4.12: Méwe nach 15 Iteratio-

nen nen

Die einzigen wirklich mit dem Auge auszumachenden Unterschiede
zwischen dem zehnten und dem 15. Durchlauf bestehen aus einer minimalen
Verbesserung des Hintergrundes im rechten Bild (Abb. 4.12) und in der
Klarheit des Farbwechsels von grau auf weifl am Kopf der Méwe bezie-
hungsweifle an der Schattengrenze auf dieser. Deswegen und wegen Kapitel
2.3.1, in dem eine Konvergenz nach der 15. Durchlauf gezeigt wurde, ist es
nicht notwendig weitere Iterationen durchzufiihren. Der jetzige Stand wird
dementsprechend als das Endergebnis betrachtet.
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Differenz zwischen Original und der 15. Interation:

(m) Abbildung 4.13: ABC: Differenz zwi- (n) Abbildung 4.14: Méwe: Differenz zwi-
schen Original und 15. Iteration schen Original und 15. Iteration

Im Folgendem betrachten wir den Unterschied zwischen dem Original
und dem Endergebnis. Dazu wurde die Differenz der beiden Bilder berechnet
und ein Grau addiert, um die Fehler besser erkennen zu kénnen. Als Wert
wurde hierbei auf Grundlage der Graustufeneinteilung aus Kapitel 1 80
gewahlt. Wéren die Bilder identisch, wire die Abbildung also komplett
einfarbig grau anstatt weif3.

Da die Kanten in (Abb. 4.14) gut sichtbar sind und sich auch in (Abb. 4.13)
vereinzelt sehr helle Stellen am Rand befinden, folgt, dass der Algorithmus
diese nicht optimal wiederherstellt. Das wird allerdings nur bei direktem
Vergleich des Originals mit dem Endergebnis erkennbar und fallt bei reiner
Betrachtung der Ergebnisse nicht direkt negativ auf. Auch innerhalb des
Vogels in (Abb. 4.14) sind helle Stellen auszumachen. Die feinen Strukturen
im Original werden also nicht perfekt rekonstruiert und verschwimmen etwas.

Abschlielend wird deutlich, dass der Algorithmus zum einen recht schnell

konvergiert und zum anderen ein solides und zufriedenstellendes Ergebnis
liefert.
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Kapitel 5

Grenzen

5.1 Rechenaufwand

Ein grundlegendes Problem der Implementierung stellt die Matrix A dar,
welche beispielsweise bei einem Bild der Gréfle 200 x 200, also 40.000 Pixel,
bereits 3.200.000.000 Eintriage besitzt. Selbst bei der Benutzung einer Char-
Matrix, bei der jeder Eintrag lediglich 1Byte = 8Bit beanspruchen wiirde,
wire in diesem Beispiel die Matrix A bereits 3,2GB grofi. Deswegen bildet
der Arbeitsspeicher bei herkommlichen Rechnern bereits sehr schnell einen
limitierenden Faktor.

Bei so groflen Matritzen ist auch die Matrixmultiplikation ein Problem und
erfordert groen Rechenaufwand. Die Laufzeit fur E™*™- F"*° betragt O(m -
n - 0). In einem Durchlauf (2.10) wird einmal AT - y und einmal A - z be-
rechnet, was beides jeweils in O(2N?) liegt und den kompletten Algorithmus
sehr hardwareauslastend und somit auch zeitintensiv macht.

5.2 Starkeres Rauschen

Bis jetzt wurden lediglich Bilder mit dem gauflschen Standardrauschen gete-
stet. Im Folgenden werden wir sehen, ob der Algorithmus auch einen stéirke-
ren Storeffekt entfernen kann. Dazu nutzen wir das bereits aus Kapitel 4
bekannte Bild der Méwe und betrachten die Ergebnisse bei einem Rauschen
mit o = 40, 0 = 80, 0 = 120, ¢ = 200 und ¢ = 500.
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(a) Abbildung 5.1: Moewe: o = 40 (b) Abbildung 5.2: Moewe: o = 40 Ergebnis

(c) Abbildung 5.3: Moewe: o = 80 (d) Abbildung 5.4: Moewe: o = 80 Ergebnis

(e) Abbildung 5.5: Moewe: o = 120 (f) Abbildung 5.6: Moewe: o0 = 120 Ergebnis
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(g) Abbildung 5.7: Moewe: o = 200 (h) Abbildung 5.8: Moewe: o = 200 Ergeb-

nis

(i) Abbildung 5.9: Moewe: o = 500 (j) Abbildung 5.10: Moewe: o = 500 Ergeb-
nis
Daraus kann folgendes Fazit gezogen werden: Bis zu einem Rauschen
mit Standardabweichung ¢ = 80 wird das urspriingliche Bild noch gut
erkennbar rekonstruiert. Bei allem was sich jenseits von o = 200 befindet,
kann man hingegen kaum noch das Original abschétzen, wobei dieses auch
durch das starke Rauschen bereits nahezu unkenntlich gemacht wird.
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Kapitel 6

Tests

Um dem im letzten Kapitel angesprochenen Problem des groflen Speicher-
aufwandes aus dem Weg zu gehen, werden alle hier betrachteten Bilder in
kleinere Quadrate unterteilt. Somit konnen auch gréBere, hochauflosendere
Bilder betrachtet werden. Dies stort allerdings, wie folgendes Beispiel zeigt,
bei guten Ergebnissen nur geringfiigig. Im weiteren Verlauf des Kapitels wird
sich herausstellen, dass die Unterteilung durchaus auffillt, wenn das Ender-
gebnis an sich nur noch schlecht erkennbar ist.

(a) Abbildung 6.1: Méwe-Ergebnis ohne Un- (b) Abbildung 6.2: Méwe-Ergebnis mit Un-
terteilung terteilung
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6.1 Wiese

Wir betrachten zuerst ein Stiick Wie-
se, welches durch die vielen kleinen
Grashalme eine sehr feine Struktur
besitzt, die beim entrauschten Stan-
dardrauschen (Abb. 6.5) noch rela-
tiv gut erkennbar ist. Erhéht man
den o-Wert etwas, wird das Ergeb-
nis allerdings sehr schnell sehr un-
kenntlich, was bei (Abb. 6.7) bezie-
hungsweise (Abb. 6.9) deutlich wird.
Dies liegt daran, dass der Algorith-
mus nicht eindeutig zwischen dem
Gras und dem tatsdchlichem Rau-
schen unterscheiden kann - auch mit

(¢) Abbildung 6.3: Wiese: Original (Quel-
le: www.pixabay.com/de/gras-tapete-hinter-
grund-griin-natur-2119587)

bloBem Auge ist es schwer zu erkennen,

um was es sich beim rauschenden Bild tatséchlich handelt, sieche (Abb. 6.6)
beziehungsweise (Abb. 6.8). Hier fillt beim Ergebnis auch leicht die erwdhnte
Unterteilung des Bildes in kleinere Bereiche auf.

(d) Abbildung 6.4: Wiese: Standardrau- (e) Abbildung 6.5: Wiese: Standardrauschen

schen

Endergebnis

30



(f) Abbildung 6.6: Wiese: Rauschen mit 0 = (g) Abbildung 6.7: Wiese: o = 40 Endergeb-
40 nis

(h) Abbildung 6.8: Wiese: Rauschen mit (i) Abbildung 6.9: Wiese: 0 = 60 Endergeb-

o =60 nis
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6.2 Fuflabruck

Ein &hnliches Ergebnis wiirde man
auch bei dem Fuflabdruck im Sand
(Abb. 6.10) erwarten, ndmlich dass
sowohl die vielen kleinen Unebenhei-
ten im Sand als auch der Abdruck
an sich, recht schnell verschwimmen.
Dies ist allerdings nicht der Fall.
Selbst beim Ergebnis nach sehr star-
kem Rauschen (Abb. 6.16) erkennt
man das Original noch ohne Pro-
bleme. Zuriickfithren kann man das
wahrscheinlich darauf, dass die Un-
ebenheiten zu grof sind, um durch das Rauschen iiberdeckt zu werden.

(j) Abbildung 6.10: Abdruck: Original

(k) Abbildung 6.11: Abdruck: Standardrau- (1) Abbildung 6.12: Abdruck: Standardrau-
schen schen Endergebnis
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(m) Abbildung 6.13: Abdruck: Rauschen (n) Abbildung 6.14: Abdruck: o = 80 End-
mit o = 80 ergebnis

(o) Abbildung 6.15: Abdruck: Rauschen mit (p) Abbildung 6.16: Abdruck: o = 160 End-
o =160 ergebnis
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Kapitel 7

Fazit

Mit dem in dieser Arbeit hergeleiteten Algorithmus kann man grofitenteils al-
le Bilder bis zu einem bestimmten Grad gut entrauschen. Probleme machen
allerdings groflere Bilder, da neben viel Rechenleistung auch viel Arbeits-
speicher bendétigt wird. Die Unterteilung in kleinere Bilder hat zwar recht
gut geklappt, ist aber keine perfekte Losung hierfiir, da sie durchaus auffal-
len kann. Deshalb ist es von Vorteil einen Rechner mit mehr Arbeitsspeicher
fiir die Berechnungen zu verwenden, da so keine Aufteilung in kleinere Bilder
notwendig ist.

Als weiterer Kritikpunkt sollen die willkiirlich scheinenden Schrittweiten ge-
nannt werden. Da die Tests in Kapitel 2.3.1 allerdings zeigen, dass mit diesen
eine vergleichbar sehr rasche Konvergenz erfolgt, wurde diese Frage nach hin-
ten gestellt, um den Rahmen der Arbeit nicht zu sprengen.

Die Implementierung des Algorithmus war aufgrund vieler, anfangs oft un-
durchsichtigen, Variablen zunéchst recht kompliziert. Nach Durchschauen des
Aufbaus der Matrix A konnte sie aber schlussendlich doch gut umgesetzt wer-
den.

34



Literaturverzeichnis

[Arel3] ARENS, Tilo: Grundwissen Mathematikstudium: Analysis und Li-
neare Algebra mit Querverbindungen. Berlin[u.a.] : Springer Spek-
trum, 2013

[Kar14] KARPFINGER, Christian: Hohere Mathematik in Rezepten: Begriffe,
Sdtze und zahlreiche Beispiele in kurzen Lerneinheiten. Berlin[u.a.]
: Springer Spektrum, 2014

[Saul7] SAUER, Tomas: Advanced Imaging, 2017. — University of Passau

[ZC08] Znu, Minggiang ; CHAN, Tony: An Efficient Primal-Dual Hybrid
Gradient Algorithm For Total Variation Image Restoration, 2008

35



Erklarung

Ich erklédre hiermit eidesstattlich, dass ich die vorliegende Arbeit ohne Hilfe
Dritter und ohne Benutzung anderer als der angegebenen Hilfsmittel ange-
fertigt habe; die aus fremden Quellen direkt oder indirekt iibernommenen
Gedanken sind als solche kenntlich gemacht. Die Arbeit wurde bisher in glei-
cher oder dhnlicher Form in keiner anderen Priifungsbehorde vorgelegt und
auch noch nicht veroffentlicht.

Passau, 11. September 2018

Maximilian Friedl

36



