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Statt einer Leerseite . ..

Es ist eine groBe Stirkung beim Studieren, wenigstens fiir mich, alles, was man
liest, so deutlich zu fassen, dal man eigne Anwendungen davon oder gar Zusitze
dazu machen kann. Man wird am Ende dann geneigt zu glauben, man hitte alles
selbst erfinden konnen, und so was macht Mut. So wie nichts mehr abschreckt als
Gefiihl von Superioritit im Buch.

Georg Christoph Lichtenberg

Although this may seen as a parodox, all exact science is dominated by the idea of
approximation.

Bertrand Russell
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And first, so that all may understand
what is the peril, the tale [. . .] shall be
told from the beginning even to this time
present.

J. R. R. Tolkien, The Lord of the Rings

Was ist
Approximationstheorie

Bevor wir uns mit der Approximationstheorie und ihren wesentlichen Resultaten beschéftigen,
ist es zuerst einmal sinnvoll, uns die wesentlichen Fragestellungen anzusehen, mit denen sich
die Approximationstheorie beschiftigt, und zwar nicht nur “abstrakt” theoretisch, sondern vor
allem anhand eines klassischen Beispiels, ndmlich der (Nicht-)Konvergenz von Fourierreihen.

1.1 Grundsatzliche Fragen

Untersuchungsobjekt der Approximationstheorie ist die Darstellung “komplizierter” Objekte
(meist Funktionen) durch einfachere Objekte, die sich mit endlicher Information darstellen las-
sen. Die Standardsituation ist ein normierter Raum X mit Norm || - || und ein meist endlichdi-
mensionaler Teilraum P C X, dessen Elemente die “einfachen” Funktionen sind.

Beispiel 1.1 Die beiden gebriuchlichsten Fille von Approximationsrdumen sind

1. X = C'[a,b], der Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [a,b] — R mit der Norm

11l = [Iflle = max |f(x)],  f e Cla,b],

x€la,b]

und P = 11,,, der (n + 1)—dimensionale Vektorraum aller algebraischen Polynome vom
Grad < n.

2. X = C(T) der Vektorraum aller stetigen, 2w—periodischen Funktionen und
P = P, = span {1,sinz,cosz,...,sinnz,cosnz}

der (2n + 1)—dimensionale Vektorraum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.

Die Fragen, mit denen sich die Approximationstheorie beschiftigt, konnen nun folgender-
maBen formuliert werden:
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e Gibt es, zu gegebenem = € X eine Bestapproximation f* € P, das heilit, eine Funktion,
die
le—=f N <llz—fl, feP (1.1)

erfiillt?
e Wann ist diese Bestapproximation eindeutig?

e Kann man, fiir Folgen Fy C P, C P, C ... von Approximationsriumen qualitative und
quantitative Aussagen iiber den Fehler

E(@) = nf la—f],  weX.

machen, beispielsweise die Dichtheitsaussage

lim FE,(x) =0, reX

n—oo

oder sogar genauere, quantitative, Aussagen iiber die Ordnung von E,,(x) in Abhéngig-
keit von n und z.

e Kann man Funktionen, genauer Funktionsklassen Y C X durch die asymptoische Ap-
proximationsordnung, also via

E,
Y=Y, ={z€X : 0< lim @ -l LN R,
M)

charakterisieren?
e Kann man solche Bestapproximationen charakterisieren?
e Kann man solche Bestapproximationne konstruieren oder berechnen?

Solche Fragen sind nicht nur von rein mathematischem Interesse! Kenntnisse der Struktur und
Genauigkeit von Approximationen sind immer dann wichtig, wenn man versucht, eine kompli-
zierte Funktion mittels einfacher “Ansatzfunktionen” dazustellen und solche Probleme sind in
vielen Bereichen der angewandten Mathematik iiblich und verbreitet. Aber bevor wir uns jetzt
der “theoretischen Praxis” widmen und ein bestenfalls akademisches Spielbeispiel generieren,
vertagen wir die Anwendungen auf spéter, wenn wir mehr iliber Bestapproximation und deren
Struktur wissen.

1.2 Ein historisches Beispiel: Summation von Fourierreihen

Die Geburtsstunde der Approximationstheorie 148t sich erfreulich einfach und genau lokalisie-
ren, ndmlich auf ein (zu seiner Zeit schockierendes) Gegenbeispiel und eine positive Aussage,
die zeigte, in welchem Sinne alles dann doch wieder “funktioniert”. Dazu brauchen wir aber
zuerst ein bilchen Information iiber Fourierreihen und deren Konvergenz.
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Definition 1.2 Mir T bezeichnen wir den eindimensionalen Torus T := R /277, den wir nor-
malerweise durch die Intervalle |0, 2| oder [—m, | darstellen werden, wobei die Endpunkte
miteinander identifiziert werden.

Nur um das klarzustellen: T ist nicht das Intervall I = [0, 27| oder das Intervall [ = [—7, 7],
sondern eines dieser Intervalle mit einer Addition modulo 2w, das heilt, fiir z,y € [istx +y
derjenige Wert z, so da3

z—(rx+y) €2n.

Auf diese Art und Weise erhilt T ndmlich eine additive Gruppenstruktur, die das Intervall nicht
hat.

Definition 1.3 Mir C(T) bezeichnen wir den Vektorraum der stetigen reellwertigen' Funktio-
nen auf T, mit der Norm

171 = 1 lloo = max|f(2)],

den wir wegen der obigen Bemerkung auch mit

Cor(R) :={f € CR) : f(x+27m)=f(x), z € R},

dem Vektorraum der stetigen, 2m—periodischen Funktionen auf R mit der Norm

171 = [[fll := max | f(x)| = sup [ f ()]

zeR

identifizieren konnen.

Fiir die Funktionen in C'(T) gibt es nun eine ganz besondere klassische Darstellung, nimlich
die Fourierreihen, die von Fourier’ zur Behandlung der Wirmeleitungsgleichung entwickelt
wurden. Wir definieren sie hier nur fiir stetige Funktionen, ein GroBteil des Interesses an und
SpaBes mit Fourierreihen beruht aber mit Sicherheit auch auf der Behandlung anderer, beispiels-
weise quadratintegrierbarer Funktionen. Eine schone und einfache Einfiihrung in die Fourier-
analysis sind [28, 35].

Definition 1.4 Zu einer Funktion f € C(T) definiert man die reellen bzw. komplexen Fourier-
koeffizienten

ar = ag(f /f cos kt dt, b = br(f /f sin kt dt, k € Ny,

(1.2)

'Im wesentlichen werden wir uns in dieser Vorlesung mit reeller Approximationstheorie befassen, weswegen
alle Funktionen normalerweise als reellwertig angenommen werden. Das heifit aber nicht, wie wir gleich sehen
werden, da} komplexe Zahlen tabu sein sollen.

2Jean Baptiste Fourier, 1768—-1830, franzosicher Mathematiker und Politiker. Er war nicht nur Mitglied der
“Acadeémie des Sciences”, sondern (vorher) auch Teilnehmer an der Agypten—Expedtion von Napoleon (Bonapar-
te) als wissenschaftlicher Berater und Gouverneur des Departement Isére mit Hauptstadt Grenoble. In den beiden
letzteren Eigenschaften trug er nicht unwesentlich (als Forderer von Champollion) zur Entzifferung der Hierogly-
phen bei, siehe [20].
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bzw.

cr = cp(f) = %/f(t) e~k dt, kez, (1.3)

und die reelle bzw. komplexe Fourierreihe als

F(f)(x) = % + Z (ay, coskx + by, sinkx) = Z cr, e z € T. (1.4)

k=1 k=—o00

Ubung 1.1 Zeigen Sie, daB die reelle und die komplexe Darstellung in (1.4) iibereinstimmen.

o

Eigentlich sind solche Reihen ja nur sinnvoll, wenn sie konvergieren, sei es nun punktweise
fiir ein festes x € T oder gleichmdfig, das heiit in der Norm von C(T). Nur leider sind Fou-
rierreihen in dieser Hinsicht ziemlich zickig: Es ist und war wohlbekannt, dal} Stetigkeit nicht
notwendig fiir die Konvergenz der Fourierreihen ist, und es war Du Bois—Reymond?, der 1873
fiir einen Schock in der Analysis sorgte, als er ein Beispiel einer stetigen Funktion angab, deren
Fourierreihe an einer Stelle divergiert. Bis dahin wurden ndmlich Reihen generell mehr oder
weniger blauiugig verwendet*, das heiBt, lediglich formal und ohne sich um Konvergenz zu
kiimmern — ein durchaus nicht ungebriuchliches Vorgehen, das man beispielsweise auch bei
Gaul} [24] findet.

Um dieses Resultat “verniinftig” zu formulieren, definieren wir die n—te Partialsumme der Fou-
rierreihe von f € C(T) als das trigonometrische Polynom

on(f)(z) == % + Z (ay coskx + by, sinkz) = Z cp, e xeT, (1.5)
k=1

und erhalten das folgende Resultat.
Satz 1.5 Es gibt eine Funktion f € C(T), so dafs

lim | f — 0,(f)]| = oc. (1.6)

n—oo

Bevor wir diesen Satz beweisen, erzihlen wir aber erst unsere Geschichte fertig. Es ist also
im allgemeinen nicht moglich, eine Funktion f € C(T) durch ihre Partialsummen darzustellen
— genauer, moglich ist es schon, nur nicht sonderlich sinnvoll, denn dieser Prozess liefert am
Ende nicht die Funktion f, sondern irgendwas anderes. In diesem Zusammenhang war es dann

3Paul David Gustav Du Bois—Reymond, 1831-1889, deutscher Mathematiker; sein Bruder Emil war einer der
bekanntesten Physiologen seiner Zeit. Studium der Mathematik in Berlin und der Medizin in Ziirich, Professuren
in Heidelberg, Freiburg, Tiibingen und Berlin, Erfinder des Begriffs “Integralgleichung”.
“Man erinnere sich nur an den Abelschen Beweis, daB der Grenzwert der alternierenden Reihe Zi (—1)7 gerade
1st.

N
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schon trostlich, dal WeierstraB® in 1885 [85] zeigen konnte, dal3, auch wenn es mit den Partia-
summen nicht funktioniert, man jede Funktion f € C(T) beliebig genau durch trigonometri-
sche Polynome annihern, also approximieren kann. Und schon war die Approximationstheorie
geboren®.

Definition 1.6 Ein trigonometrisches Polynom der Ordnung n € Ny ist eine Funktion f €
C(T) der Form

f(x):%+2aj cos jx + b; sin jx, xeT.
j=1

Satz 1.7 (Weierstraf3’scher Approximationssatz fiir trigonometrische Polynome)
Zu jeder Funktion f € C(T) und jedem € > 0 gibt es ein trigonometrisches Polynom p, so daf3

If=pl <e (1.7)
So, jetzt aber an die Arbeit! Wir miissen diese beiden Sétze natiirlich auch beweisen und
dafiir brauchen wir noch ein bilchen Terminologie, ndmlich den Begriff der Faltung und des

Kerns.

Definition 1.8 (Faltungen und Kerne)

1. Fiir f,g € C(T) ist die Faltung f * g definiert als

f*grz/f(t)g(-—t) dt:/f(-—t) o(t) d. (1.8)

2. Eine Funktion’ K € C(T) heif3t Kern zu einem (Faltungs-)Operator r wenn
k(f)=[f*K, fec(m).
3. Der Kern D,, zu dem Operator
on(f) = f*D, neNy, feC(T),

heif3t n—ter Dirichlet’~Kern.

SKarl WeierstraB, 1815-1897, gilt auch als Erfinder der “Epsilontik”, also der Form, wie Analysis heute nor-
malerweise prisentiert wird: “Seie > 0...”

®Na gut, so einfach ist’s natiirlich nicht! Immerhin hat Tchebycheff schon Bestapproximationen berechnet,
bevor der Approximationssatz von Weierstrall veroffentlicht wurde.

"Wir haben es hier nur mit stetigen Kernen zu tun. Stetigkeit ist aber nicht essentiell und kann beispielsweise
zu Betragsintegrierbarkeit abgemildert werden.

8Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805—-1859, deutsch—franzosischer Mathematiker belgischer Abstam-
mung, Schwager von Felix Mendelssohn.
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 1.1: Die beiden Dirichletkerne D3 und D;g. Man sieht sehr schon, dal diese
Kerne stetig sind und ihr Maximum an der Stelle ¢ = 0 annehmen.

Jetzt beginnen wir mit einem modernen Beweis von Satz 1.5, der auf Funktionalanalysis,
genauer, auf dem Uniform Boundedness Principle® beruht.

Beweis von Satz 1.5: Wir werden zeigen, dall die Operatornorm

lon ()]
vl

|onll = sup ———7—
140

divergiert, das heif3t, daf}
lim ||o,|| = o0 (1.9

ist. Daraus folgt sofort mit dem Uniform Boundedness Principle, siehe [43, 4.7-3, p. 249], dal
es eine Funktion f € C'(T) geben muB, so daBl

Tim |o,(f)]] = oo

und somit folgt, da || f|| < oo, die Giiltigkeit von (1.6).
Um (1.9) zu beweisen, bemerken wir zuerst, da3 der Dirichletkern als
1 sin(n+3)t
D,(t) = - sin (n 2)

27 sin %t

; n € Ny, (1.10)

geschrieben werden kann, was iibrigens auch zeigt, daB D, € C(T) ist. Da D,, obendrein
symmetrisch ist, ist fiir beliebiges f € C(T)

lou( Il = [0u(F)O)] = |f % Da(0 |—t/f /f

_Dn(t

%Ist eine Folge 7T,, von linearen Operatoren punktweise beschrinkt, das heiBt, ist sup,, ||}, f|| < oo fiir alle f,
dann ist die Folge auch global beschrinkt: sup,, || 7},|| < oo.
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Man sieht sofort aus (1.10), daf3

k
Do(t) =0 < te{i m :kzl,...,n},

n+ %
was es nahelegt, Funktionen f, € C(T), h > 0, zu definieren, die die Forderungen || f5,|| = 1
und
km (k+1)7

1
n+ 3

Mme@t{

erfiillt. Fiir diese Funktionen ist dann
lown (fr) (0)] = / |D,,(t)| dt + g(h), lg(h)] <4(2n+1)h || Dyl

woraus also

ol 2 i VP — iy o, ()1 > pim o, () @) = [10a01 e

folgt; es gilt sogar Gleichheit, aber das soll uns hier nicht interessieren. Unter Verwendung der
Identitit |sint| < ¢, ¢t € (0, 27|, erhalten wir jetzt ndmlich nach Einsetzen von (1.10) in (1.11),
daf

r 7 sin(n—i—l)t 7 sin(n—i—l)t
lowll > / | D, (t) dt| = / 2 dt > 2 / i LVt
sin 5t
—T 0 0
(2n+1)7r‘ | on (k+1)7r’ ‘ o (k+1)m
sin v sinv 1
= 2 ——dv=2 = dv>2 - nol d
/ L kz_% / v kz_%(/{—i—l)ﬂ / |sin v| dv
0 N km - km
—_———
=|cos(k+1)m—cos km|=2
T
™ k+1
und das divergiert natiirlich fiir n — oo, womit (1.9) und damit Satz 1.5 bewiesen ist. U
I"Jbung 1.2 Beweisen Sie die Formel (1.10). &

Fiir den Beweis von Satz 1.7 greifen wir sogar auf eine konstruktive Idee zuriick, die auf
Fejér'® [21] zuriickgeht, der iibrigens auch in [22] Beispiele fiir stetige Funktionen mit diver-
genter Fourierreihe gab. Denn man kann aus den Partialsummen auf relativ einfache Art einen

10Lip6t Fejér, 1880-1959, geboren als Leopold Weiss, hungarisierte seinen Namen um 1900. Nach dem Studium
der Mathematik in Berlin und Budapest leistete er wesentliche Beitrdge zur Funktionalanalysis und Fourieranaly-
sis.
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konvergenten Approximationsprozess “basteln”, indem man die Fejérschen Mittel

)= —=Salf), nem,

k=0

als Mittelwert der Partialsummen einfiihrt; den zugehorigen Fejér—Kern bezeichnen wir mit F,.
Diese trigonometrischen Polynome konvergieren nun gleichméBig gegen f und wir erhalten das
folgende Resultat, aus dem Satz 1.7 unmittelbar folgt.

Satz 1.9 (Konvergenz der Fejérschen Mittel)
Fiir f € C(T) ist
Tim ||f = @a(£)] = 0. (1.12)

Der Beweis von Satz 1.9 ist wieder eine Konsequenz aus einem allgemeineren Prinzip, das
wir gleich kennenlernen werden. Zuerst bemerken wir, dal auch die Fejérkerne eine explizite
Darstellung'! haben, niimlich

s ondl 2
Fu(t) = o2 <Sm 2t). (1.13)

:%n—i-l sin%t

Ubung 1.3 Beweisen Sie die Formel (1.13), moglicherweise unter Verwendung von Ubung 1.2.

%

25+

15

05 -

0 e L L L e

Abbildung 1.2: Die beiden Fejérkerne F3 und Fig. Diese Kerne klingen sehr viel schoner
ab als die Dirichletkerne aus Abb. 1.1, haben aber ansonsten auch ithr Maximum an der
Stelle t = 0.

Die Theorie der speziellen Funktionen und, spezieller, die Summationstheorie beschiftigt sich oftmals mit der
Herleitung von geschlossenen Formen solcher Kerne, nur treten dabei oftmals nicht nur trigonometrische, sondern
auch hypergeometrische Funktionen auf.
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Eine wichtige und fast nicht zu iiberschitzende Eigenschaft von F;,, die aus (1.13) folgt, ist
die Positivitdt des Kerns F}, und damit auch die Positivitite des Operators ¢,,, das heifit,

>0 == on(f) > 0.

Bemerkung 1.10 Ein kurzer Vergleich der Kerne D,, und F,, aus Abb. 1.1 und Abb. 1.2 ist ganz
interessant: Beide Kerne haben ihr Maximum an t = 0, beide Kerne klingen zum Rand hin ab,
beide Kerne haben die Eigenschaft, daf} ihr Integral den Wert 1 hat, aber trotzdem oszilliert D,
so heftig, daf3

™

/]Dn(t)| dt — o0 wiihrend /|Fn(t)\ dt:/Fn(t) dt =1

—T

ist. Was Positivitdit doch so alles ausmachen kann.
Eine besonders wichtige Klasse positiver Kerne wird durch die folgende Definition gegeben.

Definition 1.11 Eine Folge K, € C(T), n € Ny, von Kernen heifit approximative Identitit,
wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. (Positivitit) K,, > 0, n € N,

2. (Normiertheit)

/Kn<t) dt =1, n € Ny,

3. (Lokalitdit) Fiir jedes 6 > 0 ist

lim max K,,(t) = 0.

n—oo |¢t|>4

Und in der Tat sind approximative Identititen approximative Identititen in dem Sinn, daf3
sie die Identitédt in der Operatornorm approximieren, daf3 also fiir die zugehorigen Operatoren
Kn, definiert durch x,,(f) = f * K, die Grenzertaussage

lim k, =1

n—oo

in der Operatornorm gilt, was wir auch wie folgt formulieren konnen.

Satz 1.12 Sei K,,, n € Ny, eine approximative Indentitit. Dann ist, fiir jedes f € C(T),

lim [|rea(f) = fI| = 0. (1.14)
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Beweis: Jede Funktion f € C(T) kann mit einer Funktion f € C'[—m, 7] mit der zusétzli-
chen Eigenschaft f(—m) = f(m) identifiziert werden und ist daher nicht nur stetig, sondern
gleichmdiflig stetig.

Sei nun z € [—m, 7| vorgegeben. Dann ist, fiir jedes n € Ny und jedes § > 0

i) @) = ()| = | / fla = 1) Kalt) dt —f (a) / o (t) d]
’ -

~
= f+Kp, =1

™

- |fue-n-se) & dt</|fx—t ()] Kult) dt

= /|f($—t)—f(x)|Kn(t)dt+ / [f(z = 1) — f(z)| Ka(t)dt

It]<6 =
< supl|f(z—1t)— |/K dt—i—maxK /|fm—t ()| dt
1t]<6
:1 <ar |f]
< sup [f(z — 1) — f()] + 4[| fI| max K, (2).
|t|<68 [t|>0

Fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 konnen wir nun, wegen der gleichmdfligen Stetigkeit von f ein
d > 0 wihlen, so daB |f(z —t) — f(z)| < §, und zwar unabhdngig von x und dann wihlen
wir, wegen der Lokalitédt von K,,, den Index n in Abhdngigkeit von o so grof3, dafl

€
max K, (1) < ———.
R < s
Damit gibt es zu jedem € > 0 einen Index ny € Ny, so dal
[kn(f) = fll <&, n=>no,
womit (1.14) bewiesen ist. ]

Beweis von Satz 1.9: Mit Satz 1.12 wird die Sache nun ziemlich einfach: Wir miissen nur
noch nachweisen, daf die Fejérkerne eine approximative Identitdt bilden. Und in der Tat ist
die Positivitit offensichtlich aus (1.13), die Normiertheit folgt aus o4(1) = 1, £ € Ny, denn
deswegen gilt

n

= op(1) = — Zak(l):gon(l):l*Kn:/Kn(t)dt

n—l—lko

E} monoton steigend ist, ist

Da die Funktion sin ¢ auf dem Intervall [0, 5

min
te[—m,—0)U[d,n]

in—#| = sin -
SIHQ‘ Sln2
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und somit
2
1 1
n \ sin g
was fiir n — oo gegen 0 konvergiert, womit auch die Lokalitit erledigt ist. U
1.3 Fazit

Das letzte Kapitel hat uns schon einiges iiber grundlegende Ansitze und Fragestellungen der
Approximationstheorie verraten und uns

e Dichtheitsaussagen
e die Konstruktion eines Approximationsprozesses
e cine Klasse von “guten” Approximationsprozessen

geliefert, wenn auch nicht fiir algebraische, sondern fiir trigonometrische Polynome. Und tatséchlich
(und das werden wir noch merken) sind solche Aussagen fiir trigonometrische Polynome oft-
mals einfacher und zwar aus einem einfachen Grund:

Der Torus T hat, im Gegensatz zu Intervallen wie [—, 7|, keinen Rand!

Doch dazu spéter noch mehr.

1.4 Approximation von Funktionen und Normen

Die Unterrdaume, mit denen man approximiert, hdngen natiirlich stark von dem Definitionsbe-
reich des zugrundeliegenden Funktionenraums ab, der obendrein ein Banachraum, das heifit,
vollstindig unter der Norm sein sollte.

Ubung 1.4 Zeigen Sie: Der Raum C'(T) C C(T) aller stetig differenzierbaren Funktionen auf
T ist kein Banachraum, wenn man die Supremumsnorm verwendet. &

Typische Banachrdume, in denen man Approximationsprobleme betrachten kann sind

e die Rdume
L,(X):= {f X —-R: /X]f|pdt<oo}

unter Verwendung der Normen

1/p
Hfl!p:(/xlf(t)\”dt) C l<pes
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e der Raum C'(X) der stetigen oder C,,(X), der Raum der gleichmdif3ig stetigen Funktio-
nen'2, die gleichmiiBig beschrinkt sind'? mit der Norm

[/l = sup [f ()]
reX

Typische (univariate) Beispiele fiir X und die zugehorigen Approximationsriume sind

e X =T, dann verwendet man zumeist trigonometrische Polynome eines bestimmten Gra-
des.

e X =1, wobei I C R ein kompaktes Intervall ist, dann verwendet man zumeist algebrai-
sche Polynome.

A

e X = R, dann muBl man sich Exponentialfunktionen der Form f\(x) = e~** zuwenden.

Etwas iiberspitzt kann man sagen, daf} es eigentlich nur drei “relevante” Werte von p fiir die
L,—Réume gibt, nimlich

p = 1: Hier spricht man von L;—Approximation, die benotigten Methoden sind zumeist der
Optimierung entlichen.

p = 2: Bei der Lo—Approximation hat man es mit der “wohlbekannten” Hilbertraumtheorie zu
tun (die Norm wird durch ein inneres Produkt gegeben) und man kann mit Orthogonal-
reihen arbeiten. Beispielsweise ist die Bestapproximation zu f € Lo(T) mit trigonome-
trischen Polynomen vom Grad < n immer die Partialsumme o, (f).

p = oo: Die Tschebyscheff'*—Approximation, mit der wir uns zuerst einmal befassen wollen, ist
vielleicht das “eigenstindigste” Produkt der Approximationstheorie. Wir werden sehen
daB hier, nicht ohne Grund, die beiden Fille X = T und X = I eine wesentliche Rolle
spielen.

Ubung 1.5 Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:
1. Die trigonometrischen Polynome sind dicht in L., (T).

2. Die trigonometrischen Polynome sind dicht in C(I), I C (—m,m) kompaktes Intervall.
Wie sieht es mit I = [—m, 7| aus?

3. Die algebraischen Polynome sind dicht in C,(R).
¢

12 Achtung! Dies ist etwas anderes als der Raum L, (X) aller wesentlich beschrinkten Funktionen, der etwas
pathologische Eigenschaften hat.

3Dies wird im Falle X = R wichtig.

14Pafutny Tschebyscheff (oder Chebyshev oder Chebycheff oder Chebychov oder . . ., je nach Transkription),
1821-1894, reiner (Primzahlsitze) und angewandter (Mechanik) Mathematiker in St. Petersburg.
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Sunt qui quicquid in libris scriptum domi
habent, noscere sibi videantur, cumque
ulla de re mentio incidit, “hic liber”,
inquiunt, “in armario meo est” . ..
Manche halten sich fiir Kenner all
dessen, was in den Biichern ihrer
Hausbibliothek steht; wird irgendeine
Sache erwihnt, sagen sie: “Dieses Buch
steht in meinem Schrank™ . ..

Petrarca, De librorum copia — Von der
Biicherfiille, 1366

Polynomapproximation —
Dichtheitsaussagen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit Approximation durch algebraische Polynome auf ei-
nem kompakten Intervall, genauer, mit Tschebyscheffapproximation, also die Approximation
von stetigen Funktionen beziiglich der Supremumsnorm.

2.1 Der Satz von Weierstraf3

Jetzt also zu “dem” Satz der Approximationstheorie, dem Satz von Weierstral} fiir algebraische
Polynome. Dazu erst mal ein klein wenig Notation.

Definition 2.1 Mir I1 = R|x| bezeichnen wir die Algebra der Polynome mit reellen Koeffizien-
ten und mit

Hn:spanR{a:k:k:Q...,n}, n € Ny,

den Untervektorraum der Polynome vom Grad < n.

Satz 2.2 (Satz von WeierstraB fiir algebraische Polynome) Sei I C R ein kompaktes Inter-
vall. Zu jeder Funktion f € C(I) und jedem ¢ > 0 gibt es ein Polynom p € 11, so daf

If = pl <e.

Zu diesem Satz gibt es jede Menge Beweise, mehr oder weniger lange und komplizierte, ele-
mentare und nicht—elementare. Ein nettes Beispiel ist [44], wo der Satz von Weierstral auf die
Approximation von Treppenfunktionen durch Polynome zuriickgefiihrt wird, siehe Ubung 2.5.
Hier allerdings gonnen wir uns den “Klassiker”, nimlich den ersten konstruktiven Beweis des
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Satzes von WeierstraB fiir algebraische Polynome!?, der 1912 von Bernstein'® [8] gegeben wur-
de.

Definition 2.3 Fiir n € Ny und 0 < j < n ist das j—te Bernstein—(Bézier'”)-Basispolynom
definiert als

B (x) = (’;) 2 (1—2)"

und zu einer Funktion f € C|0, 1] das n—te Bernsteinpolynom als

B.f=> f (%) Br. (2.1)
7=0

Beweis von Satz 2.2: Wir kénnen zuerst einmal ohne Einschrinkung annehmen, dafl / = [0, 1]
ist, denn jedes andere Intervall 148t sich mit einer einfachen affinen Transformation auf diese
Gestalt bringen und die Supremumsnorm 148t sich von solchen Transformationen ohnehin nicht
beeindrucken. Es wird nicht weiter {iberraschen, dall wir beweisen, daB fiir jede stetige Funktion
f € C(I) die Bernsteipolynome B, f fiir n — oo gleichmiBig gegen f konvergieren.

Dazu bemerken wir zuerst, daf

> Biz)=)_ CL) P(l—z)"7 =@+1-2)" =1, 2.2)

=0 =0
sowie
.y —y n! : n— = (n—1)! "
= BMz) = S (1—x)"7 = , —z) (1 —x)"
;n ’ = niln =) ;(J—l)!(”—ﬁ!
. (n—1)! j—1 n = -1
T (1 —x) J:xz:B;1 () =2
= (= Dn =) =
und
. —1 . —1 ! _
Z](] - )B;I(LL’) _ j(] - ) g n : |l’]<1 x)n J
= n ‘= n Jl(n —j)!
n—1g (n—2)! oon—1 ,2
= , — (1—2)"7 = 7?2y B ?(x)
n Jzz (= 2)!(n —j)! n jzg !
_ n- 1x2
——a.

15Und in diesem Fall hat man leider keine Fourierreihen zur Verfiigung.

16Sergi Bernstein, 1880-1968, promovierte an der Sorbonne in Paris, Beitridge zur Numerischen Mathematik
wie auch zur Stochastik (auch Anwendungen in der Genetik!).

"Pierre Bézier, 1910-1999, franzosicher Ingenieur, bei Renault fiir die Entwicklung von numerischen Syste-
men zur Modellierung und Behandlung von Flichen zustindig. Uberraschenderweise weist Bzier darauf hin, daB
er ziemlich genau 30 Jahre nach Bernstein an der “SupElec” (Ecole Supérieure d’Electricité) studierte und daBl
Bernstein seine Bernsteinpolynome entwickelte, um fiir eine Versicherungsgesellschaft Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen zu plotten — dies ist allerdings eine unbewiesene Anekdote. Weitere Details in [59].
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Mit diesen drei Identititen erhalten wir, daB fiir jedes = € [0, 1]

zn: (% — x)z B} (x) = zn: (i—z - Q%x + :c2) B?(x)

j=0 Jj=0
~ (G- _J i 5\ pm
= 2(74—@_2516—'—&7 Bj(:lf)
=0
-1 1 1
- r 2’ + -z —22°+2°=— (1 —2x)
n n n

Diese Formel erlaubt es uns nun zu zeigen, dafl die Basispolynome recht gut lokalisiert sind:
fiir 6 > O und z € [0, 1] ist

3 B"(x)<lz I, 2B’?(x):f’:(l_:”)< L (2.3)
02 n J nod?  — 4nd?’ '

2o

Das war’s dann auch schon fast! Sei nun f € (0, 1], dann ist f ja nicht nur stetig, sondern
sogar gleichmdif3ig stetig, das heift, fiir alle € > 0 gibt es ein 6 > 0 so dal3

e-yl<s = @) - W<,

Sei also € > 0 vorgegeben und § > 0 passend gewihlt. Dann ist, fiir beliebiges = € [0, 1],

n

f(z) = Buf(x)] = |D_(f(z) - f(j/n)) B; <Z|f fG/n)| B} (x)

i=0
= > @) =G/ B?(x)+ Z f (@) = f(i/n)| Bj(x)
% -al<s <e/2 [F=elze <oy,
e N 1Al e AL
< = B} == .
= 2 ; @)+ o2 =2 22
Die rechte Seite ist nun unabhingig von = und < £ sobaldn > e~1 672 || f]|,. O

Bemerkung 2.4 1. Eigentlich sind ja die Bernsteinpolynome auch wieder eine approximati-
ve Identitdit, nur eben eine “diskrete”. Positivitdit haben wir nach wie vor, die Normiertheit
wird von einer Integralbedingung zur Summenbedingung (2.2) und die Lokalitdt finden
wir in (2.3).

2. Man sieht, daf3 die Bersteinpolynome umso schneller konvergieren, je “stetiger” die
Funktion f ist. Schliefllich braucht man ja zu einem € > 0 zuerst einmal den “Lokali-

sierungsparameter” § und n bestimmt man dann so, dafs n > QQ‘
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2.2 Der Satz von Stone

Nun haben wir also zwei Sitze, namlich Satz 1.7 und Satz 2.2, die etwas iiber die Dichtheit
von Polynomen in dem Banachraum der stetigen Funktionen aussagen, und die Beweise waren
zwar beide konstruktiv aber doch irgendwie ziemlich unterschiedlich. Gibt es vielleicht ein
“gemeinsames” Konzept, eine Verallgemeinerung, aus der beide Sitze folgern? Die Antwort ist
“ja”, wenn man ein bichen mehr von der Struktur der stetigen Funktionen ausnutzt, ndmlich
die unschuldige Beobachtung, daB mit f, g € C'(X) auch ihr Produkt f - g zu C(X) gehort, die

stetigen Funktionen also nicht nur einen Vektorraum, sondern sogar eine Algebra bilden.

Definition 2.5 1. Eine Algebra ist eine Menge, auf der Addition und Multiplikation definiert
sind, und die unter diesen Operationen abgeschlossen ist.

2. Eine Subalgebra oder Unteralgebra 2" C & einer Algebra <7 ist eine Teilmenge von <7,
die unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist.

3. Ein Hausdorff'®-Raum X ist ein topologischer Raum, bei dem je zwei verschiedene
Punkte x,x' € X durch offene Mengen getrennt werden kinnen, das heif3t, es gibt offene
Mengen U, U’ € X mit

untu =10 und xeU, 2 elU.

Ubung 2.1 Ist in dem kompakten metrischen Raum X = [0, 1] mit der kanonischen Metrik die
Menge [0, %) offen, abgeschlossen oder keines von beiden? &

Beispiel 2.6 Die Polynome 11 bilden eine Subalgebra von C(I), denn Summe und Produkt zwei-
er Polynome sind wieder ein Polynom. 11,, hingegen bildet genau dann eine Subalgebra, wenn
n = 0 ist — denn der Korper R ist ebenfalls eine Algebra.

Ubung 2.2 Zeigen Sie:

1. Ist X ein kompakter metrischer Raum, dann ist C'(X) eine Algebra.

2. Die trigonometrischen Polynome bilden eine Subalgebra von C'(T).

%

Die Erweiterung des Satzes von WeierstraB, die Stone'® 1948 in [79] gab, hat nun folgende
Gestalt.

8Felix Hausdorff, 1868—1942, einer der “Griinderviter” der Topologie und Mengenlehre, Erfinder der
“Hausdorff-Dimension” (keine Uberraschung) und des Bergiffs “metrischer Raum”.

“Marshall Harvey Stone, 1903-1989, befasste sich mit Spektraltheorie, gruppentheoretischen Aspekten der
Quantenmechanik und booleschen Algebren, ist aber wohl am bekanntesten durch seine Verallgemeinerung des
Approximationssatzes von Weierstral3.
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Satz 2.7 (Satz von Stone—WeierstraBl) Sei X ein kompakter metrischer Raum und o/ C C'(X)
eine Unteralgebra®® von C(X) mit den Eigenschaften

1. < ist punktetrennend, das heifit, fiir alle v # x' € X gibt es eine Funktion f € <f, so
daf f(x) # f(x).

2. 1led.

Dann ist of dicht in C(X), das heifit, fiir alle f € C(X) und alle ¢ > 0 gibt es ein a € & so
daﬁ ||f - a”oo <E&

Bemerkung 2.8 Die Forderung der Punktetrennung ist nicht nur hinreichend fiir die Dichtheit,
sondern im wesentlichen auch notwendig: Ist niimlich <f nicht punktetrennend, das heifst, gibt
es zwei “magische” Punkte x,x' € X, so dafp a (x) = a (2') fiir alle a € <, dann gilt fiir jede
Funktion®' f € C(X) mit f(z) # f(x') dap fiir jedes a € o

1
If = all =2 max {|f(z) = a(z)|, [ /() = a(2)[} = 5 [/ (x) = f(2)] >0,
was auch fiir das Infimum iiber alle a gilt, weswegen Dichtheit unmaoglich ist.

Beginnen wir mit einer einfachten Beobachtung, ndmlich, dal Punktetrennung zur Interpolation
an zwei beliebigen Punkten dquivalent ist.

Lemma 2.9 Ein R-Vektorraum V- C C(X) mit 1 € V ist genau dann punktetrennend, wenn es
zu beliebigen Punkten x # x' € X und y,1y’ € R eine Funktion f € V gibt, so daf3

fle)=y,  f@)=yv. (2.4)

Beweis: Dal} (2.4) Punktetrennung impliziert, ist klar. Sei also nun V' punktetrennend und seien
x # 2’ und y,y’ vorgegeben. Nun wihlen wir uns eine Funktion g € V, so daB g(z) # g(2')
und setzen (@) ()
g—g(z)-1 g—ga)-1
f=v == +y -
g(') —g(x) 7 glx) —g(a’)

g

Bevor wir uns ansehen, worin der Nutzen der Algebren besteht, erinnern wir uns kurz an den
Begriff des Abschlusses, der aus der (Funktional-) Analyis bekannt sein sollte.

Definition 2.10 Der AbschluB Y einer Menge Y C C(X) besteht aus Y und den Grenzwerten
aller Cauchyfolgen in'Y beziiglich der Norm von C(X).
Y C C(X) heifit abgeschlossen, wenn Y =Y.

20Als Unteralgebra des Vektorraums C'(X) ist 7 damit auch automatisch ein Vektorraum iiber R oder C, je
nachdem, ob man reell- oder komplexwertige Funktionen betrachtet.
21Und sowas gibt es auf jedem kompakten Hausdorff-Raum X.
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Bemerkung 2.11 Mit dieser Terminologie kann man die Aussage von Satz 2.7 auch kurz und

knapp als o
o =C(X) (2.5)

formulieren.
Proposition 2.12 Sei o7 C C(X) eine Unteralgebra von C(X ) und seien f, g € <f. Dann gilt:
1. Die Funktion |f| gehirt zu < .
2. Die Funktionen f NV g und f N g, definiert durch
(FV ) (2) = max{f(x),g(@)},  (FAg)(x):=min{f(x),g(x)}, wx€X
gehoren ebefalls zu < .
o gilt

F C
\/ feod und /\ fed.
feF fez

3. Fiir jede endliche Menge

Beweis: Zum Beweis von 1. verwenden wir Satz 2.2! Und zwar sei p, € II eine Folge von
Polynomen, die auf I = [—||f|], || f|| ] gleichmaBig gegen die Betragsfunktion A\(x) = |z| kon-
vergiert. Da mit f € </ auch

pa(f) =) Pl €, palz) =) pus,
§=0 §=0
ist, haben wir, daf3

[ 2n(f) = 1flx < llpn = All; =0 fiirn — oo,

also ist | f| € 7. Fiir 2. verwenden wir Teil 1. und die Beobachtung, daf

fVg=g(frgtif-g) wd  fAg=3(ftg—If-a).

sowie die Tatsache, daB mit .7 auch 7 eine Algebra ist. Die Aussage 3. folgt schlieBlich un-
mittelbar aus 2. U

Ubung 2.3 Ist o7 C C(X) eine Algebra, dann ist auch <7 eine Algebra. &

Nach den (notwendigen) Vorarbeiten jetzt aber endlich zum Beweis des Satzes von Stone—
Weierstral3.

Beweis von Satz 2.7: Wir nehmen an, es wire &/ C C(X) eine echte Teilmenge von C'(X)
und damit gibt es ein ¢ > 0 und eine Funktion f* € C'(X), so daB}

min || f — f*|| > ¢ (2.6)
fed
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und werden mit Hilfe von Lemma 2.9 und Proposition 2.12 eine Funktion a € .o/ konstruieren,
die ||a — f*|| < ¢ erfiillt und uns damit einen Widerspruch liefert.
Zuzx,x € X sei g, € o/ C C(X) eine Funktion, so daf3

o (2) = [*(2) und Go o (') = [*(2");
so eine Funktion existiert nach Lemma 2.9. AuBerdem definieren wir die offenen*> Mengen

* € /
X2 Qu={yeX : guwly) < f')+5} > o}

Dabher ist fiir jedes x € X

X=J Qo= %o, LCX #L<ox, 2.7)

r'eX ' EJy

wobei die Indexmenge J endlich gewihlt werden kann, weil der erste Ausdruck in (2.7) eine
offene Uberdeckung einer kompakten Menge ist. Damit gehdren die Funktionen

gx = /\ Ga.a s $€X,

'€y

jeweils zu .27 und hat die Eigenschaft, daf

. €
9:(y) < f (y)-l-é, z,y € X.

Und weil das mit der Kompaktheit so erfolgreich war, machen wir’s gleich nochmal: Jetzt defi-
nieren wir

X DO, = {yGX g2 (y) >f*(y)—%} D {z}

und erhalten, dal3
X=]J%=J%, JC X, #J < oo,

zeX zeJ

weswegen die Funktion

a::\/gx €

zeJ
die Eigenschaft
f@) -5 <al@) < f@)+5  weX.
oder eben ||a — f*|| < € hat, im offensichtlichen Widerspruch zu (2.6). O
Ubung 2.4 Leiten Sie Satz 1.7 und Satz 2.2 aus Satz 2.7 ab. &

22 Als Urbilder offener Mengen unter stetigen Funktionen sind diese Mengen wieder offen! Das ist iibrigens die
topologische Definition der Stetigket: “Urbilder offener Mengen sind offen”.
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2.3 Der Satz von Bishop

So, einen haben wir noch, es gibt namlich noch eine Verallgemeinerung des Satzes von Stone
bzw. Stone—WeierstraB, die von Bishop?® [9] stammt und die sich ebenfalls mit Funktionenalge-
bren und deren Subalgebren beschiftigt. Dazu brauchen wir noch ein klein wenig Terminologie.

Definition 2.13 Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und «f C C(X) eine Subalgebra mit**
led.

1. Eine Menge Y C X heifit o/ —antisymmetrisch, wenn jede Funktion f € o mit* f|y C
R auf'Y konstant ist.

2. FiirY C X definieren wir die (Halb—)Norm

L1y = F vl = 2lelglf(y)|7 fe X)),

und den Abstand zu <7 beziiglich Y als

dy (f, )= inf [|f —ally = inf sup|f(y)],  feC(X).
ag acd yecy

Satz 2.14 (Bishop—Stone—Weierstrafs)
Sei o/ eine abgeschlossene Unteralgebra von C(X) und 1 € <f. Wenn fiir f € C(X) und
Jede o/ —antisymmetrische Teilmenge Y von X ein a € < existiert, so daf3 f|y = aly, dann ist

o = O(X).

Bevor wir uns an den (kurzen und eleganten) Beweis machen, der von Ransford [62] stammt,
schauen wir uns erst einmal an, warum das eine Verallgemeinerung von Satz 2.7 ist. Ist nimlich
</ punktetrennend, dann gibt es fiir je zwei Punkte z, 2’ € X immer mindestens eine Funktion
a € 4, sodaB a(x) # a(x'); also kann es keine aus mehr als zwei Punkten bestehende Teil-
menge von X geben, auf denen alle Funktionen aus .7 konstant sind. Da aber auf einpunktigen
Mengen alle Funktionen trivialerweise konstant sind, haben wir sofort das folgende Resultat.

Lemma 2.15 Ist o/ eine punktetrennende Algebra, dann ist sind die <of —antisymmetrischen
Teilmengen von X genau von der Form {z}, x € X.

Und da mit .27 auch .27 erst recht punktetrennend ist, liefern Lemma 2.15 und Ersetzen
von .o/ durch .7 in Satz 2.14 auf ziemlich unmittelbare Art und Weise Satz 2.7. Aber es wird
noch besser! Anstatt den Satz von Bishop direkt zu beweisen, zeigen wir sogar ein noch etwas
allgemeineres Resultat, das auf Machado [50] zuriickgeht.

Z3Mehr Information als “E. Bishop” habe ich hier leider nicht.

24Im Englischen wird diese Eigenschaft als unital bezeichnet, den deutschen Terminus Technicus konnte ich
aber bisher nicht auftreiben.

ZDas heiBt, diese Definition ist ursichlich fiir die Algebra der komplexwertigen stetigen Funktionen auf X
gedacht; beschrinken wir uns auf reellwertige Funktionen, dann ist diese Bedingung halt eben redundant.
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Satz 2.16 Zu jedem f € C(X) gibt es eine abgeschlossene o7 —antisymmetrische Teilmenge
Y C X, sodaf
dY(f7M> :dX (faﬂ) = d(faﬂ)

Tatsdchlich ist diese Aussage eine sehr interessante qualitative Beschreibung des Approxi-
mationsverhaltens durch eine Algebra .71 Wir wissen jetzt also, daff der Abstand von f € C'(X)
zu der Algebra .o/, was nichts anderes als der Abstand von f zu o ist, immer auf einer .&7/—
antisymmetrischen Menge gemessen werden kann und die ist vom “individuellen” a € &
unabhdngig. Und selbstverstindlich folgt daraus unmittelbar Satz 2.14. Denn ist || f — al|,, = 0
fiir alle @ € 7 und alle .o/—antisymmetrischen Teilmengen Y C X, dann gilt das insbesondere
fiir das “magische” Y aus Satz 2.16 und dann ist d( f, /) = 0 — was gerade die Dichtheit liefert.
Jetzt aber an die Arbeit . ..

Beweis: Wir halten f € C'(X) fest und definieren die Familie

F={FCX :dp(f,o)=d(f,«)}.
Seinun € C .7 eine Kette in .%, d.h., eine Teilfamilie, die durch Inklusion tofal geordnet wird:
C,.C'e€ - CcdC" oder C'cCC.

Fiir jedes solche € setzen wir
Fe:=()C cX
cee

und zeigen, daf}
)+ Fy € F. (2.8)

Da nédmlich fiir vorgegebenes a € o7 und jedes C' € ¥ C .# die Menge
{zr el |f(x)—alx)] = d(f, &)}
1. als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt ist,

2. nichtleer ist, ja sogar C' enthilt: C' € .% bedeutet, daB

If —alle 2 inf |If = glic = do (f, ) = d(f, )

1st auch

{xeFp: |f(@)—a@)|zd(f, )} = [ {zeC : |f(x) —al@)| 2 d(f,«)} (29)

Ccev

nichtleer und kompakt; nun ist ja a in (2.9) beliebig, wir konnen also dasjenige?® a wihlen, so
daB d(f, <) = ||f — al| und fiir dieses a ist dann

A(f.) = max|f(x) — a(o)| = max | (z) - a(w)] = d (£, )

26Hier verwenden wir, daB <7 abgeschlossen ist, ansonsten miisste man halt mit Folgen und ¢ argumentieren.
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weswegen Fiy € .% und damit insbesondere # () ist — das liefert uns dann auch (2.8). Somit
hat also jede Kette ¢, also jede beziiglich “C” total geordnete Menge, ein minimales Element,
nidmlich Fi, und nach dem Zornschen Lemma muf} es daher ein minimales Element F™* # 0 in
F geben, so daB fiir jede echte Teilmenge Y C F* die Ungleichung

gilt.

Dieses F'* ist nun der Kandidat fiir unser Y aus dem Satz; was wir also noch tun miissen, ist zu
beweisen, dal F™ antisymmetrisch ist, was wir per Widerspruch tun wollen. Wire namlich F™
nicht antisymmetrisch, dann gibt es ein a* € o7, das auf F™* nicht konstant ist, so daf also

. * *
a_ = mina (r) <maxa (r) =: ax.
wcF* (z) zEF* (%) *
Indem wir, wenn nétig, a* durch (a* — a_) / (a; — a_) ersetzen, kénnen wir also annehmen,
daB a_ = O und a, = 1 ist. Nun definieren wir die beiden kompakten Mengen

2
Y:{xEF*:Oga*(x)< } und Y+:{x€F*:

< Sa*(ﬂﬁ)él},

1
3
die die Eigenschaft Y_, Y, C F* haben und, wegen der Minimalitit von /™, gibt es Funktionen
g—,g9+ € o, sodal

If =gy <d(f,«) und |If =g:lly, <d(f, )

Diese Funktionen miissen nun geeignet kombiniert werden, und dazu definieren wir, fiir n € N,
die Funktionen
27’L
On(z) = (1 —2™)" | x € [0,1],

die die beiden Ungleichungen

1 2\"
0<z<g — Gn(x) >1—2"" > 1 — (g) (2.11)
2 cp<1 = dn(z) < (1+2M)77 < L3y (2.12)
- <z nlx) < x < < |- .
3 - 2n xn 4

erfiillen. Setzen wir nun

In = ¢ (a*) g- + (1 — ¢n (a¥)) g4, n €N,

und
g* = lim 9n,

n—oo

mit g, g* € o/ wegen der Abgeschlossenheit von .7, dann ist

7}5210 llgn — Q—HY, = nh_)n;O lgn — g+|’Y+ =0
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und da
1 =gl < 1F = gnllx temax {1 = gullxy, » 1 = gallry o 1 = ally ey, }
< maX{Hf - g—Hx\Y+ +11gn — 9—||X\y+> If = g—i-Hx\y_ +1{lgn — g+||X\Y_7
<llfa-1ly._ =0 <llf=g+lly, —0
1F = gally v, )
—_——
<max{lIf=g-lly_, If~g+lly, }
ist, folgt
1f = gl =l [ = gallp < max{ 117 = g-lly . If = gully, } < d(F, ),
was im Widerspruch zu F™* € .# steht. O

Bemerkung 2.17 . Die Verwendung des Zornschen Lemmas ist weder besonders konstruk-
tiv noch konstruktivistisch. Laut [62, Remark (i)] ist das auch gar nicht notwendig: Ist
ndmlich X metrisierbar, dann kann man eine direkte Konstruktion von F* angeben, da X
in diesem Fall eine abzdhlbare Basis von offenen Mengen hat.

27

2. Die Approximation von Treppenfunktionen durch Polynome der Form (1 — x™)*" ist auch

die Idee des Beweises von Kuhn [44], siehe auch [10].

Ubung 2.5 Beweisen Sie die Ungleichung (2.11) und (2.12) und verwenden Sie sie, um den
Satz von Weierstrall zu beweisen. Hinweis: Approximieren Sie erst durch Treppenfunktionen
und approximieren Sie dann die Treppenfunktionen durch Polynome. &

2.4 Miintz-Satze

Nun zu einer Dichtheitssaussage ganz anderer Natur, ndmlich zu einer anderen Verallgemeine-
rung der algebraischen Polynome, bei der wir wieder das Intervall I = [0, 1] betrachten. Nur
approximieren wir nicht mehr mit Polynomen, sondern mit Rdumen, die von den Funktionen

Lt x? 0<ay<a; <ag,... e R,

aufgespannt werden — daB die av; aufsteigend angeordnet sind, ist natiirlich, was die entsprechenden
Réiume angeht, vollig irrelevant. Um die Notation ein bilchen einfacher zu machen, definieren
wir zu einer Folge o = («; : j € Np) die Menge 2 = {z* : j € Ny} und den “polynomia-

len” Approximationsraum II(p) als

[I(«) := span pa® := spangy {z% : j € Ng}.
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Die Frage, die man sich nun stellt, ist natiirlich, fiir welche Folgen p der Raum II(«) dicht
in C(I) ist. Dieses Problem wurde 1912 zuerst von Bernstein [7] behandelt?’ und 1914 von
Miintz?® [57] vollstindig geldst, weswegen man Aussagen dieser Art Miintz—Siitze bezeichnet.
Sehen wir uns das erst einmal anhand einiger Beispiele an.

Beispiel 2.18 1. Ist a = Ny, das heifit, ist a; = j, j € Ny, dann ist II(«) = 11 und dafiir
kennen wir ja inzwischen genug Dichtheitsaussagen.

2. Ist a = 1, also o;j = 1, j € Ny, dann brauchen wir natiirlich nicht mit Dichtheit zu
rechnen; generell ist klar, daf3 die Folge o nicht nur endlich viele verschiedene Werte
enthalten darf, weil wir dann immer nur einen endlichdimensionalen Raum zur Verfiigung
haben und der reicht einfach nicht aus.

3. Ist o = 2Ny, dann liegt 11(«) C Il dicht in C|0, 1], aber nicht in C[—1, 1] — das Intervall,
auf dem man approximieren will, spielt also eine bedeutende Rolle. Der Grund ist einfach:
II(«) ist eine Algebra, die in [0, 1] punktetrennend ist, denn jedes p € 1l(«) kann man
als q (x?) schreiben und 11 ist ja bekanntlich punktetrennend. Sind also z,x' € [0,1],
dann wéhlt man ein Polynom q € 11, so daf q (\/z) # q (V/z') und das Polynom p(z) =
q (2?) € («) erfiillt dann p (z) # p («). Damit folgt das positive Resultat aus dem Satz
von Stone, Satz 2.7.

Dap3 11(«) auf [—1, 1] nicht punktetrennend ist, folgt aus der Tatsache, dafs alle Polynome
q € Il(a) gerade sind, daf$ also q(x) = q(—x) und damit kann keine Funktion [ €
Cl—1,1] mit f(=§) # f(§) fiir ein © € [—1,1] beliebig gut durch 11(«) approximiert
werden, siehe auch Bemerkung 2.8.

4. Natiirlich miissen wir es nicht unbedingt mit Polynomen zu tun haben. Wdhlt man o =
BNy, B € Ry, dann hat I1(«) nichts mehr mit Polynomen zu tun, wenn (3 ¢ N. Trotzdem
haben wir sofort wieder Dichtheit, weil wir nun jedes q € Il(a) als q(z) = p (2°)
schreiben konnen.

5. Man kann aber auch Nicht-Algebren von Polynomen betrachten: Wihlt man « als Folge
aller Primzahlen®, dann ist T1(«) natiirlich keine Algebra mehr und Bishop—Stone helfen
uns gar nichts mehr. Trotzdem werden die Miintz—Sdtze uns verraten, daf} diese Menge
dicht in C(X) liegt.

6. Treiben wir’s noch einen Schritt weiter: Wir konnen o als Folge der Primzahlen und 3 als

beliebige Folge mit Werten in [%, 1] wiéihlen. Liegt dann Il(« - 3) dicht in C[0, 1], wobei

Y Originalton [57]: “Das in Frage stehende allgemeine Problem ist in einer Preisschrift von Herrn S. Bernstein,
welche viele andere Probleme der Approximation durch Polynome zu einer vollen Erledigung bringt, insofern
unvollstindig beantwortet worden, als dort teils nur notwendige, teils nur hinreichende Kriterien |[. . .] angegeben
werden [...]

28Herman (Chaim) Miintz, 1884—1956, Studium der Mathematik und Philosophie (verdffentlichte auch philo-
sophische Biicher im Stil von Nietzsche) war als (Privat-) Lehrer, aber auch als Assistent von Einstein titig, bevor
er eine Professur in Leningrad erhielt. Zu Beginn des zweiten Weltkriegs Emigration nach Schweden, wo er bis zu
seinem Tod lebte.

2Mit iy = 1 aus offensichtlichen Griinden.
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“.” das komponentenweise Produkt zweier Vektoren bezeichnet? Die Antwort ist iibrigens

TRl

ja”.

Ubung 2.6 Zeigen Sie: Ist P C II ein endlichdimensionaler Raum von Polynomen, dann gibt
es ein € > 0 und eine stetige Funktion f € C'(I), so daB

inf || f —p| > e.
inf [lf —pll > e

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie, daB P C II,, mit n = max {degp : p € P} &

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Resultats, das uns Auskunft iiber die
Dichtheit des (Vektor—) Raums II(«) in Abhédngkeit von « gibt.

Satz 2.19 (Miintz—Satz fiir C|0, 1])
Sei «v eine strikt steigende Folge von nichtnegativen Zahlen. Dann ist 11(«) dicht in C|0, 1],
wenn oy = 0 und

— = 0. (2.13)

Der Beweis dieser Aussage, der im wesentlichen aus [17] stammt, verwendet erstaunlicherweise
einen anderen Miintz—Satz, der eine Dichtheitsaussage der beziiglich der Norm

1£l, = / F@)P

angibt, die natiirlich fiir jede stetige Funktion f € C(I) wohldefiniert ist, schlieBlich ist || f]|, <
| f1|.- Diese Aussage lautet wie folgt.

Satz 2.20 (Miintz—Satz fiir L»[0, 1])
Sei o C R\ {0} eine strikt steigende Folge von Zahlen > —3. Dann ist I1(«) genau dann dicht

in Ly(I), wenn
- 1
Z — = (2.14)
= |

Zuerst sehen wir uns an, wie wir aus der Dichtheit in Lo(/) die Dichtheit in C'() ableiten
konnen — da C'(I) seinerseits beziiglich der 2-Norm in Lo (/) dicht ist, konnten wir Satz 2.20 ja
auch als Dichtheit von I1(«) in C'(1) beziiglich der 2-Norm formulieren. Schematisch sieht das
wie folgt aus:

() C C(I) C Ly(T)
mll'ﬂz _ mll'\\z _ L2(])|| ll2
Satz 2.20
mll'\\oo _ m\\'ﬂw

Satz 2.19



28 2 POLYNOMAPPROXIMATION — DICHTHEITSAUSSAGEN

Beweis von Satz 2.19: Wir betrachten, fiir N € Ny, einen Koeffizientenvektor a = [ay, ..., ay] €
RN*L sowie fiir z € [0, 1] und n € Ny, den Ausdruck

N

N 1] e
" — a;x™| = — tmt — a; T poa=t gy
Z ’ n /0 , O‘J
7=0 J=1
1 ! n—1 al noa-1 1 ' n—1 al noa-1
< = D gt dt <= | =Y gyt dt
n Jo - Y nJo — Y
7j=1 7=0
9 1/2
1 [ : 1
< = / e e LTS | I 7 B Za poi1||
n\Jo — n
j=0 2
wobei wir beim letzten Schritt die Holdersche Ungleichung
1 1
Ifoll < A0, gy, 2+ 2 =1,
mit g = 1 verwendet haben. Da diese Rechnung also besagt, daf3
N N wn
"= ax| < =t =) @i a;=-2, j=0,...,N, 2.15
]Z_; j n jz_; j J o J ( )
= = 2

wire die Dichtheit von IT (v — 1) in Lo (7) hinreichend fiir die Dichtheit von II(«) in C'(I) —
siehe auch Ubung 2.7. Nun unterscheiden wir drei Fille*’:

I. lim;_,o a; = oo. Es gibt einen Index NV € N, so dal o; > 2, j > N, und somit ist

<1 — 1 SRS R
Dy D D R B ey TSP Dyl
wir konnen also Satz 2.20 anwenden und erhalten Dichtheit.
2. —% < im0 0 !, Hier ist die Folge o1 noch nicht einmal eine Nullfolge, die Reihe

divergiert also auf alle Félle und wir konnen den Rest dem Satz 2.20 iiberlassen.

3. -1 <limj_ ozj_l < —%. Es gibt eine Konstante 0 < ¢ < 1, so da3 lim;_, cozj_1 > —%
ist und nach Punkt 2. ist I (car) dicht in C'(1). Nun ist aber, fiir beliebiges p € II(ca) und
f€q

I = pll = max | f (z) = p (&)] = max|f (z) = p ()] = | ]

el

wobei ¢ € II («) — aber diese Reparametrisierung 146t den Abstand zwischen der Funkti-
on und den “Polynomen” unveréndert.

3Wobei wir eine eventuelles o; = 1 aus der Folge « streichen; fiir die Dichtheit ist das irrelevant und wir
wollen ja nicht, daf die Reihen divergieren, nur weil wir dummerweise an irgendeiner Stelle durch 0 geteilt haben
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U

Ubung 2.7 Zeigen Sie: 11 ist dicht in Lo(I). O

Was bleibt, ist der Beweis von Satz 2.20, der aber auch nicht so schlimm ist. Auflerdem lernen
wir dabei auch gleich ein paar der grundlegenden Ideen, die man bei der Bestapproximation im
quadratischen Mittel so verwendet, bei dem die Norm ja durch das innere Produkt

(f.g) = / fgwyd = Ifll =

bestimmt ist.

Definition 2.21 Fiir Funktionen fi, ..., f, € Ly(I) definieren wir die Gramsche®' Matrix

(o fi) o (i fa)
G(fr,- o fa) =W fe) + G k=1,...,n] = : : (2.16)
(s 1) {Fns )

und die Gramsche Determinante

(f. fo) - (i fn)
g(fi,.o o fn)=detG(f1,..., fn) = : :
<fn7fl> <fn>fn>

Lemma 2.22 Seien ¢, ..., ¢, € Lo(I) linear unabhiingig und ® := spany {¢y, ..., ¢, }.
1. Fiir f € Lo(I) und ¢* € ® gilt

If = ¢, =minflf —¢l, <= (f-9¢"2)=0. (2.17)

2. Fiir f € Ly([) ist

. g(f7¢17"-a¢n)
do (f,®) =min || f — = ) (2.18)
Q(f ) bed Hf ¢||2 \/ g(¢1,---,¢n)
Beweis: Beginnen wir mit (2.17). Sei f € Lo(I) und ¢4, . .., 1, eine Orthonormalbasis von ®.

Dann ist

Hf—2<f,wj>wj
j=1

— <f—Z(f,¢j>¢jaf—z<f,¢j>¢j>

3 1Jorgen Pedersen Gram, 1850-1916, danischer Mathematiker, erarbeitete fiir die Versicherungsgesellschaft
“Hafnia” ein mathematisches Modell zur Forstverwaltung und gelangte iiber Fragen der Stochastik und Numerik
spéter auch zur Zahlentheorie.
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= (f.f) —22 Fro)(Fr ) +Z i) Fo k) (g, )

k=1
J» 5]k

= ||f\|§—2<f,wj>2§||f|\§ wa] +Z —{f, 1))

j=1

||f||2—2ZaJ (f, ;) +Z (¥5,15) —Hf—ij
Jj=1 2

Y

weswegen die Bestapproximation gerade der Fall a; = (f,;), j = 1,...,nist. Und das ist fiir
k =1,...,n aquivalent zu

<f—Z(f7¢j>¢ja¢k> = (fr) = D (L) (s, we) = (fwoe) = (fon) = 0.

=1

Fiir (2.18) sei ¢* = a1¢1 + - - - + a, ¢, die’?> Bestapproximation von f in ®; dann ist nach (2.17)

E=dy(f,®)=|f = ¢l =(f =" fF =) =, [ —¢") = (&, f = "),

=0
also

= a;(f,65). (2.19)
j=1

Schreiben wir auerdem (2.17) beziiglich der Basis ¢y, ..., ¢,, dann heilt dies, daB fiir j =
1,....n

0=(f—¢" ;) = (f, ;) Zak b5, Ok) (2.20)

In Matrixform liefern (2.19) und (2.20), die sogenannte Normalengleichungen

(£ fy fio) o (fdn) 1 Ve

(1, f) (@1,01) .. (d1,0n) | 0

G f) (D) o (D) | | —an 0

die wir auch als
1 do
_al 0
G(f b1, 0n) = (2.21)

_an 0

¥ Nach dem, was wir gerade bewiesen haben, ist es wirklich die Bestapproximation — sie ist eindeutig.
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schreiben konnen. Losen wir nun das lineare Gleichungssystem (2.21) mit Hilfe der Cramer-
schen®® Regel, dann erhalten wir fiir die erste Komponente der Losung, daB

& (f, 1) ... (f on)
0 (d1,01) ... (d1,0n)

0 (10 o Guo) | g(6n6)

<f7f> <f7¢1> <f7¢n> g(f7¢1,,¢n)’
(@1, f) (@1,01) .. (¢1,0n)

G ) (ond) ... (6nbn)

und das ist (2.18). ]

Bemerkung 2.23 Die Normalengleichungen (2.21) ermoglichen es uns, die Bestapproximation
beziiglich der Lo—Norm durch “einfaches” Losen eines linearen Gleichungssystems zu bestim-
men und diese Losung liefert uns als netten Nebeneffekt auch noch die Qualitdit der Approxima-
tion mit — schlieflich miissen wir erst mal d? kennen, um die rechte Seite zu komplettieren, aber
dafiir haben wir ja die Formel (2.18).

Fiir den Numeriker ist so eine Gram—Matrix iibrigens nicht zu wild, denn sie ist symmetrisch
und positiv definit und dafiir gibt es vergleichsweise gute und stabile Losungsverfahren.

Um den Quotienten der Gram—Determinanten aus (2.18) in den Griff zu bekommen, ja
sogar explizit angeben zu konnen, verwendet man eine Determinantenformel, die auf Cauchy
zuriickgeht.

Lemma 2.24 Seien a,b C R Zahlenfolgen und sei, fiirn € N,

_1 _1
1 a1+br "7 a1+bn
= :j,/{;zl,...,n}: : . :
aj + by 1 1
an+b1 e an+bn
Dann ist
IT (a5 —ax) (b; —tw)
d, = det D,, = =<k . (2.22)
1T (@ +00)
k=1

33Gabriel Cramer, 1704—1752, schweizerisch—franzdsischer Mathematiker, hatte regen Kontakt zur Bernoulli—
Familie. Amiisanterweise verwendete er die nach ihm benannte “Losungsmethode” fiir lineare Gleichungssysteme
(die er wohl nicht als erster angab) zur Untersuchung von algebraischen Kurven.
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Beweis: Wir betrachten aq, ..., a, und by, ..., b, als Variable, dann ist d,, = 2= eine rationale

n

=)

Funktion in diesen 2n Variablen mit Nenner>*

n

an = H (aj—l_bk)a

Jk=1

denn g, D,, ist eine Matrix, deren Eintrage Polynome in den 2n Variablen sind. Da jeder Eintrag
von D,, Grad —1 hat (siche ﬂbung 2.8) hat nach der Leibnitz—Regel d,, den Grad < —n, also
hat das Zihlerpolynom hdchstens den Grad n? — n, da g,, ja Grad n? hat.

Ist nun a; = a, fiir j # k, dann haben wir zwei identische Zeilen in D,, und damit ist d,, = 0,
dasselbe gilt auch, wenn b; = by, fiir j # k. Damit hat also der Zihler p,, von d,, die Form

pnzcn< 11 (aj—ak)>< 1T (bj—bk)).

1<j<k<n 1<j<k<n

Nun enthilt aber jedes der beiden Produkte @ Faktoren und damit sind die beiden Produkte

zusammen schon ein Polynom vom Grad n? — n, weswegen c,, eine Konstante sein muf.
Bleibt zu zeigen, dal} ¢, = 1 ist. Zu diesem Zwecke multiplizieren wir die letzte Zeile von D,

mit a,, und erhalten mit a,, — oo, da

_r _1 1 1
a1+b1 e a1+bn a1+b1 o a1+bn
R e N I ) 1
n n - 1 ... DY
an—1+b1 an—1+bn an—1+b1 Gn—1+bn
an an 1 1
an+b1 e an+bn e

Und weil’s so schon war lassen wir auch noch b,, wachsen und erhalten, daf3

1 1 0
a1+by T a1+bn 1
lim lim a,d, = ; ) ; Cl=d,_1. (2.23)
by, —00 ap—00 S —
an—1+b1 an—1+bp—1
1 . 1 1

Nach dem, was wir schon iiber d,, und d,,_; wissen, ist dann aber®

n—1 n—1
(aj - an) H (bj - bn)
U dp . Cn  j=1 j=1
dn—l " Cn—1 2 n_l
I (an+00) I (@) + b0)
j=1 j=1

3Nicht notwendigerweise gekiirzt!
3Die Obergrenze “n — 1” im zweiten Produkt des Nenners mag zuerst etwas verwirren, kommt aber daher, da3
der Faktor a,, + b,, nur einmal auftaucht und schon im ersten Produkt erledigt wird.
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und somit
n—1 n—1
mn . . n dn n bn n b y b n
Cn _ lim lim ¢ On t+ Ha + 6+ =( 1)2 2 1,
Cno1 bn—oocan—oo dy_1 Gy a; — Ay = bj —b,
— _/j 1. s 7=1 )
—1 _ _
und da ¢; = 1 ist, folgt (2.22). O

Ubung 2.8 Der Grad einer rationalen Funktion f = § sei definiert als
deg f = degp — degq.
Zeigen Sie, daB fiir rationale Funktionen f, g die von den Polynomen bekannten Gradaussagen
deg (f +g) < max{deg f,degg}  und  degfg=degf+degy

gelten. %

Jetzt aber zuriick zu unserem Miintz—Satz.
Lemma 2.25 Es sei « C R\ {0} eine monoton steigende Folge von Zahlen > —3. Dann ist fiir
N € Ny und jedes q € R, q > —%

dy == min
ag,...,an €R

N 2
a; —(q
_E i || . 2.24
j:1a]x 2q+1 P (aj+q+1) (229

Bemerkung 2.26 Gleichung (2.24) zeigt, dafy ¢ = —% eine echte Grenze bei der Approxima-
tion darstellt und daf3 Approximation immer schwieriger wird, wenn q — —% geht. Das ist
aber nicht so verwunderlich, denn die Funktion f(x) = x~'/2 ist ja eben gerade nicht mehr
quadratintegrierbar, gehort also nicht mehr zu Ly(I)!

Beweis von Lemma 2.25: Wir verwenden natiirlich jetzt Lemma 2.22, genauer (2.18), denn
das liefert uns, dal}

d2 — g(xqwraoa s 7$aN)

(2.25)
g(xo ... xoN)

Nun sind aber Gram—Matrizen von Polynomen eher einfacher Natur: Da

1

<[EP’ x¢1> — / tp-i-q dt = 1 tp-‘r‘]-i—l‘ 1

0 p+qg+1 p +q+1
ist
B 1 1 1 N
2q+1 q+ao+1 T gqtaotl

1 1 1

q+ao+1 2c0+1 T aptan+l

Gz z%, ... z) =

1 1 1
L gtan+l aotan+l °°° 2an+1
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und entsprechendes gilt fiir G (z®°,...,2*V), so da} wir nun endlich Lemma 2.24 anwen-
den konnen, und zwar mit ¢ = b = [q + %,ao + %, oan + %] im Zihler bzw. ¢ = b =
[0+ 5,...,an + 3] und so ist
2 g (x? zo ... V)
N =
g(xvo ... xoN)
ﬂ<a+1 , 1)(a+1 . 1)
J B B J I Y
i 2 2 2 2

= 2q + 1 N , ’
[[(s+a+1)
5=0
was (2.24) liefert. O

Das war’s dann auch “schon” mit den Zutaten, es wird Zeit, den Beweis zu vervollstindigen.
Beweis von Satz 2.20: Wegen der Dichtheit®® der Polynome in C'(I) (siehe Satz 2.2) und damit
auch in Ly([]), geniigt es, zu zeigen, dal

o=t min ot Do v
oder, nach Lemma 2.25, da
N 2
Jim. 1 (ﬁ) —0, gqeN, (2.26)

Wir beginnen damit, dall wir zeigen, daBl die Bedingung (2.14) hinreichend fiir die Dichtheit ist.
Dazu unterscheiden wir zwei Fille:

1. p:=lim;_ o a; < 0o, d.h. (2.14) ist trivialerweise erfiillt. Da in diesem Fall

LI R oy 4t3
o +q+1 aj+1+¢q p+qg+1
>0

fiir hinreichend groBes j gilt, folgt (2.26) unmittelbar.

3 Jeweils beziiglich der entsprechenden Norm.
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2. lim;_,o a; = 00. In diesem Fall schreiben wir das Produkt in (2.26) als

N (%) :ﬁ(l—a%)

-0 (M)Q 0(14_@)2
aj aj
Fiir hinreichend groBes j sind alle Terme im Zahler kleiner als 1 und somit ist das Zéhler-

produkt
N
(-2
a .

j=0 J

zumindest unabhingig von /N beschrinkt. Wihlen wir M so, daB3 o; > 0, 7 > M, dann

ist v v
q+1 1
1 > 1 Hny =
H<+ — ) + (¢ + :Za

j=M ’

und nachdem diese Summe und damit auch das Nennerprodukt divergiert, folgt ebenfalls
(2.26).

Als “Bonus” sehen wir uns schlie3lich noch an, warum (2.14) auch notwendig fiir die Dichtheit
ist. Wire niamlich (2.14) verletzt, dann miisste auf jeden Fall lim;_,, «; = oo sein, aber eben’’

i&i - iip <oo, p=>1.
=0 j=0 J

Nun konvergieren aber die Zihler- und Nennerprodukte fiir jedes ¢ ¢ « aus der vorherigen
Uberlegung gegen einen strikt positiven Wert, und das heiBt aber, daf

dy (9, 1(cr)) > 0.

Und mindestens ein solches ¢ € N muf} es nun schon geben, denn sonst wire die Reihe ai
J
ja schlieBlich divergent. U

Lemma 2.27 Fiira; € (0,1), j € N, gilt

ﬁ(l—aj)>0 & Zaj:oo.
=1

j=1

3"Die Betragsstriche aus (2.14) konnen wir weglassen, denn die Konvergenz entscheidet sich ja jetzt “im Posi-
tiven”, schlieBlich sind fast alle o; > 0.
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Denkrunen lerne,
soll der Degen keiner
deinen Verstand bestehn!

Die Edda, “Die Runenlehren”

Approximation in linearen
Raumen

In diesem Kapitel befassen wir uns jetzt mal mit ein biBchen Approximations“theorie”, ge-
nauer, mit der Frage nach Existenz, Eindeutigkeit, Charakterisierung und Bestimmung der Be-
stapproximation in einem endlichdimensionalen (Funktionen-) Raum. Die Situation ist hierbei
immer die folgende: Wir approximieren Funktionen in einem normierten linearen Raum, spéter
natiirlich vor allem die stetigen Funktionen®® C'(X) mit der Norm ||-||__, durch Elemente ei-
nes endlichdimensionalen linearen Teilraums. Typische Beispiele fiir lineare Approximation in
C(X) sind

e algebraische Polynome,
e trigonometrische Polynome,
typische Beispiele fiir nichtlineare Approximation (auch so was gibt es) sind

e rationale Funktionenrdume der Form

Hmm::{f:]g:peﬂn,qeﬂm}, n,m € Ny,
q

e n—Term—Approximation, wobei man fiir N € Ny oder N = oo mit dem Raum
N
F(®) = {Zamj D #{j :oa; #£0) Sn}7 ®={¢1,....0n},
j=1

approximiert. Solche Rdume tauchen bei der Waveletapproximation, beispielsweise beim
Entrauschen von Signalen, der Kantendetektion oder der Bildkompression auf.

Ubung 3.1 Zeigen Sie, daB I1,,.m und F, (®) keine Vektorrdume sind. O

3Hierbei darf X zuerst mal ein kompakter Hausdorffraum sein — allerdings immer mit unseren zwei “Mu-
sterbeispielen” X = [ und X = T im Hinterkopf! Und wir werden spéter sehen, dafl dies oftmals die einzige
Mobglichkeit ist.
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3.1 Approximation durch lineare Raume

Hier konnen wir mal richtig allgemein sein: Es sei F ein komplexer Vektorraum®® mit einer
Norm || - || und es seien ¢4, ..., ¢, € F linear unabhingig. Wir bezeichnen wieder mit ¢ den
Teilraum

O =span{¢;, : j=1,...,n}.
Definition 3.1 Zu f € F bezeichnen wir mit
d(f,®)=inf ||f —
(f;@) =it |If - 4|
den Abstand von f zu ¢ und mit

Fo(f):={¢" €@ : ||f =o' =d(f, )}

die Menge aller Bestapproximationen zu f in ®. Die Menge Py bezeichnet man auch als me-
trische Projektion von f auf ®, die man auch als mengenwertige Abbildung P : F — &
auffassen kann.

Proposition 3.2 Fiir jedes f € F ist Py eine konvexe Menge, das heifit,
¢.¢ € Po(f) =  ap+(l—a)¢ €Pe(f), a€l01].

Insbesondere ist also entweder*! #Pg(f) = 1 oder # Py (f) = oo.

Beweis: Seien ¢, ¢’ € Pg(f) und a € [0, 1]. Dann ist

d(f,®) < |If—(ap+ (1 —-a)d)|=l(a+(1-a))f—(ad+(1—a)d)
< alf-ol|+A—-a)|lf - ¢l =d(f, ).
=d(f,®) =d(f.®)

Der Rest ist trivial. U

Der letzte Satz im obigen Beweis war nicht richtig. Was wir ndmlich bisher unterschlagen
haben ist die Existenz einer Bestapproximation, oder, anders gesagt, daB Ps(f) # ( fiir alle
feF.

Satz 3.3 Zu jedem f € I gibt es mindestens eine Bestapproximation ¢* € ®, das heifit,

Po(f)#0. f € F.

3 Also ein Vektorraum iiber C.

40Und “Projektion” bedeutet nun gerade nichts anderes als, daB die Bestapproximation an eine Bestapproxima-
tion die Bestapproximation selbst ist, oder eben, daB fiir f € ® immer Py f = f = {f} gilt.

“IDaB beides gleichzeitig unméglich ist, ist ja wohl Klar.
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Beweis: Was wir beweisen werden, ist eine Kompaktheitsaussage, die im wesentlichen auf der
Endlichdimensionalitit von ¢ beruht.
Es gibt eine Folge ¢, € @, k € Ny, so dal}

d(f,®) = inf|If — ol = lim [If =4l
und fiir diese Funktionen gilt, daB fiir jedes k£ € Ny

owll < WS+ (L = ol < I+ max [ f = yf] =2 M < oo
—_—— keNp
—d(f,®) D U

<oo

Da v, eine Folge in der endlichdimensionalen und damit kompakten Menge aller Vektoren mit
Norm < M ist, kdnnen wir eine Teilfolge v, extrahieren, die gegen einen Vektor

¢ = lim oy,
j—00
konvergiert und da die Norm stetig ist (siche Ubung 3.2), haben wir, daB

I =6l = |7 = i,

:jlilgon—wij =d(f,®)

ist.
Bleibt also noch die Kompaktheit. Zu diesem Zweck seien aj;, diejenigen Koeffzienten, fiir die

n

V=Y apmdr,  jEN,

k=1

gilt und aus denen wir die Koeffizienten der konvergenten Teilfolge extrahieren wollen. Wir
setzen
M’ :=sup max |aj]
JGNO k?zl,..‘,’ﬂ

und unterscheiden zwei Fille:

1. M" < oo: Die individuellen Folgen a., k¥ = 1,...,n, sind beschrinkt und wir konnen
zuerst eine Teilfolge extrahieren, so daf3 a;, ; konvergiert, aus dieser Teilfolge eine, so dall
auch (noch) a;, » konvergiert und so weiter und damit erhalten wir nach endlich vielen
Schritten eine Teilfolge j, C Ny, so daf3

n

¢ = lim ¢, = 3 aj, 10

k=1

2. M" = oo: Dies wird einen Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von ¢4, ..., ¢,
liefern. Hierzu nehmen wir an, da3

max lajk| >0, J € Ny,

k=1,....,n
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ansonsten wihlen wir uns eine passende Teilfolge. Dieses Maximum wird fiir mindestens
ein k£ unendlich oft angenommen, sagen wir, fiir £ = 1, andernfalls numerieren wir unsere
Basisfunktionen ¢y, . . ., ¢, um. Also gibt es eine Teilindizierung j,, so daf3

|a’j271| Z ‘ajg,k| ; k= 2, o, n.

Sei by = Y;,/ai,1-Daa;, 1| — oo, erhalten wir daf3

H@H < o M
|ajonl ™ lag,al
und da
WZZ#%:%JFZG]#% = G+ bidr,
k=1 Jet k=2 JtL k=2
<1

nach Teil 1, erhalten wir, daf

$1+ > bion

k=2

0:‘

; = gbl = _Zbk ¢ka
k=2

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.

U
Ubung 3.2 Zeigen Sie, daB die Abbildung ||-|| : F — R stetig ist. O
Definition 3.4 Die Norm || - || bzw. den normierten Raum (F, || - ||) bezeichnet man als strikt

konvex, wenn
1+ =1+ 110 = f'=Xf, 0<XeR

Bemerkung 3.5 1. Die Namensgebung “strikt konvex” kommt daher, dafs die Norm immer
eine konvexe Funktion ist, d.h.,

laf+A-a)fI<alfl+@—-a)llfll, acl01, ffeF; G

Gilt obige Zusatzforderung, dann ist die Norm eine strikt konvexe Funktion, wenn man
den “Trivialfall” ' = f ausschlief3t, bei dem die strikte Ungleichung wegen der positiven
Homogenitdt der Norm nicht gelten kann.

2. Man kann es aber auch noch anders sehen: Die Einheitskugel
Br:={feF : |fl<1}

beziiglich der Norm || - || ist eine konvexe Menge — das erhiilt man wieder mittels (3.1);
ist nun die Norm strikt konvex, dann ist auch die Einheitskugel strikt konvex, ihr Rand
enthdlt also keine “Geradenstiicke”.
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3. Man kann leicht sehen, daf3 auf dem R™ die Normen || - ||, und || - || “nur” konvex, die
Normen || - ||,, 1 < p < oo, hingegen strikt konvex sind, siehe Abb 3.1.

4. Mit Blick auf Proposition 3.6 konnen wir also davon ausgehen, daf3 die Approximations-
theorie beziiglich strikt konvexer Normen auch strukturell anders aussehen wird, als die
beziiglich “nur” konvexer Normen.

Y
p=1 p=2 p=00

Abbildung 3.1: Die Einheitskugeln beziiglich der Normen || - ||1, || - |2 und || - || im R2.
Man sieht ganz gut, welche strikt konvex ist und welche es nicht sind.

Ubung 3.3 Es sei F = C(X), X ein kompakter Hausdorffraum. Zeigen Sie:

o= ( [ 1 ar)

1. Die Norm

ist strikt konvex.

2. Die Normen

1£ly = /X F@1 e wnd[f] = max | ()

sind nicht strikt konvex.

o

Proposition 3.6 Ist die Norm || || strikt konvex, dann ist fiir jedes f € F die Bestapproximation
eindeutig, also #Pg(f) = 1.

Beweis: Nehmen wir an, zu f € F gibe es zwei Bestapproximation ¢ # ¢’ € ®. Wire nun
f—o=X(f—¢)firein A € R, dann hieBe dies, da}

fA=X)=0¢—-A¢ — fed — p=0¢ =,
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was ein Widerspruch ist. Wegen der strikten Konvexitédt erhalten wir nun aber fiir jedes o €
(0,1), daB

d(f,9)<|f—a¢-(A-a)d| <a |f=¢|+(1—-a) |lf - =d(f®),
—— ——
=d(f,®) =d(f,®)

und das ist natiirlich ein Widerspruch. U

3.2 Das Kolmogoroff-Kriterium und extremale Signaturen

Jetzt werden wir wieder konkreter, und zwar sei nun X ein kompakter Hausdorffraum und
® C C(X) ein endlichdimensionaler C-Teilraum der komplexwertigen stetigen Funktionen
auf X.

Das Kolmogoroff*>—Kriterium aus [37] ist das stetige Gegenstiick zum L,—Bestapproxi-
mationskriterium (2.17) aus Lemma 2.22. Da allerdings nun die “Orthogonalitit” nicht mehr
beziiglich eines Integrals betrachtet wird, brauchen wir zuerst einen neuen Begriff.

Definition 3.7 Fiir f € C(X) und ¢ € ® bezeichnen wir mit

E(f,¢) ={ze X : |f(z) = ¢(@) = [If — oll}

die Extremalpunktmenge von f und ¢.

Satz 3.8 ¢* € O ist genau dann Bestapproximation an [ € C(X) in ®, wenn

max R ((f(@) = ' (@) o) 20 oea, (32)

Bevor wir diesen Satz beweisen, sollten wir erst einmal versuchen, zu verstehen, was er uns
sagt.

Bemerkung 3.9  [. Indem wir alle ¢ durch —¢ ersetzen, erhalten wir die zu (3.2) dquiva-
lente® Bedingung

min R ((f(@) = 6" @) o) 0. oed, (3.3)

2. In der reellen Version bedeutet ja (3.2), daf3

(x| (f(x) = ¢"(2) 6() 20, GE P (3.4)

42 Andrey Nikolaevich Kolmogoroff (oder “Kolmogorov”), 1903-1987, trug wesentlich zu den Grundlagen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie, aber auch zu Approximationstheorie, Topologie, Funktionalanalysis, Geometrie und
so einigem mehr bei. Mit anderen Worten: einer der ganz, ganz groen Mathematiker des 20. Jahrhunderts!

#3Optimierer wiirden fast schon “duale” sagen . . .
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3. Dies liefert auch eine “Minimalforderung” an die Grofie der Extremalpunktmenge und an
das Verhalten der “Fehlerfunktion” f — ¢*, denn diese muf3 auf der Extremalpunktmenge
so viele Vorzeichenwechsel haben haben, daf3 es keine Funktion ¢ € ® mehr gibt, die
imstande ist, all diese Vorzeichenwechsel mitzumachen. Denn jedes ¢ € ®, das es schafft,

sgng(x) = —sgn (f(z) — ¢*(x)),  xe€E(f¢),

zerstort” ja auch (3.4).

€«

zu erfiillen,

Ubung 3.4 Zeigen Sie: Ist & = II,,_;, dann besteht jede Extremalpunktmenge aus mindestens
n + 1 Punkten. ¢

Beweis von Satz 3.8: Sei ¢* eine Bestapproximation und nehmen wir an, daf (3.2) nicht gilt,
das heift, es gibt ein € > 0 und ein ¥ € P, so dal

e R ((f(2) — 6'(2)) () ) = ~22 <0

ist; wir werden einen Widerspruch generieren, indem wir mit Hilfe von ¢/ eine bessere Appro-
ximation an f als ¢* konstruieren, und zwar, indem wir die Familie

Or:=¢" =AY, AeRy,

betrachten. Da die Funktion g := R (f(x) — ¢*(x)) 1(z) stetig ist, gibt es eine offene Menge
G,E(f,¢") C GC X,sodaB g(z) < —e,z € G. Fir x € G ist nun

[f(2) = oa(@)P = |(f —¢") + M)
= ((f(z) = ¢" (@) + M(2)) (f(z) — ¢*(2)) + M ())
= (f(x) = ¢"(x)) (f(zx) — ¢*(x)) + N (2)i(x)
+ A (f(z) = ¢"(x) P(@) + (ﬂ@ ¢ () ()

-~

=2\R((f(2)—¢*(x)) $())
= |f(z) = " (@) + N |y(z )|2+2Aa% ((f( ) — ¢ (z)) @)
< |f(z) = ¢ (@) + N [[Y]]* — 22

und wir erhalten fiir

AP = 2¢) < —Ae

€
l))”
die Verbesserung
[f(@) =@ < |f(@) =" @) = e,  z€C. (3.5)
Auf der abgeschlossenen (und somit kompakten) Menge X \ G hingegen ist, da £ (f, ¢*) C G
der Fehler f — ¢* im Absolutbetrag immer strikt kleiner als || f — ¢*|| und wegen der Kompakt-
heit gibt es ein § > 0, so daf}

max |f(z) —¢*(z)| < |If —¢*[| =0 (3.6)

zeX\G
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0

Ist nun zusitzlich* \ < dann ist fiir jedes z € X \ G

W’
[f(@) = oa(@)| = |f(z) = ¢"(x) + Ay ()] < [f(x) = ¢™(2)]| + Ay ()]
< f =l =0+ AWl <If = &7l 5+2M||wll If =l =5

und somit erhalten wir, daf}

)
0<A<mm{mﬁ?ﬂWﬂ} — W=l <lf -]

was den gewlinschten Widerspruch liefert.
Fiir die Umkehrung nehmen wir an, daB (3.2) erfiillt ist und erhalten mit der nun schon bekann-
ten Rechnung, dab fiir jedes ¢ € ® und = € E (f, ¢*)

[f (@) = ¢(@)* = |(f(2) = ¢"(2)) + (¢ (2) — ¢(2))[*

c€d

2 2
= 1f(@) ¢ @ +16"(@) — 6@ +22((f(2) ~ 6" () @ @) — o))
>0
> |f(2) = ¢" (@) = |If — "I,
weswegen erst recht || f — ¢|| > || f — ¢*|| und somit ¢* eine Bestapproximation ist. O

Wir haben jetzt also eine Charakterisierung der Bestapproximation iiber das Vorzeichenver-
halten auf der Extremalpunktmenge F (f, ¢*). Anders gesagt: Fiir jedes ¢ € & brauchen wir
uns “nur” das Vorzeichenverhalten auf dieser Menge anzusehen und zu versuchen, ein ¢ € ¢
zu finden das dort dasselbe Vorzeichenverhalten hat — gibt es so etwas, dann hat —1) das entge-
gengesetzte Vorzeichenverhalten und unser ¢ ist keine Bestapproximation, gibt es sowas nicht,
dann ist ¢ die gesuchte Bestapproximation.

Leider gibt es da aber noch ein kleines Problem: Wir haben keine Ahnung, wie diese Ex-
tremalpunktmenge aussieht, ob sie endlich oder unendlich, abzédhlbar oder iiberabzihlbar ist.
Doch mit ein biBchen mehr Aufwand® kann man hier einiges mehr an Information erhalten.

Definition 3.10 /. Eine Signatur®® o der Linge r + 1 € Ny besteht aus Punkten X, =
{xg,...,2,} C X und komplexen Zahlen* oy, ... 0, € C mit der Eigenschaft, daf3
loj|l=1,7=0,...,r

2. Eine Signatur o heifit extremal fiir ® C C(X), wenn es zusdtzlich positive*® Zahlen
Lo, - - - b € Ry gibt, so daf

Y piojé(z)=0, pe (3.7)
=0

#“Wir bekommen zwei Bedingungen an \ und wihlen einfach die kleinere der beiden.

4Den wir nun auch betreiben wollen!

4Der Name kommt nicht von “Unterschrift”, sondern vom englischen Wort “sign” und bedeutet im wesentlich
“Vorzeichenvorgabe”.

4TDen “Vorzeichen’; im rellen Fall ist 0; = £1, im komplexen ist o; = etfi 0; €T.

“8Und damit reelle! SchlieBlich ist C ja kein archimedisch geordneter Korper mehr.
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3. Da jede komplexe Zahl via Real- und Imagindrteil als relle Zahl aufgefasst werden kann,
konnen wir jeden komplexen Vektorraum der Dimension n auch als rellen Vektorraum der
Dimension 2n auffassen. Die reelle Dimension eines solchen Vektorraums bezeichnen wir

als
n, V ~ R",

dimg V' = { 2, Vo~ O

Diese Notation tibertrdgt sich auch auf endlichdimensionale Funktionenrdume, denn schlief3-
lich ist ja entweder ® ~ R" oder ® ~ C".

Solche extremalen Signaturen sind nun die Antwort auf unsere Frage nach den Extremalmen-
gen, die im folgenden Satz von Rivlin und Shapiro [63] gegeben wurde — insbesondere, was
die Endlichkeit der zu betrachtenden Extremalmengen angeht.

Satz 3.11 (Satz von Rivlin und Shapiro) Sei f € C(X) und f # ¢* € ®. Dann ist ¢* genau
dann eine Bestapproximation an f, wenn es eine extremale Signatur o der Linge r + 1, r <
dimg ® fiir & gibt mit X, C E (f, ¢*) und

sgn (f (z;) — ¢" (x;)) = 0y, j=0,...,7 (3.8)

Wieder einmal wird der Beweis ein klein wenig mehr Arbeit machen. Diesmal brauchen wir
Hilfsmittel aus der Konvexititstheorie — das ist iibrigens kein Zufall, wenn man sich den Titel
der Arbeit [63] ansieht, denn schlieflich hat lineare Optimierung eine ganze Menge mit Konve-
xitédt zu tun!

Definition 3.12 Seien z, ..., z, € X.

1. Ein Element x € X heifit Konvexkombination von zy, . . ., x,, wenn
T T
r=Y oz,  0a;>0,j=0,...,r, > a;=1 (3.9)
Jj=0 Jj=0

2. Mit A, bezeichnen wir das r—dimensionale Einheitssimplex
A, = {a: (g,...,0,) €ERT a; >0, a0+---+ar:1}
und sein Inneres, A?, mit
A i={a€eA, : a;>0,j=0,...,7}.
3. Die konvexe Hiille von Y C X ist definiert als
Y]:={ay+(1-0a)y : ac0,1],y,y €Y}

4. Y C X heifst konvex, wennY = [Y].
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Ubung 3.5 Zeigen Sie, daB

Y] = {ZO‘T% ry;eY,ae Ay r GNO}
=0

¢
Als erstes eine kleine Hilfsaussage iiber die Darstellung konvexer Hiillen im R™.
Lemma 3.13 Fiir Y C R" ist
Y] = {Zajyj : ijY,ozeA?,rgn} (3.10)
§=0

Beweis: Zwei Dinge sind in diesem Lemma entscheidend und zwar die Darstellung als strikte
Konvexkombination, d.h., & € A?, und die obere Schranke fiir die Anzahl der Punkte, die
konvex kombiniert werden sollen*’. Da die rechte Seite von (3.10) eine konvexe Menge ist, die
Y enthilt, ist C klar.

Sei also y € [Y]; nach Ubung 3.5 gibt es (mindestens) eine Darstellung von y der Form (3.10),
zumindest, nachdem man alle Nullkoeffizienten eliminiert hat. Wenn es mehrere Darstellungen
gibt, dann wihlen wir eine, bei der 7 minimal wird. Nehmen wir nun an, dall » > n ist, dann sind
die Vektoren y; — v, 7 = 1, ..., r, linear abhiingig und daher gibt es nichttriviale Koeffizienten
G1, ..., B, sodal

0=> 5 (yj—yo)=—<25j> o+ DBy =Y Vv Y =0,
j=1 j=1 j=1 J=0 J=0

und mindestens ein ; ist von Null verschieden, sagen wir ;. Nun ist fiir jedes A € R

T

y=y+0=> ay+AY vy=Y (a+ )y,  acl,
=0 =0 ™

j=0 =:q;

aber durch \ = —% erhalten wir, dal a; = 0 ist, was der Minimalitét von r widerspricht. [

Als néchstes ein paar Umformulierungen der Kolmogoroff—Kriteriums (3.2).

Proposition 3.14 Fiir ¢* € ® und f € C(X) sind dquivalent:
1. ¢* ist Bestapproximation an f in P.

2. Wir haben, daf3

oe| U [(f(:):)—gb*(m))gbj(x):jzl,...,n . (.11)

zeB(f,6%)

4YWas geometrisch nichts anderes bedeutet, als daB man redundante Punkte wegwirft.
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3. Es gibt Punkte xy, ..., x, € E(f,¢*) und o € A2, r < dimg D, so dafs

> oy (f(z) = 6" (1) b () =0,  k=1,...n (3.12)
j=0

4. Es gibt Punkte xy, ..., x, € E(f,¢*) und o € A2, r < dimg @, so dafs

T

> oy (f(xy) = 6" (x) ¢(2;) =0,  $€. (3.13)

J=0

Bemerkung 3.15 Die Bedingung (3.13) zeigt wohl die meiste Ahnlichkeit mit der Lo—Charakterisierung
(2.17), nur hat man hier ein inneres Produkt>°

<f79>=Zajf($j)ma fr9 € C(X)

mit Summation iiber Punktauswertungen ( “diskrete Maf3e”), die allerdings von ¢* und f abhiingen.

Proposition 3.16 (Trennhyperebenensatz) Ist (2 C R" abgeschlossen und konvex und y & €,
dann gibt es a € R" und c € R, so daf

a'y+c<0<aQ+c={a"w+c: zeQ}. (3.14)

/

Abbildung 3.2: Die Idee der Trennhyperebene: Die konvexe Menge liegt immer auf einer
Seite jeder Hyperebene, die mit dieser Menge nichtleeren Schnitt hat. Gehort nun ein Punkt
nicht dazu, dann kann man immer eine Hyperebene finden, so daf dieser Punkt auf einer
Seite dieser Hyperebene liegt und die konvexe Menge auf der anderen.

39 Allerdings mit der Einschriinkung, daB (f, f) = 0 sein kann fiir manche f € C(X).
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Beweis: Da die euklidische Norm strikt konvex ist, liefert uns Proposition 3.6 die Existenz’!
einer eindeutigen Bestapproximation w* aus ) an y. Diese zeichnet sich dann durch

2 %12 %12 *
0 < ly—wlly = lly = wlly = lwll5 = llw|l; + 2y (w" = w)

= (w+w) (w—w)" =27 (w—w) = ((w—y)+(w-y)(w-w).
Ersetzen wir w durch aw + (1 — a)w*, a € [0, 1], dann erhalten wir
0<(a(w=y)+2-a) (W —y))a(w-w),

was wir durch 2« dividieren konnen, um dann durch Grenziibergang @ — 0 “zu FuB” das
entsprechende Kolmogoroff-Kriterium?>?

Of(w*—y)T(w—w*):aTw+c’ a::w*—y, c:=—a w,
zu erhalten, was uns sagt, daB a” 2 > 0 ist. Andererseits ist, mit w = y,
* T * * |2
aly+c=(w —y) y—w)=—|ly—w 1> < 0.

g

Beweis von Proposition 3.14: Wir beginnen mit (3.11) und bemerken zuerst, dafl die Abbil-
dung

g x=z={ & 0= [0 - CEE 5 i=1...n].

stetig ist und die kompakte Menge E (f, ¢*) auf eine kompakte Menge Y = ¢ (E (f, ¢*)) C Z
abbildet. Also ist [Y], die Menge, fiir die wir uns interessieren, eine konvexe und kompakte
Menge im R" oder im C", je nachdem, ob wir den rellen oder den komplexen Fall betrachten.

1. Der relle Fall: Da [Y]| der Durchschnitt aller Halbraume ist, die [Y] enthalten, siche
Ubung 3.6, ist 0 ¢ [Y] dazu dquivalent, daB es eine Trennhyperebene H gibt, so daB
0 HundY C [Y] C H, siehe Abb. 3.2.

Das ist aber dquivalent dazu, daf es ¢ € R und a € R” gibt, so daB ¢ > (y,a),y € Y,
also

0> c>max(y,a) = maxa'y = max )(f(x) — ¢*(2)) <Z ¢;(x) @j),

yey z€LE(f,0*

g

=:¢(x)

was genau die Negation von (3.4) ist, also dquivalent dazu ist, da} ¢* keine Bestapproxi-
mation ist.

31 Der Beweis nutzt nur Konvexitit, nicht aber Approximation durch einen linearen Unterraum.
>2Man beachte: Eigentlich ist der Trennhyperebenensatz eine direkte Konsequenz des Kolmogoroff-Kriteriums
im R"™.
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2. Der komplexe Fall geht praktisch analog, nur werden jetzt die Halbrdume durch das bili-
neare reellwertige Skalarprodukt R (>, -) bestimmt:

H(y,a)z{zé@”:?fﬁ(szyJSa}, yeC" aelR.
j=1

Die Bedingung (3.12) folgt nun aus einer komponentenweisen Betrachtung von (3.11) und Lem-
ma 3.13, und (3.13) ist offensichtlich dquivalent zu (3.12). ]

Ubung 3.6 Als Halbriume im R” bezeichnet man Mengen der Form
H:H(y,a):{xeRT:yTxSa}, yeR", aecR

Zeigen Sie: Ist Y C R" kompakt, dann ist

=) H.

YCH
%
Jetzt aber endlich, zum Abschluf dieses Kapitels, der Beweis, der noch fehlt.
Beweis von Satz 3.11: Sei ¢* ein Bestapproximant. Mit den Punkten z, . . . , z, aus Propositi-
on 3.14 setzen wir X, = {xy, ..., z,}, schreiben
Qj (f(x])_qb* (zj)) :?'/j |f(l’])—¢* (xj)l\eiej,a L >Oa |Uj| :L jZO,...,T,
=:j =:0j

und nach (3.13) ist dies die gewiinschte extremale Signatur.
Sei nun o eine extremale Signatur der Linge r + 1, » < dimp @, dann ist fiir jedes ¢ € ®

0= Zﬂj 0j (0% (;) — ¢ (z;))

und somit, nach unseren Annahmen an die Signatur

T

||f—¢||;|ujl > ;|f<xj>—¢<xj>|@|uj|z (f (x3) — & ()5 05

=1 J=0

= XU @+ 3 @ @) o) o,

J/

-0
= F(ag) = 6" ()] g logl = 11F = &1 |l
=0

:O N ~"
J =)\ f—¢*|

und da die p; alle strikt positiv waren, mu} ¢* eine Bestapproximation sein. U
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3.3 Haar—-Raume und Alternanten

Als néchstes befassen wir uns mit der folgenden Frage:

Wie miissen Teilriume ® C C(X) beschaffen sein, damit man fiir jedes f € C(X)
genau ein Element bester Approximation hat?

Definition 3.17 Ein Raum ® C C(X) heif3t Haar>>~Raum oder Tschebyscheff-Raum, wenn
#Ps(f) = 1 fiir jedes f € C(X). Eine Basis von ® heif3t Tschebyscheff-System, wenn ® ein
Haar—Raum ist.

Haar—Riume haben also die schone und gewiinschte Eigenschaft, dal die Bestapproximation
stets eindeutig ist, nur haben wir mit Definition 3.17 noch nicht allzuviel gewonnen, sondern
nur der Eigenschaft, die uns interessiert, einen anderen Namen gegeben. Allerdings gibt es eine
weitere Beschreibung der Haar—Rdume, die zumindest teilweise auf Haar selbst [27] zuriick-
geht.

Satz 3.18 Sei X ein kompakter Hausdorffraum, #X > n + 1, und sei ® ein n—dimensionaler
Teilraum von C(X). Dann sind iquivalent:

1. ® ist ein Haar—Raum.

2. Eindeutige Interpolation mit ® ist immer moglich: Zu je n Punkten x+,...,x, € X und
Werten y1, . .., y, € C gibt es genau ein ¢ € P, so daf3

¢ (x;) = yj, j=1,...,n.

3. jedes 0 # ¢ € ® besitzt hochstens n — 1 Nullstellen, d.h.,

#7(p)=#{reX : p(x)=0t<n, ¢€O (3.15)

Beweis: Beginnen wir mit der (einfachen) Aquivalenz von 2) und 3). In der Tat ist (3.15) dazu
dquivalent, daB fiir'* xy,...,z, € X die einzige Losung des homogenen Interpolationspro-
blems ¢ (x;) = 0 die Funktion ¢ = 0 sein kann. Das ist aber wiederum dazu dquivalent, daf fiir
eine®® Basis ¢, ..., ¢, von ®

¢1(x1) o ¢u(an)

53 Alfréd Haar, 1885-1933, ungarischer Mathematiker, studierte in Gottingen bei Hilbert und ist neben dem
Haar—Raum auch durch Haar—Majf3e (invariante Mafle auf Gruppen) und die Haar—Wavelets bekannt.

SNatiirlich disjunkte Punkte

33Und damit fiir jede! Warum?
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was wiederum dquivalent dazu ist, da} das Interpolationsproblem eindeutig 19sbar ist.
Nehmen wir nun an, daB 2) oder, was dasselbe ist, 3) erfiillt ist und sei fiir f € C'(X) wieder
¢* # [ eine Bestapproximation an f. Dann muB #F (f,») > n + 1 sein, denn sonst gébe es
ein Interpolationspolynom ¢ mit der Eigenschaft>¢

¢(x) == (f(x) =¢"(x), weE(f¢),

und dann ist

f(z) = ¢* ()" <0,

max §R< xr)— ¢*(x x)z max
ponax R (@) =™ (@) ola)) = max
im Widerspruch zum Kolmogoroff—Kriterium aus Satz 3.8. Um zu zeigen, dall ¢* tatsichlich
eindeutig ist, nehmen wir an, ¢)* wire eine weitere Bestapproximation an f. Dann ist auch
¥ = 3 (¢* + ¢*) eine Bestapproximation an f und natiirlich ist

d:=|[f = = lf =" = Ilf =l

Fiir jedes = € E (f, ) erhalten wir nun aber, daB

<d,

4= 11(@) = 5(@)] < 3 [f(@) = ()] +5 /) = ' (@)

-~ -~

<d <d

”

also ist
(0" —¢")(z) =0, xe€E(fv),

und da #E (f,v) > n+ 1ist, muBl ¢* = ¢* sein.

Sei nun ¢ ein Haar—Raum; nun kommt der “Haarige” Teil’’, niamlich der Nachweis der In-
terpolationseigenschaft. Nehmen wir also an, 2) wire nicht erfiillt, das heif3it, es gidbe Punkte
T1,...,2, € Xundeiny € ®,sodaB ¢ (z;) =0, j =1,...,n. Fiir eine Basis ¢, ..., ¢, von
® erhalten wir dieses v als Losung eines linearen Gleichungssystems:

¢1(z1) ... ¢1(zn) n
0=a"V=la;...a, : : = 1/1::Zajgz§j.
¢n (‘Tl) s gbn (mn) J=1

Da dieses System eine nichttriviale Losung a # 0 besitzt, muB es auch ein ¢ # 0 geben’®, so
da Ve = 0ist, d.h,,

> con () =0, k=1,...,n — > cdlx) =0, ¢ (3.16)
j=1 j=1

%Sollte # (f,#) < n sein, dann suchen wir uns einfach noch ein paar beliebige Punkte und schreiben dort
beliebige Werte vor.

>TNicht weil der Beweis iibermiBig kompliziert wiire, sondern weil das wohl der Teil ist, der in [27] bewiesen
wurde — allerdings ist dies nur Horensagen aus [47].

3Die Matrix ist quadratisch und wenn sie “von links” einen Rangdefekt hat, dann auch “von rechts”. Der
Standardspruch aus der linearen Algebra lautet: Zeilenrang = Spaltenrang.
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Sei nun f* € C(X) eine beliebige stetige Funktion, die die beiden Eigenschaften
f(a)) =L, j=1,...,n, und If =1 (3.17)

besitzt — beispielsweise der stiickweise lineare Interpolant. Nun setzen wir mittels unserer

“Nulllésung”
IW)
=(1-
= (1) 7

g(xk>=f*<xk>=% und ”9”3"1‘%

also ist nach Lemma 3.19, das wir gleich beweisen werden, d (g, ®) = 1. Da fiir jedes 0 < A <
|¢]| ! und jedes = € X

und erhalten, da3

\ Fl<t Gas)

9() = Au(a)] < |g<x>|+A|w<x>|s] 'ﬁ;,ﬁ'\y (@) +A [(2)|
<|IfIIL1
1
< 1—(m—x) @) <1 d(g,),
>0

ist, wiare A\ eine Bestapproximation fiir alle hinreichend kleinen Werte von A, was nicht so
ganz vertriglich ist mit der Existenz einer eindeutigen Bestapproximation wire, weswegen 2)
eben doch erfiillt sein muf. U

Um den Beweis von Satz 3.18 zu vervollstidndigen, fehlt also nur noch das folgende Resultat.
Lemma 3.19 Fiir jede stetige Funktion f* € C(X), die (3.18) erfiillt, ist d (f*, ) = 1.

Beweis: Da 1 = ||f*|| = ||f* — 0]| ist offensichtlich d (f*, ®) < 1. Giibe es nun ein ¢ € ®, so
daB || f — ¢|| < 1,dannistfirk =1,...,n

1> [f (o) = 6 (@) = |f @)l + 16 (o)l =28 (¢ (00) Fw0))

=1
weswegen fiirk =1,...,n
— c
0<® (925 (zr) [ (%)) =R <ﬁ ¢($k)> - R (e ¢ (xx)) >0
sein muss. Schreiben wir andererseits ¢ als ¢ = ) | i a;¢;, dann liefert uns (3.16), da3

n

chgb (k) Z%Ckébg (k) ZaJch@ (xx) =0,
H—’

k=1 7,k=1
=0
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was natiirlich ein Widerspruch zu

O<Z% Ck;¢ .Cl?k (ch¢ .’ﬂk), j=1,...,n,

ist. O

Wie man sieht — Haar—-Rdume sind etwas feines, sie liefern nicht nur eindeutige Interpolation,
sondern sind, so ganz “nebenbei” auch gleich noch gerade diejenigen Réume, die eindeutig
interpolieren konnen. Damit konnen wir ein paar Beispiele fiir Haar—Rdume angeben.

Beispiel 3.20 /. Die Polynomrdume 11,,, n € N, sind Haar—Rdume fiir jedes kompakte X C
R.

2. Die trigonometrischen Polynome der Ordnung n, also
{1,sinz,cosz,...,sinnx,cosnx}
sind ein Tschebyscheff-System auf T.
3. Die Rdume
spang {sinz,...,sinnx} und spang {1,cosz,...,cosnx}
sind Haar—Rdume fiir jedes kompakte X C [0, m|.
4. Fiir je n verschiedene Werte \1, ..., \, € R sind die Ridume
A, = spanp {e’\]" cg=1,... ,n}
Haar—Rdume fiir jedes kompakte X C R.

Beweis: Eigenschaft 1) ist die wohlbekannte Interpolationsfihigkeit der Polynome, fiir 2) iden-
tifizieren wir Tmit T* = {z € C : |z| =1} viaz =¢®, 2 €T,z € T*. Da

1 (z + z_l) sinx = — (em — e_m) = i (z — z_l) ,

(¢ +e™) =3 2 2

COST =

N —

konnen wir die trigonometrischen Polynome auf T mit den Laurentpolynomen auf T* indentifi-
zieren, das hei3t, mit den “Polynomen” der Form

n 2n
F = Y e =S 0y
j=—n 7=0

die auf T* wohldefiniert sind und dort brav interpolieren kénnen.
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Eigenschaft 3) ist eine einfache®® Ubungsaufgabe, siche Ubung 3.7, nur 4) ist etwas interessan-
ter® im Beweis. Hierbei zeigen wir durch Induktion iiber n, daB jede Funktion der Form
fn(x):che’\fx, reR, ¢ eR j=1,...,n,
j=1
hochstens n — 1 Nullstellen haben kann, was fiir n = 1 ziemlich offensichtlich ist. Hitte nun

die Funktion
n+1

fari(@) = ¢

j=1
mindestens n + 1 Nullstellen, dann hitte auch

n

gn-l—l(m) = €_>\n+1$ fn-l—l(m) = Z Cje(Aj_)\nJrl)x + Cnt1, VIS R;
j=1

mindestens n + 1 Nullstellen, also hétte, nach dem Satz von Rolle,

n

9;+1(x> = Z (Aj = Ant1) ¢ 6(/\"7/\”“)1, xr € R,

j=1

mindestens n Nullstellen, im Widerspruch zur Indukionsannahme. O

Ubung 3.7 Zeigen Sie, daB 1, cosz, ..., cosnz, n € N, und sinz, . .., sin nz, Tschebyscheff—
Systeme auf [0, 7] sind. &

Man sieht also, Haar—Ré@ume gibt es tatsdchlich! Allerdings bedeutet, was man zuerst mal nicht
so einfach sieht, die Existenz von Haar—Rdumen eine sehr starke Einschrinkung an den zugrun-
deliegenden metrischen Raum X, niimlich, daB er entweder ein Intervall®' oder aber der Torus
sein muf.

Beispiel 3.21 Enthiilt X C R? eine offene Menge oder eine Verzweigung, dann gibt es keinen
Haar—Raum iiber X.

Beweis: Wir wihlen zu x4, . .., z,, zwei stetige Funktion w, v : [0,1] — X so, da§
u(0) =v(1) =y, u(1l) = v(0) = o, u(t) #o(t), telo,1],

und u(t),v(t) & {xs,...,x,}. Mit anderen Worten: u und v vertauschen z; und x5 ohne daBl
irgendwann ein doppelter oder mehrfacher Punkt in der Liste u(t), v(t), xs, ..., x, auftaucht.

Setzen wir nun
¢1(u(t)) .. on(ult))
¢1(v(t)) .. Pn(v(t))
D(t) =det| ¢1(x3) ... Onlzs) |,

SHoffentlich!
%0Djeser, wie ich finde, wirklich nette Beweis stammt aus [56]
10der eine Vereinigung von endlch vielen Intervallen.
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dann ist D(t) eine stetige Funktion in ¢, die die Eigenschaft D(0) = —D(1) hat, weswe-
gen es ein t* € [0, 1] geben muB, so daB D (t*) = 0 und somit eindeutige Interpolation an
w(t*),v(t*),xs,...,x, unmoglich ist. Dieses Vorgehen ist in Abb. 3.3 grafisch dargestellt. [

7

N

Abbildung 3.3: Die Vertauschung der Punkte x; und xs. Irgendwo dazwischen muf3 was
schiefgehen. Rechts die Art, wie man beim Vorliegen einer Verzweigung verfihrt (siehe
z.B. [47, S. 25]), man vertauscht “nach Art des Rangierbahnhofs”, indem man zuerst x;
aufs “Abstellgleis” verschiebt, dann x5 dahin, wo er hingehort und schlielich x; an seine
Zielposition bringt.

Diese Beobachtung schrinkt natiirlich unsere Moglichkeiten mit Haar—Rdumen zu arbeiten,
drastisch ein, denn im wesentlichen funktioniert die Interpolation nur, wenn X keine “Verzwei-
gungen” besitzt, denn ansonsten konnen wir immer zwei Punkte durch Rangieren vertauschen.
Offenbar haben Intervalle und der Torus diese Eigenschaften®?, aber daf3 dies wirklich die ein-
zigen sind, erfordert ein klein wenig mehr an topologischen Uberlegungen. Trotzdem gilt das
folgende Resultat, das wir hier aber nicht beweisen wollen®, der schon klassische Satz von
Mairhuber® aus dem Jahre 1956.

Satz 3.22 (Satz von Mairhuber) /52]
Ein kompakter metrischer Raum X besitzt genau dann nichttriviale Haar—Rdume in C(X),
wenn X homoomorph® zu einer kompakten Teilmenge von T ist.

Fiir den Rest dieses Kapitels gehen wir davon aus, dafl wir es mit reellwertigen Funktionen und
entsprechend auch mit rellen Haar—R4umen bzw. Tschebyscheff-Systemen zu tun haben, aber
auch, daB unser metrischer Raum X mindestens dim ® + 1 Punkte enthilt.

62Weswegen die “Startersets” fiir Modelleisenbahner, die nur einen Schienenkreis und keine Weiche enthalten,
auch so langweilig sind.

63Qder konnern . . .

%4John C. Mairhuber, von dem (mir) keine biografischen Daten bekannt sind, hat nach meinem Wissensstand
nur zwei Arbeiten geschrieben, ndmlich [52] und [53], aber zumindest die erste davon ist ein Klassiker geworden.

% Also topologisch dquivalent.
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Definition 3.23 Sei f € C(X), X = [ oder X = T und sei ¢ € O. Eine geordnete Punktmen-
ge%® xy < -+ < x,, heifit Alternante der Linge n, zu f und ¢, wenn

f($J)—(b($J):Uj"f—¢", j:O,...,n I/tl’ld Uj+1:_0j7 j:O,...,n—l,
(3.19)
wobei 0; € {£1}.

Der folgende Satz, der auf Tschebyscheff personlich zuriickgeht, der ithn 1857 fiir Polynome
bewiesen hat®’, gibt uns eine einfachere Beschreibung der Bestaproximation vermittels Alter-
nanten.

Satz 3.24 (Tschebyscheffscher Alternantensatz)
Sei ® ein n—dimensionaler reeller Haar—-Raum in C(X). Dann ist ¢* € ® genau dann eine
beste Approximation an [ € C(X) wenn es eine Alternante der Linge n zu f und ¢* gibt.

Ubung 3.8 Zeigen Sie, daB es auf T nur Haar-Réume ungerader Dimension geben kann.
Hinweis: Diese Aufgabe steht nicht zufillig an dieser Stelle. &

Wir beweisen den Satz, was auch historisch korrekt ist, in zwei Teilen, indem wir zuerst
den einfachen Beweis von Tschbyscheff angeben, der zeigt, da3 die Existenz einer Alternanten
hinreichend fiir eine Bestapproximation ist und dann zeigen, daf} fiir Haar—Rdume extremale
Signaturen (in E (f, ¢*), um genau zu sein) nichts anderes als Alternanten sind.

Proposition 3.25 (Tschebyscheff)
Sei ® ein n—dimensionaler Haar-Raum®. Existiert zu ¢* € ® und f € C(X) eine Alternante
der Linge n, dann ist ¢* die Bestapproximation an f aus .

Beweis: Sei ¢y € ¢ die Bestapproximation aus ¢ und nehmen wir an, daf} ) # ¢*, das heilit
lf — |l <||f — ¢*||. Fiir unsere Alternantenpunkte zo, . . ., ,, gilt nun, daB fir j =0,...,n

(=0 () = (f =6 @) = (=) @) =05 ] =" = (/ = ) ()
- g-el-ot-we) {Z0 220

< 0, o; <0,
>0

weswegen ) — ¢* dasselbe Vorzeichenwechselverhalten haben mufl wie f — ¢*. Damit muf3
aber ) — ¢* zwischen den n + 1 Alternantenpunkten mindestens n Nullstellen haben — zu viel
fiir ein von Null verschiedenes Element des Haar—Raums ®. U

Aus “angewandter” Sicht ist Proposition 3.25 eigentlich vollkommen ausreichend, denn
sie ermdglicht es uns, zu entscheiden, ob ein gegebenes ¢* Bestapproximation ist, indem man

Im Fall X = T hiingt das natiirlich davon ab, durch welches Intervall der Linge 27 wir T darstellen, denn am
“runden Tisch” sind ja zuerst einmal alle gleichberechtigt.

67Zumindest laut [47].

%8Wie gesagt: Tschebyscheff hat dies fiir die algebraischen Polynome vom Grad < n gemacht.
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ermittelt, wo der maximale Fehler angenommen wird und ob die Vorzeichen sich schon ab-
wechseln. Trotzdem wollen wir natiirlich auch Satz 3.24 fertigbeweisen und das erfolgt, indem
wir zeigen, dal} jede extremale Signatur eine Alternante enthalten muf}; da nach dem Satz von
Rivlin&Shapiro, Satz 3.11, fiir jede Bestapproximation ¢* von f € C(X) eine extremale Si-
gnatur o mit X, C E (f, ¢*) existiert, die das Vorzeichenverhalten des Approximationsfehlers
beschreibt, existiert somit auch eine Alternante.

Proposition 3.26 Sei ® ein n—dimensionaler reeller Haar—Raum

1. jede extremale Signatur o fiir ® enthilt eine Signatur o’ der Liinge n + 1, die man so
anordnen kann, daf3

/ / r
Ty <--- <@, und 051 = —0j,

j=1,...n. (3.20)

2. Ist umgekehrt o' eine Signatur, die (3.20) erfiillt, dann ist o’ eine extremale Signatur.

Beweis: Fiir 1) sei o eine extremale Signatur, sagen wir, der Linge N + 1. Wir indizieren X,
als o < x1 < --- < xy und bilden nun Blocke X;, j =0, ..., k, so daB}

X; <X und Tp, Ty € X5 = 0= Oy (3.21)

Anschaulich bedeutet (3.21), da man gerade alle aufeinderfolgenden Punkte mit gleicher Vor-
zeichenvorgabe in einem Block zusammenfalit. Wire die Proposition nun falsch, dann wiirde £,
die Anzahl der Blocke, k& < n erfiillen. Wir wihlen nun k£ — 1 Punkte v, ..., yi_1 so, dafl

X0<y0<X1<y1<---<Xk_1<yk_1<Xk

und wihlen einen k + 1-dimensionalen Teilraum ® . ; von ®, der auf dem nichttrivialen kom-
pakten Intervall [a,b] mit zp < a < yo und y; < b < xy ebenfalls ein Haar-Raum ist, sieche
Ubung 3.9. Die (eindeutige) Losung ¢ des Interpolationsproblems

(b(a/):(f(), (b(yj):O? j:07"'7k_17

in @4 hat nun gerade die Maximalzahl von & Nullstellen® und erfiillt daher, daB sgn ¢ (z;) =
0j,J =0,..., N.DaB bedeutet aber, dal mit den /i, . . ., t der extremalen Signatur

O_ZMJUJ¢ () Z :“J UJUJ |qb(mj)| >0

0 71 >O

ist, was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt.
Fiir 2) betrachten wir zu einer Basis ¢4, ..., ¢, von ® die n x n + 1-Matrix

b (wh) - ()
e N
bn () - b (2))

%9Und die miissen einfach sein, wer’s nicht glaubt, soll’s selbst beweisen, und zwar durch einmaliges Abdivi-
dieren der Nullstelle und Renormalisierung des Resultats, was zu einer weiteren Losung kleineren Grades fiihrt.
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die den maximalen Rang n hat, weil ® ein Haar—Raum ist. Also gibt es einen eindimensionalen
Losungsraum des Problems Ay = 0 und wir kénnen eine Losung y* so normieren’, daB v =
0g- Setzen wir nun y; = p; 05, j = 0,...,n, dann ist

Zujaj(bk Zy]¢k = 7 kzl?"'ana

also ist das dadurch definierte o eine extremale Signatur der Lange n + 1 und wegen obiger
Uberlegung mufl 0; = —o;_; sein, wegen oy, = o(, und (3.21) also 0; = 0}. Setzt man also
s = jij, dann ist o tatséichlich eine extremale Signatur. O

Ubung 3.9 Zeigen Sie: Ist ¢ ein n—dimensionaler Haar—Raum auf dem kompakten Intervall 7,
dann gibt es fiir jedes kompakte Intervall J C I, eine Folge von Teilrdumen

q)lC(I)QC"'C(I)n:q), dim(bj:j,jzl,...,n,
die Haar—Rdume auf .J sind. &

Beispiel 3.27 Man kann den Alternantensatz 3.24 bereits nutzen, um Bestapproximationen zu
“raten” und dann die Bestapproximationseigenschaft iiber die Existenz einer Alternante, das
heif3t, via Proposition 3.25, nachzuweisen. Der Einfachheit halber interessieren wir uns hier fiir
lineare Approximation, das heif3t fiir Approximation mit 11;.

1. Sei X = [0, und f(z) = sin z. Die Bestapproximation hier ist offenbar ¢(x) = %, denn

es ist
1 1 1 1
sin (+) — §H =— (sinO— 5) = (sing — 5) = — <sin7r— 5) }

2. Mit X = [—7, | und f(x) = sin x wird es ein bifichen interessanter. Wir konnen uns aber
das Leben leichtmachen, indem wir zuerst einmal bemerken, daf} die Bestapproximation
eine ungerade Funktion sein muf, siehe Ubung 3.10, dann kinnen wir zuerst mal nur
auf [0, 7| mit dem eindimensionalen Haar-Raum von solchen ¢ € 11, approximieren, die
¢(0) = 0 erfiillen und diese Bestapproximation ist offensichilich ¢*(x) = = x, denn fiir
diese Funktion ist

2 = Jsin 0l = (i —6") (%) =~ (sin—¢") (m).

Die symmetrische Fortsetzung auf [—7, w| hat dann sogar die vier potentiellen Alternan-
tenpunkte +m,+7.

Die beiden Approximationen sind in Abb. 3.4 dargestellt.

Aus Punkt 2) von Beispiel 3.27 sehen wir auch, dal sowohl die Punkte —7, —7, 7 als auch die

Punkte —7, 7, 7 eine Alternante bilden, was wir auf alle Fille mal festhalten wollen.

"0Eventuell miissen wir zuerst einige Nulleintriige von 3 16schen, aber diese tauchen in der extremalen Signatur
ja dann auch nicht auf.
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Y

Abbildung 3.4: Die beiden linearen Bestapproximationen an sin x auf X = [0, 7] (links)
und X = [—, 7] (rechts). Im ersten Fall ist die Alternante eindeutig, im zweiten nicht.

Korollar 3.28 Die Alternante aus Satz 3.24 muf3 nicht eindeutig sein.

Ubung 3.10 Zeigen Sie: Ist X symmetrisch um 0, das heiBt, ist X = —X und ist f € C(X)
eine (un)gerade Funktion, das heift, ist f(z) = f(—z) bzw. f(x) = —f(—=x), dann gibt es
auch eine (un)gerade Bestapproximation an f. Welche offensichtliche Konsequenz hat das fiir
Haar-Rdume? &

So, einen haben wir noch an dieser Stelle, eine eigentlich ganz einfache Abschitzung,
die uns aber im néchsten Kapitel noch ganz gut weiterhelfen wird. Dieses Resultat geht auf
de la Vallée—Poussin’! zuriick.

Satz 3.29 Sei ® ein n—dimensionaler Haar-Raum, f € C(X), ¢ € @, und seien vy < --- <
so, daf

sgn (f_¢) (x]) = —Ssgn (f_(b) (mjfl)v jzlaan
Dann ist
A(/,®) > min |(f =) (). (322)
Beweis: Nach Proposition 3.26 gibt es zu der Signatur o, definiert durch

X, ={z0,..., 20} und oj=sgn (f—¢)(z;), 7j=0,...,n,

Koeffizienten p1; > 0, j = 0,...,n, so da o eine extremale Signatur ist. Mit derselbe Ar-
gumentation wie im Beweis von Satz 3.11 ist nun, unter Verwendung der Bestapproximation

"I Charles Jean Gustave Nicolas Baron de la Vallée Poussin, 1866—1962, belgischer Mathematiker mit Beitrigen
unter anderem zur Approximationstheorie, Potentialtheorie und Zahlentheorie.
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ot ed
d(fﬁb)_z:#j = |If - ¢||ZMJ_ 2 (f = &%) (x;) o515
= Zn%(f—cﬁ) J) Ok Zlf &) (x;) | s
= min |(f—¢)(z) IXEMJ,
woraus (3.22) unmittelbar folgt. Ul

3.4 Der Remez-Algorithmus

Der Remez’?—Algorithmus ist ein Verfahren zur iterativen Bestimmung der Bestapproximation
¢* € @ fiir einen Haar—Raum ®. Das heifit, eigentlich wird es ein Algorithmus zur Bestim-
mung einer Alternante! Denn: Ist A* = {zf,...,z}} zufillig eine Alternante fiir f und die
Bestapproximation ¢* € ®, dann ist nach (3.22)

A(£,®) = |If = ¢'ll = max |(f =¢") ()| = min |(f=¢") ()| < d(£.9)
Da andererseits aber (3.22) auch fiir die Menge A* gilt, ist obendrein
d(f,®) 2 da- (f,®) = min [(f = ¢") (v)] = max|(f = ¢") (x)| = =d(f,®),

und wir erhalten die folgende Beobachtung.

Bemerkung 3.30 Die Alternante A* zur Bestapproximation ¢* € ® an f € C(X) zeichnet
sich dadurch aus, dafs

dA* (faq)):dX(faq)):d(fa(b)

ist. AufSerdem ist ¢* auch diskrete Bestapproximation an f auf der A*.

Ubung 3.11 Sei A C X eine endliche Teilmenge von X = I oder X = T. Zeigen Sie, daf
jede beschrinkte Funktion auf A stetig ist. &

Damit wird die “Strategie” unseres Verfahrens zur Bestimmung der Bestapproximation aus
einem n—dimensionalen Haar—-Raum an eine stetige Funktion f € C'(X) schon etwas weniger
nebulds:

1. Beginne mit einer beliebigen n + 1-elementigen Menge Ay = {0, - . ., Zon} € X.

2Evgeny Yakovlevich Remez, 1896-1975, weiBrussisch-ukrainischer (historoisch eher “sovjetischer””) Mathe-
matiker, neben dem Algroithmus zur Bestimmung der Bestapproximation beschiftigte er sich auch mit Néhe-
rungslosungen von Differentialgleichungen und Mathematikgeschichte.
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2. Firj=0,1,2,...
(a) Bestimme die diskrete Bestapproximation ¢} auf A; an f:

Hf — @] 4= inf ma>7<|f(a:) — ¢;(:r;)}

ped €A

Nach Satz 3.247 ist dann A; eine Alternante fiir f und ¢} und mit Satz 3.29 folgt,
daf3

If = &5

4= géaAf!f(x) - ¢j(z)| = min |f(2) = ¢;(x)| < d(f.®).

(b) Ist [|f — o5

denn

, dann ist A; eine Alternante zur Bestapproximation,

A |If = ¢;

liefert, da ¢} die gesuchte Bestapproximation sein muf.

© 1l -, <7 -9

A eine neue Menge A, so daB3
J J+

sgn (f - ¢}k) (®j41,6) = —sgn (f — (ﬁj) (Tj116-1) 5 k=1,...,n, (3.23)

und

min ‘f(ZE) —¢;($)| = Hf - gb;

, dann bestimmen wir durch Ersetzen eines Punktes in

aowd =gl = -6

(3.24)
Es bleiben allerdings ein paar “kleine Detailfragen” zu klédren:

1. Wie bestimmt man die diskrete Bestapproximation an n + 1 Punkten’?
2. Wie bestimmen wir das neue A, konkret.

3. Warum funktioniert das Ganze eigentlich?

Beginnen wir mit dem letzten der drei Punkte, 3), denn diese Eigenschaft a8t sich leicht
mit dem folgenden Resultat erkliren.

Lemma 3.31 Seizu f € C(X) und ¢ € ® eine n + 1-elementige Menge A = {x,...,x,}
gegeben, so daf3

sgn (f — &) (z;) = —sgn (f — ) (x;-1), J=1...,n (3.25)
und sei
5= min |f(@) = o()| = mox |f(z) = 6(a)| <1 (z;) ~ 6 (x)) (3.26)

fiireind >0und j € {0,...,n}. Dannistd, (f,®) > 0.

3Mit A; anstelle von X!
74Scherzfrage: Was ist die diskrete Bestapproximation an n Punkten? Und was ist der Approximationsfehler?
Antwort: Interpolation!
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Dieses Lemma’ sagt uns also, daB die A; aus dem obigen Algorithmusentwurf die Eigen-
schaft

dAO(faq))<dA1 (faq))<§d(qu))

haben und daf} deswegen die Folge der Abstinde konvergieren muf3. Da auerdem die Alternan-
ten A; als Elemente von X" aufgefait werden konnen, konvergiert zumindest eine Teilfolge
gegen eine “Alternante” A* mit der Eigenschaft

dAj (f7®)<dA* (qu))gd(fa(b)a

und wire dieses A* nicht die Alternante zur Bestapproximation, dann konnten wir es mit ei-
nem weiteren Schritt des Algorithmus nach Lemma 3.31 nochmals verbessern. Die Idee dieses
Verfahrens ist also durchaus schon mal sinnvoll . . .

Beweis von Lemma 3.31: Wegen (3.25) und (3.26) liefert uns Satz 3.29 sofort, daB d4 (f, ®) >
0. Sei nun ¢* die Bestapproximation an f auf A, dann ist A eine Alternante fiir f und ¢*.
Wire jetzt dy (f, ®) = J, dann hat die Funktion ¢ — ¢* mindestens n Nullstellen, namlich
A\ {z,}, miiBite also die Nullfunktion sein, was aber im Widerspruch zur Annahme steht, daf}
¢* Bestapproximation ist — schlielich ist ja ¢ keine Bestapproximation, weil A keine Alternante
fiir f und ¢ ist; der Absolutbetrag von f — ¢ an der Stelle x; ist einfach zu groB. O

Der Ubergang von einer “Alternate” zur nichsten, also unser Punkt 2) erfolgt somit nach dem
folgenden Verfahren.

Algorithmus 3.32 (Remez—Algorithmus, Austauschschritt)
Gegeben: [ € C'(X), Alternante A C X, #A = n + 1, ¢ Bestapproximation auf A.

1. Bestimme x € X, so daf3
|f(x) — o) = [If — ol

2. Ist x € A, dann ist ¢ Bestapproximation an f auf X.
3. Andernfalls unterscheide drei Fiille:

(a) © < xqy. Setze

A,:{ {oormad, sen (f = 6) () = sgn (f = 6) (w0)
{z, 20, 21,.. ., 201}, sgn (f — @) (z) = —sgn (f — ¢) (x0) -

(b) xp < v < x)4q. Setze

r {z, 211}, sgn (f — @) (v) =
A —A\{“’“H}U{ {rax},  sen (f — 6) (x) = sgn (f — &) (w5s1).

(c) x > x,. Setze

i M AL L At v
{z1,29,..., 25,2}, sgn (f — @) (z) = —sgn (f — @) (z,) .

SWir werden es gleich beweisen, aber zuerst sollten wir wieder mal “die Geschichte fertigerziihlen”.
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Ergebnis: A’ C X, #A' =n + 1, mit

sgn (f —¢) () = —sen (f = ¢) (zj4).  J=1L....n,

und es gibt 6 > O und x € A’, so dafp
(f=o)@=If—-¢l und |(f—¢)@@)|=0=<|f-9¢ll, 27€A\{z}

Dieser Austauschschritt ersetzt also, wenn moglich, genau einen Punkt in einer (diskreten)
Alternante und zwar so, dal an diesem Punkt ein echt grolerer Wert angenommen wird. Die
Norm ist nicht unbedingt notwendig und sorgt lediglich dafiir, da} die erreichte “Vergroerung”
so groB ist wie moglich. Ein “normaler” Austauschschritt ist in Abb 3.5 dargestellt.

x1 x3 x5

x0 x x2 x4

Abbildung 3.5: Ein Austauschschritt des Remez—Algorithmus, der benachbarte Punkt der
diskreten Alternante mit demselben Vorzeichen wird durch die Abszisse des Maximums
ersetzt.

Ubung 3.12 Zeigen Sie: Ist ® C C'(X) ein n—dimensionaler Haar—Raum, dann ist ® auch ein
Haar—Raum auf A fiir jedes A C X, #A > n + 1, und umgekehrt. &

Bemerkung 3.33 Ein Problem bleibt allerdings ungelost in Algorithmus 3.32, ganz einfach
deswegen, weil es fiir beliebige stetige Funktionen halt einfach nicht zu losen ist, namlich die
Bestimmung des Maximum. Der naive Ansatz, die Funktion f — ¢ einfach “fein genug” abzuta-
sten, scheitert daran, daf3 man iiber eine stetige Funktion kaum Aussagen machen kann, wenn
man sie nur an endlich vielen Werten kennt.

Anders sieht die Sache schon aus, wenn man beispielsweise weifs, daf3 die Funktion f und alle
Funktionen aus ® “kontrolliert” stetig sind’®.

"6Beispielsweise Lipschitz—stetig.
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Was also noch bleibt, ist die Bestimmung der diskreten Bestapproximation auf einer n + 1—
elementigen Menge, mit anderen Worten:

ZufeC(X)und A C X, #A =n+ 1, bestimme man ¢, € P, so daf
I = 0alla = da (7, ®) = minmas|( — ) (2)]

Zur Losung verwenden wir einen Ansatz aus [60], das Resultat findet sich aber auch schon

in [75]. Dazu schreiben wir Zuerst einmal A = {x,...,x,} und setzen 0, := (f — ¢) (z;),
j = 0,...,n, denn dann besteht unser Mlmmlerungsproblem darin, ¢ so zu wihlen, daf}
max;—o,...n \5 | minimiert wird. Das aber ist ein Minimierungsproblem mit einer lineren Ne-

benbedingung, denn da”” ¢ (z;) = f (x;) — 6;, 7 =0,...,n, ist

[ ¢ (x0) &1 (x0) .. én(20) f(xo) =00 @1 (m0) ... ¢n(w0)
0 = det : : : = det : : :
[ f(xo) 1 (z0) ... ¢n(0) | b ¢1(z0) .. ¢Pn (o)
= det| L =det| 2 s L (32)
und eine Leibnitz—Entwicklung der Matrix ganz rechts liefert Koeffizienten c;, j = 0,...,n, so
daf3
n f(xo) é1(z0) .. on(20)
Z ¢j0; = det : : :
j=0 f@n) d1(zn) ... (@)

Das sieht schon viel besser aus, denn nun haben wir das folgende Resultat aus [60], das uns
etwas iiber die J; sagt.

Lemma 3.34 Zu gegebenen 0 # a € R" und b € R ist

14
=:p= 3.28
R, A W = T e T T A (28
wobei
y; = psgn (a;b), j=1,...,n. (3.29)
Dieses Lemma’® sagt uns also, daB 6, = o; p fiir j = 0, ..., n, weil aber A fiir das optimale
¢4 eine Alternante sein muf, ist demnach p = ||f — ¢4l ,. Setzen wir das in (3.27) ein, dann
erhalten wir, daf
f(@o) é1(z0) .. ¢n(20) oo ¢1(20) ... ¢n(20)
det : : : =pdet| : : : ;
f(xn) o1 (zn) -0 On(xn) On G1(Tn) - Gn(Tn)
"TTirivialerweise!

"8DaB wir es erst spiter beweisen werden, das wird inzwischen wohl niemanden mehr iiberraschen . . .
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also
I f (o)  ¢1(x0) b (20) ]
det : : :
[ J ) 1) o) ]| 530
1 ¢1 (l’o) ¢n (x())
det —.1 ¢1 ($1) O (1)
| (-1)" éi(en) . Gulea)
und unser ¢ erhalten wir als Losung des Interpolationsproblems
¢(z)) =0 (=1 p+ f(z;), j=0,...,n,0€{-1,1}, (3.31)
wobei die freien Variablen die Koeffizienten von ¢ beziiglich einer Basis ¢, ..., ¢, von ® und

das “Vorzeichen” o sind. Anders gesagt, ist [0, aq, . . ., an]T die Losung des Gleichungssystems
P (bl (xO) ce (bn (.1'0) g f (
370)
— T R I a
'P o ( 1) . ¢ ( 1) 1 5 | (3.32)

(17 61 () oo bulan) | [an | LTE
dannist ¢ = ay ¢1 + -+ - + a, Op.
Beweis von Lemma 3.34: Zuerst bemerken wir, dafl mit (3.28) und (3.29)

aTy*:Zajp sgn (a; b) :psgnbzmj\:]b\ sgnb = b,

=1 =SgNa; SgN b 7=l
also ist y* wirklich eine zuldssige Losung. Fiir jedes y € R, das a’y = bund ||y||, < p erfiillt,

ist dann

y]:’yjy;k:/YJp(SgnaJ) (Sgl’lb), 7]6[_1a]-]a j:]-a"'vnv
und wegen
bl = (sgnb) b= (sgnb) Y ajy; = (sgnb) Y ayy; p (sgnay) (sgnb)
j=1 j=1
= o= S e,
— VAR |a1‘+,,,+‘an‘ — VIRRNE
also

> lagl = lag| v — y=1, j=1,....n,
j=1 i
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muB y* sogar die eindeutige Minimallosung sein, wenn a; # 0, j = 1,...,n. U

Nun konnen wir, (3.32) sei Dank, also unseren zweiten Baustein fiir den Algorithmus zur
Berechnung der Bestapproximation angeben, nimlich die Bestimmung der diskreten Bestappro-
ximation, was letztlich auch Punkt 1) erledigt. Um alles etwas knapper formulieren zu konnen
bezeichnen wir mit ®(A) die (erweiterete) n + 1 X n—Matrix des Interpolationsproblems, mit
f(A) den n + 1-Vektor der rechten Seite und mit ¢ = [—1,1,—1,...,(=1)""]" den n + 1-
Vektor der mit wechselnden Vorzeichen.

Algorithmus 3.35 (Remez—Algorithmus, diskrete Bestapproximation)
Gegeben: f € C(X), AC X, #A=n+ 1

1. Berechne

_ det [f(4), ®(A)
det [0, B(A)]

2. Berechne den Vektor a = |ay, . .., a,]" € R™ als Losung des linearen Gleichungssy-
stems

oo, @(A)]a = f(A).

Ergebnis: Diskrete Bestapproximation auf A:
6= a;6; €.
j=1

Und damit kdnnen wir schlielich unseren Remez—Algorithmus zusammenbauen.

Algorithmus 3.36 (Remez—Algorithmus)
Gegeben: f € C'(X), n—dimensionaler Haar-Raum ® C C(X).

1. Wihle Ay C X, #Ag = n + 1, beliebig.
2. Fiirj=0,1,2,...

(a) Bestimme die diskrete Bestapproximation ¢ mit

(P

Aj - dAj (f? (p)
iiber Algorithmus 3.35.

(b) Bestimme Aj1 aus Aj und ¢} iiber den Austauschschritt aus Algorithmus 3.32.

3. Abbruchbedingung: Fiir Toleranz u ist
Hf — 9 Aj

— > 1

If = &5

X
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Ergebnis: (niherungsweise) Bestapproximation ¢7 und zugehorige Alternante A..

Beispiel 3.37 Sehen wir uns doch einmal die Funktionsweise des Remez—Algorithmus an Punkt
2 aus Beispiel 3.27 an, nimlich die Approximation von f(x) = sinx durch ® = span {1, 2} auf
X = [-m, 7).

1. Da dim ® = 2 beginnen wir doch einfach mal mit 2 + 1 = 3 gleichverteilten Punkten in
X und zwar”® Ay = {—n,0,7}. Die (symmetrische) Bestapproximation an diesen drei

Punkten ist ¢o = 0 — die interpoliert sogar! Der Fehler |sinz — ¢o(x)| = |sin x| nimmt
nun also sein Maximum an den beiden Stellen ig an, von denen wir uns eine aussuchen
konnen.

2. Wihlen wir also —g, dann konnen wir wahlweise den Extremalpunkt —m oder 0 durch

— 5 erseizen, denn die “Alternante” hatte ja die besondere Eigenschaft, daf} die diskrete

Bestapproximation interpolierte, also alle 0; = 0 waren.

3. Zur A, = {—7r, — 5 7T} ist nun die diskrete Bestapproximierende die Funktion ¢, = —%,
denn schlieflich ist
1 in )+1 . n 1 S 1
— = sin(— —=—|sin——=+ = | =sin —.
2 ) 2" 2 T
=0

s

Der maximale Fehler, ndmlich %, wird nun an der Stelle 5

eintauschen konnen.

angenommen, die wir fiir ™

4. Mit Ay = {—ﬂ', -7, %} sind wir nun aber fertig, denn das ist ja, wie wir aus Beispiel 3.27
wissen, bereits eine Alternante.

Der Remez—Algorithmus muss also nicht unbedingt konvergieren, er kann auch nach endlich

vielen Schritten terminieren®’.

Es ist nicht gerade uniiblich, daB Extrema am Rand angenommen werden, weswegen nie eine schlechte Idee
ist, die Randpunkte in die “Anfangsalternante” einzubeziehen.
80Was natiirlich auch eine Form von Konvergenz ist, sogar eine besonders schnelle.
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Bisweilen erweist sich das wahre Wissen
als bedeutungslos, und dann kann man es
auch erfinden.

Javier Marias, Alle Seelen

Mehr Uber
Bernsteinpolynome

In diesem Kapitel wollen wir einige weitere Aspekte der Approximationstheorie kennenlernen,
die man sehr schon am Beispiel der (univariaten) Bernsteinpolynome darstellen kann, ndmlich
e Simultanapproximation
e “Shape preserving approximation”,
e Saturation,

Eigenschaften, die die polynomiale Bestapproximation nicht hat, in manchen Fillen leider, in
anderen eher gliicklicherweise.

4.1 Ableitungen von Bernsteinpolynomen

Wir beginnen das Ganze mal ziemlich unschuldig, indem wir uns die Ableitungen des n—ten
Bernsteinpolynoms

z) = zn%f (%) B'z),  Bjx)= <7;)xj (1—a2)"7, @.1)

zu einer Funktion f € C(I), I = [0, 1], ansehen. Dazu leitet man zweckméiBigerweise die
Basispolynome B7' ab und erhilt, daB fir j = 0,...,n
B = et (0 =) — (=)o (1= )
dx '(
n—1 ; n—1 - ;
= P72 (1 -2 "_3_1)
(J—l )i(n —j)! ) TR

= n(Bj7(z) - B] '(v)) .

wobei B! = B"~! = 0 ist. Also ist

dd Zf( ) di () y f(%) n (B} (z) — B ()
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_ nzf( ) Bt nzf( ) B

(5 @)

Definition 4.1 Fiir h > 0 ist die Vorwirtsdifferenz A, definiert als
Apf(z)=f(z+h)— f(x), fec), =zx+hel,
und fiir k > 1 die Iteration
ANf(x) = Ay A (@) = Ay Ay f(2),  ma+khel

Ubung 4.1 Zeigen Sie: Fiir k& > 1 ist

k
8fe) =S -0 (B s am,
7=0
¢
Mit Definition 4.1 hat die Ableitungsformel von oben also die Form
d
—Buf(x —nZAl/nf( ) B} (), (4.2)

und wir erhalten praktisch unmittelbar das folgende Resultat.

Satz 4.2 Fiir f € C(I),n € Ngund 0 < k < n is®!

dk n—k
T Buf 'ZAW ( )B . (4.3)

Beweis: Fiir £ = 0 ist (4.3) trivial und fiir £ = 1 nichts anderes als (4.2). Allgemein ist
dk+1 d dk d -
Wan(x) T dr anf( , Z 1/n ( ) —— Bj

_ (n%'k)' 2 A, (%) (n— k) (Br=F(2) — B2 *1(x)
e () ) e

n—=k .
_ n! k+1 J n—k—1
j=0

81Dje letzte Einschriankung, k£ < n, ist mehr “fiir die Galerie”: Ist ndmlich k > n, dann ist die Ableitung sowieso
Null, wir haben es bei B,, ja mit einem Polynom der Ordnung n zu tun.
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was per Induktion die Behauptung ergibt. U

4.2 Simultanapproximation

Die Ableitungsformel aus Satz 4.2 erlaubt es uns, eine interessante Eigenschaft der Bernstein-
polynome festzuhalten: Sie approximieren namlich nicht nur die Funktion sondern gleichzeitig
auch eventuell vorhandene Ableitungen der Funktion. Genauer gilt der folgende Satz.

Satz 4.3 Fiir f € C*(I), k >0, ist
J

5 = Bap)| = i 17 = Bl (44

0 = lim max
n—oo 0<j<k

Ubung 4.2 Zeigen Sie, daB C*(I) beziiglich der Norm
11 = e |17

0<j<k
ein Banachraum ist. &

Das entscheidende Hilfsmittel zum Beweis von Satz 4.3 ist eine Darstellung der Vorwirtsdiffe-
renz iiber die entsprechende Ableitung.

Lemma 4.4 Fiirk > 1, f € C*(I) und h > 0 ist

k
AFf(z) = o ) <x+2tj> dty - dty. (4.5)
0, k

Beweis: Fir k = 1 ist

Apnflx)=f(z+h) = flz)= [ fi(t)dt

und generell

k
R O A (HZ@) dty - dit
0,h

j=1
k k
= / £k <x+h+ztj>—f(k) <$+th> dty - - - dty,
[0,h]* j=1 j=1
_ / / FEHD <x+2t +t> dty - - dty dt
k+1
= Jilany $+Zt‘ dt---dt
[0,h]F+1 — ! ! b
: =
was per Induktion den Beweis komplettiert. U

Der folgende Begriff wird uns spiter noch mehr “quélen”, im Moment benotigen wir ihn aber
eher, um die Sachen einfach und knapp formulieren zu konnen.
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Definition 4.5 Zu f € C(I) und § > 0 ist der Stetigkeitsmodul w ( f, 0) definiert als

w(f,6) = sup sup |f(x+h)— f(z)]. (4.6)

0<h<§ z,a+hel
Ubung 4.3 Zeigen Sie: Fiir jedes f € C(I)

1. ist die Funktion w (f, -) monoton steigend,

2. ist
};{I})W(f, ) =0.

3. ist

(lsin(1)5_1 w(f,0)=0 — f = const.

¢

Bemerkung 4.6 Der Stetigkeitsmodul, genauer, dessen “Abfall” fiir 6 — 0 misst, wie stetig ei-
ne Funktion ist. Ist beispielsweise f Lipschitz—stetig, dann ist w (f,0) < M 0 fiir eine Konstante
M > 0, fallt also relativ schnell ab. Es kann aber auch Funktionen mit beliebig “schlechter”
Stetigkeit geben, siche Ubung 4.4.

Ubung 4.4 Sei a; > ay > --- > 0 eine fallende positive Nullfolge®?. Zeigen Sie: Es gibt eine
Funktion f € C(I), so daB w (f, %) > a,,n € N.
Hinweis: Man muf} f eigentlich nur an “relativ wenigen” Punkten wirklich definieren. &

Jetzt wird’s mal einen Moment lang wirklich technisch, aber wir werden gleich sehen, wofiir
diese Abschitzung gut ist.

Lemma 4.7 Fiir f € C*(I) und n € Ny ist

MA%J(%)—fW(nik)w£w<ﬂW§), Ji=0,...,n—k @47

Beweis: Zuerst mal sehen wir, daf3

j_ i _mi-mi+ki _k_j _
=<

n n—=k

n—k n  nn-—k)
1

3| =

.%

und

n n—k n(n —k)

itk nj+(n—k—j)k—nj_ﬁn—k—j<ﬁ
n n—k —n

8Das heiBt, daB a,, > 0 und a,, — O fiir n — oco.
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alsoistfirj=0,...,n—k
T — J §E, xe{l,]—i_k]. 4.8)
n—=~k n n.n
Somit erhalten wir unter Verwendung von Lemma 4.4
l/nf f n—k
J - J
- A’f/nf (2) - (2 k)'
i, v J
= 7t F£ tp ] — f® dty---d
"o (mZ) GRCEI A
el
J : J
< nt FlL te | —f® dty---dt
} n/[o,;]’“f( +Z’“> AR R
<o(f0.8)
k k
< w(fw),_) nk/ dtlmdtk:w(f(’“),—)
) o) "
e
U

Beweis von Satz 4.3: Fiir / =0, ..., k ist nach Satz 4.2 und Lemma 4.7

psne - [ >BM g <n_€)

: ()

J

- n—j l
_ (1— -———)|w“wr+w(f@,—)7

i1 n n

siehe auch Ubung 4.5, also ist
IBOF = 1O < (Bucas® = Ol + B = Bocaf)

/-1
< ||Buces® - 1) + (1—H(1——)>Hf H+w<f(“),£),

—0 . ]71 J V
~N~ —0
—0
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und solange man nur endlich viele Werte { = 0, . . . , k betrachtet, konvergiert das auch “gleichmaBig”
in ¢ gegen Null, und das liefert (4.4). O
Ubung 4.5 Zeigen Sie, daB fiir f € C*(I)
1
‘Aif(xﬂ < o Hf(k)H s, x+kh el

4.3 Shape preservation

Bestapproximation ist ja eine feine Sache: Unter allen zugelassenen Funktionen weicht die Be-
stapproximation von der Zielfunktion global am wenigsten ab. Anders wird es aber, wenn die
Approximation die “Gestalt” der Funktion f widerspiegeln soll, denn da storen Oszillationen
moglicherweise, siche Abb. 4.1. Besonders schone (und auch praktisch wichtige) “Shape pro-

Abbildung 4.1: Bestapproximationen vom Grad 5 (links) und 9 (rechts) an f(z) = |z|
auf I = [—1,1]. Wie man sieht, fordert der Alternantensatz seinen Preis — die beiden
Approximationen an die konvexe Funktion f sind nicht mehr konvex.

perties” sind beispielsweise
e Posivitit,
e Monotonie,
o Konvexitit,

die sich fiir f € C*(I) als f > 0, f' > 0, f” > 0 beschreiben lassen. Diese Eigenschaften
werden nun von Bernsteinpolynomen erhalten.

Satz 4.8 Ist f € C*(I), dann ist f*) > 0 genau dann wenn B,(Lk)f > 0 ist.
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Satz 4.8 folgt sofort aus dem folgenden Resultat.

Proposition 4.9 Sei k > 0und f € C(I)
1. Ist A¥ f > 0, dann ist auch B f > 0.
2. Ist zusdtzlich f € C*(I), dann ist

) >0 — AFf>0, h>o.

Beweis: Da
n!

k j n—k

folgt 1) unmittelbar; andererseits ist 2) eine unmittelbare Folgerung aus der Identitt

Azf = X f(k) ( + th> dtl s dtk
(0,h]

=1

ist. O

Korollar 4.10 Eine Funktion f € C(I) ist genau dann konvex, wenn alle ihre Bernsteinpoly-
nome B, f, n € N, konvex sind.

Ubung 4.6 Zeigen Sie: f € C(I) ist genau dann konvex, wenn A? f(x) > 0 fiir alle h > 0 und
alle x mit x, x + 2h € 1. O

Eine weitere “shape”-Eigenschaft, die wirklich groe Bedeutung in der Praxis hat, ist die Va-
riationsverminderung. Um auch zu wissen, was da wirklich vermindert wird, erst einmal eine
Definition.

Definition 4.11 Sei f € C(I).

1. Die totale Variation von f ist definiert als

V su x . 4.9
(= Singz | (wy40) = f (7)) (4.9)
2. Die Variation eines Vektors (f; : j =0,...,n) ist definiert als als

n—1
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Ubung 4.7 (Geometrische Interpretation der Variation eines Vektors)
Essei f = (f; : 7=0,...,n) € R"™ und sei {; die auf den Intervallen [Z, Jil], j =

n

0,...,n — 1, stiickweise lineare Funktion, die aulerdem
J .
el =) =f; =0,...
f (n) f]> J ) , I,
erfiillt. Zeigen Sie,daB V' (f; : j=0,...,n) =V ({;). O

Bemerkung 4.12 Die Summe bei der Definition der totalen Variation in (4.9) ist eigentlich gar
nicht so schlimm: Ist namlich f (x;_1) < f(x;) < f(xj11), dann ist der enstprechende Teil
der Summe

A+ (f () = f i) + (F () = f(25) + o=+ faj) = f(zj-0) + -

und man kann den Punkt x; also getrost weglassen.
Mit anderen Worten: Man konnte genausogut gleich iiber die lokalen Extrema summieren®’;
das erkldrt wohl auch den Namen ein bifichen besser.

Satz 4.13 (Variationsverminderung durch Bernsteinpolynome)
Fiir f € C(I) undn € N gilt

V(B.f) SV (f(L) : 5=0,...,n) SV(f). (4.11)

Bemerkung 4.14 Es gibt noch einen anderen, geometrischen, Begriff der Variationsverminde-
rung: Ein Operator T wird als variationsvermindernd bezeichnet, wenn T f mit einer beliebigen
Gerade hochstens so viele Schnittpunkte hat wie f selbst. Auch diese Eigenschaft besitzen die
Bernsteinpolynome, aber zu deren Beweis miifite man etwas weiter ausholen, es wdre eher Stoff
fiir eine CAGD® —Vorlesung.

Wichtigster Bestandteil des Beweises von Satz 4.13 ist eine kleine Beobachtung iiber die totale
Variation, die auch die Grundlage der Definition des Stieltjes®~Integral [ df ist.

Lemma 4.15 Fiir f € C'(I) ist

V(f) < / ()] dt. @.12)

83Was natiirlich besonders schon ist, wenn eine Funktion nur endlich viele davon haben kann, wie zum Beispiel
Polynome.

84computer Aided Geometric Design.

85Thomas Jan Stieltjes, 1856—1894, hollindischer Analytiker, schaffte es, dreimal durch die AbschluBpriifung
zu fallen; wegen des fehlenden Universitdtsabchlusses wurde ihm spiter vom Ministerium (bzw. wegen eine konig-
lichen Dekrets vom 12.3.1884) der Analysis—Lehrstuhl in Groningen nicht zuerkannt, obwohl er der Wunschkan-
didat der Kommission war.
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Ubung 4.8 Zeigen Sie: In (4.12) gilt sogar Gleichheit. &

Beweis: Fiir jede Wahl von Punkten zyp < --- < x,, € I ist

n—1 n—1 Tjt1 n—1 Tj+1 Tn
Do) = f )] = Y / f1(t) dt SZ/ ()] dt:/ [ (B)] dt
Jj=0 j=0 |V %i j=0 7 %Tj To
< [irol
I
was sich auch auf das Supremum iiber alle solchen Ausdriicke, V' (f) iibertrégt. O

Beweis von Satz 4.13: Unter Verwendung von (4.2), Lemma 4.15 und Ubung 4.9 erhalten wir,
daf

v < [1esela= e s (1) Be
=0

1 1 . n—1 . 1
j n— n—
n/o Aijnf (E) BI(t) dt:nE A f (%)‘/0 BIN(t) dt

Jj=0 S
n—

dt

n

IN

Il
=)

J

—_

F(E) ()| =re@ s izonm < v,

n

<.
Il
=)

und das war’s auch schon. O

Ubung 4.9 Zeigen Sie: Fiir n > 0 ist

1
1
BM(t) dt = i =0,...,n.
/0 7 (t) 1 J=0...n

¢

Ubung 4.10 Zeigen Sie: Die polynomiale Bestapproximation ist im allgemeinen nicht variati-
onsvermindernd. &

4.4 Der Preis: Saturation

Wir haben gesehen, dafl Bernsteinpolynome “schone” Approximanten sind, die viele Eigen-
schaften der Zielfunktion auf sich iibertragen. Man kann sich denken, dal es das nicht umsonst
gibt — und in der Tat werden wir einen Preis bezahlen, ndmlich “langsame” Konvergenz der
Approximationen, also eine schlechte Approximationsordnung.

Das Phianomen mit dem wir uns hier beschiftigen wollen, die Saturation, zeigt sich grob
gesprochen daran, dal man machen kann, was man will, besser als eine bestimmte Approxima-
tionsordnung geht’s eigentlich nicht.
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Definition 4.16 Sei o : R, — R eine stetige Funktion mit lim,_., p(z) = 0.
Eine Folge T,,, n € N, von Approximationsoperatoren heif3t saturiert mit Ordnung @, wenn

1. (“o—Klasse”, “triviale Klasse”)

lim o ' (n) [|T.f — fl| =0 — T.f=f, mneN. (4.13)
2. (“O—Klasse”) fiir jedes M > 0

(£ s s s = Al <o f V17 T =20 @

n—oo

Mit anderen Worten: Die “optimale” Approximationsordnung O (¢(n)) wird fiir eine hinrei-
chend grofie Klasse von Funktionen erreicht, jede “etwas bessere” Approximationsordnung
o (p(n)) hingegen nur von denjenigen Funktionen, die T, f = [ erfiillen, also trivialerweise
sehr gut approximiert werden.

Satz 4.17 Die Bernsteinpolynome B,, sind saturiert mit Ordnung o(n) = n=1,

Um einschitzen zu konnen, warum dieses Resultat so “unerfreulich” ist, muf3 man wissen, daf3
die polynomiale Bestapproximation beliebig schnell®® konvergieren kann, siehe Satz 5.3

Unser erstes (und fast wichtigstes) Hilfsmittel ist die “Voronovskaja—Formel” [84], aus der wir
sofort ersehen konnen, dafl3 die O—Klasse wirklich groB} ist, nimlich mindestens alle zweimal

stetig differenzierbaren Funktionen umfasst, deren zweite Ableitung nicht identisch verschwin-
det®’.

Satz 4.18 (Voronovskaja, [84])
Fiir jedes f € C?0,1] und x € [0,1] ist

lim n (Bof - f) (2) = 2L

n—oo 2

(). 4.15)
Beweis: Wir fixieren z € [0, 1] und bestimmen f () durch eine Taylor-Entwicklung um z als

f (%) = f(z) + (% — x) f(x) + (% — x>2 @ (4.16)

wobei §; € [%, a:] . Multiplizieren wir nun beide Seiten von (4.16) mit®® B} () und summieren
tiber j = 0, ..., n, dann erhalten wir unter Verwendung einiger Identititen aus dem Beweis von

86Und langsam

87Und das wiren, nur um daran zu erinnern, gerade II;, die linearen Polynome. Und da B,,p = p fiir p € II}
steht zu befiirchten, daf3 uns die nochmal begegnen werden . . ..

88Ja, das x hier ist dasselbe, das wir vorher festgehalten haben!
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Satz 2.2, daf3
Buf) = 31 (2) B = 1) 8@+ Y (L) B0
j=0 Jj=0 3:0 -
=1 =z—z=0
1) (2-) B 5 (L-2) @) - 1) By
) :Z?lrn—z) ’ ) :‘:($) ’
= f@+ U P+ LR, @17)

Bleibt also die Abschidtzung von R,,. Hierfiir wihlen wir wie im Beweis von Satz 2.2 wieder
0 > 0 und spalten auf, weswegen

n . 2
j 1! " n
Rl < 3 (L-0) 1976) - 0] Bte)
=0
J j )
- ¥ (L-e) PO rw s
i—x|<s <w(".5)
j 2
> (I-0) @) - 1) B
i-al>o <2)f7
n j 2 1 n j 4
< w0 Y (L-a) B 5 X (L-0) B,
= J=0 )
_Z?L@ S%
siehe Ubung 4.11, also
”,(5 C
n|R,(z)] < % + ol (4.18)

Nun wihlen wir fiir vorgegbenes ¢ > 0 wieder zuerst J so klein, daB w (", 0) < 2¢ und dann n
so grof ¢ < 5, so daB, nach (4.18)

s s?
lim n||R,| = 0.
Einsetzen in (4.17) liefert somit, daf3
. (1l —x 1 .. z(l—z
lim (Bof ) @) = D Pyt Ruw) = 2 ),

=0

was gerade (4.15) ist. O
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Ubung 4.11 Zeigen Sie: Es gibt eine Konstante C, so daB
n . 4
J no C
=0

Hinweis: Bestimmen Sie mit denselben Methoden wie im Beweis von Satz 2.2 das Polynom
exakt. &

Fiir den Beweis des “o—Satzes” gehen wir geometrisch vor und verwenden eine Idee von Amel’kovic
[2] bzw. von BajSanski und Bojanié [5]; dazu benotigen wir die folgenden Beschreibung der
Konvexitit.

Satz 4.19 Fiir f € C(I) sind dquivalent:

1. f ist konvex.

2. B, f ist konvex, n € N.
3. Fiirn € Nist B,f > Byy1f.
4. Fiirn e Nist B, f > f.
5. Fiir x € [0, 1] ist
limsupn (B,.f — f) () > 0. (4.19)

Korollar 4.20 Fiir f € C(I) sind dquivalent
1. fell.

2. Esist
lim n |B,f — f|| =0

3. Fiir jedes x € [0, 1] ist
lim n(B.f — f) (z) = 0.

Beweis: Die Schliisse 1) = 2) = 3) sind trivial. Ist aber die Limesbedingung in 3) erfiillt, so
ist fiir jedes = € [0, 1]
0= lmn(B,f—f)(z)=limn (f — B.f) (z),
n—oo n—oo N———
=Bn(=f)~(=f)
also sind f und — f konvex, das heilit, f ist gleichzeitig konvex und konkav und damit eine

affine Funktion. U

Um uns den Beweis ein klein wenig einfacher machen zu konnen, verwenden wir eine “Formel”

aus dem Reich der “angewandten” Bernsteipolynome alias Bézier—Kurven® .

8Dem Namen Bézier sind wir ja vorher schon begegnet; Bézier—Kurven sind Bestandteil jedes Grafikpro-
gramms, ein Hilfsmittel zur Modellierung von sogenannten “Freiformkurven”.
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Lemma 4.21 Fiir n € Ny gilt die Graderhthungsformel

n n+1 ) '
n Nt pontlode 0
;ijj—;f]Bj . L= ] f;+n+1fH, j=0,...,n+1. (420

Beweis: Wir rechnen einfach nach, daf3

n+1 n+1 n+ 1 ] j
7 pn+l o - n+1
2 5B =2 (o ) B

j=0

“n+1—j . j+1 N
= Z—ijj“(x)—i—Zn—ijjill(x)

= n+1 = +1
“n+1l—j n+1 " i4+1 . n+1
— . 1—2)B" x B"
; ni1 Jinai— 1Y J($)+jz_:n+1fj+1 ()
= Y (=040 B szBn
j=0
gilt!. O

Beweis von Satz 4.19: Die Aquivalen z von 1) und 2) haben wir ja schon (Korollar 4.10),
aullerdem ist 3) = 4) = 5) trivial, so da} nur noch zwei Sachen zu beweisen bleiben:

1) = 3): Mita; = L ist

Jj—1 j_J o (nt1)j—j J
_ l—a) L=< 2 = —
Y +1-a) n o n n n(n+1) n+1’

weswegen mit der Graderhohungsformel (4.20) fiir jedes konvexe f € C'(1)

n+1 . . .
Buf = Bupif = ) (%’f(g%) + (1 —oy) f(%) —f(nil)>3?+l

jZO .

v~

>0

Vv

0
gilt.

5) = 1): Angenommen, f wire nicht konvex, dann gibt es Punkte zq < 2’ < x1, 2’ = axg +
(1 — a)xy, so daB
f(@)>af(zo) +(1—a)f(z),

PBeziiglich der Monombasis liBt sich jedes Polynom vom Grad n auch als eines vom Grad n + 1 schreiben,
indem man den “Leitkoeffizienten” a, 41 gleich Null setzt; bei Verwendung der Basen BY', j = 0,...,n, bzw.
B}’H, 7 =0,...,n 4 1, ist das, wie man sieht, nicht mehr ganz so trivial.

9IRichtig schon wird diese Formel erst nach Einfiihrung baryzentrischer Koordinaten und in mehreren Variablen.
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also

f@)>af(x)+(1—a)f(z)+ea’ (1-2)
fiir ein hinreichend kleines € > 0 — schlieBlich ist ja 2’ € (0, 1). Sei ¢ € II; die lineare
Funktion mit ¢ (z;) = f (x;), j = 0,1, und

g(x) =l(x) +ex(l —x) — g@) < f(), g(xj)>f(x;), j=0,1

Daher gibt es ein Intervall [a, b] C [xg, 21], so daB
(f_g) (ZE)>0, xe[aubL

und es gibt eine Stelle z* € [a, b], wo f — g sein erst recht positives Maximum annimmt.
Seiena < ' < x* < b’ < b, dann ist fiir x € [d/, V]

0> (f—g)(x)=(f—9) (),
also
fl@) <g(x):=g@)+(f—g) (@) und  f(z")=g(a").

AuBerdem setzen wir g auBerhalb von [da’, '] zu einer zweimal stetig differenzierbaren
Funktion auf [0, 1] fort, und zwar so, daB g > f gilt — das 14Bt sich ohne weiteres errei-
chen. Jetzt haben wir’s auch schon fast geschafft: Da g € C?[0, 1], konnen wir Satz 4.18
anwenden und erhalten, daf3

limsupn (B,f — f) (z*) < limsupn <Bn§(x*) —f (:1:*)) = lim n (B,g —9g) (")

N—— n—oo

n—00 n—00
=g(z*)

(1 —z%), (1 —z%) [ d?

= g ey = 200D (@eazu —x>) )= —ea (=),

N

TV
=—2e

also
limsup (B, f — f) (z*) <0,

n—oo

im Widerspruch zu (4.19).
O

Bemerkung 4.22 Der zweite Teil des obigen Beweises wird gerne auch als “Parabelmethode”
bezeichnet.

1. Diese Methode geht auf H. A. Schwarz*zuriick, siehe [28], der diese Idee benutzte, um
zu zeigen, daf3

s £ 1) = 20 (2) + S = )

u e >0, rel,
h—0

“Hermann Amandus Schwarz, 18431921, ein Schiiler von WeierstraB, Professuren in Ziirich (ETH) und
Gottingen, bevor er sich 1892 auf der WeierstraB—Nachfolge in Berlin “zur Ruhe setzte” (die Bemerkung stammt
von Bieberbach). Arbeitete unter anderem an der Theorie der Minimalflichen und ist durch die Cauchy—Schwarz—
Ungleichung “verewigt”.
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zur Konvexitit einer stetigen®® Funktion f dquivalent ist.

2. Tatscichlich besteht die Idee darin, eine Funktion an ihrem Maximimum lokal nicht nur
durch eine Gerade, also die “Tangente”, sondern durch eine passend gekriimmte Parabel
zu beschrinken, siehe Abb. 4.2.

x1 x1

x0 x0 x*

Abbildung 4.2: Die “Parabelmethode”: Zuerst “quetscht” man die Parabel zwischen die Ge-
rade und unter die Funktion und dann schiebt man sie an der Stelle, an der der Unterschied
maximal wird, nach oben, so daf} sie dort beriihrt und die Funktion — zumindest lokal —
majorisiert.

Und in der Tat ist die Saturation, die eher geméchliche Konvergenz der Bernsteipolynome ein
Preis, den man unvermeidbar fiir die “Shape properties” bezahlen muB3. Es gilt ndmlich das
folgende Resultat von Berens und DeVore [6].

Satz 4.23 Sei T,, : C[0,1] — I, eine Folge von polynomialen Operatoren®, die Positivitiit
beliebiger Ordnung erhalten:

9 >0 — TWf>0, neN.
Dann gibt es ein f € C(I), so daf B,f < T,f, n € N, genauer: mit f = (- — z)* ist

s(l-=) B.f(z) <T,f(x)

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn T,, = B,,.

Ubrigens ist bereits Positivitdt eines linearen Operators eine ganz schon heftige Einschriinkung,
wie die folgenden Resultate von Korovkin zeigen — die eine ganze “Korovkin—Theorie” aus-
gelost haben.

PFir f € C2(I) ist das Ganze ziemlich klar, denn der (symmetrische) Differenzenquotient konvergiert
gleichmiBig gegen f”(x), wie man praktisch sofort aus einer Darstellung entsprechend (4.5) ersieht.

94Es ist schon wichtig, da der Grad von T, f < n ist, denn ansonsten kann man trivialerweise “superschnelle”
Approximationsoperatoren konstruieren, z.B. T,, = By~ oder derartigen Blodsinn.
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Satz 4.24 Sei T}, n € N, eine Folge positiver Operatoren.
1. Es gilt
lim | T.f — f =0, feC() <= lm|T.f-fll=0, fe{lza"}.

2. T, ist saturiert mit Ordnung bestenfalls n=2.

4.5 Multivariate Bernsteinpolynome

In diesem Kapitel sehen wir uns ein paar dieser Konzepte in mehreren Variablen an, wobei wir
nicht mehr jedes Detail beweisen wollen. Bernsteinpolynome auf Dreiecken und hoherdimen-
sionalen Simplizes wurden unabhingig voneinander von Lorentz in [45] und von Dinghas®’
[19] eingefiihrt.

Schligt man sich mit Simplizes im R? herum, ist es immer gut, die sogenannten baryzen-
trischen Koordinaten zu verwenden. Was das ist? Nun, seien v, . .., vy € R%, dann kann man
(siehe Lemma 3.13) jeder Punkt x € A :=[v; : j=0,...,d]als

x:Zuj(x)vj, Zu](x) =1, uj(x) >0, j=0,...,d, 4.21)
=0 =0

darstellbar. Der Vektor v = u(x) = (u;(x) : j=0,...,n) heibt baryzentrische Koordinaten
(siehe Abb. 4.3) von z beziiglich vy, . . ., v4. Schreibt man (4.21) als lineares Gleichungssystem,
so erhélt man, daf3

1 1 1
()
Vo1 --- V4 . T
. pr— 5
uq(z)
Vod --- Udd Tq
was genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn die Punkte vy, . . ., vy in allgemeiner Lage sind, das
heillit, wenn die Vektoren vy — vy, ..., v, — v linear unabhdngig sind. Denn schlieB3lich ist
1 ... 1 1 0 ... 0
Vo1 --- Uda Vo,1 V11 — Vo1 --- Vg1 — Vo1
+(d+ 1) voly(A) = det | . _ =det | . _ _
| Yod --- Vdd Vo,da Vo,d — Vod --- Vdd— Vod
V1,1 —Vo1 --- Vg1 — Vo1
| Y0.d — Yod --- Vdd — Vod

wobei vol;(A) das d—dimensionale Volumen des Simplex A bezeichnet.

9 Alexander Dinghas, 1908-1974, in Izmir geboren und teilweise dort, teilweise (seit 1922) in Athen aufgwach-
sen. Beitrige zur Funktionentheorie, insbesondere zur “Nevalinna-Theorie” oder Wachstum subharmonischer
Funktionen, und zur Differentialgeometrie.
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v(2)

u(0)

\
v(0) u2) (1)

Abbildung 4.3: Geometrische Interpretation der baryzentrischen Koordinaten, dargestellt
fiir d = 2: Der Punkt z unterteilt Simplex in d + 1 Teilsimplizes [V \ {v;} U{z}], j =
0,...,d, und die baryzentrischen Koordinaten sind das Verhéltnis des Volumens dieser
Teilsimplizes zum Gesamtvolumen des “gro3en” Simplex. Daf3 sich diese Koordinaten zu
1 summieren ist dann ziemlich offensichtlich — hier ist das Ganze eben doch nur die Summe
seiner Teile!

Definition 4.25 Mit ;
Sy = {u e R . u; >0, Zuj = 1}
=0
bezeichnen wir das Standardsimplex in baryzentrischen Koordinaten.
Ob wir nun Funktionen auf einem beliebigen nichtdegenerierten Simplex A € R oder gleicht

auf S, betrachten, das spielt nun, nach Einfiihrung baryzentrischer Koordinaten, eben gerade
keine Rolle mehr.

Definition 4.26 . Die Linge eines Multiindex o = (av, ..., aq) € NIt ist definiert als
d
ol =) ;.
=0
2. Mit
I, = {aeNI" : |a|=n}, n € Ny,

bezeichnen wir die Gesamtheit aller (homogenen) Multiindizes der Linge n.

3. Zu o € T, ist das Bernstein—Bézier—Basispolynom B, : S; — R definiert als

Ba(u) _ |Oé| ugco . .ugd —. (la’) u®.

ap! - - ay! o
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4. Zu f € C (Sy) ist das n—te Bernsteinpolynom B,, f definiert als
a
B,f = ) B,.
wf =3 F(5) Ba
OéEFn
Bemerkung 4.27 Definition 4.26 ist eine echte Verallgemeinerung von d = 1: Im Falle des
Standardsimplex I = [0, 1] istu = u(z) = (1 — z,z) und a = (n — j, 7).

Betrachtet man einmal beispielsweise ein dreidimensionales Simplex, so stellt man fest, daf3
seine Seiten Dreiecke, also zweidimensionale Simplizes, und die Seiten dieser Seiten Streckenziige,
also eindimensionale Simplizes, sind. AuB3erdem sind Punkte ja auch noch nulldimensionale
Simplizes. Solche Teilsimplizes kénnen wir adressieren iiber § € {0, 1}, indem wir

S5 = {uESd : u§(5} ~ S‘5|,1

einfiihren, siehe Abb 4.4. Dann ergibt sich die “Lokalitdtsformel” fiir multivariate Bernstein-

S(1,1,1)

/ S(0,1,1)

S(0,1,0
/

v(0) T v(l)
S(1.1.0)

Abbildung 4.4: Ein zweidimensionales Simplex (=Dreieck) und die entsprechenden Sub-
simplizes S;s.

polynome
(Buf)ls, = B (fls,) - § € {0,134+, (4.22)
wobei das Bensteinpolynom auf der rechten Seite eines in |§| — 1 Variablen ist. Und wirklich —

dieses “Innen—Rand”—Verhalten ist der Schliissel zum Verstdndnis multivariater Bernsteinpoly-
nome.

Ubung 4.12 Zeigen Sie: Sind 6y, ..., 5, € {0,1}%+!, dann gilt
5=\/¢; — Ss=[Ss, : =0,...,n],
j=1

wobei V das komponentenweise Maximum und [-] die konvexe Hiille bezeichnet. &

Um schon einmal einen Vorgeschmack dafiir zu erhalten, wie schon man mit baryzentrischen
Koordinaten rechnen kann, sehen wir uns das Gegenstiick der Graderhohungsformel an.
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Proposition 4.28 Es ist

ZfaBa: Z f/‘:)cBOm — f;zz & fa—eju OéEFn+1.
n+1

acl'y a€ly 1 7=0

Beweis: Mit

Z J/C;Ba = Z Z oc Zfazaj+1 a—l—ej

aclyp 1 a€ly11 j= 0 acl'y,

- Ozj+1 <n+1)! wote —
= Zfazn+1@o'<04]+1>‘ ' _(Zuj>

85

(4.23)

> faB

aEFn =0 aan
1
folgt die Behauptung. U
Um unseren Beweis des “o”—Resultats auf den multivariaten Fall iibertragen zu konnen, brau-

chen wir natiirlich Information inwieweit Konvexitit und monotone Konvergenz miteinander
zu tun haben. Dazu sollten wir erst einmal kldren, was Konvexitit genau bedeutet und noch ein

paar andere Konvexitétsbegriffe einfiihren.

Definition 4.29 1. Ein Vektor y € R heift Richtung in Sy, wenn es Punkte u,u' € Sy

gibt, so daff v’ = u+ vy, alsoy = v’ — u. Mit

d
Dd—{yeRd“ : Zyj—o}
=0

bezeichnen wir die Menge aller Richtungen in Sg.
2. Eine Funktion f € C (Sy) heif3t richtungskonvex in Richtung y € Dy, wenn
tfluty)+A—1t)flu) = flutty), tel01],

und konvex, wenn sie richtungskonvex in alle Richtungen y € Dy ist.
3. Eine Matrix A € R4 heift bedingt positiv definit®®, wenn

y"Ay >0,  yeDby

Ubung 4.13 Zeigen Sie: f € C (S,) ist genau dann konvex, wenn fiir alle k£ > 0

k k
f(ZUjuj>§Zvjf(uj), veS,, u,... . uFeS,
=0 §=0

Man bezeichnet (4.24) manchmal auch als Jensensche Ungleichung.

Und schon fillt uns ein Teilresultat von Satz 4.19 in den Schof.

%Der englische “Originalbegriff” lautet conditionally positive definite.

(4.24)
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Satz 4.30 Ist f € C (Sy) konvex, so ist B, f > Byi1f.

Beweis: Fiira € ', ist

d d d
a a—¢  _ & A e =
>t - s (S e e o

(6~ )

—_—— ——— Y
=|a|=n+1 =« :n(n+1):%+l
o (6%
 n+1
weswegen
d QL (6] e (6]
_ j —¢
Buf = Busif = ) (Zan( - )_f<n+1>)30‘20 (4.25)
OCEFTH»l\ ]ZO |
>0
ist. O

Die Konvexitit glatter Funktionen kdnnen wir nun recht einfach beschreiben.

Lemma 4.31 Eine Funktion f € C?(Sy) ist genau dann (strikt) konvex, wenn die baryzentri-
sche Hesse—Matrix
82

H p—
/ Ou; Ouy,

f3,k=0,...,d

(strikt) bedingt positiv definit ist.

Beweis: Fiir u € S; und y € D, betrachten wir die Funktion
Fy(t) = f(u+ty), tel CR,

die zu C*(I) gehort. Nun ist f genau dann konvex, wenn F/(t) > 0 fiir alle y € Dy ist, also

genau dann wenn
2

d
0< 5/ (u+rty) =y (Hf)y(utty),
was genau die Behauptung ist. U

Und hier haben wir den Salat: In zwei und mehr Variablen ist Konvexitit eine nichtlineare
Eigenschaft der zweiten Ableitung(en) und das muf3 ganz einfach fiir Schwierigkeiten sorgen,
denn unser wesentliches Hilfsmittel waren ja Satz 4.2 und Lemma 4.4, die uns sagen, da} jede
Eigenschaft, die man liber Linearkombinationen von Ableitungen beschreiben kann, von Bern-
steinpolynomen erhalten wird. Und tatsédchlich war die folgende Beobachtung von Schmid [73],
siehe [64], eine recht unerfreuliche Uberraschung97:

97Zumal Popoviciu in einer Arbeit behauptet hatte, daB auch in zwei und mehr Variablen Bernsteinpolynome
“offensichtlich” Konvexitit erhalten wiirden, was wieder einmal zeigt, dal man einerseits keinem trauen soll und
andererseits schon gar nicht, wenn jemand behauptet, dal es “offensichtlich” richtig wire.
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Bernsteinpolynome in zwei Variablen erhalten Konvexitdt nicht mehr, genauer: Das
Bernsteinpolynom zu |uy — us| ist nicht konvex.

Was also tun? Konvexitit ist offenbar nicht die “richtige” Eigenschaft, da eine nichtlineare Ei-
genschaft; also nehmen wir was anderes, eine Definition, die ebenfalls auf Schmid zuriickgeht.

Definition 4.32 [73, 64, 13, 66, 67]
Eine Funktion f € C (S,) heif3t achsenkonvex®®, wenn sie konvex in die Richtungen y = e;—ej,
1, k=0,...,d, ist.

Und in der Tat sieht Achsenkonvexitit eigentlich recht vielversprechend aus.

Satz4.33 1. Eine Funktion f € C*(S,), ist genau dann achsenkonvex, wenn

D? __ f(u) >0, u € 'S,.

ej—eg

2. Eine Funktion f ist genau dann achsenkonvex, wenn B, f fiir alle n € Ny achsenkonvex
ist.

3. Ist f achsenkonvex, dann ist B,,f > B,.1f.

Beweis: Fiir 1) brauchen wir nur zu sehen, dal3

fu+ty+hy) — f(uitty)
h

. d
Dyf(tu):}llg}l zaf(uﬂy),

also ist f € C? (S4) genau dann richtungskonvex in Richtung y € D4, wenn

d2
0= 72 (u+ty)=Dif (u+ty), u+tyeS,
und wenn wir ¢ = 0 setzen, dann erhalten wir die Behauptung.
Fiir 2) brauchen wir wieder Ableitungen von Bernsteinpolynomen. Da, fiir j = 0, ..., d,
0 ! a—e; ol N e
5o = g =l (1, =l B, @20

ist

DeoBuf = 3 (%) lal (Ba-e, = Ba-s,)

aGFn

0 ()25

-+ eg
= la| ) A(ejew/nf( - )Bm

OéEFn—l

9% Der Name kommt daher, daB die Kanten des Simplex auch als “Achsen” bezeichnet werden konnen, insbe-
sondere, wenn man das Simplex im R% so legt,daB vo = Ound v; = e;, 5 =1,...,d, ist.
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wobei
Ayf(u) = flut+y) — f(u), u €Sy, ye€Dy,
also
D2 .. =lal(jol=1) Y ALy nf (O‘+n2€k> B., (4.27)
a€l, o

was > ( ist, wenn f achsenkonvex ist, siche Ubung 4.14.
Um schlieBlich 3) zu beweisen, beginnen wir genau so wie beim Beweis von Satz 4.30, das
hei3t, wir wenden die Graderhohungsformel auf B,, f an und erhalten (4.25). Nur miissen wir
jetzt etwas sorgfiltiger argumentieren! Die entscheidende Beobachtung hierbei ist, daf die Sim-
plizes

o —ej

Aa: :jZO,...,d, Oéern+1
n

achsenparallel ist, das heif}t, alle ihre eindimensionalen Kanten

a—e, a—e; e —e )
— = , 25,k=0,...,d,

n n n

sind parallel zu den Achsen von S;. Und fiir achsenparallele Simplizes gilt eine besondere
Variante der Jensen—Ungleichung (4.24), die wir gleich in Lemma 4.34 kennenlernen werden
und die den Beweis komplettiert. U

Ubung 4.14 Zeigen Sie: f € C (S,) ist genau dann achsenkonvex, wenn

Ai(erek)f (u) >0, u+ h(e; —ey) € Sy, Jok=0,...,d

Lemma 4.34 [67]

Eine Funktion f € C (S,) ist genau dann achsenkonvex wenn

k k
f (Zvj uj> <> i fW),  vesy, (4.28)

fiir alle Punkte u°, . .., u*, die ein achsenparalleles Simplex aufspannen.

Bemerkung 4.35 Gleichung (4.28) erinnert sehr stark® an die Konvexkombinationen aus De-
finition 3.12. In der Tat ist eine Funktion konvex , wenn (4.28) fiir alle Punkte gilt, die dann
natiirlich trivialerweise ein Simplex bilden. Achsenkonvexitdt liegt vor, wenn wir uns dabei auf
achsenkonvexe Simplizes beschrdinken.

99Naja, wenn man bedenkt, dafl es sich ja auch hier um eine Konvexititseigenschaft handelt, dann ist das viel-
leicht nicht ganz so iiberraschend.
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Beweis: Wir beweisen (4.28) fiir den Fall, daB v; > 0,7 = 0, ..., k, der Rest folgt aus Griinden
der Stetigkeit. Damit sind die Zahlen

Yj

)\jzl—vo—u-—vj,l’ j=0,...,k,
wohldefiniert, erfiillen
=vj 140y
Aj>0 0 und 1= = 11__1):0___ ‘—_vjil > 0, also  0< )\ <1,

und wir konnen die Punkte

mittels der Rekursion
utIT = Nt 4 (1= ) u, (4.29)

initialisiert mit u*® = u%, £ = 0, ..., k, einfiihren. Wegen
el el Iy v Ry
uH T — T = e + (1= ) u = e — (1= A et = (1= )) (u I —u ]>

ergibt sich per Induktion, daB jede Kante u’’ — v, 0,0/ = j,... .k, j =0,...,k, parallel zu
einer Achse von Sy ist und somit ist fiir j =0,...,k—1lund{ =75+ 1,... k

) = F(u? + (1= X)) u7) < Nf (u) + (1= N) f (u®) . (4.30)

Da auBerdem fiir =0, ...,k

)\4—1 ol » g_ll_/U()_"'_'Uj_
fjl;[O( - j)—1_1,0_...@@_1]1101_U0_...Uj_1 = Yo
ist
WP = Ny PR (1 = ) bR

frd )\k_l ()\k_2uk_2zk_2 + (1 _ )\k_Q)uk_Lk_2)
+ (1 - )‘k—l) ()\]%2 uF—2k2 + (1 N )\’%2) uk’k72)
= Apout2E2 4 (T — A1) Mo wkFbk=2 (1= Mer) (1= o) =

k /-1 k

= Z)\g H(l—)\g)&:ZvjuJ:u

(=0 j=0 —uf  J=0
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Mit (4.30) ist schlieBlich
fw = f") > o f YY) + (1= M) f (WP

(V4
>
&~
—~
—_
|
>
N
—
—
<
j\
=)
S—
I
<
Il M?r
o
=4
<
—
—
<
<
S~—

also gerade (4.28).
Die Umkehrung folgt trivialerweise aus dem Fall £ = 1. U

Leider reicht aber Achsenkonvexitit trotzdem nicht; es war wieder einmal Schmid, der ein
Beispiel fiir folgende Aussage angab:

Es gibt ein Polynom p, das nicht achsenkonvex ist, aber B,,p > B, 1D erfiillt.

Was diese Umkehrung ist, das weifl man zwar'®, man kann’s aber (noch) nicht beweisen. Was
noch recht einfach ist, sind die sogenannten Umkehrscdtze fiir Konvexitdt.

Satz 4.36 Erfiillt f € C(S,) die Bedingung B, f > f, so nimmt f sein Maximum in einem
Eckpunkt von Sy an.

Solche Umkehrsitze sind motiviert durch die Tatsache, daB3 konvexe Funktionen auf S; diese
Eigenschaft haben!®'; ein solches Resultat wurde zuerst in [12] fiir den bivariaten Fall angege-
ben!®?, dann von Dahmen und Micchelli in [14] mit anderen Methoden, sogenannten Opera-
torhalbgruppen'®, fiir beliebig viele Variablen behandelt; der vereinfachte Beweis, den wir hier
angeben, stammt aus [65].

Beweis von Satz 4.36: Angenommen, f hitte sein Maximum an einer Stelle z* im Inneren von

S4. Dann ist
f(x*> = f(l’*) B, = f ) By > an * )
2 2 LB B
S >f(%)

=1
da fiir alle o mit o; = 0 fiir ein j ja “>" gelten muf3. Also muB f sein Maximum auf dem Rand
annehmen. Mit (4.22) konnen wir dasselbe Argument auf den Rand anwenden und kommen so
in die Ecken. O

Ganz zum Schluf3 noch schnell die Antwort auf die Frage: “Und was ist nun die Beschreibung
der monotonen Konvergenz?”.

10Es handelt sich um eine Form von Subharmonizitit, in “lesbarster” Form sind diese Fakten wohl in [68] zu
finden, auch wenn das hier wie Eigenwerbung klingen mag. Vielleicht ist’s ja aber auch eine . . .

191Wie iibrigens auch subharmonische Funktionen [61] oder subharmonische Funktionen beziiglich strikt ellipti-
scher Differentialoperatoren zweiter Ordnung, siehe [25].

102Im Anhang dieser Arbeit findet sich die Bemerkung, es wiirde bereits ein Kollege der beiden Autoren den
trivariaten Fall behandeln, was technisch aber sehr viel schwieriger sei — wie sowas weitergehen kann, das 1463t
sich leicht an den Fingern erst einer, dann beider Hinde abzihlen . . .

103Eine Operatorhalbgruppe ist eine Familie T}, t € R, von Operatoren, die die Eigenschaft haben, da sich die
Halbgruppenoperation “+” in R auf die Operatoren tibertrigt, das heilit, daB 7,73 = Tsy¢, s,t € Ry ist. Solche
Operatoren besitzen eine Vielzahl von interessanten Eigenschaften, insbesondere auch im Approximationskontext,
siehe [11].



4.5

. Fiir jede offene Kuge
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. Der Voronovskaja—Operator fiir multivariate Bernsteinpolynome hat die Form

d

) UL PEE ) S E R Do
== U, == Ujm—— — = U j———
2 I e 2 =0 8UZ8UZ 2 “= ]8ui6uj

j:D 1,]=

und erfiillt
lim n(B,f—f) =4, feC?(Sy).

n—oo

. o ist ein (strikt) elliptischer'® Differentialoperator zweiter Ordnung im Inneren von Sy,

der degeneriert, wenn man sich dem Rand von S; nihert, im Inneren dieses Randes 105
aber wieder ein elliptischer Operator in entsprechend weniger Variablen ist.

1'% B, deren Abschlul im Inneren von S; liegt, ist das Dirichlet—

Problem

A op(f)(u) =0, weB,  ¢p(f)(u)=f(u), uedB,

eindeutig 10sbar.

. Eine Funktion f € C(S,) heit subharmonisch in Sy, wenn fiir jede solche Kugel B

f < ¢p(f) auf ganz B gilt und subharmonisch auf S,;, wenn sie subharmonisch in Ss,
§ € {0, 1} ist — das ist eine echt stiirkere Bedingung.

. Man kann nun praktisch genau wie im Beweis “5) = 1)” von Satz 4.19 zeigen, da3

limsupn (B, f — f)(u) >0, ue€Sy — f subharmonisch auf S,.

n—oo

. Die Vermutung ist nun naheliegend: Subharmonizitit auf S, ist die gesuchte Verallge-

meinerung der Konvexitit . . .

. Dies kann man auch tatsichlich fiir sehr nah verwandte Approximationsoperatoren zei-

gen, nimlich sogenannte Bernstein—Durrmeyer—Operatoren, bei denen anstelle der Pun-
kauswertungsfunktionale Integralmittel verwendet werden:

)= @,

natiirlich mit geeigneter Normierung, so daf die konstante Funktion wieder alle Koeffizi-
enten mit Wert 1 liefert. Sy, ist dabei die durch die von Null verschiedenen Koeffizienten
von « indizierte gegebenefalls niederdimensionale Seite von S;.

104Was auch immer das ist. Nachschlagen kann man’s beispielsweise in [25].
105 A150 einige u; = 0, der Rest > 0.
1061m intuitiv baryzentrischen Sinne, was auch immer das nun schon wieder ist.
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There’s probably a smart way to play
this, but I just can’t think of it at the
moment.

R. Chandler, Trouble is my business

Approximationsordnung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns jetzt endlich mit der quantitativen Approximationstheo-
rie, genauer gesagt, mit der Frage, wie schnell die (trigonometrisch) polynomialen Bestappro-
ximationen einer Funktion gegen diese Funktion konvergieren und was die Konvergenzraten
tiber die Funktion aussagen, denn daf} diese Bestapproximationen konvergieren, das wissen wir
ja von den Dichtheitsaussagen, z.B. aus Satz 2.7 (Stone—Weierstra3). Die “harte” Approximati-
onstheorie, die wir in diesem Kapitel betreiben wollen und die ohne technische Abschitzungen
leider nicht auskommt, ist auch durch numerische Anwendungen motiviert, wo es immer wieder
darum geht, aus der Approximierbarkeit gewisser Funktionen auf die Qualitit eines Verfahrens
zu schliessen. Doch zuerst einmal ein klein wenig Notation.

Definition 5.1 Sei'”’ [ = [~1,1];

1. Mit'%®
T, :=spang {1, cosz,sinz,...,cosnx,sinnc}

bezeichnen wir die trigonometrischen Polynome vom Grad < n und mit
I1,, :==spang {1, z,...,2"}
die algebraischen Polynome vom Grad < n.

2. Die Approximationsgiite von T, bzw. I1,, in C(T) bzw. C(I) bezeichnen wir mit
Ey(f) =d(f.Tn) = mf [|f —pllp, [ e€C(T), (5.1)

bzw.
En(f) =d(f,11,) = nf If=opll;,  feC{). (5.2)

107Schon wieder ein neues “Standardintervall”! Aber der Grund ist einfach: Um die Resultate fiir trigono-
metrische Polynome auf algebraische Polynome iibertragen zu kénnen, werden wir die Variablentransformation
x = cos f verwenden.

108Eg sei betont, daB es sich hierbei nicht um den lateinischen Buchstaben “T” (groBes “t”), sondern um den
griechischen Buchstaben “T” (grofles “7”°) handelt!
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Bemerkung 5.2 Die Approximationsgiiten EY (f) sind subadditiv und positiv homogen beziiglich
f: Fiir f,g € C(T) und A € R ist

EX(f+9) <EX()+EP(g) und  ES(Af) = [NES(f). (5.3)

Denn: Ist p Element bester Approximation von f und q Element bester Approximation von g,
dann ist

EX(f+9) <If+9—@+all <If —pll+If —all = EX(F) + EP(9),

und da \p die Bestapproximation zu \f ist'?, ist
EY (N f) =N f = pl = AL = pll = A ED(f).

Da T, C T4 bzw. I, C 11,4, gilt, sind EX(f) und E,(f) fir jedes f € C(T) bzw.
f € C(I), monoton fallende Nullfolgen, letzteres aufgrund der Dichtheitsaussagen. Wir wer-
den uns in diesem Kapitel mit der Frage beschiftigen, fiir welche Funktionen diese Nullfolgen
wie schnell gegen Null konvergieren und, umgekehrt, welche Schliisse man aus “schneller”
Konvergenz ziehen kann.

5.1 Ein Satz von Bernstein

Unsere erste Aussage wird ein Satz von Berstein aus dem Jahre 1938 sein, der uns sagt, daf}
beliebig gute und beliebig schlechte Approximationsordnung méglich sind.

Satz 5.3 Zu jeder monoton fallenden Nullfolge €, n € Ny, gibt es eine gerade Funktion f €
C(T), so daf
EX(f) = en, n € N. (5.4)

Der Beweis beruht auf einer Folge von einfachen Beobachtungen, die wir in ein paar Lemmata
zusammenstellen wollen. Aus Ubung 3.10 wissen wir ja schon, daB eine gerade Funktion auch
eine gerade Bestapproximation haben muB, ist also f gerade, dann ist die''® Bestapproximation
t*, definiert durch E*(f) = ||f — t¥||, auch eine gerade Funktion, was heiBt, daB

*
am

t(z) = 20 + Z ay, ; COS JT, reT. (5.5)
j=1

Lemma 5.4 Fiir f,g € C(T) ist die Funktion
YN =E,(f+Ag), AER,

stetig in \.

109\ an denke nur an den Alternatensatz, Satz 3.24.
1OWir haben es ja mit einem Haar—Raum zu tun!
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Beweis: Mit (5.6) und (5.3) erhalten wir fiir A\, \' € R, dal

[N =N = [EL(f+Ag) = EL (f+ Ng)| S EL (F+Ag— f = Ng)
= X=X Eq(9),
woraus die Stetigkeit unmittelbar folgt. U

Ubung 5.1 Zeigen Sie, daB fiir f, g € C(T) die Ungleichung
EL(f—9) 2 |E(f) = EL(g)l,  neN, (5.6)

gilt.
Hinweis: Beweis von (5.3). &

Lemma 5.5 Sei f € C(T) gerade.
1. Es gibt Konstanten \,, n € Ny, so dafs
E;: (f + )\n+1 COS(?”L + 1) ()) = E:L—i-l(f)a n e NO- (57)

2. Zu jedem ¢ > E | (f) gibt es einy € R, so daf3
E,(f+vycos(n+1)(-)) =e. (5.8)

Beweis: Da E(f) = E(f + p) fiir jedes p € T,,, erhalten wir mit ¢}, | aus (5.5), da3
E:L—i-l(f) = E:L-H (f - @;+1,n+1 COS(n + 1)()) < E:L (f - a;—i—l,n—&-l COS(n + 1)())
= E: (f_tq*u-l) < Hf_t;kz—&-lH :E;+1(f)7

also ist A1 := —ay, 4, die gesuchte Konstante in 1).
Fiir 2) betrachten wir die Funktion

(X)) = E; (f + A cos(n+1) (),
die, nach Teil 1), ¢ (Ay41) = E 1 (f) < eerfiillt. Und da cos(n + 1)z € Ty4q \ Ty, ist
lim ¥(3) = oo,

und wegen der in Lemma 5.4 bewiesenen Stetigkeit von 1) muf} auch ein v geben, an dem 1) den
Zwischenwert € annimmt. [

Nun formulieren und beweisen wir Satz 5.3 fiir endliche Folgen ¢y > --- > ¢, — allerdings
gleich noch mit einer “Nebenbedingung”.

Proposition 5.6 Fiir jede Wahl von ¢y > --- > ¢, > 0 gibt es ein gerades trigonometrisches
Polynom t € T, 11, so daf3
* o €k, 0 S k S n,
Ekj(t)_{o’ k2n+17 kENO’

und ||t|| = eo.
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Beweis: Wir wihlen f = 0 in Teil 2) von Lemma 5.5, dann ist £, 1(f) = 0 und es gibt eine
Konstante 7,11, so daf}

Er (f + ynp1 cos(n + 1)(.2) .
o
Mit demselben Argument gibt es, fiir k =n — 1,...,0, Konstanten 7,1, so daf}
e = B (fiet + s cos(k+1)())
;?k
Da auBerdem fj1 — fx € Tk4q ist zudem fiir £ > k

€Ty
—_—~

1
B (f) = B (fe+ 3 fiv1 = f3) = Bi (fo) = 0
=k —
ET]'+1 cTy
weswegen das so konstruierte f, € 75,1 die Forderungen
El;k(f(J):gk? k:(),...,n,
erfiillt. SchlieBlich setzen wir ¢ = fy — ¢ (fo), so daB

1t = [.fo — to (fo)ll = EG (fo) = €0
ist. U
Und nun haben wir eigentlich fast alle Hilfsmittel fiir den Beweis von Satz 5.3 beisammen —

alle, bis auf eines, das wir aber in Abschnitt 5.4, genauer in Satz 5.13 beweisen werden, namlich,
daf
[5~!]

w(f,0) <M Y Ei(f), §>0,feC(T), (5.9)
=0
wobei die Konstante M von f und ¢ unabhiingig ist.
Beweis von Satz 5.3: Fiir n € N konstruieren wir nach Art von Proposition 5.6 trigonometri-
sche Polynome ¢,, € 1,11, n € Ny, so dal
Ei(t,) =¢x, k=0,...,n, und Er o (tn)=E, o (ty) =---=0.
Da ||t,|| = €0 und da fiir jedes 0 > 0 und n € Ny
] ]
W (tn,0) S MS Y Ej(t)) S M35 Y g,
j=0 T~ =0
G{Ej,()} ——
—0

ist die Folge t,, gleichmiBig beschriinkt und gleichgradig stetig!!'!, daher enthiilt sie nach dem
Satz von Arzela—Ascoli''?eine Teilfolge, die gleichmiBig gegen das gesuchte f € C(T) kon-
vergiert. U

' Auch als “gleichstetig” bezeichnet.
12¢Grundwissen Analysis”? Siehe beispielsweise [30, Satz 106.2, S. 563].
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5.2 Trigonometrische Polynome I: Stetige Funktionen

Da also die Approximationsgiite £ ( f) fiir n — oo beliebig schnell und beliebig langsam gegen
Null konvergieren kann, ist es jetzt an der Zeit, sich mal mit der Frage zu beschéftigen, wie man
Funktionen an der Konvergenzrate von £ erkennen kann und umgekehrt.

Definition 5.7 Eine Funktion f € C(T) ist lipschitzstetig!'® von der Ordnung 0 < o < 1,

e |f(z) = f (@)
) — T
sup T
x#x' €T |ZE — T |

< 00,
was wir auch als f € C%(T) schreiben werden.

Wir konnen Lipschitzstetigkeit auch durch den Stetigkeitsmodul ausdriicken und erhalten dann,
daB fir0 < ae <1

feCc*(T) = supd “w(f,0) < oc. (5.10)

6>0

Und in der Tat ist es in erster Linie mal Lipschitzstetigkeit, die fiir die Konvergenzrate der
Approximationsgiite verantwortlich ist.

Satz 5.8 Fiir0 < a < lund f € C(T) ist

f e — supn® EX(f) < oc. (5.11)

neN

Wir werden den Beweis in zwei Teilen anpacken, indem wir zuerst in 5.3 die Richtung “=" zei-
gen, die sogenannten Jackson—Sdtze, und uns dann in 5.4 die Richtung “<", auch als Bernstein—
Sditze bekannt, vorkniipfen.

5.3 Trigonometrische Polynome Il: Jackson-Satze

Legen wir also los! Das erste Resultat, die Beschrankung der Approximationsgiite durch den
Stetigkeitsmodul, geht auf Jackson''* [32] zuriick, siehe auch [33].

Satz 5.9 (Jackson—Satz)
Es gibt eine Konstante M > 0, so dap3 fiir alle f € C(T) und n € Ny die Ungleichung

EXf) < Mw (f, %) (5.12)

gilt.

"3Rudolf Lipschitz, 1832-1903, Beitriige zu Fourierreihen, algebraischer Zahlentheorie, partiellen Differential-
gleichungen und Potentialtheorie.

H4Dynham Jackson, 1888-1946, die Resultate enstanden im Rahmen seiner von Landau betreuten Dissertation.
Schrieb eines der ersten Biicher iiber Approximationstheorie, [33].
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Das entscheidende Hilfsmittel zum (iiberraschend einfachen) Beweis von Satz 5.9 ist wie in
Abschnitt 1.2 ein Faltungsoperator, genauer, sogar eine Variation des Fejér—Kerns aus (1.13):
Fiir n € N ist der n—te Jackson—Kern definiert als

sin Zx

4
Tu(x) = g, i (2) = pan ( : ) , >0, z€T, (5.13)

Sin 51‘

wobei ju, so gewihlt werden soll, daB [, J,(t) dt = 1. Ein Plot der Jackson-Kerne ist nicht
besonders aufregend: Er hat eigentlich nur einen “Peek’ an der Stelle x = 0, der “oszillierende”
Teil wird praktisch unsichtbar.

Lemma 5.10 Es gibt Konstanten My, > 1, k = 0,1, 2, so dafs

M 'k < / tR T, (t) dt < Mpn™", k=0,1,2. (5.14)
0
Beweis: Da die Funktion sin /2 auf [0, 7| konkav ist, ist fiir z € [0, 7]
ZL’_?T—I_O A R 2/2 tdt<x
P Sin —|—7Tsm2_31n2— ; CcOoS =5
— <1
=1
also . R
- < — < = 0, m|. 5.15
—<sing <o, z €0, 7] (5.15)

Somit ist fiirn € N

sin 24\ T /sin 2¢\ T /sin 2¢\* 4 m/2 fsint\
T [y o [ () et (50
T Slnit 0 Slﬂﬁt 0 ;t n 0 Et

=:M<oo
und ganz analog
con 4 /2 : 4
SN & t
/(%nf) dt24n3/ (—Sm> dt,
T \ sin 51 0 t
—m>0
das heif3it
3 -1 n’rt
man® < p, - < M 1 n € N. (5.16)

Somit ist fiir k = 0,1,2undn € N

sin 2¢\ 4 4 sin 2¢\ 4
/thn(t)dt = un/tk ( f) dt§27r4un/ tk (—2) dt
T T Slnﬁt 0 t

94 /7r (sin%t)4 <47T4 1 (n>4k /””/2 sin4tdt
= 21U, 2 T o
a 0 1Ak n 4mn3 \2 0 Ak
ok—d_4 oo Gdy
<t 1 g
m ot

~-
<o
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sowie . A
2 * ¢in*t
t* T, () dt >nF = —_dt,
[ mwarzn g [
>0
woraus (5.14) unmittelbar folgt. ]

Ein kleiner “Fehler” des Operators J, ist, da} er ein trigonometrisches Polynom vom Grad
2n — 2 ist und somit auch liefert, siehe Ubung 5.2, und wir hitten halt nun doch gerne ein trigo-
nometrisches Polynom vom Grad < n. Also setzen wir K, = J|,,/2)41, n € N und definieren
den Jackson—Operator J, als

Inf =Ky *x f, n € N. (5.17)
Und obwohl die Bestapproximation nicht linear von f abhiingt, sieche Ubung 5.3 hat trotzdem
dieser lineare Faltungsoperator bereits dieselbe Approximationsgiite.
Ubung 5.2 Zeigen Sie, daB J,, € T, ist. %
Ubung 5.3 Seien t*(f) € T,, n € N, die trigonometrische Polynome bester Approximation
zu f € C(T). Zeigen Sie, daf3 die Operatoren 1), : f — t!(f), n € Ny, nicht linear sind. &

SchlieBlich brauchen wir noch eine einfache Aussage iiber Stetigkeitsmodule.
Lemma 5.11 Fiir f € C(T), § > Ound X € R, ist

(£ N0) < (A +1) w(£.9). (5.18)
Beweis: Fiir A € Nund |h| < ¢ ist
A-1
ZAhf (x + jh)

-
| Ao f ()| = Z Apf (z+jh)| < Aw(f,0)
=0

und Ubergang zum Supremum liefert (5.18) fiir A € N; fiir beliebiges A € R, folgt das Ganze
wegen A < || + 1 und der Monotonie des Steigkeitsmoduls. U

Beweis von Satz 5.9: Fiir x € T und n € N ist, wegen der Normierung von K, und da K,
gerade ist,

f@) = Jnf(x) = fla) (Knxl) = (Ko f) (x):[r(f(x)—f(ﬁ—t)) K (t) dt

\‘,_/

Fl — 1)) Koult) dt + / " (@) = fla— 1)) Ka(t) de

\\

F@ 4 1) Ka(—1) dt+/0ﬂ(f(a:)—f(:c—t))Kn(t)dt

=Kn(t)

flea4+t)=2f(x)+ f(x —1t)) K,(t)dt

z) + Ay f(x)) Kn(t) dt.

/0
e



5.3 Trigonometrische Polynome II: Jackson—Siitze 99

Unter Verwendung von Lemma 5.11 und Lemma 5.10 ergibt sich dann, daB fiirz € T

@) = i@l < [as@ + A @K d<2 [ oy Ko

5 (o)

< 2/7r (nt+1) w (f, l) K,(t)dt =2w (f, l) <n/wtKn(t)dt+/ﬁKn(t)dt)

0 ~—~— n n 0 0
>|nt]+1
< 2 L N My +1)<20M +1 !
S 2w f’ﬁ W 1+ <202M+1) w f?ﬁ )
=M

womit (5.8) bewiesen ist. O

Ubung 5.4 Bestimmen Sie eine explizite obere Schranke fiir die Konstante A aus (5.8). &

Soweit also zum Jackson—Satz! Wir konnten natiirlich auch einen expliziten Wert fiir die Kon-
stante M angeben, der zwar asymptotisch ziemlich irrelevant wére, aber doch irgendwie von
Interesse ist. Und in der Tat war die Suche nach moglichst guten, wenn nicht sogar besten
Konstanten in (5.8) durchaus von Interesse. Eine “scharfe” Version des Jackson—Satzes wurde
von Korneic¢uk um 1962 angegeben, wahrscheinlich in [40]'!, siehe auch [42]. Was man sieht,
ist daf % eigentlich die “falsche” Schrittweite fiir den Stetigkeitsmodul war: Um zu exakten
Konstanten zu kommen, mufte die Schrittweite in den dem Torus T “angemesseneren” Wert %
abgedndert werden.

Satz 5.12 Fiir f € C(T) und n € Nist

En<e(y)  me B <59 (h0)

wobei w (f,-) die konkave Majorante''® von w(f,-) ist. Die Konstanten 1 bzw § kénnen nicht
verbessert werden.

Bleibt noch unser “Fernziel”, ndmlich Satz 5.8; eine Hilfte davon konnen wir nun auch tatsidchlich
schon beweisen.

Beweis von Satz 5.8, =: Sei f € C%(T), d.h,, es ist n% (f,n~!) unabhingig von n be-
schriankt. Somit ist nach Satz 5.9

1 1
supn®EX(f) < supn“M w <f, —) = Msupn®w (f7 —> < 00.
n n

neN neN neN

4

1157ur Beachtung: Wie [39, 41] ist diese Arbeit in den “Doklady” erschienen, wo meist nur die Resultate ohne
Beweis angekiindigt werden, was gut fiir Priorititen, aber schlecht fiir’s Verstindnis ist. Aulerdem ist so mancher
Beweis eines “Doklady—Resultats” nie wirklich erschienen, was auch immer das bedeuten mag . . .

"6Das ist die kleinste konkave Funktion (in 9), die > w(f, -) ist.
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5.4 Trigonometrische Polynome lll: Bernstein—Satze

Jetzt aber endlich zur Umkehrung. Das Gegenstiick zu dem Jackson—Satz, der sogenannte
Bernstein—Satz schitzt jetzt den Stetigkeitsmodul iiber die Approximationsgiite ab, allerdings
erhalten wir keine Umkehrungen der Form w (f, £) < M E;(f), die man auch gerne als “Um-
kehrsdtze vom starken Typ” bezeichnet, sondern nur “schwache” Umkehrungen — die aber fiir
unsere Zwecke immer noch stark genug sein werden.

Satz 5.13 (Bernstein—Satz)
Es gibt eine Konstante M > 0, so daf fiir f € C(T) und 6 > 0

[671)
w(f,6) <Ms > Eif) (5.19)
n=0
ist.

Auch fiir Satz 5.13 brauchen wir Hilfsmittel. Wir beginnen mit einem Resultat, das die Norm
der Ableitung eines trigonometrischen Polynoms mit der Norm des Polynoms verkniipft.

Proposition 5.14 Fiir p € T, gilt die Bernsteinsche Ungleichung
Il < nllpll - (5.20)
Beweis: Wire (5.20) falsch, dann gibe es ein p € T}, und x* € T mit
P (@")| = [Pl =nM >nlpl,  M>|pl,

und wir kénnen annehmen, dal p’' (z*) = nM ist. Weil p’ an z* ein Maximum hat, muf3
p” (z*) = 0 sein. Die Funktion

q(z) = M sinn (x — x*) — p(x), rxeT,

hat nun die Eigenschaft, daB fir £ =0,...,2n — 1

2%kt o 2%+
q(xk>:=q(x+ ! w>:Msm(n w)—pm):(—l)kuk,

n

wobei j1;; > 0 ist, also hat ¢ mindestens 2n Nullstellen'!”. Nach dem Satz von Rolle hat auch ¢’
mindestens 2n Nullstellen und da

¢ () =nMcosn(z"—2%) —p (z¥) =nM —nM =0

"7Rund um den Einheitskreis!
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ist, ist * eine davon. Nochmalige Anwendung des Satzes von Rolle ergibt dann, daB ¢” eben-
falls mindestens 2n Nullstellen zwischen den Nullstellen von ¢’ hat, also mindestens 2n Null-
stellen verschieden von z* und da, nach obiger Uberlegung

¢" (z*) = —n’*Msinn (z* —2*) —p" (2*) =0
=0 =0

ist, hat ¢” mindestens 2n + 1 Nullstellen, weswegen ¢ konstant sein miifite — aber eine konstante
Funktion mit so vielen echten Vorzeichenwechseln, die muf} erst noch erfunden werden. Also
haben wir den gewiinschten Widerspruch. U

Ubung 5.5 Beweisen Sie, daB die Ungleichung (5.20) scharfist, das heiBt, es gibt (mindestens)
ein p, so dal Gleichheit angenommen wird. &

Ubung 5.6 Zeigen Sie: Ist p ein trigonometrischen Polynom und ist p*) = 0 fiir ein k& € N,
dann ist p konstant. &

Um Satz 5.13 in allgemeinerer Form beweisen zu kdnnen, brauchen wir noch etwas mehr Ter-
minologie, ndmlich Stetigkeitsmodule hoherer Ordnung.

Definition 5.15 Zu f € C(T) und r € N ist der r—te Glittemodul w, (f, d) definiert als

wr (f,0) = sup [IALf]l, (5.21)

wobei natiirlich w = w; gilt.
Lemma 5.16 (Einfache Eigenschaften des Gldttemoduls)
1. Fiir f € C(T) und r € N ist

wr (f,8) <277 w (f,6). (5.22)

2. Fiir f € C"(T) ist
wr (f,0) < 8" [ 17 (5.23)

Beweis: Da

IALA = [|ARf (+h) = AL < JALF G+ R+ 1Ay Il =2 ([ A 1

=[|ar

folgt (5.22) ganz einfach induktiv und (5.23) ist eine unmittelbare Konsequenz von (4.4).  [J

Nun aber zu unserem zentralen Resultat dieses Abschnitts, aus dem Satz 5.13 als Spezialfall
r = 1 unmittelbar folgt.
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Satz 5.17 (Bernstein—Satz fiir Glittemodule) Es gibt Konstanten M,, r € N, so daf fiir jedes
feC(T)und§ >0

lo—!

wp (f,6) M 6" > (n+ 1) Ej(f). (5.24)

n=0

[

Beweis: Fiirn € N sei ¢, € T, das jeweilige Polynom bester Approximation an f. Fiir § > 1
wird (5.24) zu
wy (f,0) < M, 6" E5(f),
was wegen
wr (f,0) = wr (f —10,0) < 2"|[f —tol| = 2" EG(f)
mit M, > 2" immer erfiillt werden kann. Interessant wird’s also fiir 0 < § < 1. Wegen der
Linearitét der Differenzen erhalten wir, da firz € T,0 < h < dund £ € Ny

[ALf(@)] = |AL(f —ta) (2) + Ajtor(w )|<\N( = tor) ()] + [Aptae ()]
< W 20 |Lf — ]| = T |t = (f). (5.25)
——

:EQk (f)

Wir miissen jetzt den Ausdruck Htg,;) abschitzen. Dazu verwenden wir die Abkiirzung E(n) :=

E*(f). Unter Verwendung der Bernstein—Ungleichung (5.20) erhalten wir jetzt fiir = € T, daB

o) = ‘té? g )_ —t +Z(2] — ) 1>
< |lé” — 0| + Z t0) 40 <17 ||ty — to| +Zzﬂ"|yt2j — oy ||
= |ts—f+f—tol +22j"\|tzj — fHf =ty
k—1
< +22ﬂ’" E(2)+E(@27)) < ( (0)+2" Y 2" E (2 )
<2E(0) <2E‘(gj 1 §=0
Nun ist aber
k—1 k—1 k=1 9
Y 2B () = 27) 20U E (29) (20— 271 <2 / L B(t) dt
N , = N N S
7=0 7=0 o1 =0 27—1 >o(r—1)(F—1) ZE(Qj)
ok—1 k=11 i
= 27"/ L E()dt = 2" / 1 B(t) dt
1 . . \/ L~
=0 J .
J SUHDT <B()
21€

< 2y G+ EG).

J=1
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Der langen Rechnung kurzer Sinn: Es ist

k

B <2 N G+ EG),  keN. (5.26)
j=0
Aufllerdem ist aber auch
2k 26 il 2k ork
d G+ 1) E() > E(2Y) Z/ tldt = E (2F) / tldt = E (2F) =,
j=0 j=0 77 0 r
also
2k
2E(28) <r2727 Y (i + 1) E()). (5.27)
§=0

Setzen wir nun (5.26) und (5.27) in (5.25) ein, dann erhalten wir, dal3

Arfa) <27 (2+7) (B +27) ZO (+ 1) E(j),
=:M,/2 =

und wenn wir k so wihlen!'®, daB 2¥ < ! < 2¥+1 dann erhalten wir tatsichlich (5.24). O

Beweis von Satz 5.8, “<”: Sei also nun C' > 0 eine Konstante, so da n*E(f) < C. Dann
1st, nach Satz 5.13

l6=1] o]
w(f,6) <M Y EiN(f)=M([SE;(f)+6 > Eif)
n=0 n=1

6] L=
< M[SE(f)+C > n® gMaEg(f)+M5c*Z/ £ dt
n=1 Jn-1

R D R | 1+9)7e - gl
< MOEN(f) + MCs +1_)a — Mo E(f) + Mo gLt )1—a
- ¢l1-a
= 5 (Mal—aEg(f) + MC (1+5)1 g ) = M's°,
—
) :J&f<a) .
alsoist f € C*(T). O

"8Hjer brauchen wir § < 1!
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5.5 Trigonometrische Polynome IV: Differenzierbare Funktionen

Bisher haben wir die Approximationsgiite stetiger Funktionen auf T durch trigonometrische
Polynome tiber eine Glattheitseigenschaft der Funktionen beschrieben — allerdings nur fiir Ex-
ponenten echt zwischen 0 und 1. In diesem Abschnitt libertragen wir dies nun auf alle nicht-
ganzzahligen rellen Exponenten und erhalten so die folgende Aussage.

Satz 5.18 Fiirk € Ny, 0 < a < lund f € C(T) ist
f e oF () — supn* T EX(f) < oo. (5.28)

neN

Eine Richtung von Satz 5.18 folgt wieder recht unmittelbar aus der folgenden Verallgemeine-
rung des Jackson—Satzes, Satz 5.9.

Proposition 5.19 (Jackson—Satz fiir differenzierbare Funktionen)
Fiir jedes k € N gibt es eine Konstante My, so dap fiir alle f € C*(T) und n € N, die
Ungleichung

E;(f) < Myn™w (f(’“’, %) (5.29)

gilt.
Beweis: Wir werden zeigen, daf es eine Konstante M gibt, mit der die Ungleichung

E)(f)<Mn E;(f),  feCNT), (5.30)
gilt, woraus durch Iteration und Satz 5.9 fiirn > k

Ei(f) < Mn'EL(f) < M*a 2B (f) < - < MY *E; (1)
< At (1. 1)
—:My,

folgt. Und auch (5.30) ist eine eher einfache!!” Angelegenkeit! Dazu sei p € T}, definiert als

['x K, (x) = p(z) = By Zpk cos kx + pj, sinkz, reT,

79
k=1

wobei K, wieder den Jackson—Kern aus (5.13) bezeichnet. Wegen der Normierung 1 x K, = 1,
n € N, ist!?

Tpy = / t)dt = /f « K, (t) dt = //f n(t—s) dsdt
://f dtds_/f ds/K

= —1*Kn—1

119 Aber bekanntlich ist ja alles relativ . ..

120Wenn man genau hinschaut, dann verbirgt sich in dieser Rechnung das “Prinzip” da die Fouriertransformierte
der Faltung zweier Funktionen das Produkt der individuellen Fouriertransformationen ist (siche Satz 6.13) — das
wiederum ist von kaum zu iiberschitzender Bedeutung in der Signalverarbeitung.
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AuBerdem gibt es nach Satz 5.9'*! und Satz 5.13'*? Konstanten M und M’, so daB

1 *
I =0l = 17 = 0uf') < Mo (1) < ML (). 6531
Nun definieren wir ¢ € T,, durch
n /
q(x) == % sin kx — % cos kz, rxeT,
k=1

also p = ¢’. Dann ist, mit Satz 5.9 und (5.23) aus Lemma 5.16, sowie unter Verwendung von
(5.31)

Ba(f) = Balf-0) < Mo (f =0 ) <Mu If =l = Ma | =l
= M'n ' E,(f).
wobei M’ eine geeignete Konstante ist, und das ist gerade (5.30), womit der Beweis komplett
ist. U
Die Umkehrung basiert auf dem folgenden Resultat.

Proposition 5.20 Ist fiir ein k € N
> W EN(f) < o0, (5.32)

dann ist f € C*(T) und es gibt eine Konstante M > 0, so daf3

By (f™)y <MY T Ei(f),  neN (5.33)
{=n

Beweis: Seit,, € T, die Bestapproximierende zu f, dann ist, da t,, — f fiir n — oo,

f@) = ta(@) =) (tysrn —tory) (¥), 7 €T,

j=0
also
o0
f=tat+ > (tarry = ta), (5.34)
7=0

wobei die Reihe auf der rechten Seite gleichméBig konvergiert:

-

121Genauer: dessen Beweis!
122Beziehungsweise dessen Anwendung zum Beweis von Satz 5.8, “<”.

<tn + Z (t2j+ln - t2jn)> H - ”f — t2m+1nH — 07 fir m — oo.
j=0
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Nun differenzieren wir die Reihe auf der rechten Seite von (5.34) gliedweise und erhalten mit

Hilfe der Bernstein—Ungleichung (5.20), und wie im Beweis von Satz 5.17 da3

k)
Z HtQJ‘Hn - t(QJn
0 00

< @) (Mt — FIl+ 1 = o) <23 (27 0)" B,(f)

]:0 =U

o0

<@ 0) oy — tan

7=0

=:E(2in)

= 2) YPFE(27n) =28 Uk B () (27 - 27

Jj=1 J=1

IN

n

< 2kZ +1k1 2kz +1k1 E(f),

n

0 1 oo k—1 0
ok nk/ tFLE (nt) dt = 2F nk—/ (f) E(t) dt = 2’“/ LB (t) dt
1 n n

was fiir n — oo gegen 0 konvergiert; die abgeleitete Reihe auf der rechten Seite von (5.34)

konvergiert also auch gleichmifig. Jetzt verwenden wir wieder mal ein biBchen Analysis

123

und erkennen so, daB f*) € C(T) existiert und daB die Ableitungen dagegen konvergieren. Mit

M = 4" folgt dann auch (5.33),da (j +1)/j = 1 + 5 < 2 fiir j € Nist,
Korollar 5.21 Fiir f € C(T) und 0 < o < 1 gilt:

sup n* B (f) < o0 — feCHT) wund supn®E: (f(k)) < 00.
neN neN

Beweis: Sei M, := sup, n*T*E*(f), dann ist

ink_l EX(f) < My ink_ln_k_a = My i n11+°‘ < 00,
n=1 n=1

n=1 =
N——

<oo

weswegen f € C*(T) ist. Und nach (5.33) ist auBerdem

oo [e'e) M
L) zMe My Y g < My [ = S
g n

————

= lp—a

was den Beweis komplettiert.

Der kapitelabschlieBende'?* Beweis ist nunmehr fast eine reine Formsache.

123Beispielsweise, aus einem Standardlehrbuch fiir Analysis, [30, Satz 104.6, S. 554].

124Djeses Wort ist zu schon, um dem Zerstiickelungs Wahn der “Recht”schreibreform anheimzufallen.

O

(5.35)
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Beweis von Satz 5.18: Ist f € C**(T), dann ist nach Satz 5.19 fiirn € N

1
R B (F) < My n® w (f<k>, —) < o0,
n

(. /
~~

<oo

was “="" beweist; fiir “<" miissen wir nur Korollar 5.21 mit Satz 5.8 kombinieren. ]

5.6 Trigonometrische Polynome V: Die Zygmund-Klasse

Bleibt also eigentlich nur eine Frage, namlich: Was ist mit den ganzzahligen Approximations-
ordnungen, also mit sup n*E*(f) < oo? DaB wir nicht so ganz einfach « — 0 oder a@ — 1
gehen lassen konnen, das zeigen uns schon die Beweise von Satz 5.18 und Satz 5.8, “<”, wo
durch a beziehungsweise 1 — « dividiert wurde. Auerdem machen ja auch die Teilklassen von
C(T), die durch

(lsi_r)r(l)éew(f,é):Q e e {0,1}

definiert sind, nur wenig Sinn: fiir ¢ = 0 erhilt man ganz C(T), fiir e = 1 gerade die konstan-
ten Funktionen, siche Ubung 4.3. Die Antwort hierauf wurde von Zygmund'> [87] gegeben,
braucht aber noch ein klein wenig Notation.

Definition 5.22 Wir definieren die verallgemeinerten Lipschitz—Klassen

Ccom(T) := {f € C(T) : supd “w, (f,0) < oo} , (5.36)

6>0

so daf3 C*(T) = C*Y(T), a € (0, 1).
Die verallgemeinerte Lipschitz—Klasse CY%(T) heif3t Zygmund-Klasse und mit

CL2(T) = {f € C(T) : 1md ™ ws (f,0) = o}

bezeichnen wir die “glatten” Funktionen'?¢

Bemerkung 5.23 Hier ein paar Informationen tiber die verallgemeinerten Lipschitz—Klassen.

1. So verallgemeinert sind die Lipschitz—Klassen eigentlich gar nicht: es gilt ndmlich
C*YT) = C**(T), 0<a<l,
aber, und darauf kommt es an,
CHH(T) c CH*(T), (5.37)
siehe Ubung 5.7

125 Antoni Zygmund, 1900-1992, (harmonischer) Analytiker, baute in Chicago eine der stirksten Analysis—
Schulen auf. Auerdem, wen wundert’s, Beitrage zur Fourier—Analysis und deren Anwendung auf partielle Diffe-
rentialgleichungen.

126Englisch: “smooth”, siehe auch den Titel von [87].
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2. Auch der Name “glatt” fiir die “o”-Zygmund—Klasse C’é’Q(T) ist durchaus nicht unbe-
rechtigt, denn diese Funktionen sind an einer dichten Menge von Punkten differenzierbar,
siche Ubung 5.8. Allerdings ist das nicht allzu viel, denn es gibt Funktionen in Cy*(T),
die nur an einer Menge vom Lebesgueschen Maf} 0 differenzierbar sind.

Ubung 5.7 Gegeben seien die Funktionen

= coskx > sinkx
f(x) = kQ und g(l‘) = Z lf2 .
k=1 k=1

Zeigen Sie:
1. f,g € CY3(T).
2. g & CHY(T).
¢

Ubung 5.8 Zeigen Sie: Ist f € Cé ’2('1[‘), dann gibt es im Inneren jedes nichttrivialen Intervalls
I C T einen Punkt z, an dem f differenzierbar ist.

Hinweis: Ist [a, b] ein nichttriviales kompaktes Intervall und ¢ € II; diejenige affine Funktion,
die ¢(a) = f(a) und £(b) = f(b) erfiillt, dann besitzt f — ¢ an einem Punkt z* € (a,b) ein
Extremum. Dort ist f differenzierbar. &

Und tatsdchlich beantwortet die Zygmund—Klasse die Frage nach den Konvergenzordnungen
mit ganzzahligen Exponenten.

Satz 5.24 Fiir f € C(T) und k € N gilt

supn® E*(f) < oo = feC* N (T) und f* Y e CH(T). (5.38)
neN
5.7 Algebraische Polynome

Jetzt aber zu den algebraischen Polynomen und deren Approximationsgiite auf dem Intervall
I = [—1, 1]. Die grundlegende Idee ist die Transformation = = cos¢&, die T auf [—1, 1] abbil-
det'?’, aber die Supremumsnorm nicht verdndert: Fiir f € C(I) und p € II,, ist

If =pl, = max |£(@) = p(e)| = max|f (cos€) — p(cos)| = | F =5

z€[—1,1]

wobei fve C(T) und p € T,, gerade Funktionen sind.
Ubung 5.9 Zeigen Sie:

1277 war nicht eineindeutig, aber das stort nicht wirklich
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1. Istp € I1,,, dann ist

5(5):]9((3035):%—#21% cos k&, EeT.
k=1

2. Istp € T, ein gerades trigonometrisches Polynom, dann gibt es ein Polynom p € II,,, so
daB (&) = p (cos &).

¢
Proposition 5.25 (Jackson—Satz fiir algebraische Polynome)
Es gibt eine Konstante M > 0, so daf3'*®
: 1
Bl) =t I sl <y (3). reco. (539
pell, n

Beweis: Sei p € T}, die Bestapproximierende zu f = f (cos-), dann ist p eine gerade Funktion
und es gibt, siehe Ubung 5.9, ein p € II,,, so daB p = p (cos -). Damit ist

~ ~1 1
T n n
da fiir h > 0 die Ungleichung cos(§ + h) — cos & < h gilt und somit fiir { € T

sup [Fleos (€-+m) = Fleos)| < swp [ o+ (con(€ +B) = cosE)) — f(x)

< s et h) - f@)] <w(f.d)

0<h<d

ist. O

Was aber ist mit der Umkehrung, mit den Bernsteinsidtzen. Nun, die konnen leider nicht mehr
funktionieren, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.26 Wir betrachten f(x) = /1 — 22, x € I. Mit der Substitution x = cos§ ist dann
fv(g):\/l—cos%“:\/sin2§:|sin§|, ¢eT.

Nun ist

E.(f) = E (f) ~w (f, %) . neN, (5.40)

128 Achtung: Die Definition des Stetigkeitsmoduls fiir Funktionen in C'(I) unterscheidet sich in einem kleinen
aber feinen Detail von der fiir Funktionen in C'(T), da man jetzt darauf achten muf}, daB man im Intervall bleibt.
Nachdem aber aus dem Kontext klar sein wird, mit welchem Typ von Funktionen man es zu tun hat, werden wir
in beiden Fillen das Symbol “w” verwenden.
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wobei zwei Folgen a,,b,, n € N, die asymptotische Relation a,, ~ b, erfiillen, wenn es Kon-
stanten m, M > 0 gibt, so dafs

mlan| < |by| < M |ay,|, n €N,

gilt. Gemdif3 Ubung 5.10 und Lemma 5.16 ist
w (]7,5) =w(|sin-],d) <w (sin-,0) < §|[cos:|| = o

sowie, wegen der Konkavitdt des Cosinus,

h

_ .

‘Ahf(o)’ =/ costdt > hcosh > QM’
0

T
also ist mit (5.40)
~1 1
E,(f) ~w (f, E) ~—. (5.41)

n

Andererseits ist aber, fiir 6 < 1

W (£.0) 2 A1) = VT (F1H 67 = V1= (-1)?
> V.

—VivV2—6

:\m

Somit ist also w (f, 1) ~ \/T weswegen E,(f) ~ w (f, L) wie im Fall der trigonometrischen

n’ n

Polynome offensichtlich unmaoglich ist.

Ubung 5.10 Zeigen Sie: Fiir f € C(T) und § > Oistw (| f],9) < w(f,d). &

Irgendwas funktioniert also nicht so ganz mit unserer schonen Substitution und es muf3 wohl
irgendwas mit dem Rand zu tun haben. Einen ersten Hinweis, woran es liegen konnte, bekom-
men wir, wenn wir einmal annehmen, daB f € C'([) ist, denn dann ist ja, unter Verwendung
von'? (5.30)

d

ot

fsin-| fos-) s = - [VT= o " (cos-)
[va=5a=7

En(f) = EZ(f)SM%E:(f’)g 7l =

o
n T

M
n

T

M
n

M
n

; .

Mit anderen Worten:

Es muf3 also etwas mit dem “Abstand” /1 — 22 = /(1 — z)(1 + z) des Punktes
x von den Randpunkten £1 von I zu tun haben, die Approximationsgiite wird also
am Rand besser.

129Manchmal kann man einen Beweis ja irgendwann nochmals recyclen.



5.7 Algebraische Polynome 111

Um nun Proposition 5.25 so verschiérfen zu konnen, dafl wir auch die Chance einer Umkehrung
besitzen, brauchen wir noch ein klein wenig Notation.

Definition 5.27 Fiirn € Nund x € I setzen wir
1
dp(x) = max {\/1 — a2, —} :
n
Nun konnen wir das folgende Resultat angeben, das auf Timan [82] zuriickgeht.

Satz 5.28 Es gibt eine Konstante M > 0, so daf fiir alle Funktionen f € C(I) und n € N ein
Polynom p,, € 11, existiert, das die Ungleichung

[f(2) = pn(@)] < Mw (f, 0n(z)),  z€l (5.42)

erfiillt.

Und Satz 5.28 hat nun wieder eine Umkehrung, die es ermoglicht, aus der Approximationsord-
nung auf die Glattheit der Funktion zu schlieen. Doch dafiir brauchen wir noch den Begriff
des Stetigkeitsmoduls “per se”.

Definition 5.29 Eine Abbildung w : R, — R heifjt Stetigkeitsmodul, wenn
1. w monoton steigend ist,
2. w(t) = 0fiirt — 0 gilt,
3. w subadditiv ist, das heif3t
wt+t) <w(t)+w(t), t,t' € Ry
Ubung 5.11 Zeigen Sie: Ist w ein Stetigkeitsmodul, so existiert eine Funktion f, so daB w(§) =

w(f,0). o

Die Variante des Bernstein—Satzes fiir algebraische Polynome auf / kann man dann wie folgt
angeben.

Satz 5.30 Seien f € C(I) und w ein Stetigkeitsmodul. Gibt es Polynome p,, € 11,,, so daf3

[f(2) = pn(@)] Sw (dn(2)),  wel, (5.43)

dann ist fiir 6 > 0
')
W(f,0)<M§ Y w (l) , (5.44)

wobei die Konstante M von f und 6 unabhdingig ist.
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Bemerkung 5.31 1. Wir werden nur Satz 5.28 beweisen. Der Beweis von Satz 5.30 ist von

der Grundidee her so dhnlich wie der des Bernstein—Satzes 5.17, nur eben in Details
wegen des Auftretens von 6, (x) deutlich komplizierter. Der Beweis kann beispielsweise in
[47, Theorem 4, S. 73-75] nachgeschlagen werden.

Satz 5.28 hat natiirlich auch wieder ein Gegenstiick mit hoheren Approximationsordnun-
gen, bei der, wie in Proposition 5.19, dem Jackson—Satz fiir differenzierbare Funktionen,
der Stetigkeitsmodul dann auf entsprechende Ableitungen von f angewandt wird, siehe
[47, Theorem 2, S. 66].

Es ist nicht so ganz unmittelbar offensichtlich, daf3 Satz 5.30 wirklich ein Gegenstiick zum
Bernstein—Satz 5.13 ist, denn es taucht ja nirgendwo E,(f) auf. Aber natiirlich sollte
man die p,, in (5.43) schon als Bestapproximationen sehen — ansonsten konnte man ja mit
einem “kleineren” Stetigkeitsmodul ein “besseres” Ergebnis erzielen.

Man kann es auch so sehen: E, (f) als globale'® Grife vertréigt sich halt nicht mit dem
lokalen Charakter der Polynomapproximation.

Bringen wir’s also hinter uns . .. _ L
Beweis von Satz 5.28: Wir setzen wieder f := f (cos:),dannt, := J,f = f* K,, und wihlen
schlieBlich p, so, daB ¢,, = p,, (cos-). Also ist, fiir z = cos &

/()

<
<

<

z)| = |f (cos€) — (K, * f(cos-)) (§)]
/ |f cos&) — f(cos(§ + 1)) K,(0) d¥ < /w (f, |cos(& + ) — cos€]) K,(¥) dv

T

/T (|COS(§ 4(;:2)— cos | n 1) o (F.60(2)) Ko (0) df

w(f,én(x))/qr(kos(g_g:z;)_ cos¢] +1) K (9) do .

-~

=J

Wir miissen also noch zeigen, daB .J unabhéngig von n beschrénkt ist. Nach den Additionstheo-
remen und mit der inzwischen wohlvertrauten Abschétzung |sint| < |¢| ist zuerst einmal

daja

|cos(& + 1) — cosé| =2

.U 0
sin o 81n(§+§>‘—2

in 2 (sin€ cos & + cos sin
S1n 9 S1n ¢ COoS 9 COS ¢ SIn 9

v v v 02 ¥?
< 2|cos —| [sin = siné| 4+ 2 |cos €| sin? = < — + [I] [siné] < — + [I] 6, (),
2 2 —— 2 2 2
—— <1
<1

on(x) = max{\/l —xQ,%} = max{\/l - coszg,%} = max{|sin§|,%} > [siné].

130SchlieBlich ist das ja die Norm der besten Abweichung!
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Also ist, unter Verwendung von Lemma 5.10"3!

J:/T<5Z) +|19]+1> K () dvY

1
= 9 K, (V) d19+/ |9 K, () d19+/Kn(19) dv
In () JT Jr Jr B
< Mg~ <Mn1 =1
My, 1 M My + M.
= 2 L R O (e Bk R Y VA Y A V2
n? o,(z) n n
~——
<1/n
was unseren Beweis auch schon komplettiert. U

BHurrah, wir recyclen schon wieder! Und zwar schlampig, denn eigentlich ist ja K,, = J [n/2)+1, aber diesen
“Fehler” stecken wir in die Konstanten M7 und Ms.



114 6 APPROXIMATION MIT TRANSLATIONSINVARIANTEN RAUMEN

I disapprove of certainties [. . .] They
limit one’s range of vision. Doubt is one
aspect of width.

S. Rushdie, Grimus

Approximation mit
translationsinvarianten
Raumen

In diesem Kapitel behandeln wir die Approximation von Funktionen auf R, also wieder einem
Bereich ohne Rand. Eine bzw. die Gruppenoperation auf R sind Addition und Subtraktion und
diese Invarianz sollte sich dann auch auf “verniinftige” Mafle auf R iibertragen, zumindest,

wenn man R nach wie vor als additive!** Gruppe betrachten mochte'*?. Insbesondere sind die
Riume C'(R) oder

1/p
L,(R) := f:R—>R:||f||p::(/R|f(t)|pdt) < ooy, 1 <p< oo,

den wir hier vor allem betrachten wollen'*, ebenso translationsinvariant
[ € LP(R) — fi=f (-+ y) € LP(R)7 y € R, (6.1)

wie die Norm selbst: || f[|, = [|7, f|

»YE R. Fiir “praktische” Zwecke sind solche Riaume, die
invariant unter beliebigen Verschiebungen sind, aber zu groB!*>, weswegen man sich gerne auf
Réiume beschrinkt, die nur unter einer “diskreten” Menge von Translationen invariant sind —
hier bieten sich natiirlich die ganzzahligen Translationen f (- + k), k € Z, an.

Bemerkung 6.1 Wegen des unendlichen Triigers des Lebesgue'**~Mafles auf R verhalten sich
die Riume L,(R) schon ein wenig anders als die Riume L, (1) zu einem kompakten Intervall

132 Als multiplikative Gruppe nimmt man besser R, — warum eigentlich nicht R_?

133Mafe, die invariant unter einer Gruppenoperation des Integrationsbereichs sind, werden als Haar-Mafle be-
zeichnet und stellen die Grundlage der abstrakten harmonischen Analysis dar, siehe [35].

134Wir erweitern so ganz nebenbei einmal unseren Horizont und untersuchen Approximationsprozesse in einer
p—Norm.

135Wenn man vielleicht einmal von C(R) und L, (IR) absieht, aber beispielsweise die Approximation von Ele-
menten von L, (R) durch L,(R) ist nicht sonderlich interessant.

3¢Henri Léon Lebesgue, 1875-1941, (Mit-)Begriinder der MaBtheorie, Erfinder des Lebesgue—Integrals (was
nun nicht so sehr iiberrascht), wichtige Beitridge zur Fourier—Analysis. Von ihm stammt das bemerkenswerte anti-
bourbakistische Zitat:

Reduced to general theories, mathematics would be a beautiful form without content. It would quick-
ly die.

(gefunden auf der “History of Mathematics”—Website)
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I. Im letzteren Fall gilt beispielsweise immer, daf3 L,(I) C Li(I), 1 < p < oo, ist'¥, auf R
gehort aber zur Integrierbarkeit immer noch ein gewisses Abklingen von | f(x)|P fiir v — +o0,
was mit fallendem Exponenten p nicht mehr der Fall sein mufs.

6.1 Translationsinvariante Raume

zJ?)S

Wir nennen einen Teilraum V' C Lo(R) translationsinvariant'>®, englisch “shift invariant”,

wenn
fev = f(-xk)eV, kel

Demnach sind die einfachsten translationsinvarianten Rdume also Rdume der Form!'3°

V=span {o(-—k) : k€Z} =) co(-—k) : €R K€Ly,  (62)
kEZ

die von den Translaten einer Funktion ¢ erzeugt werden. Solche Rdume werden gern als princi-
pal'™ shift invariant spaces (“PSI”) bezeichnet. Die niichste Stufe wiren dann “FSI”"—Riume'#!,
die von den (ganzzahligen) Translaten von endlich vielen Funktionen aufgespannt werden. Wir

bleiben aber einfach und werden uns daher nur mit Raumen der Form 6.2 befassen.

Definition 6.2 Mit ((Z) = {c : Z — R} bezeichnen wir den Vektorraum aller doppeltunendlichen
Folgen, die wir bequemerweise als diskrete Funktionen c : 7. — R schreiben werden und mit
0,(Z), 1 < p < oo, den Vektorraum derjenigen Folgen c € ((Z), die

1/p

lell, = ( Dl ] <oo

JEZ
etfiillen. Entsprechend ist
loo(Z) = {c € UZ) : |lell, =sup|c(h)] < oo} .
JEZ

Zwischen den Folgenrdumen ((Z), bzw. ¢,(Z), 1 < p < oo und der Funktion ¢ kann man nun
Faltung definieren, indem man das Integral im kontinuierlichen Gegenstiick

f*gzz/Rf(-—t)g(t)dt

3"Das einzige was passieren kann ist, daB eine Funktion irgendwo “gegen Unendlich geht” und das ist mit
Exponent 1 immer langsamer als mit Exponent > 1

138Nach dem, was wir gerade gesagt haben, wiire “ganzzahlig translationsinvariant” wohl der korrektere Begriff,
aber man muf ja nicht unnétig mit Worten um sich werfen.

1390b wir hier nun “+k” oder “—k” schreiben, das ist offensichtlich irrelevant. Warum wir’s nun gerade so und
nicht anders machen, wird aber hoffentlich bald klar werden.

140Das Wort “principal” wurde wohl im Anklang an “principal ideals”, auf Deutsch “Hauptideale” gewihlt, das
sind (polynomiale) Ideale, die von einem einzigen Polynom erzeugt werden. Und nun iibersetze man das mal ins
Deutsche . ..

141 Finitely generated Shift Invariant spaces



116 6 APPROXIMATION MIT TRANSLATIONSINVARIANTEN RAUMEN

von (1.8) durch eine Summe ersetzt und so

prei=Y ¢(-—j) ) (6.3)

jez

erhélt, vorausgesetzt, die Reihe auf der rechten Seite konvergiert. Mit dieser Notation, die auch
manchmal als semidiskrete Faltung bezeichnet wird, siehe z.B. [34], konnen wir dann unsere
translationsinvarianten Raume besonders einfach schreiben.

Definition 6.3 Fiir eine Funktion ¢ : R — R bezeichnen wir mit

S(p) ={p*xc : celZ)}
den algebraischen Span von ¢ und definieren auf3erdem

Sy () :={px*xc : cel,(Z)}, 1<p<oo.

Ubung 6.1 Zeigen Sie:
1. Die Faltung ¢ * c ist linear in ¢ und c.

2. Die Raume S(p) und S,,(¢), 1 < p < o0, sind (ganzzahlig) translationsinvariant.

o

Zum “Aufwirmen” und vor allem um ein Gefiihl fiir die verwendeten Begriffe zu bekommen,
jetzt erst einmal eine einfache Beobachtung.

Lemma 6.4 Ist ¢ € Li(R), dann ist S;(p) C L1(R).

Beweis: Es ist

[t s [ Slet-a
= Y kel |/|¢t—y|dt—uwn1 el

JEZ

lp*ell, =

—||30H1
=llelly

O

Fiir p > 1 ist die Sache leider nicht mehr so einfach! Am leichtesten sieht man das im Fall p =
oo mit ¢ = 1 und ¢ = 1, denn dann divergiert ¢ * c liberall und die Norm ist in keinster Weise
beschrinkt. Die einfachste Zusatzbedingung an ¢ besteht darin, zu fordern, dal ¢ kompakten
Tréger hat.

Proposition 6.5 Hat v € L,(R) kompakten Tréiger, dann ist S,(p) C L,(R).
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Beweis: Der etwas sorgfiltigere Beweis basiert auf der Holder—Ungleichung

1 1
le-dlly <llell, ldll,,  c€b,(Z), dely(Z), Ste= 1, (6.4)
fiir Folgen. Da wir bei der Bildung von S,(¢) auerdem immer ¢ durch ¢ (- — j) fiir beliebiges
J € Z ersetzen konnen, konnen wir annehmen, daB ¢(x) = 0, z ¢ [0, N], fiir ein N > 0. Nun
1st

P __
||so*cup—/
R J

ZW_” c(4)

- Z/O (Z|¢(t+k—j)c(j)!> dt:Z/O (Z|<P(t—j)c(j+k)y) "
- Z/O (ilw(t—j)c(j+k)\> dt:Z/O (Ixor—y - 9t — Ye(- + K[|, )7 dt,

wobei x[o,ny—1] die charakteristische Funktion des Intervalls [0, N — 1] ist'*?. Nun liefert (6.4),
daf3

1
losellp <> [ Ixonnlll llet+ etk = )7 db
keZ 0 N —

=Npr/a=Np-1
1
NP Z/ Dol = DI e+ k)P dt = N7y ot = DI Y lek),
kez V0 jez JEZ kez
:MIZ :ﬁg”p
also
1/

I cll, < NV lell, llell, (6.5)
was unsere Behauptung beweist. U
Ubung 6.2 Beweisen Sie Proposition 6.5 fiir p = . &

Bemerkung 6.6 1. Wenigstens einmal sollte man so einen Beweis gesehen haben, denn die
Abschditzungen sind durchaus typisch fiir die Arbeit mit translationsinvarianten Rdumen
und Wavelets in L,(R). Im Falle p = 2 wird of unmittelbar iiber die Fouriertransformierte
argumentiert, dazu gleich mehr.

2. Gleichung (6.5) sagt uns auch, warum der Fall p = 1 so einfach war: Ist p = 1, dann ist
1/q = 0 und somit spielt die Grifle des Trdgers in diesem Fall und nur in diesem Fall
schlichtweg keine Rolle. Und dann konnen wir auch getrost darauf verzichten.

142Ein schoner Nebeneffekt unserer Notation ist, daB wir auch Funktionen jederzeit als Folgen auffassen konnen
— die Umkehrung geht natiirlich aus guten Griinden nicht.
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Sieht man sich den Beweis von Proposition 6.5 etwas genauer an, so stellt man fest, dafl der
kompakte Triger von ¢ bereits die ganze Geschichte nach L, verlagert.

Korollar 6.7 Hat ¢ € L,(R) kompakten Triger, dann ist ¢ € L1(R).

Beweis: Sei wieder [0, N] der Tréger von ¢, dann lifert die Holdersche Ungleichung || f¢l|, <
| fllpllgll4 fiir Funktionen, daB

lelly = lIxo.m - ¢ll, < lxoall, lel, = NV el -
O

Beispiel 6.8 Uns fehlit noch ein griffiges Beispiel fiir eine “gute” Funktion o, die S(p) erzeugt.
Dazu bezeichnen wir mit x = x(o,1) die charakteristische Funktion von [0, 1] und definieren als

N[):X, Nj+1 X*N / —t dt = /N —t jENQ,

den kardinalen B-Spline N, der Ordnung j € N. Diese Funktionen haben Triiger [0, j], sind
j — 1-mal stetig differenzierbar'® und stiickweise Polynome vom Grad j auf jedem Intervall
der Form (k,k + 1).

Ubung 6.3 Beweisen Sie die in Beispiel 6.8 aufgefiihrten Eigenschaften der kardinalen B—
Splines. &

Das Approximationsproblem mit dem wir uns hier beschiftigen wollen, soll aber nicht nur einen
Raum S(¢p) oder S,(¢) verwenden, denn das wire einfach zu wenig Flexibilitit, wir wollen
vielmehr auch noch die Skalierung oy, definiert durch o f = f (h-), f : R — R, h € R4, der
Funktion ¢ zulassen. Mit anderen Worten, fiir 4 > 0 sollen die Raume

Vi=0,S(p) = {gp*c ngh —7) :CGE(Z)}

zur Approximation zugelassen werden. Auch zur Konstruktion eines Elements dieser Riume
genligt es immer noch, einzig die Funktion ¢ zu kennen.

Bemerkung 6.9 Hat ¢ den kompakten Triger [0, N|, dann ist genau dann p(hx — j) # 0,
wenn hx € j+ [0, N| = [j, 7 + N|, also genau dann, wenn x € h™'j + [0, h"* N]. Mit anderen
Worten: Die Funktion p wird um den Faktor h gestaucht und um j/h verschoben.

Beispiel 6.10 Ist ¢ = Ny, dann ist V) = S(yp) gerade die Menge aller Funktionen, die auf den
ganzzahligen Intervallen [j, j + 1], j € Z, konstant sind, wohingegen V), gerade aus denjenigen
Funktionen besteht, die auf [j/h, (j + 1)/h] konstant sind.

“3Eine —1-mal stetig differenzierbare Funktion darf sogar unstetig sein, wohingegen 0—malige stetige Differen-
zierbarkeit einfach Stetigkeit ist.
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6.2 Ein biBchen Fourieranalysis

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Betrachtung von Wavelets, aber auch in der Signalverarbeitung
generell ist, vor allem in Lo die Fouriertransformierte einer Funktion. Wir werden hier im we-
sentlichen den Kalkiil bereitstellen und uns weniger um die theoretischen Konzepte der Fourier-
analysis kiimmern; fiir diese sei auf [35] verwiesen. Bei der Definition werden wir f € L;(R)
voraussetzen, was in unserem Kontext von Funktionen mit kompaktem Triger'** véllig ausrei-
chend ist, denn dann ist, siehe Corollar 6.7, f auch schon eine L;—Funktion.

Definition 6.11 Fiir f € L,(R) definieren wir die Fouriertransformierte f: R — Cals

-~

(&) = () = /R fhye €, EeR, 6.6)

und die Fouriertransformierte einer Folge ¢ € (1(7) als diskretes Gegenstiick, die trigonome-
trische Reihe

(&) =€) = Zc(k:) e~ ke, EeR (6.7)

keZ

Bemerkung 6.12  [. Inihrer physikalischen oder technischen Interpretation liefert die Fou-
riertransformierte eines “Signals” (das man als Aplitudenfunktion der Zeit ansieht), den
Anteil der entsprechenden Frequenz an diesem Signal.

~

2. Die Bedingung f € L1(R) garantiert, daf3 die f(&) fiir alle £ € R existiert:

F©)] < [ 15l e de= 51, 68)
R \7,1_/

Allerdings ist das “nur” hinreichend, aber eben nicht notwendig fiir die Existenz der
Fouriertransformierten.

3. Manchmal wird die Fouriertransformierte auch noch mit dem Vorfaktor (27?)1/ ? versehen,
wir werden bald sehen, warum. Man sollte also bei der Verwendung von Literatur immer
gut aufpassen, welche Normierung dort gewdhlt ist, sonst kann so ein konstanter Faktor
fiir iible Fehler sorgen.

4. Man kann die Fouriertransformierte auch fiir allgemeinere “Funktionen’klassen als L,
definieren, beispielsweise fiir temperierte Distributionen, siehe z.B. [35, 86].

5. Auflerdem gibt es die Fouriertransformation nicht nur auf R oder R™ sondern auf lokal
kompakten abelschen Gruppen unter Verwendung des Haar—Maf3es; dann sieht man, daf3
die Fouriertransformierte auf der dualen Gruppe definiert ist. Das soll uns aber hier nicht
storen, in unserem einfachen aber bedeutenden Spezialfall spielt R beide Rollen.

144Die einen “schonen” translationsinvarianten Raum erzeugen.
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6. Die zwei bedeutendsten Gruppen- bzw Halbgruppenoperationen auf R sind die Transla-
tion und die Skalierung die durch die beiden Operatoren 1, und oy, definiert als

wf=f(+y) und oy f=f(h)
realisiert werden sollen.

Als néchstes stellen wir ein paar einfache Eigenschaften der Fouriertransformierten zusammen
— dal3 die Fouriertransformierte linear in f bzw. c ist, das braucht ja wohl nicht mehr besonders
betont werden.

Satz 6.13 (Eigenschaften der Fouriertransformierten)

1. Fiir f € L1(R) und y € R ist
()" (€)= (&),  EeR. (6.9)

2. Fiir f € L1(R) und h € R ist

o~

-1

(onf)" (&) = f(th) £eR (6.10)

3. Fiir f,g € Li(R) bzw. ¢,d € 01(Z) ist f x g € L1(R) bzw. ¢ x d € {1(Z) und es gilt fiir
EeR

(f+9)" (€)= FOFE), baw  (cxd) (&) =CE)d(E).  (6.11)
4. Fiir f € Li(R) und c € (1(Z) ist f x c € L;(R) und

~

(f x0)" (&) = f(O)TE), £ eR. (6.12)

5. Sind f, f' € Li(R), dann gilt

(%f) () =icfl). ¢eR (6.13)
6. Sind f,zf € Li(R), dann ist ]?diﬁerenzierbar und es gilt

d ~ A

d—gf(ﬁ) = (—iz [)" (§), §eR. (6.14)

7. Sind f, f € Ly (R), dann ist

A

fla) = ( f)v(x) - % /R F(9) e a9 6.15)

Die Operation f +— f" bezeichnet man als inverse Fouriertransformation!*®.

%Die Griinde sind ja wohl offensichtlich.
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Beweis: Fiir 1) berechnen wir

G © = [Furnesa= [ra e a—e [ o
= 9,

wihrend 2) ganz dhnlich mit

(onf)" /f (ht) e dt = /f e i/n

bewiesen wird. Die erste Aussage von 3) folgt aus

1 #gll, = /V& s—mﬂ@<//u ) dtds = £, llgll,

lexdll, =2

jET

*h>
?QA
SN—

bzw.

D clk)d

keZ

< D le®)d@) = llely lel,

7,k€EZ

der zweite, etwas interessantere Teil hingegen aus

U%mWQ==A(Aﬂ%ﬁ—$$>€@ﬁ=ééﬂ@ﬁw@—$¥WWMﬁ

= f(97©
bzw.
(cxd) (&) = Z (Z c(k)d(j — k)) o6 — Z c(k) e % d(j — k) eiU—RE
J€Z \keZ i kez
= f(©)3(9).
4) folgt aus Lemma 6.4 und
(fxc)* () = /Zf (t — k) c(k)e ™ dt = Zf (t—k o~ i(t=k) c(k) e~k
R kez R kez
= f929).

oder auch direkt unter Verwendung von (6.9). Fiir 5 verwenden wir partielle Integration'*®, um

6 = [ e i == [ fogea=ic [ foe =i o)

146Dap dies gerechtfertigt ist, liegt an der Tatsache, daB fiir f € L;(R) immer lim, 4., |f(x)| = 0 sein muB
und daf} die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger beziiglich der Norm ||-||; dicht in L, (R) sind. Deswegen
muf3 man sich um “Randwerte” hier nicht kiimmern.




122 6 APPROXIMATION MIT TRANSLATIONSINVARIANTEN RAUMEN

6) erhalten wir, indem wir fiir 2~ > 0 den Differenzenquotient

-~ ~

fE+h) - f(&) / () eTUEHh)E _ gkt g — / F(t) e e et —1 i@t
R R

h h h

betrachten; das Integral existiert, weil = f € L;(R) und da
—iht _ -
i e b i (i) it — g
fiy —— = fim(ity e = =it

ist, folgt (6.14). Der Beweise von 7) ist ein klein wenig aufwendiger und verwendet die Fejér—
Kerne

I :
Fom AF (), A>0,  Fla) /(1—\ty)emdt, T ER,

et % »
auf R, die die Eigenschaft haben, daB fiir jedes f € L;(R)

Jim [|f = £+ Byl =0, (6.16)

siehe [35, S. 124-126], also auch f x F\ — f punktweise fast iiberall'*’. Dann ist aber fiir
relR

fxFy(z) = %/Rf(t) ()\ /_11 (1—119;)61'(“”%19) dt
1

A
= — [ f@) / 1= Y o0 gy gy
2 R ~A A

1 g |19| —itd 1zl
= %//\(1—7>/Rf(t)e dt e dv

-~

=f(¥)
L
= — 1—— ¥) e dv
QW[A( A)f()e
1-1/VA<-<1
1 |19|>A - 1 191\ 70y Jiao
- = ) F) e d19+—/ 1Y F9) ei®? qo,
2m 19<ﬁ( A (9) 21 Jieva A (¥)
ifm{ f(g) eixd gy —0
weil f € L (R). O

Ubung 6.4 Beweisen Sie ohne Verwendung von (6.13) die folgende Aussage: Sind f, f’ €
Ly (R), dann ist ()" (0) = 0.
Hinweis: Partielle Integration. &

147Zumindest fiir eine Teilfolge, siehe [23, S. 96].
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Beispiel 6.14 Berechnen wir doch mal zu Ubungszwecken so eine Fouriertransformierte, und

zwar die der kardinalen B-Splines N; = x * - - - * X. Insbesondere ist also
e—iét 1

1—e%

=0 i

No(€) = R(6) = / () e i€ dt = / e dt =

und somit, nach (6.11),

% - wor = (50

I"Jbung 6.5 Die zentrierten B-Splines M;, j € Ny, sind definiert als

Mj = X[-1/2,1/2] * * - * X[—1/2,1/2}J.

i1
Zeigen Sie:
1. Diese Funktionen sind gerade: M;(—x) = M;(x), v € R.

2. Fiir 7 € Ny ist

. 1
o= (1) . €er

Ist f € L1(R), dannist fiir {,n € R

-~

Fle+m=Fo|< [ 1101 [ e -1 at,
b =1

was auf der rechten Seite unabhingig von ¢ ist und mit  — 0 gegen Null konvergiert, denn fiir
jedes € > 0 gibtes ein N > 0, so dal3

/ @) dt <e
[t|>N

ist, wihrend wir, durch Wahl eines hinreichend kleinen Wertes von 7, die Funktion [e " — 1|
auf [— N, N] so klein machen konnen, wie wir wollen. Der langen Rede kurzer Sinn:

Ist f € Li(R), so ist J/“\ € Cu(R), dem Vektorraum der gleichmdifiig stetigen und
gleichmdif3ig beschriinkten'*® Funktionen auf R.

AuBerdem kann man sogar sagen, wie sich die Fouriertransformierte fiir |£| — oo benimmt.

148Giehe (6.8).
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Proposition 6.15 (Riemann—Lebesgue—Lemma)
Ist f € Li(R), so ist

-~

lim f(£) = 0. (6.17)

£—+o0

Beweis: Istauch f' € L;(RR) so folgt (6.17) sofort mittels (6.13) und (6.8):
171 = | @ = lel |Fe| . eer,

also ‘]’"\(5)) < Il /1€l — 0 fir [{] — oo. Fiir beliebiges f € L;(R) und differenzierbares
Li(R) mit" mit || f — g, < eist

I =gl > |7l - 30| = |F&)| - 36

also R
Jim | (©)] < lm [GO)] +If ~gll, <<
und da man ¢ beliebig klein wihlen kann, folgt die Behauptung. U

Wie sieht es nun auf anderen L,—Rdumen, p # 1, insbesondere mit Ly(R) aus'°? Hier nutzt
man aus, da3 L, (R) N L,(R) eine dichte Teilmenge von L,(R) ist. Fiir L, gibt es nun noch eine
besonders schone Eigenschaft.

Satz 6.16 (Parseval'/Plancherel)
Fiir f,g € L1(R) N Ly(R) ist

[ soata = [ Fogma, ©.18)

also insbesondere, mit f = g,

(6.19)

) .

111, = —= |7

Diese Aussage hilft uns nun, die Definition der Fouriertransformierten auf L (RR) zu iibertragen:
Zu f € Ly(R) betrachtet man eine Folge

fn = X[-nmn] f € Ll(R) N L2(R>7 n e N7

149Man beachte, daB sogar die unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triiger eine
dichte Teilmenge von L4 (R) bilden.

15075 (R) spielt in der Signalverarbeitung schon deswegen so eine wesentliche Rolle, weil das gerade die Si-
gnale (und die sind normalerweise nicht unbedingt stetig) mit endlicher Energie sind — eine ziemlich realistische
Annahmen, oder nicht?

I5IMarc—Antoine Parseval des Chénes, 1755-1836, Zeitgenosse von Fourier, der ziemlich heftig in die Wirren
der franzBischen Revolution verwickelt wurde, publizierte tiberhaupt nur 5 (in Worten: “fiinf”’) Arbeiten, die er
aber allesamt der Académie des Sciences vorlegte.
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die fiir » — oo in der Norm ||-||,, gegen f konvergiert. Da
‘ fnJrk - fn =
2

ist fn eine Cauchyfolge und konvergiert gegen eine Funktion in Ly(R), die wir fnennen wollen.
Beweis von Satz 6.16: Wir definieren

/f (t—x)di=(f+g(~)) (), zeR,

und erhalten, daB 2(0) = [ fg. AuBerdem ist

H(fh+k _'f)AHQ ::Hj%+k _'th27 k7n/€ FL

~ P U —

RE) = F&) (9(=)" (€)= F©FE), (R

=g(¢)

)

Sind nun f und g so “brav”, daB f,§ € Lo(R) ist'2, dann ist mit (6.15)

3 [T = o [h)ear=no) = [ gt a

was (6.18) liefert. Und die Plancherel-Identitdt (6.19) ist dann eine unmittelbare Konsequenz
aus der Parseval-Formel (6.18). O

Eine wichtige Identitit haben wir aber noch — und auf ihr werden die wesentlichen Resultate
der folgenden Abschnitte beruhen; auerdem werden wir sehen, daf} sie auf sehr interessante
Art die Fouriertransformierte und die Fourierreihe miteinander verbindet.

Satz 6.17 (Poisson'>*—Summenformel)
Fiir f € Li(R) ist

> f (2kn) Z fk und Y f(k) =" f(2kn). (6.20)

kEZ keZ keZ keZ

Beweis: Wir setzen
=> flz+2km), z€R, (6.21)

kEZ

und bemerken, daB g (z + 27) = g(z), also g eine 2r—periodische Funktion ist, und wegen

loley = [lo1at= [ |35+ 26m) <3 [ 17 2bm)
T

keZ kEZ
_ / F ()] dt = fllg.,
R

152Das ist beispielsweise der Fall, wenn f und g differenzierbar sind; dies folgt aus (6.13) und dem Riemann—
Lebesgue-Lemma, Proposition 6.15.

153Siméon Denis Poisson, 1781-1840, studierte bei Laplace und Legendre, Beitriige zur Fourier—Analysis und
Wabhrscheinlichkeitstheorie (“Poisson—Verteilung”), schrieb zwischen 300 und 400 Arbeiten, auch iiber Elektri-
zitdt, Magnetismus und Astronomie.
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ist g € L1(T) und insbesondere wohldefiniert — die Summe in (6.21) divergiert nicht allzu
unmotiviert. Die Fourierkoeffizienten g; von g haben nun nach (1.3) die Form

1 . 1 ~
= — t) ekt qt = (t+2 —ikt g — / e P dt = — f(k
o= [ty ar= oo [ 3o i =5 [ ) — fv)

ez
und, angenommen die Partialsummen der Fourierreihe von g wiirden konvergieren'>*, erhalten

so, daf} )
0= Yo ¢ l0)= 0 20 = X o),

keZ keZ keZ keZ
was die erste Identitét liefert. Mit deren Hilfe und (6.10) ergibt sich dann, daf3

S0 = (0n+1) 2hm) = 5= 3 (om ) () = 3 T (2hn).

keZ keZ keZ keZ

O

SchlieBlich werden wir die Fouriertransformation noch nutzen, um einen etwas anderen Be-
griff der Differenzierbarkeit einzufiihren, der nicht auf Eigenschaften der Funktion, sondern auf
Eigenschaften der Fouriertransformierten beruht. Um diese Idee zu motivieren, betrachten wir
einmal eine Funktion f € L;(R), deren Ableitung ebenfalls zu L;(R) gehort. Da, nach (6.13),
()" (€) = i¢ fA(ﬁ ) und nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma

o= i (77 0] = g [ =t [ e

ist, muf} die (gleichmiBig stetige) Funktion falso die Eigenschaft

fo|sca+le™,  cer

fiir eine Konstante C; > 0 haben'> — auf kompakten Intervallen ist ja ‘f()’ beschrinkt und

aufBerhalb davon schldgt die asymptotische Aussage des Riemann—Lebesgue—Lemma durch.
Mit anderen Worten:

Ist f € Li(R) differenzierbar, so ist
|a+1-n 70| <o
Wie aber sieht’s mit der Umkehrung aus? Verlangen wir ein bilchen “mehr”, nimlich, daf3

la+i-pefo] <o a>o,

154 Ansonsten miissten wir ein Summationsverfahren, beispielsweise den Féjer-Kern verwenden.
155Man beachte: Hier hiingt die Konstante sehr wohl von f ab, nur eben nicht von &!
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dann ist, unter Verwendung der inversen Fouriertransformation (6.15), nun plétzlich f € C,(R),
jasogar f € C'¢(R). Trotzdem passen die beiden Enden wieder einmal nicht zusammen, es sei
denn, wir verwenden wieder die Plancherel-Identitdt (6.18) aus Satz 6.16 und die Tatsache,
daB die Fouriertransformierte auf Ly(R) eine Isomorphie'>® ist, um Differenzierbarkeit fiir Lo—

Funktionen tiber die Fouriertransformierte zu definieren.

Definition 6.18 Fiir o > 0 definieren die Sobolev'>’—Klassen

Wi (R) = {f € La(R) : (1+]-)°

fo)l e La®}. (622)

Das minimale « > 0 fiir das (6.22) fiir ein gegebenes f € Lo(R) noch erfiillt ist, bezeichnet
man als kritischen Index von f.

Einen groBen Unterschied gibt es aber zwischen der klassischen Differenzierbarkeit und der
Sobolev-Differenzierbarkeit: Erstere ist eine lokale Bedingung an die Funktion, wihrend letz-
tere, wegen des Ubergangs zur Fouriertransformierten eine globale Eigenschaft der Funktion f
ist.

6.3 Polynomreproduktion und die Strang-Fix—Bedingungen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Frage, wie gut man Funktionen mit den Rdumen
V}, approximieren kann, und zwar in Abhéngigkeit vom “Diskretisierungsparamter” i > 0. Es
ist ja noch ziemlich naheliegend, daB fiir A — oo, also immer feinere Abtastung, die Ergebnisse
wohl immer besser werden und dall der Approximationsfehler sogar gegen Null gehen wird,
aber wir werden auch feststellen, daf dies umso schneller geht, je glatter die zu approximierende
Funktion ist — varausgesetzt, unser Raum S(¢) ist imstande, Polynome eines gewissen Grades
zu (re-)produzieren. Dall man dafiir wirklich S(¢) braucht und nicht mit dem Teilraum S,(¢)
auskommt, zeigt Ubung 6.6.

Ubung 6.6 Zeigen Sie: Hat ¢ € L,(R) kompakten Triger, dann ist S, () N IT = {0}. &

Wir werden die Approximationsordnung in zwei Schritten angehen: Zuerst werden wir unter-
suchen, wann die Translate unserer Funktio ¢ imstande sind, Polynome von einem bestimmten
Grad zu (re-)produzieren und dann werden wir uns ansehen, welche Folgen das fiir die Appro-
ximationseigenschaften der Rédume o4 /;,S () fiir h — 0 hat. Das mit dem “(re-)produzieren”
hat iibrigens einen einfachen Grund, mit dem wir auch beginnen wollen.

Proposition 6.19 Ist o € Cy(R) eine stetige Funktion mit kompaktem Triiger'® Ist 11, C

1567 mindest bis auf die Konstante \/ﬂ_l.

157Sergei Lvovich Sobolev, 1908-1989, eine der ganz herausragenden Gestalten in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen.

158 Auch wenn wir in der Norm von Lo approximieren, werden die Funktionen, mit denen wir das tun wollen,
doch zumeist zu Cqo(R) gehoren; wenn diese Funktionen z.B. inverse Fouriertransformationen sein wollen, dann
bleibt ihnen ja sowieso nichts anderes iibrig, als gleichmifBig stetig zu sein und wenn man “richtig” mit ihnen
rechnen will, dann muf3 man entweder kompakten Triger oder ziemlich flottes Abklingen fordern.
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S(), dann ist fiir jedes p € 11,, auch'>

(p*p:ZgD(-—j) p(j) €1I, und deg ¢ x p < degp. (6.23)

JEZ

Mit anderen Worten: “Produktion” und “Reproduktion” von Polynomen sind beinahe dquiva-
lent.

Beweis: Seill,, > p = ¢ * cfiir ein ¢ € ((Z), das ja existieren muB, weil II,, C S(y). Dann ist

prp = Y o= pli) =Y _w(-—5) Y »(i—k)elk)

= D el—i=keU)ek) =3 o) Y ol -k ck)
jkez JEL kezZ N

pre(-=j)=p(-—j)
= > el p- =) (6.24)

JEZ

Ist nun p € II,, so ist auch p(- — j) ein Polynom'*®® vom selben Grad wie p in IT,, und da ¢
kompakten Tréager hat, ist die Summe auf der rechten Seite eine endliche Linearkombination
von Polynomen vom Grad < deg p, also wieder in ein Polynom vom Grad < deg p. U

Was natiirlich schon wire, das wire deg ¢ * p = deg p in (6.23), nur leider konnen wir das nicht
erwarten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.20 Sei

-1, xr € [-1,0),
Q= 1, z € [0,1),
0, sonst,

dann ist ‘
JEZ
also 11y C S(yp), aber
px1=2 o(—j)=0,
JEZ
der Grad wird also echt “kleiner”! Nun gut, dieses Funktion @ ist ja auch nicht stetig, aber
erstens wurden im obigen Beweis ja eigentlich nur kompakter Trdger und gleichmiBige Be-
schrinktheit von ¢ verwendet und zweitens kann man natiirlich auch Beispiele héherer Ordnung
angeben. Die sind halt dann blof3 nicht mehr so einfach.

159Die Faltung in (6.23) ist zuerst einmal mehrdeutig! Da es aber nur genau ein Polynom gibt (welches?!), das
zu L, (R) fiir irgendein 1 < p < oo gehort, wollen wir Polynome immer nur im “diskreten Sinne” mit Funktionen
falten, also Polynome p hier als die “Vektoren” oder Folgen (p(j) : j € Z) € ¢(Z) auffassen.

160Ja, die Polynome von einem bestimmten Hochstgrad bilden einen endlichdimensionalen translationsinvarian-
ten Raum — wer hite gedacht, da3 es so was gibt?
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Ubung 6.7 Zu der Funktion ¢ aus Beispiel 6.20 betrachten wir ¢» = x * . Zeigen Sie:
1. II, CS (77/})

2. Es gibt eine Funktion p € II; mitdegp = 1 und deg vy x p < 1.
¢

Und trotzdem brauchen wir gar nicht so viel mehr von ¢ zu fordern, nimlich nur, daf3 das, was
in Beispiel 6.20 gerade schiefgegangen ist, eben nicht passiert.

Korollar 6.21 Erfiillt p neben den Voraussetzungen von Proposition 6.19 auch noch

0#¢1(0) =Y (), (6.25)
=
so ist deg ¢ x p = deg p fiir alle p € 11,,.
Beweis: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB p(x) = ¥ + ..., k < n, was man durch

geeignete Normierung ja immer erreichen kann. Dall deg ¢ * p < degp = k ist, das wissen wir
ja schon aus Proposition 6.19. Wiirde aber die strikte Ungleichung “<” gelten, so ergibt (6.24)

da3
0=(pxp)™ =" w(5) p®( et =k 0(j)
J jEZ —k" J | EZ
was natiirlich einen Widerspruch darstellt. U

Definition 6.22 Eine Funktion f € L,(R) erfiillt die Strang-Fix—Bedingungen der Ordnung
r > 0 wenn

F(0) #0.

2. fiirj=0,...,rist
f9@kr)=0, keZ\{o}. (6.26)

Bemerkung 6.23 Diese Bedingungen an die Fouriertransforierte einer Funktion wurden erst-
mals von Schoenberg'®' in [74] aufgestellt und untersucht, ihren Namen haben sie jedoch von
der Arbeit [80]'®?

Satz 6.24 Erfiillt die Funktion p € Cyy(R) die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, dann
ist 11, C S(yp).

161 gaac J. Schoenberg, 1903-1990, Studium der Mathematik in Berlin und Gottingen, befasste sich unter ande-
rem mit analytischer Zahlentheorie, totaler Positivitdt, isometrischen Einbettungen metrischer Riume in Hilber-
trdume. In der Numerik als “Vater der Splines” am bekanntesten. Schoenberg war mit Landaus Tochter Charlotte
verheiratet, seine Schwester mit Hans Rademacher.

162Fg ist bemerkenswert, daB dies eine der wenigen mathematischen Arbeiten ist, deren Autoren nicht in alpha-
betischer Reihenfolge aufgefiihrt werden.
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Wir werden Satz 6.24 sogar in einer etwas allgemeineren Form beweisen, indem wir Erhaltung
polynomialer Raume fiir solche translationsivarianten Rdume beweisen, die (6.25) erfiillen.

Satz 6.25 Sei ¢ € Cyo(R) und ¢ * 1(0) # 0. Dann ist
IT,, € S(p) — PV (2km) =0, j=0,...,n, keZ\{0}. (6.27)

Satz 6.24 folgt nun aus Satz 6.25 als unmittelbare Anwendung der Poissonschen Summenformel
(6.20), denn erfiillt ¢ auch nur die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung 0, so ist

prl =3 olk) =3 @kr) = p0)+ 3 B(2kr) #0 (6.28)

und Satz 6.24 ist gerade die Richtung “<=" von Satz 6.25.

Beweis von Satz 6.25: Beginnen wir mit der Richtung “=>", fiir die wir die Voraussetzung
¢ * 1 7 0 noch nicht einmal brauchen werden. Dabei betrachten wir fiir j = 0, ..., n und festes
z € R die Funktion 1 (t) = (—t)’ p(x + t) und erhalten, da i) € Cyo(R), iiber die Poissonsche
Summenformel (6.20), (6.9) und (6.14), daf

Yo Kpl@—k) => ¢k) =D d@2kr) = (=) o(-+2))" (2km)

kEeZ kEZ kEZ kEZ
A .
_ : Z:BE j—4 2irkx
- Zz] & (P(&)e™) (2k) sz Z < ) (2km) (ix) ™ =™,
keZ keZ =

also

Z K p(x — Zz] Z ( ) (2km) (i)~ ke, r €R. (6.29)

Per Induktion iiber j konnen wir annehmen, daf3 alle Terme mit / < j in der Summe auf der
rechten Seite verschwinden'®?, und so erhalten wir, daB fiir jedes € R

p(x) =Y i @V (2km) ke

keZ

ist. Die Funktion auf der linken Seite ist ein Polynom!®* in  nach Proposition 6.19, was auf der
rechten Seite steht hingegen periodisch mit Periode 1, da 2™ = 1 fiir alle k € Z und deswegen
bleibt p nichts anderes iibrig, als konstant zu sein, was aber gerade $\/)(2kw) = 0 fiir k # 0
impliziert.

16 per Induktionsanfang, j = 0, ist trivialerweise erfiillt, denn dann haben wir einfach keine Bedingung.
164Vom Grad < n, aber das ist eher sekundr.
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Fiir die andere Richtung, “<=", verwenden wir nochmals (6.29) und erhalten, nach Einsetzen
der Strang-Fix-Bedingungen ¢\ (2k7) = 0, k € Z \ {0}, daB

> Koz —k)

kEZ

= iji(ﬁ)@(@)(@) (i + Y Z@) 50 (2kr) (i~ e

£=0

J . J
=y it @) U0 2 =) qat eI,

520 N

Vv
=:cp

und da ¢; = (—1)75(0) # 0 ist', ist deg p = j. Damit sind aber die Polynome
pj::ijgo(-—k), j=0,...,n,
kez

linear unabhéngig und bilden demzufolge eine Basis von II,,. Insbesondere gilt dann aber auch
I1,, C S(yp). O

Beispiel 6.26 Hier ein paar Beispiele fiir Funktionen, die die Strang—Fix—Bedingungen erfiillen
(oder auch nicht):

1. Der (kardinale) B-Spline N erfiillt eine Strang—Fix—Bedingung der Ordnung j. Da

— 1— i€\ 7" ; -~
N;(§) = < 7 ) = I T(E), also  N;(0) =1

mit Y (2km) = 0, hat ]/V\] an 2km, k € Z \ {0} eine Nullstelle der Ordnung j, also

ﬁj“)(zkw):o, (=0,...,5, keZ\{0}

Damit erfiillen die B-Splines die Strang—Fix—Bedingungen und besitzen die Fdhigkeit zur
Polynomreproduktion.

2. Wie sieht es nun mit der Funktion ¢ aus Beispiel 6.20 aus? Da wir in Ly auch ¢ =
X — X (- + 1) schreiben konnen'®®, erhalten wir, dafs

. . —@_if
PO =) - q(0) = (1= ) (7).

An den Stellen 2k verschwinden also tatséichlich p, was aber fiir die Probleme sorgt, ist
die Tatsache, daf3 hier auch p(0) = 0 ist.

165Hier gehen wieder die Annahme ¢ * 1 # 0 und die Poissonsche Summationsformel ein, genauer, Gleichung
(6.28).
1%6Funktionen in L,~Rdumen sind nur bis auf Menge vom MaB Null eindeutig bestimmt!
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3. Das cindert sich auch nicht grof3, wenn wir in Verallgemeinerung von Ubung 6.7 die immer
glatteren Funktionen

Y= x kxR = Nj_1 %, JeEN, Py = @, (6.30)

J

einfiihren, also

GO = FONE) = (1-c) (1_-“&) (1_-€i€>j

die sogar

—(¢
0 0kmy =0, r=0,....+1, keZ\{0}

erfiillen, aber wegen 1//};(()) = 0 knapp an den Strang—Fix—Bedingungen scheitern.

Bemerkung 6.27 Die Funktionen 1, j € Ny, aus (6.30), die, wie man sich leicht iiberzeugt,
stiickweise Polynome vom Grad < j mit globaler Differenzierbarkeitsordnung j—1 sind'®’, sind
auch Beispiele, daf3 die “Komponente” p(0) # 0 der Strang—Fix—Bedingungen auch notwendig
ist: Die anderen Bedingungen an den Stellen 2km, k € Z \ {0} erfiillt nimlich 1); sogar von
der Ordnung j + 1 und miifite ja dann sogar Polynome der Ordnung j + 1 erzeugen konnen —
etwas abwegig, wie man sich leicht klarmachen kann, wenn man beispielsweise versucht, die
Funktion x durch stiickweise konstante Funktionen zu kombinieren. Wer’s lieber bewiesen hat:
Da 1; stiickweise zu 11; gehirt, ist fiir ein x im Inneren dieser “Stiicke”'®® 1/1](7“) (x—k)=0
fiir alle k € Z, also auch

(W) (@) =Y @ —k) e =0,  cel(),

kEZ

=0

weswegen es kein ¢ € ((Z) geben kann, so daf3 x7*1 =) x c(x), v € R.

Damit haben wir also das Problem, ob der Raum S(¢) Polynome einer bestimmten Ordnung
enthélt oder nicht, ziemlich erschopfend abgehandelt und iiber die Fouriertransformierte von ¢
beschrieben. Es gibt natiirlich auch detailliertere Beschreibungen, die mit schwécheren Voraus-
setzungen als ¢ € Cy(R) auskommen, siehe z.B. [34], aber im Prinzip lebt alles davon, da
man die Poissonsche Summenformel auf geeignete Art und Weise anwenden kann.

197Es gilt also 1; € Ciy ' (R)!
188Die ganzzahlige Intervalle sind!
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6.4 Approximationsordnung

Der Nutzen der Polynomerhaltung bei der Bestimmung der Approximationsgiite wird nun darin
liegen, dall wir die Tatsache ausnutzen, daf fiir eine hinreichend oft differenzierbare Funktion
f das Taylorpolynom

nfR)
k=0
der Ordnung n € Nj eine gute lokale Approximation der Funktion darstellt. Kann nun das
Taylorpolynom durch S(y) exakt dargestellt werden, so mufl nur noch dieser lokal recht kleine
Fehler approximiert werden und wenn man das mit der Lokalitdt von ¢ kombiniert (das heifl3t,
mit dem kompakten Trédger von ¢), dann kommen wir zu guten Abschitzungen fiir den Fehler
bei der Approximation aus S(¢). Nun, das ist die hehre Idee, bei deren Realisierung wir uns
natiirlich schon noch mit den Details herumschlagen miissen.

Bemerkung 6.28 Mit
LMR) = {f € L,(R) : f™ € L,(R)}

bezeichnen wir die Funktionen, die eine Ableitung in L,, besitzen. Beziiglich der Norm

11l = D119,
j=0

ist L7'(R) dann ein Banachraum, in dem Cfy(R) dicht'® liegt.
Nun konnen wir unser Approximationsresultat auch “schon” formulieren.

Satz 6.29 Die Funktion ¢ € Cyy(R) erfiille die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n. Dann
gibt es zu jedem f € L) (R) und h > 0 ein c;, € ((Z), so dafs

|f = auyn (e xan)||, < O FHD]] (6.31)

Wir konnen das auch noch anders sagen: Erfiillt ¢ die Strang—Fix—Bedingungen, dann erlaubt
S(i) sehr gute Approximation an zwar nicht alle Funktionen'”’, aber doch an differenzierba-
re Funktionen. Und solche Sétze habe wir schon kennengelernt: Satz 6.29 ist ndmlich nichts
anderes als das Gegenstiick zu den Jackson—Sdtzen fiir differenzierbare Funktionen, siehe Pro-
position 5.19.

Wir werden einen linearen Operator, der (6.31) erfiillt sogar explizit konstruieren, und zwar
einen sogenannten Quasiinterpolanten'”' der Form

Qnf=> Nelonf) o (W' —k) = (exX) (") (on f),  h>0,

kEZ

19Natiirlich wieder beziiglich der Norm || - ||, -

170Wer wiirde das auch erwarten?

1710der, wie G. G. Lorentz mal gesagt haben soll (sinngemiB): “Entweder der Operator interpoliert, dann ist er
ein Interpolant, oder er tut’s nicht, dann ist er kein Interpolant. Was also ist ein Quasiinterpolant?”
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wobei die )\, k € Z, noch zu bestimmende lineare Funktionale sind. Unser erstes Ziel besteht
darin, diejenigen Funktionale zu bestimmen, die dafiir sorgen, daB (), eingeschrinkt auf I1,, die
Identitit ist, das hei3t, dal Q,p = p, p € I1,,, natiirlich immer vorausgesetzt, daf} ¢ die Strang—
Fix—Bedingungen der Ordnung n erfiillt. Unter dieser Voraussetzung garantieren Satz 6.24 und
Proposition 6.19 die Existenz von Polynomen p; € 11, 7 = 0,...,n, so dal3

p*pi(x) =12/, weR (6.32)
Und mit Hilfe dieser Polynome setzen wir unseren Quasiinterpolanten zusammen.

Lemma 6.30 Erfiillt ¢ die Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n, dann gilt fiir die Funktio-
nale

()
)= Z / Jj!(k) p;(0), feC"(R), keZ, (6.33)

daf3
Qup:=¢*Ap)=p,  pell,. (6.34)

Beweis: Es geniigt, denn Fall » = 1 zu betrachten: Ist ndmlich Q1p = ¢ * A(p) = p, so ist
natiirlich auch

Qnon-1p = (p*A) (k") (opop-1p) = (Qip) (A7) = op-1p,

und ersetzt man x durch hz in dieser Gleichung, so folgt Q,p = p.
Fir{ € Zund j =0,... nist

(@—0 =(oxp) (- =0 => 9(-—L—k)pi(k)=> @ (-—k) pj(k—0) (6.35)

keZ keZ

Nun hat aber jedes p € 11, an der Stelle ¢ die (endliche) Taylorentwicklung

Z P (z — ¢ (6.36)

Jj=0 ‘7'

Setzen wir nun (6.35) in (6.36) ein, dann erhalten wir, daf}

plx) = Zp Z (—k)p (k==Y o(—k

keZ keZ :0

= pxqr),

wobei ¢, € II,,. Nach Ubung 6.8 gilt dann fiir beliebige ¢, ¢’ € Z, daB q, = ¢, also insbesondere

q(k) = qr(k) —Z%pjm), keZ,
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woraus unmittelbar p = ¢ * gg = Q1p, also (6.34) folgt. U

Ubung 6.8 Zeigen Sie: Erfiillt ¢ die Strang—Fix-Bedingungen der Ordnung n, dann gilt fiir
pell,
pxp=0 — p=0.

&

Beweis von Satz 6.29: Es geniigt, zu fordern, daB f € Ci;t'(R) ist; das folgt aus Bemer-
kung 6.28 und der Stetigkeit der Normen auf beiden Seiten von (6.31), die ja beide durch
| - |lp;n+1 majorisiert werden. AuBerdem nehmen wir wieder an, da8 suppy C [0, N]. Fiir

z € Rund A > 0 sei "
e .
Tnf ::Z ( ) ('_x)]

das Taylor-Polynom der Ordnung n an f beziiglich der Stelle . Dann ist, da f(z) = T, f(z) =
Qh (Tnf ) ($)

@) = Quf@] = |Qu(f = Tup)(@)|= [Qng(@)| =

g

= Y. Melgh)) o (bt —k)

kex/h+(—N,0)

> N (gl hla - —k)

kEZ

Fiir beliebiges 1 < p < oound ¢ = (p — 1)/p, also 1/p + 1/q = 1, ist dann, mit unserem
“Trick” aus dem Beweis von Proposition 6.5

[f(2) = Quf@)P < NP Y Ne(g(he) @ (b —k) [ (6.37)
k€x/h+(—N,0)

Als nichstes schauen wir uns mal den Ausdruck \; (g(h-)), k € Z, an. Dazu bemerken wir
zuerst einmal, daB fiir y € Rund £ = 0, ..., n die Gleichung'’?

n ; n—~_
U dé . f(f)(x) f(a+€
Z R A Wi L 7
\‘/_/ 7=0 7=0
3 G=ONy—x)i=*
also
(L) =Tuef®,  £=0,....n, (6.38)
gilt. Da g = f — T, f ist, ergibt sich also nach (6.33)
" pi(0) s " B p;(0 :
M (o)) = 3220 g0 () = O (s~ 1.9 it
j=0 J: Jj=0
" W p; (0
= MO o g, s0) (i
=0

172Unter Verwendung der Konvention, daB j! = oo fiir j < 0, also insbesondere 1/5! = 0.
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Nach der Taylor—Formel mit Integralrestglied,

1 Yy
F-TH ) = [ @t FECR®), yeR  (639)
siehe z.B. [29, S. 285]'"3 oder Ubung 6.9, ist somit
" R (0 hk »
Me(g(h) = j,(np—i(j)), FD() (hk = )" dt. (6.40)
— ! /.

Jetzt konnen wir unsere Bausteinchen zusammensetzen! Da die Summe nur iiber solche Kom-
binationen x, k lduft, fiir die x/h — k € [0, N}, also x — hk € h[0, N], also |z — hk| < Nh gilt,
konnen wir nun (6.37) nach x integrieren, (6.40) einsetzen, um so

If —Qufl = / (@) — Ouf(@)] de

< / e (g(h)) @ (B = k)| de
R kex/h+(~N0)
< (41N / .'Pj(o)" "
R kew/nt(~N,0) j= 0 =)
<Cw

p

r—hk
x |hI / fO (@ +t) (hk—x—t)"Tdt o (h 'z — k)| da

z—kh
P
< ((n+ 1N 'C / Zhﬂm hk;|p1/ (hk—z— )" x
R kex/n+[-N,0] j=0 T ~ —~ .
S(VRY? <(2NR)(=DP<(2N)npp(n—1)p

< [ (@ + )| | (R e — k)[” dtde

~
<llellg,

hN
< (n_l_l)prCPNp—ananp HQOHIOJO he pp—1 // }f(n+1)($+t)|p dt dz
~ ~ - R JO

=:Cc?

hN
— Ciohnp hpl/ / |f(n+1)<x>‘17 do dt — NC{) h(n+1)p Hf(n+1)HP
0 R

p

zu erhalten, was (6.31) mit der Konstanten
C:=2"N"(n+1) [l¢ll, (6.41)
liefert. ]

Ubung 6.9 Beweisen Sie die Taylor—Formel (6.39).
Hinweis: Partielle Integration. &

I3Wer hofft, dort die Losung von Ubung 6.9 zu finden, muB leider enttduscht werden, denn es ist dort auch nur
als Ubungsaufgabe aufgelistet.
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Bemerkung 6.31 Was hat das nun fiir einen Sinn, solche Konstanten wie in (6.41) so explizit
anzugeben? Nun, man sieht ihnen an, wie klein man h wdahlen muf3, um iiberhaut mal langsam
sowas wie ein verniifntiges Resultat zu bekommen; eine Minimalforderung ist demnach auf
jeden Fall h < (2N)~1, was ja auch geometrisch sinnvoll ist: Die Funktion sollte zumindest so
gestaucht werden, daf3 man verschiedene ps verniinftig miteinander vergleichen kann.

Im Beweis ging auch ein, daf3 o € Coo(R), denn ansonsten konnte ja die Norm ||| unendlich
werden und die Aussage von Satz 6.29 bedeutungslos machen durch C' = oo. Es geht auch mit
schwdcheren Bedingungen, aber dann wird der Beweis auch technisch aufwendiger. Fiir Details
siehe [34] oder [18, Kap. ?].
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Weia!

Waga!

Woge, du Welle,
walle zur Wiege!
Wagalaweia!
Wallala weiala weia!

R. Wagner, Das Rheingold

Wavelets

Jetzt also zur “modernen” Approximationstheorie, ndmlich zu Wavelets und deren Approxi-
mationsfihigkeit. Wir wir gleich sehen werden, sind Wavelets ein Spezialfall von translations-
invarianten Riumen. Auch wenn es nicht unbedingt notwendig ist, werden wir Wavelets hier
“nur” in Ly(R) betrachten; dies beruht vor allem auf der Tatsache, dafl wir es hier mit einem
Hilbertraum zu tun haben, dessen Norm auf dem inneren Produkt

(f.g) = /R f(Og®dt,  f.g € Lo(R),

beruht; die komplexe Konjugation bringen wie mal vorsichtshalber ins Spiel, um auch Fourier-
transformierte gegeneinander integrieren zu konnen.

7.1 Multiresolution Analysis

Die diskreten Wavelets'™ fiihrt man am besten iiber den Begriff der Multiresolution Analysis
ein, die auf Mallat zuriickgeht, siehe z.B. [54].

Definition 7.1 Eine Folge V; C Ly(R), j € Z, von linearen Riumen heifit Multiresolution
Analysis'”>, abgekiirzt MRA, wenn

1. die Riume V; verschachtelt'’® sind, das heipt, ---V_1 C Vo C V4 C -+ C La(R) und
wenn
lim V; = {0} sowie lim V; = Ly(R). (7.1)
j——00 j—00

gilt.

17Im Gegensatz zur Wavelettransformation, die eher in die harmonische Analysis (Verallgemeinerungen der
Fourieranalysis) gehort.

17Man hat auch, in “deutschen” Kreisen, schon das grausige Unwort “Multiresolutions—Analyse” gehort, aber
da “Mehrauflosungsanalyse” auch nicht gut klingt, bleiben wir doch lieber beim englischen Terminus Technicus.

176 Englisch “nested”.
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2. die Rdume translationsinvariant sind, das heifst, wenn fiir j € Z

fevy — f(+k)eV;, kel (7.2)

3. die Rdaume Skalenraume sind, das heif’t, wenn fiir j € 7.

fev = f(2)eViy (7.3)

4. Vi von einer Skalierungsfunktion ¢ erzeugt wird, also

Vo=5:(p) ={pxc: ceb(Z)}, (7.4)

wobei die Translate von ¢ sogar eine Riesz'""—Basis von V|, bilden, das heifit, es gibt
Konstanten A, B > 0, so daf

Allellpyzy < e ellp,m < Blilpz, € b(@). (7.5)

Bemerkung 7.2 1. Man kann eine MRA auch nur fiir V;, j € Ny, definieren; einen wirkli-
chen Unterschied machen die immer niedriger auflosenden Ridume eigentlich nicht, viel
“wichtiger” sind die V; mit j > 0.

2. Die Bedingung (7.5) bezeichnet man auch als die Stabilitit von ¢, genauer der Translate
von @. Besonders einfache stabile Funktionen sind die, die orthonormale Translate haben,
denn dann ist

losely = tpreprd= [ (Tett=ie) (Cet-ra)

JEZ kEZ
. 2
_ chck/w—ﬁso(t—k)dtzzci:nch,
jkEZ IR — . keZ

=0k
wir haben also sogar A = B = 1.

3. Die Forderung nach Stabilitdit befreit uns auch von dem Dilemma translationsinvarianter
Réiume, das wir in Proposition 6.5 durch die Einschrdankung auf Funktionen mit kompak-
tem Trdger zu losen versuchten. Hier folgt trivialerweise aus der Definition

Bilden die Translate von ¢ € Lo(R) eine Riesz—Basis, dann ist Sy(¢p) C
Ly(R).

177Figyes (Frederic) Riesz, 1880-1956, und Marcel Riesz, 1886—-1969, ungarisches Briiderpaar von Mathe-
matikern, die genau eine gemeinsame Arbeit verfasst haben, und zwar wihrend des ersten Weltkriegs iiber das
Randverhalten analytischer Funktionen. Marcel Riesz gilt als einer der Viter der Funktionalanalysis und griindete
1922 zusammen mit dem uns auch bereits wohlbekannten Alfred Haar das “Janos Bolyai” Mathematik—Institut in
Szeged (Ungarn).
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4. Noch ein Wort zum Namen “Multiresolution”: Die Idee bei der Definition der Réaume V;
besteht darin, daf3 durch die immer feinere Skalierung der Funktionen in V; fiir immer
grofleres 3, man Funktionen mit immer feineren Details darstellen kann und daf3 am jede
Funktion f € Ly(R) durch eine Folge f; € V; (mit immer mehr Details) beliebig gut
approximiere kann. Anders gesagt: Mit diesen Funktionen f; betrachtet man also wegen
des (moglicherweise) hoheren Detailreichtums immer hoher auflosende Nidherungen von

£,

Beispiel 7.3 Die einfachste Multiresolution Analysis, die gleichzeitig auch den “Modellfall”
darstellt, wird von der Skalierungsfunktion p = x erzeugt. Die Riume V; := 05;S(x), j € Z,
sind dann nichts anderes als die stiickweise konstanten Funktionen, genauer, die Treppenfunk-
tionen, die auf den dyadischen Intervallen [277k, 277 (k + 1)] konstant sind, siche Abb. 7.1. Wie
sieht es nun mit den Eigenschaften aus? Nun, die Bedingungen (7.2), (7.3) und (7.4) folgen
direkt aus der Definition der V}, die Stabilitdit (7.5) ergibt sich aus

el = [ 3SR - )etf d /!Xt—1+k D de= S = el
JEZ

keZ
sogar mit'™ A = B = 1. Schlielich ist auch die “Verschachtelung” V; C V;1 klar und daf3
V; — Ly(R) fiir j — oo ist die Dichtheit der Treppenfunktionen, wohingegen V; — {0} fiir
j — —oo auf der einfachen Tatsache beruht, daf3 die einzige konstante Funktion in Ls(R) die
Nullfunktion ist.

keZ
=05k X

j=0 Jj=1

Abbildung 7.1: “Typische” Funktionen aus V und V; in Multiresolution Analysis, die von
x erzeugt wird. Je hoher der Index j wird, desto mehr wéchst natiirlich die Fihigkeit der
Funktionen, feinere Details darzustellen oder wiederzugeben.

Dal} eine Funktion ¢ eine MRA erzeugt, stellt auch besondere Forderungen an diese Funktion,
und zwar, dal} sie Losung einer Funktionalgleichung ist.

178Na gut, die Translate dieser Funktion sind wegen ihres disjunkten Trigers ja auch noch orthonormal, also
wiirde auch Bemerkung 7.2 reichen, aber es ist doch immer gut, eine zweite Meinung zu horen.
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Proposition 7.4 Erzeugt eine Funktion ¢ € Lo(R) eine Multiresolution Analysis, dann gibt es
eine Folge a € (5(7), so daf o die Verfeinerungsgleichung!”™ oder Zweiskalenbeziehung

p=0s(pxa)=> alk)p (2 —k) (7.6)

kEZ

erfiillt. Alternativ kann man, die Verfeinerungsgleichung (7.6) auch als

B6) = 3a(E/2) B(/2), EcR, a1
schreiben.

Beweis: Wir zeigen zuerst, da V; von den Funktionen ¢ (2 - —k), k € Z, erzeugt wird. Dazu
brauchen wir blof zu bemerken, daB fiir jedes f € V; die Funktion f(-/2) zu Vj = S(¢p) gehort,
daB also fiir ein passendes a € ((Z)

f(x/2) =) a(k)p(x—k), weR,

keZ

und ersetzt man « durch 2z, dann erhilt man, daB f € 0,S(¢p) liegt. Da insbesondere ¢ € Vj C
Vi = 02S(¢p) gibt es also ein a € ((Z), so daB ¢ = o2 (¢ * a), was nichts anderes als (7.6) ist.
Die anderen beiden Eigenschaften folgen mit Satz 6.13.

DaB a zu (5(7Z) gehort, folgt schlieBlich aus der Tatsache, daf3

1 A
Hﬂbzwaﬂw*aWyzngwwawgzggHﬂb-
]
Ubung 7.1 Zeigen Sie, daB a* (e~*) = @ ist und leiten Sie (7.7) aus (7.6) her. &

Definition 7.5 Eine Funktion o, die eine Verfeinerungsgleichung der Form (7.6) erfiillt, heif3t
verfeinerbar.

Ubung 7.2 Zeigen Sie: Sind ¢, ¢ verfeinerbare Funktionen, dann ist pox1) ebenfalls verfeinerbar.

%

Beispiel 7.6 Einfache Beispiele fiir verfeinerbare Funktionen sind

1. die charakteristische Funktion x von [0, 1]. Hier ist ja offensichtlich

X=x(2)+x(2--1).
N~

o ]

1"Englisch: “refinement equation”.
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2. die “Hutfunktion”

x—+1, x € [—1,0],
o) =< 1—u, x € [0,1],
0 reR\[-1,1],

die die Verfeinerungsgleichung

1 1

Se2 -+ + 9(2) +59(2--1)

2 ~—— 2 ~——
N[—LO] N[f%,%] N[Ovl]

('0:

{

erfiillt, siehe auch Abb 7.2. Als Autokonvolution'®® der charakteristischen Funktion bleibt
der Hutfunktion ja auch gar nichts anderes iibrig, als selbst verfeinerbar zu sein.

Days alle B-Splines verfeinerbar sind, ist nun nicht weiter verwunderlich, wenn man die Verfei-
nerbarkeit der charakteristischen Funktion und Ubung7.2 in Betracht zieht.

-
-

»
|

Abbildung 7.2: Verfeinerung der Hutfunktion als “Uberlagerung” Ihrer gestauchten und
verschobenen Kopien.

Ubung 7.3 Zeigen Sie: Der B-Spline N; ist verfeinerbar mit dem Vektor a € ¢(Z), der die von
Null verschiedenen Eintrige

) 1
a(k):Q_]<jZ ) k=0, j+1,

hat. &

Das fiihrt zu einer netten Beobachtung, wie man (die Fouriertransformation) verfeinerbarer
Funktionen berechnen kann: Iteriert man niamlich die Formel (7.7), dann liefert das fiir £ € R

o6 = 2 ptesm = M2 ey o= p 2 ],

J=1

Q

N eN.

189Das “vornehme” Wort fiir “Faltung mit sich selbst”.
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Ist nun dariiberhinaus'®' ¢ € L;(RR), ist also ¢ eine stetige Funktion, dann erhalten wir, daf

w0 T1°,

Jj=1

@)

(7.8)

Daraus konnen wir sofort ein paar Konsequenzen ableiten.

Proposition 7.7 Sei 0 # ¢ € Ly(R) verfeinerbar beziiglich a € (,(Z), das heifit p =
o9 (p * a), und es konvergiere das unendliche Produkt in (7.8). Dann

1. ist (0) # 0.

2. ist

keZ

Beweis: Wire p(0) = 0, dann liefert (7.8), da @ = 0, also ¢ = 0; setzt man nun £ = 0 in
(7.7), dann erhilt man, daf3

a(0) =1,

DO | —

da 3(0) # 0. 0

Wiire iibrigens |a(0)| < 1, dann konvergiert das unendliche Produkt gegen 0 und es wire wieder
© = 0, wire |a(0)| > 1, dann divergiert das Produkt und ¢ wire tiberall unendlich.

7.2 Orthogonale Skalierungsfunktionen

In den folgenden Kapiteln werden wir uns nur mit orthonormalen Skalierungsfunktionen aus-
einandersetzen, da fiir diese die Definition und Berechnung der Wavelets wesentlich einfacher
ist. Dazu sehen wir uns erst einmal an, ob und inwiefern Orthonormalitiit'®? eine Einschrinkung
bedeutet.

Man kann sowohl Orthogonalitit als auch Stabilitdt von ¢ relativ schon iiber die Fouriertrans-
formierte von ¢ beschreiben. Dazu verwendet man die Plancherel-Identitit (6.18) und erhilt,
daB} ¢ genau dann orthonormale Translate hat, wenn fiir j, k € Z

o = (- —k)) = /Rgo(t—j)sO(t—k)dt

- 1 R i
= o / r ) ) ) (@) di = - [ 1) e a
~~ R
s0(19

—ijy ﬁeikﬁ

1817um Beispiel, wenn ¢ kompakten Triger hat.
1820b wir uns nun mit Orthogonalitit oder Orthonormalitit auseinandersetzen, das ist nur eine Frage der Nor-
mierung und daher praktisch irrelevant.
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e+
= Z / > iRy
tez Y 2
2
= Z/ PV + 2Um)[? 71 07RY 2GR gy
ZGZ =1
= % Z|@(19+2£7r)|26—i0‘—’€>19 v,
0

LETL
A

=:g(9)

was der (j — k)—te Fourierkoeffizient der Funktion ¢ ist. Bezeichnet also wieder g; den j—ten
Fourierkoeffizient von g, so ist, mit k = 0, Orthonormalitit also dazu dquivalent, dal g; = J;o,
also g = 1. Mit anderen Worten:

(=)ol =k =0, jkeZ = Y [p(+2Amf’=1. (79
LeZ

Stabilitdt geht dhnlich; hier sehen wir zuerst mal, dal nach (6.18) und (6.12) fiir beliebiges
cel(z)

2
1 2 PR ~
le*clly = — |[(e*0)"|,= H 90||2—— 2(9)|* dv
2
keZ
B R ) B 1 27 R )
_ Zc Z\g&(ﬁ—l—%ﬂﬂ dﬁ_%/o )2 g (9) di
keZ LET

—9(9)

Mittels dieser Identitit und der “diskreten Parseval-Identitit” (7.12), siche Ubung 7.4, 148t sich
dann die Stabilitdatsbedingung (7.5) dquivalent in

2m
A lel; S/ [CW)* g (9) 9 < B |[ell;, ¢ € a(2), (7.10)
0
umformen, woraus
A* <> |B(- + 26m) P < B (7.11)
LEL

folgt. Denn hitte fiir ein € > 0 die Menge

{ge [0,27] = > 1@ (€ +2¢m)) gA—e} c [0, 27],

LeZ

positives MaB 11, dann gibt es eine Folge ¢,, € {yo(Z), so daB die trigonometrischen Polynome's®

én» € N, in Ly(T) gegen x;_ konvergieren. Dann ist

lim (|Gl = [xr_|l,,  aber  lim [|G3ll, < A—e
n—oo n—o0

183Giehe die komplexe Definition in (1.4)!
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was fiir hinreichend grofles n einen Widerspruch zu (7.10) darstellt. Die obere Grenze beweist
man entsprechend.

I"Jbung 7.4 Beweisen Sie die diskrete Parseval-Identitdt:

1
ell, = Nr el - (7.12)

¢

Aus (7.11) kénnen wir nun mit dem in [16] so genannten'3* “Orthogonalisierungstrick” ersehen,
daB das mit der Orthogonalitit “eigentlich” gar nicht so wild ist, sondern dal man eigentlich
nur die “falsche” Funktion zur Erzeugung des Translationsinvarianten Raums gewdhlt hat.

Satz 7.8 Ist ¢ € Ly(R) eine stabile Funktion'®, dann gibt es eine Funktion ¢ € S, (), die
orthonormale Translate hat.

Beweis: Wir definieren eine Funktion v iiber ihre Fouriertransformierte

—1/2 1 1
R o ,
— . < i
(}:kﬂﬁ+2&ﬂ!) L <P
LeZ
und setzen R R
¢=@xy, also o=y
Dann ist
1 ~
loll, = == (18], = == 1291, < == 1t [9]]. < o= 12 = 5 el

also ¢ € Ly(R) und

%\5(-%4@\2 — % @(-%—%W)QZ(-%:%W) :‘@‘2%‘5(-%%)‘2:1,

:w() ~ "~ -~

also hat ¢ nach (7.9) orthogonale Translate.
Setzen wir nun )
(k) = — / () e qy,
21 T

der Vektor der Fourierkoeffizienten von zZ, dann ist

27
i =5 | S e +2nf ar =5 [ po) ao =l

LET

184Dies ist keine Rechtschreibreform sondern korrekt! O tempora, o orthographia . . .
185Wir werden gelegentlich “stabile Funktion” anstelle des eigentlich korrekten “Funktion mit stabilen ganzzah-
ligen Translaten” verwenden — die Verwirrung sollte sich aber trotzdem in Grenzen halten.
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und da die Partialsummen der Fourierreihe ¢(—-) in Ly(T) gegen 1 konvergieren'®, ist (=€) =

~

(), £ € R, und somit

¢p=vo=2c(—)p  also P=—proc,
weswegen wirklich ¢ € Sy () liegt. O

Ubung 7.5 Zu f € Ly(T) sei ¢ € (5(Z), definiert durch

1 )
c(k) = > /Tf(t) ek dt, k ez,

sowie ¢, = X[-n,N] & 1 € N. Zeigen Sie:
1. ¢, ist ein trigonometrisches Polynom der Ordnung n, also ¢,.

2. ¢, (— ) ist Bestapproximation in Ly(T):

If = (=)l = min [ f =,

¢

So nett das ganze auch aussieht, es hat durchaus praktische Nachteile: Wir kennen nidmlich
nicht mehr unsere Skalierungsfunktion selbst, sondern nur noch deren Fouriertransformierte!
Natiirlich kann man daraus die Funktion iiber die inverse Fouriertransformation erhalten!'®’,

aber sowas wie geschlossene Ausdriicke konnen wir uns schenken.

Ubung 7.6 Bestimmen Sie die Fouriertransformierte der Orthonormalisierung der zentrierten
B-Splines M), aus Ubung 6.5. &

7.3 Wavelets fir orthonormale Skalierungsfunktionen

Jede Multiresolution Analysis besteht ja aus einer verschachtelten Folge V; C V4, 7 € Z,
von linearen Rdumen. Dabei braucht man (wegen der “faktischen” halbzahligen Verschiebung)
dann, um eine Funktion aus V;; darzustellen, ziemlich genau doppelt so viel Information wie
man fiir eine Funktion aus V;; bendtigen wiirde. Das ist ja noch angebracht, wenn man es mit
f € V;11\Vj zu tun hat, aber fiir ein f € V ist die Darstellung in V; schlichtweg zu kompliziert.

Beispiel 7.9 Betrachten wir nur einmal die von x erzeugte Multiresolution Analysis; dann hat
x € W CVj, j €N, insoeinem V; die Darstellung

271

xzzlx(Zj-—’f) = x#c(2),

fiir die die 27 Koeffizienten c(k) = 1, k = 0,...,29 — 1, zu speichern sind.

186Sie sind sogar Bestapproximationen der trigonometrischen Polynome, siche Ubung 7.5.
87In L ist das ja alles verhiltnismiBig harmlos . . .
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Schon diese Komplexititsiiberlegungen sind ein guter Grund, sich “irgendwas” einfallen zu
lassen, um die komplizierte Darstellung nur fiir Funktionen zu verwenden, fiir die man sie auch
wirklich braucht. Und hier heifit das Stichwort “Projektionen”: Ist ndmlich P; : Ly(R) — V;
eine beliebige Projektion'®®, dann berechnen wir fiir ein f € V;;; zuerst den “V;-Anteil” als
P; f und stellen dann f als

f=Pf+ (J-Ff)
~~ ——
€V e(Vim\Vy)uio}

dar. Nun besitzt Ly(R) als Hilbertraum aber eine sehr natiirliche Projektion, ndmlich die or-
thogonale Projektion, definiert durch (f — P;f,V;) = 0, die noch dazu den Vorteil hat, eine
Bestapproximation aus V; zu sein, siehe (2.17) in Lemma 2.22.

Definition 7.10 /. Fiir j € 7 definieren wir den Waveletraum W; = V;.; © V; als das
orthogonale Komplement

W= {f €Via : (f,V;)=0}. (7.13)

2. Die Funktion ¢ € Vi heifst Wavelet zur Skalierungsfunktion p, wenn 1 orthogonal und
Wy = Sa(v) ist.

Bemerkung 7.11 1. Definieren kann man bekanntlich viel! Daher miissen wir natiirlich erst
mal beweisen, daf} es zu jeder Skalierungsfunktion  tatsdchlich auch ein Wavelet gibt —
das wird die Hauptaufgabe in diesem Abschnitt sein!

2. Manche Leute unterscheiden auch zwischen Wavelets und orthogonalen Wavelets, bei uns
gehort Orthogonalitdt wie in [16] zur Definition des Wavelets.

3. Ist 1 ein Wavelet zu o, dann gilt aber wieder
W, =0 Sa), jELZ, (7.14)

das heif3t, auch die Waveletriume W; sind Skalenrdume.

Ubung 7.7 Beweisen Sie (7.14) und zeigen Sie, daB
{o(-—k) : kezZ}U{y (2 —k) : £=0,....j— 1, k€ L}

eine Riesz—Basis von V/ ist. &
Die Schreibweise “W; = V;,; © V" ist eine “saloppe” Umformung von V;,; = V; @& W}, was
sich fiir beliebige j € Z und k£ € N als

k—1

Viek = Vieho1 @ Wiseor = Vigpa @ W2 @ Wi = - = V; © @ Wy (7.15)
=0

1887ur Erinnerung: Eine Projektion P ist eine Abbildung mit P? = P.
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schreiben 1dBt. Beziiglich der Skalierungsfunktionen und Wavelets heif3it dies, dal jedes f €
Vit eine Darstellung

N

-1

f=(pxc) (2)+ ) (Wxrdiye) (27M), ¢, djpe € (Z), (7.16)

~
i
o

besitzt. Mit ; = 0 und der Dichtheitsbedingung (7.1) liefert dann (7.16) fiir jede Funktion
f € Ly(R) die Wavelet—Darstellung

f=pretd (Wxd)(2),  cd; € b(2). (7.17)

j=0
Unser Hauptresultat in diesem Abschnitt ist der folgende Satz.

Satz 7.12 Zu jeder Skalierungsfunktion ¢ einer Multiresolution Analysis existiert ein zugehori-
ges Wavelet ) € V.

Der Beweis hat zwei wesentliche Zutaten: Zuerst einmal konnen wir, Satz 7.8 sei Dank, an-
nehmen, daB ¢ eine orthonormale Multiresolution Analysis erzeugt'®® denn die Existenz des
Wavelets ist ja unabhingig davon, welche Basis von V[ wir wihlen. Aullerdem wissen wir aus
(7.4), daB es eine Folge a € ¢(Z) gibt, so daB ¢ = o5 (¢ * a). Fiir orthonormale Skalierungs-
funktionen haben diese Verfeinerungskoeffizienten noch eine interessante Eigenschaft.

Lemma 7.13 Ist ¢ € Ly(R) verfeinerbar beziiglich a € (5(R) und orthonormal, dann ist

> a(k—2j) a(k) =26, jEL (7.18)

kEZ

Beweis: Fiirj € Z

> a(k—2j) alk) =" a(t)a(k) 6r—s

= 2Za(€)a(k)/Rg0(2t—€)g0(2t—k+2j) dt =2{(p*a)(2),(p*xk)(2-4+27))

= 2(p, 0 (- +J)) = 260,

Jetzt konnen wir ndmlich den Kandidaten fiir unser Wavelet sogar explizit angeben.

Definition 7.14 Zu einer orthonormalen Skalierungsfunktion ¢ € Lo(R) mit Verfeinerungsfol-
ge a € ly(Z) definiert man das Wavelet' ¢ € Ly(R) als

Y=oy (pxat), at=(-1)Y%(1-"). (7.19)

189Was wiederum nichts anderes bedeutet, als daB die Translate von  orthonormal sind.

19Wrire die Skalierungsfunktion nicht orthonormal, dann spricht man hier von einem Prewavelet. Diese Funk-
tionen sind nicht unbedingt orthogonal zu ¢, haben dafiir aber, im Gegensatz zu den wirklichen Wavelets immer
noch kompakten Triger.
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Wir werden nun Satz 7.12 zur Abwechslung mal “fourierfrei” beweisen, erstens wird der Beweis
auch nicht viel linger, zweitens ist er elementarer und drittens — warum nicht? Wir beginnen
mit zwei einfachen Beobachtungen iiber ).

Lemma 7.15 Ist @ orthonormal, dann gehort die Funktion ¢ zu W:
(1, Vo) = 0. (7.20)

Beweis: Fiir j € Z ergibt sich, unter Verwendung von (7.19) und der Verfeinerungsgleichung
(7.6) die Rechnung

(0, 0(- = 5)) = (02 (p ¥ a™) , 05 (150 % @)
= Zal(k)a(ﬁ)/ch(Qt—k)gp(Qt—2j—€) dt

klez — -
=30k 0125
= Zaw +2j)a(t) = (=1)fa(l = L= 2j)a(t) = > (-=1)'"Ha(l)a(l - L — 2j)
LeZ LeZ LeZ
= =) (—D'a(1 = —2j)a(t) = =, o(- — 4)),
also (¢, ¢(- — j)) = 0 und somit (7.20). O

Lemma 7.16 Ist ¢ € Ly(R) eine orthonormale Skalierungsfunktion, dann hat das Wavelet
orthonormale Translate:

Beweis: Fiir (7.21) geniigt es wegen der Translationsinvarianz des Integrals, £ = 0 anzunehmen
und man erhélt dann ganz entsprechend mittels Lemma 7.13 fiir j € Z, da

W= =3 at (k) a0 / o2t — k) (2t —2j — () dt

1= IR .

-~

1
=5 Ok25+¢

= 32 @0 a0 = 3D all=2j - ) (-Dfa(1-0)

el Ll

= 13- a) = 50

LEZ

was uns (7.21) liefert. O

Wir sind also schon ganz schon weit, denn wir wissen nun, dal Sy(¢)) einen Teilraum von
W, aufspannt und daf} die Translate von 1) sogar eine Orthonormalbasis von Sy(¢) sind. Was
noch fehlt, das ist die Inklusion W; C S,(1)), also, daB wir auch wirklich alle Funktionen von
W7 durch Linearkombinationen von Translaten von v darstellen konnen. Das erledigt uns das
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folgende Lemma 7.17, das zeigt, da man jede der Funktionen (2 - —j), j € Z, die ja 1}
aufspannen, mittels Sy() @ Sy (1)) darstellen kann. Das heifit dann, daf3

Vi CSa(p) @S (v) V4 = Sa(¥) = V1 ©Se(p) = Vi & Vy = W,
=V

was den Beweis von Satz 7.12 komplettiert.

Die explizite Darstellung dieser Koeffizienten in (7.17) mag unnotig kompliziert und geschéftig
wirken, aber wird noch ein wichtiges Hilfsmittel fiir den algorithmischen Umgang mit Wavelets
sein.

Lemma 7.17 Ist @ orthonormal, dann ist fiir e € {0,1}

p(2-—¢) = % (pxo_omea+ (—1) Y *oym_ca). (7.22)

Beweis: Wir bezeichnen mit g, die orthogonale Projektion von f, := ¢ (2 - —¢) auf Sy(¢) @
Ss(1)). Da die Translate von ¢ und ) nach Lemma 7.16 eine Orthonormalbasis dieses Raums
bilden, ist, fiir e € {0, 1},

ge = > (fop (k)@ (-—k)+> (foto (- —k) ¢ (- — k)

keZ keZ
= Y (folpra) (2-=2k) o (- —k)+ > (fo (pxa’) (2-=2k)) ¢ (- — k)
keZ keZ
= Za(@)cp(-—k)/@(Zt—e)gp(%—%—f) dt
ke R - .
=1 8e.2k+¢
+ Z at () Y(- — k) /@(Qt—e) o (2t =2k — 1) dt
kLEZ R _— ,
=16¢2k+0
1
= 5(% (€ —2k) (- — k) +,€€ZZ 1—6‘1‘2/?)?/1(‘—]{?))7

was nichts anderes als die explizite Schreibweise von (7.22) ist, die Projektion auf Sy () ®S2 (1))
hat also schon einmal die gewiinschte Gestalt. Was wir noch zeigen miissen ist, daf tatsdchlich
fe = ge ist. Dazu berechnen schreiben wir f. = g ® he, (g, he) = 0 und erhalten, da die
Translate von ¢ und v eine Orthonormalbasis des von ihnen aufgespannten Raumes bilden, daf3

1
Ihell; = (hes he) = (ge + hes ge + he) = (ger g) = I Fell; = Nlgells = 5 — llgells

<Z|a (e —26)" + ) la(l—e+2k) |>

kEZ kEeZ

l\DIH
»bIH
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1 1 9 2 1 1 2
— §_Z<Z]a(2k+e)! +Z|a(2k+1—€)!>=§—g la(F)]
keZ keZ keZ
= 5 glle=5 - gleral=5- 7 oel, =0,
=2
also h. = 0, das heifit, f. = g. -

Beispiel 7.18 Das einfachste Wavelet ist sicherlich das “Haar—Wavelet” zur (trivialerweise or-
thogonalen) Skalierungsfunktion ¢ = x. Da hier der Koeffizientenvektor der Verfeinerungsglei-
chung nur'®' a(0) = a(1) = 1. Dann ist also a*(—1) = 1 und a*(1) = —1 und wir erhalten
das Wavelet x(2-) — x(2 - —1), eine einfache “Rechteckswelle”, siehe Abb 7.3.

Abbildung 7.3: Die charakteristische Funktion alias ‘“Rechteckspuls” und ihr Wavelet,
das “Haar—Wavelet”. Der einfachste und Modellfall von Skalierungsfunktion und Wave-
let, manchmal allerdings etwas zu einfach.

7.4 Approximation mit Wavelets

Um Aussagen iiber die Approximationsgiite unsrer Skalenraume machen zu konnen, werden
wir natiirlich auf die Theorie der translationsinvarianten Rdume zuriickgreifen, insbesondere
auf Satz 6.29. Um den aber anwenden zu konnen, miissen wir natiirlich annehmen, dafl die
Skalierungsfunktion, die ja den translationsinvarianten Raum aufspannt, zu Cyo(R) gehort, also
stetig ist und kompakten Triiger hat.

Bemerkung 7.19 Es ist klar, daf} es stetige Funktionen gibt, die Skalierungsfunktionen mit
kompaktem Trdiger sind, ndmlich die B-Splines der Ordnung 1 und hoher, aber die sind nicht

9Wenn wir Koeffizienten so eines Vektors nicht erwihnen, so sei dies gleichbedeutend damit, daf} diese Koef-
fizienten den Wert O haben.



152 7 WAVELETS

orthonormal. Datfiir gibt es stetige Funktionen, die orthonormale Skalierungsfunktionen sind,
ndamlich beispielsweise die Orthonormalisierung der B—Splines nach Satz 7.8. Und es gibt eine
orthonormale Skalierungsfunktion mit kompaktem Trdger, ndmlich x, aber die ist nun wieder
nicht stetig! Es scheint wie verhext! Gibt es also iiberhaupt Skalierungsfunktionen, die

1. stetig sind,
2. orthonormal sind,

3. kompakten Trdger haben?

Die Antwort ist nicht nur “ja”, es gibt sogar Skalierungsfunktionen, die beliebig oft differenzier-
bar und orthogonal sind und obendrein kompakten Triger haben! Ein Konstruktionsverfahren
fiir solche Wavelets wurde von Ingrid Daubechies erstmals in [15] angegeben. Beispiele fiir
solche Funktionen konnen in Abb. 7.4 und Abb. 7.5 bewundert werden.

T T
line 1

T
line 1

Abbildung 7.4: Die Skalierungsfunktion fiir das Daubechies—Wavelet D3 (was auch immer
das ist und das zugehorige Wavelet. Beide Funktionen haben orthogonale Translate und
kompakten Triger. Stetigkeit sieht man ja ganz gut.

Der folgende Satz iiber die Approximationsordnung der Rdume Vj, j € Z, ist nun eine unmit-
telbare Konsequenz aus Satz 6.29.

Satz 7.20 Erfiillt die Skalierungsfunktion ¢ € Coo(R) die Strang—Fix—Bedingungen der Ord-
nung n, dann ist fiir jedes f € L3 (R)

d(f.Vy):= inf |If =00 (pxc)] < C2 7D || po )| (7.23)

Bemerkung 7.21 1. Es gibt eine Vielzahl von Varianten dieser Abschdtzung der Appro-
ximationsordnung von Skalierungsrdumen, in denen beispielsweise die Annahme ¢ €
Coo(R) abgeschwiicht wird. Auf3erdem kann man natiirlich auch “gebrochene” Regula-
rititseigenschaften von f und entsprechend Approximationsordnungen der Form 277 fiir
a > 0 betrachten.
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Abbildung 7.5: Skalierungsfunktion und Wavelet zu D;,.

2. Da ¢ kompakten Triger hat, liese sich die Aussage auch “lokalisieren” und erhdlt so
auch Aussagen fiir Funktionen, die beispielsweise nur stiickweise differenzierbar sind.

3. In Falle einer Skalierungsfunktion, die ja per Definitionem stabil ist, werden die Strang—
Fix—Bedingungen an  zu dem einfacheren

PV (2km) = 0, j=0,...,n, keZ\{0},
denn unter der Annahme der Stabilitdt ist dann

A B0+ 2km) P = (30)* + > 1§ (2km)* = 5(0).
kez keZ\{O}T

Aber das ist nur die halbe Wahrheit. Viel besser ist die Tatsache, dal man die Regularitét der
Funktion, also ihre Differenzierbarkeit, auch von der Abfallrate der Waveletkoeffizienten able-
sen kann. Dazu bemerken wir zuerst einmal, daB sich jede Funktion f € Lo(R) fiir beliebiges
J € Zals

f:gp*c(Qj-) +Zw*dk (Qk)
k=j

mit
() =2{f, (27 =0)), di(0) = 25(f, 0 (28 - —0)), eZ,k>j,

fiir eine orthonormale Skalierungsfunktion'®? schreiben l:iBt, wobei man den Vektor dj, € (5(Z)
als Vektor der Waveletkoeffizienten der Ordnung k bezeichnet. Um eine “Auswirkung” der
Strang-Fix—Bedingung auf die Wavelets zu sehen, erst noch ein bichen Notation.

192Dje zweite Identitit, die fiir die Waveletkoeffizienten, gilt aber immer, denn ein Wavelet ist ja als orthonorma-
ler Erzeuger von W, definiert.
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Definition 7.22 Zu f € Ly(R) bezeichne'®

u(f) = {u(f)(k) -/

th f(t)dt keNO} € ¢ (Ny)
R

die Momentenfolge zu f. Wir sagen eine Funktion [ habe n + 1 verschwindende Momente,
wenn

Proposition 7.23 Erfiillt die orthonormale Skalierungsfunktion ¢ € Cy(R) die Strang—Fix—
Bedingungen der Ordnung n, dann hat das Wavelet 1) mindestens n + 1 verschwindende Mo-
mente.

Beweis: Seien wieder p; so, daB 2/ = ¢  p;(x), dann ist

(), 9) = / B (t) dt = / o pi() ot dt = 3 py(k) / ot — ) () dt =0,

v~

=0

Hierbei ist die Vertauschung von Summe und Integral problemlos, da sowohl ¢ als auch 9
kompakten Triger haben. U

Zumindest fiir Wavelets mit kompaktem Triger konnen wir dann eine recht schone Aussage
machen.

Satz 7.24 Sei v € Cyo(R) das Wavelet zu einer Skalierungsfunktion ¢ € Cyo(R), die die
Strang—Fix—Bedingungen der Ordnung n erfiillt und sei f € Ly (R). Dann gibt es eine Kon-
stante C' > 0, so daf

|die(0)] =28 [{f, 0 (25 - —0) )] < C27Hn D) || plnt )| (7.24)

Beweis: Wir bezeichnen mit ¥;, j = 0, ..., n, die j—te Stammfunktion zu v, definiert durch

T

qjo ::¢ \Ijj+1(l') = / \Ij](t) dt, xXr ER, j :O,...,n.

— 00

Wir zeigen zuerst, daB ¥; kompakten Tréger hat und daB'**

/tkqu(t)dt:o, k=0,....n—7j, j=0,...,n, (7.25)
R

193Eigentlich sollten wir zuerst einmal voraussetzen, daB f tatsichlich so “gebaut” ist, daB diese Folge tatsichlich
existiert! Kompakter Trager von f wire beispielsweise eine schone Eigenschaft. Wir wollen aber hier etwas
grofziigig mit den Voraussetzungen sein, sollten uns aber dariiber im Klaren sein, daf} “eigentlich” Vorsicht gebo-
ten ist!

94 iir j = n + 1 ist dies trivialerweise erfiillt!
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was wir durch Induktion iiber j nachweisen werden. Da ¢ nach Proposition 7.23 n + 1 ver-
schwindende Momente hat, folgt (7.25) fiir j = 0 aus

0— /Rtw(t) dt:

der kompakte Triger von 1 war aulerdem sogar ein Stiick der Annahme. Fiir den Induktions-
schritt j — j + 1, j + 1 < n, nehmen wir an, da8 ¥;(z) = 0 fiir ¢ [a, b] und dann ist

* 0, r < a,
Vo) = | wja):{ ol LSy

—0o0

und da

nach (7.25),istauch ¥, (z) = 0 fir z ¢ [a, b]. Firk = 0,...,n—j — 1 ist dann, mit partieller
Integration,

1 0o
/tk Vi (t) dt = 1= (tkH Uit~ — / () dt)
R R

und der erste Term verschwindet, da W;,; kompakten Trédger hat, der zweite hingegen nach
Induktionsannahme. Damit ist (7.25) bewiesen.
Nun verwenden wir wieder partielle Integration, um

(o (2 —0) = /f v (2~ 0) di
= 27F f(1) 2’%— 0. -2 /f (25t —0) at

_ (_1)n+12—k(n+1)/f(n—i-l)(t) \Pn—i-l (2kt—€) dt,
R

also ist
di(0)] < || Vil k(n+1) /X[a,b] (2’% —E) }f(n+1) ‘ dt < || W1l k(n+1) ||X[ab H2 an+1 Hz
R
=
= Wl VE=a 27 [0,
—C
O

Bemerkung 7.25 Die Forderung in Satz 7.24, daf3 das Wavelet kompakten Trdger haben soll,
ist natiirlich eine Voraussetzung, die erst einmal erfiillt sein will. Trotzdem kann man einiges
dazu sagen.



156

7 WAVELETS

. In (7.24) findet sich nur eine Approximationsordnung von 2~*" wiihrend wir fiir die Ap-

proximationsordnung des Raums Vi, in Satz 7.20 ja die Ordnung 2~ *"+Y) bekommen ha-

ben. Es ist aber nichts faul mit den Wavelets, wie man auch aus dem Beweis von Satz 7.24
ersehen kann, sondern es ist lediglich eine Normierungsfrage: Die skalierten Wavelets
(0 (2’“ . —ﬁ) erfiillen schlieflich “nur”

(p (2" =0) (2" =0)) =260, 0,0 €L,
weswegen sie eigentlich zu
U= 2220 (28 —0), ke,

umskaliert werden miissten, um eine Orthnormalbasis zu bilden. Verwendet man diese

Funktionen, so ergibt sich dann auch die “erwartete” Approximationsordung 2~*"+1.

. Es gibt Wavelets mit kompaktem Trdger, ndmlich die bereits erwdhnten Daubechies—

Wavelets, die sogar verhdltnismdifig einfach zu konstruieren sind'®>, ihre Verfeinerungs-
koeffizienten, um genau zu sein, denn man kennt weder geschlossene Formeln fiir diese
Funktionen, noch fiir ihre Fouriertransformierte! Das macht aber auch nichts, denn diese
Koeffizienten reichen fiir das praktische Arbeiten mit Wavelets vollkommen aus. Auf3er-
dem sind die Verfeinerungskoeffizienten zu Daubechies—Wavelets kleiner Ordnung sogar
in [16, 54] aufgelistet.

Wir konnen den kompakten Triger der Wavelets sogar als Stirke sehen: Hat 1) den Trdger
[a,b], so hat v (2% - —() den Triiger 2% (€ + [a, b]) und beriicksichtigt so nur das loka-
le Glattheitsverhalten der Funktion f um den Punkt 27%(. Hat also beispielsweise eine
Funktion einen “Knick” an einer Stelle x* und ist ansonsten glatt, dann werden die Wa-
veletkoeffizienten dj, (L2ka) deutlich langsamer abfallen. Das kann man beispielsweise
zur automatischen Erkennung von Singularitdten nutzen, siehe Abb. 7.6.

Aber auch bei der Kompression hilft das: Ist ndmlich die Funktion f “weitestgehend”
glatt, dann werden die meisten Wavelet—Koeffizienten ziemlich schnell ziemlich klein wer-
den und wir konnen sie einfach vergessen und nur die betragsmdpfig grofsiten Koffizienten
oder alle, deren Absolutbetrag oberhalb eines bestimmten Wertes liegt'® behalten. Der
Vorteil solcher Kompressionsverfahren liegt darin, daf3 die Rekonstruktion oftmals kaum
sichtbare Unterschiede zum Original aufweist.

Was aber tun mit Skalierungsfunktionen wie Splines, bei denen wir entweder nur ein
Prewavelet mit kompaktem Tréger oder aber ein Wavelet mit unendlichem Triger bekom-
men? Nun, abgesehen davon, dafs man wegen des Abfalls von Funktion und Koeffizienten
numerisch einfach “abschneiden” konnte, gibt es auch noch biorthogonale Wavelets, sie-
he z.B. [54] oder [49].

195 Aber trotzdem gehort dieser Punkt in eine Spezialvorlesung iiber Wavelets.
%Dieses Verfahren bezeichnet man als “Threshholding”.
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Abbildung 7.6: Die Funktion auf der linken Seite hat offensichtlich zwei Knicke, ansonsten
ist sie linear. Auf der rechten Seite sind die Wavelet—Koeffizienten der “ersten drei” Ord-
nungen geplottet (mit nach unten zunehmender Auflosung), die bereits mit einem Faktor
2% nachskaliert wurden. Sie weisen schon ziemlich deutlich auf die drei kritischen Stellen
hin. Ach ja: Verwendet wurde hierbei das Daubechies—Wavelet Dj.

Bleibt noch die Frage: Wie rechnet man eigentlich mit Wavelets, wie implementiert man sie
numerisch am Computer. Das Stichwort hier heisst Filterbdnke und Informationen zu diesem
Thema finden sich beispielsweise in [16, 54, 81, 83], aber wegen der ansonsten zu grof3en
Uberlappung mit [71] wollen wie hier nicht weiter darauf eingehen — das ist zwar schade, aber
was will man machen?
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Dicet quis: “enuclea!

quid est hoc, quod ais?”

Wirft einer ein: “Erldutere das! Was
meinst Du damit?”

Carmina Burana, 226, Uber den Zustand
der Welt

Der Satz von Kolmogoroff

Wir wollen uns nochmal einem eher “theoretischen” Thema zuwenden, ndmlich der Frage,
ob es iiberhaupt wirklich multivariate Funktionen gibt. Die erste, eher verbliiffte Antwort ist:
“Natiirlich”, denn bereits f(x,y) = z + y ist natiirlich eine Funktion in zwei Variablen. Aber
eigentlich auch wieder nicht wirklich, denn schlieflich ist f ja “nur” Summe von zwei einfa-
chen Funktionen in einer Variablen und Addieren ist ja nun nicht gerade die hohe Schule. Die
kompliziertere Funktion

f(,y) = wy = elosrtiosy

ist auch “nur” eine Summe, die allerdings noch durch eine univariate Funktion geschickt wer-
den muss, um die gewiinschte Funktion zu ergeben. Gibt es also “richtige” Funktionen in meh-
reren Variablen oder ist alles auf so eine Art darstellbar? Die Antwort ist, iiberraschenderweise,
letzteres. Na gut, aus Sicht der stetigen Funktionen gibt es sowieso keine Dimension.

8.1 Nomographie, Hilberts 13. Problem und Kolmogoroffs Losung

Beginnen wir mit etwas ganz anderem, nidmlich mit der Nomographie, also der zeichnerischen
bzw. grafischen Losung mathematischer Probleme. Die einfachste Anwendung der Nomogra-
phie ist logarithmisches Papier, also Papier, das in einer Richtung linear, in einer logarithmisch
liniert ist und mit dem man exponentielle GesetzméBigkeiten darstellen kann, siehe Abb. 8.1.
Um diese Gerade zu bestimmen, braucht man nur zwei Werte y (x1) und y (z3) zu kennen und
kann dann fiir jedes = den zugehorigen y—Wert auf der logarithmischen Skalenachse ablesen.
Diese grafische “Losungsmethode” hat, vor allem in der Pritaschenrechnerperiode, zwei grof3e
Vorteile:

e Man muss nicht rechnen konnen, zumal die Berechnung komplexer Funktionen wie dem
Logarithmus ohnehin Tabellenwerke plus Interpolation fordern wiirde, siehe [1].

e Das Ergebnis hat automatisch die richtige relative Genauigkeit, die man braucht, es geht
also wieder mal um giiltige Stellen, ganz genau so, wie man es aus der “normalen” Nu-
merik kennt [31, 69].
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Abbildung 8.1: Logarithmisches Papier mit einem Zusammenhang der Form y(x) = Cy +
C1e™", wie sie beispielsweise bei Ladezeitberechnungen von Kondensatoren auftreten.

Man sollte allerdings Nomographie nicht unterschidtzen — solche grafischen Verfahren gibt es
von fast beliebiger Komplexitit, denn die Kurve mit deren Hilfe man das Problem zu 16sen
versucht, muf} beileibe keine Gerade sein, siche Abb. 8.2.

Kurvenbasiert kann Nomographie'®” natiirlich immer nur bivariat funktionieren, also Funk-
tionen y = f(x) bestimmen. Wie ist es aber nun mit y = f (xy,...,22)? Um da Nomographie
anwenden zu konnen, miissen wir alles auf die Kaskadierung von univariaten Funktionen und
einfachen Rechenoperationen wie beispielsweise die Addition zuriickfiihren.

Und genau das bringt uns nun zu David Hilbert'*®, der auf dem internationalen Mathema-
tikerkongress 1900 in Paris eine Rede mit den 23 seiner Meinung nach bedeutendsten offenen
Problemen der Mathematik hielt. Das 13te darunter lautet wie folgt'®:

Wir kommen nun zur Algebra; ich nenne im Folgenden ein Problem aus der Glei-
chungstheorie und eines, auf welches mich die Theorie der algebraischen Invarian-
ten gefiihrt hat.

13. Unmaoglichkeit der Losung der allgemeinen Gleichung 7ten Grades
mittelst Functionen von nur 2 Argumenten.

197Wir wollen uns jetzt nicht auf holographische 3D-Nomographie kaprizieren, denn inzwischen gibt es ja bes-
sere numerische Methoden, um Sachen auszurechnen.

198David Hilbert, 23.1.1861-14.2.1943, der wohl profilierteste deutsche Mathematiker nach GauB, oder um [51],
die beste Internetquelle zur Geschichte der Mathematik zu zitieren: “Hilbert’s work in geometry had the greatest
influence in that area after Euclid. A systematic study of the axioms of Euclidean geometry led Hilbert to propose
21 such axioms and he analysed their significance. He made contributions in many areas of mathematics and
physics”.

199Das ist dann auch der Originaltext.
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Abbildung 8.2: Ein sogenanntes Smith—Chart zur Berechnung der komplexen Impedanz
einer Transmissionsleitung. Quelle: Wikipedia.

Die Nomographie M. d’Ocagne, Trait de Nomographie, Paris 1899 hat die Auf-
gabe Gleichungen mittelst gezeichneter Curvenschaaren zu I6sen, die von einem
willkiirlichen Parameter abhiingen. Man sieht sofort, da jede Wurzel einer Glei-
chung, deren Coefficienten nur von zwei Parametern abhingen, d. h. jede Functi-
on von zwei unabhidngigen Verdnderlichen auf mannigfache Weise durch das der
Nomographie zu Grunde liegende Princip darstellbar ist. Ferner sind durch die-
ses Princip offenbar auch eine grofle Klasse von Functionen von drei und mehr
Veridnderlichen darstellbar, ndmlich alle diejenigen Functionen, die man dadurch
erzeugen kann, dal man zunchst eine Function von zwei Argumenten bildet, dann
jedes dieser Argumente wieder gleich Functionen von zwei Argumenten einsetzt,
an deren Stelle wiederum Functionen von zwei Argumenten treten u. s. f., wobei
eine beliebige endliche Anzahl von Einschachtelungen der Functionen zweier Ar-
gumente gestattet ist. So gehort beispielsweise jede rationale Function von beliebig
vielen Argumenten zur Klasse dieser durch nomographische Tafeln construirbaren
Functionen; denn sie kann durch die Prozesse der Addition, Subtraction, Multi-
plikation und Division erzeugt werden, und jeder dieser Prozesse reprisentirt eine
Function von nur zwei Argumenten. Man sieht leicht ein, da auch die Wurzeln
aller Gleichungen, die in einem natiirlichen Rationalititsbereiche durch Wurzelzie-
hen auflosbar sind, zu der genannten Klasse von Functionen gehoren; denn hier
kommt zu den vier elementaren Rechnungsoperationen nur noch der Prozef des
Waurzelziehens hinzu, der ja lediglich eine Function eines Argumentes représentirt.
Desgleichen sind die allgemeinen Gleichungen Sten und 6ten Grades durch geeig-
nete nomographische Tafeln auflosbar; denn diese konnen durch solche Tschirn-
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hausentransformationen, die ihrerseits nur Ausziehen von Wurzeln verlangen, in
eine Form gebracht werden, deren Coefficienten nur von zwei Parametern abhngig
sind.

Wahrscheinlich ist nun die Wurzel der Gleichung 7ten Grades eine solche Function
ihrer Coefficienten, die nicht zu der genannten Klasse nomographisch construirba-
rer Functionen gehrt, d. h. die sich nicht durch eine endliche Anzahl von Einschach-
telungen von Functionen zweier Argumente erzeugen It. Um dieses einzusehen, wre
der Nachweis dafr notig, daB die Gleichung 7ten Grades

ffHafP+yf+z2f+1=0

nicht, mit Hiilfe beliebiger stetiger Functionen von nur zwei Argumenten 19sbar ist.
Dal} es iiberhaupt analytische Functionen von drei Argumenten x,y, z giebt, die
nicht durch endlich-malige Verkettung von Functionen von nur zwei Argumenten
erhalten werden konnen, davon habe ich mich, wie ich noch bemerken mochte,
durch eine strenge Ueberlegung iiberzeugt.

Es mag ein wenig seltsam erscheinen, dafl Hilbert hier ein Problem angibt, das in zwei Varia-
blen zu 16sen zu sein scheint, in drei Variablen hingegen unldsbar sein soll. Sowas ist aber bei
multivariaten Polynomen gar nicht einmal so aulergewohnlich, es gibt da viele Situationen, wo
sich der trivariate Fall noch mal signifikant vom bivariaten unterscheidet, sei es geometrisch
oder algebraisch. Dennoch — hier hatte Hilbert unrecht, denn Kolmogoroff zeigte 1957 in?®
[38], bzw. sein Schiiler Arnol’d in [4], daB sich jede stetige Funktion als Uberlagerung univaria-
ter Funktionen unter ausschlieBlicher Verwendung der Addition (und Konkatenation natiirlich)
darstellen 1463t.

Satz 8.1 (Satz von Kolmogoroff — Originalversion) Es gibt s(2s+ 1) stetige Funktionen ¢y,
j=0,...,2s, k = 1,...,s, dergestalt, daf$ man zu jeder stetigen Funktion f € C (]0,1]*)
stetige Funktionen qq, . . ., g2s finden kann, fiir die

2s s
f(xla"'axs) :Zgj Z¢Jk$ (xk) (81)
§=0 k=1

gilt.

Dieses Resultat wurde dann im Laufe der Zeit noch verfeinert, im wesentlichen von Lorentz"!

[46] und David Sprecher [77, 76, 78]. In der Tat stellte sich heraus, dal man bereits mit einer
Funktion g auskommt, die von f abhéngt und dal man die die Funktionen ¢, k = 1,...,s
als passende Vielfache von Funktionen ¢;, j = 0, ..., 2s, wihlen kann. Aulerdem lassen sich
diese Funktion sogar “kontrolliert” stetig, genauer gesagt Lipschitz—stetig konstruieren. Die
“endgiiltige” Version des Satzes von Kolmogoroff, wie sie auch in [47] zu finden ist, sieht dann
folgendermalen aus.

20Djese Publikationsform verdient eine eigene FuBnote! Die guten alten Doklady der UDSSR waren ein ma-
thematisches Veroffentlichungsmedium, in denen Resultate angekiindigt wurden, zumeist ohne Beweis, der dann
spéter in einer langen Verdffentlichung anderswo “nachgereicht” wurde — oder eben auch nicht.

21Den wir ja auch schon kennen
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Satz 8.2 (Satz von Kolmogoroff) Es gibt Konstanten \;, € (0,1], k = 1,...,s, und Funktio-
nen ¢;, 7 =0,...,2s, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktionen ¢; sind Lipschitz—stetig fiir einen passenden Exponenten o > 0 und strikt
monoton steigend.

2. Zu jedem f € C ([0, 1]®) gibt es ein g € C (|0, s]), so dafs

2s

Flan.oa) =3 g(ho; (@) + -+ Ay () - (8.2)

J=0

Bemerkung 8.3 Bevor wir uns an den Beweis dieser Aussage machen, sehen wir uns nochmal
genau an, was wirklich wovon abhdingt.

1. Sowohl die Funktionen ¢y, . . . , o5 wie auch die Werte \g, . . . , Ao sind universell, hiingen
also nicht von der darzustellenden Funktion f ab, sondern nur von der Dimensionalitdit
des Problems. Sie lassen sich unabhdngig vom Kolmogoroffschen Satz auch als Losung
gewisser Einbettungsprobleme geometrisch interpretieren, siehe [47, S. 169].

2. Das Einzige, was wirklich von f abhdngt, ist die Funktion g. Wir werden sehen, daf} hier
auch ein bisschen die Crux des Darstellungssatzes 8.2 liegt, denn g wird Grenzwert einer
Folge von Approximationsfunktionen sein.

3. “Praktisch” kann man also auch den Satz von Kolmogoroff weniger als exakte Darstel-
lung realisieren, sondern eben auch nur als Approximation der multivariaten Funktion
f durch Superposition.

8.2 Von Wiirfeln und Intervallen

Dimension ist eine interessante Sache. Einerseits ist der Wiirfel [0, 1]* ja ein s—dimensionales
Objekt, andererseits lédsst er sich aber sehr einfach bijektiv auf das Intervall [0, 1] abbilden. Dazu
betrachten wir zu x € [0, 1] und B € N, B > 1, die B—adische Entwicklung

r==56&...=) B, &e{0,....B-1}.
j=1

Mit deren Hilfe konnen wir nun jedem = = (z1,...,z5) € [0, 1]° mit dyadischen Entwicklun-
gen

$j:.5j,1€j72..., jzl,...,S,
den Punkt

0,1] 32" =0(z) = &1 &nbia. - &a.. =Y BUDY ¢, B
k=1

J=1
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Abbildung 8.3: Die Abbildung 6 fiir s = 2 und B = 2. Da man in zwei iibereinanderliegen-
den Teilquadraten Punkte wéhlen kann, die beliebig dicht beisammen liegen, deren Bilder
aber in deutlich getrennten Intervallteilen landen, kann 6 nicht stetig sein.

zuordnen. Damit wiire ¢ = f o 7! eine univariate Funktion, die f darstellt, nur leider ist 0
nicht stetig, siche Abb. 8.3 und damit g entsprechend kompliziert. Wir miissen uns also etwas
besseres einfallen lassen.

Die Konstruktion der “magischen” Funktionen ¢; aus Satz 8.2 basiert auf der Konstruktion
eines leicht pathologischen Objekts, ndmlich einer monoton steigenden Funktion, deren Ablei-
tung fast iiberall Null ist*®*. Und in der Tat ist die Konstruktion solch einer Funktion gar nicht
mal schwer. Zu einer Basis B > 3 und k£ € N definieren wir die Intervalle der Stufe k

E._ :pl-k —k - k—1
I¥=jB" +B*[1,B-1], j=0,...,B"" (8.3)

Abgesehen von [ gk, das wir aber der Vollstindigkeit halber mitdefinieren wollen, sind das alles
Teilintervalle von [0, 1], die an den Abtastpunkten mit Schrittweite 1/B*~! beginnen und die
Breite (B — 2)/B* < 1/B*"! haben — damit sind alle Intervalle der Stufe k disjunkt und
tiberdecken [0, 1] nicht vollstindig.

Beispiel 8.4 Fiir B = 10 haben wir auf den Stufen 1 bis 3 die folgenden Intervalle in [0, 1]

I} =1[1,.9
12 =1[01,.09], ..., I2 =[.91,.99]
I3 =1.001,.009], ..., I% = [.991,.999]

Am einfachsten beschreibt man diese Intervalle iiber Ziffern! Sei*” Zg := Z/BZ ~ {0,..., B—

202jes Funktion kann natiirlich nicht mehr stetig differenzierbar sein, auler sie wire konstant

203Wie immer sei hier auf den Unterschied hingewiesen: Eigentlich ist — ganz analog wie beim Torus — Zp,
sprich “Z modulo B”, nicht nur die Menge {0, . .., B—1}, sondern diese Menge zusammen mit den Rechenregeln
modulo B, also einer wohldefinierten Addition und Multiplikation.
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1} und 8 € Z%! eine B-adische Zifferndarstellung. Dann ist, mit der Abkiirzung®™ p = B—1,
I(B) =61+ Bral, By Br-1p] (B)=k—1,

ein derartiges Intervall der Linge (B — 2) B~(“®+1_Mit Hilfe dieser Intervalle konstruieren
wir nun eine Funktion ¢ wie folgt:

. Wir setzen ¢(0) = O und ¢ (1) = 1.

(S

2. Auf dem Intervall der Stufe 1, also I() = I} setzen wir
1
v(r)=3,  wel(0).

3. Vor und hinter dieses Intervall passen genau die beiden Intervalle I2 = I(0) und I3 _, =
I(p), auf denen wir » den Wert ; bzw. 2 geben.

4. Die nun verbleibenden Liicken fiillen wir dann mit

8 8
m M
~N N~

() =

00 | ~J00 | Ut00 | w00 | -
8 8
M M
~oN~
NN N N
>>®
BRI

auf.

5. Jetzt ist es nicht mehr schwer die allgemeine Formel fiir £ € N zu raten, wir setzen
nimlich fiir k € Nund 3 € {0, p}*~!

k-1
Q/}(I) = 27]6 —+ Z & 27J = .€1... Ek_ll, x € ](6) (84)
NG
=:¢;€{0,1}

Damit ist ¢ auf den disjunkten Intervallen (), 3 € {0,p}f~1, k € N, definiert. Auf Stufe

k gibt es 2k=1 dieser Intervalle der Linge (B — 2)B‘k, das heift, die Intervalle auf Stufe &

iiberdecken einen Bereich der Lénge £2 (%)k*1 und die Linge des Gesamtbereichs ist

B2~ (2\"'_B-2¢~(2\"_B-2 1 _
B B B B) B 1-2/B

k=1 k=0

die Funktion v ist also fast iiberall definiert. Nun erweitern wir sie stetig zu der offensichtlich
monoton steigenden Funktion ¢, indem wir

o(z) := max ¥(y), z € [0,1] (8.5)

O0<y<z

setzen.

204Wie schon in [69] soll diese Abkiirzung auf den Fall B = 10 anspielen, da der Buchstabe p der Ziffer 9 am
dhnlichsten sieht.
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Lemma 8.5 Die Funktion ¢ aus (8.5) ist stetig, monoton steigend und erfiillt fast iiberall ¢' (x) =
0.

Beweis: Auf den Intervallen 1(3), 3 € {0, p}*~1, k € N, ist ¢ ebenso wie v konstant, also im
Inneren dieser Intervalle differenzierbar mit Ableitung 0. Da diese Intervalle zusammen aber
MaB 1 haben, gilt diese Eigenschaft damit liberall.

Bleibt die Stetigkeit. Dazu betrachten wir die B—adische Entwicklung

J]:.glgg...

eines Punktes x € [0, 1]. Istnun & € {1,..., B — 2}, dann gehort x zu I(), in dessen Innerem
¢ konstant, also insbesondere stetig ist. “Problematisch” sind nur die beiden Randpunkte

10...=.0p... und {p=1Dp...=.p0....

Mittels der Invervalle 7(0) und I(p) erhalten wir dann auch Stetigkeit an allen Punkten der
Form .0&; ... bzw. .p& ..., & € {1,..., B — 2} wieder bis auf die Randpunkte

.010...=0.00p..., und O(p—=1)p...=.0p0...

sowie
pl10...=0.p0p..., und plp—=1p...=.pp0....

Setzen wir das weiter fort, so stellen wir fest, da} Stetigkeit nur an den Punkten der Form =z =
£1& ... mit & € {0, p} nachzupriifen ist. Diese Punkte sind entweder linker Randpunkt eines
Intervalls, wenn p unendlich oft wiederholt wird oder rechter Randpunkt, wenn 0 unendlich oft
auftaucht?®. Sehen wir uns mal die Definition von 1 (z) nach (8.4) fiir ¥ € N so einen linken
Randpunkt an:
r=.5...&10p... = Y(x) = .€1... €511, ej:%, j=1,...,k—1

Nun wird z aber durch die Intervalle I (&1, ...,&x—1,0,p, ..., p) angendhert, auf denen ) und
damit dann auch ¢ den Wert .&;,...,&1,0,1,...,1 hat, was gegen 1)(x) = €1...€¢,_11 kon-
vergiert. Fiir die rechten Randpunkte argumentiert man entsprechend. U

Bemerkung 8.6 Die Funktion ¢, die wir hier kennengelernt haben, hat eine recht faszinierende
Eigenschaft: Alle Intervalle der Konstruktion werden auf dyadische Zahlen abgebildet. Die
Gesamtheit der Intervalle ist eine Menge vom Maf; 1, die dyadischen Zahlen hingegen sind eine
Menge vom Maf3 0. Und damit:

Die Funktion ¢ ist eine monoton steigend Bijektion von [0, 1| auf sich selbst, die
eine Menge vom Maf3 0 auf eine Menge vom Maf; 1 abbildet und umgekehrt.

2051n beiden Fillen bestehen die Zahlen genaugenommen aus einem endlichen Teil und ab einem bestimmten
Punkt kommen dann nur noch Nullen oder Einsen.
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Wie schon gesagt — so viel ist Stetigkeit eben auch nicht.

Man kann fiir die Funktion ¢ {ibrigens auch recht einfach einen Auswertungsalgorithmus an-
geben, indem man einfach die dyadische Entwicklung beriicksichtigt. Bei geeigneter Wah]?%
von B hat ja jede auf dem Rechner darstellbare Zahl = eine endliche B—adische Entwicklung
£ ... &N, die sich mit der rekursiven Vorschrift

:, &ef{l,...,B-2},
P(z) = 30 (& &N), & =0,
T+10(&. &), & =B-1,

die sich durchaus praktisch implementieren lisst, siche Abb 8.4.

Abbildung 8.4: Die Funktion ¢ zu den Basen B = 4 (links) und B = 8 (rechts). In beiden
Fillen kann man die fraktale Natur der Funktion gut erkennen.

Die Funktionen ¢; aus (8.2) konstruiert man fast genauso®”’, allerdings mittels leicht verscho-
bener Intervalle. Fiir k € Nund 8 € Z}; ! definieren wir nimlich?®

Ij(ﬁ):I(ﬁ)—jz—sB : J=0,...,2s, (8.6)

und konstruieren ¢; aus wie oben aus den Intervallen /;(5) N[0, 1]. Ausserdem fixieren wir jetzt
auch noch die Basis B, und zwar als

B=4s+ 2, (8.7)
so daB
L(B)=1(B)—2jB™",  j=0,...,2s, (8.8)

206 Als0 beispielsweise nicht B = 10, wenn man es mit einem “normalen” Computer zu tun hat, der dual rechnet.
207Warum sonst hiitten wir uns mit dieser Konstruktion so lange aufhalten sollen?
208Wir verschieben also die Intervalle geleichmiBig um das j/2s—fache der Intervalllinge (B — 2)/B*.
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ist. Der Grund hierfiir ist einfach: Fiir 3 € Z% ! sind die Randpunkte des Intervalls I ;(8) von
der Form

k—1

ZﬁeB + (B —2j) B ZBI“ ‘B,—2j | B*=NB7*

fiir ein N € N und damit ist kein Randpunkt der Stufe k& auch Randpunkt der Ordnung £’ mit
k' > k, denn letztere verteilen sich ja auf einem feineren Gitter.

8.3 Der Beweis

So, jetzt wird es aber Zeit, sich an den Beweis von Satz 8.2 zu machen. Zuerst die Bestimmung
der A;, die noch recht einfach ist: Im Geiste unserer rational/irrationalen Unterscheidungen
sollen )\, ..., \og irrationale Zahlen sein, die tiber QQ linear unabhéngig sind, so daf} es also
keine rationalen Zahlen q, . . . , g2, gibt, die

2s
> A =0
=0

erfiillen. Sowas kann man ganz fein und abstrakt mit algebraischen Kopererweiterungen ma-
chen, es geht aber auch einfacher.

Lemma 8.7 Fiir jedes n € N gibt es irrationale Zahlen )\, ..., \, € (0,1), die iiber Q linear
unabhdngig sind.

Beweis: Wir wihlen n transzendente Zahlen p, ..., pu, € (1,2), deren Produkt ebenfalls
transzendent ist*” und setzen \; = log, p1; € (0,1), j = 1,...,n. Wiren diese \; nun linear
abhiingig liber Q, dann gibe es ¢;, j = 1,...,n, so daBl

O:qu/\jzzkj)\j’ k’jEZ,
j=1 J=1

wobei die £; durch einfache Hauptnennerbildung generiert werden. Also ist

1 — 22?:1 k] )‘J

Il

(2ear)™ = 2F H“J ’

7j=1

im deutlichen Widerspruch zur Transzendenz des Produkts der der 1;. U

2Das geht, weil die rationalen und algebraischen Zahlen beide abzihlbar sind — jede algebraische Zahl ist eine
von endlich vielen Nullstellen eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten und die sind abzihlbar, wie man sich
leicht iiberlegen kann: Man “sortiert” nach Grad und zihlt dann die einzelnen Koeffizienten ab, was man mischt
wir beim Cantorschen Diagonalverfahren fiir die rationalen Zahlen.
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Jetzt kommen wir zum entscheidenden Lemma, das uns ein bisschen beschiftigen wird. Aber
vorher noch ein klein wenig Notation. Wir fixieren immer noch?'® gemiB (8.7) B = 4s + 2 und
betrachten die Intervalle

[z, b56] = 1(8) = 2§ B™D, pezn=|]zy", (8.9)
k=0
mit den rationalen Endpunkten a; g, b; 3. Ausserdem setzen wir
‘@n = U Z%_l, n e No.
k=0

Lemma 8.8 Es gibt strikt monoton steigende Funktionen ¢; : [0,1] — [0,1], j = 0,...,2s,
Lipschitz—stetig zu einem passenden o > 0, so daf fiir jede feste Stufe n die Intervalle

0 [ : (@) = =0(F) =n,
Ji (B .., B) = Z/\kfbj(aj,ﬂk)’Z/\mj(bjﬂk) ) j(:ﬁg,,,.,23+1(,ﬁ)
k=l b=t (8.10)
disjunkt sind.

Beweis: Wir konstruieren die Funktionen ¢; simultan und induktiv nach n. Fiir n = 0 setzen
wir a;y = 0, bj ) = 1, und definieren die Funktionen an diesen Endpunkten als

¢j<0)7¢](1) EQ, OS(%(O) <¢j(1) < 1, j:O,...,2S,

so, daB} fiir verschiedene j all diese Werte verschieden sind.
Im nten Schritt legen wir dann

¢;j (ajp) und ¢; (a;p), J=0,...,25, ((B)=n,

fest, was, nach unserer Bemerkung iiber die Disjunktheit dieser Randpunkte, konsistent durchfiihr-
bar ist. Dariiberhinaus definieren wir die Erweiterung, so daf} auch die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. Jedes ¢; ist strikt monoton steigend auf den Punkten a; g, b; g, ((5) < n.

2. Fiir jedes # mit /() < nund jedes j = 0, ..., 2s hat die stiickweise lineare Funktion f
mit

flajp) = ¢;(ajp), f(bjp) = 0;(bjs),
eine strikt kleinere Steigung als (B/2)").
3. Alle Werte
¢j (aj,ﬁ)7¢j (aj,ﬁ)a ] :Oa--'7237 ﬁe %na

sind verschieden.

210Das diirfte nicht wirklich notwendig sein, macht die Argumente aber einfacher
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4. Die Intervalle J (3!,. .., 3*) aus (8.10) sind alle disjunkt.

Nehmen wir also an, wir hitten die Werte der Funktionen an allen Stellen a; 3,03, 7 = 0, ..., 2s,
B € %,—1 passend bestimmt und sehen uns an, wie die Funktionen nun auf a;3,b;3, j =
0,...,2s, {() = n, fortzusetzen sind.

Zuerst setzen wir jedes ¢; individuell so fort, dal Eigenschaft 2) erfiillt ist. Auf Stufe n
haben wir es bei der Zerlegung mit Intervallen der Form

[NB™H (N +1)B™" O [ajs, bi,6] = L;(0),

die zu einem Teil (B — 2)/B von [;(3) ausgefiillt werden, wobei zwischen zwei derartigen
Intervallen Liicken der Linge 2/B auftreten. Daher kann so ein Intervall /,(3) entweder einen
der friiheren Punkte enthalten®!!, oder keinen?!?, siche Abb. 8.5. Auf jedem Intervall der Stufe

n
EEEEEEEEE DD EEEEEEEE o]

Abbildung 8.5: Die Intervalle auf Stufe » und n 4 1. Diejenigen Intervalle, die einen Rand-
punkt der dariiberliegenden Stufe enthalten, sind rot eingefirbt.

n legen wir nun die Werte an den Endpunkten als

¢ (ajp) = ¢j (bjs) = dip (8.11)

fest; das ist natiirlich nicht streng monoton steigend, aber dieses Manko ldsst spéter beheben.
Enthilt das Intervall ;(5) einen “iibergeordeten” Endpunkt

a € Aj,n—l = {(Ijﬁ . ﬁ S %n—l} U {bjﬁ : ﬁ S %n—l}a

dann setzen wir’'® ¢; 5 = ¢;(a) so daB unsere Definition von ¢; konsistent bleibt. Fiir die
anderen Intervalle betrachten wir zwei beliebige benachbarte Punkte a < o’ € A, ,,_4, fiir die,
nach Induktionsvoraussetzung, ¢; (a') — ¢;(a) < (B/2)""! (a’ — a) gilt, und die auf dem Gitter
NoB~"*! liegen?'*. Daher verteilen sich die Intervalle und Liicken auf Stufe n gleichmiBig
zwischen diesen Punkten, siehe Abb. 8.6, und die Liicken machen eine Gesamtlinge von @
aus. In jeder dieser Liicken erhohen wir dann ¢; 3 um einen Faktor, der proportional zu dieser

Lange ist. Ist nun © = b; g der rechte Randpunkt eines Intervalls und 2’ = a;g der linke

21'Ndmlich dann, wenn sich die Intervalle iiberlappen. Dieses Uberlappen ist durch die Verschiebung bedingt.
212N#mlich dann, wenn das Intervall in eines niedrigerer Stufe “eingepasst” ist.

213Eine andere Wahl haben wir ja auch gar nicht.

24Hier wirkt sich die Kopplung von B und s in (8.7) positiv aus.
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>

a a

l l

| | | |
[ [

Abbildung 8.6: Die Punkte a, o’ und die zugehérigen Intervalle auf Stufe n. Nachdem a =
kB~ und o/ = k' B~"*! ist, liegen zwischen den beiden endlich viele Stiicke der
Linge | = B~"*1, die von den Intervallen auf Stufe n gleichmdifig iiberdeckt werden, so
daB sich Intervalle und Liicken exakt gleich verteilen.

Randpunkt des rechen Nachbarn dazu, dann ist

6,@) = 63(a) = s (= 2) (65 ()~ 65@) =

B n
< (3)
und da die stiickweise lineare Funktion auf den Intervallen ja erst einmal konstant ist, gilt 2)
auch fiir n.

Von nun an betrachten wir die Funktionen ¢; nicht mehr separat. Da 2) unter hinreichend
kleinen Storungen erhalten bleibt?!®> und wir sonst noch nichts erreicht haben, kénnen wir
die neuen Werte so modifizieren, daf} alle ¢; s rational und voneinander verschieden sind,
j=0,...,2s, {(3) = n, ohne irgendwelche Abstriche machen zu miissen. Und die Funktions-

werte, die wir aus friiheren Stufen libernommen haben, haben diese Eigenschaft per Induktion.
Nachdem die )\ linear unabhéngig iiber QQ sind, sind dann auch die Werte

d Medjgn,  §=0,....2s, ((8) =n, (8.12)
k=1

alle voneinander verschieden — identische Werte fiir verschiedene j oder verschiedene 3 wiirden
ja zu einer linearen Abhéngigkeit der \; fiihren.

Nun modifizieren die Werte von ¢; an den Intervallendpunkten a; g, b; g, die im Inneren
(0, 1) des Intervalls [0, 1] liegen. Da die Werte in (8.12) alle verschieden sind, gibt es auch ein

215Dje Freuden des “<”’.



8.3 Der Beweis 171

e > 0, so daB3 die Umgebungen

Ui (8. 8%) = Mo + (ZAk) (—ee),  j=0,...,25, £(3") =n,
k=1 k=1

B (8.13)

allesamt disjunkt sind, und wir wihlen nun die festzulegenden Werte von ¢; jeweils so, dal3

bip—e < djlajp) < Qjp < dj(ajs) < djp+e, j=0,...,2s, ((B)=n,

was fiir hinreichend kleines € auch nach wie vor ohne Verletzung von 2) moglich ist. Damit sind
aber auch 1) und 3) erfiillt und fiir beliebige 3!, ..., 3* mit £ (37) = n gilt auBerdem

Z)\k ; (ajgv) > Z/\k (¢;5n —€) > Z Mo (65.55) — e (8.14)
k=1 k=1 k=1

und ganz analog

Z Ak 9 (bjﬂ’“) < Z Ak (ij,gk) + Mg,
k=1

k=1
also insgesamt
S

D (i) = Ae <D Mty (az) <D Mty (bigr) < DAk (dy00) +Ae. (8.15)
k=1 k=1 k=1 k=1

J/

Mit anderen Worten,

ZAk ; (ajgn) »Z/\k ¢; (bj5r)| CU; (B,....5)
=1 =1

und da diese Intervalle alle disjunkt waren, gilt 4) bzw. (8.10).

Bleibt noch die Lipschitz—Stetigkeit und die ist natiirlich der Grund, warum wir auf Eigen-
schaft 2) geachtet haben. Wir fixieren j € {0, ...,2s} und betrachten alle zu ¢; konstruierten
Punkte, ndmlich

A= A,

n€eNg

die eine dichte Teilmenge von [0, 1] bilden, von der aus wir ¢; natiirlich wie vorher wieder
passend fortsetzen konnen. Wihlen wir nun z € A; und®'® 0 < h < 2/B so, daB auch z + h €
Aj, dann gibtesn > 0,s0daB 2- B~""! < h < 2- B~"ist*'” und das offene Intervall (z,x + h)
kann damit hochstens einen Punkt aus Stufe n, also einen der Punkte a;g,b;4, ((3) = n,
enthalten. Es gibt drei Moglichkeiten:

2I6Fiir Lipschitzsstetigkeit ist ja nur der Fall kleiner A relevant, alles anderes lisst sich immer in die Konstante
packen.
27Der groBere der beiden Werte ist die Linge einer Liicke auf Stufe n.
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e a3 € (zv,v+ h),dannist (z,z + h) C [b;z,b; ], wobei 5’ der Index des linken Nach-
barintervalls von [; () ist.

® bjg € (x,x+ h),dannist (z,z + h) C [a;s,a;p], nur steht eben jetzt 5’ fiir den Index
des rechten Nachbarn.

e Keiner Punkte liegt in (x, x 4+ h), das dann entweder in einem Intervall oder einer Liicke
komplett enthalten ist, also sowohl in einem Intervall der Form [a; g, a; 4] als auch in
einem der Form [b; g/, b; 5] liegt.

In allen drei Fillen gibt es also (mindestens) ein Intervall der Linge B~""! mit Randpunkten
a,a’ der Stufe n und wegen der strikten Monotonie?!® von ¢; und 2) ist daher

bt =00 < o@)-o @< (5) (@ a<Bz -2

:B—n+1
— 9BB~ logg 2 (n+1) _ 2 <2Bfn71>10g3 2 < QhIOgB 2’
der in Lemma 8.8 angegebene Lipschitz—Exponent ist also ganz explizit « = logz 2 und wird
fiir wachsendes B, insbesondere also wegen (8.7) fiir wachsendes s, immer kleiner. ]

Nachdem der Beweis durch die unverzichtbaren technischen Details etwas kompliziert gewor-
den ist, fassen wir nochmal schnell die wesentliche Idee zusammen:

1. Zuerst definieren wir ¢, auf den Intervallen /; (/3) einer festen Stufe n konstant mit ratio-
nalem Wert. Damit ist dann ¢; (1, (3)) einpunktig.

2. Wegen der rationalen linearen Unabhéngigkeit der )\ sind diese einpunktigen Mengen
dann alle disjunkt.

3. Weil es nur endlich viele einpunktige Mengen sind, gibt es auch e-Umgebungen dieser
Mengen mit einem festen £ > 0 fiir alle, die ebenfalls immer noch disjunkt sind.

4. Wir verdndern nun die Werte von ¢; an den Intervallendpunkten so, da wir “richtige”
Intervalle in diesen e-Umgebungen erhalten, die immer noch disjunkt sind.

5. Den restlichen Aufwand betreibt man, um letztendlich Konsistenz zwischen den einzel-
nen Stufen, strikte Monotonie und Lipschitz—Stetigkeit zu bekommen.

So, den “schlimmsten” Teil des Beweises haben wir schon hinter uns gebracht. Jetzt setzen wir
unsere Intervalle I; (3) zu s—dimensionalen Wiirfeln*!?

Li(BY....,0°%) =1;(B") x - x I; (#°) C R®, (B =-=0(3),

218Nicht einschlafen, wir haben’s gleich! Das kommt einem alles nur so monoton vor.
219Da wir alle Indizes 3* von gleicher Linge wihlen, sind das auch wirklich Wiirfel.
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zusammen, die durch die Funktionen
ej (mla e axs) = Z)\k ¢j (xk)
k=1

auf die entsprechenden .J; abgebildet werden:

0;(L; (8',....5°)) =J; (B,....5°), j=0,...,2s, ((B")=---=0(5). (8.16)

Nach Lemma 8.8 werden damit diese disjunkten Wiirfel auf disjunkte Intervalle abgebildet.
Alles, was wir bisher gemacht haben, betraf eigentlich immer die ¢; separat. Warum aber

brauchen wir eigentlich so viele davon? Nun, wenn wir uns die Intervalle 7;(3), {(3) = n aus

(8.6), dann iiberdecken diese fiir festes 7 und n nicht das gesamte Intervall [0, 1], zusammen

hingegen schon:
2s
0.1={J UL
€(B)

B)=n j=0

Lemma 8.9 Jeder Punkt x € [0, 1] ist fiir jedes n € Ny in mindestens 2s der Intervalle I; (08),
j=0,...,s 0(B) = n, enthalten.

Beweis: Seiz € (0,1),dann gibtes 0 < N < B" 'sodaB NB™""! <z < (N +1)B "
Dieses x liegt in einem Intervall der Form

NB™ 4+ B™([1,B — 1] — 2j)

wenn

r— NB " =ye[l,B—-1]-2j
also j € y/2 — [%, %} Dieses Intervall hat die Linge % und enthélt deswegen auch
B2

5 = 2s ganzzahlige Werte, die einer passenden Verschiebung entsprechen??’. Damit ist =
in mindestens 2s dieser Intervalle enthalten und nachde die Intervalle fiir ein festes j disjunkt
sind, braucht man auch wirklich diese Variation iiber j. U

Lemma 8.10 Jeder Punkt x € [0, 1] ist in mindestens s + 1 der Wiirfel
Ij(517,..,55)’ j=0,...,2s, g(ﬁk):n’

enthalten.

Beweis: Wiederholte Anwendung von Lemma 8.9. Es gibt hochstens einen Index j, so da} z;
nicht von den Intervallen I; ('), £ (8') = n, getroffen wird, unter den verbleibenden 2s kann
wieder hochstens ein Index nicht bei x5 erfolgreich sein und so weiter. Nach s Schritten bleiben
so mindestens s + 1 Indizes librig. U

Nach diesen vorbereitenden Zihlbemerkungen nun zum Abschluss des Beweises von Satz 8.2,
namlich zur Konstruktion einer “nicht schlecht” approximierenden nomographischen Funktion.

220 Achtung: Genau hier wird die Kopplung zwischen s und B aus (8.7) wichtig!
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Lemma 8.11 Sei =5 < p < 1. Zu jeder Funktion f € C ([0, 1]°) gibt es eine Funktion g €
C'[0, A}, so daf

2s
1
||f—2909j <pullfl, loll < — I£1l (8.17)
gy S +
Beweis: Wir wihlen ¢ € (O, — 54%1) und dann n so grof3, daf3
max max max If(x) — f ()] <elfll

J=0s UG == UB) =0 g vl (1., 6%)

ist, was wegen der gleichmifigen Stetigkeit von f und der gleichmiBig immer kleiner werden-
den GroBe der Wiirfelchen immer méglich ist. Bezeichnen wir mit f; (5%, ..., 3%) den Wert am
Mittelpunkt von I; (5, ..., 3%), dann ist

max ‘f(:l:)—fj (51,~--758)‘<5Hf”~

z€l; (ﬂl ,,,,, 5k)

Nun definieren wir

g<t>: Sj_lfj (517"'7ﬂs)7 le Jj (617"'768) :6([] (517"'768))7

was nach Lemma 8.8 widerspruchsfrei moglich ist und setzen g auflerhalb dieser Intervalle
linear fort, so da3 ¢ auf alle Fille stetig ist und die zweite Bedingung in (8.16) erfiillt.

Seinun x = (z1,...,x,) € [0,1]%, dann gibt es nach Lemma 8.10 mindestens s + 1 Indizes,
sagen wir?! j = 0,...,s,sodaB z € I;(5',...,3*) mit mdglicherweise von j abhéngigen
Indizes®*? und so ist

2s s 2s
|f(9€) =Y 9(;(x)] < ‘f(:v) =Y 9@+ Y g (0;(2)
j=0 j=0 j=s+1 —
<llgl<IIf1I/(s+1)
s —~ f; (B",....B°)
< _ JINT oo )
eSO Meey
s > 1
< _— — £ (B....,p°
< S+1||f||+_§gs+1if<x> fi (B8]
. =<
< (copte) I <uls
— +ec
— \s+1 AL
—_——
<p
wie in (8.16) behauptet. ]

221pje Reihenfolge, in der die ¢; indiziert werden, ist ja schlieBlich irrelvant.
222 Aber berechtigt das die Einfiihrung eines weiteren Index, also sowas wie 371, ..., 37:*? Ich denke nicht. es
reicht, darauf hinzuweisen.
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Bemerkung 8.12 Dieses Argument zeigt auch, daf} die Anzahl der Funktionen ¢y, . . ., pos im
Satz 8.2 nicht ganz zufdllig war. Damit das obige Argument mit m Funktionen, das heisst mit m
Verschiebungen von Intervallen funktioniert**® miissen wir fiir die m Verschiebungen und m — s
Uberdeckungen von Wiirfeln die Beziehung —2— < 1 erhalten, denn sonst funktioniert die letzte
Abschditzung von oben nicht. Das liefert aber m — s < s oder eben m > 2s, also m > 2s + 1.

Und jetzt haben wir es so gut wie geschafft.

Beweis von Satz 8.2: Wir bestimmen uns die Darstellung durch iterierte Approximation ver-
mittels Lemma 8.11. Sei ¢g; die in Lemma (8.17) gefundene Approximation und wenden wir
das Lemma erneut an, diesmal auf

2s
™ :f_zgloeja
7=0

und erhalten g5, so daf3

2 2s 2s 2s
F=Y > mobi| = |n=>_g00;|| <plimll = pu|[f =D gob,|| <pllfll
k=1 7=0 j=0 §=0

sowie 1
loall < — Irall < £ 1151
Generell setzen wir
n 2 25 [/ n
r=f=Y_ Y qobi=Ff=> > g ] neN,
k=1 j=0 j=0 \k=1

erhalten damit nach Lemma 8.11 ein g,,1; mit

2s n 2s n

n H
F=3 (X0 ) ot = rm= w00 <l lgnsall < L1
k=1 j=0

=0 =

und damit konvergiert die Reihe der g, gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion mit der Eigen-

schaft , )
F=2_900=3 9> A ()
was nun endlich (8.2) ist. Ul

Bemerkung 8.13 Auch wenn der Beweis des Satzes von Kolmogoroff eigentlich konstruktiv ist,
gdbe es bei einer wirklichen Realisierung auf dem Computer doch noch einige Probleme zu
losen:

23 Natiirlich ist dies nur eine technische Einschrinkung, die dafiir sorgt, dal dieser Beweis funktioniert und es
schlief3t erst einmal nicht aus, daf} es einen ganz anderen Beweis fiir das Resultat geben konnte, der mit weniger
Funktionen auskommt. Bekannt ist allerdings bis heute meines Wissens keiner!
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1. Bei der Konstruktion der ¢; miissen “kleine Anderungen” an den Werten der Funktionen
vorgenommen werden. In der Praxis heisst dies, daf3 derartige Anderungen klein genug
sein miissten, um schwierige zu kontrollierenden Anforderungen zu geniigen, gleichzeitig
aber dann doch grof3 genug, um vom Rechner iiberhaupt wahrgenommmen zu werden.

2. Die numerische Realisierung von reellen Zahlen, die iiber Q linear unabhdingig sind, ist
eigentlich unmoglich, schlief3lich zahlen sich derartige Zahlen ja einerseits dadurch aus,
daf} sie beziiglich jeder Basis eine unendliche und nichtperiodische Entwicklung haben,
andererseits sind sie aber ohnehin eher schlecht durch rationale Zahlen zu approximie-
ren, siehe [36, 72].

3. Die Funktion g liegt nicht wirklich exakt vor, sondern ist Grenzwert einer Funktionen-
reihe. Das ist aber fiir praktische Zwecke die geringste Einschrinkung, denn mehr als
eine Approximation von f durch nomographische Funktionen brauchen wir uns sowieso
nicht einzubilden und die Partialsummen sind ja gute Approximationen, schlieflich ist
der Fehler von der Form

Q_Zgj
k=1

was sogar exponentiell gegen Null geht — lineare Konvergenzordnung nennt man sowas,
siehe [69].

k—1 n

< X el <1 Y2 F = i

k=n+1 k=n+1

8.4 Neuronale Netze

Der Satz von Kolmogoroff hat aufgrund seiner mathematischen Natur allein schon durchaus das
Zeug zum Klassiker aber es gibt dariiber hinaus auch noch eine Interpretation im Sinne moder-
ner numerischer Anwendungen, ndmlich der neuronalen Netze. Die Idee des neuronalen Netzes
ist es, die Arbeitsweise der Gehirns zu simulieren und Funktionen aus einfachen Elementen,
eben Neuronen zusammenzusetzen. Ein derartiges Neuron ist eine Funktion f : R® — R der
Form

(@) = Quw () == (w'z+w), weR" wy€ER, (8.18)

wobei ¢ die Anregungsfunktion des Neurons ist. Eine Funktion wie in (8.18) bezeichnet man
auch als Ridge—Funktion und solche Funktionen sind sehr einfach, denn sie sind entlang der
affinenen Hyperebenen

y+wt, wl:{xER” :wT:L':O}
konstant: Fiir z+ € w' ist
fly+ar)=p W (y+a) +w) = (wy+w'a"+w) = wy+uw) = fy)

Das Konzept des Neurons ist nun, dal die Aktivierungsfunktion als fest angesehen wird und
man nur die Parameter wg und w variiert. Um die Notation zu vereinfachen setzen wir nun
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w = (wy, ..., w,) und*** T = (1, ), denn dann wird (8.18) zu
f(@) = pu(z) = ¢ (0'T), z € R" (8.19)

Beispiel 8.14 (Aktivierungsfunktionen) Typische Aktivierungsfunktionen fiir neuronale Netze
sind

1. o(x) =sgnz, also
op(x)=1 < 0<wT§c\:wo+ijxj & ija:j>—w0,
j=1 j=1

das Neuron feuert also, wenn das innere Produkt grofler als eine Aktivierungsschwelle,
auf englisch Threshold .

2. ¢ : R — |0, 1] strikt monoton steigend, also sozusagen eine kontinuierliche Aktivierung
im Gegensatz zur Sprunfunktion x — sgn .

3. Ein konkrete Aktivierungsfunktion von dieser Art ist die Sigmoidfunktion

o(x) = , (8.20)
siehe [3] bzw Abb. 8.7.

Ein neuronales Netzwerk besteht nun aus einer beliebigen Anzahl von Lagen, auf Englisch als
Layer bezeichnet, die man erst einmal als Funktionen f : R"™ — R™ bezeichnen konnte. So-
weit ist das nicht spektakuldr, aber jeder dieser Layer soll eine einfache Struktur haben und nur
auf einem Neuron beruhen. Und zwar werden alle Eingabedaten gewichtet in Kopien desselben
Neurons gefiihrt, sieche Abb. und die Resultate als Ausgabewerte genommen. Mathematisch ist
so ein Layer also als

U(z) = [puy(z) + j=1,....,m] = : . w() R j=1,....m,

(8.21)
dargestellt. Es gibt zwei spezielle Typen von Layern, ndmlich

Eingabelayer, bei denen m = n und w(j); = J;; ist, wo also alle Eingabekanile einmal
durchs Neuron gejagt werden und

Ausgabelayer, bei denen m = 1 ist, also einfach die Eingangskanile gewichtet aufsummiert
und dann durch das Neuron “gefiltert” werden.
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Abbildung 8.7: Die Sigmoidfunktion aus (8.20). Durch Umskalierung o (A-), A > 0, kann
man den Steigungsteil natiirlich beliebig steil oder flach machen. Obwohl die Funktion nie
exakt die Werte 0 und 1 annimmt, erreicht sie diese aber “praktisch” schon relativ bald.

Wie der Name sagt, stehen Eingabelayer immer am Anfang, Ausgabelayer immer am Ende des
Prozesses. Derartige Layer konnen nun beliebig baumartig ineinander verschachtelt werden und
fiihren dann eben zu einem neuronalen Netzwerk®> .

Die “moderne” numerische Bedeutung des Satzes von Kolmogoroff liegt nun darin, daf3
man ihn als einen Darstellungssatz fiir neuronale Netzwerke interpretieren kann, wobei fiir j =
0,...,2s zuerst je einen Eingabelayer basierend auf ¢; verwendet**®, diese Ausgaben dann
durch jeweils einen einfachen Layer mit Anregungsfunktion g, Gewichten Ay, ..., \s und nur
einem Ausgabkanal schickt und die Resultate durch ein triviales Ausgabenetzwerk kombinieren
lasst. Trivial bedeutet in diesem Fall, da3 alle Gewichte den Wert 1 und die Anregungsfunktion
die Identitit ist. Toll — neuronale Netze konnen also jede Funktion darstellen, aber (zumindest,
wenn man Satz 8.2 verwenden will) in diesem Fall muss eine der Anregungsfunktionen sehr
massiv von der darzustellenden Funktion f abhingen und miisste dann selbst wieder durch ein
geeignetes Teilnetzwerk approximiert werden.

Bleibt noch eine Frage zum Schluss: Wie erstellt man eigentlich generell so ein Netzwerk
in einer Anwendung? Das ist erstaunlich einfach! Man verwendet sogenannte Trainingsdaten
(xj , yj) e Rstl, belegt die freien Parameter w, also die Gewichte in den einzelnen Layern,

224Wer will kann dies als eine Einfiihrung von projektiven Koordinaten sehen, auch wenn wir hier beim besten
Willen keine projektive Geometrie betreiben.

225Enthilt dieses Netzwerk als Graph keine geschlossenen Kreise, dann spricht man von einem Feedworward—
Netzwerk, mit Kreisen kann es noch lustiger werden, denn dann kann sich das Netzwerk ja auch rekursiv selbst
anregen.

22Die ¢; sind monoton steigende Funktionen von [0, 1] nach [0, 1], wenn man die noch fiir z < 0 zu 0 und fiir
x > 1 zu 1 fortsetzt, dann hat man es durchaus mit einer Art Sigmoidfunktion zu tun.
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Abbildung 8.8: Ein “Layer” eines neuronalen Netzwerkes: Die n Eingangskanile werden,
jeweils mit zu wihlenden Gewichten, in alle Neuronen gefiihrt. Diese Neuronen sind alle
Kopien voneinander, haben also dieselbe Anregungsfunktion

mit meist zufdlligen Werten vor und minimiert dann die Abweichung des Netwerkes von den
vorgegebenen Daten:
N
2
i 2 (o) =)

Das ist ein nichtlineares Optimierungsproblem und fiir sowas gibt es Methoden, normalerweise
sogenannte Abstiegsverfahren, siehe beispielsweise [58, 70]. Was ein paar ganz interessante
Bemerkungen hervorruft:

1. Solche nichtlinearen Optimierungsverfahren finden normalerweise nur lokale Minima
und es kann somit nicht garantiert werden, dal das Netzwerk die Parameter wirklich
optimal einstellt.

2. Durch die zuféllige Vorbelegung kann es passieren, da3 bei verschiedenen “Trainingssit-
zungen” dieselben Eingaben zu verschiedenen Resultaten fiihren.

3. Generell haben neuronale Netzwerke relativ wenige wirklich beweisbare Eigenschaften
und man kann nie wirklich garantieren, da3 das Netzwerk fiir alle Eingabewerte gesicher-
te Ergebnisse liefert.

Man kann noch vieles iiber neuronale Netze erzihlen, aber das alles wire wieder eine ganz
andere Geschichte fiir sich.
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R

1 2 3 n 1 2 3 n

Abbildung 8.9: Ein Eingabe- (links) und ein Ausgabelayer (rechts). Man sieht in beiden
Fillen die besonders einfache Struktur.
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