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Zusammenfassung

Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Zeichnung I". Wir wéhlen einen Knoten v € V/
als Zentrum. Die Nachbarschaft dieses Zentrums wollen wir optimiert darstellen.
Hierzu soll die Anzahl der Kreuzungen des Nachbarschaftsgraphen G(v) = G[Ng(v)]
reduziert werden und eine geradlinige Nachbarschaftszeichnung I'* von G(v) berechnet
werden. Die Nachbarschaftszeichnung I'* soll dabei dhnlich zur Ausgangszeichnung I"
sein, weshalb wir die Nachbarn von v nur um einen positiven Faktor entlang einer
Verschiebungsgerade durch v bewegen. Zur Minimierung der Kreuzungen dient ein
Algorithmus, welcher in linearer Laufzeit eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung
I'™* liefert, sofern GG keine alternierenden 3-Kreise enthélt. Fiir Nachbarschaftsgraphen,
die alternierenden 3-Kreisen enthalten, wird ein weiterer Algorithmus beschrieben,
um diese 3-Kreise aufzulésen, damit dann der erste Algorithmus angewandt werden
kann. Das Auflésen der 3-Kreise lduft in O(n?logn) Zeit. Des Weiteren wurde eine
JavaScript Anwendung implementiert, welche fiir einen gewéhlten Knoten eines
Graphen seine Nachbarschaft wie beschrieben optimiert darstellt. Anhand einer
Evaluation durch praktische Beispiele wurde gezeigt, dass mit steigender Dichte einer
Nachbarschaft sowohl die Anzahl von alternierenden 3-Kreisen steigt als auch die
Anzahl von Kanten, die geloscht werden miissten, um diese 3-Kreise aufzulésen. Der
Prozentsatz der minimierten Kreuzungen sinkt dabei. Im Durchschnitt kann die
Anzahl der Kreuzungen in Nachbarschaftszeichnungen etwa um die Hélfte reduziert
werden, wahrend man durchschnittlich 20% der Kanten 16schen miisste, um alle
alternierenden 3-Kreise aufzulésen.
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1. Einleitung

Graphen sind Strukturen, die zur Visualisierung von Informationsmodellen genutzt werden,
welche als eine Menge von Objekten und eine Menge von Beziehungen oder Verbindungen
zwischen diesen Objekten beschrieben werden kénnen. Das Zeichnen von Graphen, also
das Konstruieren einer geometrischen Darstellung eines Graphen, ist ein wichtiger Teil auf
dem Gebiet der Informationsvisualisierung. Es findet Anwendung in vielen unterschied-
lichen Bereichen, beispielsweise der Biochemie [8], der Darstellung von Karten [6] und
Stromnetzwerken [3], oder der Netzwerkvisualisierung 7.

Somit ist ein naheliegendes und interessantes Problem das Zeichnen von Graphen, sodass
sie fiir Menschen gut lesbar und leicht nachzuvollziehen sind. Es wurden bereits mehrere
Algorithmen fiir verschieden Arten von Graphen untersucht, die bestimmte geometrische
Einschrankungen oder Vorgaben beim Zeichnen eines Graphen einhalten [2| [9]. Dabei
wurde unter anderem versucht, die Anzahl der Kreuzungen in geradlinigen Zeichnung zu
minimieren.

Zeichnungen von Graphen sind grundséatzlich dazu gedacht, die globale Struktur des
Graphen zu visualisieren. Allerdings kann diese Darstellung fiir die Nachbarschaft eines
einzelnen Knoten suboptimal sein, ein Beispiel dafiir wird in Abbildung dargestellt. Hier
entstehen durch die Zeichnung des Graphen in der ausgewéhlten Nachbarschaft relativ viele
Kreuzungen. In Abbildung wird eine mogliche Nachbarschaftszeichnung dargestellt, die
noch dhnlich zur urspriinglichen Zeichnung ist, aber deutlich weniger Kreuzungen enthalt.

In dieser Arbeit wird der Versuch, die geradlinige Zeichnung eines Graphen fiir Menschen
lesbarer zu machen, reduziert auf die verbesserte Darstellung der Nachbarschaft eines
Knoten v. In unserem Fall bedeutet das, dass die Anzahl der Kreuzungen in der Nach-
barschaftszeichnung minimiert werden sollen. Gleichzeitig soll jedoch die Ahnlichkeit zur
urspriinglichen Zeichnung bewahrt werden, weshalb die Knoten der Nachbarschaft nur um
einen positiven Faktor von v verschoben werden sollen. Die Winkel zwischen den von v
ausgehenden Kanten sowie die Reihenfolge der Knoten um v bleiben unveréndert.

Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit den grundlegenden Eigenschaften von Graphen
sowie der Beschreibung der Problemstellung. Zudem werden erste Begriffe definiert, die fiir
die spiteren Beweisfithrungen bendtigt werden.

In Kapitel 3 wird die Kreuzungsminimierung in Nachbarschaftsgraphen behandelt. Zu-
néichst wird gezeigt, dass flir bestimmte Nachbarschaftszeichnungen immer eine dhnliche
kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung existiert. Hierfiir wird ein Algorithmus beschrieben,
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Abbildung 1.1.: Eine Zeichnung eines Graphen mit einer hervorgehobenen Nachbarschaft

Abbildung 1.2.: Die transformierte hervorgehobene Nachbarschaft. Alle Kreuzungen liegen
hier auf roten Kanten.

der diese in linearer Zeit berechnet. Dieser Ansatz wird anschlieffend auf allgemeine Nach-
barschaftszeichnungen durch einen weiteren Algorithmus erweitert. Dieser Algorithmus
entfernt schrittweise eine gewisse Anzahl an Kanten, abhéngig von ihrem Gewicht. Das
Gewicht einer Kante e entspricht dabei der Anzahl von Kanten, die von e gekreuzt werden.
Wenn alle Kanten ein Gewicht von 0 erreicht haben, kann der vorherige Algorithmus auf
den entstandenen Teilgraphen angewandt werden kann. Die geloschten Kanten werden
dann wieder in die neue Zeichnung eingefiigt. Fiir das Berechnen der zu Loéschenden Kanten
wird O(n?logn) Zeit bendtigt.

Anschlielend wird in Abschnitt 4 das Programm beschrieben, welches im Rahmen der
Arbeit entwickelt wurde. In diesem Programm kénnen Knoten in einem Graphen angewéhlt
werden, um deren Nachbarschaft optimiert darzustellen. Dazu kennzeichnet das Programm
zunéchst alle Kanten, die im Zuge des zweiten Algorithmus’ entfernt werden wiirden.
Anschliefend sollen die Nachbarknoten so verschoben werden, dass sich die tibrigen Kanten
nicht kreuzen. Die Anwendung wird anhand der Kreuzungsminimierung und der Anzahl
von zu Loschenden Kanten im Verhéltnis zur Dichte des Graphen ausgewertet und das
Ergebnis wird diskutiert.

Die Arbeit wird in Abschnitt 5 abschlielend zusammengefasst und es wird sowohl ein
Ausblick gegeben als auch eine Ubersicht iiber offene Fragen.



2. Vorbereitung

Sei Q eine Grundmenge. Ein geordnetes Paar (V, E) mit V C Q und E C (‘2/) heiBt Graph.

Dabei ist (‘2/) die Menge der zweielementigen Teilmengen von V. Die Menge V' wird als

Knotenmenge und E als Kantenmenge bezeichnet. Ist G ein Graph, so setzen wir V = V(G)
und FE = E(G).

Sei G = (V, E) ein Graph und v,u € V und e € E. Wir sagen v ist inzident mit e, wenn
v € e gilt. Zwei Kanten sind inzident zueinander, wenn sie zu einem gemeinsamen Knoten
inzident sind. Die Knoten u und v heiflen benachbart, verbunden oder adjazent in GG, wenn
gilt {u,v} € E. Sind zwei Knoten benachbart, so werden sie auch Nachbarn genannt.

Seien G und H Graphen. H heifit induzierter Untergraph von G (kurz H = N¢), wenn H
durch fortgesetztes Loschen von Knoten aus G entsteht, d.h. wenn gilt V(H) C V(G) und
E(H) =BG N (")

2.1. Problemstellung

Definition 2.1. Sei G = (V, E) ein Graph mit einer geradlinigen Zeichnung I’ und v € V.
Wir nennen G(v) = G[Ng(v)] den Nachbarschaftsgraph von v und v das Zentrum der
Nachbarschaft. Die Ordnung um v ist in G(v) fest. Eine geradlinige Zeichnung T'* von G(v)
nennen wir Nachbarschaftszeichnung, wenn fir I'* gilt:

(1) T(v) =TI"(v)

(2) T'(w) =T(v) =c- (T*(u) — T*(v)) fir alle w € Ng(v) \ {v} wobei c >0

Die Winkel der von v ausgehenden Kanten bleiben also unverdndert. Lediglich der Abstand
der Nachbarn zu v darf sich um einen positiven Faktor ¢ unterscheiden.

Definition 2.2. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit einer geradlinigen Zeichnung T.

Sei uw € V. Die Halbgerade [vu nennen wir die Verschiebungsgerade von u.

Um die Ahnlichkeit zu einer geradlinigen Zeichnung I' zu bewahren, bilden wir die Nachbarn
von v nur auf Punkte ab, die auf der jeweiligen Verschiebungsgerade liegen. Dieses Abbilden
eines Knotens u auf einen Punkt v’ auf seiner Verschiebungsgerade nennen wir auch das

Verschieben von u um einen Faktor ¢, wobei ¢ = ‘ﬁ) Z/". In Abbildung wird ein Beispiel
dargestellt, in dem zwei Knoten u1 und us jeweils um einen Faktor ¢y, co > 0 verschoben

werden.

Gesucht ist nun eine Nachbarschaftszeichnung I'* mit einer minimalen Anzahl an Kreuzun-
gen.
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Abbildung 2.1.: Zwei Nachbarschaftszeichnungen eines Nachbarschaftsgraphen G(v). Das
Zentrum v ist weil hervorgehoben. Die Verschiebungsgeraden fiir u; und
ug sind als gestrichelte Linie dargestellt. (a) Eine Nachbarschaftszeichnung
mit Kreuzungen (b) Die Knoten u; und uy wurden um einen positiven
Faktor verschoben. Die Zeichnung wird dadurch kreuzungsfrei.

2.2. Alternierende 3-Kreise

Sei G = (V, E) ein vollstdndiger Graph mit |V| = 3. Einen derartigen Graphen nennen wir
im Folgenden einen 3-Kreis.

Definition 2.3. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit Zentrum v und uy,ug, w1, wg € V.
Die Knoten ujvus und wivws sollen dabei jeweils einen 3-Kreis bilden. Wir nehmen zudem
an, dass die von v ausgehenden Kanten der 3-Kreise an v alternieren, d.h., dass die

Kanten in der Reihenfolge {v,u1},{v, w1}, {v,us},{v,wa} an v geordnet sind. Eine solche
Anordnung von 3-Kreisen in G(v) nennen wir alternierende 3-Kreise.

Fiir ein Beispiel fiir alternierende 3-Kreise, siehe Abb.

U
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Abbildung 2.2.: Beispiel fiir alternierende 3-Kreise

Definition 2.4. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit u,w € V(G(v)). Wenn {v,u} und

{v,w} in der Ordnung um v direkt aufeinander folgen, dann nennen wir u und w an v
benachbart.



3. Kreuzungsminimierung in
Nachbarschaftsgraphen

3.1. Alternierende 3-Kreise in Nachbarschaftsgraphen

Lemma 3.1. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph. Wenn G(v) alternierende 3-Kreise enthilt,
dann existiert keine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung T' von G(v).

Beweis. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph, der alternierende 3-Kreise enthélt. Angenom-
men, es existiert eine kreuzungsfreie Zeichnung I'. Dann besteht diese zunéchst aus einem
3-Kreis uivus mit uy,us € V. Die Knoten v, w; und wo mit wiwg € V sollen nun ebenfals
einen 3-Kreis wyvws bilden, dessen von v ausgehenden Kanten mit denen des 3-Kreises
u1vuy an v alternieren. Durch diese Alternierung befindet sich genau eine der Kanten von
wivwsy zwischen den Schenkeln vu; und vus. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit sei das
die Kante {v, w1} (s. Abb.[3.1). Damit diese keine Kreuzung erzeugt, muss w; innerhalb
des Dreiecks ujvug liegen, da sie sonst die Kante {u;,ua} schneidet. Nun muss wy durch
die Alternierung auflerhalb von ujvug liegen. Dadurch aber kreuzt {w;, w2} mindestens
eine der Kanten von ujvus. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass I' kreuzungsfrei
ist. Somit existiert keine kreuzungsfreie Zeichnung fiir G(v). O

v

Abbildung 3.1.: Mdégliche Verschiebungsgeraden fir eine Zeichnung mit alternierenden
3-Kreisen
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Lemma 3.2. Sei G(v) = (V, E) ein beliebiger Nachbarschaftsgraph ohne alternierende
3-Kreise. Angenommen, wir fiigen eine Kante {u,w} ein und erhalten einen neuen Graphen
G'(v). Wenn u und w an v benachbart sind, dann enthdlt G'(v) keine alternierenden
3-Kreise.

Beweis. Seien u,w € V an v benachbart. Angenommen, G’(v) enthilt alternierende 3-
Kreise. Dann existiert ein 3-Kreis v/vw’, dessen von v ausgehenden Kanten mit denen des
3-Kreises uvw an v alternieren. Das bedeutet, dass sich genau eine der Kanten von u/vw’
zwischen {v,u} und {v,w} befindet. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass v und w
an v benachbart sind. Somit enthilt G'(v) keine alternierenden 3-Kreise. O

Lemma 3.3. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph. Wenn G(v) keine alternierenden 3-Kreise
enthdlt, dann ist G(v) planar.

Beweis. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph, der keine alternierenden 3-Kreise enthélt. Zwi-
schen allen an v benachbarten Knoten, die noch nicht iiber eine Kante verbunden sind,
fligen wir Kanten ein und erhalten einen neuen Nachbarschaftsgraphen G’(v). Nach Lemma
enthédlt G'(v) keine alternierenden 3-Kreise. Die von v ausgehenden Kanten zusammen
mit den Kanten zwischen den an v benachbarten Knoten bilden das Rad W), = H (vgl.

Abbildung (b)).

Sei nun T" eine Zeichnung von G’(v). Die Kanten zwischen nicht an v benachbarten Knoten
lassen wir in I aulerhalb von H verlaufen (vgl. Abb. (b)). Angenommen, I' ist nicht
kreuzungsfrei. Dann existieren zwei Kanten {u1,us2}, {wi, ws}, die sich kreuzen. Wir kénnen
annehmen, dass H planar ist und kreuzungsfrei gezeichnet werden kann. Alle Kanten, die
nicht Teil von H sind, liegen nach Konstruktion auflerhalb von H und haben v nicht als einen
ihrer Endpunkte. Dann existieren zwei 3-Kreise ujvug und wivws. Da {uj,us} die Kante
{w1, wa} kreuzt, befindet sich ohne Beschrankung der Allgemeinheit u; innerhalb von w;vws
und wug auflerhalb. Also sind die Kanten in der Reihenfolge {v.w1}, {v,u1}, {v, w2}, {v, uz}
an v geordnet, womit wir alternierende 3-Kreise erhalten. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass G'(v) keine alternierenden 3-Kreise enthlt.

Somit ist I" kreuzungsfrei. Da W,, und damit insbesondere G’(v) 3-zusammenhéngend sind
(nach [10]) und dadurch, dass die Ordnung um v fest ist, kénnen wir annehmen, dass I'
eine feste, planare Einbettung ist, womit G’(v) und insbesondere G(v) planar sind. O

Definition 3.4. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph ohne alternierende 3-Kreise. Sei G'(v)
der Graph, den wir durch das FEinfiigen von Kanten zwischen an v benachbarten Kno-
ten erhalten. Wir nennen G'(v) den erweiterten Nachbarschaftsgraphen von G(v). Eine

FEinbettung T" von G'(v), wie sie in Lemma konstruiert wurde, nennen wir eine Nach-
barschaftseinbettung von G’ (v) (vgl. Abb. (b)).

Lemma zeigt, dass fiir jeden Nachbarschaftsgraphen G(v) ohne alternierende 3-Kreise
ein planarer erweiterter Nachbarschaftsgraph G’(v) sowie eine planare Nachbarschaftsein-
bettung IV von G’(v) existieren.

Lemma 3.5. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph ohne alternierende 3-Kreise. Dann existiert
eine geradlinige, kreuzungsfreie Zeichnung I von G(v).

Beweis. Sei G(v) ein beliebiger Nachbarschaftsgraph, der keine alternierenden 3-Kreise
enthélt. Nach Lemma wissen wir, dass sowohl fiir G(v) der erweiterte Nachbarschafts-
graph G'(v) existiert, als auch die planare Einbettung I von G’(v). Wir wéhlen I mit
folgenden Eigenschaften:
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(a) (b)

Abbildung 3.2.: (a) Zeichnung eines Nachbarschaftsgraphen G(v) ohne alternierende 3-
Kreise. Das Zentrum der Nachbarschaft v ist weil hervorgehoben. (b)
Zeichnung von G’(v), Die von v ausgehenden Kanten zusammen mit den
Kanten zwischen den an v benachbarten Knoten bilden das Rad H. Die
Kanten ziwschen nicht an v benachbarten Knoten verlaufen auferhalb von
H.

(1) Alle von v ausgehenden Kanten haben die gleiche Lange.

(2) Alle Kanten {u,w} mit u # v, w # v liegen auf der Seite des Graphen, auf der der
Winkel zwischen {v,u} und {v, w} kleiner als 180° ist.

Seien Gy (v), G (v), ..., G}, (v) Teilgraphen von G'(v), wobei n die Anzahl der Kanten zwi-
schen nicht an v benachbarten Knoten ist. Sei e; mit 0 < ¢ < n eine beliebige aber feste
Kante der duBeren Facette in G%(v) zwischen zwei nicht an v benachbarten Knoten w;, wy.
Dann ist G;_,(v) = (V, Ei_1), wobei V = V(G'(v)) und E;,_1 = (E(G}(v)) \ e;). Es gilt
G, (v) = G'(v) und Gj(v) = H.

Sei I'; die Nachbarschaftseinbettung von G’(v) mit Einschrankung auf G}(v).
Wir zeigen induktiv, dass fiir G}(v) eine kreuzungsfreie, geradlinige Zeichnung I' existiert.
Induktionsanfang: i = 0

Betrachte Go(v) = H. Da H ein Rad ist, besitzt Go(v) eine kreuzungsfreie, geradlinige
Zeichnung I'fy von G{(v).

Induktionsannahme: Der Graph G)(v) mit Einbettung I'; besitzt eine geradlinige, kreu-
zungsfreie Zeichnung I7.

Induktionsschritt: 1 — 1+ 1

Betrachte Gj,;(v). Nach Induktionsannahme wissen wir, dass G;(v) eine geradlinige,
kreuzungsfreie Zeichnung I'; besitzt. Seien vy, vg, ...us, die Knoten innerhalb der Facette
Wi 10w 1, wobei v; = w;41 und v, = wj ;. Nach Konstruktion von Gj(v) bilden diese
Knoten die Dreiecke Ay = vpoup fiir 1 <1 < I’ < k. Ein Knoten v; kann dabei einen
Eckpunkt von héchstens & — 1 Dreiecken bilden.

Sei die Kante €, ; = {w;y1,w],;} nun geradlinig in I'j ;. Dann bildet diese das Dreieck
wjvwj. Seien nun A}, Dreiecke mit den Eckpunkten vjvv), und 1 < 1 < 1" < k, wobei
v] bzw. v}, sowohl auf der Verschiebungsgerade von v; bzw. vy als auch innerhalb des
Dreiecks w;vw; liegt. Wir bilden jedes Dreieck A;; affin auf das Dreieck Ag’l, ab, wodurch
es vollstandig und kreuzungsfrei innerhalb des Dreiecks w;vw; liegt (vgl. Abbildung .
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Wir bewahren hierbei die Ahnlichkeit zu I', da wir die Nachbarn von v auf Punkte abbilden,
die auf den entsprechenden Verschiebungsgeraden liegen. Auch erhalten wir eine geradlinige,
kreuzungsfreie Zeichnung I'j, |, da alle Knoten va, ..., vx_1 innerhalb des Dreiecks w;vw;
liegen und durch die affinen Abbildungen die Kreuzungsfreiheit aus I'; erhalten bleibt.

Dieses schrittweise Zeichnen fithren wir bis G, (v) durch, wodurch wir eine geradlinige und
kreuzungsfreie Zeichnung I/, = I'" erhalten.

O

(e) (d)

Abbildung 3.3.: (a) Nachbarschaftseinbettung I' eines Nachbarschaftsgraphen G(v) (b)
Zeichnung I' fiir G1(v) (c¢) Zeichnung I's fiir G2(v) (d) Zeichnung I's fiir
G3(v) (e) Zeichnung I'y = I fiir G4(v) = G'(v) (f) Eine kreuzungsfreie
Nachbarschaftszeichnung I'* von G(v)

Satz 3.6. Sei G = (V, E) ein Graph mit einer zugehdorigen Zeichnung I' und v € V. Sei
G(v) ein Nachbarschaftsgraph. Wenn G(v) keine alternierenden 3-Kreise enthdlt, dann
existiert eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung T'* von G(v).

Beweis. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph ohne alternierende 3-Kreise. Nach Lemma
wissen wir, dass sowohl fiir G(v) der erweiterte Nachbarschaftsgraph G’(v) existiert, als
auch die planare Einbettung I von G'(v). Wir wéhlen I'" mit den folgenden Eigenschaften:

(1) T(v) =T"(v)
(2) T(u) = T(v) = ¢ (I'(u) — T'(v)) fiir alle u € Ng(v) \ {v} wobei ¢ > 0
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Falls wir also die Nachbarn von v verschieben, dann nur auf der entsprechenden Verschie-
bungsgerade um einen positiven Faktor ¢, um die Ahnlichkeit zu I zu bewahren. Dies liefert
uns mit Lemma per Induktion die geradlinige, kreuzungsfreie Zeichnung I'*. Da wir die
Nachbarn von v von IV ausschlieBlich auf Punkte in I'* abbilden, die auf den entsprechenden
Verschiebungsgeraden liegen, wird die Ahnlichkeit von I'* zu I' weiter bewahrt.

Wir entfernen nun alle Kanten £ = E(G'(v))\(E(G(v))NE(G'(v))), also die Kanten, die wir
in Lemma zwischen den an v benachbarten Knoten hinzugefiigt haben um die erweiterte
Nachbarschaft zu erhalten, aus I'* (vgl. Abbildung (d)). Mit den Eigenschaften (1),(2)
und der Geradlinigkeit von I'* erhalten wir nach Definition |2.1]eine Nachbarschaftszeichnung
I von G(v).

O

3.2. Der Algorithmus

Wir haben gezeigt, dass fiir einen Nachbarschaftsgraph G(v) stets eine kreuzungsfreie
Nachbarschaftszeichnung I'* existiert, wenn dieser keine alternierenden 3-kreise enthélt.
Diese Nachbarschaftszeichnung I'* wollen wir nun anhand eines Algorithmus moglichst
effizient konstruieren.

Lemma 3.7. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit einer kreuzungsfreien Zeichnung T.
Sei u € V(G(v)) ein Knoten der duferen Facette. Wenn wir u um einen Faktor ¢ > 1
verschieben, wodurch wir eine neue Zeichnung I erhalten, dann ist I kreuzungsfrei.

Beweis. Sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit einer kreuzungsfreien Zeichnung I'. Sei
uy € V(G(v)). Angenommen, wir verschieben u; um einen Faktor ¢ > 1 und erhalten eine
Zeichnung I", die nicht kreuzungsfrei ist. Dann existiert eine von u; ausgehende Kante
{uy,us}, die in T eine Kante {wy,wy} kreuzt.

Fall 1: ug = v
Dann liegt u1 in I' innerhalb des 3-Kreises {wjvws}, was ein Widerspruch zur Annahme
ist, dass u; ein Knoten der dufleren Facette ist (s.Abb (3.4 (a)).

Fall 2: {w;, w2} hat v als einen Endpunkt

Dann liegt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ws sowohl in TV als auch in T auflerhalb
des Dreiecks ujvug. Diese Kreuzung hitte dann allerdings bereits in I' existiert, was ein
Widerspruch zur Annahme ist, dass I' kreuzungsfrei ist (s.Abb (b)).

Fall 3: weder {u1,us} noch {w;,ws} haben v als Endpunkt
Dann liegt {u1,u2} in ' innerhalb des Dreiecks wjvws. Da I' kreuzungsfrei ist, bedeutet

das insbesondere, dass das Dreieck ujvuy innerhalb des Dreiecks wjvws liegt (s.Abb
(c)). Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass u; ein Knoten der dufleren Facette ist.

Somit kann es keine Kante geben, die {uj,us} in I kreuzt. Also ist I kreuzungsfrei. [

Im Folgenden wird ein Algorithmus beschrieben, der fiir einen Nachbarschaftsgraphen
G(v) ohne alternierende 3-Kreise eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'* von G(v)
konstruiert.

Sei G = (V, E) ein Graph mit einer geradlinigen Zeichnung I" und v € V. Sei G(v) ein
Nachbarschaftsgraph ohne alternierende 3-Kreise. Wir iibernehmen schrittweise die Kanten
und Knoten der einzelnen Facetten aus I' in eine neue Zeichnung I'*, sodass die Kriterien
aus Definition erfiillt sind. Die Reihenfolge der zu iibernehmenden Facetten erhalten
wir durch eine Breitensuche iiber den Dualgraphen G*(v) der Nachbarschaftseinbettung I
von G(v).
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U2 =V wyp =V

()

Abbildung 3.4.: Kreuzungsmoglichkeiten beim Verschieben eines Knotens der dufleren
Facette um einen Faktor ¢ > 1

Sei F' = {f1, f2, .-, [} die Menge von Facetten aus G’(v), deren zugehorigen Knoten und
Kanten noch nicht vollstdndig in I'* eingezeichnet wurden. Dabei gibt ¢ mit 1 <+ < k die
(umgekehrte) Reihenfolge an, in welcher die Facetten aus F' und deren zugehorigen Kanten
und Knoten in die Zeichnung I'* tibertragen werden.

Fir jede Facette f; € F fiihren wir folgende Schritte durch:

Die Knoten und Kanten von f; werden kreuzungsfrei in I'* eingezeichnet. Falls die Kanten
von f; geradlinig eingezeichnet werden kénnen, ohne dabei Kanten der anderen Facetten zu
kreuzen, gehen wir weiter zu f;_1. Andernfalls suchen wir nun die Kante vu innerhalb der
Facette f; bzw. des 3-Kreise ujvue, fiir die der Knoten v am weitesten von v entfernt ist.
Dann verschieben wir uq,us jeweils um einen Faktor ¢; mit j € {1,2}, den wir wie folgt
bestimmen:

Sei k,, ein Kreis mit Radius r = |vu| und v als Mittelpunkt und sei ¢ die Tangente an k,, in
u. Dann schneiden die Verschiebungsgeraden von u; und ue die Tangente ¢ in den Punkten

|vu/

vy und uh. Dann ist ¢; = ‘Mj‘ + ¢ mit ¢ > 0. Der Wert c stellt sicher, dass die Kante
e} = {u}, u5} nicht durch den Knoten u verlduft, sondern an ihm vorbei (vgl. Abb[3.5). Da
loui| > |vu;| und ¢ > 0 folgt ¢; > 1. Zusammen mit der Eigenschaft, dass u; und ug jeweils
Knoten der duBeren Facette sind, folgt mit Lemma dass u; und uy verschoben werden

kénnen und I'* dabei kreuzungsfrei bleibt.

Haben wir die Facette f; erreicht und damit alle Facetten mit den dazugehoérigen Knoten
und Kanten aus G(v) nach I'* {ibertragen, werden die Kanten, die in G’(v) erginzt wurden,
entfernt. So erhalten wir die kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'*. Die Laufzeit dieses
Algorithmus wird in folgendem Lemma analysiert:
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3.2. Der Algorithmus
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Abbildung 3.5.: Bestimmung des Faktors ¢; zur Verschiebung der Endpunkte der eingefiig-
ten Kante {uy,us}

Lemma 3.8. Sei G = (V,E) ein Graph und sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph ohne
alternierende 3-Kreise. Dann berechnet der beschriebene Algorithmus in O(n) mit n =
|[V(G(v))| Zeit eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'™* von G(v).

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph mit einer geradlinigen Zeichnung I' und v € V. Sei G(v)
ein Nachbarschaftsgraph ohne alternierende 3-Kreise mit n = |V/(G(v))| und m = |E(G(v))|.
Nach Lemma 3.3]ist G(v) planar und es existiert die Nachbarschaftseinbettung G’(v), welche
sich in O(n) berechnen lisst. Sei G*(v) der Dualgraph von G’(v). Dieser ldsst sich ebenfalls
in linearer Zeit berechnen. Um die Reihenfolge der zu zeichnenden Kanten und Knoten in
linearer Zeit zu erhalten, fithren wir eine Breitensuche iiber G*(v) durch. Der Startknoten
sei wy € V(G*(v)), welcher die dulere Facette von G'(v) reprisentiert. Alle weiteren Knoten
w; des Dualgraphen werden in der Reihenfolge, in der sie von der Breitensuche gefunden
werden, durchnummeriert, wodurch wir insbesondere eine Nummerierung der Facetten
von G'(v) in O(n + m) Zeit erhalten [1]. Die Facetten und ihre zugehorigen Knoten und
Kanten werden schrittweise beginnend bei fj in absteigender Reihenfolge in O(1) Zeit in
die Zeichnung I'* iibernommen:

Sei f; die zu iibertragende Facette. Falls f; geradlinig eingezeichnet werden kann, ohne
dabei Kanten anderer Facetten zu kreuzen gehen wir zur f;_; und tiibertragen f; in O(1)
Zeit, da jede Facette in G’(v) per Konstruktion hochstens 3 Knoten und hochstens 3
Kanten enthélt. Andernfalls bestimmen wir die Kante vu innerhalb der Facette f; fiir die
der Knoten v am weitesten von v entfernt ist, wie folgt:

Bestehe f; aus den Kanten vug, vu; und uju;. Nach Konstruktion von G’(v) existiert ein
Pfad uq,us,...,u; iiber die Kanten zwischen den an v benachbarten Knoten uy,us, ..., u;.
Die Knoten dieses Pfades liegen per Konstruktion vor dem Einfiigen der Kante u;u; auf dem
Rand. Fir jeden Knoten auf diesem Pfad speichern wir seine Entfernung zu v, beispielsweise

11



3. Kreuzungsminimierung in Nachbarschaftsgraphen

in einem Array, und bestimmen anhand davon den Knoten mit maximalem Abstand zu v
in O(l) Zeit. Da nach Einfiigen der Kante uju; die Knoten wg, ..., u;—1 nicht mehr auf dem
Rand liegen, sondern innerhalb der Facette f;, werden sie in spéteren Schritten nicht mehr
besucht. Wir besuchen also im Laufe des Algorithmus, um einen Knoten w mit maximaler
Entfernung zu v fiir eine Facette zu finden, jeden der n Knoten héchstens ein Mal, weshalb
wir weiterhin lineare Laufzeit erreichen.

Nun verschieben wir die Knoten ui,ug jeweils in O(1) Zeit um einen Faktor c; mit
j € {1,2}, den wir anhand des Abstands von u zu v berechnen. Somit lassen sich alle
Facetten in konstanter Zeit in I'* einzeichnen. Nachdem alle k£ Facetten aus F' in O(k)
Zeit in I'* eingezeichnet wurden, werden die Kanten, die eingefiigt wurden, um die Nach-
barschaftseinbettung G’(v) zu erhalten, in O(m) Zeit aus I'* entfernt. Die kreuzungsfreie
Nachbarschaftszeichnung I'* von G(v) kann somit in O(n + m) € O(n) Zeit berechnet
werden. O

Satz 3.9. Sei G = (V,E) ein Graph und sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit n =
|[V(G(v))|. Dann lisst in O(n) Zeit testen, ob eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung
I'* existiert. Falls ja, kann diese in O(n) Zeit berechnet werden.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph und sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit n = |V (G(v))|,
m = |E(G(v))| und Nachbarschaftszeichnung I'. Nach Lemma 3.1 kann ' nur kreuzungsfrei
sein, wenn G(v) keine alternierenden 3-Kreise enthélt. Daraus folgt, dass, wenn G(v) mit
seiner festen Ordnung um v planar ist, er keine alternierenden 3-Kreise besitzt. Der Test
auf Planaritit fir G(v) erfolgt in linearer Zeit [5]. Falls G(v) nicht planar ist, existiert
folglich auch keine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung. Andernfalls enthélt G(v) keine
alternierenden 3-Kreise und damit existiert nach Lemma ein Algorithmus, der in
O(n + m) Zeit eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'* von G(v) berechnet. Somit
lasst sich in O(n) Zeit testen, ob fir G(v) eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'*
existiert und falls ja, kann diese in O(n +m) € O(n) Zeit berechnet werden. O

3.3. Nachbarschaftsgraphen mit alternierenden 3-Kreisen

In vorangegangenen Abschnitten haben wir gezeigt, dass Nachbarschaftsgraphen in linearer
Zeit kreuzungsfrei dargestellt werden kénnen, sofern sie keine alternierenden 3-Kreise ent-
halten. Wir wollen nun ein Verfahren betrachten, welches sich auf Graphen im Allgemeinen
anwenden ldsst. Es soll eine Menge von Kanten E4o bestimmt werden, welche geléscht wer-
den muss, um alle alternierenden 3-Kreise eines Nachbarschaftsgraphen aufzulésen. Auf den
Teilgraphen ohne die Kanten aus Fy4e kann dann der Algorithmus angewandt werden,
um in linearer Zeit eine kreuzungsfreie, geradlinige Zeichnung zu berechnen. Anschlieflend
werden die entfernten Kanten wieder in diese Zeichnung eingefiigt.

Sei G = (V, E) ein Graph und G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit v € V' und Nachbar-
schaftszeichnung I'. Sei {u1,u2} € E mit uy,us # v eine Kante, die zwei Nachbarn von v
als ihre Endpunkte hat. Eine solche Kante bezeichnen wir als duffere Kante.

Sei G'(v) der erweiterte Nachbarschaftsgraph von G(v) mit Nachbarschaftseinbettung I'.
Wir nehmen an, dass G(v) und damit insbesondere G’(v) alternierende 3-Kreise enthélt.
Nach Lemma entstehen Kreuzungen in Nachbarschaftseinbettungen nur durch auflere
Kanten von alternierenden 3-Kreisen.

Sei FEouter € F die Menge der dufleren Kanten in G'(v) und sei d : Eouer — R die
Kantengewichtsfunktion, welche einer d&ufleren Kanten e € Eoyer €in Gewicht d(e) zuordnet.
Das Gewicht entspricht der Anzahl an Kanten die e kreuzen.
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3.3. Nachbarschaftsgraphen mit alternierenden 3-Kreisen

Sei €; € Eouter eine Kante mit dem hochsten Gewicht d(e;) > 0 mit 1 < i < |Egyger|-
Die Menge E; sei definiert als E; = E;_1 \ {e;}. Wir betrachten anschlieflend den daraus
vorgehenden Teilgraph G (v) = (V, E;). Es gilt G{j(v) = G'(v) und Ey = E. Wenn das
Gewicht aller Kanten 0 betrigt, dann enthélt G%(v) keine alternierenden 3-Kreise mehr. Wir
berechnen dann mithilfe des Algorithmus die kreuzungsfreie, geradlinige Zeichnung I'*
in O(n) und fiigen anschlieflend die geloschten Kanten wieder geradlinig in die Zeichnung I'*
ein. Andernfalls bestimmen wir die Kante e;11 € E; mit dem hochsten Gewicht d(e; 1) > 0
sowie G (v) und E;;1 und wiederholen den Vorgang.

Im Folgenden soll die Laufzeit dieses Verfahrens bestimmt werden.

Lemma 3.10. Sei G = (V, E) ein Graph und G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit v €
V. Wenn G(v) alternierende 3-Kreise enthdlt, dann existiert ein Algorithmus, der in
O(m?2 o0 108 Mouter) Zeit die Menge von duferen Kanten Eqq berechnet, die aus G(v)
entfernt werden missten, um alle alternierenden 3-Kreise in G(v) aufzulésen, wobei moyter
die Anzahl der duferen Kanten in G(v) ist.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph und G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit v € V. Sei G’(v)
der erweiterte Nachbarschaftsgraph. Sei Eoyter die Menge der dueren Kanten in G’(v). Wir
nehmen an, dass G(v) und damit G'(v) alternierende 3-Kreise enthalten. Sei d : Foyter — R
die Kantengewichtsfunktion, welche einer dufferen Kanten e € Eguter ein Gewicht d(e)
zuordnet. Das Gewicht entspricht der Anzahl an Kanten, die e kreuzen. Das Gewicht einer
Kante e berechnen wir wie folgt:

Seien w1, U2, ..., Um, ., die Nachbarn von v, geordnet nach ihrer Reihenfolge um v. Wir
speichern alle &uleren Kanten e = (u;, up) € Eguter mit 1 <1 < p < Mmoyter in einem Rot-
Schwarz-Baum ab und sortieren sie dabei nach dem Endpunkt u, mit dem hoheren Index
p. Ebenso speichern wir sie zusammen mit ihrem Gewicht in einem Array ab. Anschlieflend
suchen wir nach allen dueren Kanten €’ = (uy, uy) € Fouter mit 1 <1 < p < moyger, fiir
die gilt ] < I’ und p < p’ oder | > I’ und p > p’. Mit anderen Worten, wir suchen nach
Kanten, die einen Endpunkt innerhalb des 3-Kreises u;vu, haben und einen auerhalb, da
dies genau alle dufleren Kanten von 3-Kreisen sind, die mit u;vu, alternieren. Fiir jede
solche Kante erhoht sich das Gewicht d(e) um 1. Jede Suchoperation im Rot-Schwarz-Baum
kann in O(log moyter) Zeit durchgefiihrt werden [4]. Wir benotigen somit fir jede der
Mouter duBeren Kanten O(mouter - 10g Mouter) Zeit, um ihr Gewicht zu berechnen und damit
O (M2 ter 108 Mouter) Zeit, um das Gewicht aller Kanten zu bestimmen.

Nun wird in O(mouter) Zeit eine Kante e; mit dem hochsten Gewicht d(e;) bestimmt
und sowohl zur Kantenmenge Fg4. hinzugefiigt als auch in O(log mouter) Zeit aus dem
Rot-Schwarz-Baum entfernt [4], wodurch wir die Kantenmente F; erhalten. Wir reduzieren
die Gewichte aller Kanten in E;, die vom Loéschen betroffen waren, in O(d(e;) - mouter)
Zeit um jeweils 1. Wenn es keine Kante e;11 gibt mit d(e; 1) > 0, was in O(moyter) Zeit
gepriift werden kann, dann enthélt G(v) keine alternierenden 3-Kreise mehr. Andernfalls
wiederholen wir den Vorgang fiir ;1.

Wir erhalten somit eine Laufzeit von insgesamt O(m?2 ., 10g Mouter) fiir das Léschen von
k = |Ege| duBeren Kanten, sodass G(v) keine alternierenden 3-Kreise mehr enthédlt. [

Satz 3.11. Sei G = (V, E) ein Graph und sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit n =
|[V(G(v))|. Sei G'(v) die erweiterte Nachbarschaftseinbettung von G(v) und sei moyter die
Anzahl der dufSeren Kanten in G'(v). Wenn G(v) alternierende 3-Kreise enthdlt, dann
lisst sich in O(m2 or 108 Mouter) Zeit eine Menge von Kanten Ege berechnen, sodass alle
Kreuzungen der Nachbarschaftszeichnung I'* auf diesen Kanten liegen. Entfernt man die
Kanten FEqe aus I'*, so wird die Zeichnung kreuzungsfres.
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Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph und sei G(v) ein Nachbarschaftsgraph mit n = |V(G(v))].
Sei G'(v) die erweiterte Nachbarschaftseinbettung von G(v) und sei moyter die Anzahl
der duBleren Kanten in G'(v). Wir nehmen an, G(v) enthélt alternierende 3-Kreise. Nach
Lemma kénnen in O(m2,q; 10g Mouter) Zeit k duBere Kanten aus F(G(v)) entfernt
werden, sodass G'(v) und damit insbesondere G(v) keine alternierenden 3-Kreise mehr
enthélt. Die Menge an geloschten Kanten sei Fge. Der Algorithmus lasst sich dann
auf den Teilgraphen Gge(v) = (V, E \ Eqe) anwenden, da alle alternierenden 3-Kreise
aufgelost wurden, und eine kreuzungsfreie Nachbarschaftszeichnung I'* fiir diesen Teilgra-
phen kann somit in O(n) Zeit berechnet werden. Anschliefend fiigen wir die Kanten aus
Fge geradlinig in die Zeichnung I'* ein. Damit erhalten wir in O(mguter log Mouter) €ine
Nachbarschaftszeichnung I'*, in der alle Kreuzungen auf Kanten aus Fq. liegen. O
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4. Experimentelle Evaluation

Im Rahmen der Arbeit wurde eine Java-Script Anwendung programmiert, um die beschrie-
benen Algorithmen graphisch zu veranschaulichen. Im Folgenden wird ein Uberblick {iber
die entwickelte Anwendung gegeben, sowie eine Evaluation beziiglich der Kreuzungsmini-
mierung und grafischen Darstellung von Nachbarschaften.

4.1. Implementierung

Das Programm liest zunéchst einen Graphen in XML Format ein und zeichnet diesen. Hierzu
wurde die JavaScript Bibliothek D3.j verwendet. Diese ermdglicht es unter anderem, die
Id und Koordinaten der Knoten sowie die Attribute source und target fiir alle Kanten
aus der XML Datei auzulesen und anschlieffend fiir alle Knoten und Kanten entsprechende
Kreise und Linien in Form von HTML Elementen zu generieren. Jedem Knoten wird dabei
die Funktion mitgegeben, dass bei Doppelklick auf ihn seine Nachbarschaft transformiert
werden soll. Die neue Nachbarschaftszeichnung wird dabei wie folgt berechnet.

Zunichst werden die Knoten und Kanten der Nachbarschaft ermittelt sowie die Rotation
um das gewéhlte Zentrum v. Alle Knoten und Kanten, die nicht Teil der Nachbarschaft
sind, werden ausgeblendet, um die Nachbarschaft hervorzuheben. Anschlielend werden die
Gewichte der Kanten berechnet. Hierbei findet die Funktion calcWeight () fiir eine Kante e
alle Kanten, die mit ihr alternieren. Die Anzahl dieser Kanten entspricht dem Gewicht d(e).
Alle dufleren Kanten der Nachbarschaft werden mit ihrem Gewicht im Array weightedEdges
abgespreichert. Anschliefend wird die Funktion removeAndUpdate () solange ausgefiihrt, bis
jede Kante ein Gewicht von 0 hat. Die Funktion removeAndUpdate () sucht die letzte Kante
mit dem hochsten Gewicht, entfert sie aus weightedEdges und aktualisiert anschlielend
das Gewicht der restlichen Kanten. Das grafische Linienelement der geloschten Kante
wird dabei rot eingefarbt, um sie als geléscht zu markieren. Der Vorgang entspricht dem
Algorithmus mit der Abanderung, dass die vom Algorithmus betroffenen Kanten nicht
gel6scht, sondern rot eingefarbt werden.

Zuletzt berechnet die Anwendung die neuen Koordinaten fiir alle Knoten, die Endpunkte
von Kanten sind, die weder ausgeblendet noch rot markiert sind, um die verbleibenden
Kanten der Nachbarschaft kreuzungsfrei zu zeichnen. Dafiir wird zunéchst die Reihenfolge
der Kanten bestimmt, fiir die die Koordinaten der Endpunkte neu berechnet werden sollen.
Fir jede Kante e = (u,w) in weightedEdges - also jeder duleren Kante, die noch nicht

"https://d3js.org/
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geléscht wurde - berechnet die Funktion getOrderNumber () die Anzahl an Knoten, die in
der Reihenfolge um v zwischen u und w auf der Seite der Zeichnung liegen, auf der der
Winkel zwischen uv und wwv kleiner als 180° ist. Die Kante e wird dann zusammen mit
ihrer orderNumber im Array orderedEdges abgespeichert. Es wird nun nach der letzten
Kante e = (u,w) mit der kleinsten orderNumber in orderedEdges gesucht und fiir ihre
Endpunkte werden neue Koordinaten berechnet. Hierfiir suchen wir nach dem Knoten
p, der am weitesten auflerhalb des Dreiecks wvw liegt. Diese Entfernug wird genutzt,
um mit Hilfe des Strahlensatzes die neuen Kantenldngen fiir wv und uv zu berechnen
bzw. ein Dreieck, das den Knoten p enthélt. Anschliefend wird die Kante e aus dem
Array orderedEdges entfernt und die néchste Kante mit der kleinsten orderNumber wird
gesucht. Wir wiederholen dies, bis orderedEdges keine Kanten mehr enthilt. Durch die
orderNumber wird sichergestellt, dass wir keine Knoten mehr verschieben, die innerhalb
eines Dreiecks liegen, das bereits neu berechnet wurde.

Per Doppelklick auf das gewéhlte Zentrum wird die Zeichnung wieder in die urspriingliche
Zeichnung zuriick transformiert und die restlichen Knoten und Kanten werden wieder
eingeblendet.

4.2. Testdaten

Um die Anwendung zu bewerten, wurden aus 10 Graphen jeweils 10 Nachbarschaften
untersucht. Vier dieser Graphen wurden dabei generiert, indem die Kanten- und Knoten-
anzahl vorgegeben wurde. Dann wurden erst alle Knoten erzeugt und anschlieSend alle
moglichen Kanten mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p, sodass die vorgegebene Anzahl
von Kanten nicht iiberschritten wurde. Die Anzahl von Knoten lag jeweils bei 35, 40,
40 und 30 und die Kantenanzahl jeweils bei 135, 160, 160 und 120. Fir die restlichen
Graphen wurden Beispieldatensitze aus dem Internet Verwende Untersucht wurden die
Nachbarschaften auf ihre Dichte, die Anzahl von alternierenden 3-Kreisen, die Anzahl von
Kanten, die geléscht werden miissten, um alle alternierenden 3-Kreise aufzulésen, sowie
die Kreuzungsminimierung in Prozent. Die Dichte d = * der Nachbarschaftsgraphen mit
m als Anzahl der Kanten und n als Anzahl der Knoten der Nachbarschaft reicht bei den
Beispielen von 1.125 bis 6.25. Eine Dichteverteilung der Nachbarschaftsgraphen wird in
Abbildung dargestellt.

0.35 A

0.25 A

0.20 A

0.15 4

0.10 A

0.00

0 2 4 6 8
Dichte

Abbildung 4.1.: Dichteverteilung der 100 getesteten Nachbarschaftsgraphen

’http://visone.info/wiki/index.php/Knecht_Classroom_(data)
http://visone.info/wiki/index.php/Introductory_workshop_(data)
https://observablehq.com/@d3/force-directed-graph
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4.3. Evaluation

4.3. Evaluation

Im Folgenden wird die Anwendung sowohl hinsichtlich der Kreuzungsminimierung als auch
der grafischen Darstellung von Nachbarschaften ausgewertet.

4.3.1. Kreuzungsminimierung

Es wurde zunéchst untersucht, inwiefern sich die Anzahl der alternierenden 3-Kreise, die
Kreuzungsminimierung und die Anzahl der geléschten Kanten verhélt, je hoher die Dichte
eines Nachbarschaftsgraphen ist. Die Auswertung iiber die 100 Nachbarschaftsgraphen wird
in Abbildung dargestellt. Darin léasst sich beobachten, dass mit wachsender Dichte die
Anzahl von alternierenden 3-Kreisen sowie die Anzahl an zu léschenden Kanten steigt,
wahrend der Prozentsatz der reduzierten Kreuzungen sinkt. Mit steigender Komplexitat des
Graphen wird es also scheinbar schwieriger, Kreuzungen zu reduzieren und wenig Kanten
entfernen zu miissen, um alle alternierenden 3-Kreise aufzulésen.

Fiir drei der generierten Graphen wurden exemplarisch die Zahl der Kreuzungen vor und
nach der Transformation untersucht, sowie die Anzahl der Kanten der Nachbarschaft und
die Anzahl der geloschten Kanten. Die Graphen und deren Auswertung werden im Anhang

in den Abbildungen bis dargestellt. Die Zentren der ausgewerteten Nachbarschaft
sind in den entsprechenden Zeichnungen beschriftet.

Insgesamt wurde fiir 100 Nachbarschaften eine durchschnittliche Kreuzungsminimierung
von 49,4% erreicht sowie ein Durchschnittswert von 20,8% fiir Kanten, die fir eine
kreuzungsfreie Zeichnung geléscht werden missten.
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Abbildung 4.2.: Gesamtauswertung iiber 100 Nachbarschaften

4.3.2. Grafische Darstellung

Grundsétzlich ldsst sich sagen, dass die grafische Darstellung der optimierten Nachbarschaf-
ten fiir Graphen mit geringer Dichte und wenigen alternierenden 3-Kreisen gut funktioniert
(s. Abbildung und . Jedoch wird die Darstellung fiir einige Félle problematisch,
beispielsweise miissen die Eckpunkte eines Dreiecks uvw immer weiter verschoben werden,
je groBer der Winkel am Zentrum v ist. Dadurch werden Knoten oft iiber den Bildschirm-
rand hinaus verschoben, damit die in uvw enthaltenen Dreiecke nicht die Kanten von uvw

schneiden (s. Abbildung und [4.6).
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4. Experimentelle Evaluation

Zusétzlich kommt es durch Anwendung des Strahlensatzes oft zu Transformationen, bei
denen Dreiecke grofier werden, als nétig. Ein moglicher Ansatz, dieses Verhalten zu beheben,
wére es, erst einen Eckpunkt eines Dreiecks zu verschieben und anschlieffend, falls noch
Kreuzungen fiir dieses Dreieck bestehen, den zweiten Eckpunkt zu verschieben. Man koénnte
das Ergebnis dieses Ansatzes auch mit dem Ergebnis des Strahlensatzes vergleichen und
sich dann beispielsweise fiir die Zeichnung mit geringerer Flache entscheiden.

T

N \

Abbildung 4.3.: Nachbarschaft mit einer Dichte von 3,5 und 11 alternierenden 3-Kreisen
vor der Transformation

L
Y
N

Abbildung 4.4.: Nachbarschaft aus Abbildung nach der Transformation
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4.3. Evaluation

Abbildung 4.5.: Nachbarschaft eines Graphen vor der Transformation

ot

Abbildung 4.6.: Nachbarschaft des Graphen aus Abbildung nach der Transformation.
Durch grofie Winkel am Zentrum (rot hervorgehobener Knoten) miissen
einige Knoten sehr weit oder sogar iiber den Bildschirmrand verschoben
werden, damit die Dreiecke grofl genug werden und keine Kreuzungen mehr
verursachen.

19






5. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gezeigt, dass sich eine Nachbarschaft stets kreuzungsfrei zeichnen lédsst, wenn sie
keine alternierenden 3-Kreise enthélt. Diese kreuzungsfreie Zeichnung lésst sich in linearer
Zeit berechnen. Ebenso wurde ein Verfahren fiir Graphen im Allgemeinen beschrieben,
dass in O(n?logn) Zeit k Kanten berechnet, welche geléscht werden miissten, um alle
alternierenden 3-Kreise aus dem Nachbarschaftsgraphen aufzulésen.

Die entwickelte Anwendung ergénzt den theoretischen Teil der Arbeit und erméglicht es
im Durchschnitt die Kreuzungen in Nachbarschaftszeichnungen auf etwa die Hélfte zu
reduzieren. Sie zeigt auflerdem, dass man durchschnittlich etwa 20% der Kanten 1oschen
miisste, um eine Nachbarschaftsgraphen zu erhalten, der keine alternierenden 3-Kreise
enthalt.

Durch die Auswertung anhand von Beispielen kann beobachtet werden, dass mit des
steigenden Dichte eines Nachbarschaftsgraphen die Anzahl an alternierenden 3-Kreisen
steigt und damit auch die Anzahl an zu léschenden Kanten. Die prozentuale Minimierung
von Kreuzungen sinkt dabei.

In Zukunft kénnte untersucht werden, ob sich die bisherige Laufzeit des Algorithmus zum
Loschen von Kanten von O(n?logn) optimieren lisst. Insbesondere kénnte die minimale
Anzahl von zu léschenden Kanten mit Hilfe von Schnittgraphen und VERTEXCOVER
bestimmt werden. Ebenso kénnte man versuchen, Schranken fiir die Anzahl der Kreuzungen
in Nachbarschaftszeichnungen zu ermitteln, insbesondere im Zusammengang mit der Anzahl
von alternierenden 3-Kreisen. Interessant wére auch zu untersuchen, inwiefern sich die
Anzahl an Kreuzungen reduzieren lasst, wenn man das Verdndern der Winkel zwischen
den vom Zentrum ausgehenden Kanten erlauben wiirde.
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Anhang

A. Zusatzmaterial fiir Kapitel

Abbildung A.1.: Graph 1
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Abbildung A.2.: Auswertung Graph 1
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5. Anhang
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Abbildung A.3.: Graph 2
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Abbildung A.4.: Auswertung Graph 2
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A. Zusatzmaterial fiir Kapitel ’ZI

Abbildung A.5.: Graph 3
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Abbildung A.6.: Auswertung Graph 3
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