Erschienen in MATH. SCAND. 42, (1978), 251-270

UNENDLICHE PRODUKTE

UNKORRELIERTER FUNKTIONEN AUF
KOMPAKTEN, ABELSCHEN GRUPPEN

GUNTER RITTER

1. Einleitung.

(1.1) F. Riesz [15] benutzte das erste Produkst [[;~,(1+cos4*t) um die Vermutung zu widerlegen, dass
die Fourier—Stieltjes—Transformierte jedes stetigen Mafles auf dem Torus im Unendlichen verschwindet.
Seither spielen derartige Produkte in der Fourier—Analysis eine grofie Rolle. Sie wurden von Hewitt und
Zuckerman [10] auf beliebige kompakte, abelsche Gruppen G iibertragen, um ein Beispiel fiir ein stetiges,
singuléres Wahrscheinlichkeitsmafl zu geben, dessen Faltungsquadrat absolutstetig ist, mit Dichtefunkti-
on in £,(G) fiir alle p > 1. Dies fiihrte zur Definition der gruppentheoretischen Diinnheit einer Menge,
némlich ihrer Dissoziiertheit. Seither werden Riesz—Produkte in dhnlicher Weise benutzt, um singuldre
Mafe auf lokalkompakten Gruppen mit gewissen vorgegebenen Eigenschaften zu konstruieren. So zeig-
ten Brown und Hewitt [3] unter anderem, dass es auf jeder o—kompakten, abelschen Gruppe singulére
Wahrscheinlichkeitsmafle gibt, deren Tréger die ganze Gruppe ist, deren Transformierte im Unendlichen
verschwindet, und die zu ihrem Faltungsquadrat dquivalent sind. Hewitt und Ritter [7], [8] benutzten
Riesz—Produkte, um stetige singulire Mafle mit vorgegebenem Integrationsverhalten ihrer Transformier-
ten zu erhalten. Sie zeigten unter anderem, dass es auf jeder nicht—diskreten, lokalkompakten, abelschen
Gruppe G stetige, singulidre Mafle mit kompaktem Tréger gibt, deren Transformierte in einem prézisierten
Sinne beliebig nahe bei £5 sind.

Gleichzeitig wurde die Struktur der Riesz—Produkte untersucht. Nachdem Zygmund [18] gezeigt hatte,
dass jedes Riesz—Produkt iiber einer Hadamard-dissoziierten Menge von natiirlichen Zahlen entweder
singuldr oder absolutstetig ist, zeigten Brown und Moran [4] diese Eigenschaft fiir Riesz—Produkte auf
einer beliebigen kompakten, abelschen Gruppe. Brown [2] bewies, dass jedes Riesz—Produkt iiber einer
dissoziierten Menge ohne Elemente der Ordnung 2 stetig ist und untersuchte die Ergodizitdt solcher
Produkte.

In der Literatur finden sich aber auch dhnliche Produktkonstruktionen, die nicht die Form von Riesz—
Produkten iiber dissoziierten Mengen besitzen. So beweist Peyriere [14], dass Riesz—Produkte der Form
[Tie(1 + ax cos 2¥t) dasselbe Verhalten beziiglich Singularitéit und Absolutstetigkeit zeigen, wie Riesz—
Produkte iiber dissoziierten Mengen. Andererseits benutzt Katznelson [12] Produkte der Form

fe'e) M
H <1 + Z @ M+1 COS nkMHt> .

k=0 =1

Der Versuch, diese Produkte gemeinsam zu behandeln, fithrt zwangsldufig dazu, unendliche Produkte von
unkorrelierten Funktionen zu definieren. Man erhélt so wesentlich allgemeinere Produktbildungen und
MafBe. Wir fithren diese verallgemeinerten Riesz—Produkte in Abschnitt 3 ein. Dabei ist die Dissoziiertheit
der in den Riesz—Produkten auftretenden Frequenzen durch einen allgemeineren Begriff zu ersetzen.

Danach stellt sich die Frage nach den Eigenschaften derartiger Produkte. Unter welchen Bedingungen
sind sie absolutstetig, absolutstetig mit stetiger Dichtefunktion, wann sind sie singuldr und wann stetig?
Dies ist das Programm der Abschnitte 4 und 5. Verallgemeinerte Riesz—Produkte zeigen ein #hnliches
Dichotomieverhalten wie Riesz—Produkte; dariiberhinaus gibt es auch hier praktikable Kriterien, wann
sie singulér bzw. absolutstetig sind. Unsere Bedingung (4.4.1) fiir die Aquivalenz zweier verallgemeinerter
Riesz—Produkte liefert dabei im Spezialfall von Riesz—Produkten eine Verschirfung der entsprechenden
Bedingungen in Lemma 4 und Theorem 2 von [4] (siehe (4.5)). Die hier vorliegende Theorie ist im



wesentlichen eine £o—Theorie. In einer weiteren Arbeit [16], wird ein mafitheoretischer Aspekt von Riesz—
Produkten behandelt.

(1.2) NOTATIONEN. Wie iiblich sei N die Menge {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen, Z die Gruppe
der ganzen Zahlen und T die Torusgruppe. Wenn nicht anders vermerkt, sei G eine kompakte, abelsche
Gruppe mit Haar-Mafl A und Charaktergruppe X. €(G) sei der Raum der stetigen Funktionen auf G,
I (G) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf G. Integration ohne Angabe des Integrationsberei-
ches bedeute immer Integration iiber G. Fiir eine p—fach A-integrable Funktion f auf G sei ||f||, ihre
p—Norm bzgl. A. g, sei das Dirac-Mafl im Punkt g € G und < bzw. ~ stehe fiir Absolutstetigkeit bzw.
Aquivalenz zweler Mafle in sz (@). Positiv bedeute immer > 0 und 1g sei die Indikatorfunktion einer
Menge E. Die iibrige, nicht gesondert eingefiihrte Terminologie ist wie in Hewitt—Ross [9].

2. Dissoziiertheit und Unkorreliertheit.
(2.1) Die Funktionenklassen €1 (G), %4 (Q), BT (G) und I (G).

Die nachstehend aufgefiihrten Funktionenklassen werden im folgenden eine Rolle spielen.
¢ (G) ={f e CHG) || flL =1},
A (G) ={f € €H(G) | f € u(X), [If]+ =1},
Pi(G) ={f € C(G) [ f=0,]fllL=1}.

Zur Definition der Funktionenklasse J7 (G) sei fiir jede Funktion f € €¢(G) mit absolut summierbarer
Fourier—Reihe gesetzt

o~

="
Dann definieren wir

WG ={f e (@) | FeuX).f 2 0,|If1 =1}
Es gelten die folgenden Inklusionen (die erste folgt aus [9], (31.42)).
PI(G) CT1(G) CA(G) S & (G).

37 (G) enthélt auch alle Translate von B7 (G).

(2.2) BEISPIELE. (1) Sei x € X\ {1} und

f=1+ax+ax™,

wobei a eine komplexe Zahl vom Betrage hochstens % ist. Dann ist f € 37 (G). Falls die Ordnung von x
gleich 2 ist, dann hat f die Form
f=1+ax

fiir ein a € [—1, 1].
(2) Sei allgemeiner n € N, x, € X\ {1} (1 <k <n) und

Fr=14> (arxn +Tx ),
k=1

wobei die aj, komplexe Zahlen mit der Eigenschaft > [ay| < 3 sind. Dann ist f € 31 (G).

(3) Sei (ay)pez+ eine konvexe, antitone Folge positiver, reeller Zahlen mit ag = 1 und Yo, ax < 0o,
und sei | € N. Wir setzen a_j, = ax (k € N) und

f@) = Zake“kt (—m <t<m).

kez

Dann ist f € B (T) (vel. [5], p. 34).



(2.3) Wir benétigen die folgenden elementaren Eigenschaften von 21} (G):
(1) & (G) ist stabil beziiglich der Faltung und es gilt fiir je zwei Funktionen f und g aus 2] (G)

(fxg9) =["*g.
Sei f € Af(G). Dann gilt
@) f=71"
(3) f’ ist symmetrisch;
@) 1 flloe < 1 llse = 171l = £70), [1£'ll2 = I fll2 > 1;
6) 1 =1 <1 flh - 1.

Zur Definition der Dissoziiertheit von Mengensystemen fithren wir zunéichst einige Notationen ein.

(2.4) NOTATIONEN. Sei (Tq)aca ein System von Teilmengen von X und € das System der endlichen
Teilmengen der Indexmengen A. Wir setzen fiir ® € € und y € X

Q<I>(X) = {(Xa)aEA | Xa € TavXa =1 fiir ¢ P, H Xa = X} )

a€cA

20 = | 20,

Pet
Q<I> ::{(Xa))OtEA | Xa € TaaXa =1 fiir o ¢ CI)}

Q=[] Q.

dee
Die Elemente aus Q¢ heiflen -Worter, die aus 2 Worter.

und

(2.5) BEMERKUNG. Nach Hewitt—Zuckerman [10] heiBt eine Familie (xo)aca von Charakteren in X
bekanntlich dissoziiert, wenn y, # 1 fiir alle « € A gilt, und wenn fiir jede endliche Teilmenge ® C A
und jede Wahl von Exponenten ¢, € {—2,—1,0,1,2} aus

I =1
acd

immer x5~ =1 fiir alle a € ® folgt. In Anlehnung daran definieren wir

(2.6) DEFINITION. Sei (T4 )aeca ein System von symmetrischen Teilmengen von X mit 1 € T,,.

(a)

(b) (Ta)aca heifle 2-dissoziiert, wenn fiir jeden Charakter y € X die Menge Q(x) hochstens einele-
mentig ist.

)
(Ta)aca heile 1-dissoziiert, wenn das triviale Wort (1),ec4 das einzige Wort in Q(1) ist.
(

(Tq) ist genau dann 2-dissoziiert, wenn (T2) 1-dissoziiert ist. Insbesondere ist jedes 2-dissoziierte
System auch 1-dissoziiert.

(2.7) BEISPIELE. (1) Sei (ng)ren eine Teilfolge von N, die der Hadamardschen Bedingung ny41/n; > 2
geniigt. Dann ist das System Ty = {1, ng, —ny} 1-dissoziiert in Z.

(2) Sei (Ga)aca eine Familie von kompakten, abelschen Gruppen und G := [] .4 Ga. Bezeichnet
X, die zu G4 duale Gruppe, so ist X := ®necaX, die zu G duale Gruppe. Dann ist (X, )aea ein
2—dissoziiertes System in X.

(3) Sei (Xa)aca eine Familie in X und x,, # 1 fiir alle « € A. Dann ist das System T,, := {1, Xa, X5 '}
genau dann 2—dissoziiert, wenn (X )aca dissoziiert ist.



(4) Sei (nk)ken eine Teilfolge von N, die der Hadamardschen Bedingung ny4+1/n; > g mit einem ¢ > 1
geniigt. Sei weiter fir M € N und k € Z*

Tark =10, £nprre1, Enenrye, - -, TNk -

Dann gibt es ein M € N, so dass (T asx)k>0 2—dissozilert ist. Zur Bedeutung dieses Beispiels siehe [12],
p. 111.

(5) Sei wy, die nte Walsh—Funktion in der Paley—Ordnung, und sei
Ty := {wo, wor—1, Wak-141,...,wae_1} (k€ N).

Dann ist das System (Tj) 1-dissoziiert.

Wir werden wiederholt die folgende Proposition benttigen.

(2.8) PROPOSITION. (a) Sei (Tqo)aca 1-dissoziiert und sei fiir jedes a € A go aus €(G). T, enthalte
den Triger von Go. Dann gilt fiir jedes ® € &

(i) /H gadr =] /gad)\.

acd acd

(b) Sei (To)aca 2-dissoziiert und seien fiir jedes o € A go und he, aus €(G). T, enthalte die Triger

A

von go und he. Dann gilt fir jedes ® € €
(i) / IT 9ahadr = T] / JahadA.
acd acd

BEWEIS. (a) Wir kénnen annehmen, dass ® das Intervall [1,n] ist. Dann gilt

(H gzm) (-G %2) # Gu) # ) (1)
=1
= > S Y Gia)de) - Guln)-

Yn—1Xn=1VYn_2Xn—1=%n—1 X1X2=v2

Fiir die Charaktere, iiber die sich die Summationen erstrecken, gilt also x1...x, = 1. Da andererseits
fiir x; ¢ T, gilt gi(x:) = 0, ist nur x; € T; zu betrachten. Aus der 1-Dissoziiertheit von (T,) folgt nun
X1 ="++=Xn = 1. Somit gilt

(H 91(1)> =01(1)g2(1) ... gn(1).
=1

(b) Da der Triger von (goha)” in T2 enthalten ist, und da (T2) 1-dissoziiert ist, folgt die Behauptung
aus (a).

(2.9) BEMERKUNGEN. (a) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir sagen, eine Familie (fo)aca C
£1(P) ist unkorreliert, wenn fiir jedes ® € & gilt

/H fadP =[] /fadP.

acd acd

Wir sagen, (fo) C £2(P) ist quadratisch unkorreliert, wenn fiir jedes ® € € und jede Wahl von ¢, € {1, 2}

(v € D) gilt
/H foedP =] /fgadp.

aced acd

Die (quadratische) Unkorreliertheit ist eine Verschirfung der wahrscheinlichkeitstheoretischen paarweisen
Unkorreliertheit und eine Abschwéchung der Unabhéngigkeit. Die Familie (g4 ) in (2.8.a) ist wegen (2.8.1)
unkorreliert, die Familie (g,) in (2.8.b) ist wegen (2.8.ii) quadratisch unkorreliert.



Die quadratische Unkorreliertheit héngt eng mit der (starken) Multiplikativitéit zusammen (vgl.[17]).
Da wir diese hier nicht brauchen, gehen wir nicht weiter darauf ein.

(b) Unter Verwendung von (2.8) sieht man leicht, dass eine Familie (f,) C B} (G) genau dann (qua-
dratisch) unkorreliert ist, wenn das System (supp fqo)(2—) 1-dissoziiert ist.

3. Verallgemeinerte Riesz—Produkte.

(3.1) NOTATIONEN. Zu einem gegebenen Funktionensystem (fy)aca und ® € & sei fortan
fo = H fo und pg = (H fa> A
aced acd
Sei (Ty)aca ein 1-dissoziiertes System in X und sei (f4)aea ein Funktionensystem in Qﬁf (G), sodass T,

den Tréiger von f, enthilt. Wegen (2.8.a) ist pe € M (G).

(3.2) DEFINITION. Jeder Hiufungspunkt u des Netzes (ua)ace C MM (G) heiflt ein von (f,) erzeugtes
verallgemeinertes Riesz—Produkt.

Es gibt zwei Fille, in denen man von vornherein sagen kann, dass limgece e existiert. Den einen
erhélt man durch spezielle Wahl des Funktionensystems (Satz (3.3)), den anderen durch spezielle Wahl
des Mengensystems (Satz (3.4)).

3.3) Sarz. (a) Sei die Familie (fo)aca in 37 (G). Dann existiert
1

=1
poi= lim e

in M (G) im vagen Sinne.
(b) Fiir jedes x € X ist die Familie (]],c 4 J?a(Xa))(xa)eQ(x) absolut summierbar, und es gilt
(i) A= I 7l
(xa)EQ(x) a€A
BEWEIS. Fiir jedes ® € € und jedes x € X gilt

(1) ST At

(Xa)€Qa (x) la€A

= Z H fA(/y(Xa)

(Xa)€Qa(x) €A

= <H f&)A (-

acd

Da (fa)aca eine Familie in 37 (G) ist, ist [ .4 f. eine Funktion aus B (G); somit gilt

acd

o) (H f;) <1

acd

Aus (1) und (2) folgt nun die absolute Summierbarkeit der Familie (]],c 4 ']?;(Xa))(xﬁ)eg(x) und es gilt
fiir jedes y € X

A
1' = r .
lim <H fa> =" > ] folxa)

acd (Xa)EQ(x) a€A
Hieraus folgen die Behauptungen (a) und (b).

Analog beweist man



(3.4) SATZ. (a) Sei das Mengensystem (To)aca 2-dissoziiert. Dann existiert

=1
pi= lim o

in M (G) im vagen Sinne.
(b) Fiir jedex x € X gilt

. {HaeA fa(xa), falls (xa) das einzige Wort in Q(x) ist;
p(x) =
0, sonst.

(3.5) BEMERKUNG. Sei A eine Teilmenge von X \ {1}, fiir die das System ({1, x, x '})yea 1-dissoziiert
ist (vgl. etwa die Beispiele (2.7.1) und (2.7.3)), und sei a = (ay)yea eine Familie komplexer Zahlen mit
den Eigenschaften

lay] < 3 falls o(x) > 2
und
-1

IA

ay, <1 falls o(x) = 2.

Wir setzen
foom L+ayx+ayx ! falls o(x) > 2
U T4 ayx falls o(x) = 2

und nennen das von (fy)yea erzeugte verallgemeinerte Riesz—Produkt das von A und a erzeugte Riesz—
Produkt pa q. Im Falle einer dissoziierten Teilmenge stimmt dies mit der iiblichen Terminologie {iberein.

(3.6) DEFINITION. Es mégen die Voraussetzungen eines der beiden Sétze (3.3) oder (3.4) vorliegen.
Dann existiert auch fiir jedes ® € €

03 = ‘}grclb pane € M (G).

Wegen der Stetigkeit der Funktionen f, ist dann p absolutstetig beziiglich o mit Radon—Nikodym—
Dichte fg. 0o heifit das P—Restmafl von p.

4. Orthogonalitit und Absolutstetigkeit.
(4.1) Zygmund [18] bewies, dass ein Riesz—Produkt

oo

fha = H (1 + ape™* + age= ")
k=0

auf T, wobei ng11/n; > 3 dann singulér ist, wenn E,;“;O |ax|?> = co. Im anderen Falle ist das Produkt
absolutstetig bzgl. \. Peyriere [14] zeigte, dass sich A durch ein zweites Riesz—Produkt

o0

[y = Z(l + bkeinkt + Bkefinkt)
k=0

ersetzen l4Bt. Falls 72 o |ay — bg|* = 0o, dann sind die MaBe p, und g, orthogonal und unter schwachen
Zusatzvoraussetzungen iiber die Folgen (ay) und (bx) sind die Mafle im anderen Falle dquivalent. Gleichzei-
tig wurde diese Fast—Dichotomie von Brown und Moran [4] fiir Riesz—Produkte auf kompakten, abelschen
Gruppen bewiesen. Ahnliche Aussagen gelten auch fiir verallgemeinerte Riesz—Produkte. Insbesondere gilt
auch fiir verallgemeinerte Riesz—Produkte eine Dichotomie: Zwei {iber demselben 2—dissoziierten System
erzeugte verallgemeinerte Riesz—Produkte sind unter schwachen Beschréinktheitsvoraussetzungen iiber
die erzeugenden Funktionenfamilien entweder orthogonal oder dquivalent (siehe (4.7)). Die Methode zum
Beweis des folgenden Satzes geht auf Peyriere [13] und Brown—-Moran [4] zuriick.



(4.2) SATZ. Sei (To)aca ein 2-dissoziiertes System in X und seien (fo)aca und (go)aca zwei Familien
in €7 (GQ). T, enthalte die Trager von fo und Go. py baw. p, seien die von (fo) bzw. (ga) erzeugten
verallgemeinerten Riesz—Produkte. Falls dann gilt

. | fo — 9a||2 _
() 2 (ot o) =

aEA
dann sind py und pg orthogonal.
BEWEIS. Sei

(1) Pa = fa — Ja
und
(2) Sa 1= SUPPzeq(fa + 9a)(@).
Wir setzen

_1 I |
3) o 1= 522 Ipally” (o~ [ pafad)
und

_1 [ i
4) bo = 50 palls" [pa = [ pagad)

falls p # 0, und h, = ko = 0 sonst. Offenbar sind h,, und f, orthogonal in £4(\). Wegen suppps C T,
und (2.8.b) gilt

(5) /hahgdy,f Z/hafad)\/hgfgd)\zo.
(hq) ist also ein Orthogonalsystem in £o(pr). Analog ist (ko) ein Orthogonalsystem in £o(pg). Wir

zeigen, dass (hq) beschrénkt in £o(uy) ist. Der Ausdruck in eckigen Klammern in (3) ist p,, zentriert
am Erwartungswert bzgl. u¢. Es geniigt deshalb zu bemerken, dass wegen Proposition (2.8) gilt

(6) / padiy = / P2 fadof.a

Ssa /Pide,a
=8a||pa||§,

wobei of,o das a—Restmafl von p15 bezeichnet (vgl. (3.6)).
Analog ist (ko) beschrankt in £o(gug). Sei

(7) Co = k(){ - hoz = SJE ”p(Jf”Q

Cqo ist konstant und nach (i) gilt

(8) (c2) & [2(A).

Somit gibt es eine Familie (r,)aca positiver, reeller Zahlen mit den beiden Eigenschaften

9) (ra) € 2(A)

(10) (raca) & 1(A).



Wegen (9) konvergieren die beiden Reihen
Z ro e und Z roka,
acA a€cA

die erste in £o(py) und die zweite in L9(p4). Dann gibt es eine Zerlegung von B := {a € A | ro > 0} in
endliche Mengen ®,, (n € N), so dass

(11) Z Z rohe und Z Z Take

n=1acd, n=1acd,

punktweise pf— bzw. pug,—f.ii. konvergieren. Sei Ey die Teilmenge von G, wo die erste, F, die Teilmenge
von G, wo die zweite Reihe in (11) konvergiert. Dann gilt

(12) s (Er) = pg(Eg) = 1.

Da

Z Z roz(koz - hoz) - Z TaCq

n=1acd, acA

wegen (10) nirgends konvergiert, miissen Ey und E; disjunkt sein. Aus (12) folgt nun die Behauptung.

Hieraus folgt insbesondere wieder der Singularitéitssatz von Zygmund-Peyriere-Brown—Moran fiir
Riesz—Produkte (Notation siehe (3.5)):

(4.3) SaTz (Peyriere [13], Brown-Moran [4]). Seien pua.q und payp zwei Riesz—Produkte dber der
gleichen dissoziierten Menge A. Falls dann gilt

(i) Z |aX—bX|2:oo
XEA

50 sind pia.q und pap orthogonal.

Von Satz (4.2) gilt keineswegs die Umkehrung, nicht einmal im Falle von Riesz—Produkten iiber un-
abhéingigen Mengen (siehe [4], Corollary zu Proposition 2). Es gibt aber teilweise Umkehrungen, mit
denen wir uns nun befassen.

(4.4) SATZ. Sei (To)aca ein 2—dissoziiertes System in X und seien (fo)aca und (go)aca zwei Familien

in €] (G). T, enthalte die Trager von fo und Go. py baw. p, seien die von (fa) bzw. (ga) erzeugten
verallgemeinerten Riesz—Produkte. Falls dann gilt

0) T nia eelb oo

dann sind py und pg dquivalent.

Das Netz (fo/gs) konvergiert dann in £1 (1) gegen die Radon—Nikodym—Dichte von puy beziiglich pig.
In (i) setze man gegebenenfalls 0/0 =0.)

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass (fo/gs) ein Cauchy-Netz in £1(ug) ist. Sei pg das ¥—Restmafl
von ftg und sei by = %(fa + ga)- Wegen (2.8) gilt fiir zwei Mengen &, ¥ € € mit ® C UV und a € ¥\ &

(1) /f\I/dQ\I/ = li}\n/f\I/QA\\Ild)\ =1,

und analog

(2) /f@g‘l/\fbd@\ll =1,



3) / Fohwadoy = 1,

(4) [ 5 T1 hatha = ga)Pdew =15 - gull:

BET\ D
B#a

Wie in [11] erhéilt man iiber die Cauchy—Schwarsche Ungleichung und wegen (1) und (2), unter Beachtung
der Gleichheit pg = gwow (3.6)

6 | dugr <| [(/Togoe + VE fFogmna - Jf?wmr
S/(\/ﬂbgqj\@ + \/f—\IJ)QdQ\If /(\/f@g\l/\@ - \/f_‘I/)QdQ\IJ
= {/(ﬁbgqf\@ + f\p)dQ\pr - {Q/fm/ﬁy\@gqf\@)d@pr

—4 (1 - qu,\/mczg\p}j .

foe fu

Jdo g

Nun gilt aber

2
(6) v/ fonegue =hw\e H A +ga;2

aceW\P
— ga)? )
>h ( (o = a)
MQEHW\@ fa+ga)
(fo = 9a)

>h 1-—-
‘“\‘I’[ a;q,\q)(faJrga)]

(fo = 9a)?
>ho\o — Z H hg m

aEW\D \ BeT\®
B#a

Aus (6), (3) und (4) erhélt man

(7) /f¢>\/f\1;\q>gxp\q>d9‘p Z/ﬁbhqf\cbdg\p
Z 2inf(fo + ga) fa—i—g /fq> H ha ~ 9a)dov

aEU\® peu
_ 2
—-1- ¥ 2”% gallz 7
acig 210f(fa +ga)

und (5), (7) und (i) liefern die Zwischenbehauptung. Fiir die Indizes a mit f, = g, werden in (6) und
(7) die Briiche mit (f, — go) im Zéhler als 0 interpretiert, unabhéingig von der Gréfle des Nenners.

Wir miissen noch zeigen, dass h := limgece fo/ge die Dichte von py bzgl. pg ist. Es gilt aber fiir alle
x €X

(hug) —hm/ —dug
Zhgl/chbdQ@
_JTlaea Falxa)s falls (xa) € Q(X);
0 sonst
=5 (x)-



Die Aquivalenz von pu ¢ und pg4 folgt nun aus Symmetriegriinden.

Brown—Moran [4] zeigten, dass zwei Riesz—Produkte pa o, und pa p diquivalent sind, falls
|ay — by|?
— s < Q0.
X%% (1= Jay + by])?
Das folgende Korollar zu Satz (4.4) ist eine Verschirfung dieses Ergebnisses.

(4.5) KOROLLAR. Seien pua o und piap zwei Riesz—Produkte dber der gleichen dissoziierten Menge A.
Falls dann gilt

(i) Z |aX — bx|2 < 00
YEA (1 —lay + by
dann sind pa.q und pay dquivalent.

(4.6) BEMERKUNG. Seien pia o und pa , zwei Riesz—Produkte, wobei o(x) = 3 und a, > 0, b, > 0 fiir
alle x € A. Dann gilt

inf[(1 + 2a,Re x) + (1 + 2by,Re x)] > 2[1 +inf Rex] = 1.

Aus (4.3) und (4.4) folgt dann, dass die beiden Riesz—Produkte genau dann #quivalent sind, wenn
(4.3.1) nicht gilt. Andererseits gibt es Fille (siehe [4], Corollary zu Proposition 2), in denen genau dann

Aquivalenz vorliegt, wenn (4.5.i) gilt, andernfalls Orthogonalitit. Somit sind (4.3.i) und (4.5.i) die besten
Bedingungen, die man unter alleiniger Verwendung der Koeffizienten a, und b, aufstellen kann.

Der nichste Satz folgt sofort aus (4.2) und (4.4).

(4.7) SATZ. Sei (To)aca ein 2-dissoziiertes System in X und seien (fo)aca und (go)aca zwei Familien
in €] (Q). T, enthalte die Trager von fo und Go. py baw. p, seien die von (fo) bzw. (ga) erzeugten
verallgemeinerten Riesz—Produkte. Es gelte

(a) 0 < c< fo+ 9o <C < oo fiir alle v € A.
Dann sind dquivalent:
(i) ps und pg sind dquivalent,

(i) pf und pg sind nicht orthogonal,
(iii) Yo llfa = gallf < oo.

In diesem Falle konvergiert das Netz (fo/gs) in £1(pg) gegen die Radon—-Nikodym—Dichte von py bzgl. pig.

(4.8) BEMERKUNG. Die Bedingung (4.7.a) ist insbesondere dann erfiillt, wenn g, = 1 fiir alle o € A
gilt und wenn (f,) gleichméBig beschrinkt ist. In diesem Falle erhélt man aber sogar Konvergenz in
£9(N); es gilt ndmlich

(4.9) PROPOSITION. Sei (Ty)aca 2—dissoziiert und sei (fo)aca eine gleichmdfig beschrinkte Familie

in €§(G). T, enthalte den Trager von fo, und p sei das von (f.) erzeugte verallgemeinerte Riesz—Produkt.
Dann sind dquivalent:

(i) p und A sind dquivalent,
(il) w ist nicht singulir,

(i) [Toeallfallz <00 (Xaea llfa = 113 < 00).
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In diesem Falle konvergiert das Netz (fo) in £2()\) gegen die Radon—Nikodym~—Dichte von p bzgl. A. Diese
liegt insbesondere in £3 (\).

BEWEIS. Wegen (4.7) geniigt es zu zeigen, dass (fg) ein Cauchy—Netz in £4(A) ist, falls (ii) gilt. Fiir
®, U e & mit & C ¥ gilt aber wegen der 2—Dissoziiertheit von (T,)

(1) / fo fwdr = T a3

acd

2) [ faax=TL 155

acd

3) / f2ax = T £l

aevw
Deshalb haben wir

s = gupax=TT 1515 - TL 14ali

acvw acd
woraus wegen (iii) die Konvergenz von (f¢) in £2(X) folgt.

Als néchstes soll unter anderem eine Beziehung zwischen unserer Situation und dem Kakutanischen
Dichotomiesatz fiir Produktmafle hergestellt werden. Wir benétigen folgendes

(4.10) LEMMA. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Sei f € L£o(P) mit || f|l1 = 1. Dann gilt

(i) 1fllye > N2

(b) Sei f € Loo(P) mit || flloo < M und || f|l1 = 1. Dann gibt es eine nur von M abhingige Konstante
0 >0, so dass gilt

(i) 1flly2 < [1£1l2°-

|1/3 und

BEWEIS. (i) ergibt sich durch Anwendung der Holderschen Ungleichung auf die Funktionen |f
|f|?/3 sowie die Exponenten 3/2 und 3.

Fiir die Abschiitzung (ii) bemerken wir zunéchst, dass es eine (nur von M abhingige) Konstante
K > 0 gibt mit

1
(1) \/E§1+§(x—l)—K(a;—1)2
fiir alle € [0, M]. Somit gilt
1
(2) 1717 < 1= K715 - 1)
Es ist leicht zu sehen, dass fiir alle v > 0 gilt
(3) I-K(y-1)<y™

Die Abschiitzungen (2) und (3) zusammen liefern das gewiinschte Ergebnis mit o = 4K.

Der nichste Satz stellt einen Zusammenhang mit dem Kakutanischen Orthogonalitdtskriterium her.
Er folgt sofort aus (4.7) und (4.10).

(4.11) SATZ. Sei (To)aca ein 2-dissoziiertes System in X und seien (fo)aca und (go)aca zwei
Familien in €] (G). T, enthalte die Triger von fo und Go. piy bzw. pg seien die von (fo) baw. (ga)
erzeugten verallgemeinerten Riesz—Produkte. Es gelte

(b) ga > ¢ > 0.
Dann sind dquivalent:
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(1) py und pg sind dquivalent,

)
(i)
)
)

py und pg sind nicht orthogonal,
(i) Daea llfa = galld < oo,

(iv) Taea J(fa/g0)?dug < oo,

(V) Maea S (fa/ga)?duy > 0.

(4.12) Ch. Berg [1] konstruiert Brown’sche Faltungshalbgruppen auf dem unendlich-dimensionalen
Torus T*. Die MaBe der Halbgruppen sind verallgemeinerte Riesz—Produkte. Dabei spielen diejenigen
Faltungshalbgruppen eine besondere Rolle, die aus Maflen mit stetigen Dichtefunktionen bestehen. Wir
schlieflen deshalb diesen Abschnitt mit einem Kriterium fiir die Existenz einer stetigen Dichtefunktion
eines verallgemeinerten Riesz—Produkts. Es gilt im 1-dissoziierten Fall.

(4.13) PROPOSITION. Sei (To)aca 1-dissoziiert und sei (fo)aca eine Familie in A (G). T, enthalte
den Trager von fo. Falls dann gilt

(i) [T 17l < o,

acA

dann konvergiert (fo) gleichmdfig gegen eine (stetige) Funktion f. Somil erzeugt (fy) in diesem Falle
genau ein verallgemeinertes Riesz—Produkt p, und p hat die stetige Dichtefunktion f beziiglich .

BEWEISs. Fiir ® C U gilt wegen (2.3.5), wobei wir ¥\ & = {1,...,k} annehmen,

-1

k
[fo = fal =|fa Y (=D ]] 1
=1 7

it
k

<T I1fald 1A -1
aEA =1
k
<TT 1Fall Sl - ).
aEA =1

Aus (i) folgt nun, dass (fs) ein Cauchy—Netz in €(G) ist.

5. Stetigkeit.

(5.1) Ein MaB v € 9(G) heifit bekanntlich stetig, wenn kein Punkt in G v—Mafle triagt. Wir geben
zunéchst ein hinreichendes Kriterium fiir die Stetigkeit eines verallgemeinerten Riesz—Produktes an. Die-
ses Kriterium ist scharf genug, um eine Charakterisierung der stetigen Riesz—Produkte zu erméglichen.
Man erhilt als Folgerung einen Satz von Brown [2], wonach ein Riesz—Produkt iiber einer dissoziierten
Menge ohne Element der Ordnung 2 immer stetig ist. Am Ende dieses Abschnittes ziehen wir einen Schluf}
von den eben genannten Ergebnissen auf die Struktur des Raumes der Mafle auf einer nicht—diskreten,
lokalkompakten, abelschen Gruppe (5.5.c¢).

Wir benétigen zunéchst wieder eine Normabschétzung.

(5.2) LEMMA. Seien p > 1 und 1 < K < 2 zwei reelle Zahlen. Dann gibt es eine (von p und K
abhingige) Konstante r < 1, so dass fiir alle f € A7 (G) mit der Eigenschaft

~

(i) I1fllE < K
gilt
(ii) I£12 < 1715
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BEWEIS. Aus der Antitonie von ¢ — |jal|4(a € 1(X)) folgt
(1) I£13 =1+ 1I(f = DM < 1+ 110 = DI
Andererseits ist leicht zu sehen, dass fiir 0 < v < i und 7 > % gilt
L+92 < (149),

. Nl 5 1 .
woraus man fiir [|f|[; < 3 und r > 5 erhélt

(2) L+ (10 = DME < @+ 10 =D )™ = 115

Aus (1) und (2) erhalten wir zunéchst fiir ||f||1 <5 undr >

1
2

(3) 1£1Z < 1711

Falls ||f||1 > 5 verfahren wir anders. Beachtet man wieder die Antitonie von ¢ — |lall4(a € 11(X)), so
erhiilt man fiir alle ¢ > p nach Voraussetzung (i)

(4) ICF = DMlg < I =DMy < (K = D)YP = M.
Wegen M < 1 gibt es einen (nur von K und p abhiingigen) Exponenten ¢ > p mit

1
q _
(5) M7 < <.

Die Holdersche Ungleichung, angewandt auf die Folgen a := ((f — 1)")(tV/4 und b := ((f — 1)")la=D/a
sowie die Exponenten ¢ und ¢/(q — 1) ergibt

(6) 1GF = M3 < G = DI = A,
und wegen [|(f — 1)"|oo < 1 gilt
g I = DML <= DM
Aus (6), (7) und (4) erhalten wir nun
1(F = DM < M||(f — D))= D/a,
d.h.
(8) IFI12 <14 M(|f]l, — 1)leD/a,
Fiir den Fall ||f||1 > 2 geniigt es somit zu zeigen, dass es r < 1 gibt mit
9) M,Y(Q*l)/q <(149) -1

fiir alle v > %. Es ist klar, dass es r1 < 1 und ¢ > % derart gibt, dass (9) fiir r > r; und v > 7o gilt.
Andererseits gilt

(10) lim(1+7)"—1=1
r<1

gleichméBig in v € [{,70] und wegen (5) haben wir
(11) M~a=D/a < 5

dort. Damit ist (9) gezeigt und wir erhalten zusammen mit (3) die Behauptung (ii).
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(5.3) SaTZ. Sei G eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe, sei (Ta)aca 2-dissoziiert, und sei
(fa)aca eine Familie in 37 (G). T, enthalte die Triger von fo und u sei das von (fs) erzeugte verallge-
meinerte Riesz—Produkt. Es gebe p > 1 und K < 2 derart, dass fiir fast alle o« € A gilt

(i) [fal}) < K.
Dann st u stetig.
BEWEIS. Wir diirfen annehmen
(1) 1T II£4llee =0,
acA

da p sonst wegen Proposition (4.1) eine stetige Dichtefunktion besitzt und damit wegen der Unendlichkeit
von @ stetig ist. Nach Lemma (5.2) gibt es r < 1 mit der Eigenschaft

(2) 303 < ANl
fiir alle & € A und wegen (1) gibt es fiir jedes € > 0 eine Menge ® € € mit

3) [T st <=

aEA
Da die Funktion

(4) v = |follx fala—2)  (2€G)

fiir jedes a € G positiv ist und den Wert 1 in a hat, ist die Behauptung des Satzes bewiesen, wenn wir
zeigen

(5) / 1l f (@ — () < e.

Wegen der Stetigkeit der Funktionen f! und der 2-Dissoziiertheit von (T, ) haben wir nach (2.8)

(6) [ ftaotd) = I fux fila).

acd

Ferner gilt wegen (2.3.4) und (2.3.1) fiir jedes a € A

(7) fax fo < fox fa(0),

wegen (2.3.3) und (2) gilt

(®) fox fa(0) = lIfall3 < fallt

und aus (2.3.4) folgt

9) 1felloe = TT I1f2lloc-
acd

aus (6), (7), (8), (9) und (3) folgt nun (5) und damit die Behauptung des Satzes.

Fiir Riesz—Produkte iiber dissoziierten Mengen folgt aus (5.3) sofort

(5.4) SATZ (Brown [2]). Sei A eine dissoziierte Teilmenge von X, die héchstens endlich viele Elemente
der Ordnung 2 enthdlt. Dann ist jedes Riesz—Produkt tiber A stetig.

(5.5) BEMERKUNGEN. (a) Eine vollsténdige Charakterisierung der unstetigen Riesz—Produkte gibt
Hewitt [6].

(b) Satz (5.3) wird ohne die Bedingung (5.3.i) falsch. Brown [2] zeigt, dass ein Riesz—Produkt [T, .\ (1+
anTy) auf [0, 1] (wobei 7, die n—te Rademacher—Funktion ist) genau dann stetig ist, wenn [], oy |an| =0
gilt.

(¢) Unter Verwendung von (5.4) kann man zeigen, dass der Rieszsche Satz [15] fiir nichtdiskrete, lokal-
kompakte, abelsche Gruppen gilt, d.h. auf jeder derartigen Gruppe gibt es ein stetiges Maf u € 9 (G)
mit der Eigenschaft i ¢ €(X). Man verwendet zum Beweis den Darstellungssatz fiir lokalkompakte,
abelsche Gruppen.
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