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Konstruktion von Operatoren und Kernen
mit Hilfe von Absorptionsmengen

G. Ritter
Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist eine Erweiterung der Kapitel 1-4 von [11]. Seit der grundlegenden
Arbeit von Hunt [7] kennt man Sé#tze, die zu einem vorgegebenen Kern V' auf einem lokal-
kompakten Raume die Existenz einer Resolvente (V},),>0 von Kernen aufzeigen, falls V' neben
einigen technischen Bedingungen dem vollstédndigen Maximum-Prinzip geniigt. Verallgemeine-
rungen stammen von Lion [8, 9], Mokobodzki u. Sibony [10], Hirsch [4] und Taylor [15].

Die wichtigsten Beispiele solcher Kerne V' sind Potentialkerne elliptischer und parabolischer
Differentialoperatoren. Neben diesen gibt es nun andere Kerne, auf die die genannten Sétze
nicht anwendbar sind. Typische Beispiele sind zu gewissen Fundamentallsungen hyperbolischer
Differentialoperatoren gehorige Faltungskerne (vgl. 4.). Es zeigt sich, dass hier das Auftreten
vieler Absorptionsmengen in einem Sinne, der in 2. prézisiert wird, eine entscheidende Rol-
le spielt. Der Begriff der Absorptionsmenge stammt aus der Potentialtheorie und wurde dort,
allerdings in einem anderen Zusammenhang, von Bauer eingefiihrt (vgl. [1]). Die Absorptions-
mengen haben ihre Parallele im Begriff des Abhéngigkeitsbereiches (siehe [2]) in der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen. Sie spielen in der vorliegenden Arbeit eine zwiefache Rolle:
FEinmal ermoglichen sie es, komplexe Kerne miteinander zu verkniipfen, zum anderen garantieren
sie die Existenz einer Resolvente (V),)p,ec mit Vy =V, falls die Bedingung (Ag) (siehe 2.) erfiillt
ist.

Als natiirlicher Hintergrund fiir die Theorie bietet sich ein bornologischer Vektorraum E (im
Sinne von [5] und [16]) an, der den Banach-Raum C in den anfangs genannten Theorien ersetzt.
Ein einfaches Kriterium (Proposition 8) gestattet es zu sehen, ob ein beschrinkter Operator auf
E durch einen Kern induziert wird.

Den Herren H. Bauer, J. Bliedtner, J.M. Bony, G. Choquet, F. Hirsch, K. Janflen, D.O. Koehler, G. Lumer
und G. Mokobodzki danke ich fiir mehrere niitzliche Gespriache wihrend der Entstehung der Arbeit. Herrn L.
Waelbroeck verdanke ich den Hinweis auf [5, 14] und [16], durch den die Arbeit entscheidend beeinflufit wurde.

1. Notationen und Definitionen

Sei X eine Menge und E ein K-Unterraum von KX (K = R oder C). Wir setzen E+ := {f €
E/f(X) CR*t}. Falls B C E, so bezeichne (B) den von B aufgespannten K-Vektorraum. L(E)
ist der K—Vektorraum der K-linearen Abbildungen £ — FE.

Ist X speziell ein lokalkompakter Raum und L eine kompakte Teilmenge von X, so bezeichnet
CK(X,L,K) den K-Vektorraum der stetigen K-wertigen Funktionen auf X mit Tréger in L,
versehen mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz. C K (X, K) sei der K—Vektorraum der
stetigen, K—wertigen Funktionen auf X mit kompaktem Trager. Wir versehen ihn in der iiblichen
Weise mit der durch die Réume CK (X, L, K) induzierten Topologie des induktiven Limes. Ferner
setzen wir CK(X, L,t) := {¢ € CK(X,L,C)/|p| <t} fiir t > 0. Mg(X) (MT(X)) sei der K-
Vektorraum (Kegel) der K-wertigen (positiven) Radon-Mafle auf X.



Sei B die o-Algebra der borelschen Mengen von X. B(X,K) sei der K-Vektorraum der
B-meBbaren Funktionen X — K, 9B;,(X,K) der Unterraum der beschrénkten Elemente daraus.
Unter einem (komplexen) Kern auf X verstehen wir eine Abbildung V : X x CK(X,C) — C
mit den zwei Eigenschaften

i) V(z,-) € Mc(X) fiir alle x € X.
ii) V(-,¢) € B(X,C) fiir alle p € CK(X,C).

Ein Kern heift reell (positiv), wenn seine Einschrinkung auf X x CK (X, R) [auf X x CK (X, R) 7]
reell (> 0) ist.

Den K-Vektorraum (Kegel) der K-wertigen (positiven) Kerne auf X schreiben wir fx(X)
(R (X)). Rk (X) 148t sich mit dem K-Vektorraum aller vag mefibaren Abbildungen X — Mg (X)
identifizieren. Fiir V € &c(X) heifit V € Rc(X) definiert durch V(z,-) := (V(z,-) [= das zu
V(z,-) konjugierte Mafl] der zu V' konjugierte Kern. Rr(X) ist ein geordneter R-Vektorraum
(sogar ein Verband, falls X eine abzihlbare Basis hat; Lemma 1).

Fiir u € Mc(X) sei LY(p) == {f € B(X,C)/ [|f|d|u| < oo}. Analog sei fiir V € K (X)
LV) = Myex LV (2, ).

Ein bornologischer Vektorraum (F,b) ist ein Vektorraum E zusammen mit einem Teilmen-
gensystem b C 2P, genannt System der beschrinkten Mengen von (E,b), welches die iiblichen
Eigenschaften beschrénkter Mengen besitzt. Eine genaue Definition und alle Einzelheiten {iber
Bornologien findet der Leser in [5] und [16].

Sei A eine C-Algebra und D C C. Eine Familie (V),),ep von Elementen aus A heifit eine
Resolvente in A, wenn sie der Resolventengleichung V,, — V, = (¢ — p)V,,)V, fur alle p,q € D
geniigt. Manche Autoren nennen derartige Familien Pseudo—Resolventen.

Sei X wie oben. Eine Familie (V},),ep von komplexen Kernen auf X heifit eine Resolvente
von Kernen auf X, falls fiir alle p,q € D und alle ¢ € CK(X,C) gilt

i) Vol ) € LH(V}).

i) Vp(x,0) = Vy(z,0) = (¢ — p)Vp(, Vg (-, ) fiir alle z € X.
2. Konstruktion von Operatoren und Kernen

Wir benoétigen einige einfache Eigenschaften komplexer Kerne. Sei im folgenden X ein lokalkom-
pakter Raum mit abzéhlbarer Basis, B die o—Algebra seiner borelschen Mengen und V' € K¢ (X).

Lemma 1. Fiir jeden Kern V' auf einem lokalkompakten Raum X mit abzdihlbarer Basis ist
V| =X xCK(X,C)—-C

definiert durch |V |(z,-) == |V (x,-)| (= Absolutbetrag des Mafles V(x,-)) ein positiver Kern auf
X.

Beweis. Wir haben nur zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € CK(X,R) mit ¢ > 0 |V|(-,¢) B-
meflbar ist. Zunéchst ist
Vi(@,¢) = sup |V(z,9)

YECK(X,C)
[¥|<¢



fir alle x € X. Da X eine abzihlbare Basis hat, besitzt CK(X,C) und damit auch M =
{y € CK(X,C)/|| < ¢} eine abzdhlbare Basis. Somit gibt es eine abz#hlbare, beziiglich
gleichméfiger Konvergenz dichte Teilmenge D C M und es gilt

[V|(x, ) = sup |V (x,)]
PYeD

fiir alle z € X. Damit ist |V|(-, ) B-meBbar.

Das Lemma zeigt insbesondere, dass der geordnete Vektorraum aller reellen Kerne ein Vek-
torverband ist. Dabei ist |[V| der Absolutbetrag von V. Es gilt L1(|V]) = LY(V).

Als Real- und Imaginérteil eines Kernes V' definieren wir Re V := %(V + V), ImV =
5 (V=V). Beides sind reelle Kerne mit V = Re V+iIm V. Damit 148t sich jeder Kern V € f¢(X)
in der Form V = Z?:o i'V; mit Kernen Vj, . . ., V3 schreiben, wobei gilt 0 < V; < [V| (0 <1 < 3).

Fiir jede B-mefbare Funktion g > 0 auf X ist |V| g meBbar, wobei |V|g(z) := |[V|(x,g)
(r € X). Wir definieren in der {iblichen Weise durch Induktion |V|% := g, |V |"g := |[V||V|*"!g
(n € N) und LY(|V|") := {f € B(X,C)/|V|*|f| < oo fiir alle k mit 0 < k < n}. Wegen der
Darstellbarkeit V = Y27 4'V; (0 < V; < |V]|) kann man fiir f € L'(|V[*) durch Induktion
definieren

VOf=f, VEf=V(,VFf)  (1<k<n)
und beweisen
VEfe®B(X,C), |VFFI<IVI*IfI (0<k<n).
Lemma 2. Es sei CK(X,C) C LY(|V|"). Dann ist
(x,0) = V"p(x) (p e CK(X,C), z € X)

ein Kern, der vermdége Integration den Operator V™ : LY(|V|") — B(X,C) induziert.
Beweis. Sei V = Y7 iV} wie oben. Dann ist
Vig= Y ittty Ve (g€ CK(X,R)Y).
0<1x<3

Jede Abbildung (z,¢) — Vi, ... Vj,p(z) ist aber ein positiver Kern W fiir den gilt W(z, f) =
Vi, .- Vi f(z) (f € LY(IVI™).

Anders als bei positiven Kernen ist fiir V € &c(X) der Ausdruck V"p fiir p € CK(X,R)*
nicht immer definiert. Wir zeichnen nun eine Klasse von Kernen V aus, fiir die CK(X,C) C
LY(JV])™) fiir alle n € N gilt.

Definition. Eine Teilmenge A C X heifit eine Absorptionsmenge fiir den Kern V' auf X, wenn
gilt:
i) A ist abgeschlossen.

ii) supp V(zx,-) C A fiir alle x € A.

Es ist klar, dass das System der Absorptionsmengen fiir einen Kern V gegen die Bildung von
beliebigen Durchschnitten und beliebigen abgeschlossenen Vereinigungen stabil ist.

Definition. a) Ein Paar (Ap, A1) von Absorptionsmengen fiir V' heiit ein A-Paar (fiir V),
wenn Ag C A;.

b) Sei (Ag, A1) ein A-Paar fiir V und s > 0. Eine Folge (A°, ... A") von Absorptionsmengen
fiir V' heift eine s—Verfeinerung von (Ag, A1), wenn gilt



i) Ag=A%C Al C ... AN = A,.

i) |V|(x, A"\ A1) < s fiir alle 7 € A7 und alle 4 mit 1 <4 < N.

Wir sagen in diesem Falle auch, (Ap, A1) sei s—verfeinerbar.

c) Sei r > 0. Wir sagen, der Kern V geniigt der Bedingung (A, ), wenn es fiir jede kompakte
Teilmenge K C X und jedes s > r ein A-Paar (Ag, A1) fiir V' gibt mit den Eigenschaften

i) KNAg=0, K C A;.

ii) (Ao, Ay) ist s—verfeinerbar.

Bevor wir zu den angenkiindigten Sitzen kommen zunéchst einige Beispiele:

Beispiel 1. Sei ¢ : R — C lokal Lebesgue-integrabel und
V(a,dy) =1 s p(y)el Oy (a,y € R).

Dann ist V ein zu —% + ¢ gehoriger Potentialkern. Die Halbgeraden H, := {x € R/x < a} sind
Absorptionsmengen und die Bedingung (Ay) ist erfiillt.

Beispiel 2 (elliptischer Fall). Sein > 1,d > 0, A, := > " 9 der Laplace—Operator und

i=1 9g2

g : R" — R die Fundamentallésung

o 2
g(y) = / dt e*dt(47rt)*%e*%
0

zu —A, + d. Dann ist V := gx ein zu A, — d gehoriger Potentialkern. Da hier # und R™ die
einzigen Absorptionsmengen sind, geniigt V' nur der Bedingung (A 1 ), denn f]Rn g9(y)dy = é.

Beispiel 3 (parabolischer Fall). Sein > 1, N, := —aixl—l—aa—;g—l—- . -—l—% der Wirmeleitungsope-
2 n
rator und g : R™ — R die Fundamentallésung
o1 UBHtuR
gly) = Umy)~ 2 e falls y1 > 0(y = (y15-- -+ ¥n))
0 sonst

zu —(\y, . Dann ist V' := gx ein zu (M, gehoriger Potentialkern. Hier sind alle Halbrdume der
Form Hg := {(y1,...,yn) € R"/y1 <a} (a € R) Absorptionsmengen.
Fiir a <bund x € R” gilt V(x, Hy \ Hy) < b — a. Somit geniigt V' der Bedingung (Ay).
Beispiel 4 (hyperbolischer Fall). Dieser Fall wird in 4. ndher untersucht. Hier seien nur zwei
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einfache Beispiele angefiihrt. Sei [y := —88—;2 +
1

der Wellenoperator und g : R? — R (h : R? — R) die Fundamentallésung

1
_J)2 N > |ya]
9) {0 sonst
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0 sonst



zu —[y (—03) (siehe [13], Formel II, 3; 31). Dann ist V := ¢g* (W := hx) ein zu Oy (O3)
gehoriger Potentialkern. V und W geniigen der Bedingung (Ag). Zum Nachweis kann man wieder
die Halbrdume H, := {y/y1 < a} C R? (bzw. C R?) mit a € R nehmen. g und h sind lokal-
integrabel nach dem Lebesgue-MaB in R? bzw. R3. Hieraus folgt die Behauptung.

Die gestellte Frage wird nun durch das folgende Lemma beantwortet:

Lemma 3. Der Kern V geniige der Bedingung (A;) fir ein r > 0. Dann gilt fir alle n > 0:
i) CK(X,C) C LY(V").
ii) Durch (z,¢) — V™p(z) (¢ € CK(X,C),x € X) wird ein Kern V" auf X definiert, der
den Operator V™ : LY(|V|") — B(X,C) induziert.

iii) Der Kern V™ hat mindestens dieselben Absorptionsmengen wie V.

Beweis. Sei (Ug)ren eine aufsteigende Folge offener, relativ kompakter Teilmengen von X mit
Uken Ur = X. Wegen (A;) gibt es fiir jedes k € N ein A-Paar (AF, A¥) und eine reelle Zahl
Mj, > 0 mit den Eigenschaften A NUy, =0, Uy C A¥ und |V |(z, A¥\ AE) < M, fiir alle z € A},

Durch Induktion iiber n > 0 weist man leicht nach, dass {|V|"¢ # 0} C CAE, falls ¢ €
CK(X,R)* mit suppy C Uy. Dann gilt fiir diese ¢ und k sowie alle n > 0

V") < MEllell (€ AF).

Fiir n = 0 ist diese Aussage trivial. Gelte sie fiir n — 1. Dann hat man fiir x € A¥

Vo) = [ ViGw.dy)
X

|V’n—1¢(y):/ V|, dy) [V [" " o(y) < MElll-
AR\AE

Damit ist i) bewiesen. ii) folgt aus Lemma 2 und iii) ist trivial.
Bevor wir mit der Untersuchung von Kernen fortfahren, zunéchst eine Abschétzung:
Lemma 4. Seien (F;,| - |l;) (0 <i< N —1) normierte Riume. F := @i]i_ol F; wird durch
die Norm H@f\i_ol Z‘
V € BL(F) habe beziiglich der direkten Summe die Darstellung
Voo

= supg<;<n—1 I filli (fi € Fi) 2u einem normierten Raum. Sei s > 0.

0

VNfl,O el e VN,17N,1
mit Operatoren Vi; € BL(F;, F;) der Norm <s (0 <j <i< N —1).

Beweis. V™ hat bzgl. der direkten Summe eine Darstellung

Dann gilt die Abschitzung

Vay 0
vi=|
V]@LO Vjﬁ,”_)l,N_l



mit Operatoren VZ(?) € BL(F;, F;).
Wir zeigen durch Induktion iiber n > 0 und [ (0 <1 < N — 1) die Ungleichung

ZHVM < <n+l> §n
Wegen <n?—l> < <n —;N> gilt dann

! N
S (") osisn-y

und damit die Behauptung.

Die Ungleichung gilt fiir [ = 0 und n € N wegen Vo(,g) = Vg%- Sei nun [ > 1. Dann ist die Un-
gleichung fiir n = 0 trivial. Fiir n > 1 gilt dann unter Beriicksichtigung der Induktionsannahme
n—1+7

n— 1
S (7
l
Zuvlf?’u -y ZVJV(” Y
=0

1=0
l

)gnl 0<j<l)

IN

J
n— 1
ST Ivialvie)

0 :=0

<n—}+j>8n _ (n—l—l)sn'
J l

.

l

o

.

Damit ist die Ungleichung bewiesen.
Als Folgerung haben wir folgendes

Lemma 5. Sei V ein Kern auf X und (Ao, A1) ein s—verfeinerbares Absorptionspaar fir V.
Sei ferner Ag = AY C ... C AN = Ay eine s—Verfeinerung von (Ag, A1) fiir V.. Dann gilt

VP < (M) s 1)

TEAL
fiir jedes f € %;(Al,C) mit f|Ag =0 und alle y € Ay.

Bewets. Um das vorhergehende Lemma anzuwenden, setzen wir

F, = {f € By(A1,C)/f = 0 auf A' ULA™}
1 flli = Sup If(x)] (feF,0<i<N-—1).

Mit den Bezeichnungen von Lemma 4 ergibt sich dann
F = {f € %b(Al,C)/f =0 auf Ao}
und

If1l = sup [f(z)] (f € F).

T€A



Der Kern |V| induziert einen Operator |V | € BL(F), der die in Lemma 4 geforderte Darstellung
hat. Hieraus folgt die Behauptung.

Es scheint schwierig zu sein, einen geeigneten vollstdndigen lokalkonvexen Raum zu kon-
struieren, auf dem sowohl V' als auch die zu konstruierenden Kerne stetige Endomorphismen
induzieren. Deswegen werden wir die folgende Theorie mit bornologischen R&umen anstelle von
lokalkonvexen Raumen durchfiihren.

Sei V ein Kern auf X, der der Bedingung (A, ) fiir ein » > 0 geniigt. Wir wéhlen eine gegen X
aufsteigende Folge (Uy)ren von offenen, relativ kompakten Teilmengen von X. Fiir jedes k € N
wihlen wir ein (r + %)f verfeinerbares A-Paar (Af, AY) mit den Eigenschaften Uj N A5 = 0,
U}, C AY und setzen

Ep:= {f € B(X,C) / f|AF = 0 und f|A¥ ist beschriinkt}

E:= |J () Ew

ko€eN k>ko

Die Rdume Ej und E sind C—Vektorrdume. F wird durch die folgende Festsetzung zu einem bor-
nologischen konvexen C—Vektorraum: Eine Teilmenge B C F heifit beschréankt, wenn es kg € N
gibt, so dass B|A§ = 0 fiir alle k > kg ist, und so dass B|A} gleichmiBig beschrinkt ist fiir
alle k& > kg. Sei b das System aller beschrinkten Teilmengen von E. Dann ist b eine konvexe
Vektorraum-Bornologie auf E. [Falls das System der Absorptionsmengen fiir V' bzgl. C total-
geordnet ist, hingt (E,b) nicht von der speziellen Wahl von ((AE, A¥))ren ab. Im allgemeinen
Fall ist (F,b) jedoch dem Kern V' nicht kanonisch zugeordnet.]

Fiir jedes ky € N und jede nichtnegative Zahlenfolge a := (aj)k>k, sei
B, = {f € B(X,C) / fIAF =0 und |f||A} < ar(k > ko)}.

Dann ist (B,) ein Banachraum mit B, als Einheitskugel. Jede beschrinkte Teilmenge B C E
ist in einem B, enthalten. (F,b) hat folgende Eigenschaften:

1) (E,b) ist separiert und vollsténdig*

)
2) CK(X,C) CE.

3) Die Mengen CK (X, K,t) sind beschrénkt in (E,b).

4) Fiir jedes x € X ist die Auswertungsabbildung E — C definiert durch f — f(x) be-
schréankt.

5) E C LY(|V|) und fiir jedes f € E gilt V(-, f) € E. V induziert auf diese Weise eine
beschrankte lineare Abildung von FE in sich, die wir auch mit V bezeichnen.

Wir werden im folgenden fiir einen Operator W : E — E die Schreibweise W f(z) und fiir einen
Kern W auf X die Schreibweise W (z, f) verwenden. Nun kommen wir zu den angekiindigten
Satzen. Fiir h € B,(X,C) sei My, : E — E der Operator der Multiplikation mit h.

Satz 6. Der Kern'V auf X geniige der Bedingung (A;) fiir einr > 0. Ferner sei h € By(X,C)
mit ¢ 1= sup,cx |h(z)| < L. Dann gibt es einen Operator Vi, € BL(E) mit den Eigenschaften

*(E,b) heifit bekanntlich separiert, falls keine Gerade beschrénkt ist. Falls dariiberhinaus jede beschrinkte
Menge in einer konvexen, kreisférmigen, beschrinkten Menge B enthalten ist, so dass (B) im Banachraum mit B
als Einheitskugel ist, so heifit (E,b) vollstindig.



i) Vi+ VMV, =V =V, + Vi, M, V.

ii) Fir jede aufsteigende Folge (fn)nen aus ET mit f = sup,cy fn € E und fiir jedes x € X
gilt
lim Vi fo(z) = Vi f (2).
n—oo

Beweis. Wir zeigen, dass (I + VM},) in BL(FE) invertierbar ist (I := Identitét auf E).
Dazu geniigt es zu zeigen, dass Y - (=V M})" eine Cauchy—Reihe in BL(E) ist: Sei zunéchst
fir k € N Af = A% C ... C ANvk = AF eine (r+ §)-Verfeinerung von (Af, A}) fiir V.
U := VM, definiert einen Kern auf X. Die angegebene Verfeinerung von (A§, A%) ist eine
c (r + %)fVerfeinerung fur U.

Fir ko mit
1

c < 1
T+E

und jede nichtnegative reelle Zahlenfolge a = (ak)r>k, setzen wir t(a) := (bg)k>k,, Wobei

= N "
by ::kZ(n—;k k)c" (7“—1—%) ap (€ RT).

Die folgende Menge B ist beschrinkt in BL(FE)
B :={W € BL(E)/W(B,) C By fiir alle Zahlenfolgen a wie oben}.

Sei nun ¢ > 0, f € B, und z € A}. Nach Lemma 5 angewandt auf U gilt

ord < ("3 e (e p)

Hieraus folgt

S (VM) f()| < DU, |£])
n=1 n=1

NE

n+ N " 7“—1—l na
N, k) °F

(1 eN,m>1).

n=1
Zk
k

S

<

Deshalb gilt [>7" ; (—V My)" f(x)| < eby, zunéichst fiir alle k > max {1, &y} und alle I € N und
m > [. Die obige Abschétzung zeigt dariiber hinaus, dass die letzte Ungleichung fiir alle k > k),
feB,und z € A’f gilt, falls I hinreichend grof§ gewdhlt wird. Somit hat man

m

> (-VMy)"f €eB

n=1

fir alle hinreichend grofien ! € N und m > [. Damit ist gezeigt, dass > . (—V Mj)" eine
Cauchy-Reihe in BL(E) ist.

Wir setzen
Vi:=I+VM,) 'V (e BL(E)).



i) Der erste Teil der Gleichung ist trivial. Der zweite Teil ergibt sich so:
Vi + Vi MV = Vi,(I + M, V) = (I + VM) V(I + M,V)
= (I + VM) (I+ VM)V =V.
ii) Man betrachte die Doppelfolge (@) men komplexer Zahlen definiert durch
neN

m

Qmn ‘= Z(_VMh)kan(x)

k=0

Die Folgen (G )nen konvergieren fiir jedes m € N, da die Operatoren (—V M,)*V vermoge
Integration durch Kerne induziert werden (Lemma 3 angewandt auf —U). Wegen

Z VM)V fu(a) =Y (=V M)V fu(x)
k=0

o0
< Y VMFVIf(2)
k=m+1

konvergieren die Folgen (@ )men gleichmifig in n € N. Daher gilt

lim Vi, fp(z) = lim lim ap, = lim lim an, = Vi f(2).

n—0o0 mMm—00 m—00 N—00

Bemerkung. Falls V' der Bedingung (Ag) geniigt, so existiert V}, fiir jedes h € B,(X, C).

Korollar 7. Sei V wie in Satz 6 und seien h,k € By(X,C) mit sup,cx |h(z)| < + und
sup,ex [k(z)| < L. Dann gelten fiir die Operatoren Vi, und Vi, die “Resolventengleichungen”

Vi + Ve My Vi =V,
Vi, + Vi My, _ Vi, =Vi.
Beweis.

Vi=Vi=(V—=Vp) = (V= Vi) = Vi M}V — VM Vy
= Vth(Vk + VMka) — (Vh + VthV)Mka
= Vi, M}, _1.Vi.

Vertauschen von h und k liefert die zweite Gleichung.

Die V}, sind zunéchst beschrinkte Operatoren auf E. Den Zusammenhang mit Kernen liefert

Proposition 8. Sei W : (E,b) — (E,b) ein beschrankter linearer Operator. Dann gilt:

i) Die Abbildung X x CK(X,C) — C definiert durch (x,p) — Wep(z) ist ein Kern auf X
(geschrieben W ).

i) £ C LYW).
iil) Gilt zusdtzlich
lim W fn(z) = Wf(z)

fiir jede aufsteigende Folge (fy) aus ET mit f = lim, .o fr, € E und alle x € X, so gilt
fiir jedes g € E und x € X Wg(x) = W(x,g).



Beweis. 1) Es ist zu zeigen, dass fiir jedes = € X ¢ — Wep(z) stetig auf CK(X,C) (in
der Topologie des induktiven Limes) ist. Fiir eine kompakte Teilmenge K C X ist CK (X, K, 1)
beschrinkt in E. Somit ist die Abbildung C K (X, K,C) — E definiert durch ¢ — W beschrinkt
und nach Eigenschaft 4 von (E,b) folgt die Behauptung.

ii) Seig € F, etwa g € ﬂkaO E,.. Dann gibt es eine nach unten halbstetige Funktion v € ET,
die [g| majorisiert: Sei dazu A := [J;5y, AG- A ist eine Absorptionsmenge. Wir setzen

0 falls z € A
u suplg| ULy AR falls & € AR+ (A U, A’f°+j) , (i>0).
Wegen
(W(z,u) = sup [W(z,p)|= sup [Wo(z)l <oo
oo oo

(die Menge {p € CK(X,C)/|¢| < u} ist in E beschrénkt) ist v und damit g W (x, -)-integrabel
fiir alle z € X.
iii) Sei z € X, ko € N und A wie unter ii). Fiir jedes h € B(X,C) sei hg := h-1gy (€ E).
Wir setzen
H :={h € By,(X,C)/W(x,hy) = Who(x)}.

Dann gilt nach Voraussetzung und ii) ug € H fiir jede nach unten halbstetige Funktion u €
B, (X)*. Wieder nach Voraussetzung und ii) gilt lim, .. h, € H fiir eine aufsteigende und
gleichmiBig beschrinkte Folge (h,,) aus H'. Da H gegen gleichmiifiige Konvergenz abgeschlossen
ist, gilt nach dem Satz von der monotonen Klasse H = B;(X, C). Somit ist iii) fiir beschrénkte
Funktionen g € E bewiesen. Fiir g € E gilt dann nach Voraussetzung und wegen ii)

W(x,g) = lim W(x,g An)= lim W(gAn)(x)=Wg(zx).
n—oo n—oo
Als Folgerung erhalten wir nunmehr den

Satz 9. Der Kern' V' auf X geniige der Bedingung (A;) fir einr > 0. Sei ferner h € B,(X, C)
mit ¢ := sup,ex |h(z)| < % Dann gibt es einen Kern Vi, auf X mit den folgenden FEigenschaften:

i) EC LY (V,).
i) Viu(-, f) € E fiir alle f € E.

iii) Vi+ VMV, =V =V, + Vi, M,V
[dh Vh(l’,(ﬂ) + V(.%',th(,SO)) = V(.T,QO) = Vh(l’,(ﬂ) + Vh(l',hV(,QD)) f’LL?" alle x € X,
o € CK(X,C)].

Beweis. Nach Satz 6 gibt es einen Operator V}, € BL(E) mit der Eigenschaft ii) von Satz 6.
Dieser wird nach Proposition 8 durch einen Kern V}, induziert, der die Eigenschaften i) und ii)
besitzt. Dabei ist insbesondere die Integration einer Funktion f € E nach dem Kern V}, gleich-
bedeutend mit der Anwendung des Operators V}, auf f. Hieraus folgt iii).

Bemerkung. Auch fiir Kerne gilt die zu Korollar 7 analoge Aussage. Es folgt eine Eindeutig-
keitsaussage {iber den in Satz 6 konstruierten Operator. Wir zeigen, dass er sogar als Operator
in L(F) eindeutig bestimmt ist.
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Proposition 10. V' geniige der Bedingung (A,) fir ein r > 0 und fir h € By(X,C) gelte
sup,ex [h(z)| < L. Dann gibt es genau einen Operator Vi, € L(E) mit der Eigenschaft Vi, +
VMV, =V (Vb + Vi MV =V).

Beweis. Die Existenzaussage folgt aus Satz 6. Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei zunéchst
Vi, € L(E) mit V), + VMLV, = V. Wegen der Invertierbarkeit von (I + VM}) (siehe Beweis
von Satz 6) folgt hieraus V}, = (I +V Mj,)~1V. Wie im Beweis von Satz 6 zeigt man, dass auch
(I + MV) in BL(FE) invertierbar ist. Dies liefert die Eindeutigkeit eines Operators V}, € L(E)
mit Vj, + Vi MRV = V.

Einen zu Satz 9 gehorigen Eindeutigkeitssatz bringen wir nur im Rahmen des né#chsten
Kapitels.

3. Existenz und Eindeutigkeit von Resolventen

Satz 11. Der Kern V auf X geniige der Bedingung (A;) fir ein r > 0. Dann existiert eine
Resolvente (V}),, .1 in BL(E) mit den Figenschaften

T

Ip|<

D) Vo=V.
ii) Die Abbildung K (0,1) — BL(E) definiert durch p — V,, ist holomorph.

Diese Resolvente ist die einzige in L(E) mit der Eigenschaft i).

Beweis. Sei 1x die konstante Funktion Eins auf X. Wir setzen
1
Vo= Vory € BL(E)  (peCilp| <)

(siehe Satz 6). Es ist klar, dass (V) .1 eine Resolvente in BL(E) mit den Eigenschaften i) und

ii) ist. Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus Proposition 10.

Auf diese Resolvente kann der Operatorenkalkiil in bornologischen Vektorrdumen von Seba-
stido e Silva angewandt werden (vgl. [14]). Wir werden dies hier nicht weiter verfolgen.

Fiir die im folgenden Satz enthaltene Eindeutigkeitsaussage ist folgende Begriffsbildung
zweckméfig:

Definition. Sei 0 € D C C. Eine Resolvente (V},),ep von Kernen auf X heifit eine Absorpti-
onsresolvente von Kernen auf X fiir V| wenn gilt:

a) Vo =V.

b) Fiir jedes p € D gibt es eine reelle Zahl s mit 0 < s < ‘%‘ und eine Folge ((BE, BY))ken
von s—verfeinerbaren A-Paaren fiir V mit den Eigenschaften

) Niew BE =0, Upen BE = X,
ii) B C LY(V}).
iii) V,(:, f) € E' fiir alle f € E'.

Dabei ist der bornologische Raum (E’,b') fiir ((BE, BY))ren zu bilden (vgl. Kapitel 2).

Satz 12. Der Kern V' auf X geniige der Bedingung (A,) fir ein r > 0. Dann gibt es genau

eine Absorptionsresolvente (Vp)|p|<1 von Kernen auf X fir V.

11



Beuweis. Sei wieder 1x die konstante Funktion Eins auf X. Fiir |p| < 1 sei V,1, der in Satz 8
definierte Kern V}, zur Funktion h = plx.

Wir setzen
Vp = Vi
1 eine Absorptionsresolvente von Kernen fiir V' ist. Sei zum Nachweis

T

Es ist klar, dass (Vp) <
der Eindeutigkeit (Wp)‘ pl< €ine beliebige Absorptionsresolvente von Kernen auf X fiir V. Dann

gibt es fiir jedes g € C, |q| < % eine reelle Zahl s mit 0 < s < ‘—;‘ und eine Folge ((BE, BF))ren
von s—verfeinerbaren A-Paaren fiir V mit den Eigenschaften:

ok
i) ﬂkeN Bé‘“‘ = (07 UkeN Bl =X.

ii) E' C LY(W,).
iii) Wy(-, f) € E' fiir alle f € E',

wobei der bornologische Raum (E',¥') fiir ((Bf, BF))ren zu bilden ist (vgl. Kapitel 2). Nach
Satz 11 (angewandt auf E') gibt es genau eine Resolvente (V) 1 in L(E") mit Vp = V; somit
gilt Wy(-, f) = V,f fiir alle f € E'. Andererseits gilt V,(-, ) = Vo fiir ¢ € CK(X,C), denn
beide Funktionen sind gleich >°° (—¢q)"V"*1p. Hieraus folgt W, = V, fiir alle ¢ € C mit
lal < 7

4. Die Bedingung (Ag) bei hyperbolischen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Wir verwenden in diesem Kapitel die Bezeichnungen von [6] und [13]. Sei P € C[X}, ..., X,,] ein
Polynom und P(Dy,...,D,) der zugehorige lineare Differentialoperator mit konstanten Koeffi-
zienten auf R" (Dk = —ia%k). P, sei der Hauptteil von P.

Definition. P [oder P(Dy,...,Dy)] heiBt hyperbolisch, wenn es 0 # N € R™ gibt mit den
Eigenschaften

i) Pn(N) #0,

ii) es existiert 7o € R mit P({ +4i7N) # 0 fiir alle £ € R", 7 < 79.

Man sagt in diesem Falle auch, P sei hyperbolisch beziiglich N. Aus [6], p. 137 entnehmen
wir folgenden

Satz (Garding). Sei P hyperbolisch bzgl. N € R™, N # 0. Dann gibt es genau eine Fun-
damentallésung G € D'(R™) von P(Dy,...,D,,) deren Triger in {x € R™/(x,N) > 0} liegt.
Dariiberhinaus liegt der Triger von G in einem abgeschlossenen konvexen Kegel C, fiir welchen
gilt

Cn{z/(x,N) <0} ={0}.

Wir erhalten nun

Proposition 13. Sei P hyperbolisch bzgl. N und sei G € D'(R™) die Fundamentallisung
von P(Dy,...,Dy,) mit suppG C {x € R"/(z, N) > 0}. Falls G ein Radon-Mafs ist, so geniigt
V := G* der Bedingung (Ap).

Beweis. Wir konnen annehmen, N = (1,0,...,0). Zunéchst zeigen wir, dass G keine Masse
auf den Hyperebenen {z / z; = a} trigt (x = (z1,...,2,)). Seien dazu ¢ € D(R) und ¢ €
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D(R™ 1) beliebig. Wir setzen wie in [6], p. 138 F := """ G wobei 7 < 79 fest gewiihlt sei.
Dann gilt I € §'(R"). Da p® € D(R") haben wir fiir die Fourier—Transformierte (p @ ¢)F =
(P® 1/)) « F. Sei 7 die kanonische Projektion R™ — — (). Dann gilt fiir das BildmaBl 7[(¢ ® ¢)F]

(e ® ¥)F(01) = (3 © ¥) % F)(01,0, ..., 0)

/d& /dgn (€ )P0t — E)D(— . —En).

Nun gilt aber F(&) =
die Darstellung

m. Da P hyperbolisch ist [und da N = (1,0,...,0)], hat P({+i7N)

mit ¢ # 0, wobei ) vom Grade m ist und keinen Term £7* enthélt. Aus der Hyperbolizitét von
P folgt auBlerdem die Existenz von K > 0 mit |P(§ + it N| > K fiir alle £ € R™. Es gilt

(oo 0FF (o) = [ daplo - [ da... [ ag Tt

Fiir jedes & € R sei

{p\(_é% ) _fn)

P(§ ¥ ZTN) ((527 cee )fn) € Rn_l)‘

feo (&2, 01 6n) =
Die Funktionen f¢, sind durch die auf R™~! integrable Funktion

QZ)\(_é% ) _fn)

(€0 ) — B2

majorisiert.

Obige Darstellung von P zeigt nun iiber den Lebesgueschen Konvergenzsatz, dass

slH/Rdgz.../Rdénfa(@,...,5n>

eine Funktion aus Cp(R) ist. Damit ist gezeigt, dass auch {m[(¢ ® ¢)F]}" im Unendlichen ver-
schwindet. Aus einem Satz von Wiener (siehe [12], p. 118) folgt, dass 7[(¢®1)F] keine Masse auf
den Punkten von R tragt. Da dies fiir alle solchen ¢ und 1 gilt, ist die obige Zwischenbehauptung
bewiesen.

Nun ist leicht zu sehen, dass V' der Bedingung (A) geniigt: Sei dazu fiir a € R H, := {z €
R"™/x1 < a}. Die Mengen H, sind Absorptionsmengen fiir V. Die Abbildung f : R — R definiert
durch f(a) := |V|(0,CH,) ist nach dem oben Bewiesenen stetig und damit auf kompakten
Mengen gleichméfig stetig. Hieraus folgt die Behauptung.

Die Fundamentallosung G ist nicht fiir alle hyperbolischen P ein Radon-Maf}. Z.B. ist fiir
P(D) = Oy die Fundamentallésung G eine Distribution der Ordnung 1; vgl. dazu [3], p. 236. Es
gilt jedoch

Lemma 14. Sei G die Fundamentallésung von P(Dq,...,Dy) mit

suppG C {z € R"/(z, N) > 0}.

Falls dann die Abbildung & — i(ifﬂv) fiir jedes ¢ € CK(R™) und fiir ein 7 < 19 Lebesgue—

integrabel auf R™ ist, so ist G ein Radon—Majs.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass F := ¢{""V)@ ein Radon-Ma$ ist. Dazu zeigen wir, dass
F x ¢ stetig fiir alle ¢ € CK(R") ist (siehe [13], p. 192).

Wegen F &) = m gilt aber fiir das endliche Maf3

(de) = %A”(d&)

—

fi(—2) = Pp(—a) = F x p(—a) = (27)"F + p(x).

Dies zeigt die Behauptung.

Korollar 15. Fir ein 7 < 19 gelte = € L2(R"). Dann ist G ein Radon—Mag.

1
P(+irN)
Beweis. Die Behauptung folgt aus @ € L?(R") fiir alle ¢ € CK (R").

Sei z.B. P(§) = §]f1 ko mit k; € {1,2,3,...} Dann ist P hyperbolisch bzgl. N =

-+ Sn

(1,1,...,1) € R™. Aus Korollar 15 und Proposition 13 folgt, dass die im Satz von Garding
ausgezeichnete Fundamentallosung G von P(D) der Bedingung (Ag) geniigt.
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