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I. Einleitung 

1.1. Geschichte des Problems. Seit der Entdeckung des Satzes von Riesz-Fischer 
(1906--1907) ist es eine natiirliche Frage, ob die Fourier-Koeffizienten von 
Funktionen in gewissen TeiMiumen von ~2(ql') schneller gegen 0 konvergieren 
als die Funktionen aus l 2. Eine erste Antwort auf diese Frage gab im Jahre 1918 
Carleman [3], indem er eine stetige Funktion f auf 11" mit der Eigenschaft 

If(n)12-~=~ fiir alle e>0  konstruierte. Sein Beweis wurde yon Landau [8] 
nEZ 

modifiziert, und Gronwall [5] versch~irfte 1921 Carlemans Konstruktion. Im 
Jahre 1931 bewiesen Orlicz [10], Paley [11] und Sidon [15] fast gleichzeitig 
einen Satz, der einen SchluBpunkt hinter diese Entwicklung setzte: Wenn (7,),~z 
nicht in 12 ist, dann gibt es eine stetige Funktion f auf 11", so dab ~ ly, f(n)l-- ~ .  

n~Z 

Seit dem Erscheinen des Plancherelschen Satzes (1910) ware es natiirlich gewesen, 
derartige Fragen auch auf der reellen Geraden R zu stellen, aber soweit uns 
bekannt ist, hat sich mit diesem Ph~inomen auf IR oder fiberhaupt auf einer 
yon "IF verschiedenen lokalkompakten abelschen Gruppe noch niemand befaBt. 
In der vorliegenden Arbeit studieren wir das Integrationsverhalten yon Fourier- 
Transformierten stetiger Funktionen mit kompaktem Tr~iger und erhalten 
(mit Ausnahme des Orlicz-Paley-Sidon'schen Satzes im Falle der Gruppe IR') 
vollstandige Informationen. Unsere Aufmerksamkeil wurde durch Ergebnisse 
eines der Autoren fiber hyperbolische Differentialoperatoren [12] auf diesen 
Gegenstand getenkt. Eine diesbeziJgliche Er6rterung befindet sich in (2.11). 

In einer weiteren Arbeit, die in den Proceedings of the Royal Irish Academy 
erscheinen wird, werden wir ~ihnliche Fragen fiir singulare MaBe behandeln. 
Kurz gesagt kann die Fourier-Stieltjes-Transformierte eines solchen MaBes 
in jedem Raum ~,  (r > 2) liegen. 

* Der erstgenannte Verfasser wurde durch ein Senior U.S. Scientist Award der Alexander-von- 
Humboldt-Stiftung gef6rdert. Er benutzt diese Gelegenheit, um der Stiftung herzlich zu danken 
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1.2. Notation und Terminologie. Wo nicht ausdriicklich anderes vereinbart wird, 
bezeichnet G eine nicht-diskrete, lokalkompakte, abelsche Gruppe und X die 
Charaktergruppe von G. Bekanntlich t~iBt sich G in der Form 1R'x H schreiben, 
wobei neine nicht-negative, ganze Zahl ist und Heine lokalkompakte abelsche 
Gruppe die eine kompakte, offene Untergruppe J enth~ilt ([6], (24.30)). Wenn 
n =0 ist, verzichten wir auf den Faktor lR °. Da G nicht diskret ist, ist J i m  Falle 
n =0 eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe. Wir normieren das Haar-MaB 
auf GO() wie in [6], (31.1) mit c--(2n) "/2 und schreiben es 2(0). Fiir fe~l(G) 
ist die Fourier-Transformierte f die durch 

f(Z)= ~ Z(t)f(t)d2(t) (zeX) (1) 
G 

definierte Funktion in Eo(X), dem Raum aller stetigen, komplexwertigen Funk- 
tionen auf X, die im Unendlichen verschwinden. Wie iiblich bezeichnet ~, den 
K6rper der reellen Zahlen, der hier vor allem als additive Gruppe betrachtet 
wird, • die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 und 7/ 
die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Wit identifizieren die Charaktergruppen 
yon IR, T und 7/mit F,, 7/bzw. ql'. FOr G=~L ~ und 7/wird aus (1) also 

f (u)=  ~ f(t)exp(-iut)dt (uEIR), 
- oo  

f(n) = ~ f(t) exp( -  int)dt (ns 7/), 

bzw. 

f(t)= ~ f(n) exp(-int)  (te'~). 

Das Symbol g;k(G) bezeichnet den Vektorraum aller stetigen, komplex- 
wertigen Funktionen auf G mit kompaktem Tr~iger. Die fibrigen Notationen 
und Terminologien werden aus [6] iibernommen. 

13. Darstellung der Probleme. Soft f ~f~k(G). Aus dem Satz von Plancherel und 
der Tatsache, dab f in Eo(X) liegt und daher beschr~inkt ist, folgt, dab f in ~p(X) 
for alle p>2  ist. Gibt es ein p<2, so dab fe~p(X) for alle feEk(G) gilt? Oder, 
aUgemeiner, gibt es eine Funktion q~:]0, oo[~]0, ~ [  mit lim tp(x)=oo, so dab 

~¢"* O0 

If(z)lzq~(If(z)l- l )dO(z  ) < oo 
X 

gilt? FOr G = T haben Carleman und Gronwall beide Fragen negativ beantwortet. 
SchlieBlich, sei w eine nicht-negative, beschr~inkte, mel3bare Funktion auf X, 
die nicht in ~2(X) ist. Gibt es ein f e  ¢£k(G), so dab fw  nicht in ~I(X) ist? Wir 
werden diese Frag~  in den folgenden Abschnitten beantworten und das mfgliche 
~p-Verhalten von f vollst~indig beschreiben. 

1.4. Bemerkung. Es ist bemerkenswert, dab man entsprechende Aussagen nicht 
erh~ilt, werm man fordert, dab f nichtnegativ ist. Siehe [6], (31.42). 
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2. ~p-Verhalten yon f ( f  e ~k(G)) 

Wir zeigen, dal3 das Integrierbarkeitsverhalten von f im beschriebenen Rahmen 
beliebig sein kann. Hier ist unser Resultat: 

2.1. Satz. Sei G eine nicht-diskrete, lokal-kompakte, abelsche Gruppe. 
(a) Sei 1 < r < 2. Dann gibt es f e Ck(G ) mit den folgenden beiden Eigenschaften: 
(i) f e ~p(X) ffir alle p > r ; 

(ii) f ¢~p(X) ffir alle p mit l <=p<r. 
(b) Sei 1 <_ r<_ 2. Dann gibt es g e gk(G) mit den folgenden beiden Eigenschaften: 

(iii) OeP~p(X) J~r alle p>__r ; 
(iv) 0¢!~p(X) J~ralle p mit 1 N p < r .  

Den Beweis werden wir in diesem Abschnitt stufenweise durchffihren. 

2.2. Geschichtliches. Wenn man nicht verlangt, dab f kompakten Tfiiger hat, 
kann man Satz 2.1 ziemlich einfach wie in 2.8 beweisen (mutatis mutandis), 
wobei man eine stetige Funktion in ~1(G) benutzt, deren Fourier-Transformierte 
kompakten Triiger hat. Das Neue tritt schon im klassischen Fall G=IR 1 auf, 
dem 2.5 gewidmet ist. Im Falle G ='if, wo f aus den Fourier-Koeffizienten einer 
stetigen, periodischen Funktion besteht, ist Teil b) fiir r=2  schon von Carleman 
(loc. cit.) bewiesen worden. Der Carlemansche Satz ist von vielen Autoren auf 
verschiedenste Art bewiesen worden. Wir verwenden sp~iter (3.3 unten) die 
Beweisidee von Sidon [16]. SchlieBlich m6chten wir die explizite Konstruktion 
bei Katznelson [7], Chapter IV, §2.3 erw~ihnen, die uns einen niitzlichen Hinweis 
auf den Beweis von 2.5 lieferte. 

2.3. Bezeichnungen. Wir befassen uns zuniichst mit dem Fall G - N ,  der allerdings 
der interessanteste ist. In 2.3-2.5 stehe ~p fiir ~p(IR, p), wobei/~ das gew6hnliche 
Lebesguesche Mal3 auf IR bedeutet. Fiir eine willkiirliche Funktion f auf IR 
definieren wir Funktionen Dff und T J  folgendermaBen: 

und 

(O<a<oo) 

Tj(t) :  = f ( t - c )  ( -  co <C< o0). 

D. ist also eine Dilation, T~ eine Translation. 
Ftir belR, stehe Xb abkiirzend fiir den Charakter t-,exp(ibt) der Gruppe IR. 

2.4. Lemma. Sei hE9.1 yon Null verschieden und sei h e ~  ffir eine reeUe Zahl 
re [1, oe [. Dann gibt es eine strikt positive K onstante C, so dag J'fir alte a mit 0 < a < oo 
und alte b, ceF,  gilt 

r - 1  
A 

(i) It)~T~O,hll,=Ca" 

(Die Konstante hiingt nur yon h und r ab.) 
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A A 

Beweis, Natfirlich gilt [13(bT~D.hllr= liD.hilt. Aul3erdem sieht man leicht, dab 
"~.h(u) =afffau). Damit erNilt man dann (i) aus der evidenten Gleichheit 

ID,h~(u)rdu = a" ~ f(au)I"du = a'-  ' Ilk 11~ 
R 

und der Voraussetzung/~e ~,, wobei C = II/~ It,. 

2.5. Satz. Satz 2.1 9ilt ffir G=IK 

Beweis. Wir konstruieren explizit zwei derartige Funktionen f u n d  g- 

Fall (a). Fiir die Konstruktion von f k6nnen wir von einer beliebigen Funktion 
hegk(IR)\{0 } ausgehen, die die zusgtzliche Eigenschaft/~e£, hat. Wir setzen aber 
im folgenden voraus h(t): = max {1-It1, 0}. Dann ergibt sich 

(sin 2t2 
also /~e!~, fiirallle r > l .  

Wir definieren nun vier Folgen reeller Zahlen (am) , (b,.), (%) und (1,.), sowie 
eine disjunkte Folge (Am) kompakter Teilmengen von IR (m> 1). 

r - - 1  

ftir l < r < 2 ,  

a,.: = [ ;  fiir r = l .  

Die Folge (c~) sei so gewiihlt, dab die Funktionen T~,.D.,h = Tcm(D.,h ) paarweise 
disjunkte Tr~iger haben und die Vereinigung dieser Tr~iger beschr~inkt ist. Dies 
ist m6glich, da der Tr~iger yon D.,h das Intervall [ -  am, am] ist und da ~ a., < oo 

m>-I 
1 

ist. Als t,. nehmen wir l , . : -  (1 +logm) l/z" Die Folgen (b,.) und (Am) bestimmen 

wir durch Induktion: bl: =0. Sei A1 ein kompaktes Intervall in IR mit den Eigen- 
schaften 

A C ~ 
I T~iD.,h(dl~ ~ -~ a]- ' 

At 

(siehe 2.4) und 

S IT~,O.,-"--'~l'd#~l] C at 
2 2 2"+u" 

Seien nun b i u n d  Aj ftir t < j < m - 1  bestimmt. Dann kann man die Fourier- 
Transformierte der Funktion T~,D.,h durch Multiplikafion dieser Funktion 
mit einem geeigneten Charakter Zbm so verschieben, dab es ein kompaktes Inter- 
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vail A m c= N. gibt mit den Eigenschaften: 

C" 5 I ~ l ' d ~ _ - _ _  5-a~.-1 (siehe 2.4), (1) 
A m  

C' 
izb. T.  D., hl.d~<_l~, am - 2 2 2 ( " + 1 ) '  (2)  

R\Am 

IXb,,,T..D,~=hl =< 1 auf IR\A m , (3) 

------'---------- C" a m (k < m), (4) I)~b~T~D"~hl'dlx<l~ 2 22(k+l) 
A m  

A , , n A  k = 0 (k < m). (5) 

Wir setzen fk: =zb~T~D~ h flit" alle k > l .  [I" I[q,k sei die ~ ( N o r m  auf Ak, auf- 
gefal3t als Unterraum des MaBraumes (llL #). Aus (2), (4) und (5) folgt wegen der 
Antitonie von (lk) und (ak) 

C ~ a, 
' ' ( m ,  k) (6) ltf"H"k~Ik 2 2 2(re+l) 

Wir zeigen nun, dab die Funktion 

f : =  ~, l,,fm 
m = l  

die verlangten Eigenschaften 2.1.i und 2.1.ii hat. Zuniichst ist klar, dab f wegen 
der Wahl yon (c,,) und (lm) stetig mit kompaktem Tr~iger ist. Sei nun p eine reelle 
Zahl mit r < p =< 2. 

Dann gilt mit B: = I R \  0 Ak und IlvNqq,,: = S Ivlqd# 
\ k = l  B 

Ffir den ersten Summanden in (7) ergibt sich 

oO ~ i0 

#.,fm ----< [itXIi..~+ Z ilLiI.,~]" (8) 
1 p , k  m@k 

und wegen (3) und (6) haben wir ffir m + k 
C r a k 

IIf~ll..,<__< " ' <tl 2 II f . ,  II,., i< = 22(,.+ 1)" (9) 

Dann ergeben (8), (2.4), (9) und eine leichte Absch~itzung 

O0 ~ P F ~  p__~--I i'~r/p r l l / p  l p  

~= lmf m p,k~_ ~ llPakP j_lrlP~_~__ ~ "k m k ~ l / p  I ,  _ 2 ( m + l  
1 --  m 9 P  

m:~k ~ 

~a~_ 1 -Clip_l,_ Cr/' ,~ 1 ;]' 
2i/P=~=I 2 }("+l " 
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Aus der Wahl yon (a~) folgt nun die Konvergenz von Imf, des ersten 
Summanden in (7). 1 p, k' 

Fiir den zweiten Summanden in (7) gilt wegen (3) und (2) 

~=l. l.f. i,il ~ l ~=l. 'll.f. ilp,il] p 
r/p < /.11/.,1t.,8 

L +  1 C, Ip alfp i p 
=< , : 1  ~ l• 2,/---~2~1,~,,] <oO. 

Deshalb ist (7) endlich und es gilt 2.1.i im vorliegenden Fall. 
Wir beweisen jetzt 2.1.ii. Es geniigt zu zeigen, dab f¢sd r Wegen (5) gilt 

~ l m . ~  > I. 
1 r k = l  1 r , k  

]~ IIAII 2 IIf,.ll " > lk . , k - -  1., .,1< • (11)  
k = l  m 

m~Ck 

Wegen (6) und wegen a k < 1 haben wir abet 

t,.llfr,,lt.,'<<lk2fr~a~< i" ~ 2_ lm 
,n m =  1 ,~r  ~m+ 1) 

m * k  

C lir 
1 lk~i77ak ! 

C r - 1  
½ lk-~ak  r (12) 

Die Formeln (11), (12) und (1) ergeben zusammen 

C r l  ilfll:>-- 2 ~  ~--'ffl l'ka~-1=oo. 

Wir wenden uns nun dem Falle (b) zu. Fiir r = l  kann man einfach g=h 
nehmen. Falls r > l  ist. wiihlen wir eine strikt aufsteigende Folge (rm)m>=l aus 
[1, r [mi t  lim rm=r. Nach Fall (a) dieses Satzes gibt es eine Folge (9,),____1 in 

?1--~ O0 

~;k0R) mit Tr~iger in [0, 1] und den Eigenschaften 

0,,~ !~p ( p > r . ) ,  (13) 

II0,.ll,< 1, (14) 

OmCe, (p<r.), (15) 

IIo. II ®_-< 1 ,  ( 1 6 )  

II0mll ~ =< 1.  (17) 
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Wir bestimmen nun, ~ihnlich wie in (a), durch Induktion eine Folge (e,.) von 
reellen Zahlen und eine Folge (Bin) von kompakten Intervallen: 
el: =0. Es sei B1 ein kompaktes Intervall in N, so dab 

.f 101r' a~__>2. 
B1 

Seien nun ej und Bj fiir 1 < j < m - 1  bestimmt. Dann kann man wegen (15) e,.elR 
und ein kompaktes Intervall B,. so bestimmen, dab gilt 

f t~--7~l'-'au >_- 2 ~ , 
Bm 

1 
IZe~--~a~(U)I < 2(1 +y(Bt) ) 

1 

IL~(u)l-<_ 2(1 + #(Bin) ) 

BmC~Bk=O (k<m).  

(18) 

(k<m, UeBk), (19) 

(k <m, u• Bin), (20) 

(21) 

1 
~, Vm)~,.g,,•g,k(IR) und aus (14) folgt 0•!~, und 

m=> I z .  

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

I ] ~ - ~ H  k-- -< 1 (k#m). 
~o, 2(1 + lt(Bk)) 

Damit erh~ilt man ffir k # m 

I~  Bk) 1/p 

--< 2(1 +~(B0) =< ½" 

Nun haben wir wegen (21) 

t ....---.~ P 

~_->p 

 tLX-2-  O tl.,k-I;o IIXJ.II, 
rk>=p m*k 

Wegen (17) und (18) gilt aber ftir rk~ p 

Aus (24), (25) und (23) folgt schlieBlich 

rk >= p 

Wegen (16) ist klar, dab g: = 

damit 0 • !ep fiir p > r. 
Sei nun p<r. Wir bezeichnen wieder mit II"]lq,k die ~q-Norm auf BR. Die 

Ungleichungen (19) und (20) sind offenbar ~iquivalent mit 



84 E. Hewitt u. G. Ritter 

2.6. Satz. Satz 2.I gilt Jfir G=IR". Dabei darf man sogar vorschreiben, daft die 
Trigger yon f und g in einer willkfirlich gew~hlten nichtleeren, offenen Teilmenge 
U ~_ IR" liegen. 

Beweis. Im Hinblick auf 2.5 und die Operationen D, und T~ geniigt es, den Fall 
U=IR" mit n>2  zu behandeln. Sei dazu f(g) eine Funktion mit den Eigenschaften 
von 2.1.a bzw. 2.1.b und sei k: =h®. . .®h,  die Funktion 

n Z 1  

(t 2 . . . . .  t,)--+ (] h(tj) auf ~" -  1, 
j = 2  

wobei h die Funktion aus dem Beweis von 2.5 ist. Darm ist f®k: IR"~IR [definiert 
durch (tl, t)-.f(tOk(t)] eine stetige Funktion mit kompaktem Tr~iger in IR". 

Ihre Fourier-Transformierte ist 
A 

f ® k = f ® k .  

Aus dem Satz von Fubini folgt leicht, dab f ® k  dasselbe ~2p-Verhalten wie f hat 
(da Tc nicht die Nullfunktion ist). Wir bemerken dazu, dab der Satz von Fubini 
auch ftir nicht-negative, nicht-integrable Funktionen gilt (siehe [2], 22.6). Analog 
schlieBt man ftir g. 

Um alle lokal-kompakten, abelschen Gruppen zu behandeln, miissen wir 
Gruppen mit kompakten offenen Untergruppen betrachten. Dies ist unser 
n~ichstes Ziel. 

2.7. Erli~uterungen. Wenn wir eine Gruppe H haben, die eine unendliche, kompakte, 
offene Untergruppe J enth{ilt, kann die Konstruktion von Satz 2.5 wesentlich 
vereinfacht werden. Sei ~" die Charaktergruppe von H und ,4 der Annihilator 
von J in Y, d.h. A ist die Untergruppe {Xe g:X(x)= 1 f/Jr alle xeJ} .  Es ist woht- 
bekannt, dab ,4 eine kompakte, offene Untergruppe von Y ist ([6], 23.24.d und 
23.24.e). Wie in [6], 31.1 w~ihlen wir Haar-Mal3e/~ auf H und q auf g mit p(J)= 1 
und r/(,4)= 1. 

2.8. Konstruktion. Sei h=~ s die Indikatorfunktion der Menge J. Es ist Mar, 
dab h=~A, also gilt /~e~k(Y). Wir definieren nun durch Induktion zwei Folgen 
von Funktionen (f,,),,~o und (g,~),,>_o auf H und eine Folge (A,,)m_>_o von Teil- 
mengen von Y wie folgt (vgl. [6], 37.19.d). Sei fo: =go: =h,,4o: =,4. Da H nicht 
diskret ist, ist Y nicht kompakt, folglich ist ,40 eine echte Untergruppe yon Y. 
Sei ~Po irgendein Element aus Y~4 o. Sei f l :  = f o +  9090, 91: = f o -  ~Pogo und sei 
,41: =,4oU(~Po,4o). Nehmen wir an, es seien (fk)0 __ k_< ,,, (gk)O<-k<-m und (Ak)o_<k__<~ 
SO definiert, dab 

J~(~)=Ok(X)=O fiir alle ~ ~ k ,  (1) 

I./]1 = IOkl = ¢A~,  (2) 
rl(,4k)=2krl(,4) und A k kompaktist  (3) 
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for alle kE {0, 1 . . . . .  m}. Da Y nicht kompakt ist, gibt es wegen (3) einen Charakter 
tp m ~ Y~,(A~ ~Am). 

Wir definieren 

f , .+  1 : = f ' +  Wmgm 

g,.+ l: =f , .+  t - ~ 'g , .  

A, .+  1 : = A , . u ( ~ p , . A , , ) .  

Einfache Argumente, die wir dem Leser tiberlassen, zeigen, dab 

tfml 2 + ]0ml 2 = 2  "+ lh2 (4) 

q(Am) = 2"q(A) (5) 

ILl--lOml---- (6) 

fiir m > 0, und dab 

(IPkAk)~(IPlAI) = 0 (7) 

ftir k 4= l gilt. 
Aus (4) folgt 

Ifml < 2½(m+ l)h, (8) 

und aus (6) und (5) erh~ilt man 

" I In 

IlL lip = 2P (rl(A)) p = 2P (9) 

ftir alle m>0.  
Ffir eine reelle Zahl r mit 1 < r < 2 definieren wir 

f :  = ~ 2 - 7  Ipmf,,,. (10) 
m = l  

Im Hinblick auf (8) konvergiert die Reihe (10) gleichmiil3ig und stellt damit eine 
stetige Funktion mit Triiger in der kompakten Menge J dar. Wegen (8) konvergiert 
(10) auch in ~I(H). Also gilt fiir die Fourier-Transformierte 

2 ' Vo.,f" 
m = l  

oder 

f(x) = 2-~ f '(V'~ 1X). (11) 
m = l  
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Ftir p < r haben wir wegen (7), (6) und (9) 

If(X)l~'dtl(Z)>= ~ ~ If(x)l~'d*t(Z) 
Y k= I wkAk 

= ~ S 2-~" A(~k-'Z) p dr/(;O 
k = l  tvkAk 

~ ,  k_p 

= 2 " S I fk(Z)fdq(z)  
k= 1 A k 

kp 

= ~ 2 7 2 k = m .  
k = l  

Fiir p > r haben wir wegen (9) 

m A ~ ,  m m 
2 - 7  I[VJmfml[p= 2--227' <o0 .  

m = l  m = l  

Es folgt, dab f e ~p(V) fiir p > r. f geh6rt also zu ~2p(g) genau ftir die Werte p e ] r, oe ]. 
Fftr eine Zahl r mit 1 _<r_<2 ersetzen wir f durch die Funktion 

9 : =  m - Z 2-  7 ~o ,, f ,  . 
m = l  

Die vorherigen Absch~itzungen mit trivialen Anderungen zeigen, dab 0e~p(Y) 
genau dann gilt, wenn pe It, ~ ] .  

Es ist jetzt leicht, Satz 2.1 fox alle nicht-diskreten G zu beweisen. 

2.9. Beweis yon Satz 2.1 im allgemeinen Fall. Schreiben wir G = IR" × H, wobei H 
eine Gruppe mit den in 2.7 geschilderten Eigenschaften ist. Da G nicht diskret 
ist, mul3 J im Falle n = 0  unendlich sein. Die Charaktergruppe X von G schreiben 
wir in der Form IR" × Y, wobei Y wie in 2.7 die Charaktergruppe von Hist .  Dies 
soll bedeuten, dab jeder Charakter von G die Form 

(t, x)~e""' t )Z(x)  (telR", x e H )  (t) 

hat, wobei u und X Elemente aus IR" bzw. g sind. Wir wahlen Haar-MaBe 2 auf 
G und 0 auf X wie in 1.2 oben. Das MaB 2 ist also das Produkt 2 = #, ×/~, wo/~, 
das n-dimensionale Lebesgue-MaB ist, und /~ dasjenige Haar-MaB auf H mit 
/~(J)= 1. Ebenso hat 0 die Gestalt 0=  (2n)-"/~, x r/, wo r/ das Haar-MaB auf g 
mit q(A)=t  ist (siehe 2.7). Sei f : G - - * ~  von der Form f = 9 ® h  mit 9e~a0R") 
und he ~I(H). Dann folgt aus dem Satz von Fubini, daB 

f(u, x )  = 0(u)f (z) • 

Wie im Beweis yon 2.6 sieht man sofort, dab fiir 9+0,  h 4:0, die Relation 
fe~p(X) dann und nur dann gilt, wenn 0e~p(~") und he~p(Y). Wenden wir 
dann 2.6 bzw. 2.8 auf die Faktoren IR" und H an, so finden wir 2.1 im allgemeinen 
Fall. 
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2.10. Bemerkung. Ffir kompakte, unendliche, nicht-abelsche Gruppen kann man 
fragen, ob ein dem Satz 2.t ~ihnlicher Satz gilt. Der Fall 2.1.b mit r=2  ist durch [6], 
37.22.k schon ertedigt, die fibrigen F/ille sind unseres Wissens noch nicht be- 
handelt worden. 

2.11. Bemerkung fiber hyperbolische Differentialgleichungen. Mit Lemma 14 aus 
[12] sieht man sofort folgendes: Sei P(D) ein hyperbolischer Differentialoperator 
bezfiglich NeIR" auf IR" und sei r eine reelle Zahl > 1. Es gelte 

1 

P(~ + i'rN) ,- 1 

fiir ein telR. Falls dann die Fourier-Transformierte 6 jeder stetigen Funktion 
mit kompaktem Tr~iger ~o: lR"~ in ~, liegt, so folgt, dab die (einzige) Funda- 
mentall6sung Ge~'(IR") yon P(D) mit Tr~iger in {x¢IR":(x,N)>O} sogar em 
Radon-MaB ist. Es erschien deshalb wichtig und interessant zu wissen, ob es 
r<2  gibt, mit 0 ¢ £ ,  ftir alle obigen Funktionen q}. Satz 2.1 besagt, daB es ein 
solches r nicht gibt. Dies bedeutet, daB Korollar 15 aus [12] mit den dort an- 
gewandten Methoden nicht ohne weiteres verbessert werden kann. 

2.12. Bemerkung zum Beweis yon 2.5. Wir k6nnen Satz 2.5 auch unter Verwendung 
einer in 2.8 konstruierten Funktion auf ~ beweisen. Sei z.B. f die Funktion 
2.8.10 auf lr, und sei die Funktion f '  auf IR definiert durch 

f '(t)= { f ( e " ) -  f ( - 1 )  fiirffir ]tl>zr.]t]~' 

Dann ist bekannt, daB fiir p > 1 f~ genau dann in £v(IR) liegt, wenn f in I~(Z) 
liegt. Die Einzelheiten werden in Tell II (erscheint in "Proceedings of the Royal 
Irish Academy") n~her ausgeftihrt. Der Vorteil des in 2.5 gegebenen Beweises 
beruht auf der expliziten Konstruktion der geforderten Funktionen. 

3. Der Satz von Gronwali fiir lokalkompakte, abelsche Gruppen 

3.1. Erliiuterungen. Der schon in 1.1 und 1.3 zitierte Satz von Gronwall lautet 
folgendermal3en: Sei ~o eine Funktion ~0:]0, ~ [ ~  [0, oo[ mit lim ~o(s)= or. Dann 

gibt es eine Funktion fe¢(]l ') ,  fiir welche gilt 

E - 1)= 
n~Z 

Gronwall gab eine (von ~0 abh~ingige) explizite Konstruktion einer solchen 
Funktion. Sein Beweis beruht auf exakten Absch~itzungen der Partialsummen 
gewisser trigonometrischer Polynome und verdient auch heute noch ein gewisses 
Interes~e. Sidon [16] fand einen reinen Existenzbeweis dieses Satzes, der auf 
Diinnheitseigenschaften gewisser Mengen ganzer Zahlen beruht. In unserem 
Beweis werden wir beiden Richtungen folgen. 

3.2. Satz (Gronwall). Sei G eine nicht-diskrete, lokalkompakte, abelsche Gruppe 
und sei {p eine meflbare Funktion yon ]0, oo[ in eine rechte Halbgerade [~, or[ 
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(aelR) mit der Eigenschafi lira q~(s)= o~. Dann gibt es ein f eEk(G) mit der Eigen- 
schaft 

~2 1 ~ISl q ) o ~ d o = o o  . 

Dabei sei vereinbart If(z)l ~ ~o =0 J~r f(z)=O. 

Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten und bemerken, dab es wegen 

I f(z)12e(If(z) l-  ') dO = j" I f (z)12(e-  ~) ( l f (z ) l -  ~) dO + ~ ~. if(z)12dO 
X X X 

und 

f. If(z)12dO< oo 
X 

geniigt, den Fall ~ > 0 zu behandeln. 

3.3. Sale. Sei J eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe. 

Satz 3.2 gilt fiir G = J. 

Beweis. Wie bei Zygmund [17], Vol. II, Chapter XII, Beweis yon Satz 7.5, w~ihlen 
wir eine willkiirliche Folge (0k)ff= 1 positiver, reeller Zahlen mit den Eigenschaften 

Oktp ~ =oe  und Ok 2 < o o .  (1) 
k= 1 k= 1 

Sei A = {ZR}~= 1 eine abz~ihtbar unendliche Sidonsche Menge in der Charakter- 
gruppe Z yon J (siehe hierzu [6], Vol. II, (37.18)). Die Menge A ist eine A2-Menge 
(ibid., (37.10)). Ein bekannter Interpolationssatz (ibid., (37.9)) besagt, dab es 
eine Funktion f eE(J)  gibt, mit der Eigenschaft, dab f(zk)=Qk ffir alle Zk~A, 
denn (Ok)~= 1 e 12. Deshalb erhatten wir 

( ) 2 lf(z)l~ > ~ lf(zDi2< ~ l _  

z (D 
k = l  

3.4. Satz. Sei H eine abelsche Gruppe, die eine unendliche, kompakte, offene Unter- 
gruppe J enthiilt. Dann gilt Satz 3.2 ffir G = H. 

Beweis. Seien Y und A wie in 2.7. Die Charaktergruppe Z yon J kann naturgemgl3 
mit Y/A identifiziert werden, d.h. ein Charakter yon J karm als Nebenklasse ZA 
yon A in g betrachtet werden. Sei f *  eine Funktion in E(J) mit der Eigenschaft, 
dab 

If~(xA)12qJ(lllfi(xA)l) = oo. (1) 
xA~YIA 
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Sei f die Funktion auf H definiert durch 

{f*(x) fiir x e J ,  
f ( x ) =  fiir x e H \ J .  

Eine leichte Rechnung, die wir auslassen, zeigt, dab 

[. I f (z)t2 tp(1/l f (z)l)dO(z) 
v 

mit der Summe (1) identisch ist. (Es ist zu beachten, dab f auf den Nebenklassen 
ZA konstant ist.) 

Wir befassen uns nun wieder mit dem Fall G = IK Die Bezeichnungen werden 
aus 2.3 iibernommen. Der Schliissel zum Beweis von Satz 3.2 ftir G=IR ist das 
folgende Analogon zu Lemma 2.4. Wieder stehe in 3.5, 3.6 ~p f/Jr !~p(N, #). 

3.5. Lemma. Sei h eine beschriinkte, nicht-verschwindende Funktion in P~InP.z. 
Dann gibt es eine meflbare Funktion q~:]O, ~ [ ~ ] 0 ,  ~ [  mit lira q~(s)=~, so daft 

ffir alle reellen Zahlen a, b, c mit a > 0 gilt 

(i) ~ IxbT~Dahl ¢po ~ dp>a4) . 
IZb T~O ~h] 

(Dabei ist, wie vereinbart, der Integrand Null zu setzen, wo er nicht definiert ist. 
Wir bemerken, dab ~ von h abh~ingt.) 

Beweis. Wegen D,h(u)=ah(au) gilt fiir alle ue 

lxbT~l (u )  = i Tb(x-S.h)l(u) < ll~/ah I1 ~ = a  Ilh II ®- (1) 

Indem wir rp gegebenenfalls durch die offenbar Lebesgue-megbare Funktion 
s--*inf{cp(t)tt~s} ersetzen, k6nnen wir qo ats isoton annehmen. Mit 

Oo s): _ - .  

gilt dann wegen (1) 

1 \ / 1 \ 

und wir erhalten 

[xbT~D,hl " 

\a/R 

\ a /R  
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Dann hat die Funktion ~b: =2nHhll2 z 4~ 0 alle gewiinschten Eigenschaften fiir 
die Giiltigkeit der Ungleichung (i). 

3.6. Satz. Satz 3.2 gilt ffir G =IR. 

Beweis. Wir dfirfen wie im Beweis von Lemma 3.5 o.B.d.A, voraussetzen, dab q~ 
isoton ist. Insbesondere ist q~ dann lokalbeschr~inkt. Wieder sei h die Funktion 
h(t) = max(1 - Itl, 0) aus dem Beweis des Satzes 2.5. Sei 4~ die Funktion aus Lemma 
3.5. Wieder w~ihlen wir eine Folge (a,,),,>=l reeller Zahlen mit 0 <a,, < 1 und den 
beiden zusiitzlichen Eigenschaften 

a , ,<oo  (t) 
m =  | 

und 

m = l  

Wegen (2) k6nnen wir eine weitere Folge (lm)2= 1 reeller Zahlen mit 0 <  lm_-< 1, 
limoo l., = 0, und mit der weiteren Eigenschaft 

m = t  

f inden.[ZumBeispielnehmenwirl , ,=(k~=lak4'(~))-~ff lrgrogem.] 

Ferner w~ihlen wir wie im Beweis yon 2.5 eine beschr~inkte Folge (c,,)2= L 
reeller Zahlen so, dal3 die Funktionen T~D,.h paarweise disjunkte Tr~iger haben. 
Dies ist m6glich wegen (1). 

Schliel31ich bestimmen wir durch Induktion ~ihnlich wie im Beweis von 2.5 
eine Folge (b,.),, ~ ~ reeller Zahlen und eine Folge (A,,),, e 1 kompakter Teilmengen 
von IR: 

b~ = 0. Sei A 1 eine kompakte Teilmenge von Ill mit den Eigenschaften 

A, [T~,D,,hl] - 

(siehe 3.5) und 

el: = i n f  llIT~,Da,hl(u)>O. 

Seien nun bj und Aj ftir t < j < m -  1 so bestimmt, dab 

~j: = inf tljzb~T~D,~hl(u) > 0 (4) 
u~Aj 

und 

ilk)~b Tc, D.khl(u)N_ej2-Ck+ t) ( k , j < m -  1, k=l=j, u~ A j) (5) 
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Dann finden wir eine kompakte Teilmenge A" von IR mit den Eigenschaften 

iTc,,D,,~hl2 q~o ~ 1  d#> ½ a . , ~ ( 1 )  (6) 

a;. I T~..D .,,.h l 

(siehe 3.5) und 

e,.: = inf IlmT~ D~,hl(u)>O. (7) 
u e A ~  m 

Da ~0 lokalbeschr~inkt ist, zeigt der Konvergenzsatz von Lebesgue zusammen 
mit (4), (5) und (7), dab es bm~ Rgibt ,  so dab mit 

t A,,,: = A,. + b m 

gilt 

1 
II,.-I,.(1, m)} ~ ~ ,  (8) 

- - m  

IIk(1, m.--1)--Ik(1, m)l< --~- (k<m),  (9) 

wobei wir gesetzt haben 

I,.: = ~ IlmZb, T~, Do,,h[ 2 q~o d#, 
A,. ]ImZb Tc. Da.h[ 

m 

Ik(l 'm):= ~ ~ = l l ' ~ 2 t P °  ,~ 1 dla, (k<m). 

J 
Darfiber hinaus kann man Ib,~l so groB w~ihlen, dab auch gilt 

ilmZb=T. D..hl(U)<gk2-(m+l) (k<m, ueAO,  (10) 

AkC~Am = 0 (k < m), (11) 

sowie 

[lkZbkT~kD.kh[(u)<__e,.2-1k+ l) (k <m, ueA,.).  (12) 

Aus (6) folgt 

S IZb..T~.,D. h]2~ °° dl~> ½am~ (13) 
A~ [Zb. T~. O,. h [ 

und aus (7) erh~ilt man 

inf tl,.Zb.T.D.,hl(u) = e,. > 0. (14) 
UEA m 

Wegen (14), (10) und (12) hat man (4) und (5) ffir j, k~ {1, 2 . . . . .  m}, j~ek, und die 
Induktion kann fortgeftihrt werden. 
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Wir kommen schliel31ich zur Abschiitzung. Aus (4) und (5) folgt 

ll~(bkT~D.~hl(u)- ~ II,.xb.T~.D..hl(u) > (ueAk) (15) 
m~k 

sowie 

IlmXb.~T~,.Da..hl(u) < K k (U~ A k )  , 
m = l  

wobei Kk eine Konstante ist. 
Setzen wir abkiirzend 

Ik(1 , 00): = ~ lmzb. T~.D,.h 400 

(16) 

d~, 

so kann man wegen (16), (15), (4) und der lokalen Beschr~inktheit yon 40 den 
Konvergenzsatz yon Lebesgue nochmals anwenden, wodurch man erh~ilt 

I1 k -  I k(1, o0)1 = lim II k -  l k(1, r)l (17) 

Wegen (8) und (9) gilt aber fiir r > k 

llk--Ik(1, r)b =< IIk-- Ik(1, k)b + ~ tlk(1, S -- 1)-- Ik(1, S)I 
s = k + l  

1 1 oo 

_ k 2" 

Wegen (17) erhglt man also 

2 
IIk--lk( 1, ~ ) l ~  ~-~- (18) 

SchlieBlich setzen wir 

f :  = ~.. 1,.)~b.T~.D..h. (19) 
k = t  

Aus der Wahl der Folgen (am), (cm) und (Ira) folgt, dab f stetig mit kompaktem 
Tr~iger ist. Da die Reihe rechts in (19) auch in ~1 konvergiert, gilt ffir deren Fourier- 
Transformierte f die Identit~it 

m = l  

Man hat 

j' 1f1 40o i-7-] 
IR k = l  At, 

= ~ ld i ,  oo). (20) 
k = l  



Fourier-Transformierte auf Gruppen I. 93 

Wegen (18) geniigt es hinmit zu zeigen, dab ~ I k divergiert. Nun gilt aber 
wegen der Isotonie von q~, (13) und (3) k= 1 

k= 1 k= 1 a. }ikXb T~.D..h[ 

> __ l~ j IZb T~.D.~ht e <po ~ d/t 
k= a a~, izbkT~kDa~h I 

Damit ist 3.6 bewiesen. 

" = 0 0 .  

3.7. Beweis yon Satz 3.2 On allgemeinen Fall. Wegen 3.4 d/irfen wir annehmen, 
daB G = I R " x H  ist, wobei n > l .  Deshalb hat G die Gestalt G = R x G o ,  wobei 
wir Go=IR "-1 x H  gesetzt haben. Sei 0o das in 1.2 definierte Haarsche MaB 
auf der Dualgruppe X o von Go und sei f eine Funktion aus ($k(IR) wie in Satz 3.6: 

j If(u)l q~ ~ d u = c c .  (1) 

Ferner sei )Co eine Funktion aus ~k(Go) mit der Eigenschaft 

o°(8) > o,  (2) 

wobei B f/Jr die Menge 

B: = {XoeXo: ½ =<[~(Xo)l < 1} (3) 

steht. SchlieBlich sei 9 die Funktion auf ~k(lR x Go) definiert durch 

fl(x, Xo): = f(x)fo(Xo)- 

Wir dfirfen annehmen, daB q) isoton ist (siehe Beweis von Lemma 3.5). Wegen (3), 
(1) und (2) gilt dann 

, 
X 

= 2--~ I S lf(u)fo(~o)l ¢P dudOo(~o) 
eo ~ l f  (u)-fo(Xo)l 

> ! ! 
'~-O0. 

3.8. Bemerkun 9. Im Fall einer diskreten Gruppe G gibt es kein Analogon zu Satz 2.1, 
denn in diesem Fall gilt O(X)= 1 und man hat deshalb fe~p(X) fiir alle f~q~k(G) 
und alle p >  1. Man kann fragen, ob es ein Analogon zum Satz von Gronwall 
im diskreten Fall gibt, d.h. kann man ein trigonometrisches Polynom p a u f  der 
kompakten Gruppe X finden, mit der Eigenschaft 

ip)~o ° 1 x ~1 do = ~ ? (1)  
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DaB dies im allgemeinen nicht der Fall ist, lehrt das Beispiel einer beliebigen 
unendlichen, diskreten Gruppe G, deren Elemente alle endliche Ordnung haben. 
Dann hat jeder Charakter von X endliche Ordnung, nimmt also nur endlich viele 
Werte an. Dasselbe gilt dann ftir jedes trigonometrische Polynom auf X, so dab 
das Integral in (1) endlich sein mul3. Die Frage bleibt jedoch z.B. f(ir die Gruppe 7/ 
often. Wir werden sie hier nicht weiter verfolgen. 

4. Der Satz  von Orlicz-Paley-Sidon 

4.t. ErIiiuterungen. Im Jahr 1932 wurde der folgende Satz unabhiingig und simultan 
von Orlicz [10], Paley [11] und Sidon [15] auf drei verschiedene Arten bewiesen: 
Sei (x,),~z ir~endeine Folge, die nicht in 12 ist. Dann gibt es eine Funktion fe~(]r) ,  
so dab }-" [f(n)x,I = oo. nEZ 

Dies ist vielleicht alles, was man fiber die Gr6ge von f fiir f e E(]r) sagen kann. 

4.2. Das Analogon zum Orlicz-Paley-Sidon'schen Satz gilt fiir alle kompakten 
(nicht notwendig abelschen) Gruppen; siehe die (E, R)-Stelle in der in [6], Vol. II, 
pp. 410-411 aufgeftihrten Tabelle. F fir den abelschen Fall stammt der Satz von 
Edwards [4]. Da der Satz auch unter etwas allgemeineren Voraussetzungen 
gilt, und da der Beweis verh~iltnism~iBig kurz ist, erlauben wir uns, einen Beweis 
hier aufzufiihren. 

4.3. Bezeichnungen. In 4.3-4.5, sei A ein lokal-kompakter Hausdorffscher Raum 
mit einem endlichen, nicht-negativen, regul~iren Borel-MaB/~ + 0. Sei 4~ eine Menge 
komplex-wertiger, /~-integrabler Funktionen auf A, fiir welche es eine positive 
Konstante e gibt, so daB 

~=<l~o(t)l (1) 

fiir alle q~E~ und alle tEA gilt. Sei P die Gruppe ~ alter g-wertigen Funktionen 
auf 4~, versehen mit der Produkttopologie und der koordinatenweise definierten 
Gruppenstruktur. Wir schreiben die Elemente von P in der Form ¢ = (e(~o))~e. 
Sei ~ das normierte Haar-MaB auf P. Die Projektionen r~e:P--*T(rce(e): =e(~o)) 
sind Charaktere yon P und bilden bekanntlich eine Sidonsche Menge in der 
Charaktergruppe von P. (Siehe z.B. [6], Vol. II, (37.5).) Deshalb ist die Menge 
{rr~lq~E~ } eine A2-Menge ([6], Vol. II, (37.10)), und damit gibt es eine Konstante 
mit der Eigenschaft 

(L  [h(cp)]2) 1/2=<~ ! L h(tp)c(cp)d2(c) (2) 

fiir alle komplexwertigen Funktionen h auf • mit endlichem Tr~iger. 

4.4. Satz. Sei w eine nicht-negative , reelle Funktion auf • mit der Eigenschaft, 
aaf Y w( o)2= oo tp~ 
Dann gibt es ein f ECgo(A), so daft 

(i) ~ ! f(t)q~(t)dp(t) w(cp)= ~ .  
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Beweis. Nehmen wir an, (i) gelte nicht. Dann hat man ftir jedes ceP, jede endliche 
Teilmenge A yon ~ und jedes fsff.o(A) 

IL~,Af)I= <.E ~(<p)w(~)j f(,)~o(,)d~,(,) _<_ <~Z> !f(,)~(t)d,(,)w(~o)<oo. 
Die bedeutet, dab die Familie der linearen Funktionale {L4,c:A endliche 

Untermenge von 4, ceP} beschr~inkt in jedem Punkt des Banachschen Raumes 
~o(A) ist. Aus dem Prinzip der gleichmgBigen Beschr~inktheit erhalt man, dab 
die Normen dieser Funktionale beschr~inkt sind: 

sup IL~,c(f)l<K<oo. (1) 
A,¢ Ilfll~< 1 

Die linearen Funktionale Lj,  c sind beschr~inkte Radon-MaBe auf A. Bekanntlich 
ist sup tL~.c(f) I die MaB-Norm von L~,~. AuBerdem hat L~, c die Dichte- 

l i f l l  ~ ~ 1 
funktion ~ c(cp)w(cp)q~(t) bezfiglich p. Polglich gilt tped 

! ~A C(~O)W(q))~O(t) d#(t)= sup ILa,<(f)l. 
Ilfll ~ =< 1 

Somit impliziert (1) 

! ~ c(q))w(qOqg(t) d#(t) < K < oo (2) 

ffir alle endlichen A c=~ und alle ceP. 
Nun haben wir fiir alle te A 

<__ 1(~ te(t)w(~o)t:),l~" (3) 

Aus 4.3.2 und (3) bekornmen wir 

(4a~d W2((D)) ~'~'~ ~! 4o~d ~0(t)w((~)C((p)d2(c). (4) 

Integrieren wir (4) iiber A, und wenden den Satz von Fubini sowie (2) an, so 
erhalten wir 

Kz  __< - -  ( 5 )  
0~ 

Wegen #4=0 ist deshalb 

E w:(q,)< oo. 

4.5. Bemerkun9. Von Satz 4.4 gilt keineswegs die Umkehrung. Diese gilt aber 
natiirlich immer dann, wenn ~ sogar ein Orthonormalsystem in Ydz(A, #) ist. 
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4.6. Satz (Orlicz-Paley-Sidon-Edwards). Sei J eine kompakte, abelsche Gruppe 
mit Dualgruppe Z, und sei w eine nicht-negative Funktion auf Z. Die Ungleichung 

(i) ~ w(z)lf(z)l < 
xeZ 

gilt ffir alle f ~fg(J) dann und nut dann, wenn w~12(Z ). 

Beweis. K l a r  w e g e n  4.4 u n d  4.5. 

4.7. Bemerkung. I m  Fa l l e  G = I R  l iegen die Verh~il tnisse e twas  kompl i z i e r t e r .  

H i e r  k a n n  m a n  zu  j e d e r  F u n k t i o n  tk: I R ~  [0, oo [ rnit  

l im q~(t) = oo o d e r  l im ~b(t) = oo 
t ~ o O  t --~ - -  o 0  

eine stetige Funktion w:IR--*[0, oo[ mit den Eigenschaften w<q5 und wE!~l\~ 2 
finden. Dann gilt nattirlich w f  E ~1 fiir a l le fe  ~k(lR). 

Zusatz bei der Korrektur 
Nach der Fertigstellung des Manuskripts erfuhren wir, dab Satz 2.1 im Falle der Kreislinie bereits 
durch Lynette M. Bloom [J. Austr. Math. Soc. 17, 319--331 (1974)] bewiesen wurde. Wir raumen 
ihr hiermit gem die Priorit~it ffir diesen Fall ein. 
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