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Uber die Integrierbarkeit von Fourier-Transformierten
auf Gruppen. Teil 1. Stetige Funktionen

mit kompaktem Triger und eine Bemerkung
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1. Einleitung

1.1. Geschichte des Problems. Seit der Entdeckung des Satzes von Riesz-Fischer
(1906—1907) ist es eine natiirliche Frage, ob die Fourier-Koeffizienten von
Funktionen in gewissen Teilrdumen von £,(T) schneller gegen 0 konvergieren
als die Funktionen aus /,. Eine erste Antwort auf diese Frage gab im Jahre 1918
Carleman [3], indem er eine stetige Funktion f auf T mit der Eigenschaft
Y 1f(n)*~*=oo fiir alle ¢>0 konstruierte. Sein Beweis wurde von Landau [8]

nek

modifiziert, und Gronwall [5] verschérfte 1921 Carlemans Konstruktion. Im
Jahre 1931 bewiesen Orlicz [10], Paley [11] und Sidon [15] fast gleichzeitig
einen Satz, der einen SchluBpunkt hinter diese Entwicklung setzte: Wenn (7,),..z

nicht in [, ist, dann gibt es eine stetige Funktion f auf T, so daB ) |y, f (n)] = 0.
neZ

Seit dem Erscheinen des Plancherelschen Satzes (1910) wire es natiirlich gewesen,
derartige Fragen auch auf der reellen Geraden IR zu stellen, aber soweit uns
bekannt ist, hat sich mit diesem Phidnomen auf IR oder iiberhaupt auf einer
von T verschiedenen lokalkompakten abelschen Gruppe noch niemand befaBt.
In der vorliegenden Arbeit studieren wir das Integrationsverhalten von Fourier-
Transformierten stetiger Funktionen mit kompaktem Tréger und erhalten
(mit Ausnahme des Orlicz-Paley-Sidon’schen Satzes im Falle der Gruppe R?)
vollstindige Informationen. Unsere Aufmerksamkei{ wurde durch Ergebnisse
eines der Autoren iiber hyperbolische Differentialoperatoren [12] auf diesen
Gegenstand gelenkt. Eine diesbeziigliche Erdrterung befindet sich in (2.11).

In einer weiteren Arbeit, die in den Proceedings of the Royal Irish Academy
erscheinen wird, werden wir @hnliche Fragen fur singuldre Mafle behandeln.
Kurz gesagt kann die Fourier-Stieltjes-Transformierte eines solchen MabBes
in jedem Raum £, (r>2) liegen.

*  Der erstgenannte Verfasser wurde durch ein Senior U.S. Scientist Award der Alexander-von-

Humboldt-Stiftung gefordert. Er benutzt diese Gelegenheit, um der Stiftung herzlich zu danken
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1.2. Notation und Terminologie. Wo nicht ausdriicklich anderes vereinbart wird,
bezeichnet G eine nicht-diskrete, lokalkompakte, abelsche Gruppe und X die
Charaktergruppe von G. Bekanntlich 1&8t sich G in der Form IR" x H schreiben,
wobei n eine nicht-negative, ganze Zahl ist und H eine lokalkompakte abelsche
Gruppe die cine kompakte, offene Untergruppe J enthilt ([6], (24.30)). Wenn
n=0 ist, verzichten wir auf den Faktor R®. Da G nicht diskret ist, ist J im Falle
n=0 eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe. Wir normieren das Haar-MaB
auf G(X) wie in [6], (31.1) mit ¢=(2m)"? und schreiben es A(6). Fiir fe2,(G)
ist die Fourier-Transformierte f die durch

mpgwwm (xe X) (1)

definierte Funktion in §4(X), dem Raum aller stetigen, komplexwertigen Funk-
tionen auf X, die im Unendlichen verschwinden. Wie iiblich bezeichnet R den
Korper der reellen Zahlen, der hier vor allem als additive Gruppe betrachtet
wird, T die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrag 1 und Z
die additive Gruppe der ganzen Zahlen. Wir identifizieren die Charaktergruppen
von R, T und Z mit R, Z bzw. T. Fiir G=R, T und Z wird aus (1) also

f (u)= Oj? JfO exp(~iutydt (ueR),

for= o | SO exp(~imdi (),
bzw.

fO=Y fmexp(—int) (teT).

nel

Das Symbol €,(G) bezeichnet den Vektorraum aller stetigen, komplex-
wertigen Funktionen auf G mit kompaktem Triger. Die {ibrigen Notationen
und Terminologien werden aus [6] {ibernommen.

13. Darstellung der Probleme. Sei f €€ (G). Aus dem Satz von Plancherel und
der Tatsache, daB f in GO(X) liegt und daher beschriinkt ist, folgt, dafl fing AX)
fiir alle p>2 ist. Gibt es ein p<2, so daB f ef,(X) fir alle feGyG) gilt? Oder
aligemeiner, gibt es eine Funktion ¢:70, o[ =70, oof mit lim ¢{x)=o0, so dal}

X+ 00

ymwmwwmkw

gitt? Fiir G=T haben Carleman und Gronwall beide Fragen negativ beantwortet.
SchlieBlich, sei w eine mcht-negatlve beschrinkte, meBbare Funktion auf X,
die nicht in 2,(X) ist. Gibt es ein fe G G), so dad fw nicht in €,(X) ist? Wir
werden diese Fragen in den folgenden Abschnitten beantworten und das mogliche
L -Verhalten von f vollstindig beschreiben.

1.4. Bemerkung. Es ist bemerkenswert, daB man entsprechende Aussagen nicht
erhilt, wenn man fordert, daB f nichtnegativ ist. Siehe [6], (31.42).
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2. £ ,-Verhalten von f(fC(G))

Wir zeigen, daB das Integrierbarkeitsverhalten von f im beschriebenen Rahmen
beliebig sein kann. Hier ist unser Resultat:

2.1. Satz. Sei G eine nicht-diskrete, lokal-kompakte, abelsche Gruppe.
(a) Sei 1 <r<2. Damnn gibt es f € C{G) mit den folgenden beiden Eigenschaften:
(1) jie LX) fiiralle p>r;
(i) f¢L,(X) firalle p mit 1<p<r.
(b) Sei 1 =r=2. Dann gibt es ge € (G) mit den folgenden beiden Eigenschaften:
(iii) ge LX) firalle pzr;
(v) g¢8,X) firalle p mit 1<p<r.

Den Beweis werden wir in diesem Abschnitt stufenweise durchfiithren.

2.2. Geschichtliches. Wenn man nicht verlangt, dal f kompakten Triger hat,
kann man Satz 2.1 ziemlich einfach wie in 2.8 beweisen (mutatis mutandis),
wobei man eine stetige Funktion in €,(G) benutzt, deren Fourier-Transformierte
kompakten Triger hat. Das Neue tritt schon im klassischen Fall G=R! auf,
dem 2.5 gewidmet ist. Im Falle G="T, wo f aus den Fourier-Koeffizienten einer
stetigen, periodischen Funktion besteht, ist Teil b) fiir r=2 schon von Carleman
(loc. cit,) bewiesen worden. Der Carlemansche Satz ist von vielen Autoren auf
verschiedenste Art bewiesen worden. Wir verwenden spiter (3.3 unten) die
Beweisidee von Sidon [16]. SchlieBlich méchten wir die explizite Konstruktion
bei Katznelson [7], Chapter IV, §2.3 erwihnen, die uns einen niitzlichen Hinweis
auf den Beweis von 2.5 lieferte.

2.3. Bezeichnungen. Wir befassen uns zunichst mit dem Fall G=1R, der allerdings
der interessanteste ist. In 2.3-2.5 stehe 2, fiir £,(R, p), wobei u das gewShnliche
Lebesguesche Mafl auf R bedeutet. Fiir eine willkiirliche Funktion f auf R
definieren wir Funktionen D,f und T.f folgendermalen:

t

D, f(t): =f(—) (O<a< )

a
und
Tf(t):=ft—¢) (—ow<e<w).

D, ist also eine Dilation, T, eine Translation.
Fir belR, stehe y, abkiirzend fiir den Charakter t—exp(ibt) der Gruppe R

24. Lemma. Sei he®, von Null verschieden und sei he@, fiir eine reelle Zahl
re[1, wol. Dann gibt es eine strikt positive Konstante C, so daf fiir allea mit 0<a < o0
und alle b, ce R gilt

r—1

() 1% T.Dhl,=Ca *

(Die Konstante hiingt nur von h und r ab.)
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Beweis. Natiirlich gilt ||m||, ||D k|, AuBerdem sieht man leicht, dal}
D h(u) ah(au). Damit erhilt man dann (i) aus der evidenten Gleichheit

DRl du=a [ (@)l du=a " [RI]

und der Voraussetzung he g, wobei C= ||i i,
2.5, Satz. Satz 2.1 gilt fir G=R.
Beweis. Wir konstruieren explizit zwei derartige Funktionen f und g.

Fall (a). Fiir die Konstruktion von f kénnen wir von einer beliebigen Funktion
he @ (R)\{0} ausgehen, die die zusétzliche Eigenschaft heﬂ hat. Wir setzen aber
im folgenden voraus h(t): = max {1 —|t|,0}. Dann ergibt sxch

u2

sin -
ﬁ(u)z el b also EEQ, firallle r>1.

2
Wir definieren nun vier Folgen reeller Zahlen (a,,), (b,), (c,) und (l,), sowie
eine disjunkte Folge (4,,) kompakter Teilmengen von R (m=1).

s
<ﬂ) fiir 1<r<2,
4 m
m* 1

2m
Die Folge (c,) sei so gewihlt, daB die Funktionen T, D, h=T, (D, h) paarweise
disjunkte Trager haben und die Vereinigung dieser Triiger beschriinkt ist. Dies
ist mdglich, da der Tréiger von D, h das Intervall [ —a,, a,]istundda Y g, <o

mz1
1

ist. Als I, nehmen wir /: m Die Folgen (b,) und (4,) bestimmen

wir durch Induktion: b,: =0. Sei A, ein kompaktes Intervall in R mit den Eigen-
schaften

fiir r=1.

_" ‘ hl'dﬂ> g_ar 1
2
{siche 2.4) und
, a
R\jA [T, hl dusly — 2 55(1—1“‘)

Seien nun b; und 4; fiir 1<j<m—1 bestimmt. Dann kann man die Fourier-
Transformierte der Funktion T, D, h durch Multiplikation dieser Funktion
mit einem geeigneten Charakter y, so verschieben, daB es ein kompaktes Inter-
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vall 4,,C1R gibt mit den Eigenschaften:

— (o4
§ 126, T Do, Alduz = 3 a, ' (siche 2.4), 1
Am

/\ c a,

R\fA b L Panhl AU S 1, 2 W’ 2
o T Do fl<1  auf IR\Am, 3

— a,
Aj lech,‘D hi'd,u<lm 3 W (k<m), 4
ApnA=0(k<m). 5)

Wir setzen f: =y, T, D, h fiir alle k=1. |-[, , sei die £;-Norm auf A,, auf-
gefaBit als Unterraum des MaBraumes (R, x). Aus (2), (4) und (5) folgt wegen der
Antitonie von (I,) und (a,)

r

“fm“r k_—_lr 2 22(m+ 0 (m#—'k) (6)
Wir zeigen nun, daB3 die Funktion
= Y lufm
m=1

die verlangten Eigenschaften 2.1.i und 2.1.ii hat. Zunichst ist klar, daB f wegen
der Wahl von (c,) und (l,) stetig mit kompaktem Tréger ist. Sei nun p eine reclle
Zahl mit r<p=<2.

Dann gilt mit B: = ]R\ () Ay und [jv]d 5= j]v|“du

1713=% z lmf,,. S il Q)

m=1 p.B

Fiir den ersten Summanden in (7) ergibt sich
~ p -~ -
whe S lekH,,,k'f' ) ufmu,,,k]" @®)
=1 .k m*k
und wegen (3) und (6) haben wir fiir m=+k
LCoa

T TAA &= 2 ®

Dann ergeben (8), (2.4), (9) und eine leichte Abschétzung

P p-1 Criv alr P

1p, P r/p _ K

< |ClPg, P + 1 577 Y T
Pk m P

m*k

0o

2 Infm

m=1

Crir © 1 r
- 1/ —
éag {C P+ 2 Z 2%(m+1)j| )
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, des ersten
P, k

Z lmfm

m=1

Aus der Wahl von (a,) folgt nun die Konvergenz von Z
Summanden in (7).
Fiir den zweiten Summanden in (7) gilt wegen (3) und (2)

=

I ful, ]

p
mfm
=1 p.B

2 |
< [i i3]

+1C’/" a,l,,/" p
—— o0
2P 2wy
P

Deshalb ist (7) endlich und es gilt 2.1.i im vorliegenden Fall.
Wir beweisen jetzt 2.1.ii. Es geniigt zu zeigen, dall f ¢2,. Wegen (5) gilt

2! YA X S
m=1 k=1 = r, k
L Wl hdea— bl fulle] - (t1)
-1 m':k
Wegen (6) und wegen g, <1 haben wir aber
r - lm
Z lm”fm” k———lkzl/r 1/ mgl %(m+1)
m#k 2
C r
é%lkzl/,- a;/,
C r—1
éllkzurakr . (12)

Die Formeln (1 1), (12) und (1) ergeben zusammen

”f”r— ) 2, Z hay '=

Wir wenden uns nun dem Falle (b) zu. Fiir r=1 kann man einfach g=h
nehmen. Falls r>1 ist, wihlen wir eine strikt aufsteigende Folge (r,)n>1 aus
[1 r[ mit hmr =r. Nach Fall (a) dieses Satzes gibt es eine Folge (gm)mgl in

) mit Trager in [0, 17 und den Eigenschaften

gmeﬂp (p>ry), (13)
Igml, =1, (14)
Gnt 8, (P=ra), (15)
lgmllo =1, (16)

Igmllo=1 . a7
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Wir bestimmen nun, dhnlich wie in (a), durch Induktion eine Folge (e,) von
reellen Zahlen und eine Folge (B,) von kompakten Intervallen:
e,:=0. Es sei B, ein kompaktes Intervall in IR, so daB

194 duz2.

By

Seien nun ¢; und B; fiir  £j<m—1 bestimmt. Dann kann man wegen (15) ¢,eR
und ein kompaktes Intervall B,, so bestimmen, daf gilt

§ e gmlmduz2m, (18)
Bm

e —— 1

(Yo, ImWI = m (k<m, ue By}, (19
S 1

(Yo g = 20+ B, (k<m,ueB,,), (20)
B,nB,=0 (k<m). (21)

1
Wegen (16) ist klar, daB3 g: = Z = Xey, Im€ C(IR) und aus (14) folgt je £, und

2m
mz 1
damit ge £, fiir p=7.
Sei nun p<r. Wir bezeichnen wieder mit ||-|, , die £,-Norm auf B,. Die
Ungleichungen (19) und (20) sind offenbar dquivalent mit

— 1
ol kS s (k). (22)
Damit erhilt man fiir k+m

Wlenmllp 1= J Dc’e,:,g\m!"du]"”é{!!mu&,wmﬂ””
By
< HByY'” <1 23)
2(1+ pu(By))
Nun haben wir wegen (21)

1 P
> 5 e

m21 p.k

lgiz= >,
k
nZp

R 1 o P
= ; 55 e gidlp, i Y o e, Imlp. o - 24
rRZp mzk

Wegen (17) und (18) gilt aber fiir r,2p

e GilD, i Z e il 4 22 2 2. (25)

rnok=

Aus (24), (25) und (23) folgt schlieBlich

lglez ¥ (1— 5 5,}7)" —.
k (k)

mz1

nzp
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2.6. Satz. Satz 2.1 gilt fir G=IR". Dabei darf man sogar vorschreiben, dafi die
Trdger von f und g in einer willkiirlich gewdihlten nichtleeren, offenen Teilmenge
UCR" liegen.

Beweis. Im Hinblick auf 2.5 und die Operatxonen D, und T, geniigt es, den Fall
U=R" mit n=2 zu behandeln. Sei dazu f{g) eine Funktxon rmt den Eigenschaften
von 2.1.a bzw. 2.1.b und sei k: =h®... ®h die Funktion

n—1i

(tzy....t)— [] At) auf R,
j=2

wobei h die Funktion aus dem Beweis von 2.5 ist. Dann ist f®@k:IR"—IR [definiert
durch (¢, t)— f(t,)k(t)] eine stetige Funktion mit kompaktem Triger in R"

Ihre Fourier-Transformierte ist

f®k=f®k.
Aus dem Satz von Fubini folgt leicht, daB f®k dasselbe £ ;- Verhalten wie f hat
(da k nicht die Nullfunktion ist). Wir bemerken dazu, daB der Satz von Fubini
auch fiir nicht-negative, nicht-integrable Funktionen gilt (siche [27, 22.6). Analog
schlieBt man fiir g.

Um alle lokal-kompakten, abelschen Gruppen zu behandeln, miissen wir

Gruppen mit kompakten offenen Untergruppen betrachten. Dies ist unser
nichstes Ziel.

2.7. Erlduterungen. Wenn wir eine Gruppe H haben, die eine unendliche, kompakte,
offene Untergruppe J enthilt, kann die Konstruktion von Satz 2.5 wesentlich
vereinfacht werden. Sei Y die Charaktergruppe von H und A der Annihilator
von J in Y, d.h. A ist die Untergruppe {yeY:y(x)=1 fiir alle xeJ}. Es ist wohl-
bekannt, dall A eine kompakte, offene Untergruppe von Y ist ([6], 23.24.d und
2324.¢). Wie in [6], 31.1 wihlen wir Haar-MaBe y auf H und 5 auf Y mit u(J)=1
und p(A)=1.

2.8. Konstruktion. Sei h=¢; die Indikatorfunktion der Menge J. Es ist klar,
daB h= ¢y, also gilt he G,(Y). Wir definieren nun durch Induktion zwei Folgen
von Funktionen ( Jwdmzo und (g,)nz0 auf H und eine Folge (4,),>, von Teil-
mengen von Y wie folgt (vgl. [6], 37.19.d). Sei f;: =go’ =h,Ay:=A. Da H nicht
diskret ist, ist ¥ nicht kompakt, folglich ist A, eine echte Untergruppe von Y.
Sei i, irgendein Element aus Y\A,. Sei f:= fo+ Wodo» 91: = fo— Wogo und sei
Ay =AeU(pyAg). Nehmen wir an, es seien (fdo<ism (Gosism Und (Ao cigm
so definiert, dafl - T

fl0=dx)=0 firalle reY\A,, ()
fd=1dd=¢a,. @
nAY=2n(A) und A, kompakt ist 3
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fur alle k€ {0, 1, ..., m}. Da Y nicht kompakt ist, gibt es wegen (3) einen Charakter

vaeY\(A,'A,).
Wir definieren

fm+1: zfm-*_wmgm
It 1=t 1~ Vnim
Amﬁ"}: =Amu(wm‘4m) .

Finfache Argumente, die wir dem Leser {iberlassen, zeigen, daB

ifm}2+|gm|2=2m+ 1h2 (4)
A =2"n(A) 5
ol =Gl = Ea,, (6)

fiir m=0, und daB

WA (W, A)=0 @]
fiir k1 gilt.

Aus (4) folgt

| fl 22"+ D )

und aus (6) und (5) erhilt man

I3

m 1
£l =27 (AP =2

g 9
fir alle m=>0.
Fiir eine reelle Zahl r mit 1 £r< 2 definieren wir
fi= 227 Ol (10)
m=1

Im Hinblick auf (8) konvergiert die Reihe (10) gleichmiBig und stellt damit eine
stetige Funktion mit Triger in der kompakten Menge J dar. Wegen (8) konvergiert
(10) auch in £,(H). Also gilt fiir die Fourier-Transformierte

-~ el _.'!/\
=32 vy fn
m=1
oder

f= ¥ 27 fwain). (1)
m=1
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Fiir p<r haben wir wegen (7), (6) und (9)

[Pz S | 1folrdn

Y k=1 v Ak

< _k R
> }2 'ﬁc(w{’x)}"dn(x)

k=1 phr

o _kp .
> 27 AP dn(o)
k=1 Ax

_kp
2 "=,
1

I
IngE

k

Fiir p>r haben wir wegen (9)

© m. o o mom
22 T Wmful,= 2 2 "2F <0,
m=1 m=1

Esfolgt,daB fe L(Y)firp>r. f gehort also zu £,(Y) genau fiir die Werte pe Jr, oo ].
Fiir eine Zahl r mit 15752 ersetzen wir f durch die Funktion

g _n
g:= Z m-%2 'Wmfm'
m=1
Die vorherigen Abschiitzungen mit trivialen Anderungen zeigen, daB ge LY
genau dann gilt, wenn pelr, oo].
Es ist jetzt leicht, Satz 2.1 fiir alle nicht-diskreten G zu beweisen.

2.9. Beweis von Satz 2.1 im allgemeinen Fall. Schreiben wir G=IR" x H, wobei H
eine Gruppe mit den in 2.7 geschilderten Eigenschaften ist. Da G nicht diskret
ist, mufl J im Falle n=0 unendlich sein. Die Charaktergruppe X von G schreiben
wir in der Form R" x Y, wobei Y wie in 2.7 die Charaktergruppe von H ist. Dies
soll bedeuten, daBl jeder Charakter von G die Form

(t, )= y(x)  (teR", xeH) H

hat, wobei # und y Elemente aus IR* bzw. Y sind. Wir wihlen Haar-MaBe 1 auf
G und 8 auf X wie in 1.2 oben. Das MaB A ist also das Produkt A=p, x 4, wo 1,
das n-dimensionale Lebesgue-MaB ist, und u dasjenige Haar-MaB auf H mit
w(J)=1. Ebenso hat 8 die Gestalt 8=2n)""u,xn, wo n das Haar-MafB} auf Y
mit n(A)=1 ist (siche 2.7). Sei /:G—»C von der Form f=¢g®h mit ge L, (R"
und he 8,(H). Dann folgt aus dem Satz von Fubini, daf

S, ))=4wh() .

_ Wie im Beweis von 2.6 sicht man sofort, daBl fiir g0, h+0, die Relation
Se2£,X) dann und nur dann gilt, wenn je £,(R") und heL,(Y). Wenden wir
dann 2.6 bzw. 2.8 auf die Faktoren IR" und H an, so finden wir 2.1 im allgemeinen
Fall,
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2.10. Bemerkung. Fiir kompakte, unendliche, nicht-abelsche Gruppen kann man
fragen, ob ein dem Satz 2.1 dhnlicher Satz gilt. Der Fall 2.1.b mit =2 ist durch [6],
37.22k schon erledigt, die iibrigen Fille sind unseres Wissens noch nicht be-
handelt worden.

2.11. Bemerkung iiber hyperbolische Differentialgleichungen. Mit Lemma 14 aus
[12] sieht man sofort folgendes: Sei P(D) ¢in hyperbolischer Differentialoperator
beziiglich NeIR" auf R" und sei r eine reelle Zahl >1. Es gelte

1
PEriN)

r—1

fir ein teR. Falls dann die Fourier-Transformierte ¢ jeder stetigen Funktion
mit kompaktem Triger ¢:R"—C in £, liegt, so folgt, daB die (einzige) Funda-
mentallosung Ge Z'(R”) von P(D) mit Tréger in {xeR":(x, N)=0} sogar emn
Radon-MaB ist. Es erschien deshalb wichtig und interessant zu wissen, ob es
r<2 gibt, mit pe @, fiir alle obigen Funktionen ¢. Satz 2.1 besagt, daB es ein
solches r nicht gibt. Dies bedeutet, dai Korollar 15 aus [12] mit den dort an-
gewandten Methoden nicht ohne weiteres verbessert werden kann.

2.12. Bemerkung zum Beweis von 2.5. Wir kénnen Satz 2.5 auch unter Verwendung
einer in 2.8 konstruierten Funktion auf T beweisen. Sei z.B. f die Funktion
2.8.10 auf T, und sei die Funktion f’ auf R definiert durch

o JSE)=f(=1) fir Jf|<a,
f(t)‘{o fir |f]>7.

Dann ist bekannt, daB} fiir p>1 ﬁ genau dann in €,(R) liegt, wenn fin 1(Z)
liegt. Die Einzelheiten werden in Teil II (erscheint in “Proceedings of the Royal
Irish Academy”) nidher ausgefiihrt. Der Vorteil des in 2.5 gegebenen Beweises
beruht auf der expliziten Konstruktion der geforderten Funktionen.

3. Der Satz von Gronwall fiir lokalkompakte, abelsche Gruppen

3.1. Erlduterungen. Der schon in 1.1 und 1.3 zitierte Satz von Gronwall lautet
folgendermaBen: Sei ¢ eine Funktion ¢:10, o[ —{0, oo mit slgg ¢{s}=co. Dann

gibt es eine Funktion f e €(T), fiir welche gilt
Y 7Pl /) =co.

nek
Gronwall gab eine (von ¢ abhingige) explizite Konstruktion einer solchen
Funktion. Sein Beweis beruht auf exakten Abschdtzungen der Partialsummen
gewisser trigonometrischer Polynome und verdient auch heute noch ein gewisses
Intereste. Sidon [16] fand einen reinen Existenzbeweis dieses Satzes, der auf
Diinnheitseigenschaften gewisser Mengen ganzer Zahlen beruht. In unserem
Beweis werden wir beiden Richtungen folgen.

3.2. Satz (Gronwall). Sei G eine nicht-diskrete, lokalkompakte, abelsche Gruppe
und sei ¢ eine meflbare Funktion von 10, oo[ in eine rechte Halbgerade [a, co[
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(xeR) mit der Eigenschaft hm @(8)==00. Dann gibt es ein Q@ (G) mit der Eigen-
schaft

£12 oi—d&:
JUP ooz do=co.

Dabei sei vereinbart |f(0)I* ¢ (1 7 )l) =0 fir f(x)=0.

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten und bemerken, daB} es wegen
J |Gl (oI~ do= J o e—a) (/G017 d6 +o J [/ (rde
und

§f1f(1rdo< o
X

geniigt, den Fall 20 zu behandeln.
3.3. Satz. Sei J eine unendliche, kompakte, abelsche Gruppe.
Satz 3.2 gilt fir G=J.

Beweis. Wie bei Zygmund [17], Vol. 11, Chapter XII, Beweis von Satz 7.5, wihlen
wir eine willkiirliche Folge ()i , positiver, reeller Zahlen mit den Eigenschaften

y Qi(p(—1—)=oo und Y of<o. (1)
k=1 Ok k=1

Sei A= {y,}i> eine abzihlbar unendliche Sidonsche Menge in der Charakter-

gruppe Z von J (siche hierzu [6], Vol. 11, (37.18)). Die Menge 4 ist eine 4,-Menge

(ibid.,, (37.10)). Ein bekannter Interpolationssatz (ibid., (37.9)) besagt, daB} es

eine Funktion fe@(J) gibt, mit der Eigenschaft, daB f(y)=g, fiir alle x4,

denn (g )i~ ;€l,. Deshalb erhalten wir

Lifwr (76 2 PR (7601

it 1
Y o ¢(->
k=1 .

=00.

il

3.4. Satz. Sei H eine abelsche Gruppe, die eine unendliche, kompakte, offene Unter-
gruppe J enthdlt. Dann gilt Satz 3.2 fir G=H.

Beweis. Seien Y und A wie in 2.7. Die Charaktergruppe Z von J kann naturgemél
mit Y/A identifiziert werden, d.h. ein Charakter von J kann als Nebenklasse yA
von A in Y betrachtet werden. Sei f* eine Funktion in §(J) mit der Eigenschaft,
dag

Y 1A/ fA A= . (1)

xAeY/A
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Sei f die Funktion auf H definiert durch
¥ fur xed,
fo= {0 fir xeH\J.
Eine leichte Rechnung, die wir auslassen, zeigt, daf3

Yj | GoPo(1/1 £ (0o

mit der Summe (1) identisch ist. (Es ist zu beachten, daB f auf den Nebenklassen
1A konstant ist.)

Wir befassen uns nun wieder mit dem Fall G=IR. Die Bezeichnungen werden
aus 2.3 iibernommen. Der Schliissel zum Beweis von Satz 3.2 fiir G=R ist das
folgende Analogon zu Lemma 24. Wieder stehe in 3.5, 3.6 £, fir £(R, ).

3.5. Lemma. Sei h eine beschrinkte, nicht-verschwindende Funktion in £,nE,.
Dann gibt es eine mefibare Funktion &:10, co[ —]0, cof mit slgg D(s)= 00, so daf}

fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢ mit a>0 gilt

. ——— 1 1
(1) leﬂlDahl A — duzad 2
® |2 T.D |
(Dabei ist, wie vereinbart, der Integrand Null zu setzen, wo er nicht definiert ist.
Wir bemerken, dall @ von h abhiéngt.)
Beweis. Wegen D hi(u) = ah(au) gilt fiir alle ue R
e T.DAIW) =Tt - DN S 1D =alll - (1

Indem wir ¢ gegebenenfalls durch die offenbar Lebesgue-mefbare Funktion
s—inf{p(t)jt = s} ersetzen, kénnen wir ¢ als isoton annehmen. Mit

S
P(s): = e
o9:=e 7]

gilt dann wegen (1)

1 1
=? (auhuw) =% (Z>

1 1 ——
,,,..:—dug@o( [ 6 TD bl
% T.DH k

w( —
leT;Dam

und wir erhalten

§ b T.D e
B
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Dann hat die Funktion ®:=2n|h||? &, alle gewiinschten Eigenschaften fiir
die Giiltigkeit der Ungleichung (i).

3.6. Satz. Satz 3.2 gilt fir G=IRR.

Beweis. Wir diirfen wie im Beweis von Lemma 3.5 0.B.d.A. voraussetzen, dall ¢
isoton ist. Insbesondere ist ¢ dann lokalbeschrinkt. Wieder sei h die Funktion
h(t)==max (1 —]t|, 0) aus dem Beweis des Satzes 2.5. Sei ¢ die Funktion aus Lemma
3.5. Wieder withlen wir eine Folge (a,,),», reeller Zahlen mit 0<aq,,£1 und den
beiden zusitzlichen Eigenschaften -

il a,, <o (1)
und

Wegen (2) konnen wir eine weitere Folge (I,)r-, reeller Zahlen mit 0</,<1,
mll_{go l,,=0, und mit der weiteren Eigenschaft

i Ra,® (l—) =00 3
m=1 a

m,

finden.

m 1 -4
Zum Beispiel nehmen wir [, = ( > ad (a_» fir grofle m.}
k=1 k

Ferner wihlen wir wie im Beweis von 2.5 eine beschrinkte Folge (¢, -
reeller Zahlen so, daB3 die Funktionen T, D, h paarweise disjunkte Tréiger haben.
Dies ist moglich wegen (1).

SchlieBlich bestimmen wir durch Induktion dhnlich wie im Beweis von 2.5
eine Folge (b,,),,», reeller Zahlen und eine Folge (4,),,», kompakter Teilmengen
von R:

b;=0. Sei 4, eine kompakte Teilmenge von R mit den Eigenschaften

e,

VT, D, b e
A

1743

1 1
R—— dpz %al(P(*)
|T.,D,, “
(siehe 3.5) und

e ——

g1 = izlf LT, D, hl(w)>0.

Seien nun b; und 4; fiir 1 £j<m—1 so bestimmt, dafl
» M
&= inf [17,,T.,D i) >0 @
und

e et
s, T Do) S22~ D (k, jSm—1, k+j,ue A)) 3)
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Dann finden wir eine kompakte Teilmenge A4, von R mit den Eigenschaften

§IT.Do b 9o ———duz 30,0 (b—) ©)
Am |’1:mDamh' m

(siche 3.5) und
tn = inf 1,T, D, (>0 )

Da ¢ lokalbeschriankt ist, zeigt der Konvergenzsatz von Lebesgue zusammen
mit (4), (5) und (7), daB es b,,e R gibt, so daf} mit

A=A, +b,
gilt
1
o—m
(1, m—1)—I(1, m)| =< = lk<m), ©)

wobel wir gesetzt haben

I /\2 1
mi = | iy, T Dahl ¢°7dﬂ,
A L% PR
m |2 1
L,m):= {|Y L, T,D,h oo dp, (k=m).
A lj=1

m T —
Z lebjT;jDajh
j=1

Dariiber hinaus kann man |b,,| so grof§ wihlen, daB3 auch gilt

T
s Te Da ) S 627D (k<m,ue A,), (10)
AnA,=0(k<m), (11
sowie
/\
Wty T D W) <6, 27D (k<m,ue A,). (12)
Aus (6) folgt
3 2 1 > 1 1 13
Aj (Xt Te0 PPl (POX—‘W: 7 Gn® a > (13)
™ X6 T2 Da

und aus (7) erhilt man
. /\
inf {7y, T, Dy, B() =t >0. (14

Wegen (14), (10) und (12) hat man (4) und (5) fir j, ke{1,2,...,m}, j*k, und die
Induktion kann fortgefiihrt werden.



92 E. Hewitt u, G. Ritter

Wir kommen schlieBlich zur Abschdtzung. Aus (4) und (5) folgt

P S e, gk
s, T Lokl @) = 3 ks, T, Da, Hl@)| 2 5 (ueA,) (15)
m*k
sowig
m .,.——v"/\
2 ton T Do Bl) S K, (e Ay, (16)
m=1

wobei K, eine Konstante ist.
Setzen wir abkiirzend
2 1
P du,

@© /\
L, 0= {|Y Lx,L.D,h —
Z lmXbm?::mDamk
m=1

A Im=1

so kann man wegen (16), (15), (4) und der lokalen Beschrianktheit von ¢ den
Konvergenzsatz von Lebesgue nochmals anwenden, wodurch man erhalt

= I(1, o0)| = lim [T, —I(1,7)]. (17)
Wegen (8) und (9) gilt aber fiir r >k

He— I NI =M= L, k) + Z (1, s—1)—Ii(1, s)]

s=k+1
ore .2
<F+FZZ =}2-2'

s=1

Wegen (17) erhilt man also
I, IS 2. (19
SchlieBlich setzen wir
fi= § o, T Duh (19)
Aus der Wahl der Folgen (a,,), (c,) und (I,) folgt, daB} f stetig mit kompaktem

Triéger ist. Da die Reihe rechts in (19) auch in £, konvergiert, gilt fiir deren Fourier-
Transformierte f die Identitit

n oy e
f= % i, TDah.
m=1

Man hat
f12 o..lrd 3 Fgo L
ilf!tp 7 #zgiilfw mdﬂ

= ¥ 11, ). (20
k=1
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Wegen (18) geniigt es hinmit zu zeigen, daB ) I, divergiert. Nun gilt aber

wegen der Isotonie von ¢, (13) und (3) k=1
® 0 e, 1
Y L= Y | bty T Do il oo ————du
k=t k=t A Hexe, Te, Do hl

1
Z Iz 5 ‘ka auhiz(po o — dﬂ
|kaT;kDakh|

Damit ist 3.6 bewiesen.

3.7. Beweis von Satz 3.2 im allgemeinen Fall. Wegen 34 diirfen wir annehmen,
dal G=IR"x H ist, wobei nz 1. Deshalb hat G die Gestalt G=Rx G,, wobel
wir Go=R" ! x H gesetzt haben. Sei 0, das in 12 definierte Haarsche MaB
auf der Dualgruppe X, von G, und sei f eine Funktion aus €(R) wie in Satz 3.6:

100 {75 du=o0- (1)
Ferner sei f, eine Funktion aus €(G,) mit der Eigenschaft
6,(8)>0, 2
wobei B fiir die Menge
={xoeXo:3 =)l =1} 3

steht. SchlieBlich sei g die Funktion auf (R x G,) definiert durch
g(x, x0): = f(x) folxo) -

Wir diirfen annehmen, daB ¢ isoton ist (siche Beweis von Lemma 3.5). Wegen (3),
(1) und (2) gilt dann

o )0

1 1

= 5z ] [TW@tor (, o fow) dudbo(zs)
1 2

2 g ] 1100 (7 dudtutro)

=0,

38. Bemerkung Im Fall einer diskreten Gruppe G gibt es kein Analogon zu Satz 2.1,
denn in diesem Fall gilt 8(X)=1 und man hat deshalb fe LX) fir alle fe€(G)
und alle p>1. Man kann fragen, ob es ein Analogon zum Satz von Gronwall
im diskreten Fall gibt, d.h. kann man ein trigonometrisches Polynom p auf der
kompakten Gruppe X finden, mit der Eigenschaft

25, 1 o0 i
)§|pitp " d0=0o0? n
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DaB dies im allgemeinen nicht der Fall ist, lehrt das Beispiel einer beliebigen
unendlichen, diskreten Gruppe G, deren Elemente alle endliche Ordnung haben.
Dann hat jeder Charakter von X endliche Ordnung, nimmt also nur endlich viele
Werte an. Dasselbe gilt dann fiir jedes trigonometrische Polynom auf X, so dall
das Integral in (1) endlich sein muB. Die Frage bleibt jedoch z.B. fiir die Gruppe Z
offen. Wir werden sie hier nicht weiter verfolgen.

4, Der Satz von Orlicz-Paley-Sidon

4.1. Erlduterungen. Im Jahr 1932 wurde der folgende Satz unabhéngig und simuitan
von Orlicz [10], Paley [11] und Sidon [15] auf drei verschiedene Arten bewiesen:
Sei (x,),ez irgendeine Folge, die nicht in [, ist. Dann gibt es eine Funktion f' e §(T),
sodaB Y |f(n)x,|=o0.

nek

Dies ist vielleicht alles, was man iiber die GroBe von f fiir f e @(T) sagen kann.

4.2. Das Analogon zum Orlicz-Paley-Sidon’schen Satz gilt fiir alle kompakten
(nicht notwendig abelschen) Gruppen; siehe die (€, K)-Stelle in der in [6], Vol. 11,
pp. 410411 aufgefithrten Tabelle. Fiir den abelschen Fall stammt der Satz von
Edwards [4]. Da der Satz auch unter etwas allgemeineren Voraussetzungen
gilt, und da der Beweis verhiltnisméBig kurz ist, erlauben wir uns, einen Beweis
hier aufzufiihren.

4.3. Bezeichnungen. In 4.3-4.5, sei A ein lokal-kompakter Hausdorffscher Raum
mit einem endlichen, nicht-negativen, reguliren Borel-MaB p=0. Sei @ eine Menge
komplex-wertiger, p-integrabler Funktionen auf A4, fiir welche es eine positive
Konstante o gibt, so dafl

a<lo(t)] )

fiir alle pe® und alle te 4 gilt. Sei P die Gruppe T® aller T-wertigen Funktionen
auf @, versehen mit der Produkttopologie und der koordinatenweise definierten
Gruppenstruktur. Wir schreiben die Elemente von P in der Form ¢=(c¢(9)) o
Sei 4 das normierte Haar-Mal auf P. Die Projektionen n,:P—T(r (c): =c(p))
sind Charaktere von P und bilden bekanntlich eine Sidonsche Menge in der
Charaktergruppe von P. (Siehe z.B. [6], Vol. 11, (37.5).) Deshalb ist die Menge
{n, lpe®}eine A,-Menge ([6], Vol. 11, (37.10)), und damit gibt es eine Konstante x
mit der Eigenschaft

(Z ih(¢))2)”2§x§

ped P

> h(co)c(q»)jdx(c) %)

ged
fiir alle komplexwertigen Funktionen h auf ¢ mit endlichem Triger.

4.4. Satz. Sei w eine nicht-negative, reelle Funktion auf ® mit der Eigenschaft,

daf Y w(p)*=oo.
D
Damq;E gibt es ein feQy(A), so daf

0o Y /j{ f(t)<p(t)dp«t)\w<qo)=oo.

ped
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Beweis. Nehmen wir an, (i) gelte nicht. Dann hat man fiir jedes ce P, jede endliche
Teilmenge 4 von @ und jedes feCy(A4)

ILadDI=| T elolio) | fOpldut)| < T

A ped

ped

£ S Oondu(t) | we)< oo .

Die bedeutet, da} die Familie der linearen Funktionale {L, ,:4 endliche
Untermenge von &, ce P} beschriankt in jedem Punkt des Banachschen Raumes
Ey(A) ist. Aus dem Prinzip der gleichmiigen Beschriinktheit erhilt man, daB
die Normen dieser Funktionale beschrinkt sind:

sup Ly d{f)=K<c0. ®
ezt

Die linearen Funktionale L, . sind beschrinkte Radon-MaBe auf 4. Bekanntlich

ist sup |L, (f) die MaB-Norm von L, . Aullerdem hat L,  die Dichte-

Iflles1
funktion Y c(@)w(@)e(t) beziiglich u. Folglich gilt

ped
£ ZA 6(<P)W(<P)<p(t)ldu(t)= ”fS”llp 1 1L,
Somit impliziert (1)
£ ZA (@)(@)p(t) ! dut)SK <o )

fiir alle endlichen 4 C @ und alle ceP.

Nun haben wir fiir alle te 4

(Z wz(@) 2= ’;;(Z ﬂﬂzwz(@))“2

ged ped
_1_ 2\1/2 3
<2 (Z totomior) . o)
Aus 4.3.2 und (3) bekommen wir
(Zw@)'s 1] T o0moxio)|diic). @

Integrieren wir (4) iiber 4, und wenden den Satz von Fubini sowie (2) an, so
erhalten wir

WA 3 wzw))‘/z.;s. iy POWIelg) |du()H()
ped Xpy ped
< Kx 8
o
Wegen u=0 ist deshalb
Y wigp)< o,
ped

4.5. Bemerkung. Von Satz 44 gilt keineswegs die Umkehrung. Diese gilt aber
natiirlich immer dann, wenn ¢ sogar ein Orthonormalsystem in £,(4, p) ist.
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4.6. Satz (Orlicz-Paley-Sidon-Edwards). Sei J eine kompakte, abelsche Gruppe
mit Dualgruppe Z, und sei w eine nicht-negative Funktion auf Z. Die Ungleichung

® 2; W)l S0l < o0

gilt fiir alle fe®(Jy dann und nur dann, wenn wel,{Z).
Beweis, Klar wegen 4.4 und 4.5.

4.7. Bemerkung. Im Falle G=IR licgen die Verhiltnisse etwas komplizierter.
Hier kann man zu jeder Funktion ¢:IR~[0, co[ mit

tlirg d(t)=00 oder ’lir_naO P(t)=o0

eine stetige Funktion w:R—[0, co[ mit den Eigenschaften w<¢ und we g,\g,
finden. Dann gilt natiirlich w f € £, fiir alle f e € (R).

Zusatz bei der Korrektur

Nach der Fertigstellung des Manuskripts erfuhren wir, daB3 Satz 2.1 im Falle der Kreislinie bereits
durch Lynette M. Bloom {J. Austr. Math, Soc. 17, 319—331 (1974)] bewiesen wurde. Wir rdumen
ihr hiermit gern die Prioritiit fiir diesen Fall ein.
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