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Kapitel 1

Maximale Flisse in Netzwerken

Wir flihren in diesem Abschnitt den Begriff eines Flusses in einem Transportnetzwerk
ein. In vielen Anwendungen mochte man ein Gut durch ein Netzwerk mit beschrankten
Kapazitaten transportieren (Wasser, Gas, Autos, etc.).

Definition 1.1. Ein Fluss Netzwerk besteht aus Digraph G = (V,E), Kanten-
Kapazitdten u(e) > 0,e € E(G) und 2 ausgezeichneten Knoten s (Quelle) und t (Senke).
Bezeichnung: (G,u,s,t).

Definition 1.2 (Fluss, Zirkulation, s, t-Fluss). 1. Ein Fluss bzgl. (G, u) ist eine Kan-
tenbewertung f(e) > 0,e € E(G), mit f(e) < u(e) fiir alle e € E(G) (Kapazi-
tatseinhaltung). Ein Fluss f erfiillt die Flusserhaltungsgleichung in Knoten v falls

Ausfluss aus v = Hinfluss in v ist, also

Zf Zf

ecdt(v ecd—

2. Hine Zirkulation oder Stromung ist eine Kantenbewertung , die in jedem Knoten
die Flusserhaltungsgleichung erfiillt (negative Werte zugelassen).

3. EHin s,t-Fluss im Netzwerk (G,u,s,t) ist ein Fluss f, der in allen Knoten v # s,t
die Flusserhaltungsgleichungen erfiillt. Der Wert v(f) von f ist der Nettoausfluss

aus der Quelle, d.h.
= ) fle Z fle

ecdt(s) ecd(s)

Anschauung;:
e Kanten e = Rohren, Kapazitdat u(e) = “Dicke” der Rohren

e f(e) = Fluss einer Fliissigkeit pro Zeiteinheit durch Querschnitt der Rohre, durch
u(e) beschrankt

e Flusserhaltung = unterwegs geht nichts verloren und kommt nichts hinzu.

Kantenbewertung f(e), e € E(G), ist Vektor f € RE(C)
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—0 =, — 1=,

/2 T~ /2 ~n

Einflussinv =5 = Ausfluss aus v Einflussinv =4 = Ausfluss aus v

Abbildung 1.1: Illustration der Flusserhaltung eines Flusses und einer Zirkulation im Kno-
ten v.

Abbildung 1.2: Illustration eines Flussvektors.

Zykelraum

Wir betrachten einen ungerichteten elementaren Kreis C eines Digraphen G = (V, E). Wir
bezeichnen mit {(C) € {—1,0,1}8(6) den Inzidenzvektor von C so dass gilt (bzgl. fester

Orientierung von C)

1, falls e eine Vorwértskante (VK) von C,
Ce(C) = —1, falls e eine Riickwértskante (RK) von C, (1.1)

0, wenn e ¢ C.

Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 1.3. Betrachte den Digraph in Abb. Der Kreis C mit Orientierung ist rechts
abgebildet.

Der zugehérige Inzidenzvektor ergibt sich mittels Definition (|1.1)) zu:

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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7

(a)

2)
3)e— He———C

Abbildung 1.3: Kreis C mit Orientierung in G.

C12 0
Ci3 0
(24 1
ao= | =]
(a6 0
Cs3 1
(54 —1
Ce5 0

Definition 1.4 (Zykelraum (cycle space)). Der Zykelraum von G ist der von den Inzi-
denzvektoren von elementaren Kreisen erzeugte Untervektorraum von RE(G),

Stromungen, Zykelraum und Dekompositionssatz

| Lemma 1.5. fist Stromung in G & f ist im Zykelraum von G.

Beweis. Strémungen bilden Untervektorraum von RE(G)

e f,g Stromungen = f + g ist Stromung.
e f Stromung, o € R = «of ist Stromung.

Wir zeigen zunachst: Der Zykelraum ist ein Untervektorraum der Stromungen. Jeder In-
zidenzvektor eines Kreises ist eine Stromung. Somit sind die Linearkombinationen von
Inzidenzvektoren von Kreisen Strémungen.

Als nachstes zeigen wir: Stromungen bilden einen Untervektorraum des Zykelraums. Wir
zeigen: jede Stromung ist Linearkombinationen von Inzidenzvektoren von Kreisen.
Beweis durch Induktion nach der Anzahl der Kanten e mit f(e) # 0. Induktionsanfang:
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1
[,
—_

OO OO0+

Abbildung 1.4: Illustration eines Zykels.

f(e) = O fiir alle e = f = 0 = f ist Linearkombinationen von Inzidenzvektoren von
Kreisen.

Induktionsschluss: Sei f # 0 eine Stromung. Betrachte eine Kante ey = (u,v) mit f(ey) # 0,
0.B.d.A. f(ey) > O (sonst betrachte —f). Flusserhaltung in v impliziert dass es eine zu v
inzidente Kante e; = (v, w) gibt mit f(e;) > 0 oder e; = (w,v) mit f(e;) < 0.

>0 >0 >0 <0
( ——=(v) >@ oder®—>®<—@

Abbildung 1.5: Illustration des obigen Arguments.

Fortsetzung des Arguments mit w liefert nach endlich vielen Schritten (ungerichteten)
Kreis C mit f(e) > 0 auf Vorwértskanten und f(e) < 0 auf Riickwértskanten. Sei

@ >O>® >O <O ?

Abbildung 1.6: Illustration des enstehenden Kreises.

¢ := min{|f(e)|: e € E(C)}.

Nach Konstruktion ist g := f — e((C) eine Strémung mit weniger Kanten mit g(e) # 0
als f. Auf g trifft die Induktionsvoraussetzung zu und somit ist g Linearkombination von
Inzidenzvektoren von Kreisen. Daher ist f = g + €((C) auch eine Linearkombinationen

von Inzidenzvektoren von Kreisen. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Satz 1.6 (Dekompositionssatz fiir s, t-Fliisse, Ford-Fulkerson 1962). Sei f # 0 ein s, t-Fluss
in (G,u,s,t) und es gelte v(f) > 0. Dann gilt:

1. fist positive Linearkombination von (Inzidenzvektoren von) gerichteten s, t-Wegen

und gerichteten Kreisen
2. die Anzahl der Wege und Kreise kann auf hochstens m beschrankt werden

3. ist f ganzzahlig, so konnen die Koeffizienten in der Linearkombination als ganz-
zahlig gewahlt werden

Bewets. Fiige zu G die Kante (t,s) hinzu und setze f(t,s) := v(f). (Es konnte sein, dass
G die Kante (t,s) schon enthéilt, dann setzt man f(t,s) := f(t,s) + v(f) und argumentiert
ansonsten analog.)

G +(ts)

v(f)

Abbildung 1.7: Illustration des Beweises des Dekompositionssatzes.

Somit ist f eine Stromung in G + (t,s) und es gilt f > 0. Wie in der Konstruktion der
Linearkombination im Beweis von Lemma gibt es nur Vorwartskanten und € > 0
(ganzzahlig bei ganzzahligen Flusswerten f(e)). In jedem Induktionsschritt kénnen wir
€ > 0 abziehen so dass ein Kantenwert in G zu 0 wird. Die resultierende Stromung f in
G+ (t, s) ist somit eine positive Linearkombination von maximal m gerichteten Kreisen in
G + (t, s). Solche Kreise, die die Kante (t, s) enthalten, sind in G gerichtete s, t-Wege. [

Beispiel 1.7. Wir geben ein Beispiel eines Ausgangsgraph mit s, t.

Abbildung 1.8: Anwendung des Dekompositionssatzes.
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®
o]
S
o

Abbildung 1.9: Zerlegung in Wege und Kreise.

fs1 3 1 0 0
fs2 2 0 1 0
f1o |1 B 0 0 1
iy F= 03 =31 * %ol " Yo
; 1 0 0 1
2l 2 0 1 0
foe o o — _

Abbildung 1.10: Linearkombination des Dekompositionssatzes.
Der Begriftf Fluss ist kantenweise definiert. Der Dekompositionssatz gibt eine fluss- oder

wegorientierte Sicht: wie fliesst der Fluss von s nach t, welche Wege und Kreise benutzt
er.

Losbarkeit des Max-Fluss Problems

Maximum Flow Problem (MFP)
Instanz: Netzwerk (G, u,s,t)
Aufgabe: Finde s, t-Fluss mit maximalem Wert.

| Proposition 1.8. Das MFP hat eine optimale Losung.

Beweis. Betrachte s, t-Fliisse als Vektoren und sei X C RF(6) die Menge dieser Vektoren.
Es gilt X # (0, da 0 € X. Weiterhin ist X beschrankt, da

xc [T bule

ecE(G)

Nebenbedingungen an f sind iiber = und < definiert somit ist X abgeschlossen. Also: X
ist nichtleere kompakte Teilmenge von RE(G), Die Zielfunktion v(f) ist linear, also stetig.

v(f) nimmt das Maximum auf X an. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Der Max-Flow Min-Cut Satz

Wir werden nun den (evtl. aus Optimierung II bekannten) Max-Flow Min-Cut Satz kon-
struktiv beweisen.

1.4.1 Kapazitat von Schnitten

Zur Erinnerung: ein s,t-Schnitt ist eine Knotenmenge A mit induzierter Kantenmenge
5T(A) C E(G) mit s € A und t ¢ A. Die Menge 61 (A) sind die Vorwartskanten des

Schnittes (raus aus A).
Definition 1.9. Die Kapazitat des s, t-Schnittes A ist

ecdt(A)

also die Summe der Kapazitaten der Vorwartskanten des Schnittes. Ein minimaler s, t-

Schnitt in (G, u,s,t) ist ein s, t-Schnitt mit minimaler Kapazitat bzgl. u.

Lemma 1.10. Fiir jeden s, t-Schnitt A und jeden s, t-Fluss f gilt

vif)= ) f Z f(e

ecdT(A) ecd—(A)

Beweis. Berechnung von v(f) ergibt die Gleichung

= ) fle) Zf

ecdt(s) ecd™
=2 Zf Zf »
vEA \e€dt(v ecd™

da Flusserhaltung in allen Knoten v #s,t und t ¢ A gilt.
Der letzte Term ist gleich

vif)= > fle)— > fle),

ecdt(A) ecd—(A)

da jede Kante (x,y) mit x,y € A einmal positiv und einmal negativ in der vorigen Summe
gezdhlt wird. Die Ungleichung v(f) < c¢(A) folgt nun aus

0 < f(e) < ufe) fiir alle e € E(G).
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Obiges Lemma zeigt, dass der Flusswert nie die Kapazitat eines Schnittes iiberschreiten
kann. Tatsachlich wird sogar Gleichheit angenommen, wenn f ein maximaler Fluss und A
ein minimaler Schnitt ist. Das ist die wesentliche Aussage des Max-Flow Min-Cut Satzes.
Um den Satz algorithmisch konstruktiv zu beweisen benotigen wir noch weitere Vorberei-

tungen.

1.4.2 Residualgraph und augmentierende Wege

Definition 1.11 (Residualgraph). Aus einem Digraph G entsteht der Digraph G durch

Hinzufligen aller Kanten in umgekehrter Richtung (parallele Kanten mdglich).
1. die urspriingliche Kante e € E(G) heisst Vorwértskante (VK)

2. die hinzugefiigte Kante e in umgekehrter Richtung heisst Riickwartskante (RK)
zu e

Sei f ein s, t-Fluss in (G,u,s,t). Die Residualkapazitdt bzgl. u und f ist die Kantenbe-

wertung us auf G mit

us(e) :=u(e) — f(e) fiir alle e € E(G)
us(e™) := f(e) fiir alle e € E(G)

Der Residualgraph zu G, u, f ist der Teilgraph G von G mit

V(G¢) == V(G)
E(Gr) :={e € E(GT)| ur(e) > 0}

Augmentieren eines Flusses f entlang eines s, t-Weges oder Zykels W in G¢ um den Wert

v ist die Verdnderung von f in G gemaf

f(e) :=f(e) +v, falls e € E(W) VK.
f(e) .= f(e) — v, falls e~ € E(W) RK.

Ein f-augmentierender Weg (Fluss erhohender Weg bzgl. ) ist ein elementarer gerichteter
s, t-Weg in Gy.
Wir geben in Abbildung ein Beispiel an.

Bemerkung 1.12. In dem Beispiel von Abbildung enthédlt G keine gerichteten
Wege, entlang derer man Fluss erhohen kann. Es ist also sehr wesentlich, gerichtete
Wege im Residualgraphen zu betrachten (oder, dquivalent dazu, Wege mit VK und RK
in G). Riickwartskanten sind also essentiell.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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CL, R gﬁ sé)/ ﬁD

f(e)/u(e) \A®/ v(f)=5

w
3/3 3/3

Q.7 VWE v O

1 3/3 3/3
v(f)=6

Abbildung 1.11: Augmentierung von f entlang W um vy = 1.

1.4.3 Der Ford-Fulkerson Algorithmus

Eingabe: Netzwerk (G,u,s,t).
Ausgabe: Maximaler s, t-Fluss f.
Methode:

f(e) := O fiir alle Kanten e € E(G)

while es gibt f-augmentierenden s, t-Weg W do
ermittle minimale Residualkapazitdt v von W, v := min{u¢(e)le € E(W)}

augmentiere f entlang W um vy.
end

return: f
Algorithm 1.4.1: Ford-Fulkerson Algorithmus

Wir wenden den Ford-Fulkerson Algorithmus auf der Beispielinstanz in Abbildung
an.

Wir halten einige Beobachtungen zum Algorithmus fest.

1. Nach jeder Augmentierung entsteht wieder ein s, t-Fluss mit einem um y hdéheren

Flusswert.
e ein gerichteter Weg W in Gy entspricht einem ungerichteten Weg in G mit VK
und RK

e Augmentierung entlang W = Erhéhung auf VK, Erniedrigung auf RK, jeweils

um vy und dies erhalt die Flusserhaltungsgleichungen in den Knoten
e Fluss f(e) bleibt wegen Wahl von vy zwischen 0 und u(e)

e Augmentierung erhéht v(f) um vy
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5
u(e)

Abbildung 1.12: Beispielinstanz — Volle Rechnung in der Vorlesung.

—+Y4>O<17—Y— —+Y4>Of+v—l>

VK RK VK VK
<1——Y—O—+y—|> <1—-y40<1__y_
RK VK RK RK

Abbildung 1.13: Einhaltung der Flusserhaltung.

OO

VK RK

Abbildung 1.14: Augmentierung um vy > 0.

2. Die Existenz bzw. Ermittlung f-augmentierender s,t-Wege kann mit Breitensu-

che/Tiefensuche in G¢ in O(m) Zeit erfolgen. Mn startet in s und stoppt, wenn

t erreicht bzw. wenn es nicht mehr weiter geht.

3. Der Erhchungswert vy kann klein sein und viele Iterationen erfordern.

4. Bei irrationalen Kapazitdten gibt es Beispiele, in denen der Algorithmus nicht ein-

mal terminiert und die Folge der Flusswerte nicht gegen den optimalen Flusswert

konvergiert (Ubung).

5. Frage: Ist der gefundene Fluss bei Abbruch maximal?

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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0/N 0/N
oWk IO
0/N J;O/N

f(e)/u(e)

Abbildung 1.15: Beispiel von 2N augmentierenden Wegen mit Wert y = 1.

1.4.4 Optimalitatskriterium fiir maximale Fliisse und der Max-Flow Min-Cut
Satz

Satz 1.13 (Optimalitatskriterium fiir maximale s, t-Fliisse). f ist maximal & es gibt keinen

f-augmentierenden s, t-Weg.

Beweis. =: klar, da ein f-augmentierender s, t-Weg den Flusswert erhoht.

&: Definiere
R:={v € V(G)| es gibt gerichteten s,v — Weg in G¢}.

Es folgt direkt s € R, t ¢ R, das heisst das R ein s, t-Schnitt ist.

Abbildung 1.16: s, t-Schnitt R.

Fiir Kante e = (x,y) € 87(R) in G gilt f(e) = u(e), da sonst y € R gilt. Fir Kante
e=(u,v) € 5 (R) in G gilt f(e) =0, da sonst u € R gilt.
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v(f)= > fle)— > fle)

Somit folgt

= C(R))
und mit Lemma (v(f) < ¢(R) fiir alle Fliisse f) folgt dass f optimal ist. O
Satz 1.14 (Max-Flow Min-Cut Satz, Ford-Fulkerson 1956, Elias, Feinstein, Shannon 1956).

In (G,u,s,t) ist der maximale Flusswert v(f) eines s,t-Flusses gleich der minimalen
Kapazitat eines s, t- Schnittes, d.h.

max v(f)= min c¢c(A).
f s,t-Fluss A s-t Schnitt

Wir erhalten eine wichtige Folgerung.

Korollar 1.15. Sind alle Kapazitdten ganzzahlig, so terminiert der Ford-Fulkerson Al-
gorithmus nach O(U - m?) Zeit mit einem ganzzahligen maximalen Fluss mit Flusswert

v <m- U, wobei U := maxecg u(e).

Bewets. In jedem Schritt wird der Flusswert um mindestens 1 erhoht. Die Kapazitat eines

minimalen Schnittes ist hochstens m - U. O

Sdtze vom Menger Typ

Satz 1.16 (Menger 1927, Kantenversion). Sei G gerichtet oder ungerichtet, seien s,t
zwei verschiedene Knoten aus V(G) und k € N. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt k paarweise kantendisjunkte (gerichtete, falls G gerichtet) s, t-Wege.

2. t ist auch nach Weglassen von beliebigen k — 1 vielen Kanten von s erreichbar.

Bewess. [Il =[2l: klar.

2l ={7}: 1. Fall: G sei gerichtet.

Betrachte das Fluss Netzwerk (G, u,s,t) mit u(e) = 1 fiir alle Kanten e € E(G). Mit der
Vorraussetzung [2| folgt, dass jeder s,t-Schnitt A die Bedingung c(A) > k erfiillt. Somit
gibt es einen ganzzahligen s, t-Fluss mit Flusswert v > k. Es folgt, dass der (benutze
u(e) =1, Dekompositionssatz) Fluss in mindestens k paarweise kantendisjunkte gerichtete
s, t-Wege (und ggf. Zykel) zerlegt werden kann; also gibt es k paarweise kantendisjunkte
gerichtete s, t-Wege.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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2. Fall: G sei ungerichtet.
Ersetze jede Kante e durch folgendes Konstrukt um die gerichtete Version anwenden zu

kénnen:

Abbildung 1.17: Illustration der Konstruktion.

Dies ergibt Digraph G’. Wir halten folgende Beobachtung fest:
es gibt in G, jeweils genau einen Weg der von v nach w fiihrt und umgekehrt. (%)

Mit Voraussetzung [2| gilt, dass s und t in G nach Weglassen von k — 1 Kanten weiterhin
verbunden sind.

Behauptung: es gibt gerichteten s,t-Weg in G’ nach Weglassen von beliebigen k — 1 ge-
richteten Kanten aus G’.

Zum Beweis der Behauptung:

Betrachte die Konstrukte in G’, in denen die weggelassenen Kanten liegen und entferne
in G die zugrunde liegenden (ungerichteten) Kanten. Dies sind hochstens k — 1 Stiick.

= in G existiert immer noch ein s, t-Weg W
= in G’ existieren fiir die Kanten aus W die zugehorigen Konstrukte

= es gibt gerichteten s,t-Weg in G’

Behauptung mit Beweis von Fall 1 ergibt, dass in G’ k paarweise kantendisjunkte ge-
richtete s,t-Wege existieren. Diese miissen wegen @) in einem Konstrukt genau einen
v, w-Weg belegen. Die zugehorigen Kanten e in G bilden ein System von k paarweise
kantendisjunkten ungerichteten s, t-Wegen. 0

Bemerkung 1.17. Umgekehrt folgt aus dem Satz von Menger der Max-Flow Min-Cut
Satz fiir rationale Kapazitdten (wir haben ihn bereits fiir reellwertige Kapazitaten be-

wiesen).

Satz 1.18 (Menger 1927, Knotenversion). Sei G gerichtet oder ungerichtet, seien s,t
zwei verschiedene Knoten aus V(G) und k € N. Weiter sei die Kante s — t (bzw. s — t

falls G ungerichtet) nicht in G. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt k paarweise knotendisjunkte (gerichtete, falls G gerichtet) s, t-Wege.
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2. t ist auch nach Weglassen von beliebigen (von s und t verschiedenen) k — 1 vielen
Knoten von s erreichbar.

Bewets. [} ={2] ist wieder klar; 2] ={T1]: 1. Fall: G ist gerichtet.
Transformiere G wie folgt (fiir v # s,t) um die Kantenversion von Menger anwenden zu
konnen — dies ergibt Graph G'.

O = O—
O—~0 = O—Q O

Abbildung 1.18: Illustration der Konstruktion.

Behauptung: G erfiillt [2| bzgl. Knotenversion = G’ erfiillt 2| bzgl. Kantenversion.

Der Rest des Beweises findet in einer Ubungsaufgabe statt.
2. Fall: G ist ungerichtet: Riickfliihrung auf gerichtete Kantenversion durch dhnliche Trans-
formation, aber ersetze Kanten durch das Konstrukt aus dem Beweis von Satz O

Bemerkung 1.19. Interpretation der Menger-Sédtze in Strafennetzen: um s und t zu
trennen, muss man soviele Strafen/Kreuzungen sperren wie es paarweise kantendisjunk-
te/knotendisjunkte s, t-Wege gibt.

Algorithmus von Edmonds und Karp

Der Edmonds-Karp Algorithmus spezifiziert die Wahl der f-augmentierenden Wege im
Ford-Fulkerson Algorithmus:

e Waihle kiirzesten f-augmentierenden Weg bzgl. Anzahl der Kanten

e erreichbar durch BFS im Residualgraphen Gy.

Satz 1.20 (Edmonds-Karp 1972). Der Edmonds-Karp Algorithmus bendtigt maximal
m - n/2 augmentierende Wege (bei beliebigen Kapazitdten u(e)), ermittelt also einen
maximalen Fluss in O(m?2n) Zeit.

Beweisidee. Engpasskante in einem f-augmentierenden Weg entspricht Kante e mit kleins-
ter Residualkapazitdt, d.h. v = u¢(e).

Behauptung: eine Kante e € E(G) kann hochstens n/4-mal als Engpasskante auftreten.
Daraus folgt: maximal [E(G7)|-n/4 = 2m - n/4 = m - n/2 augmentierende Wege. Die
Suche eines Weges mit BFS in G; geht in O(m) Zeit. Somit erhalten wir eine Laufzeit von
O(m?n) insgesamt. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Der Beweis der Behauptung ist nichttrivial.

Lemma 1.21. Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

e Sei f1,f,... eine Folge von s, t-Fliissen in G und sei Gy, der zu fy gehorige Resi-

dualgraph.
o W sei kiirzester s, t-Weg bzgl. Kantenzahl in Gy, .
o fi 1 entstehe aus fy durch Augmentierung entlang Weg Wy.

Dann gilt:

1. Die Lange der Wege steigt schwach monoton, d.h. [E(Wy)| < [E(Wi1)| (schwache
Monotonie).

2. [E(Wy)| + 2 < |E(W,)]| fiir alle k < r so dass Wy U W, ein Paar entgegengesetzter
Kanten e, e enthilt (starke Monotonie).

Beweis. Zulll:
Betrachte
Gk := (W + Wy, 1) — entgegengesetzte Kanten

(+ im Sinne einer Linearkombination, d.h. Kanten kénnen doppelt vorkommen). Wir

geben ein Beispiel.

Wi+ Wi

s A/\»A/»\» +
Wi > Wi B

6y

Abbildung 1.19: Beispielhafte Situation fiir Wy + Wi 1.

Wir zeigen nun mehrere Eigenschaften.

(a) E(Gk) € E(Gy,) (hier ist nur der einfache Graph ohne “doppelte Kanten” gemeint):
Es gilt, dass Wy Teilgraph von Gy, ist, und Wy ist Teilgraph von Gy, ,. Angenommen,
es gibt eine Kante e € E(Gy) \ E(Gy, ). Wegen der Definition von Gy folgt, dass e €
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E(Wit1) \ E(Gy, ). Es folgt, dass e neu dazu kommt, also ist e entgegengesetzte Kante
einer Kante e’ € Wy C E(Gy, ). Solche Paare entgegengesetzter Kanten wurden aber in Gy
geloscht, Widerspruch.

(b) Gy enthalt 2 kantendisjunkte s, t-Wege Pq, P, denn G, := Gy + 2 mal Kante (t,s) ist
Eulersch im gerichteten Sinne.

Wdh. aus Optimierung II (Kapitel 10):

| Definition 1.22. Ein Digraph G ist Eulersch :& fiir jeden Knoten v ist |67 (v)] = [57 (V).

Korollar 1.23 (Korollar aus Satz bzgl. Euler-Algorithmus). Ein Eulerscher (gerichteter)
Graph ist kantendisjunkte Vereinigung von (gerichteten) elementaren Kreisen.

Mit dem Korollar folgt, dass G, kantendisjunkte Vereinigung von (gerichteten) elementa-
ren Kreisen ist. Somit enthélt fiir jede der beiden zugefiigten Kanten (t,s) der Graph Gy
einen s,t-Weg P;,i = 1,2, und diese Wege sind kantendisjunkt in Gy.

Mit (a) folgt, dass P;,P, fy-augmentierend sind. Die Wahl von W als kiirzester fy-

augmentierender Weg impliziert

[EWiI < [E(P1)], [E(Wi] < [E(P2)]
= 2[EWi)l < [E(PD[+ [E(P2)] < [E(Gi)| < [E(WA)[ 4 [E(Wieta )
= [EW)| < [E(Wiep)|

Zu2l:

Betrachte k, r so, dass Wy + W, ein Paar entgegengesetzter Kanten enthéalt, aber W; +W;
fiir k < i < r kein Paar entgegengesetzter Kanten enthdlt (wegen , also Monotonie der
Zwischenwerte, reicht es [2| fiir solche Paare zu zeigen). Betrachte wieder Gy := (Wx +
W, ) — entgegengesetzte Kanten.

(c) E(Gy) C E(Gy,)-

Angenommen, es gibt eine Kante e € E(Gy) \ E(Gy, ). Da Wy ein Teilgraph von Gy ist,
muss wegen der Definition von Gy gelten: e € E(W;) \ E(Gy, ). Somit kommt e neu dazu,
also ist e entgegengesetzte Kante einer Kante e’ in Wj fiir ein j = k,k+1,...,r— 1. Mit
der Wahl von k, r folgt dass e’ € E(W,), somit fallen e’, e in Gy raus, Widerspruch.
Entsprechend zu (b): Gy enthélt 2 kantendisjunkte s, t-Wege Py, P;.

(c) impliziert, dass Py, P, jeweils fy-augmentierend sind. Somit folgt:

2[E(Wi)I < [E(P1) + [E(P2)] < [E(GK)]
< [E(Wi)l + [E(Wh)| — 2,

da mindestens ein Paar Kanten entfernt wurde. Es folgt: [E(Wy)| + 2 < |E(W,)]. O

Beweis der Behauptung mit Lemma [1.21 Betrachte Kante e. Sei W;,,W,,,... die Se-
quenz der Wege im Algorithmus, die e als Engpasskante enthalten. Betrachte zwei auf-

einanderfolgende Wege Wi, W, , der Sequenz. Weil e eine Engpasskante ist, gilt dass

j+1

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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die umgekehrte Kante e’ zu e in GfAlj ., enthalten ist, e jedoch nicht. Es folgt mit der
Eigenschaft, dass e wieder in Wj,,, vorkommt, dass es einen augmentierenden Weg Wy
mit i < k < ij,1 gibt, der e’ enthélt, so dass e wieder in Gfij” auftritt. Aus Lemma ﬂ
folgt:

[E(Wi)l+4 < [EW)I+2 < [E(W4, )l <n—T,

+1

da alle Wege elementar sind. Somit gibt es héchstens n/4 Pfade in der Sequenz, die e als

Engpasskante enthalten. O

Algorithmus von Dinic

Edmonds-Karp zeigt: kiirzeste augmentierende Wege sind giinstig. Konsequente Ausnut-
zung: betrachte alle kiirzesten augmentierenden Wege gleichzeitig.

Definition 1.24. Ein Schichtgraph (Levelgraph) LGy ist definiert als der Graph aller
kiirzesten (bzgl. Kantenzahl) gerichteten s,t-Wege im Residualgraph Gf. Ein Blockie-

render s, t-Fluss in LGy ist ein s, t-Fluss f’, der auf jedem s,t-Weg in LG; eine Kante
sattigt, d.h. f'(e) = us(e).

Level 1 Level 2 Level i

Abbildung 1.20: Level i = Menge aller Knoten mit Abstand i von s. LGy ist azyklisch
und Kanten existieren nur zwischen benachbarten Leveln.

Bemerkung 1.25. Blockierende Fliisse sind i.a. nicht maximal, siehe folgendes Beispiel.
Jedoch sind sie im Schichtgraphen einfach zu ermitteln in Zeit O(n-m) (siehe Alg.[1.7.2)).

1/2 —l>0\

2/2 1/2
s 1/1 ¥ k?lockler'e'nd,
nicht maximal
1/2 2/2
\QC— 1/2 f(e)/u(e)

Abbildung 1.21: Blockierender Fluss der nicht maximal ist.



24 | Kapitel 1. Maximale Fliisse in Netzwerken
Blockierende Fliisse sind die Grundlage des folgenden Algorithmus von Dinic.
Eingabe: Flussnetzwerk (G,u,s,t).
Ausgabe: Maximaler s, t-Fluss f.
Methode:
f(e) := 0 fiir alle Kanten e € E(G)

while es gibt f-augmentierenden s, t-Weg W do
konstruiere blockierenden Fluss f’ in LGg.

augmentiere f um f’.
end

return: f
Algorithm 1.7.1: Dinic Algorithmus

Bei obigem Algorithmus meint natiirlich “augmentiere f um f’”, dass wir folgende Werte
setzen:
(e) + f'(e) fiir alle e € E(LGf) N E(G)

f

'(e) fiir alle e € E(G) mit e~ € E(LGy).

Satz 1.26. Der Algorithmus von Dinic terminiert nach maximal n — 1 Iterationen und

gibt einen maximalen Fluss aus.

Bewets. Wenn der Algorithmus terminiert, existiert kein f-augmentierender Weg mehr.

Mit Satz ist der Algorithmus also korrekt.

Nun zeigen wir die Laufzeitschranke. Sei f der Fluss vor einer Iteration der Hauptschleife

und f der augmentierte Fluss nach der Iteration. Sei distg,(s,t) die Lange eines kiirzesten

Weges von s zu t in LGy bzgl. Gewichtsfunktion c(e) = 1 fiir alle e € E(G¢) (also Anzahl

der Kanten).

Sei W ein kiirzester Weg in G;. Wenn W ein zuléssiger gerichteter s,t-Weg in Gy ist,

folgt (unter Verwendung des blockierenden Flusses), dass [E(W)| > distg,(s,t) + 1. Somit

konnen wir annehmen, dass W kein gerichteter s, t-Weg in Gy ist. Da in G; aber nur Riick-

wartskanten (fiir Kanten in LGy) eingefithrt werden, folgt, dass W solche Riickwartskanten

enthalten muss. Somit folgt ebenfalls [E(W)| > distg,(s,t) + 1.

Insgesamt sind die auftretenden Weglangen fiir einfache s, t-Wege durch n—1 beschrankt.
O

Nun zeigen wir noch, wie man einen blockierenden Fluss berechnet:
Eingabe: Levelgraph (LGy,uys, s, t).
Ausgabe: Blockierender s, t-Fluss f'.
Methode:
f’(e) := 0 fiir alle Kanten e € E(LGy).

while es existiert ein Weg von s nach t do
finde einen gerichteten Weg W von s nach t durch Tiefensuche (DFS) — Losche dabei

solche Kanten (u,v), bei denen v # t und v hat keine ausgehenden Kanten.
erhche den Fluss f’ entlang W um soviel wie moglich

entferne saturierte Kanten
end

return: f’
Algorithm 1.7.2: Blockierender Fluss

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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| Lemma 1.27. Der Algorithmus konstruiert einen blockierenden Fluss in O(n-m) Zeit.

Beweis. Bei der Ausfithrung der Tiefensuchen besuchen wir iterativ Knoten v € V(LGy)
bis v = t gilt und wir einen s,t-Weg W erhalten (entlang dessen wir maximalen Fluss
schicken und dann saturierte Kanten 16schen). Dabei kénnen auch Kanten (v,w) durch-
laufen werden, die in der Tiefensuche wieder “zuriickgelaufen” werden, weil t nicht iiber v

erreichbar ist. Wir zdhlen nun folgende Events bei der Ausfiihrung des Algorithmus:
e v =t und Flusserh6hung (increase)
e v = t aber es gibt unbesuchte Kante (v, w) (explore)

e v # t aber es gibt keine ausgehende Kante von v und wir 16schen die letzte durch-

gelaufene Kante (u,v) (retreat)
Wir zahlen nun die Anzahl der increase-, explore- und retreat-Schritte.
e # increase: maximal m, weil pro increase eine Kante geloscht wird.
e # retreat: maximal m, weil pro retreat eine Kante geloscht wird.

o # explore < # retreat+n - # increase, weil jedes explore entweder durch ein retreat
riickgangig gemacht wird, oder zu einem s-t Weg W fiithrt und pro Weg hochstens
n mal vorkommt.

Wir erhalten also O(m+n-m) =O0(n-m). O

Insgesamt erhalten wir:
| Satz 1.28. Der Algorithmus von Dinic kann in Zeit O(n? - m) implementiert werden.

Es gibt sogar bessere Algorithmen zur Berechnung von blockierenden Fliissen in Zeit
O(n?), so dass Dinic in O(n?) lauft.

Push-Relabel Algorithmen

Erinnerung: eine Kantenbewertung f(e),e € E(G), ist ein maximaler s, t-Fluss bzgl. Ka-
pazitdten u(e), wenn gilt

1. Kapazitatseinhaltung: 0 < f(e) < u(e) fiir alle Kanten e

2. Flusserhaltung: Zeeé+(v) fle) = Zeeé*(v) f(e) fiir alle v # s, t

3. Maximalitat: es gibt keinen f-augmentierenden Weg.

Augmentierende-Wege-Algorithmen erfiillen (1) und (2)), und stellen (3) am Ende her.
Push-Relabel Algorithmen verwenden nicht augmentierende Wege (macht sie flexibler)
erfiillen und und stellen am Ende her. Dazu benotigen wir eine Abschwachung
der s, t-Fluss Definition in Punkt .
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Definition 1.29 (Pr&fluss). Ein s,t-Préfluss in (G,u,s,t) ist eine Kantenbewertung
f(e),e € E(G), mit

0 < f(e) <ufe ) fiir alle Kanten e

exs(v Z Z f(e) > 0 flir alle v # s, t.
€6~

ecdt(v)

Der Wert ex¢(v) heisst Exzess in v. Ein Knoten v heisst aktiv, falls exs(v) > 0 (mehr
Einfluss als Ausfluss) und v # s,t. Ein s, t-Prafluss ist ein s,t-Fluss & es gibt keine

aktiven Knoten.

Als nachstes fithren wir Distanzbewertungen ein, die zusatzlich zu s, t-Prafliissen in Push-
Relabel Algorithmen genutzt werden.

Definition 1.30 (Distanzbewertung bzgl. s,t-Prafluss). Sei f ein s,t-Préafluss in
(G, u,s,t). Eine Distanzbewertung ist eine Knotenbewertung ¥(v),v € V(G), mit

Y(s) =n, ¥(t) =0,
Y(v) < ¥Y(w) + 1 fiir alle Kanten (v, w) im Residualgraphen zu f, d.h. (v,w) € E(Gy).

Dabei ist der Residualgraph zu einem s, t-Prafluss genauso definiert wie fiir einen s, t-

Fluss (alle Kanten von G mit positiver Residualkapazitét).

Wir sagen, dass eine Kante e = (v,w) € E(G?) zuldssig ist, falls e € E(G¢) und ¥Y(v) =
Y(w) + 1 gilt.

Unter obigen Voraussetzungen folgt, dass W(v) eine untere Schranke an die kiirzeste Weg-
lange von v nach t bzgl. Anzahl der Kanten darstellt.

Lemma 1.31. Sei V¥ eine Distanzbewertung und v # s. Dann gilt, dass W(v) < Lénge
kiirzester Weg (bzgl. Kantenzahl) von v nach t in Gy.

Bewets. Sei dist(v,t) := Lénge kiirzester Weg (bzgl. Kantenzahl) von v nach t in Gy.
Wir fithren eine Induktion bzgl. dist(v,t) durch. Behauptung ist richtig fiir v =t und fiir
Kanten (v, t) nach Definition von ¥ (Kantenzahl 0 und 1 auf kiirzestem Weg). Schluss von
Kantenzahl k — 1 auf k auf kiirzestem Weg: sei (v, w) erste Kante auf kiirzestem v, t-Weg

in G¢, und dieser habe k Kanten.

=Y (v) <¥Y(w)+ 1 (Definition von ¥)
< dist(w, t) + 1 (nach Induktionsvoraussetzung)

= dist(v, t)

Also: Distanzbewertungen (fiir v # s) sind untere Schranken fiir den Abstand von v zu t
in Gf. L]

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Push-Relabel Algorithmen arbeiten mit einem s, t-Prafluss f und Distanzbewertung ¥ und
fiihren in beliebiger Reihenfolge Push Operationen oder Relabel Operationen aus.

e bei Push Operation wird der Prafluss f aktualisiert
e bei Relabel Operation wird die Distanzbewertung ¥ aktualisiert

Genauer: Sei v aktiver Knoten.

push(e) :

Sei v := min{ex¢(v), uf(v,w)} mit e = (v, w). Augmentiere f auf e um y (zur Erinnerung:
erhéhen auf VK, erniedrigen auf RK).

relabel(v) :

setze W(v) := min{W(w) + 1|/(v,w) € E(G¢)}.

Bemerkung 1.32. e push(e) erhdlt Prafluss-Bedingungen, erniedrigt Exzess in v

um vy, erhéht ihn in w um vy.

e relabel(v) erhilt die Bedingungen an Distanzbewertungen, W(v) wird nicht ernied-
rigt, aber moglicherweise erhoht.

Eingabe: Netzwerk (G,u,s,t).

Ausgabe: Maximaler s, t-Fluss f.

Methode:

Initialisierung des s, t-Prafluss f

f(e) :=u(e) fiir alle von s ausgehenden Kanten e = (s,v) € E(G); f(e) := 0, sonst
Initialisierung der Distanzbewertung W

Y(s) :=n;¥Y(v) :=0, sonst

while es gibt aktive Knoten do
wahle aktiven Knoten v

if keine Kante e = (v, w) ist zul&ssig then
| relabel(v)

end

else
wahle zuldssige Kante e = (v, w)

push(e)
end

end

return: f
Algorithm 1.8.1: Generischer Push-Relabel Algorithmus

Proposition 1.33. Die im Push-Relabel Algorithmus konstruierten Bewertungen f und

Y sind jeweils s, t-Prafliisse bzw. Distanzbewertungen.

Bewesis. Einziger offener Punkt: bleibt ¥ Distanzbewertung nach Push Operation? push(e)
mit e = (v,w) = ¥Y(v) = ¥(w) + 1. Nach push(e) kommt Kante (w,v) evtl. zu G¢ hinzu,
aber ¥(w) = W¥(v) — 1, also gilt fiir Kante (w,v), dass ¥(w) < ¥(v) + 1. O
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G

4

u(e)

Abbildung 1.22: Wir fiihren den generischen Push-Relabel Algorithmus an folgendem Bei-
spiel aus — Details dazu in der Vorlesung.
Lemma 1.34. Sei f ein s, t-Prafluss und ¥ eine Distanzbewertung bzgl. f. Dann gilt:
(a) s ist in Gf von jedem aktiven Knoten v erreichbar (auf gerichtetem Weg).

(b) tist in G¢ nicht von s erreichbar (auf gerichtetem Weg).

Bewets. Zu|(a)}
Sei v aktiv, R die Menge der von v aus erreichbaren Knoten in G¢. Dann gilt f(e) = 0 fiir
alle Kanten e, die in G (nicht in G¢!) in R reingehen. Die Summe der Exzesse der Knoten

in Rist <0, denn es gilt

Zexf(w):Z Z fle) — Z f(e)

weR WER \ees; (w) e€d (w)
= Y fle)— > fle) (1.2)
e€d;(R) ecs(R)

=0— Z Summe von nicht-negativen (Praflusswerten) f(e)

<0,

wobei wir fiir ausgenutzt haben, dass sich die innere Differenz weghebt fiir Kanten
e mit beiden Endpunkten in R. Nach Annahme ist v aktiv und v € R, also ex¢(v) > 0. Da
wir jedoch } | ¢ ex¢(w) < 0 gezeigt haben, muss es einen Knoten w € R mit ex¢(w) < 0
geben. Das ist nur moglich bei w = s, da fiir alle u # s, t (Definition Prafluss) ex¢(u) > 0
gilt. Somit folgt s € R.

Zu@

Angenommen es gibt s, t-Weg s = vg,v1,...,vx =t (0.E. elementar). Mit Distanzbewer-
tung W gilt: W(vi) < Y(vigg) +1 = Y(s) < Y(t) + k = k (da ¥Y(t) = 0). Also folgt
Y(s) <k <n-—1, da der Weg elementar ist. Das ergibt Widerspruch zu ¥(s) = n. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Satz 1.35. Wenn der Push-Relabel Algorithmus terminiert, so ist f ein maximaler
s, t-Fluss.

Bewes. f ist Fluss, da bei Termination kein Knoten mehr aktiv ist. f ist maximal, da es
nach Lemma [1.34(b)| keinen Weg von s nach t in Gy, also keinen f-augmentierenden Weg
gibt. O

Frage: Terminiert der Push-Relabel Algorithmus?
Antwort: ja, bei beliebiger Wahl der Schritte in O(n?m).
Bei spezieller Wahl (Goldberg-Tarjan Algorithmus) in O(n?) bzw. O(n?m'/?).

Lemma 1.36. (a) relabel(v) erhoht W(v) um mindestens 1, W(v) wird nie erniedrigt.
(b) ¥(v) <2n —1 im gesamten Algorithmus.

(c) Es werden maximal 2n’ Relabel Operationen durchgefiihrt.

Bewets. Zu[(a)}

Nur relabel(v) dndert W(v). Ein solcher Schritt wird nur durchgefiihrt, wenn es keine
zuldssige Kante (v, w) gibt. Mit ¥Y(v) < ¥(w) + 1 wird ¥(v) echt erhoht.

Zu (D)}

Y(v) wird nur gedndert wenn v aktiv ist. Mit Lemma folgt, dass es einen gerichteten
(0.B.d.A. elementaren) Weg von v nach s in Gy gibt, etwa v = vy, v1,...,vx = s. Mit
Distanzbewertung ¥ gilt

Y(vi) <W(vigr) +1
= VYWv) <Y(s)+k=n+k, (da¥(s)=n)
<n

<n+n—1=2n—1, da der Weg elementar.

Zu|(c)
Folgt direkt aus [(a)] und [(b)] und der Beobachtung, dass insgesamt [{0,1,...,2n—1}| =2n
Potentialwerte pro Knoten auftreten konnen. ]

Um die Anzahl der Push Schritte abschédtzen zu konnen, unterscheiden wir zwischen sa-
turierenden Push Schritten (die Kante wird saturiert, d.h. v = u¢(e) bei dem Schritt)
und nicht-saturierenden Push Schritten (y < u¢(e) bei dem Schritt, d.h. y = ex¢(v) fiir
e = (v,w)).

| Lemma 1.37. Die Anzahl der saturierenden Push Schritte ist maximal 2- m - n.

Beweis. push(e) saturiere die Kante e = (v, w). Somit wird danach e aus Gy geldscht und
gegf. wird die Kante (w,v) eingefiihrt. Bei push(e) war e zuldssig, d.h. ¥(v) = ¥(w) + 1.
Somit muss vor einem weiteren saturierenden Push Schritt mit Kante e folgendes gesche-

hen:

1. ¥(w) muss um (mind.) 2 erhoht werden (um (w,v) zulédssig zu machen)
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2. push(w,v) muss durchgefiihrt werden (um (v, w) wieder in Gy einzufiihren)

3. ¥Y(v) muss um (mind.) 2 erhéht werden (um (v, w) zuldssig zu machen)

Dies ergibt, dass fiir 2 saturierende push(e)-Schritte ¥(v) und ¥(w) um 2 wachsen miissen.
Da aufterdem ¥(v) > 1 beim ersten saturierenden push(e)-Schritt gilt, sowie W(v) < 2n—1
nach Lemma kann es insgesamt maximal n saturierende push(e)-Schritte geben.
Somit erhalten wir maximal 2 - m - n saturierende Push Schritte (JE(G)| = 2m). O

Nun schatzen wir die Anzahl der nicht-saturierenden Push Schritte ab.

Lemma 1.38. Die Anzahl der nicht-saturierenden Push Schritte ist beschrankt durch
O(m?-m).

Bewets. Wir benutzen eine Potentialfunktion fiir den Beweis. Sei A C V\{s, t} die Menge
der aktiven Koten zu einem beliebigen Zeitpunkt wahrend der Ausfithrung des Algorith-
mus.

Wir definieren das Potential zu diesem Zeitpunkt als

D(A) =) Y(v).

vEA

Wir erhalten als Invariante, dass ® > 0 und vor der ersten Hauptiteration @ = 0.
Ein nicht-saturierender Push entlang (v,w) erniedrigt ® um 1: es gilt ¥(v) = ¥Y(w) + 1
und v wird inaktiv (also —¥(v)), aber w wird ggf. aktiv (also +¥(w) =¥(v) —1).
Jeglicher Zuwachs von @ kann also nur von saturierenden Push-Schritten oder relabel
Schritten verursacht sein. Ein saturierender Push kann das Potential um maximal 2n — 1
erhdhen (Lemma und es gibt maximal 2 - n - m viele solcher sat. Push Schritte
(Lemma [1.37)). Also ist die Summe der Zuwéchse O((2n —1)-2-n-m) = O(n?-m).
Relabel Operationen konnen nur bei aktiven Knoten durchgefiihrt werden. Es gibt maxi-
mal n — 2 aktive Knoten und jedes Label kann maximal zu 2n — 1 ansteigen. Insgesamt
ist die Summe der Zuwichse also O(n?).
Insgesamt erhalten wir, dass die Summe aller Erhohungen des Potentials ® durch O(n?-m)
beschrankt ist und jeder nicht-saturierende Push @ um eins erniedrigt. Somit gibt es nur
O(n? - m) viele solcher Schritte.

O

Zusammengefasst erhalten wir:

Satz 1.39. Der generische Push-Relabel Algorithmus terminiert nach O(n? - m) Push
und Relabel Operationen.

Bewess. e # saturierende Push-Schritte: O(n - m)

e # nicht-saturierende Push-Schritte: O(n? - m)

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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e # Labeling-Schritte: O(n?)
O

Die genaue Laufzeit hangt von der Implementierung der Push und Relabel Operationen
ab. Man kann zeigen, dass die Laufzeit O(n? - m) ist.

Bei spezieller Wahl der Push und Relabel Operationen kann man sogar eine bessere Lauf-
zeit erreichen. Die beiden folgenden Varianten gehen auf Goldberg und Tarjan zuriick,
weshalb sie auch als Goldberg-Tarjan Algorithmus bezeichnet werden. Bei beiden Varian-
ten wird der aktive Knoten v nur dann gewechselt, wenn er entweder nicht mehr aktiv
ist, oder kein push mehr moglich und somit relabel(v) durchgefiihrt wurde. Die Varianten
unterscheiden sich darin, wie bei einem Wechsel des aktiven Knotens der nachste aktive
Knoten ausgewdhlt wird. Bei der FIFO-Variante wird immer gemaft der first in first
out Regel ausgewahlt; bei der Highest-Label Variante immer ein aktiver Knoten mit der

groften Distanzbewertung.

Satz 1.40 (Goldberg & Tarjan 1988, Cheriyan & Maheshwari 1989). Der Goldberg-Tarjan
Algorithmus bestimmt einen maximalen s,t-Fluss in O(n?®) (FIFO) bzw. O(n?m!/?)
(Highest Label).

Beweis. Ein vollstandiger Beweis findet sich z.B. in D. Jungnickel (Graphs, Networks and
Algorithms, ab Seite 198). O
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Kapitel 2

Kostenminimale Flisse

Problemformulierung und Spezialfille

Bei kostenminimalen Fliissen betrachten wir nun Kantenkosten c(e) fiir die Benutzung

einer Kante e.
e Fluss f(e) auf Kante e kostet f(e) - c(e)
e Gesamtfluss f kostet c(f) := ZeeE(G) f(e) - c(e)

Wir werden Fliisse in diesem Abschnitt etwas allgemeiner fassen, indem wir beliebig viele

Quellen und Senken erlauben. Desweiteren werden wir den Flussbegriff verallgemeinern:

Definition 2.1 (b-Fliisse). Sei G ein Digraph mit Kantenkapazitaten u(e). Sei b(v),v €
V(G), eine Knotenbewertung mit Zvev @) b(v) = 0 (b(v) heisst Balance von v). Ein
b-Fluss in (G, u) ist eine Kantenbewertung f(e), e € E(G), mit

e 0 < f(e) <uf(e) fir alle Kanten e

e Ausfluss aus v - Einfluss in v = b(v) fiir alle Knoten v

> fle Z f(e ) fiir alle v € V(G).

eedt(v) ecd~(v)

e Knoten v heisst Quelle oder Angebotsknoten, falls b(v) > 0, b(v) heisst dann das
Angebot (supply) in v.

Senke oder Nachfrageknoten, falls b(v) < 0,|b(v)| heisst dann die Nachfrage (de-

mand) in v.

Durchflussknoten, falls b(v) = 0.

b-Fliisse modellieren Transportaufgaben fiir ein Gut. Das Angebot soll zur Nachfrage
transportiert werden. Daher auch ZVGV @) b(v) =0.

Frage: Existiert ein b-Fluss in (G, u) und kénnen wir dies effizient entscheiden?
Uberpriifung mit Max-Fluss Algorithmus mittels folgender Transformation: (G,u,b) —
(G’ u,s,t)

33
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G 1
A I
— o | e 0|0
Vv W
5 w t

Kanten von s zu Kanten zu t von
jeder Quelle in G jeder Senke in G

Abbildung 2.1: Transformation auf Max-Flow.

Wir definieren: u(s,v) := b(v), u(v,t) := —b(v).

Lemma 2.2. Es gibt genau dann einen b-Fluss in (G, u), wenn gilt:
maximaler Flusswert in (G’,u,s,t) = Z b(v) (Gesamtangebot) .

veV(G)| b(v)>0

Beweis. =:
Sei f ein b-Fluss in (G, u). Definiere Fluss f’ in G’ durch

-5
2
—
©
=
I

f(e), sonst

Nach Konstruktion ist ' s, t-Fluss mit Flusswert v(f') = 3, cy(g) b0 P(V)-
&«
Beweis geht analog. O

Fliisse mit minimalen Kosten:

Minimum Cost Flow Problem (MCFP)

Instanz: Digraph G, Kapazitaten u, Balancen b, Kosten ¢

Aufgabe: Finde b-Fluss f mit minimalen Kosten (oder entscheide, dass keiner exis-
tiert).

Transportanwendungen mit Gesamtnachfrage # Gesamtangebot:
e Fiihre Zusatzknoten ein: fiktiver Anbieter v, falls ) b(v) < 0.

e von vy Kante (vp,v) zu allen Knoten v € V(G) mit groRer Kapazitdt und hohen
Kosten sowie Balance b(vy) :=—_ b(v)

e fiktiver Abnehmer vy, falls > b(v) >0

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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e zu vy Kante (v,vp) von allen Knoten v € V(G) mit grofer Kapazitdt und hohen
Kosten sowie Balance b(vy) :=—)_ b(v)

e alles was vy versendet bzw. bekommt wird nicht abgenommen bzw. nicht geliefert

Wir betrachten nun wichtige Spezialfélle.

Transshipment Problem
alle u(e) = oo, sonst wie bei MCFP

Hitchcock Problem oder Transportproblem (Hitchcock 1941)
Spezialfall des Transshipment Problems mit G bipartit, V(G) = AUB und b(v) > 0
fiir alle v e A, b(v) <0 fiir alle v e B, und E(G) C A x B.

=@
Angebot Nachfrage
in A ° in B

U= o0

A B

Abbildung 2.2: Hitchcock Problem.

Uberraschenderweise gilt: Jedes zuléssige MCFP lésst sich in ein (dquivalentes) Hitchcock-
Problem transformieren!

Lemma 2.3. Eine zuldssige Instanz des MCFP mit n Knoten und m Kanten kann in
eine dquivalente Instanz des Hitchcock Problems mit n + m Knoten und 2m Kanten

transformiert werden.

Beweis. Sei (G,u, b, c) eine zuldssige Instanz von MCFP. Definiere dazu Instanz (G’,A’, B/, b’,c’)
von Hitchcock wie folgt:

e Knoten in A’ «» Kanten in G, b’(e) := u(e)
e Knoten in B’ < Knoten in G, b’(v) := b(v) =35+, wle) (< 0 da Instanz zuléssig)
e Kanten in G’ verlaufen

— von Knoten e = (v, w) zu Knoten v mit Kosten c¢’(e,v) :=0

— von Knoten e = (v,w) zu Knoten w mit Kosten c’(e, w) := c(v,w)
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b(x) =4

/. ule;)=5
e ule,) =4
€2 u(es) =7

bly) = -1 b(z) = -3

Abbildung 2.3: Beispielinstanz (G, u,b,c) von MCFP.

b'(e;)=5 0 >@ b'(x)=-1
c(eq)
b'(e,)=4 @ 0 b'(y)=-5
c(e,)
c(es)
b'(e)=7 @ 0 @ b'(z)=-10
Knoten in A’ Knoten in B'
= Kanten von G = Knoten von G
b' = Kapazitdt b'(v) = b(v) - Z,, u(v.w)

Kanten (u,v) --> u mit Kosten O
Kanten (u,v) --> v mit Kosten c(u,v)

Abbildung 2.4: Transformation auf ein Hitchcock Problem.

Zeige die Aquivalenz:

es ex. b-Fluss f in (G,u,b,c) & es ex. b’-Fluss f’ in (G’,A’,B’,b’,c’) mit denselben
Kosten.

=: Sei f ein b-Fluss in (G, u) und betrachte Kante e = (v, w). Setze f’(e,w) := f(e) und
f'(e,v) :==u(e) — f(e).

Zeige: T’ ist b’-Fluss in (G’,A’,B’,;b’,c’). Ausfluss - Einfluss fiir einen e-Knoten in A’ mit
e = (v,w) ist

f'(e,w) +f'(e,v) — 0 = f(e) + u(e) — f(e) =u(e) = b’(e).

Ausfluss - Einfluss fiir einen Knoten v in B’ ist

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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0—[ > fleg+ )Y (ule)—f(e)

x:e=(x,v) x:e=(v,x)
=— fle)— ) ule)+ Y fle)
e€d (v) e€dt(v) eed (v)
=b(v)— >  u(e)=b'(v).
ecsf(v)

c(f) = c¢/(f’) klar, da Kanten (e,w) in G’ mit Kosten # 0 gerade den Flusswert f(e) und
die Kosten c(e) zugeordnet bekommen.

&: Nun zeigen wir die umgekehrte Richtung: b’-Fluss f’ in (G, A’,B’,b’,¢’) = b-Fluss
fin (G,u,b,c) mit denselben Kosten.

Sei f’ ein b’-Fluss in (G’,A’,B’,b’,¢’). Setze fiir Kante e = (v,w) den Fluss f(e) :=
f’(e,w). Analoge Rechnung ergibt f ist b-Fluss in (G,u,b,c) und c(f) = ¢/(f’). Fiir die
Zahl der Knoten und Kanten in G’ gilt

n=m+n, m'=2m.

Optimalitdtskriterien fiir kostenminimale Fliisse

Wir entwickeln nun Optimalitatskriterien fiir kostenminimale Fliisse, welche auf dem Re-
sidualgraph (wie bei maximalen Fliissen) basieren. Dazu werden Kosten c(e) auch fiir
Kanten e € E(G?) folgendermassen definiert:

e c(e):=c(e), falls e € E(G)
e c(e"):=—c(e), falls e~ Riickwirtskante zu e € E(G)

Beachte: Kosten im Residualgraph Gy sind unabhangig vom b-Fluss f.

Definition 2.4. Ein f-augmentierender Zykel ist ein elementarer Zykel (also gerichteter
Kreis) in Gy. Fiir 0 <y < min{u¢(e) : e € E(Z)} ergibt die Augmentierung eines b-Flusses
f entlang eines f-augmentierenden Zykels Z um den Wert v wieder einen b-Fluss, denn:

Augmentierung erhdlt Ausfluss-Einfluss in jedem Knoten.

Proposition 2.5. f und f’ seien b-Fliisse in (G, u). Dann gelten folgende Eigenschaften:
a) g:E(GY) — Ry mit

e g(e) :=max{0,f'(e) — f(e)}, falls e € E(G) Vorwértskante (VK)
e g(e“ ) :=max{0, f(e) — f'(e)}, falls e~ Riickwartskante (RK) zu e € E(G)
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mo Q= =
VK RK VK VK
<1——y—©—+y—|> <1——y—©<1——y—

RK VK RK RK

Abbildung 2.5: Flusserhaltung.
ist eine Strémung in G.

b)
g(e) =0 fiir alle Kanten e ¢ E(Gy)

c(g) = c(f) —c(f).

Bezeichnung: g = f'Af.

\ /V \ !
2/4 4/2 I>\\o 2 /v
a/1 5/6 37 /0 o
W= a <07 i Da
f/fin6 fPAfin 67

Abbildung 2.6: Beispiel zur Illustration der Aussage von Proposition [2.5]

Bewezs. E] g ist eine Stromung:

S1(v) := Einfluss bzgl. f’ - Einfluss bzgl. f in G
= (Einfluss - Ausfluss bzgl. g iiber alle Kanten e,e“|e € 6~ (v) in G) =: R;(v).

Im Beispiel: 6 —5 =3 — 2.

S>(v) := Ausfluss bzgl. f'— Ausfluss bzgl. f
= (Ausfluss — Einfluss bzgl. g iiber alle Kanten e, e |e € 5 (v) in G) =: Ry(v).

Im Beispiel: 9 —8=2—1.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



2.2. Optimalitatskriterien fiir kostenminimale Fliisse | 39

| Ubung 2.6. Zeige S1(v) = R;(v) und S;(v) = Ry(v).

Also gilt fiir jeden Knoten v:

Ausfluss in G” — Einfluss in G bzgl. g

= Y gle— ) gl

eEééH(V) e€dse (v)
=Ry(v) =Ry (v)
=S5(v) = S1(v)

= ) (flle—fle))— DY  (f'(e)—fle))

eedt(v) ecd: (v)
= > flleg— > f’(e)( > fleg— ) f(e))
eeéé(v] eeég(v) eeég(v) eeéa(v)
=b(v)—bv)=0

@ g(e) = O fiir alle Kanten e ¢ E(Gg).
Sei nun e € E(G™) — E(Gy). Wir flihren eine Fallunterscheidung durch:
(1) e ist VK:

= f(e) = u(e) = f'(e) < f(e) = g(e) = 0.

(2) e=¢e" ist RK zu e:
= f(e) =0 = f'(e) > f(e) = g(e) = 0.

Als letztes zeigen wir:

c(g) = c(f') —c(f):

©
m
m
o
T
©
m
o
(2]

f'(e) > f(e) = cle) - gle) +c(e™) - g(eT) =cle) - (f'(e) —f(e))

f'(e) < f(e) = cle) - gle) +cle™) - gle™) =c(e) - (fle) — f'(e)) = c(e) - (f'(e) —f(e))
f'(e) = f(e) = cle) - gle) +c(e™) -g(eT) =0

Also folgt

clg)= D cle)-(f'(e) —fle)) = c(f') —c(f).

e€E(G)

O]

Nun kénnen wir auf die Strémung g = f’Af die uns bekannten Dekompositionssitze
anwenden.
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Proposition 2.7. g = f'Af ist positive Linearkombination von Inzidenzvektoren von
hochstens m Zykeln in Gy.

Wir erhalten nun den zentralen Satz dieses Abschnitts:

Satz 2.8 (Optimalitatskriterium fiir MCFP, Klein 1967). Ein b-Fluss f in (G, u,b,c) hat
minimale Kosten & es gibt keinen f-augmentierenden Zykel mit negativen Kosten (d.h.
es gibt keinen Zykel Z in G mit ¢(Z) = ZeEE(Z) c(e) <0).

Bewets. =:
Annahme f ist optimal und es gibt einen f-augmentierenden Zykel Z mit ¢(Z) < 0. Aug-
mentiere f entlang Z um vy > 0, d.h,,

f(e)+v, fallse VK in Z
f'(e) « ¢ f(e)—v, falls e~ RK in Z
f(e), e, e & Z.

Dadurch ergibt sich eine Kostendnderung um

c(f)—clf)= Y yecle— Y yeele)=y-clz)<0.

e VK in Z e~ RKin Z

Dies ergibt einen Widerspruch zur Optimalitat von f.

ZinGy N ZinG

RKice) VK[ @)y @) vy @

&\

Abbildung 2.7: Beispiel zur Illustration eines negativen Zykels.

=N
Angenommen es gibt keinen f-augmentierenden Zykel mit negativen Kosten, aber f ist
nicht optimal = es gibt einen b-Fluss ' mit c¢(f’) < c¢(f)
= (Proposition g := f’Af ist eine Stréomung in Gy und c(g) = c(f’) —c(f) < 0 =
(Proposition g ist positive Linearkombination von Inzidenzvektoren von Zykeln von
Gy, etwa

g=MN-0Z1)+ A CUZy) + -+ A - C(Zx) mit A > 0.

= (c linear):

0>c(g) =N -c(Z)+A2-c(Za)+ -+ A - c(Zy) mit Ay > 0.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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= ein Zykel Z hat negative Kosten

= es gibt f-augmentierenden Zykel mit negativen Kosten, Widerspruch. O

In Abb. geben wir nun ein Beispiel.

b(1)=6 4/3 2/3 b(4) = -4

o

4/2 4/3
N

u(e)/c(e)

Abbildung 2.10: Residualgraph Gf mit Kosten c(e) und Stromung g in Gy.

Wir werden nun abschliefend eine Reformulierung des Optimalitdtskriteriums vorstellen.

Definition 2.9. Sei G = (V,E) ein Digraph und ¢ : E(G) — R seien Kantenkosten. Ein
Potenzial ist eine reellwertige Knotenbewertung 7t(v) fiir jeden Knoten v € V(G). Die
reduzierten Kosten einer Kante e = (x,y) sind die um die Potenzialdifferenz 7t(y) — 7t(x)

bzgl. 7 reduzierten Kosten

C’]‘[(X)y) = C(X)y) - 7'[(9) + 7r(x).
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Kosten -1 Kosten -3

Abbildung 2.11: Zerlegung von g als positive Linearkombination von Zykeln in Gy.

Ein Potential 7t heisst zulassig bzgl. ¢, wenn gilt

cr(x,y) > O fiir alle Kanten (x,y) € E(G).

Korollar 2.10 (Ford-Fulkerson 1962). Ein b-Fluss f in (G,u,b,c) ist optimal & es gibt
ein zulassiges Potenzial in (G, c).

Ein solches Potential (bzw. einen negativen Zykel) kénnen wir mit Kiirzeste-Wege-Algorithmen
ermitteln.

Cycle-Canceling Algorithmen

Das Optimalitatskriterium fiir das MCFP suggeriert folgenden Algorithmus:
Eingabe: (G,u,b,c).
Ausgabe: Kostenminimaler b-Fluss f (oder Aussage, dass kein b-Fluss existiert).
Methode:
Berechne b-Fluss f in (G, u) (oder entscheide, dass kein b-Fluss existiert).

while G enthalt einen Zykel mit negativen Kosten do
| augmentiere f entlang eines solchen Zykels um die minimale Residualkapazitat

end

return: f
Algorithm 2.3.1: Cycle Canceling Algorithmus

Wir sehen sofort ein, dass wir effizient die Hauptmethode implementieren konnen:

Satz 2.11. Sei G ein Digraph mit beliebiger Kantenbewertung c. Dann findet man in
O(n - m) Zeit ein zuldssiges Potenzial oder einen negativen Zykel.

Bewets. Wende Bellmann-Ford-Moore an. O

Probleme: Terminierung klar, falls u, b, ¢ ganzzahlig sind. Aber: die Kosten dndern sich
mit jedem gefundenen Zykel evtl. nur um 1 — evtl. viele Iterationen nétig.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Bemerkung 2.12. Ermittlung eines (elementaren) Zykels mit minimalem Gewicht ist
algorithmisch schwer (NP-schwer) denn: c(e) = —1 fiir alle e => minimales Gewicht eines

elementaren Zykel = —n & G hat einen Hamilton Kreis.

Wie sich herausstellen wird, sind Zykel mit minimalem mittlerem Gewicht sehr gut geeig-

net.

Ein Algorithmus zur Berechnung eines Minimum Mean Cycles

Input: (G, c) wobei G Digraph und c(e), e € E(G) beliebige reelle Kantengewichte.
Aufgabe: Finde einen elementaren Zykel Z dessen mittleres Gewicht ¢(Z)/|E(Z)| mi-

nimal ist oder stelle fest, dass G azyklisch ist.

Grundlage des Algorithmus von Karp zur Berechnung eines minimum mean cycles ist
folgende Struktureinsicht:

Satz 2.13 (Karp 1978). Sei G Digraph, c(e) Kantengewichte und alle Knoten seien von
s € V(G) erreichbar. Fiir v € V(G) sei

Fx(v) := minimale Lange eines s-v Weges mit genau k Kanten, falls existent, und oo sonst.
Sei

i(G) := minimales mittleres Gewicht eines elementaren Zykels, falls existent, und co sonst.
Dann gilt

W(G) = min  max nM =R
veV(G)o<ksnl  n—k

Bewesis. Falls G azyklisch ist, folgt, dass F,(v) = oo, da kein Weg mit genau n Kanten
existiert. Es folgt Gleichheit, da dann auch per Def. u(G) = oo ist.

G habe also einen Zykel, d.h. u(G) < oo.

Fall 1: u(G) =0.

Wir zeigen min,¢y(g) MaXo<k<n_1 w =0.

1L(G) = 0 = G hat keinen negativen Zykel, d.h., c ist konservativ. Sei dist(v) die Lange
eines kiirzesten elementaren Weges von s nach v. Mit

Fa(v) > dist(v) = min{F, (V)0 <k <n-—1},

folgt
Fa(v) — F(v)

max > 0.
0<k<n-—1 n—k
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Behauptung: es gibt Knoten v mit F,,(v) = dist(v).
Beweis der Behauptung:

e sei Z ein elementarer Zykel in G mit Lange O (existiert wegen p(G) = 0)

e sei w Knoten in Z

e sei W kiirzester s, w-Weg +n mal Z[w,w] (Weg bis w und n mal um den Zykel Z)
e sei W’ das Anfangsstiick von W der ersten n Kanten

e sei v der Endknoten von W'

Abbildung 2.12: Konstruktion von W’.

Konstruktion = W ist (nicht-elementarer) s, w-Weg der Lange dist(w), da c¢(Z) =0
= W ist kiirzester (nicht-elementarer) s, w-Weg

= Anfangsstiick W/ von W ist kiirzester (nicht-elementarer) s,v-Weg

W’ hat n Kanten = ¢(W') = dist(v) = F,,(v).

Behauptung =

Fn(v) —Fe(v)
max ——— =0.
0<k<n—1 n—k

Fall 2: u(G) beliebig.

Addition einer Konstanten K zu allen Kantenkosten dndert u(G) und minmax... nur um
K. Mit ¢’(e) := c(e) + K erhalten wir:

c'(Z)/IE(Z2)l = (c(Z) + [E(Z)] - K)/IE(Z)] = c(Z)/IE(Z)| + K

(Fa(v) = Fr(v))/(n — k) (bzgl. ¢’)
n(v) = Fc(v) + (n—%) - K)/(n — k) (bzgl. )
(v) = Fcv))/(n — k) + K (bzgl. c)

Wiéhle nun K := —u(G) und wir kénnen den ersten Fall anwenden.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Wir erhalten folgenden Algorithmus:

Abbildung 2.13: Transformation von G auf G’.

Eingabe: Gewichteter Digraph (G, c).
Ausgabe: elementarer Zykel Z mit minimalem mittlerem Gewicht oder Information,
dass G azyklisch ist.
Methode:
1. Transformiere G mit dem Ziel, alle Knoten von einem Knoten s aus erreichbar zu
machen (siehe Abb.
(falls es so einen Knoten bereits gibt, kann dieser Schritt entfallen)
Setze G := G’
2. Initialisierung:
Fo(s) := 0;Fo(v) := oo, sonst.
3. Hauptschleife, analog zu Bellman-Ford-Moore, nur "riickwarts":
for k:=1 ton do
forall Knoten v aus V(G) do
Fr(v) := o0
forall Kanten (u,v) in 6~ (v) do
if Fr_q(u) +c(u,v) < Fx(v) then
Fr(v) == Fq(u) +c(u,v)
predy(v) :=u // Vater von u in Phase k
end

end

end

end
4. Test auf azyklisch

if F,.(v) = oo fiir alle v aus V(G) then
| return // G ist azyklisch

end

5. Identifikation eines elementaren Zykels mit minimalem mittleren Gewicht: sei v Knoten
Fn (v)=Fr (v)

mit minimalem Wert min,cy(g) maxo<ik<n—1 e

sei Z elementarer Zykel in
v,predn (v), predn_1(predn (v)), predn_2(predn—1(predn(v))), ... (muss nicht v
enthalten)

return: Z
Algorithm 2.4.1: Minimum Mean Cycle Algorithmus

Wir rechnen nun ein Beispiel durch (siehe Abb. [2.14).
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k 0 1 2 3 4=n
F(1) 0 oo -2 -3 4
Fi(2) oo 1 oo -1 -2
F«(3) oo oo -1 0 -3
N\ Predv) Fi(4) o0 1 2 1 )
Fi)F(1) 40 42 A
n-k 40 ~ - 42 43
blau = max —F"(V)'E"(V)
Ockent TV Fo(2)-Fi(2) 21 2
Fr(v)ee n-k - 4-1 = 43
RAMFG) e, 30,
alle Knoten v n-k 4-2 -3
nehmen Minimum an Fr(4)-Fu(4) 21 22, 21
n-k - -1 2 33

Abbildung 2.14: Beispiel des Minimum Mean Cycle Algorithmus.

Satz 2.14. Der Minimum Mean Cycle Algorithmus arbeitet korrekt und lauft in O(n -
m) Zeit.

Bewezs. e Schritt 1 erzeugt keine neuen Zykel, macht Satz anwendbar.

e Schritte 2 und 3 berechnen die Fy(v) korrekt denn sie implementieren die Rekursi-
onsformel
Fr(v) = min{F1 (u) + c(u, v)[(u,v) € 5~ (v)}.

e Schritt 4 testet korrekt auf azyklisch, denn F,(v) = oo fiir alle v = es gibt keine
s,v-Wege mit n Kanten = es gibt keine Zykel.

e Schritt 5 ist korrekt.
Betrachte Instanz (G, c¢’) mit ¢’(e) := c(e) — u(G).
Auf dieser Instanz lduft der Algorithmus genauso, nur die F-Werte ergeben sich
zu F (v) = Fe(v) — k- u(G). Wahl von v in Schritt 5, siche Beweis von Satz m
= F.(v) = min{F, (v)[k =0,1,...,n—1}.
w(G) = 0 bzgl. ¢/ = (es gibt keine negativen Zykel bzgl. ¢’)
= Wege von s nach v mit n Kanten und Lénge F/,(v) in (G, c’) bestehen aus einem
kiirzesten elementaren s,v-Weg + Zykel der Lange 0 (ein oder mehrere) diese Null-
Zykel haben mittleres Gewicht w(G) in (G,c), denn Zykel in (G,c) und (G,c’)
unterscheiden sich bzgl. mittlerer Lange gerade um p(G) (sieche Beweis Satz .
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Schritt 5 wahlt einen solchen elementaren Zykel.
Laufzeitanalyse:

e Schritt 1: O(n)

Schritt 2: O(n)

Schritt 3: O(n - m) (zu jedem Knoten v alle (u,v) betrachten)

Schritt 4: O(n)
e Schritt 5: O(n?) zur Bestimmung von v
e O(n) zur Suche des Zykels

Summe O(n - (m+n)) = O(nm).

Minimum Mean Cycle Canceling Algorithmus

Eingabe: (G, u,b,c).

Ausgabe: Kostenminimaler b-Fluss f (oder Aussage, dass kein b-Fluss existiert).

Methode:

Berechne b-Fluss f in (G, u) (oder entscheide, dass kein b-Fluss existiert; benutze max
flow).

while G enthalt einen Zykel mit negativen Kosten do
berechne einen Zykel mit minimalem mittleren Gewicht

augmentiere f entlang dieses Zykels um die minimale Residualkapazitat
end

return: f
Algorithm 2.5.1: Minimum Mean Cycle Canceling Algorithmus

Der Korrektheitsbeweis bendtigt dhnliche Ideen wie beim Algorithmus von Edmonds-
Karp.
Sei

w(f) := minimale mittlere Zykelldnge in Gy.

Zeige dass |pu(f)| schnell genug abnimmt im Algorithmus (sofern p(f) negativ ist).

Lemma 2.15. Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

e Sei fy,fy,... eine Folge von b-Fliissen in (G, u, b, c) und sei Gy, der zu fy gehdrige
Residualgraph.

o fi.1 entstehe aus fy durch Augmentierung entlang des negativen Zykels Zy.
e 7y seineg. Zykel minimalen mittleren Gewichts in G¢,, d.h. c(Zy)/|E(Zy)| = pn(fy).

Dann gilt:
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(a) wu(fx) < p(fyyr) fiir alle k (schwache Monotonie).

(b) wu(fy) < (n/(n—1))-u(f,) fiir alle k < r so dass Zy UZ, ein Paar entgegengesetzter
Kanten e, e enthilt (starke Monotonie).

Bewets. Zu @ betrachte fy und fy 1. Sei
H:= Zy + Zy,1 — Paare entgegengesetzter Kanten e,e” (Mehrfachkanten moglich).

Wir zeigen:

(1) E(H) € E(G¢,) (analog zum Beweis bei Edmonds-Karp)

(2) c(E(H)) > u(fy) - [E(H)|, denn H ist Eulersch im gerichteten Sinne und wegen (1)
Teilgraph von Gy, = H ist kantendisjunkte Vereinigung von (gerichteten) elementaren
Zykeln in Gy, etwa Cy,Cp,...,Cs

= c(E(Ci)) = ulfi) - [E(Cy)[ fur i=1,2,...,s

= c(E(H)) =c(C1) + -+ +c(Cs) = ulfi) - ([E(Ch)[ + - + [E(Cs)I) = ul(fi) - [E(H)].

(3) [E(H)| < [E(Zy)] + [E(Ziet1)]

klar, da bei H Paare entgegengesetzter Kanten weggelassen sind

(4) c(E(H)) = plfic) - [E(Zi) + pfis1) - [E(Zis1)l, denn c(E(H)) = c(E(Zx)) + c(E(Zi41)),
da sich die Kosten fiir e und e~ wegheben

= n(fy) - [BE(Zx)] + w(fiet) - [E(Zxo1)| wegen der Wahl von Zy und Zy, .

Kombination von (2) - (4) ergibt

(i) - (IE(Zi)] + [E(Zi1)]) < plfi) - [E(H)[ wegen (3) und p(fy) <O
c(E(H)) wegen (2)
w(fi) - [E(Zi) + plfii1) - [E(Zis1)| wegen (4)
= wfi) - [E(Zi)l < wlfisr) - [E(Zir)l
= plfi) <

IA

IA

i)

Zu (b}

Die Aussage muss wegen @ nur gezeigt werden fiir k,r sodass fiir k < i< 1,Z; U Z; kein
Paar entgegengesetzter Kanten e, e enthidlt. Wie bei Edmonds-Karp betrachte H := Z;+
Z, - Paare entgegengesetzter Kanten e, e~ (Mehrfachkanten moglich). Wie bei Edmonds-
Karp folgt E(H) C E(Gg, ).

Wie in [(a)] folgt: (2) c(E(H)) > p(fy) - [E(H)]

(4) c(E(H)) = ul(fi) - [E(Zi)] + ulf,) - [E(Z,)]

Unterschied in (3):

(3) [E(H)| < ((n—=1)/n) - (|E(Zx)| + |E(Z)]), denn in H werden mindestens 2 Kanten von
maximal 2n weggenommen:

2 ez + 2z = " (e + EZ).
n n

[E(H)| <

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Wie in [(a)}

w(fi) - (n=1)/n) - (IE(Zi)l + [E(Z:)])

IN

o < (i) - TE(Z)] + w(fy) - [E(Z))]
< u(fy) - (IE(Z)l + [E(Z))]) (wegen[@)
= u(fi) < (/(n—1)) - u(fy).

Wir erhalten eine wichtige Folgerung:

Korollar 2.16. Im Minimum Mean Cycle Canceling Algorithmus nimmt |u(f)| in m-n
Iterationen mindestens um den Faktor 1/2 ab. Daher terminiert der Algorithmus bei
ganzzahligen Kosten c(e) nach spitestens n - m - ([log,(n - Cmax) ] + 1) Iterationen mit
einer Gesamtlaufzeit von O(n?m?2log(n - cmax)) mit cmax = max{|c(e)|: e € E(G).

Beweis. Betrachte Folge Zy, Zy11, ..., Zxim sukzessiver Zykel im Algorithmus.

e Jeder Zykel enthdlt Engpasskante bzgl. Augmentierung = Kante wird entgegenge-
setzt.

e Es sind m + 1 Zykel aber nur m Kanten in G = zwei Zykel in der Folge miissen
zueinander entgegengesetzte Kanten e, e~ enthalten, etwa Z; und Z; (i <j)

= (mit Lemma 218) p(fi) < u(f) < (n/(n—1)) - u(f) < (n/(n—1)) - 1lFeim).

) Fpr) 0
Abbildung 2.15: Situation auf der Zahlengeraden.

= |u(fx
= [u(fipm
= [u(f
= |u(f

)= m/(m—=1)) - [u(fism)l
)< ((n=1)/n)u(f)l

)| verkleinert sich nach m Iterationen um mindestens den Faktor (n —1)/n
)l

verkleinert sich nach m - n Iterationen um mindestens den Faktor

n n
<“‘> :<1—]> —e '~037<1/2.
n n

Behauptung: p(f) > 0 nach spatestens t :=n-m- ([logy(n - cmax)| + 1) Iterationen.

(
(

Angenommen nicht.
|1(f)] zu Beginn maximal Cpax.
Wir zeigen, dass nach t Iterationen |u(f)| < 1/n gilt.

()l <1/n
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Sn-u(f)l <1
& n - u(f)] muss [log,(n - [u(f)])] + 1 mal halbiert werden.

Dies ist spatestens nach n - m - ([logy(n - [u(f))] +1) < n-m- ([logy(n - cmax)| + 1)
Iterationen erreicht.

Als nachstes zeigen wir

lu(f)| < 1/n = u(f) > 0, d.h. es gibt keinen Zykel negativer Lénge mehr.

u(f)l < 1/n= ulf) >-1/n.

c(e) ganzzahlig =

Kosten Zykel ganze Zahl

= = > _] .
Anzahl Kanten Zykel Zahlin {2,3,...,n} /n

w(f)

Obige Ungleichung ist nur moglich, wenn die ganze Zahl nicht-negativ ist = p(f) > 0.

Also Abbruch nach spéatestens n - m - ([log,(n - cmax)| + 1) Iterationen. Pro Iteration
miissen wir ein Minimum Mean Cycle Problem 16sen. Das geht in O(n - m) Zeit, also ist
der Aufwand O(n?m?log(n - cmax)) insgesamt.

H(f) u(f)/2 0

=

m-n Iterationen

Abbildung 2.16: Situation auf der Zahlengeraden.

O]

Bemerkung 2.17. Die Laufzeit hdngt noch von cpax ab und ist daher nicht streng

polynomial, d.h. polynomial in n und m.

Tatséchlich hat der Algorithmus jedoch streng polynomiale Laufzeit (fiir einen Beweis

siehe Korte & Vygen, Combinatorial Optimization, 5th edition, Seite 218):

Satz 2.18 (Goldberg & Tarjan 1989). Der Minimum Mean Cycle Canceling Algorithmus
lduft in O(m3n?logn) Zeit.

Der Successive Shortest Path Algorithmus

Idee wie bei Push-Relabel:

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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e sorge dafiir, dass das Optimalitdtskriterium immer erfiillt ist

e relaxiere die Balance-Bedingung in den Knoten

e stelle Balance Bedingung am Ende her

Satz 2.19 (Jewell 1958, Iri 1969, Busacker & Gowen 1961). Sei f ein kostenminimaler
b-Fluss in (G, u,b,c). Seien s,t zwei Knoten und W ein bzgl. ¢ kiirzester s,t-Weg in
G¢. Sei f’ der Fluss, der durch Augmentation von f entlang W mit Erhohungswert y
entsteht. Dann ist f’ ein kostenminimaler b’-Fluss fiir die um y verdnderten b-Werte fiir
sund t, d.h. b/(s) := b(s) +v,b’(t) := b(t) —y,b’(v) :== b(v), sonst.

Beweis. f'ist b’-Fluss nach Konstruktion. Angenommen f’ ist nicht kostenminimal. Dann
gibt es einen negativen Zykel Z in G¢/. Sei H := Z4+W - entgegengesetzte Paare von Kanten
(wie in Lemma [2.15)).

= E(H) C E(Gy) (wie in Lemma [2.15])
= c(E(H)) = ¢(E(Z)) + c(E(W))

da sich die Kosten entgegengesetzter Paare von Kanten zu 0 ergeben

= c(E(H)) < c(E(W), dac(E(Z)) <O0.

H ist kantendisjunkte Vereinigung eines s,t-Weges W' und eines oder mehrerer Zykel,
alle in Gy (wie in Lemma [2.15)). f kostenminimal = diese Zykel haben Kosten > 0 =
c(E(W') < c(E(H)) < c(E(W)), im Widerspruch zur Wahl von W.

f optimal fiir b f' optimal fiir b’

Abbildung 2.17: Augmentierung entlang W.

Satz ergibt folgende Idee fiir einen Algorithmus:
e Starte mit b’-Fluss f, fiir den ¢ konservativ in Gy ist
e Augmentiere entlang kiirzester s, t-Wege bis vorgegebene Balancen b(v) erreicht sind

e Frage: wie erreicht man konservatives c?
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— Fall 1: c ist konservativ in G
= starte mit f =0

— Fall 2: c ist nicht konservativ in G
= sdttige Kanten e mit c(e) < 0 (d.h. f(e) := u(e)) und &ndere Balancen
entsprechend = diese Kanten e sind nicht mehr in Gy = c ist konservativ in
Gt

Eingabe: (G,u,b,c).

Ausgabe: Kostenminimaler b-Fluss f (oder Aussage, dass kein b-Fluss existiert).
Methode:

Mache c konservativ und bestimme anfingliche Balancen b’

setze b’(v) := 0 fiir alle Knoten v, f(e) := 0 fiir alle Kanten e

if ¢ nicht konservativ then
// mache c konservativ durch Sattigung von Kanten mit negativen Kosten

forall Kanten e = (v, w) mit c(e) < 0 do
f(e) :=u(e) // sdttige e
b’(v) :=1b’'(v) +u(e);b’(w) :=b’(w) — u(e) // passe Balancen an
end
end
Hauptschleife:

while es gibt Knoten v mit b’(v) # b(v) do
wahle Knoten s mit b(s) —b’(s) > 0

if es gibt einen Knoten t mit b(t) — b’(t) < 0 der von s in G; erreichbar ist then
| wahle einen solchen Knoten t

end
else
| return // es gibt keinen b-Fluss (Ubung)
end
berechne in Gy einen s,t-Weg W mit minimalen Kosten
setze v := min{min.cgw) ur(e),b(s) —b’(s),|b(t) — b’ (t)[}
augmentiere f entlang W um vy
b’(s) :=b’(s) +v,b’(t) :=b’(t) —v.
end

return: f
Algorithm 2.6.1: Successive Shortest Path Algorithmus

Wir geben nun ein Beispiel (siche Abb. [2.18).
Zum Aufwand des Algorithmus:
Bei beliebigen Kapazitaten ahnliche Probleme wie beim Ford-Fulkerson Algorithmus.

e Falls u und b ganzzahlig sind = Abbruch nach héchstens B := (1/2) > |b(v) —b’(v)]
Iterationen mit den anfinglichen b-Werten und den im Algorithmus gesetzten b’-
Werten

e pro Iteration eine Kiirzeste-Wege Berechnung mit Moore-Bellman-Ford (da negative
Kantengewichte) = Aufwand O(n-m+B-n-m)

e Verbesserung moglich durch Verwendung von zulassigen Potenzialen

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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u(e) c(e) b(v)

Abbildung 2.18: Beispielinstanz fiir den Algorithmus.

e Verwendung von Moore-Bellman-Ford einmal am Anfang, Transformation der Kan-
tengewichte durch zulassiges Potenzial, danach pro Iteration nur Dijkstra und An-
passung des zulassigen Potenzials
= Verbesserung auf O(nm+ B(n? 4+ m)) (Edmonds & Karp 1972) ist fiir B = O(n)
schnellster bekannter Algorithmus

Bemerkung 2.20. Sei Z ein elementarer Zykel in (G, c) und 7t ein zulédssiges Potenzial.
Dann gilt:
c(Z) =cn(Z).

Desweiteren gilt:
W ist ein kiirzester s, t-Weg bzgl. ¢ & W ist ein kiirzester s, t-Weg bzgl. c,.
Allgemein:

Es gibt ein zuldssiges Potenzial & c ist konservativ (keine neg. Zykel).

Satz 2.21 (Edmonds und Karp 1972). Fiir ganzzahlige Kapazitdten und Balancen kann

der Successive Shortest Path Algorithmus durch Verwendung zuldssiger Potenziale so

implementiert werden, dass er in O(nm + B(n? +m)) Zeit lauft.

Bewezs. 1. Mache ¢ konservativ.

2. Vereinfachung des Problems auf eine einzige Quelle s: Falls die Instanz mehrere
Knoten v mit b(v) —b’(v) > 0 hat, so transformiere sie wie in Abb. dargestellt.

Losche zusatzlich alle Knoten, die nicht von s aus erreichbar sind (in G¢) und be-

rechne zuldssiges Potenzial 7.

3. Berechne zulassiges Potenzial 7t nach Iteration i des Successive Shortest Path Algo-
rithmus fiir die nachste Iteration i + 1. Dazu: sei fi_; der Fluss vor der Iteration i
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b(v)-b*(v) >0 b(v) := b*(v)

u(s,v) := b(v)-b*(v)
c(s,v):=0

Abbildung 2.19: Transformation mit B = (1/2) Y [b(v) — b’(v)].

dann wird die Berechnung des kiirzesten Weges in Iteration i bzgl. der transformier-
ten Kosten cn, , (v, W) := c(v,w) —m_1 (W) + mi_1(v) ausgefiihrt, und zwar jedesmal
von Knoten s aus, und 7t;_; ist ein zuldssiges Potenzial fiir (G¢, ,,c). Sei dann d;(v)
die kiirzeste Wegldnge von s nach v (Knoten v mit d;(v) = co werden geldscht).
Behauptung: 7;(v) := i1 (v) + di(v) ist ein zuldssiges Potenzial fiir (G¢,,c).
Beweis durch Induktion nach i > 1 (beachte, dass 7y zul. Potenzial fiir (Gy,,c)):
Betrachte Kante e = (v,w) € Gy,.

Zeige: cn,(e) > 0.

Fall 1: e € E(Gy, ,):

Nach Dreiecksungleichung und Induktionsvoraussetzung ist

di(w) < di(v) +cn, (VW)
= di(v) + c(v,w) —mi_1 (W) + 1 (v)

= —m(w) — di(w) +mi1(v) + di(v) +c(v,w) >0

Also ist
e (€) = cle) —m(w) + mi(v) = cle) — (i1 (W) + di(w)) + (i1 (v) + di(v)) > 0.

Fall 2: e ¢ E(Gy,_,):
= umgekehrte Kante (w,v) ist in E(Gy,_,) und liegt auf dem kiirzesten Weg W;
entlang dessen augmentiert wurde

= di(v) = di(w) + cr_, (W, v) = di(w) + c(w,v) — i1 (v) + i (W)
= (v, W) = —c(w,v) — (i1 (W) + di(w)) + i1 (v) + di(v) =0.

4. Dies erlaubt Berechnung des kiirzesten Weges mit Dijkstra.

5. Dijkstra erfordert (da parallele Kanten moglich) O(n? +m) = insgesamt O(nm +
B(n? +m)).
[
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Wir geben ein Beispiel.

u(e) c(e) ’ b(v)

Abbildung 2.20: Beispiel mit negativem Zykel.

Capacity Scaling Algorithmus

Fiir grofe B erhdlt man bessere Laufzeiten durch Skalieren (Scaling). Dies ist eine wichtige
Technik zur Beschleunigung von Algorithmen.

Idee des Skalierens:

Transformiere das Problem so, dass nur Kapazitdten u(e) = oo auftreten (dies ist moglich,
siehe die Transformation in Lemma . Betrachte dann zunachst nur Wege mit groffem
Augmentierungswert v ~ B und halbiere iterativ y. Bei ganzzahligen Daten ist danny =1
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nach O(log B) Halbierungen und man ist fertig.

Eingabe: (G,u,b,c), c konservativ, u = co (allgemeine u iiber Transformation mit
Lemma.
Ausgabe: Kostenminimaler b-Fluss f (oder Aussage, dass kein b-Fluss existiert).
Methode:
setze f(e) := O fiir alle Kanten e
setze b(v) := b(v) fiir alle Knoten v // miissen dann b(v) = 0 erreichen, b(v) driickt
Imbalance aus
setze v := 211°6BJ mit B := max{1, (1/2) 3_ [b(v)[}.
Hauptschleife:
while es gibt Knoten v mit b(v) #0do
while es gibt keine Knoten s,t mit b(s) >y und b(t) < —y und t von s in Gy
erreichbar do
if vy =1 then
| return // es gibt keinen b-Fluss
end

else
| setze y:=vy/2

end

end

wihle Knoten s,t mit b(s) >y und b(t) < —y und t von s in Gy erreichbar
berechne s, t-Weg W in G¢ mit minimalen Kosten

augmentiere f entlang W um vy // geht, da Kapazitdten u(e) = oo

setze b(s) :=b(s) —v,b(t) :=b(t) +v

end

return: f
Algorithm 2.7.1: Capacity Scaling Algorithmus

Satz 2.22 (Edmonds & Karp 1972). Der Capacity Scaling Algorithmus 16st das MCFP
mit ganzzahligen Balancen b, konservativem ¢ und u = oo in O(n- (n?+m)-log B) Zeit.

Bewets. Die Korrektheit folgt sofort aus Satz
Zur Laufzeit:
Wir halten folgende Beobachtung fest:

Bemerkung 2.23. Residualkapazitdten sind co auf VK (da u(e) = co) und Vielfache

von y auf RK (da immer um y augmentiert und y sukzessive halbiert wird)

v-Phase := Schritte im Algorithmus mit gleichem y. Wir zeigen nun 3 wichtige Eigen-
schaften:

1. Die Anzahl der Augmentierungen in einer y—Phase ist hochstens 4n.
Beweis: Angenommen, die Aussage gilt nicht. Betrachte eine y—Phase mit mehr als
4n Augmentierungen. Sei f der Fluss zu Beginn dieser y—Phase und g der Fluss am
Ende dieser y—Phase.
Beh.: g — f ist ein b-Fluss (negative Werte zugelassen) in G; mit 5 [b(v)| > 8ny.
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Beweis der Behauptung. Beachte, dass E(G) C E(Gy) (folgt aus Bemerkung
ie., u(e) = oo auf VK). Nun zeigen wir:

> 15(v)I > 8ny.

v
In jeder Augmentierung in der y—Phase wird y entlang eines Weges geschickt.

= Z{B(V)IB(V) > 0} nimmt pro Augmentierung um vy ab und Z{B(V)IB(V) < 0}
nimmt pro Augmentierung um vy zu. Betrachte g—f und )_ |6(v)] tiber die Augmen-
tierungen in der y—Phase. Hier gilt anfangs g —f =0 und )_ |6(v)] = 0. Am Ende
gleich dem jetzigen g — f, iiber das wir argumentieren

= 2y Anderung in 5~ |6(v)| bzgl. g — f pro Augmentierung = (mehr als 4n Aug-
mentierungen) g — f ist ein b-Fluss in Gy mit > b(v)| > 8ny. O

Sei
S:={veV(G)b(V) >0}und ST :={ve V(G)b(v) > 2y}

und

T:={veV(G)b(V) <0}und T" :={v e V(G)[b(v) < —2v}.

In der y—Phase gibt es in G¢ keinen Weg von S* nach T" (sonst gdbe es ihn wegen
Bemerkung schon zu Beginn der y—Phase und damit wiirde die 2y—Phase
langer dauern) = alle t € T, die in Gy erreichbar sind von einem s € S*, erfiillen
t € T\ T* und daher b(t) > —2y = fiir die Summe } , b(t) dieser t gilt

D b)>) (-2y) = n(-2v).

Weil nun g — f ein b-Fluss in G und somit die Balancebedingung gilt, folgt

D BlsllsesTy< Y bt <2ny.

tET\T+

Wir erhalten

S b =2 B =23 Bwi+2 Y )

veV(G) = ves+ vES\S+

< 2(2ny + 2ny) = 8ny, im Widerspruch zu Z 6(v)| > 8ny.
v

2. wegen sukzessiver Halbierung gibt es hochstens |log B| 4 1 viele y—Phasen.
3. eine Moore-Bellman-Ford Berechnung, sonst nur Dijkstra

(1) - (3) = Aufwand = O(Moore-Bellman-Ford) + (#Yy-Phasen)-O(# Augmentierungen
in y—Phase)-O(Dijkstra) = O(nm + (logB) - n - (n? + m)) = O(n(n? +m)log B). O
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Bemerkung 2.24. Weitere Verbesserung moglich auf streng polynomial (Polynom in n
und m) durch geschicktere Wahl der Knoten s, t und Skalierung (Orlin 1993): O(nlog m)
Augmentierungen reichen = O(nlogm(n? 4+ m)).

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



Kapitel 3

Matchings

Grundlegende Definitionen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den sogenannten Matchings in einem ungerichteten
Graphen G = (V, E). Dazu benétigen wir die folgenden Definitionen:

Definition 3.1. 1. Ein Matching M C E(G) ist eine Teilmenge der Kantenmenge von
G, sodass je zwei Kanten aus M keinen Endpunkt gemeinsam haben.

2. Ein Knoten v € V(G) heift dabei iiberdeckt, falls es eine Kante e = {v,w} € M
gibt; w wird dann Partner von v in M genannt. Gibt es so eine Kante e nicht, so
bezeichnen wir v als exponierten Knoten (bzgl. M).

3. Ein Matching M heifit nicht erweiterbar, falls fiir alle Kanten e € E(G) — M gilt:
M + e ist kein Matching. Es lasst sich also keine Kante zu M hinzufiigen, sodass
danach immer noch ein Matching vorliegt.

4. Ein Matching M heifft maximal, falls fiir alle Matchings M’ von G gilt: [M| > [M/|.
Es existiert also kein Matching, welches mehr Kanten besitzt. Die Kardinalitat eines
maximalen Matchings bezeichnen wir mit v(G).

5. Schliefilich heifit ein Matching M perfekt, falls jeder Knoten in G mit einer Kante aus
M inzident ist.

Abbildung soll die definierten Begriffe veranschaulichen. Dabei sind die Matchingkan-
ten rot eingezeichnet. Im linken Bild ist M ein nicht erweiterbares Matching, jedoch nicht
maximal und nicht perfekt. Dies sieht man leicht daran, dass nur die Knoten a und f
exponiert sind und keine Kante zwischen den beiden Knoten existiert. Dagegen ist die
Aufteilung M’ = {ab, ce, df} (wie im rechten Teil der Abbildung) ein perfektes Matching,
welches eine Kante mehr als M besitzt.

Wir halten fest, dass die folgenden Implikationen gelten (die Riickrichtungen gelten im

Allgemeinen nicht):
M ist perfekt = M ist maximal = M ist nicht erweiterbar

Neben dem Auffinden von maximalen Matchings ist man manchmal auch an Matchings

59
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0'0 (D—)

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der grundlegenden Begriffe zu Matchings (links: nicht
erweiterbares Matching, rechts: perfektes Matching)

mit maximalem Gewicht interessiert. Dazu betrachtet man einen ungerichteten Graphen,
der zusdtzlich Kantengewichte c(e) > O fiir alle e € E(G) besitzt. Dies will man zum
Beispiel beim Chinese Postman Problem anwenden. Dabei ist man an einer Tour, die jede
Kante eines zusammenhangenden Graphen mindestens einmal durchlauft und minimale
Kosten unter allen solchen Touren hat, interessiert (z.B. Brieftrdger, Miillabfuhr, ... ).
Ist G eulersch, so ist natiirlich jede Euler Tour eine optimale Losung. Ist G dagegen
nicht eulersch, so miissen manche Kanten mehrfach durchlaufen werden. Diese zusatzlichen
Kanten bilden dabei Wege zwischen Knoten mit ungeradem Grad. Wir wollen also die
Lange dieser Zusatzwege minimieren. Dies ist mit folgendem Algorithmus moglich:

Eingabe: Ungerichteter zsh. Graph G, Kantengewichte c(e) > 0.

Ausgabe: Eine Tour minimaler Lange, die jede Kante mindestens einmal durchlauft.

Methode:

if es gibt keine Knoten mit ungeradem Grad then
| return Euler Tour von G.

end

1. Ermittle alle Knoten mit ungeradem Grad (davon gibt es eine gerade Anzahl)
2. Betrachte vollstandigen Graphen H auf diesen Knoten

3. Kante e = {u,v} € E(H) erhilt c’(e) :=Lange eines kiirzesten Weges in G zwischen u und v
(kann wegen c(e) > 0 berechnet werden)

4. Berechne ein gewichtsmaximales perfektes Matching M in H bzgl. Kantengewichten
—c’(e) + N (dabei ist N eine groRe Konstante)

5. Fiir jede Kante e € M nehmen wir einen zugehdrigen Weg P mit Lange c’(e) und fiigen die
Kanten aus P zu G hinzu (Mehrfachkanten moglich; der resultierende Graph G’ ist Eulersch
mit minimalen zusétzlichen Kosten)

return Euler Tour von G'.
Algorithm 3.1.1: Chinese Postman Algorithmus

Dabei ist allerdings nicht klar, wie wir Punkt 4. algorithmisch bestimmen konnen. Wir
wollen trotzdem ein kleines Beispiel zur Veranschaulichung machen und dabei das ge-

wichtsmaximale Matching per Hinsehen bestimmen.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



3.1. Grundlegende Definitionen | 61
7&
:B 4 \g)/

Abbildung 3.2: Veranschaulichung des Chinese Postman Algorithmus
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Abbildung 3.3: Gewichtsmaximales perfektes Matching in (H,—c’ + 7) und der Graph G’

N
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Gegeben sei dazu der Graph aus Abbildung (links). Im rechten Teil der Abbildung ist
der Graph H mit zugehdriger Gewichtsfunktion ¢’ abgebildet (die Knoten a,e,f und g
haben ungeraden Grad). Die Kosten ¢’ der Kante ag erhalten wir beispielsweise durch den
Weg a—c—d—g. Die Kosten der anderen kiirzesten Wege haben wir auch durch Hinsehen
bestimmt. Wahlen wir z.B. N = 7, so erhalten wir in H ein gewichtsmaximales Matching
bzgl. —¢’ + N wie in Abbildung (links); dies entspricht einem gewichtsminimalen
perfekten Matching in (H,c’). Daraus resultiert dann der im rechten Teil der Abbildung
dargestellte Graph G’; wir haben dazu die Matchingkante ag in den Weg a —c—d —g
ricktransformiert, die Kante ef ist gleichzeitig schon der kiirzeste Weg von e nach f. Wir

durchlaufen insgesamt also vier Kanten mit einem Gesamtgewicht von 8 doppelt.

Eine weitere Kennzahl eines Graphen ist folgendermafien definiert:

Definition 3.2. 1. Eine Teilmenge D C V heift iiberdeckende Knotenmenge bzw. Kno-
tentiberdeckung von G (vertex cover), falls gilt: e N D # () fiir jede Kante e € E(G).
Das heiftt, dass mindestens ein Endknoten jeder Kante in D enthalten ist.

2. Ahnlich zu Definition heifft D nicht verkleinerbar, falls D — v keine Knoteniiber-
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Abbildung 3.4: Beispiel einer minimalen Knotentiberdeckung D eines Graphen

deckung von G fiir jede Wahl von v € D ist.

3. Ist |D| < |C] fiir jede liberdeckende Knotenmenge C von G, so heifft D minimale Kno-
tentiberdeckung. Die Knoteniiberdeckungszahl eines Graphen G ist die Machtigkeit
einer minimalen Knoteniiberdeckung. Wir bezeichnen diese mit t(G).

Ein Beispiel einer minimalen Knoteniiberdeckung findet sich in Abbildung Wir erhal-
ten sofort folgendes Resultat.

| Satz 3.3. Ist G ein Graph, so gilt v(G) < 1(G).

Bewets. Sei D C V eine Knoteniiberdeckung und M C E eine Menge von Kanten mit
IM| > |D|. Nach dem Taubenschlagprinzip gibt es dann mindestens einen Knoten v € D,
der mit mindestens zwei Kanten aus M inzident ist. Daher kann M kein Matching sein.
Damit folgt fiir jedes Matching von G

v(G) = max{|M| | M ist Matching von G} < |D]|.
Dies gilt fiir alle Knoteniiberdeckungen D von G, also gilt wie behauptet

v(G) < min{|D| | D ist Knoteniiberdeckung von G} = 1(G).

Ubung 3.4. Ist G ein Graph, so gilt T(G) < 2-v(G).

Wir zeigen zuerst, dass die Endknoten eines jeden nicht erweiterbaren Matchings M
eine Knoteniiberdeckung sind. Nehmen wir an, dies gilt nicht. Dann gibt es eine Kante,
deren Endknoten beide nicht von M iiberdeckt sind. Damit konnten wir diese Kante
zu M hinzufiigen, um ein groferes Matching zu erhalten, ein Widerspruch zu unserer
Annahme, dass M nicht erweiterbar ist.

Nun gilt also

T(G) <2- M| <2-v(G),

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.5: Transformation im Beweis zum Satz von Konig

was zu zeigen war. Die erste Ungleichung erhalten wir, da 2 - |M| genau die Anzahl der
Knoten des nicht erweiterbaren Matchings angibt, welche nach obiger Argumentation
eine (eventuell nicht minimale) Knoteniiberdeckung bilden. Auflerdem gilt sicherlich,

dass jedes maximale Matching mindestens so viele Kanten enthalt wie das vorhandene

nicht erweiterbare Matching.

Matchings in bipartiten Graphen

Wie wir (maximale) Matchings bestimmen, ist bisher immer noch nicht klar. Wir werden
zu Beginn Aussagen iiber Matchings in bipartiten Graphen G = (AUB, E) betrachten und
danach schauen, mit welchen Anpassungen sich diese Aussagen auf allgemeine Graphen
iibertragen lassen.

Im Fall von bipartiten Graphen konnen wir Satz noch konkretisieren.

| Satz 3.5 (Satz von Koénig). In jedem bipartiten Graphen G gilt v(G) = 1(G).

Beweis. Wir wollen den Max-Flow-Min-Cut Satz anwenden und transformieren dazu G
in ein Flussnetzwerk G’ (vgl. Abbildung , indem wir jede Kante e = {a, b} durch die
gerichtete Version e = (a, b) ersetzen sowie eine Quelle s mit Kanten (s, v) fiir alle Knoten
v € A und eine Senke t mit Kanten (w,t) fiir alle w € B einfilhren. Dabei erhalten alle
Kanten eine Kapazitat von 1.

Da alle Kapazitaten ganzzahlig sind, betrachten wir einen ganzzahligen maximalen s, t-
Fluss f in G’, d.h. f(e) € {0, 1} fiir alle e € E(G). Offensichtlich bilden Kanten von A nach
B mit f(e) = 1 ein Matching M in G (kein Knoten kann mehrere ein- oder ausgehende
Kanten haben wegen der Wahl der Kantenkapazitdten).

Seinun S := {s}U{v € V(G) | v von s in Gy erreichbar} (vgl. Abbildung|3.6). Wie auch schon
im Kapitel zu maximalen Fliissen gesehen, bildet S einen Schnitt minimaler Kapazitat.
Wir behaupten nun, dass D := (A — S) U (BN S) eine Knoteniiberdeckung in G ist.
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Abbildung 3.6: Minimaler Schnitt S im Beweis zum Satz von Konig

Dazu halten wir fest, dass Kanten (s,v) mit v € A—S geséttigt sind, da diese Knoten nach
Definition von S im Residualgraph nicht mehr von s aus erreichbar sind. Desweiteren sind
auch alle Kanten (w,t) mit w € BN S gesdttigt, da sonst t im Residualgraph noch von s
aus erreichbar wére, ein Widerspruch dazu, dass f ein maximaler Fluss ist (die gesattigten
Kanten wurden dabei rot eingezeichnet). Nehmen wir per Widerspruch an, dass eine Kante
e ={a,b} mit a € A und b € B keinen Endpunkt in D hat. Das heift nichts anderes als
a € Sund b ¢ S. Wir unterscheiden nun, ob die Kante e gesdttigt ist oder nicht.

Fall 1: f(a,b) = 1. Da a € S gilt, ist a von s aus in Gy erreichbar. Dies ist auf zwei Weisen
moglich, die wir nochmals unterscheiden miissen.

Fall la: f(a,b) = 1 und a ist direkt iiber die Kante (s, a) erreichbar. Das heiRt, dass

f(s,a) = 0 ist. Dies ist ein Widerspruch zur Flusserhaltung in a.

Fall 1b: f(a,b) = 1 und a ist iiber eine Riickwartskante (b’, a) in G erreichbar. Das heift,
dass f(a,b’) = 1 ist. Da nach Annahme auch f(a,b) = 1 ist, flieRen aus a mindestens zwei
Flusseinheiten raus, es geht aber in G’ nur eine Kante mit Kapazitidt 1 in a ein. Deshalb

erhalten wir wieder einen Widerspruch zur Flusserhaltung in a.

Fall 2: f(a,b) = 0. Damit ist die Kante e = (a,b) in Gy enthalten. Da a € S ist, ist nun

auch b von s aus in Gy erreichbar, was b € S implizieren wiirde, ein Widerspruch.

Die Kapazitdt des Schnitts S ist ¢(S) = |A — S|+ |BN S|, da alle Kanten die Kapazitat 1
besitzen (dies entspricht also der Anzahl der gesdttigten Kanten, die in Abbildung rot
eingezeichnet sind).

Da D also tatsachlich eine Knoteniiberdeckung ist, gilt
D] =¢(S) =v(f) = M| =v(G).

Damit erhalten wir v(G) > 1(G), da D nicht notwendigerweise eine minimale Knoten-
liberdeckung ist. Die geforderte Gleichheit erhalten wir aber mit Satz da zusatzlich
v(G) < 1(G) die Aussage unseres Satzes impliziert. O

Der Satz von Konig lasst sich auch noch in einer dquivalenten Version formulieren.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Satz 3.6 (Satz von Hall (1935)). Sei G = (A UB,E) ein bipartiter Graph. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. G hat ein Matching M das A iiberdeckt (d.h. jeder Knoten aus A ist mit einer Kante
aus M inzident).

2. Zu jeder Teilmenge X C A gibt es geniigend viele ,Partner in B, d.h. |I'(X)| > |X] fiir
alle XCAmit N'X):={veB|Jdue X:{uv}€E(G)}.

Der Spezialfall |A| = |B| ist auch als Heiratssatz von Hall bekannt.

Beweis. Die Richtung ist klar (Widerspruchsbeweis).

Fiir 2] nehmen wir an, dass es kein Matching gibt, das A iiberdeckt, d.h. v(G) < |A].
Aus Satz folgt damit, dass auch t(G) < |A] ist. Seien nun A’ C A und B’ C B so, dass
D := A’ UB’ eine minimale Knoteniiberdeckung ist, d.h.

|A’| +[B'| = |A’UB'| =1(G) < |A]. (%)

Da D eine Knoteniiberdeckung ist, kann es keine Kanten von A — A’ nach B — B’ geben
und impliziert damit I'(A — A’) C B’. Damit erhalten wir insgesamt

IMA—AN| < [B/| £ 1A|— A = |A— A,
also einen Widerspruch zu [T'(A — A’)| > |A — A’|. O
Wir konnen aufierdem festhalten, dass offensichtlich
v(G) < min{|A[, B[}

gilt, da einerseits gelten muss, dass jeder Knoten mit maximal einer Matchingkante inzi-
dent ist und andererseits nur Kanten von A nach B verlaufen.

Aus der Transformation im Beweis zum Satz von Konig erhalten wir zusatzlich folgendes
Resultat.

Satz 3.7. Ein maximales Matching in einem bipartiten Graphen kann in O(nm) Zeit

berechnet werden.

Beweis. Wir verwenden z.B. Ford-Fulkerson im transformierten Graph. Der maximale
Flusswert entspricht v(G). Da wir jede Augmentierung in O(m) durchfithren kénnen und
maximal |A| < n oft augmentieren, erhalten wir wie gewiinscht eine Laufzeit von O(nm).

O

Bemerkung 3.8. Durch Augmentierung entlang kiirzester Wege (Hopcroft & Karp)
lasst sich die Laufzeit auf O(y/nm) verbessern (ohne Beweis).
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Als Spezialfall des Heiratssatzes erhalten wir das folgende Korollar, welches eine hinrei-
chende Bedingung an die Existenz eines perfekten Matchings angibt.

Korollar 3.9. Sei G = (A UB,E) ein reguldrer bipartiter Graph. Dann besitzt G ein
perfektes Matching.

Bewets. Da G reguldr ist, muss |A| = |B| gelten. Es reicht also aus, Bedingung [2| aus
Satz nachzupriifen (A-iiberdeckend impliziert dann auch B-iiberdeckend). Sei dazu r
der Grad aller Knoten von G. Fiir X C A mit |X| = k gibt es genau k - r Kanten von X
nach B. Da auch jeder Knoten in B mit genau r Kanten inzident ist, miissen diese k - r

Kanten mit mindestens k verschiedenen Knoten aus B inzident sein, d.h. [X| < |[I'(X)|. O

Abschlieffend wollen wir fiir bipartite Graphen folgenden interessanten Zusammenhang
festhalten.

Satz 3.10. Sei G = (AUB,E) ein bipartiter Graph mit X C A und Y C B. Gibt es nun
in G ein X-iiberdeckendes Matching Mx und ein Y-iiberdeckendes Matching My, so gibt
es auch ein Matching M, welches X U'Y iiberdeckt.

Beweis. Wir betrachten den (bipartiten) Teilgraph G’ = (W,E’) von G, der durch die
Kanten in Mx U My festgelegt ist. Dabei ist offensichtlich X UY C W und jeder Knoten
in G’ hat entweder Grad 1 oder 2 (je nachdem, ob ein Knoten in genau einem der bei-
den Matchings oder beiden enthalten ist). Hat ein Knoten Grad 2, so ist dieser mit einer
Matchingkante aus Mx und einer aus My inzident. Daher sind die Zusammenhangskom-
ponenten von G’ entweder Kreise gerader Lange (mit abwechselnd Kanten aus My bzw.
My), oder alternierende Pfade. Aus diesen Einsichten werden wir nun ein Matching M
konstruieren, welches X UY iiberdeckt.

Betrachten wir eine beliebige Zusammenhangskomponente C von G’, so unterscheiden wir
drei Fille, vgl. Abbildung

Fall 1: C ist ein (alternierender) Kreis. Dann fiigen wir alle Kanten aus C N My zu M
hinzu, also genau die Kanten im Kreis, die in Mx enthalten sind. Damit sind alle Knoten
in C iiberdeckt.

Fall 2: C ist ein (alternierender) Pfad ungerader Lénge (P,). Dann gehoren die erste und
die letzte Kante des Pfads zum selben Matching M’ € {Mx, My}. Auch hier fiigen wir alle
Kanten zu M hinzu, die in M’ enthalten sind.

Fall 3: C ist ein (alternierender) Pfad gerader Lange (P.). Da G bipartit ist, miissen die
beiden Endknoten zur gleichen Partition gehoren, 0.B.d.A. zu A. Da C ein alternierender
Pfad ist, kann einer der beiden Endknoten nicht von My iiberdeckt werden (d.h. dieser
Knoten ist nicht in X enthalten), da genau eine der beiden Endkanten von C zu My gehort.
Das bedeutet, dass wir diesen Knoten mit M gar nicht iiberdecken miissen. Daher reicht

es auch hier aus, die Kanten aus My zu M hinzuzufiigen.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.7: Situation im Beweis zu Satz

Offensichtlich ist M nun ein Matching, welches alle Knoten aus X UY iiberdeckt (kein
Knoten ist mit mind. zwei Kanten inzident, da wir die Zusammenhangskomponenten
betrachtet haben und diese disjunkt sind).

Im Beispiel (Abbildung (links)) haben wir in rot eine Teilmenge X C A und in griin
eine Teilmenge Y C B ausgewahlt und in der jeweiligen Farbe ein X- bzw. Y-iiberdeckendes
Matching eingezeichnet. In der Mitte ist der resultierende Graph G’ abgebildet, der aus
einem Kreis gerader Léange (C), einem Pfad ungerader Léange (P,) und einem Pfad gerader
Lange (P.) besteht. Wir wahlen in C die griinen Kanten; in P, und P, miissen wir jeweils
die roten Kanten wéhlen. Daraus erhalten wir das blaue Matching, welches in der Tat alle

roten und griinen Knoten tiberdeckt. ]

Matchings in beliebigen Graphen

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass sich ein maximales Matching in bipartiten
Graphen effizient bestimmen lasst. Bevor wir zum Algorithmus von Edmonds kommen,
der ein maximales Matching in beliebigen Graphen bestimmt, wollen wir eine strukturelle

Aussage iiber maximale Matchings treffen. Dazu bendtigen wir die folgenden Begriffe.

Definition 3.11. 1. Eine ungerade Komponente eines Graphen G ist eine Zusammen-

hangskomponente von G, die eine ungerade Anzahl an Knoten besitzt.
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Abbildung 3.8: Beispiel zum Defizit einer Menge S

2. Fiir eine Menge S C V(G) bezeichne o(S) die Anzahl ungerader Komponenten von
G-S.

3. Das Defizit von S ist d(S) := o(S) — |S|.

In Abbildung[3.8|besteht S aus drei Knoten. Die Zusammenhangskomponenten Cy, C3, C4, Cs
und Cg sind jeweils ungerade, C, ist gerade. Deshalb gilt hier d(S) =5 —3 = 2.
Wir erhalten folgendes Resultat.

Satz 3.12 (Berge-Tutte Formel). Sei G = (V,E) ein Graph mit n Knoten und sei M ein
maximales Matching von G. Dann gibt es genau

d =max{d(S) |S C V(G)}

exponierte Knoten, bzw. anders ausgedriickt gilt

v(6) = 5 (n—d) = 3 (n—maxlo($) ~[3] |5 € V(G)).

Bewets. Sei M ein Matching von G, welches genau e Knoten exponiert lasst und sei
S C V(G) beliebig. Offensichtlich muss jede ungerade Komponente von G — S mindestens
einen exponierten Knoten enthalten, aufler einer der enthaltenen Knoten ist Partner eines
Knotens in S. Deshalb kann die Anzahl ungerader Komponenten in G —S nicht grofier sein
als die Summe aus der Anzahl aller Knoten in S und der Zahl der exponierten Knoten,
also gilt d(S) = o(S) — |S| < e. Da dies fiir alle Wahlen von S gilt, muss es schon mal
mindestens max{d(S) | S C V(G)} exponierte Knoten geben.

Per Induktion nach n zeigen wir nun, dass es tatsichlich ein Matching gibt, welches nur

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.9: Inklusionsmaximale Menge R sowie bipartiter Graph B

d Knoten exponiert lasst. Fiir n = 0 ist dies trivialerweise erfiillt. Wir stellen fest, dass
d(S) =0o(S)—|S| =n (mod 2) fiir alle S C V(G) (3.1)

gilt. Dies liegt daran, dass n genau die Summe von |S| und der Zahl aller Knoten in den
Zusammenhangskomponenten von G—S ist, also ist o(S)+|S| = n (mod 2) (die Anzahl der
Knoten in geraden Zusammenhangskomponenten ist kongruent zu 0 (mod 2); auferdem

konnen wir Plus durch Minus ersetzen).

Wir wahlen nun eine inklusionsmaximale Menge R unter allen Mengen S, die das grofite
Defizit besitzen, d.h. die d(S) = d erfiillen, und behaupten, dass dann jede Zusammen-
hangskomponente von G — R eine ungerade Zahl an Knoten enthilt (vgl. Abbildung
links). Nehmen wir per Widerspruch an, dass C eine gerade Komponente in G — R ist.
Dann wahlen wir ein Blatt b eines beliebigen Spannbaums von C und fiigen dieses zu
R hinzu. Dann ist das Defizit immer noch d, jedoch ist die Inklusionsmaximalitdat von R
verletzt.

Sei nun R* die Menge aller (notwendigerweise ungeraden) Komponenten von H := G —R.
Wir betrachten den bipartiten Graphen B mit Knotenmenge RUR* (jeder Knoten von R*
reprasentiert eine ungerade Komponente, vgl. Abbildung rechts). Ein Knoten r € R
und eine Komponente C € R* sind genau dann adjazent, wenn es eine Kante {r,c} in G
gibt mit ¢ € C. Jetzt zeigen wir, dass in B ein R-iberdeckendes Matching existiert indem
wir Bedingung aus dem Satz von Hall nachweisen. Sei dazu also X C R und sei T := I'(X)
die Menge der Nachbarn von X in B, d.h. die Menge aller Komponenten von H, die zu
(mindestens) einem Knoten in X benachbart sind. Dann ergeben die Knoten in R* — T
wieder ungerade Komponenten von G — (R — X), da keine Komponente in R* — T einen
Nachbar in X besitzt. Zusatzlich konnten noch mehr ungerade Komponenten existieren,
sei diese Zahl gleich k > 0 (z.B. wenn in Abbildung die beiden rechten Knoten von

R als X gewdhlt werden, bilden diese beiden Knoten zusammen mit Cz, C5 und Cg eine



70 | Kapitel 3. Matchings
weitere ungerade Komponente in G — (R — X) mit 9 Knoten). Also ist

R hat imales d
AR—X) 2 R =T[4+ k—[R—X| = d=dR) % R -R],

anders ausgedriickt also insbesondere
IR| —|R—=X| +k < |R*| — |R* —T].

Mit T = TI'(X) folgt wie gewiinscht |X| < |X| 4+ k < |I'(X)|, sodass tatséchlich ein R-
iiberdeckendes Matching in B existiert.

Wir konnen daher jeden Knoten y € R mit einem Knoten x, in G — R assoziieren, sodass
yxy eine Kante in G ist und die Knoten x, paarweise zu verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten von G — R gehoren. Daraus erhalten wir ein Matching My von G, welches
R iiberdeckt und genau o(R) — |R| = d (ungerade) Komponenten von G — R nicht erreicht.
Nun reicht es zu zeigen, dass es fiir jede Komponente C in G — R und jeden Knoten x € C
ein perfektes Matching M¢ im Graphen G[C — x] gibt. Denn dann bildet die Vereinigung
von Mg und all den Matchings M¢ ein Matching von G, welches genau d Knoten exponiert
l3sst, fiir den Fall, dass wir x = x, immer dann wahlen, wenn eine der Komponenten C
einen dieser speziellen Knoten enthilt, siehe Abbildung

Nehmen wir per Widerspruch an, dass es eine Komponente C gibt, in der G[C—x] kein per-
fektes Matching enthalt. Dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Menge Y C C—x
mit oc_(Y) > |Y| (da d > 0 ist). Dabei bezeichnet oc_4(Y) die Zahl der ungeraden Kom-
ponenten in G[C —x] — Y. Da C eine ungerade Komponente ist (wegen der Inklusionsma-
ximalitdt von R, was oben schon gezeigt wurde), ist |C — x| gerade. Damit gilt dann nicht
nur oc_«(Y) > |Y|, sondern wegen sofort

oc_x(Y) > |Y| +2. (3.2)

Da R, Y und x paarweise disjunkt sind, gilt

oRUYUxX) L o(R) =1 +oc(YUx) =

2

DRI+ d—1+o0c,(Y)>
3

> Rl+d—1+]Y|+2=

4
@ [IRUYUx|+ d.

Dabei haben wir in (1) verwendet, dass wir die Komponente C gesondert betrachten
(deshalb haben wir sicherlich noch o(R) — 1 viele ungerade Komponenten und eben noch
diejenigen, die durch das Weglassen von YUx entstehen). Nach Annahme ist in (2) o(R) =
IR| + d; in (3) setzen wir obige Abschitzung ein. Schlieflich verwenden wir in (4),
dass RUY Ux genau |R| 4 |Y| 4 1 viele Knoten enthalt.

Damit ist aber RUY Ux auch eine Menge mit Defizit d, ein Widerspruch zur Maximalitat
von R, was unseren Beweis komplettiert. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.10: Maximales Matching in G mit zwei exponierten Knoten

Korollar 3.13. Ein Graph G hat genau dann ein perfektes Matching, wenn o(S) < |S|
fir alle S C V(G) gilt.

Bewesis. Dies folgt direkt aus Satz mit d = 0. O

Wir geben hier noch einen kleinen Ausblick auf eine interessante Eigenschaft: In einem
Graphen gibt es im Allgemeinen eine Teilmenge von Knoten, die in jedem maximalen
Matching enthalten ist, aber auch eine Teilmenge, deren Knoten nur in manchen maxi-
malen Matchings enthalten sind. Ist ein Knoten in jedem maximalen Matching enthalten,
so nennen wir ihn stets iiberdeckt.

Definition 3.14. Sei G = (V,E) ein Graph. Wir bezeichnen mit B(V) die Menge aller
Knoten, die stets iiberdeckt sind (d.h. diese Knoten sind in jedem maximalen Matching
iiberdeckt) und mit D(V) die Menge aller Knoten von G, die nicht stets tiberdeckt
sind, d.h. D(V) =V — B(V). Sei dann A(V) die Menge der Nachbarknoten von D(V),
die in V — D(V) liegen. Schlieflich bezeichnen wir mit C(V) := V — (D(V) U A(V))
die Menge der restlichen Knoten von G. Dann heift das Tripel (A(V),C(V),D(V)) die
Gallai-Edmonds-Zerlegung von G.

Der folgende Satz liefert nun eine Aussage, fiir welche Menge in der Berge-Tutte-Formel

tatsachlich das Maximum angenommen wird:

Satz 3.15. Sei G = (V,E) ein Graph und (A(V),C(V),D(V)) dessen Gallai-Edmonds-

Zerlegung. Dann gilt
¥(6) = 5 (n— o(A(V)) +A(VI))

das heifit A(V) bildet eine Menge mit maximalem Defizit.
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Fiir den Beweis dieses Satzes und auch der beiden nachfolgenden Satze verweisen wir auf
das Buch Graphs, Networks and Algorithms von Dieter Jungnickel.

Beachte, dass es im Allgemeinen mehrere Mengen mit maximalem Defizit gibt, die Gallai-
Edmonds-Zerlegung ist hingegen eindeutig.

Es bleibt die Frage, ob bzw. wie man die Gallai-Edmonds-Zerlegung {iberhaupt effizient
bestimmen kann — es kann ja sehr viele maximale Matchings eines Graphen geben. Wir

geben folgenden Satz an:

Satz 3.16. Sei G = (V,E) ein Graph, (A(V),C(V),D(V)) dessen Gallai-Edmonds-
Zerlegung und M ein beliebiges maximales Matching von G. Sei dann X die Menge
aller M-exponierten Knoten. Dann gilt:

1. D(V) ist die Menge aller Knoten, die von einem Knoten in X durch einen alternie-
renden Pfad gerader Léange erreicht werden konnen (insb. gilt X C D(V)).

2. A(V) ist die Menge aller Knoten, die von einem Knoten in X durch einen alternie-
renden Pfad ungerader Linge erreicht werden konnen, aber nicht durch einen alter-
nierenden Pfad gerader Lange.

3. C(V) ist die Menge aller restlichen Knoten.

Satz 3.17. Bei der Ausfiihrung von Edmonds Matchingalgorithmus (kommt spéater

noch) kann man die Gallai-Edmonds-Zerlegung eines Graphen erhalten.

Aus diesem Satz folgt nun, dass die Gallai-Edmonds-Zerlegung eines Graphen effizient

bestimmt werden kann.

Fiir das Beispiel in Abbildung erhalten wir (ausschlieRlich durch iiberlegen)

D(V) = {V eV | AAS {C1) C3) C4) C5) Cé}})
A(V) ={v e R | Hv,w} mit w e C,},

C(V)={veV]|ve(C;oderv ist adjazent zu einem Knoten in C,}.

Wir werden nun analog zu augmentierenden Wegen fiir Fliisse augmentierende Wege fiir
Matchings einfiihren (vgl. Abbildung [3.11)).

Definition 3.18. Sei M ein Matching in einem Graphen G.

1. Ein M-alternierender Weg in G ist ein elementarer Weg P in G fiir den E(P) — M ein
Matching ist, d.h. P enthéalt alternierend Matching und Nicht-Matching Kanten.

2. Ein M-alternierender Weg P heifft M-augmentierend, falls beide Endpunkte von P

exponiert sind. Dann ist notwendigerweise |E(P)| ungerade.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.11: M-alternierender Weg (oben) und M-augmentierender Weg (unten)

DRSS
-

M AA

Abbildung 3.12: Symmetrische Differenz MAM’ zweier Matchings M und M’

Wir erhalten damit eine Charakterisierung, wann ein Matching maximal ist.

Satz 3.19 (Berge (1957)). Ein Matching M ist genau dann maximal, wenn es keinen
M-augmentierenden Weg gibt.

Bewess. Fir die Hinrichtung nehmen wir per Widerspruch an, dass es noch einen M-
augmentierenden Weg P gibt. Dann ersetzen wir die Kanten aus P in M durch die Kanten
aus E(P) — M und vergrofern damit das Matching, ein Widerspruch.

Nun zur Riickrichtung: Wir nehmen an, dass M nicht maximal ist, d.h. es gibt ein Mat-
ching M’ mit [M’| > [M|. Wir betrachten sodann die symmetrische Differenz M'AM :=
(M"—=M)U (M — M’) und den Graphen G’ = (V,M’'AM), vgl. Abbildung Nun
haben alle Knoten in G’ einen Grad < 2, d.h. die Zusammenhangskomponenten bestehen
entweder aus isolierten Knoten, elementaren Kreisen (jeweils gleiche Anzahl von Kanten
bzgl. M’ und M) oder aus elementaren Wegen. Davon gibt es wieder drei mogliche Typen.
Entweder

e beginnt und endet ein elementarer Weg mit Kanten aus M, d.h. |[M| > |M’| auf diesem
Weg,

e beginnt ein elementarer Weg mit einer Kante aus M und endet mit einer Kante aus M/,
d.h. M| = |M’| auf diesem Weg,

e beginnt und endet dieser Weg mit Kanten aus M’, d.h. [M/| > |[M| auf diesem Weg.

Im letzten Fall hatten wir damit aber einen M-augmentierenden Weg gefunden, was nicht
sein kann. In allen {ibrigen Fallen gilt jedoch [M| > |M’|, ein Widerspruch zur Annahme.
O



74 | Kapitel 3. Matchings

I
*—o—=0-_
u TN
MEANE

e o—9o o —0o---o *o--o—0 o

v P, uw w
\\
——o—o

Abbildung 3.13: Situation im Beweis, Matchingkanten aus M sind rot, aus M’ griin.

Weiterhin erhalten wir folgenden niitzlichen Satz, wenn wir die Laufzeit von Matching-
Algorithmen betrachten:

Satz 3.20. Sei G ein Graph, M ein Matching in G und u ein exponierter Knoten
(bzgl. M). Sei weiterhin P ein augmentierender Weg und sei M’ = MAP. Dann gilt:
Gibt es keinen augmentierenden Weg bzgl. M, der in u startet, so gibt es auch keinen
augmentierenden Weg bzgl. M’, der in u startet.

Beweis. Seien v und w die Endknoten des augmentierenden Weges P. Da u nicht Endkno-
ten eines augmentierenden Weges bzgl. M ist, gilt u % v, w. Nehmen wir per Widerspruch
an, dass es einen augmentierenden Weg P’ bzgl. M’ gibt, der in u beginnt. Wenn nun P
und P’ knotendisjunkt sind, dann ist offensichtlich P’ auch ein M-augmentierender Weg,
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei nun u’ der erste Knoten in P’, der auch in P enthalten ist und sei e die eindeutige
Matchingkante in M’, die zu u’ inzident ist. Dann teilt u’ den Pfad P in zwei Teile auf.
Denjenigen Teil, der e nicht enthilt, bezeichnen wir mit P;. Auflerdem sei P; der Teilpfad
von u nach u’ in P’. Dann ist aber P1P; ein M-augmentierender Weg, der in u beginnt
(siehe Abbildung [3.13), ein Widerspruch. O

Das Ziel ist nun, so lange nach augmentierenden Wegen zu suchen, bis keine mehr exis-
tieren. Einen Augmentierungsschritt nennen wir dabei Phase. Aus Satz folgt direkt:

Korollar 3.21. Sei u ein exponierter Knoten, von dem aus in einer Phase kein augmen-
tierender Weg gefunden wird. Dann gibt es in allen nachfolgenden Phasen auch keinen

augmentierenden Weg, der in u startet.

Wir miissen also jeden exponierten Knoten maximal einmal genauer anschauen. Dies ver-

wenden wir im Algorithmus von Edmonds.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.14: M-alternierender Baum mit M-augmentierendem u-w-Weg

Der Algorithmus von Edmonds

In diesem Abschnitt wollen wir den Algorithmus von Edmonds erarbeiten, welcher ein
maximales Matching in einem beliebigen Graphen bestimmt.

Fir bipartite Graphen haben wir schon gesehen, dass wir den Algorithmus von Ford-
Fulkerson zur Bestimmung eines maximalen Matchings benutzen konnen, indem wir den
Graph in ein Flussnetzwerk transformieren. Wir wollen nun einen Algorithmus fiir bipar-
tite Graphen angeben, der die Einsichten zu M-augmentierenden Wegen aus dem letzten
Abschnitt verwendet. Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Algorithmus von Edmonds,
welchen wir aufbauend auf die folgenden Erkenntnisse betrachten werden.

Sei nun G = (V = A UB, E) ein bipartiter Graph mit A ={1,...,a}, B={1/,...,b’} und
|[V(G)| = a+b =n. Wir nehmen weiterhin 0.B.d.A. an, dass a < b gilt (um die Zahl der
benétigten Schritte zu minimieren).

Das Vorgehen ist nun folgendermafien: Einen M-augmentierenden Weg suchen wir durch
eine Breitensuche von einem exponierten Knoten u € A aus. Dadurch entstehen wieder
Schichten, wobei u in Schicht 0 liegen soll. Damit liegen alle Knoten aus A in einer geraden
Schicht und alle Knoten aus B in einer ungeraden Schicht. Wird bei der Breitensuche von
einem Knoten v in A aus ein noch nicht im Baum enthaltener Knoten w in B entdeckt,

so sind zwei Falle moglich:

Fall 1: w ist bereits im Matching M enthalten, sei z der Partner von w. Dann fiigen wir so-
fort auch die Kante {w, z} zum Breitensuchbaum hinzu und héngen z an die Warteschlange
an.

Fall 2: Ist w exponiert, so haben wir einen M-augmentierenden Weg gefunden und kénnen
unser Matching vergréfern. Der M-augmentierende Weg ergibt sich aus dem (eindeutigen)
u-w-Weg im Breitensuchbaum.

Den entstehenden Breitensuchbaum nennt man auch M-alternierenden Baum (vgl. Abbil-
dung Matchingkanten sind wieder rot eingezeichnet; aufferdem wurden die einzelnen
Schichten nummeriert).

Beachte dabei: durch das sofortige Hinzufiigen von Matchingkanten zum Baum wird im

Verlauf der Breitensuche immer nur von einem Knoten in A aus gesucht! Aufierdem wissen
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wir aus dem letzten Abschnitt, dass wenn die Breitensuche terminiert und dabei kein
exponierter Knoten gefunden wurde, so existiert kein M-augmentierender Weg von u aus.
Damit kann aber auch in den folgenden Phasen kein M-augmentierender Weg existieren,

der in u beginnt.

Daher miissen wir von jedem der maximal n exponierten Knoten nur einmal eine Breiten-

suche durchfiihren (jeweils Laufzeit O(m)), dies ergibt demnach eine Laufzeit von O(mn).

Formal kénnen wir den Algorithmus von Edmonds fiir bipartite Graphen folgendermafien
beschreiben: Wir speichern unser Matching in einem Array mate ab, wobei mate(i) = j’
bedeuten soll, dass {i,j'} € M liegt. Ist ein Knoten v exponiert, so sei mate(v) = 0.
Weiterhin gibt die Funktion p(j’) fiir j’ € B denjenigen Knoten in A an, von dem j’

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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erreicht wurde und nrex gibt die Anzahl der exponierten Knoten in G an.
Eingabe: Bipartiter Graph G = (V = A UB, E).
Ausgabe: Ein maximales Matching M in G, gespeichert im Array mate.

forveV // Initialisierung
do
| mate(v) « 0
end
T+ 0; ntex+— a+Db

while nrex > 2 und r < a // M kann evtl. noch vergrdfert werden
do
Te—T1+1 // gehe zum ndchsten Knoten aus A
if mate(r) =0 // v ist also exponiert
then
fori=1,...,b // initialisiere leeren Breitensuchbaum
do
| pA') 0
end

Q « {r}; augment = false

while augment = false und Q # () do
losche ersten Knoten x aus Q

if es gibt y € A, mit mate(y) =0 // augmentierender Weg gefunden

then
wahle so ein y
while x # r // aktualisiere Matching
do
| mate(y) < x; next « mate(x); mate(x) « y; y « next; x « p(y)
end
mate(y) « x; mate(x) « y; nrex « nrex—2; augment = true

end

else
es gibt kein so ein y // alle Nachbarn von X gematcht
for y € A, // erweitere Breitensuchbaum
do

if p(y) =0 then
| p(y) = x; hdnge mate(y) an Q an
end

end

end

end
end
end

return mate(v) fiir allev e V
Algorithm 3.4.1: Der Algorithmus von Edmonds (bipartit)

Beispiel 3.22. Hier noch ein kleines Beispiel zum Algorithmus. Gegeben sei der bipartite
Graph in Abbildung (links) mit A = {1,2,3} und B = {1/,2/,3’,4’}. In den ersten
beiden Schritten findet man von Knoten 1 sofort den Knoten 1’ und von Knoten 2 sofort

Knoten 2/, das momentane Matching sieht also so wie in der mittleren Abbildung aus.
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Abbildung 3.15: Schrittweise Entstehung des Matchings im Beispiel zum Algorithmus von
Edmonds

Abbildung 3.16: M-alternierender Baum im Beispiel zum Algorithmus von Edmonds

Im nichsten Schritt geht man zu Knoten 3. Die Nachbarn von 3 sind die Knoten 1’ und
2’. Da beide schon gematcht sind, werden zusatzlich die Kanten {1/,1} und {2’,2} in den
M-alternierenden Baum aufgenommen, vgl. Abbildung Beim nachsten Suchschritt
von 1 aus entdeckt man den exponierten Knoten 3’. Damit dndert man das Matching zu
M = {{1,3'},{3,1'},{2,2’}}. Da nun alle Knoten aus A abgearbeitet sind, terminiert der
Algorithmus.

Edmonds Matching Algorithmus fiir beliebige Graphen

Satz (Berge) gibt die Idee fiir einen Algorithmus wie bei Fliissen: Finde iterativ
augmentierende Wege bis keiner mehr existiert. Bei beliebigen Graphen ist es jedoch
unklar, wie man dabei vorgehen soll.

Wir geben ein Beispiel (siehe Abbildungen [3.17} 3.18| und [3.19).

Ungerade Kreise machen im Weiteren die Hauptschwierigkeit, wenn man sie zulasst, ist

unklar, wie oft man sie durchlaufen soll (darf) und wie man das kontrolliert.

Losung durch Edmonds (1965) "Paths, trees, and blossoms". Ein wichtiger Punkt im
Algorithmus besteht darin, Entscheidungen iiber die Richtung des zu ermittelnden aug-
mentierenden Weges aufzuschieben (delayed decisions). Dies wird erreicht durch Schrump-
fung von Teilen des Graphen. Auf den geschrumpften Teilen wird die Entscheidung erst
nach Vorliegen von mehr Information getroffen. Wir wiederholen die Definition eines M-
alternierenden Baumes.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.17: Betrachte folgenden Graph mit Matching M.

Abbildung 3.18: Erster Versuch eines augmentierenden Weges mit Tiefensuche von 1 aus:
1—-2—3—-4—-5—6—7—5—4—38. Ist nicht elementar, also nicht M-augmentierend. Er
enthalt ungeraden Kreis.

8
3 4 5 3 4 5
Q—vK::: o
1 2 7 6 1 2 7 6
Abbildung 3.19: Zweiter Versuch: Breitensuche von 1 aus. Geht nicht weiter. Es existiert
jedoch ein augmentierender Weg (siehe Bild rechts).
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Abbildung 3.20: M-alternierender Baum.

Basis Basis

Abbildung 3.21: Bliiten.

Definition 3.23. 1. M-alternierender Baum = Baum mit exponierter Wurzel, des-
sen Wege von der Wurzel bis zu den Blattern M-alternierende Wege sind. Knoten
bekommen entlang dieser Wege abwechselnd das Label S oder T, die Wurzel be-
kommt S.

2. Beobachtung:

Ist ein Blatt in einem M-alternierenden Baum exponiert, so ist der Weg

(3.3)

von der Wurzel bis zu diesem Blatt M-augmentierend.

3. Bliite (blossom) bzgl. M-alternierendem Baum = elementarer Kreis B, der entsteht
durch eine Kante aus E(G) — M zwischen zwei S-Knoten oder einer Kante aus M
zwischen zwei T-Knoten.

4. Basis der Bliite = zugehoriger (einziger) exponierter Knoten von G[B], dieser hat
Label S.

5. Stangel der Bliite = Weg von der Wurzel bis zur Basis im Baum.

Wir halten folgende weitere Beobachtung fest:
Fiir eine Bliite B gilt: (3.4)
e B hat ungerade Knotenzahl 2r 4+ 1 und r Matching Kanten

e Von der Basis aus gibt es innerhalb von B zu jedem anderen Knoten aus B al-

ternierende Wege in beide "Richtungen". Ein alternierender Weg durch eine Bliite

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.22: Alternierende Wege in der Bliite zu x (letzte Kante ist wahlweise
Matching- oder Nicht-Matching-Kante).
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Abbildung 3.23: Alternierende Wege in der Bliite zu x (letzte Kante ist wahlweise
Matching- oder Nicht-Matching-Kante).

kann also zwei verschiedene Alternativen wahlen. Die Entscheidung dariiber wird
zunéchst aufgeschoben (delayed decision). Bliiten kodieren also Alternativen fiir die

Suche nach M-augmentierenden Wegen.

Definition 3.24. Kontraktion (Schrumpfen, shrinking) einer Bliite B in G ergibt den
Graphen G°B. Er entsteht durch Ersetzen von G[V(B)] durch einen Pseudoknoten vg
und der Einfiilhrung von Kanten (vg,x) zu allen x ¢ B, die mit einem Knoten y € B in

G verbunden sind.

Wir erhalten folgende Eigenschaft (vgl. Abbildung und [3.25]).

Ist T ein alternierender Baum mit Bliite B, so ist T°B ein alternierender Baum

(3.5)
von G°B, wobei vg das Label S erhilt.

Wir erhalten folgendes wichtige Lemma.

Lemma 3.25. Sei B eine Bliite von G (bzgl. eines M-alternierenden Baumes). Dann

sind aquivalent:
1. es gibt einen augmentierenden Weg in G bzgl. M.

2. es gibt einen augmentierenden Weg in G°B bzgl. M’ :== M — E(B).

Beispiel fiir die Richtung “<” (Abbildung und [3.27)):
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Abbildung 3.24: Baum T.

Baum T°B
o L
S T
Abbildung 3.25: Baum T°B.
G
G°B
e L
o—0—c—8—90°

Abbildung 3.26: vg ist nicht exponiert.

Abbildung 3.27: vg ist exponiert.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abbildung 3.28: Situation in Fall (bl).

Bewets. &:

Sei W M’-augmentierend in G°B. Beachte dass dieser Weg beliebig durch GB verlauft,
nicht notwendigerweise im alternierenden Baum T zur Bliite B enthalten sein muss.

(a) W geht nicht durch den Pseudoknoten vg. Dann ist W ist M-augmentierend in G, da
nur Knoten und Kanten aus G benutzt werden.

(b) W geht durch den Pseudoknoten vg.

Fall (bl) vg ist nicht exponiert (vgl. Abbildung [3.28):

Dann hat W die Form W = W + (x,vg) + W, mit (x,vg) € M. Mit folgt, dass
es einen M-alternierenden Weg W’ in B von Basis v bis zum Knoten w in B, der zum
zweiten Knoten y aus W, adjazent ist, gibt, wobei die letzte Kante in B passend als
Matching-Kante gewahlt wird. Daraus folgt W; + (x,v) + W/ + W, ist M-augmentierend
in G.

Fall (b2) v ist exponiert (vgl. Abbildung [3.29):

W hat dann die Form W = W + (x,vg) mit (x,vg) € M. Wéhle also in B einen alternie-
renden Weg W', der mit einer Matching Kante (y,z) beginnt (wobei y in G zu x adjazent
ist) und mit der Basis v endet. Weil nun vg exponiert ist, folgt dass v exponiert ist, und
somit ist W; + (x,y) + W/ M-augmentierend in G.

=

analog, folgt aber auch aus einem spateren Satz, der zum Beweis nur die hier bewiesene

Richtung des Lemmas braucht.
O

Definition 3.26. Ungarischer Baum bzgl. M = maximaler M-alternierender Baum (d.h.
nicht vergrdsserbar), ohne Bliiten, ohne exponierte Blédtter (d.h. es gibt in ihm keinen
M-augmentierenden Weg).



84 | Kapitel 3. Matchings

X y z
@ r
o— = |
v :
c G '
GB Vg

X Yy Yy V4
I

W, =@ (x.y) w

Abbildung 3.29: Situation in Fall (b2).

Eingabe: Ungerichteter Graph G.

Ausgabe: Ein Matching M maximaler Kardinalitat.

Methode:

Initialisierung: setze G’ := G und M’ := M := My (M, beliebiges Matching, My = ()
moglich)

Hauptschleife:

Repeat konstruiere M'-alternierenden Baum T in G’ // zum Beispiel mit Breitensuche

breche ab sobald einer der folgenden Félle wahrend der Konstruktion eintritt.

Fall:

e T enthidlt M’-augmentierenden Weg

— konstruiere zugehorigen M-augmentierenden Weg W in G gemadss Lemma [3.25

— augmentiere M entlang W

— setze G’ := G und M’ := M // beginne wieder in G mit grésserem Matching
e T enthilt Bliite B

— kontrahiere B

— setze G’ .= G'°B und M’ := M’ —E(B)
e T ist ungarisch

— setze G’ := G’ — V(T) und M’ := M’ —E(T) // V(T) und inzidente Kanten
wegnehmen.

End Fall

Until: G’ = () oder es gibt keine exponierten Knoten. // M’ ist maximal in G’

return: M
Algorithm 3.5.1: Edmonds Matching Algorithmus

Wir rechnen ein Beispiel in der Vorlesung vor.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



3.5. Edmonds Matching Algorithmus fiir beliebige Graphen | 85

Beziiglich der Korrektheit des Algorithmus ist folgendes zu zeigen:
1. Der Algorithmus terminiert: im case statement tritt einer von 3 Fallen auf

e das Matching wird vergrossert = maximal n/2 mal

e cine Bliite wird kontrahiert = # Knoten nimmt um > 2 ab = maximal n/2
mal pro Vergrosserung des Matchings

e ein ungarischer Baum wird abgespalten = # Knoten nimmt um > 1 ab =

maximal n mal pro Vergrosserung des Matchings

2. Das bei Termination konstruierte Matching ist maximal. Wir konnen die Korrektheit
wie bei dem Max-Fluss Problem iiber Dualitdtssatz (Min-Max Satz) zeigen.

e duale Struktur zu s, t-Fluss — s, t-Schnitt

e duale Struktur zu Matching — Odd Set Cover.

Definition 3.27. Odd Set Cover (OSC) eines ungerichteten Graphen G ist ein Mengen-
system V = {V1,...,Vp} mit V; C V(G), |Vi| ungerade

e falls |Vi| =1, etwa V; = {v}, so hat V; die Kapazitat c(V;) := 1 und iiberdeckt alle
mit v inzidenten Kanten

e falls [Vi| = 2r + 1 mit r > 1, so hat V; die Kapazitat c¢(V;) := r und iiberdeckt alle
Kanten in G[V;], also alle Kanten mit beiden Endpunkten in V;.

e alle Kanten von G werden tiberdeckt.
e c(V):= 3 ;c(V;) heisst Kapazitdt des OSC V.

e Sind alle [Vj| =1, so ist V ein vertex cover (Knoteniiberdeckung) und c(V) ist die

Kardinalitat des vertex cover.

Satz 3.28 (Edmonds 1965). In einem ungerichteten Graphen gilt

max{|M|: M ist Matching in G} = min{c(V) :V ist OSC in G}.

Ein Spezialfall hiervon ist der Satz von Konig.

Bewers. “<™

jedes Matching M kann von den von den V; € V iiberdeckten Kanten hochstens c(Vi)
enthalten = |M| < ¢(V) fiir jedes Matching M und jedes OSC V = “<”.

s,

Betrachte die Situation bei Terminierung des Algorithmus von Edmonds im momentanen,
teilweise kontrahierten Graphen G’ (Ungarische Bdume dazu genommen) mit Matching
M{ in G’ und zugehdrigem Matching Mo in G.



86 | Kapitel 3. Matchings

B Pseudoknoten

induzierter Teilgraph
zu ungarischen Bdumen.
jede Kante ist adjazent
zu einem Knoten aus
ungarischem Baum

Rest R des Graphen (keine exponierten Knoten),
keine Kante ist adjazent zu einem Knoten aus
ungarischen Baum

Abbildung 3.30: Pseudoknoten.

Ubung 3.29. Fiir jede Kante e € E(G) gilt nun einer der folgenden Félle:
1. e ist inzident zu Knoten mit Label T
2. e ist in (geschrumpfter) Bliite von G’ enthalten

3. e ist im Rest R des Graphen

(Vollstandige Fallunterscheidung, da ungarische Bdume maximal alternierend ohne ex-
ponierte Blatter!)

Konstruiere OSC V, wie folgt:

(a) mache alle T-Knoten zu einelementigen Mengen V; (Pseudoknoten sind nie T-Knoten).

(b) die zu Pseudoknoten (geschachtelt) kontrahierten Bliiten bilden die mehrelementigen
Mengen V;.
Es folgt, dass c(V;) = # Matching Kanten aus G in V;.

(c) sei k := # Matching Kanten im Restgraphen R = R hat 2k Knoten.

e k=0= "V, ist gemdss [(a)| und [(b)] fertig konstruiert und [Mo| = c(Vy).
e k =1 = nehme einelementige Menge V; zu V, hinzu

e k > 2 = nehme eine einelementige Menge zu Vy hinzu, fasse die anderen 2k —1
Knoten zu einer Menge Vj zusammen.

In allen Féllen ist [Mg| = c(Vo) und es folgt

max{|M| : M ist Matching in G} = min{c(V) : V ist OSC in G}.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Abschliessend halten wir fest:

| Satz 3.30. Der Algorithmus von Edmonds kann in O(n?) implementiert werden.
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Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



Kapitel 4

Komplexitatsklassen P und NP

Beispiel 4.1 (TSP und Algorithmen). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit
Kantenkosten ce,e € E.

Aufgabe: Finde eine kiirzeste Tour, die alle Knoten V besucht.

e G = K,, vollstdndiger Graph mit n Knoten

e Tour = Permutation m=1{1,2,4,7,5,8,3}
e Es gibt n! viele Permutationen
e n=38:n!=40320

16! = 20922789888000

Bisher haben wir Graphenprobleme kennengelernt, fiir die effiziente Algorithmen existie-
ren. Effizient heisst: Worst Case Laufzeit (gemessen in einer natiirlichen Definition von
Schritten) ist durch ein Polynom in der Lange des Inputs (etwa |V(G)|+|E(G)| = n+m) be-
schrankt, z.B. Zusammenhang O (n+m), Kiirzeste Wege O(nm), Max Fluss O(n?). Exakte
Definition erfordert Formalisierung von Inputldnge, Rechnermodell (was sind Schritte?).
Nach geschehener Formalisierung: Kann man Probleme bzgl. ihrer Komplexitat klassifi-
zieren? Was kommt nach effizient?

Schwere und einfache Probleme:

89
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Leichte Probleme Schwere Probleme

e Sortieren von n Zahlen e TSP ~ nZ2n

Merge-Sort ~ nlog(n)

Satisfiability ~ 2™

e kiirzeste Wege . .
.. e Hamiltonkreis
Dijkstra ~ m + nlog(n)
.. e Vehicle routing
e minimaler Spannbaum
Prim ~ n? e Partition
L °
L4 °

Wie konnen wir die Schwierigkeit von Problemen vergleichen?

Kodierung von Inputdaten

Ma# fiir die Grofe des Inputs ist die Lange = # Bits (Zeichen) zur Kodierung der Input
Instanz eines Problems. Die Lange hangt ab von der gewahlten Kodierung der Daten.
Beispiel ganze Zahlen

e Input: Zahl 5127

e Inputldnge: 4 bei Dezimaldarstellung

e 13 bei Dualdarstellung

e 5127 bei undrer Darstellung (Bierdeckel)

Beispiel einfache Graphen G = (V,E): Inputlinge: n? bei Adjazenzmatrix, n + m bei
Adjazenzlisten.
Allgemein:

e | Instanz einer Problemklasse
e C(I) Kodierung von I

e (C(I)) Lange der Kodierung von I mittels C

Definition 4.2. Kodierungen C;,C, heissen polynomial dquivalent (bzgl. einer Pro-
blemklasse) :& es gibt Polynome pi,p2 : N — N so dass fiir alle Instanzen I der Pro-
blemklasse gilt:

(C2(D) < p1({Ce(D)))
(C1(D) < p2((C2(1)))

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Beispiel einfache Graphen: Kodierungen als Adjazenzmatrix und Adjazenzlisten sind po-
lynomial aquivalent.
Beispiel Zahlen: bindre und k-dre (z.B. dezimale) Darstellung von ganzen Zahlen sind

polynomial dquivalent.
e bindr: (n) = [log,(In|+1)] + 1.
o kedr: (n) = [log(In|+ 1)] + 1 = [(loga(In| + 1))/ log, k] + 1
ABER: bindre und unare Darstellung natiirlicher Zahlen sind nicht dquivalent

binér: (n) = [log,(In|+1)] + 1

unar: (n) = n > 2Meem+0I+ 44

also ist (n) exponentiell in [log,(In|+ 1)] + 1.
Standardkodierungen:

e ganze Zahlen: bindr, (n) = [log,(In|+ 1)] + 1
e Vektor x = (x1,...,Xn) als n ganze Zahlen, (x) = (x1) + -+ (Xn)

e Graph als Array von Adjazenzlisten, (G) =n+m
ACHTUNG: hier werden Kodierungsldngen von Knoten und Kanten als 1 gezdhlt,
obwohl man zur Unterscheidung von n Objekten eigentlich n - ([log;n| + 1) Bits
braucht

e Kantenbewertungen als ganze Zahlen, also mit Lange (u(e)) = [log,([u(e)|+1)] +1
Beispiel 4.3. Max Fluss Problem (G,u,s,t) hat Inputlange
(Gu,s,t)) =(G)+(u)+2=n+m+ Z(u(e)> +2=0(n+mlogl)
e

mit U := maxu(e) (u(e) > 0 vorausgesetzt).
e

Wir gehen nun im Folgenden von einer binaren Standardkodierung von Inputdaten aus.

Rechnermodelle

Es gibt eine Reihe von etablierten Rechnermodellen und wir listen hier die wichtigsten.

e RAM (Random Access Machine): sehr leistungsfahig, hat Registerarithmetik und
indirekte Adressierung

e Turing Maschine: sehr grob, nicht viel Ahnlichkeit mit modernem Rechner, 1936 von

Alan Turing als Gedankenmodell zur Formalisierung von Berechnungen entwickelt

Dennoch gilt: jeder dieser (und anderer) Maschinentypen kann durch jeden anderen Typ

simuliert werden, wobei die Zeiten fiir Rechenoperationen sich in Abhédngigkeit von der
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gleichen Inputliange nur um ein Polynom unterscheiden und der bendtigte Speicher nur
um einen konstanten Faktor. “Um ein Polynom unterscheiden” bedeutet:

Ist T; die Laufzeit auf Rechnermodell i(i = 1,2), so existieren Polynome p;,p; mit

T1(I) < p2(T2(1)) fiir alle Inputs I
To(I) < py(Tyi(1)) fiir alle Inputs I

Aquivalenzthese: Diese Aquivalenz gilt fiir alle "verniinftigen"Rechnermodelle (fiir viele
bereits nachgewiesen in der Theorie der Berechenbarkeit)

Definition 4.4. Die Laufzeit Ta(I) eines Algorithmus A angewandt auf eine Instanz I
bzgl. eines Rechnermodells ist definiert als die Summe der Kosten aller Schritte in A bei

Input L.

Kosten eines Schrittes hdngen vom Rechnermodell ab, z.B.:
e Addition von 2 k-stelligen Dualzahlen = O(k)
e Addition von 2 k-stelligen Dualzahlen = O(1) (unit cost model); dies ist unsere
generelle Annahme fiir alle arithmetischen Operationen

Optimierungs- vs. Entscheidungsprobleme

Beispiel 4.5 (Optimierungsprobleme). e Berechne einen kiirzesten s, t-Weg W in G =
(V,E) bzgl. c.

e Berechne eine kiirzeste Tour T in G = (V, E) bzgl. c.

Beispiel 4.6 (Entscheidungsprobleme). e Existiert ein s,t-Weg W in G = (V,E) mit
Lange < L bzgl. c?

e Existiert eine Tour T in G = (V,E) mit Lange < L bzgl. c?

Ubung 4.7. Wenn wir effizient entscheiden konnen, kénnen wir effizient optimieren
(bindre Suche iiber L)!

Komplexitatsklasse P

Definition 4.8 (Komplexitdtsklasse P (polynomial time)). P ist die Menge aller Entschei-
dungsprobleme TT, fiir die ein Algorithmus A existiert, der jede Instanz I € TT in poly-
nomieller Zeit in der GroRe der Instanz (I) 16st.

Ta(I) < p((1)) fiir alle I e TT.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Beispiel 4.9 (Kiirzeste Wege Problem). Instanz I: Gibt es einen s,t-Weg in G = (W, E)
mit Lange < L bzgl. ¢ > 0?7 Wende Dijkstra an!

Laufzeit < c1|E| + c2|V]1log(|V]) < p((I)).

Beispiel 4.10 (Minimaler Spannbaum MST). Instanz I: Gibt es einen Spannbaum in G =
(V,E) mit Lange < L bzgl. c?
Wende Prim an!

Laufzeit < ¢i[V]* < p((I)).

Die Klasse NP

Definition 4.11. NP (non-deterministic polynomial time): Ein Entscheidungsproblem
IT ist in NP, falls es fiir JA-Instanzen polynomiell grosse Zertifikate gibt, die in polyno-

mieller Zeit verifizierbar sind.

Beispiel 4.12 (TSP ist in NP). Instanz I: Zertifikat: Tour T in G = (V, E) mit Linge < L.
Uberpriifung geht in polynomieller Zeit.

Beispiel 4.13 (P C NP). Instanz I: Konstruiere Zertifikat durch Anwendung eines poly-

nomiellen Algorithmus.

Millenniumsproblem: P versus NP (1 Million Dollar, Clay Institute)

Polynomielle Reduktionen

Wie konnen wir die Komplexitat von Problemen vergleichen?

Definition 4.14 (Reduktion). Seien TT; und IT, Entscheidungsprobleme. IT; heisst poly-
nomial transformierbar auf TT, (in Zeichen TTy < TT;)

:& es existiert eine Transformation f : TT; — TI, mit:

VI € TT; ist f(I) € T, in polynomialer Zeit (polynomial in (I)) konstruierbar

I ist Ja-Instanz von Ty & f(I) Ja-Instanz von TT,.

Beispiel 4.15 (Hamilton Circuit). Instanz: Graph G = (V,E).
Frage: Existiert ein Kreis C der jeden Knoten in V genau einmal durchlauft?

Beispiel 4.16 (TSP). Instanz: (G,c,L), Graph G = (V,E), Kosten ce, e € E, Zahl L.
Frage: Existiert eine Tour T mit Lange < L bzgl. c?
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3 4

Reduktion Ham.Circ. < TSP: Polynomiell berechenbare Funktion f: G — (G’,c, L) mit

G hat Ham. Circ. & f(G) = (G/,c,|V]) besitzt Tour mit Lange < |V/|.

NP-Vollstandigkeit

Falls sich Problem A auf Problem B reduzieren ldsst schreiben wir: A < B.
Z.B. Hamilton Circuit < TSP.

Definition 4.17 (NPC (NP-complete)). Sei IT € NP eine Problemklasse (z.B. TSP).
IT ist NP-vollstandig & A < T fiir alle A € NP.

NPC ist die Menge der NP-vollstdndigen Probleme.

Nun kommen wir zum zentralen Resultat welches besagt, dass NPC # (). Dazu fithren wir

zundchst die Problemklasse Satisfiability ein.

Eine Instanz von Satisfiability (SAT') ist gegeben durch
e m Klauseln Cy,...,C,, in Booleschen (bindr) Variablen xi, ..., Xy.

e Klausel C; ist logischer Ausdruck der Form
Ci=yiy Vyi, V- Vyi, mit yi; € {xy;, %}

e Die yj; heissen Literale.

Frage: Existiert eine Belegung der Variablen mit TRUE (= 1) und FALSE (= 0), so
dass alle Klauseln wahr sind? (Es wird von einer erfiillenden Belegung gesprochen.)

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Beispiel 4.18. Betrachte zwei Klauseln:

7_(3,)(1 \/XzVXg

Diese Instanz ist erfiillbar (also eine Ja-Instanz). Nehme z.B. x3 = 0,x; = 1,x, = 0.

Die folgende Instanz ist nicht erfiillbar:
X1 VX V3, x1 VXa,x2Vixs,x3VX,xr VX Vix;s
Wir iiberlegen uns folgendes:
e C; wahr = ein Xj muss wahr sein
e (;,C3,C4 wahr = alle x; wahr oder alle x; falsch

e Cs5 wahr = ein x; muss falsch sein

| Satz 4.19 (Cook ('71), Karp ('72)). Satisfiability liegt in NPC!

Satisfiability

{3—Dimensiona1 Matchingj [Vertex Cover]

[Partition] [Hamilton Circuit] Clique

Wir geben nun eine erste nichttriviale Reduktion von SAT an. Betrachte folgende Pro-

blemklasse:

Stable Set

Instanz: Ein ungerichteter Graph G, eine natiirliche Zahl k

Frage: Hat G eine stabile Menge mit k Knoten?

(stabile Menge = Menge von Knoten, die paarweise nicht adjazent sind)

| Satz 4.20. Stable Set ist NP-vollstandig.

Beweis. (a) Stable Set € NP. Zertifikat ist eine stabile Menge der Grésse k.
(b) Transformation SAT < Stable Set.
Betrachte eine Instanz I von SAT, also Klauseln Zy, ..., Z,, mit

Zi = Y, vyiz VAR \/yiki mit yij € {Xij,;(ij}.

Konstruiere zu I eine Instanz f(I) von Stable Set, also einen Graphen G und eine Zahl k

mit
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1. es gibt erfiillende Belegung fiir [ & G hat stabile Menge der Grésse k

2. Konstruktion geht in polynomialer Zeit

Konstruktion:

e Klausel Z; — Clique C; mit ki Knoten, die den Literalen von Z; entsprechen (Cli-

quen disjunkt fiir verschiedene Klauseln)

e Knoten aus verschiedenen Cliquen werden durch eine Kante verbunden, wenn sich

die entsprechenden Literale “widersprechen”, also eines Negation des anderen ist
e k:=m (Anzahl der Klauseln)

Beispiel: I:
7_(1 VXz\/Xg,X] \/7_(3,7(2\/7_(3,)_(1 \/>_<2V>_<3

X2 X3

X3 X2

Abbildung 4.1: Konstruktion von G fiir obiges Beispiel.

Konstruktion geht offenbar in polynomialer Zeit, somit ist (2) erfiillt. Zu (1): es gibt
erfiillende Belegung fiir [ & G hat stabile Menge der Grosse k = m.

<

G habe stabile Menge S mit m Knoten.

e = S enthalt aus jeder Clique C genau einen Knoten

o setze die zugehorigen Literale auf TRUE => kein Widerspruch, da in stabiler Menge

setze andere Literale beliebig, aber konsistent

= dies liefert erfiillende Belegung

betrachte erfiillende Belegung von Z;,...,Zy,

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



4.7. NP-Vollstandigkeit | 97

B - stabile Menge

X2 X3

X3 x>

X3 b %)
Abbildung 4.2: Konstruktion fiir k = m = 4. Somit werden folgende Werte gesetzt: x; =
FALSE, x; = TRUE, x3 = FALSE.
e wahle pro Klausel ein Literal mit Wert TRUE
e wahle zugehorige Knoten als Menge S

e = S ist stabil mit m Knoten, da keine Widerspruchskanten in S (wegen erfiillender
Belegung)

Im Beispiel ist: x; = FALSE,x, = FALSE, x3 = FALSE eine erfiillende Belegung von

7_(1 \/Xz\/Xg,,X] \/)_(3,)(2\/)_(3,7_(1 \/7_62\/7_(3.

B - stabile Menge

Abbildung 4.3: Konstruktion der stabilen Menge aus einer erfiillenden Belegung.

Wir haben nun also eine NP-vollstdndige Problemklasse (SAT) auf Stable Set reduziert.
Da wir aber jede Problemklasse aus NP auf SAT reduzieren kénnen (Satz [4.19), konnen
wir jetzt auch jede Problemklasse auf Stable Set reduzieren. Damit ist Stable Set selbst
ebenfalls NP-vollstédndig.

Wir haben hierbei den folgenden Satz verwendet:
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| Satz 4.21. Gelten TT; € NPC,TT, € NP und TT; < TI5, so gilt auch TT, € NPC.

3SAT
Instanz: Eine Menge von Klauseln aus je genau drei Literalen
Frage: Existiert eine Belegung der Variablen, die alle Klauseln zugleich wahr macht?

| Ubung 4.22. 3SAT e NPC.

Der Beweis der NP-Vollstandigkeit des folgenden Problems zeigt die Verwendung von
sogenannten Gadgets fiir die Reduktion.

HawmizroN CirculT (HC)
Instanz: ungerichteter Graph G = (V, E)
Frage: Gibt es einen Kreis in G, der jeden Knoten genau einmal besucht?

| Satz 4.23. Hamilton Circuit ist NP-vollstandig.

Beweis. (a) HamiltonCircuit € NP: Zertifikat ist ein Hamiltonkreis.

(b) Transformation 3SAT < Hamilton Circuit:

Wir miissen also Instanzen I von 3SAT (Konjunktionen von Klauseln aus drei Literalen)
in polynomieller Zeit so in Graphen G(I) kodieren, dass es in G(I) genau dann einen
Hamiltonkreis gibt, wenn die Ausgangsinstanz I eine erfiillende Belegung hatte.

Ideen hierzu:

1. Jede Variable kodieren wir durch zwei Knoten, die jeweils nur durch genau eine
Kante mit dem iibrigen Graphen verbunden sind und untereinander durch zwei
parallele Kanten.

Ein Hamiltonkreis muss nun genau eine der beiden parallelen Kanten durchlaufen.
Wir werden das Auswahlen der oberen Kante so interpretieren, dass die Variable
mit True belegt wurde und das Auswahlen der unteren Kante so, dass die Variable

mit False belegt wurde.

2. Ebenso kodieren wir die drei Literale einer Klausel mit drei solchen Kantenpaaren,
wobei erneut die obere Kante eines Parallelenpaares dafiir stehen soll, dass das Lite-
ral wahr ist und die untere dafiir, dass es falsch ist. Hierbei miissen wir sicherstellen,
dass der zu einer Klausel gehorende Bereich nur durchlaufen werden kann, wenn
wenigstens aus einem Kantenpaar die obere Kante gewdhlt wird (d.h. mindestens

ein Literal wahr ist).

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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3. Schliefilich miissen wir noch dafiir sorgen, dass die Variablenbelegungen konsistent
mit den Wahrheitswerten der Literale sind, d.h. wenn wir fiir die Variable x; die
obere Kante (x; = True) wéhlen, dann miissen wir in allen Literalen X; die untere
Kante wahlen (dieses Literal ist falsch) und in allen Literalen x; die obere Kante.

Fiir 3| verwenden wir das folgende Gadget (das wir ab sofort als ,Gadget A“ bezeichnen
werden):

u @ e U

VvV @ ® Vv

Proposition 4.24. Ist das Gadget A iiber die Knoten u,u’,v und v’ in einen groferen
Graphen eingebunden, so durchlauft jeder Hamiltonkreis in diesem Graphen das Gadget

von u nach u’ oder von v nach v’.

Bewes. Die einzigen Moglichkeiten, wie ein Hamiltonkreis das Gadget A ablaufen kann,

sind die folgenden beiden Wege:

U @ o U T e u

vV @ ® Vv vV @ ® Vv
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Fiir [2| verwenden wir ein weiteres Gadget B:

Proposition 4.25. Sei das Gadget B nur iiber die Knoten u und u’ mit einem gréfieren
Graphen verbunden. Gibt es in diesem Graphen einen Hamiltonkreis, so kann dieser das
Gadget genau auf eine der folgenden Weisen durchlaufen:

e unter Benutzung keiner der Kanten ey, e, e3
e unter Benutzung von genau einer der Kanten aus e, e, e3
e unter Benutzung von genau zwei der Kanten aus eq, e, €3

Insbesondere kann es keinen Hamiltonkreis geben, der in einem solchen Gadget alle

unteren Kanten verwendet.
Bewets. Die einzigen moglichen Wege sind

S=0

S={e} S={e,}

e e es3 1 ) e3

e e €3

sowie die dazu spiegelsymmetrischen. O

Mit Hilfe dieser beiden Gadgets kénnen wir nun Instanzen von 3SAT (also Konjunktionen
von 3-Klauseln) wie folgt in Graphen umwandeln: Fiir jede auftauchende Variable fiihren
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wir je ein Paar paralleler Kanten ein und verbinden diese Paare (seriell) mit je einer
Kante. Fiir jede Klausel fiigen wir eine Kopie des Gadgets B ein und schalten auch diese
hintereinander.

Dann verbinden wir noch jede untere Kante aus den Gadgets B mit den entsprechenden
Variablenkanten (der oberen, falls das Literal positiv ist, und der unteren, falls es negiert
ist).

Abbildung 4.4: Der konstruierte Graph zur Instanz x; VX; VX3, X1 VX2 VX3, %1 VX3 V X3.

Klar: Die Reduktion ist in polynomieller Zeit moglich.
Noch zu zeigen: Korrektheit der Reduktion, d.h.

I hat erfiillende Belegung <= G(I) hat Hamiltonkreis

= Sei B : {Variablen in der Formel} — {True, False} eine erfiillende Belegung. Dann gibt
es im Graphen G(I) den folgenden Hamiltonkreis: In der unteren Halfte wird von
dem zu einer Variablen x; gehorenden Kantenpaar genau dann die obere Kante
durchlaufen, wenn (3(x;) = True ist (und sonst die untere). Beim Durchlaufen der
Gadgets B in der oberen Halfte muss ebenfalls genau dann die obere Kante eines
Kantenpaares durchlaufen werden, wenn dieses Literal durch die Belegung wahr
gemacht wird. Da es sich um eine erfiillende Belegung handelt, ist in jeder Klausel
mindestens ein Literal wahr, das heifft in jedem Gadget wird bei wenigstens einem
der drei Parallelenpaare die obere Kante durchlaufen. Nach Proposition kann
Gadget B so immer ganz durchlaufen werden. Insgesamt erhalten wir so also einen
Hamiltonkreis.
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& Ist umgekehrt ein Hamiltonkreis K gegeben, so konnen wir aus diesem eine I-erfiillende
Belegung zuriickgewinnen: Dazu setzen wir eine Variable auf True, wenn im entspre-
chenden Kantenpaar die obere Kante in K enthalten ist, und auf False sonst. Nach
Proposition durchlauft K in jedem Gadget B mindestens eine obere Kante, d.h.
das entsprechende Literal wird durch die gewdhlte Belegung wahr (wegen Proposi-
tion [4.24). Damit ist also jede Klausel erfiillt.

EX:] Die Klasse coNP

In der Klasse NP liegen alle Probleme mit ,einfachen Ja-Zertifikaten (einfach zu {iberprii-
fenden, nicht notwendigerweise einfach zu findenden!). Fiir Nein-Instanzen hingegen ist es
im Allgemeinen {iberhaupt nicht klar, wie ein entsprechendes Zertifikat aussehen soll (wie
etwa konnen wir belegen, dass es keinen Hamiltonkreis in einen gegebenen Graphen gibt,
ohne dazu alle mdglichen Kreise aufzulisten?).

Umgekehrt gibt es aber auch Probleme, die zwar vielleicht keine einfachen Ja-Zertifikate
besitzen, dafiir aber einfache Zertifikate fiir Nein-Instanzen. Diese Probleme bilden die
Komplexitatsklasse coNP:

Definition 4.26 (coNP). Ein Entscheidungsproblem IT ist in coNP, falls es fiir NEIN-
Instanzen polynomiell grofle Zertifikate gibt, die in polynomieller Zeit verifizierbar sind.

Beispiel 4.27 (Validity (VAL)). Ein Beispiel fiir ein Problem aus coNP:

VaLDITY (VAL)
Instanz: Eine boolsche Formel F
Frage: Ist F eine Tautologie? (d.h. wahr fiir jede beliebige Belegung der Variablen)

Ein Nein-Zertifikat fiir eine Instanz von VAL ist eine Belegung der Variablen, fiir die die
Formel nicht erfiillt ist. Ein derartiges Zertifikat ist offenbar polynomiell und in polyno-
mieller Zeit verifizierbar.

Weitere Beispiele erhalten wir durch das Negieren der Fragestellung in Problemen aus NP
- etwa:

coSAT
Instanz: Eine Menge von Klauseln in boolschen Variablen
Frage: Existiert keine Belegung der Variablen, die alle Klauseln zugleich wahr macht?

Analog zur Klasse NP gibt es auch innerhalb von coNP eine Klasse von ,schwersten

Problemen in dieser:

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



4.9. Pseudopolynomielle Algorithmen | 103
Definition 4.28 (coNPC (coNP-complete)). Sei TT € coNP eine Problemklasse

T ist coNP-vollstandig & A < TT fiir alle A € coNP.

coNPC ist die Menge der coNP-vollstandigen Probleme.
Ein Beispiel fiir ein solches Problem ist coSAT, wie direkt aus dem folgenden Satz folgt:

Satz 4.29. Sei IT ein Entscheidungsproblem, dann gilt:
e [Te NP & co(IT) € coNP

e 1T NPC & co(IT) € coNPC

Eine interessante Klasse von Problemen ist nun die Schnittmenge von NP und coNP, also

Probleme bei denen sowohl Ja- als auch Nein-Instanzen polynomielle Zertifikate haben.

Beispiel 4.30. Das Problem ,,Gibt es ein Matching der Kardinalitdat k7 liegt sowohl in
NP als auch in coNP. Ein Ja-Zertifikat ist ein entsprechendes Matching, ein Nein-Zertifikat
ein Odd-Set-Cover mit Kapazitat < k.

Alternative Begriindung: Das Problem liegt in P (Edmonds ist polynomiell), also auch in
NP und coNP.

Beispiel 4.31. Das folgende Problem liegt ebenfalls in NP N coNP, es ist allerdings nicht

bekannt, ob es auch in P liegt (es ist also kein polynomieller Algorithmus dafiir bekannt):

INTEGERFACTORIZATION
Instanz: Eine natiirliche Zahl N und eine natiirliche Zahl k

Frage: Hat N einen Teiler zwischen 1 und k?

Ein Ja-Zertifikat ist einfach ein entsprechender Faktor. Ein Nein-Zertifikat ist die Angabe
der vollstindigen Faktorisierung von N in lauter Primfaktoren > k (eine Zahl N hat
O(log N) Primfaktoren und die Primalitdt kann in Polynomzeit gepriift werden).

EX:] Pscudopolynomielle Algorithmen

SUBSET SUM
Instanz: natiirliche Zahlen zq,...,zy und K
Frage: Gibt es eine Teilmenge S C {1,..., N} mit Wert } ; ¢z = K?
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IntegerFactorization’

Abbildung 4.5: Eine mogliche Landkarte der Komplexitatsklassen

| Fakt 4.32. Subset Sum ist NP-vollstandig.

Wir wollen nun einen Algorithmus fiir Subset Sum finden, der auf dem Prinzip der dy-
namischen Programmierung basiert: Dies bezeichnet ein ,bottom-up‘-Verfahren, bei dem
zundchst kleine, leicht zu 16sende Teilinstanzen (,,bottom‘) geldst werden, mit deren Hilfe
man im nachsten Schritt Losungen fiir etwas grofiere Teilinstanzen findet. Dies fiihrt man
dann so lange fort, bis man bei einer Losung der urspriinglichen, grofen Instanz (,top“)
angekommen ist.

Im Falle von Subset Sum betrachten wir dazu als Teilinstanzen fiir (ganzzahlige) n < N
und k < K das Problem I,y : ,Gibt es eine Teilmenge S C {1,...,n} mit Wert genau k7

Die Instanzen I lassen sich leicht 16sen: Da wir hierbei keine der Zahlen nutzen diirfen,
konnen wir nur die Summe O erreichen. Also ist I eine Ja-Instanz und alle anderen Iy
sind Nein-Instanzen.

Kennen wir nun bereits die Antworten fiir alle I, fiir ein festes n, so konnen wir I,k
wie folgt beantworten: Die Antwort ist ,Ja“, wenn I, \ eine Ja-Instanz ist (wir miissen das
neue Element also gar nicht nutzen) oder wenn I, , eine Ja-Instanz ist (wir miissen

das neue Element nutzen). Andernfalls ist die Antwort ,Nein“.

Die Berechnung der Antworten aller Teilinstanzen lasst sich gut innerhalb einer Tabelle
mit K+ 1 Spalten und N + 1 Zeilen durchfiihren, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 4.33. Wir betrachten die Instanz gegeben durch die Zahlen 1,3,3,5,8,4 und
den Zielwert K = 10. Ordnen wir die Teilinstanzen so in einer Tabelle an, dass die Instanz
Ik in der n-ten Zeile und der k-ten Spalte steht, so konnen wir die Werte dieser Tabelle
mit dem oben beschriebenen Algorithmus Zeile fiir Zeile berechnen (und miissen dazu
immer nur die Eintrdge der jeweils eins dariiber liegenden Zeile betrachten):

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



4.9. Pseudopolynomielle Algorithmen | 105

AN lo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 ja

1 ja  ja

2 ja  ja ja ja

3 ja ja ja ja ja  ja

4 ja  ja ja ja ja ja ja ja ja

5 ja  ja ja ja ja ja ja ja ja

6 ja ja ja ja ja ja ja ja ja ja

Die Antwort auf die eigentlich zu losende Instanz steht dann in der rechten unteren Zelle
der Tabelle.

| Satz 4.34. Der Algorithmus entscheidet Subset Sum in O(NK).

Bewers. Die Korrektheit zeigen wir durch Induktion iiber die Zeilen: Sind die Instanzen
in der n-ten Zeile bereits richtig entschieden, so entscheidet der Algorithmus auch die
Instanzen der (n + 1)-ten Zeile korrekt. Die Laufzeit von O(NK) ergibt sich daraus, dass
die Berechnung eines Tabelleneintrags (d.h. einer Teilinstanz I,,; unter Benutzung der
bereits bekannten kleineren Teilinstanzen) in konstanter Zeit erfolgt. O

Auf den ersten Blick mag es nun so scheinen als hdtten wir hiermit einen polynomiellen
Algorithmus fiir ein NP-vollstdndiges Problem gefunden (und damit P = NP gezeigt).

Dies ware aber nur dann der Fall, wenn die Kodierung einer Instanz von Subset Sum eine
Lénge von NK hatte (oder zumindest NK polynomiell in dieser Lénge ware). Tatsédchlich

hat die (binédre) Kodierung einer Instanz aber lediglich eine Lange von etwa

N

S~ logy(2:) + logy(K) < Nlog;(max(zi}) + log,(K) < (N + 1) log,(number(I)),

i=1
(wobei number(I) den maximalen Betrag einer in I auftretenden Zahl bezeichnet). Und
im Allgemeinen ist NK nicht polynomiell (sondern sogar exponentiell) in dieser Kodie-
rungslange.
Unser Algorithmus fiir Subset Sum ist also nicht polynomiell in (I), er ist allerdings polyno-
miell in (I) und number(I). Wir bezeichnen derartige Algorithmen als pseudopolynomiell:

Definition 4.35. Ein Algorithmus A fiir ein Problem TT heiflt pseudopolynomiell, wenn
seine Laufzeit polynomiell in der Grofie der Eingabeinstanz und im grofiten Betrag einer
in der Eingabe auftretenden Zahl ist.

JPolynom p : VI € TT: Ta(I) < p((I), number(I))
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Schrankt man sich also auf Instanzen mit ,kleinen Zahlen“ ein, so wird ein pseudopolyno-

mieller Algorithmus zu einem polynomiellen.

Definition 4.36. Sei IT ein Entscheidungsproblem und q ein Polynom. Dann besteht
die Restriktion Ty von IT aus allen Instanzen I € IT mit number(I) < q((I)).

Definition 4.37. Ein Entscheidungsproblem TT € NPC heift stark NP-vollstindig, wenn
es ein Polynom ¢ gibt, sodass Ty NP-vollstandig ist. IT heifit schwach NP-vollstandig,

falls es kein solches Polynom gibt.

Bemerkung 4.38. TSP ist stark NP-vollstdndig (es werden in der Reduktion nur Ge-
wichte 1 benutzt).

Satz 4.39. Falls P # NP, so kann kein stark NP-vollstdndiges Problem durch einen
pseudopolynomialen Algorithmus gelost werden.

Bewets. Angenommen Py wird durch einen pseudopolynomialen Algorithmus A gelost. A
ist polynomial in (I) und number(I), d.h. es gibt ein Polynom p mit Ta (I) < p((I), number(I)).
Betrachte nun die Restriktion Py 4 von Py fir ein Polynom q. Fir eine Instanz I € Pgq
gilt dann number(I) < q((I)) und damit

TA(D) < p({1), number(I)) < p((1),q({1))) = Polynom in (I).
A 16st also Py 4 in polynomialer Zeit, also P = NP, Widerspruch. O

Fiir TSP gibt es also keinen pseudopolynomialen Algorithmus (oder P = NP).

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Approximationsalgorithmen

eine Giitegarantie p > 1, falls gilt

A(I) < p-OPT(I) fiir alle T € P,.

rantie 0 < p < 1
A(I) > p- OPT(I) fiir alle I € Py.

Metrisches TSP

Definition 5.1. Ein Approximationsalgorithmus A fiir ein Optimierungsproblem P,
berechnet fiir jede Instanz I € Py eine Losung A(I) € Sy in einer Zeit, die polynomial in
(I) ist. Wir bezeichnen mit A(I) sowohl die Losung, wie auch den Wert der Ldsung, aus

dem Kontext ist immer klar, was gemeint ist. Der Approximationsalgorithmus A hat

Hier bezeichnet OPT(I) den Wert einer Optimalldsung von I (Minimierungsprobleme).
Fir Maximierungsprobleme gilt fiir einen Approximationsalgorithmus A mit Giitega-

METRISCHES T'SP

Instanz:
e vollstdndiger Graph K,[V] mit V={1,...,n}yn >3
e Kantenbewertung ci; mit rationalen Zahlen, fiir die gilt

— Dreiecksungleichung
Cij < cik + Ckj fiir alle 1,3,k

— Symmetrie
cij = ¢j; fur alle i,j

— ¢y = 0 (hieraus folgt ci; > 0)

Aufgabe: Bestimme einen Hamilton Kreis C mit minimaler Lange.

107
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| Bemerkung 5.2. Metrisches TSP ist stark NP-vollstandig.

Eingabe: K, [V],c.
Ausgabe: Ein Hamilton Kreis C mit Approximationsgiite p < 2.
Methode:

1. berechne einen MST T von K, [V] bzgl. ¢ mit Wurzelknoten r aus V
2. Verdopple Kanten in T — T4 (Graph T4 ist Eulersch!)
3. berechne eine Eulertour in T4

4. gehe entlang der Eulertour ausgehend von r (benutze DFS mit ”left before right* als
tie-breaking Regel) und nehme Abkiirzungen sobald ein Knoten schon besucht wurde.
Dies ergibt eine Tour MST(I).

5. Ausgabe: MST(I)

Algorithm 5.1.1: Doppelbaum-Algorithmus (Rosenkrantz, Stearns, Lewis 1977)

| Satz 5.3. Der Doppelbaum-Algorithmus ist eine 2-Approximation.

Bewes. Sei T* eine optimale Tour.

¢(MST(I)) < ¢(Ty) (Dreiecksungleichung)
= 2¢(T) (Eulertour)
< 2¢(T*) (T* —{e} ist ein Baum)

Christofides’ Algorithmus

Wir ersetzen Schritt (2) durch
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(2a) berechne in T die Menge U von Knoten mit ungeradem Grad (= |U] ist gerade)

(2b) berechne ein perfektes Matching M mit minimalem Gewicht bzgl. cij in Kn[U] (geht

in polynomialer Zeit, ohne Beweis)

(2c) fiige Matchingkanten zu T hinzu (der resultierende Graph ist Eulersch!)

.

R

Satz 5.4. Der Algorithmus von Christofides ist ein polynomieller 3/2-
Approximationsalgorithmus.

Beweis. Behauptung: ¢(M) < OPT(I)/2.

e gehe entlang optimaler Tour T* und lasse Knoten v ¢ U aus

Wir erhalten eine Tour (ggf. unter Benutzung von Abkiirzungen) Ty in K, [U]

Dreiecksungleichung: c(Ty) < ¢(T*)

Ty defininert 2 perfekte Matchings M7 und M; in K, [U]

(benutze jede zweite Kante in Tyj; das ist moglich, da [U| gerade ist)

fir das berechnete Matching M gilt:

2¢(M) < c¢(My) +¢(M2) = c(Tu) < ¢(T*) = OPT(I)
= c(Christofides(I)) < ¢(T) +c¢(M) < (3/2) - OPT(I).



110 | Kapitel 5. Approximationsalgorithmen
Approximationsalgorithmen mit absoluter Giitegarantie

Wir betrachten nun Probleme, die sich bis auf einen additiven Fehler approximieren lassen.
Der Prototyp eines solchen Problems ist EDGE COLORING.

EpceE COLORING
Instanz: ungerichteter Graph G

Frage: Finde eine Kantenfarbung von G mit minimaler Anzahl von Farben

Eine Kantenfarbung mit k Farben ist eine Abbildung f: E(G) — {1,...,k} mit e, e’ haben
gemeinsamen Endpunkt = f(e) # f(e’). Das kleinste k, fiir das eine solche Kantenfarbung

moglich ist, heifit dann die Kanten-chromatische Zahl von G.

Abbildung 5.1: Beispielgraph mit einer Kantenfarbung mit 4 Farben.

Satz 5.5 (Vizing 1964). Ein einfacher ungerichteter Graph G mit Maximalgrad d hat
eine Kantenfarbung mit maximal d + 1 Farben, und eine solche kann in polynomialer

Zeit konstruiert werden.

Beweis. Induktion nach m := |[E(G)|.
Trivial fiir m = 0. Sei also m > 0 und e eine Kante von G.

e Falls G — e einen kleineren Maximalgrad als G hat, so existiert nach Induktionsvor-
aussetzung eine Kantenfarbung mit d Farben fiir G — e und wir konnen die Farbe
d + 1 fiir die Kante e verwenden.

e Falls G — e denselben Maximalgrad wie G hat, so existiert nach Induktionsvoraus-
setzung eine Kantenfarbung mit Farben {1,2,...,d + 1} fiir G — e. Wir miissen jetzt

G — e geeignet “umfarben” um fiir e eine freie Farbe zu bekommen.

In G — e ist in jedem Knoten v eine Farbe unbenutzt (da d + 1 Farben vorhanden, aber
d(v) < d). Wir konstruieren zu e = (x, yo) eine maximale Folge von Kanten (x,yo), (x,y1), - --
und eine Folge von Farben cy,cy,... wie folgt:
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e c; ist eine fehlende Farbe bei y; in G —e

® (X,Yi+1) ist eine Kante mit Farbe ¢; in G —e

Beim Abbruch ergeben sich folgende Fille, fiir die wir jeweils umfarben.

Abbruch mit k = 1, falls Farbe cy bei x nicht auftritt oder c; = ¢y fiir ein j < k.

Yo

G — e und G haben beide Maximalgrad 4, Farbung mit 5 Farben ist zuldssig in G —e.
Mogliche Folge (x,yi.1) mit Farben ¢; in G —e

Y2
fehlt
X
o
Y1 e
blau fehlt
au fe l Yo
grin fehlt

Abbildung 5.2: Gelb fehlt bei x.

Fall 1:
Falls Farbe cy bei x nicht auftritt und ¢; # cy fiir alle j < k, so farbe Kante (x,y;) mit
Farbe ¢;,i =0,...,k.

Dies ergibt zulassige Farbung nach Konstruktion der Farben c.

Fall 2:

Falls Farbe c; = cy bereits fiir ein j < k, so farbe Kante (x,y;) mit Farbe c;,i =0,...,j—1
und lasse (x,y;) ungefarbt. Dann fehlt Farbe cy (etwa rot) bei y; und bei y.

Sei blau eine fehlende Farbe bei x (rot existierte bei x, da die Folge sonst bereits bei k = j
abgebrochen). Wahle dann den ersten zutreffenden der folgenden Falle zum Umfarben
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e Y
X
[ L ®
yl
o Yo

Abbildung 5.3: Gefarbte Kanten nach Tausch im Fall dass die Farbe “Gelb” bei x nicht
auftritt.

1. falls blau bei y; fehlt, so farbe (x,y;) blau

2. falls blau bei yy fehlt, so farbe (x,y;) mit i =j,...,k — 1 mit Farbe ¢; und (x,yx)
blau.
Beachte, dass die Kanten (x,y;) mit i =j,...,k — 1 nicht blau sind wenn man in
diesen Fall kommt.

3. betrachte den Teilgraphen aus allen roten und blauen Kanten. In ihm hat (wegen
Kantenfarbung) jeder Knoten Grad < 2. Also sind seine Zusammenhangskomponen-
ten elementare Kreise und elementare Wege. Die Knoten x,y;, und yy sind Endkno-
ten von Wegen (da bei ihnen blau bzw. rot fehlt, aber nicht beides). Also liegen sie
nicht alle 3 in derselben Zusammenhangskomponente. Wahle eine Zusammenhangs-
komponente, die genau einen dieser 3 Knoten enthalt, und tausche rot und blau in

dieser Komponente. Somit trifft nun einer der vorigen Falle zu.

O]

Korollar 5.6. Fiir EDGE COLORING existiert ein absoluter Approximationsalgorithmus
mit Fehler 1.

Beweis. Der Algorithmus hinter dem Satz von Vizing liefert eine Kantenfarbung mit Wert
< d+ 1. Der Maximalgrad d ist eine untere Schranke. O

Approximationsschemata

Definition 5.7. Ein Approximationsschema fiir eine Problemklasse Py (mit Kosten ¢ >
0) ist ein Algorithmus A, der als Input eine Instanz I € Py und ein € > 0 erhélt und
fiir jedes € ein (1 4 €)-Approximationsalgorithmus ist (dquivalent: ist eine Familie von
Algorithmen A, so dass jedes A ein (1 + €)-Approximationsalgorithmus ist).

Bezeichnung: PTAS fiir Polynomial Time Approximation Scheme.

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.



5.4. Approximationsschemata | 113
Definition 5.8. Ein Approximationsschema heisst voll polynomial :& seine Laufzeit ist
polynomial in (I) und 1/e.
Bezeichnung: FPTAS fiir Fully Polynomial Time Approximation Scheme.

Zum Unterschied PTAS und FPTAS: die Approximationsgiite (1 + €) ist in beiden Fallen
die gleiche, der Unterschied liegt in der Laufzeit. Ein PTAS ist fiir jedes feste € polynomial
in (I), kann aber exponentiell in 1/¢ sein, wie z.B. O(n?/¢). Ein FPTAS ist polynomial in
(I) und 1/€, wie z.B. O(“?Z).

Wir leiten nun ein FPTAS fiir KNAPSACK her.

Abbildung 5.4: Illustration von KNAPSACK. Ziel ist es, den Rucksack mit Items zu fiillen
so dass der Wert des Rucksacks (Summe der Einzelwerte der gepackten Items) maximal
ist. Quelle des Bildes: Wikipedia.

KNAPSACK
Input: I = (N,w,p, W)

e Items N ={1,...,n}
e Jedes Item i € N:

— Gewicht w; € Z
— Profit Pi € R+

e Rucksackkapazitat W € Z..

Aufgabe: Finde $* C N mit

S* carg Isngalichi
i€s
wdN.: ) wi <W.
=
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Wir werden zundchst das Prinzip der dynamischen Programmierung benutzen.

Grundprinzip:
1. Struktureinsicht von Optimalldsungen (Optimale Substruktur)
2. Rekursive Darstellung des Optimalwertes
3. Auflésung der Rekursion (Bottom-Up)

4. Rekonstruktion der Optimallosung

Bemerkung 5.9. Optimale Substrukturen sind uns schon beim kiirzeste Wege Problem
begegnet.

e Sei I = (N,w,p, W) Instanz von KNAPSACK

e Fir {1,...,i} € N und j < W: [i,]j] induzierte Instanz

e Also I = [n,W]

e Sei S* ={i1,...,ix} € N,i; <1y <--- < iy optimal
Lemma 5.10. e Sei iy € S§*.

e 5"\ {ix} ist optimal fiir [ix — 1, W —wy |.

Beweis: Per Widerspruch (Ubung).

Datenstruktur: Array V[i,j,0 <i<n,0<j<W

e Sei VI[i,j] der Optimalwert einer induzierten Instanz [i,j], d.h., mit Items
{1,...,1} und Kapagzitdat 0 <j < W.

Rekursionsformel:

V[i,]'] = max{V[i— ])j]api + V[i— 1,j —willy
VI0,jl =0, 1<i<n0<j<W

Beweis der Rekursion:
e 1. Fall: i ist nicht in der Optimalldsung fiir [i,j]
— Optimalwert bleibt V[i — 1,j] bei Entfernung von 1.
e 2. Fall: i ist Teil der Optimalldsung fiir [i, j]
— 1iverbraucht w; Kap., daher ist beste Losung ohne i gegeben durch Optimalwert

V[i—],j—wﬂ.
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Gewicht W

0 1 2 3 4 5 6

0|0|0jO0OjO0O|O0O|O0]O

Items 2|0 0|2]2|5|5]|7

Auflésung der Rekursion:

e Betrachte Matrix V[i,jl, 0 <i<n,0<j<W

e Erste Zeile V[0,j] =0 flr alle 0 <j < W

VIi,jl = max{V[i—1,jl,pi + Vli—1,j —w;]}

Wir geben nun ein Beispiel.

Beispiel 5.11.

Es gilt die Eintréage der Matrix V[i,j] zu berechnen. Die erste Zeile ergibt sich mit V[0, j] =

0 fiir alle 0 < j < W.

Betrachte folgende Instanz von KNAPSACK.

N={1,2,3,4,W=6
P1 :2,p2 =5,p3 :2)P4 =3

W1 ZZ,WZ :4,W3 = ],W4 =2

V1,11 =0,V[1,2] = 2, V[1,3] = 2, V[1,4] = 2, V[1,5] = 2, V[1,6] =2
VI(2,4] = max{V[1,4],p, + V[1,4—4]} =5+ V[1,0] =5

V[2,6] = max{V[1,6],ps+ V[1,6 — 4]} =5+ V[1,2] =7

VI[3,3] = max{VI[2,3],p; + VI2,3—-1]} =2+ V[2,2] =4

VI[3,4] = max{VI[2,4],p; + V2,4 — 1]} = V[2,4] =
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Eingabe: Instanz [ = (N, w, p, W).
Ausgabe: Optimalwert V[n, W].
Initialisierung: VI[0,j] :=0 fiir j =0,...,W
Methode:
fori=1,...,ndo
for j =0,...,W do
if w; <j then

| VL] max{VE— 1,7, pi + VE—1,j — wil}
end
else

| VI, jl & VIiL—1,j]
end

end

end
return V[n, W]
Algorithm 5.4.1: Dynamisches Programm
Rekonstruktion der Optimallésung: Array von Bindrwerten x[i,j] € {0, 1}

n 1, falls item i Teil der Optimallésung von [i,j] ist,
x[i,j] =
, 0, sonst.

Implementation:

if w; <j then

if pi + Vi—1,j —wi] > V[i—1,j] then
V[i,jl «—pi+ VEi—1,j —wil
x[i,j] 1

end

else
VIi,jl & Vi —1,jl
x[i,j] « 0

end

end

Rekonstruktion von S*:
Initialisiere j « W, S* = ().
fori=mn,...,1do

if x[i,j] == 1 then

S* « S*U{i}

jei—wm

end

end
return S*

| Satz 5.12 (Pseudopolynomieller Algorithmus). Der Algorithmus hat eine Laufzeit von
On-w).

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Bemerkung 5.13. Mit Bindrkodierung von W (mit Grosse log,(W)) ist die Laufzeit
exponentiell in log, (W).

Bemerkung 5.14. KNAPsAcK ist NP-vollstdndig, daher ist ein vollstdndig polynomi-

eller Algorithmus nicht zu erwarten.

Nun stellen wir einen alternativen pseudopolynomiellen Algorithmus fiir ganzzahlige Pro-
fite p; € Z, vor. Sei

P:= max
ieNjw; <W

der Profit eines profitabelsten Items. Wir erhalten sofort, dass
OPT(I)<n-P

gelten muss. Fiir jedes i € {0,1,...,n}und p € {0, 1,...,nP}, bezeichne A[i, p] das kleinst-
mogliche Gewicht einer Teilmenge von {1,...,1i} (bzw. von () fir i = 0) die genau Profit p
hat, falls eine solche Teilmenge existiert; sonst setze A[i,p] = co. Fiir Afi,p] < oo sei S;,
eine zugehorige Menge.

Fiir Ali,p] haben wir wieder den Basisfall A[0,p], wobei A[0,0] = O und alle anderen
Werte sind co. Wir bekommen folgende Rekurrenz:

] min{A[i—1,pl,wi+Ail—1,p—pil}, falsp;i<p
Ah)p] =
Ali—1,p], sonst.

Satz 5.15. Es gibt einen pseudopolynomiellen Algorithmus der KNAPSACK in Zeit
O(n?P) 16st.

Beweis. Die optimale Menge ist durch die Menge S, ;, gegeben, bei der p maximal ist und
fiir die gilt An,p] < W. Da wir (n 4+ 1)(nP + 1) viele Werte A[i,p] berechnen miissen,
bekommen wir eine Gesamtlaufzeit von O(n?P). O

Nun kommen wir zum angekiindigten FPTAS fiir KNAPSACK. Der Algorithmus funktio-
niert folgendermassen:

Gegeben: I = (N,w,p, W), € > 0.

Setze K := %P

fori=1,...,ndo

end

Wende den pseudopolynomiellen Algorithmus aus Satz auf Instanz
I'’=(N,w,p’,W) an mit Ausgabe S’

return S’
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Lemma 5.16. Der Algorithmus berechnet eine Losung S’, fiir die gilt:

> pi>(1—€)-OPT(I).

ies’

Die Laufzeit des Algorithmus ist O(%).

Beweis. Sei S* eine optimale Losung fiir [. Weil alle p;’s durch K geteilt und dann abge-
rundet wurden um p; zu erhalten, gilt fiir alle i € N:

Pi

Pi
pi=L3] = pi < ¢ & Kpi <py, (5.1)
und
p{ZL%J#m’Z%%<:>Kp{2pi—K<:>Pi—Kp{SK- (5.2)

Somit folgt aus (5.2)):
Zpi—KZp{gn-K. (5.3)

ieS* ieS*
Aufgrund der Optimalitdt von S’ bzgl. p’ gilt

D pi<) vl

ieS* ieS’

2 b2 K2 W

ies’ ieS’

ZKZPi

ieS*
> Zpi—nK

&
= OPT(I) —eP
> (1—¢€)- OPT(I),

Insgesamt erhalten wir

wobei sich die vorletzte Gleichung aus OPT(I) > P ergibt (beachte, dass es eine zuldssige
Losung mit Wert P gibt).
Die Laufzeit ergibt sich durch:

om?P)=0 (nZD =0 <n2§,> =0 (f) )

LP-basierte Approximation fiir Standortprobleme

Wir betrachten folgendes Standortproblem beschrieben durch I = (€, JF, ¢, f): Es gibt eine
Menge € von Kunden und eine Menge F von méglichen Standorten. Die Offnungskosten
von Standort i betragen f; > 0,1 € F. Es gibt eine Distanzmatrix cij,i € J,j € C zwi-

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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schen jedem Paar (i,j) € F U C welche die Anbindungskosten von Kunde j zu Standort i
beschreibt.

Wir geben nun eine lineare ganzzahlige Formulierung fiir das Problem an:

min Zfiyi+ Z CijXij (IP)

ieF i jee
D xy=1 Viee (5.4)
ied

Yi —x35 = 0 Vied,jec (5.5)
Yi, xij € {0, 1} VieTF,jece

Wir bezeichnen das zugehérige relaxierte lineare Programm mit (LP). Das zu (LP) duale

Programm ist gegeben durch:

max Zv]- (D)
jee
Wij ZV)'—CU' ViEfF,j ec (5.6)
ZWU' <f Yied (5.7)
jet
wyj > 0 VieJ,jee (5.8)

Wir werden im Folgenden annehmen, dass die Anbindungskosten die sogenannte Dreiecks-

ungleichung erfiillen.

Definition 5.17. Anbindungskosten erfiillen die Dreiecksungleichung, falls fiir alle j,1 €
Cund i,k € F gilt

Cij < Cit + Cxt + Cyj-

Abbildung 5.5: Ilustration der Dreiecksungleichung.

Wir bereiten nun einen LP-basierten Approximationsalgorithmus vor.
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Definition 5.18. Sei (x*,y*) eine optimale LP-Losung. Wir bezeichnen i als Nachbar-
standort von Kunde j, falls gilt xz‘j > 0. Wir bezeichnen mit

NG) =i € F] x> 0)

die Nachbarn von j bzgl. x*.
Wir erhalten folgendes Lemma.

Lemma 5.19. Sei (x*,y*) und (v*,w*) ein Paar primal-dualer Optimalldsungen. Dann
gilt:
xfj > 0= cy §v)f“.

Bewesis. Die komplementaren Schlupf-Bedingungen implizieren:
xfj >O:>w§"j :v;—cij.

Weil nun wfj > 0 gilt, folgt die Behauptung. O

Um den anschliessenden Approximationsalgorithmus zu beschreiben benétigen wir noch
einen weiteren Nachbarschaftsbegriff.

Definition 5.20. Die Menge N?(j) bezeichne alle benachbarten Kunden der benachbar-
ten Standorte von Kunde j. Formal:

N2(j) := {k € €| Kunde k ist ein Nachbar eines Standortes i € N(j)}.

Abbildung 5.6: Illustration der Nachbarschaftsmengen N(j) und N?(j). Quadrate représen-
tieren Standorte und Kreise entsprechen Kunden. Die Menge der grau gefirbten Kunden
entspricht der Menge N2(j).

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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Gegeben: I = (€, F, ¢, f).

Lose das primale und duale LP mit Losungen (x*,y*) und (v, w*)
C«¢C

k0

while C # () do
ke—k+1

Waéhle jx € C mit minimalem v

Waéhle i, € N(ji) als glinstigsten Standort in N(ji)
Verbinde j, und alle unverbundenen Kunden in N2 (j;) mit iy
C « C—{jx} — N%(jx)
end
return U{i; } und Assignments von Kunden
Algorithm 5.5.1: LP-basierter Approximationsalgorithmus

Satz 5.21. Der LP-basierte Approximationsalgorithmus berechnet in polynomieller

Zeit eine 4-approximative Losung.

Bewets. Wir schatzen zunachst die Anbindungskosten der gewéhlten Kunden jyx zu den
assoziierten Standorten iy ab. Mit Lemma gilt

*
Cik)jk S ij *

Wir kénnen nun auch die Offnungskosten von iy beschrinken:

* *
fio =fi ) xdy < D fody

iEN(jk) ieN(i)

Hierbei haben wir fiir die erste Gleichung die Bedingung (5.4) benutzt und fiir die zweite
Ungleichung die Minimalitdt von iy bzgl. der Offnungskosten f;. Mit der Bedingung (5.5
(xfj < y}) folgt weiterhin

fi < ) fxg < ) fl
ieN(k) iEN(G)

Summieren wir diese Ungleichung fiir alle bei der Ausfiihrung des Algorithmus geoffneten

Standorte iy erhalten wir:

D fi <) Y fiyi <) fiyi <OPT,
k

k ieN(y) ieF

wobei die vorletzte Ungleichung aus der Tatsache folgt, dass alle N(ji) einen leeren Schnitt
haben, da Kunden aus N?(ji) auch direkt mit i, verbunden werden.

Es bleibt nun noch die Anbindungskosten der Kunden in den Mengen N?(ji) zu beschran-
ken. Setze der Einfachheit halber j = ji und i = iy fiir eine Iteration k. Mit Lemma [5.19
gilt wie oben ¢y < vJ?*. Betrachte nun die Anbindungskosten eines Kunden | € N2(j) zu
Standort i, wobei | ein Nachbar von Standort h ist, welcher wiederum benachbart zu
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Kunde j ist (siche Abbildung [5.6). Mithilfe der Dreiecksungleichung folgt:

cit < ¢y + cnj + o <V AV V]
wobei Wir cp; < v]?* benutzen, da h € N(j) gilt. Desweiteren erhalten wir
Vi <,

da Kunde j ja die kleinste Dualvariable v]fk unter allen noch unverbundenen Kunden hatte

und | zu Zeitpunkt k noch unverbunden war. Somit folgt
cit < 3\2{< .
Insgesamt erhalten wir

Z{ﬂk t Cij T Z Cik,l} < OPT+3 ZV?< <4 OPT,
k LeN2(ji) jee

wobei die letzte Ungleichung aufgrund der schwachen Dualitat gilt. O

Aktuelle Version: 4. Juli 2021.
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