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Institut flir Mathematik der Universitat Miinster. Kapitel 4 basiert weitestgehehend auf
dem Skript von Stefan Ulbrich (TU Darmstadt, Stand WS 2013), welches wiederum in
Teilen auf ein &lteres Skript von Martin Grotschel rekurriert. Kapitel 7 und 8 (und auch
einzelne Abschnitte von Kapitel 5 und 9) orientieren sich stark an den entsprechenden
Kapiteln des Lehrbuchs “Optimierungsmethoden — Eine Einfiihrung” von Dieter Jungni-
ckel (Universitdt Augsburg). Das Kapitel 9 basiert auf dem Buch “Geometric Algorithms
and Combinatorial Optimization” von Martin Groétschel, Laszlo Lovasz und Alexander
Schrijver.

Ein besonderer Dank gilt Lukas Graf und Georg Kraus, die wiahrend der Veranstaltung im
SS 2020 einige hilfreiche Korrekturen eingefiigt haben. Fiir die Veranstaltung im SS 2025
an der Universitat Passau sind die Kapitel 6.4-6.6. sowie 7 und 8 nicht priifungsrelevant.
Passau, April 2025

Prof. Dr. Tobias Harks
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Kapitel 1

Einfihrung

Motivation und Grundbegriffe

Allgemein betrachten wir einen reellen normierten Vektorraum (V, ||-||) und K C V nicht-

leer. Ferner sei eine reellwertige Funktion
f:K—>R
gegeben. Gesucht ist nun min{f(x) ‘ x € K}. Haufig schreibt man auch

minimiere f(x) (11)

unter den Nebenbedingungen x € K.

Eine optimale Losung des Problems ([1.1)) wird auch globales Minimum genannt.

Definition 1.1. Ein Punkt x* € K ist ein globales Minimum von f iiber K falls

f(x) > f(x*) fiir alle x € K.

Falls
f(x) > f(x*) fir alle x € K, x # x*,

so sprechen wir von einem strikten globalen Minimum. Globale Maxima sind analog
definiert.

e infinite Optimierung (V ist unendlich dimensionaler Funktionenraum),
e finite Optimierung (V = R"),
e kontinuierliche Optimierung (int(K) # 0),

e diskrete Optimierung (K C Z").

Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1.2 (Portfoliooptimierungsproblem nach Markowitz). Gegeben seien j = 1,...,n
mogliche Anlagen (z.B. Aktien, Fonds, Optionen, Wertpapiere). Jede Anlage wirft im

néchsten Zeitintervall einen Gewinn (oder Verlust) R; ab.
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Ein mogliches Ziel ist es, den erwarteten Gewinn

n n
ERI =) ERj], R=) xR
j=1 j=1

zu maximieren (E bezeichnet den Erwartungswert).
Als Ma#f fiir das Risiko kann die Varianz des Gewinns dienen:

2

VarRl =ER—ERIP=E | > %(R; — E[R}])
j=1

Ein Kompromiss zwischen hohem Gewinn und geringem Risiko kann durch Losen des

folgenden Optimierungsproblems erreicht werden:

2

n n
min—ijE[Rj] +a-E ZXj(Rj—E[Rj])
i1 =

n
s.t. :ij =1,x2>0,j=1,...,n.
j=1

Beispiel 1.3 (Optimaler Mengeneinkauf). Es soll eine bestimmte Menge M eines Gutes
gekauft werden. Dazu werden Angebote von n Lieferanten eingeholt, wobei kein Lieferant
die gewiinschte Menge alleine liefern kann, sondern hochstens M; Einheiten des Gutes. Die
Preise fi(x;) des i-ten Lieferanten sind i.a. abhdngig von der Liefermenge x; und beinhalten

Mengenrabatte.

n
min Z fi(Xi)
i=1

n

s.t. :in:i\/l
i=1
OﬁxiSMi,i:].,...,n.

Beispiel 1.4 (Regression). Ein Experiment liefert die Messpunkte (ti,yi),i = 1,...,m.
Der dem Experiment zu Grunde liegende Vorgang werde durch die Funktion f(t, p) model-
liert, die einen funktionalen Zusammenhang zwischen den Messstellen t; und den Messwer-
ten y; herstellt. Daher wird versucht, die Messpunkte so gut wie moglich zu approximieren,

indem

beziiglich p minimiert wird. Ein allgemeines Least-Squares Problem lautet

q
min Z ®;(x)?
i=1

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Beispiel 1.5 (Optimalsteuerung). Gesucht sei eine Steuerfunktion, um ein Auto mit mdog-
lichst geringem (noch genauer zu definierendem) Aufwand in vorgegebener Zeit t; von
Punkt A (aus Ruhelage) nach Punkt B (in Ruhelage) zu steuern. Bekannt aus der Physik
ist nach den Newtonschen Gesetzen, dass der Weg s(t), die Geschwindigkeit v(t) und die
Beschleunigung a(t) folgenden GesetzmafRigkeiten unterligen:

Wir betrachten die Aufgabe eindimensional auf der Verbindungslinie von A nach B (der
Lénge d) im Zeitintervall [0, t¢]. Setzen wir die Koordinate der Punkt A bzw. B auf s =0
bzw. s = d, so fordern wir geméafder Aufgabenstellung s(0) = 0,v(0) =0, s(ts) = d,v(ts) =
0. Der Gesamtaufwand wird iiber das Integral der quadrierten Steuerfunktion gemessen,
d.h. wir mochten erreichen, dass .
J "a(t)2dt

0

moglichst klein wird. Insgesamt lautet die Formulierung daher

0
s(t) =v(t)
v(t) = a(t)
s(0) =0,s(tf) =d
v(0) =0,v(ts) =0

Finite Optimierung

In dieser Vorlesung werden wir nur finite Optimierungsprobleme betrachten und im Fol-

genden immer V := R"™ annehmen.
Die Menge der Punkte aus K, in denen das Minimum angenommen wird, bezeichnen wir

mit arg min(f, K). Es gilt

o = min{f(x) : x € K} & argmin(f,K) ={x € K ‘ f(x) = .

Definition 1.6. Ein Punkt x* € K ist ein lokales Minimum von f iiber K falls p > 0

existiert, so dass
f(x) > f(x*) fiir alle x € KN By(x"),

wobel

Bo(x) = {y € R™ | [[x—yll < p}
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0 21 2 3

Abbildung 1.1: Die Funktion f nimmt auf K = [0, 3] sein globales Minimum auf x* = 3 an.
Es gibt ein weiteres lokales Minimum im Punkt z.

die offene Einheitskugel mit Zentrum x und Radius p > 0 bezeichnet. Falls
f(x) > f(x*) fiir alle x € KN By(x*),x # x¥,

so sprechen wir von einem strikten lokalen Minimum.

In der Regel kann K durch funktionale Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen be-

schrieben werden. In diesem Fall kann K dargestellt werden als

K={xeR"|hx)=0, iel; ={1,...,m}, gj(x) <0, jel,={1,...,p}}, (1.2)

wobei angenommen wird dass alle auftretenden Funktionen hinreichend glatt sind, d.h.,
f,hi,g; € C2fiirallei € Iy,j € L.

Fiir obige Form von K erhalten wir folgende verfeinerten Problemstellungen (vgl. Oberle,
Skript 2012, Einfithrung in die Optimierung):

e Unrestringierte Optimierung: m =p =0

Restringierte Optimierung: m > 0 oder p > 0

Lineare Optimierung: f linear, gj, h; affin linear

Quadratische Optimierung: f(x) = xTAx + bTx + ¢, gj, h; affin linear

Konvexe Optimierung: f konvex, g; konvex, h; affin linear

Ly-Probleme: Die Zielfunktion f hat die spezielle Form
n
f(x) =) wi(fi(x))?
i=1
mit glatten Funktionen f; und Gewichten w; > 0.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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e Minimax Probleme: Die Zielfunktion f hat die spezielle Form

f(x) = max{fi(x),i =1, ..., m}
mit glatten Funktionen f;.

Die folgenden Fragen treten im Zusammenhang mit Optimierungsproblemen natiirlicher-
weise auf:

e Existieren optimale Losungen?

Sind sie eindeutig?

Lassen sich notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen herleiten?

Welche Algorithmen eignen sich zur Berechnung einer optimalen Losung?

Wie hangt eine optimale Losung von den Problemparametern ab ?

Beziiglich der Existenz von Optimallosungen werden wir zunachst einen zentralen Satz

der Analysis wiederholen.

Satz 1.7 (Weierstrass). Sei K C R™ nichtleer und kompakt und f : K — R stetig. Dann
existiert ein x* € K mit
f(x*) < f(x) fiir alle x € K.

Beweis. Da f stetig ist, ist das Bild f(K) der kompakten Menge K beschrankt in R und
das Infimum
A = inf{f(x)[x € K} € R

existiert (siehe den Satz iiber die Existenz von infima/suprema fiir nichleere und be-

schrankte Teilmengen in R). Weiterhin existiert eine Folge x, € K,n € N so dass gilt

lim f(xy) = A.

n—oo

(Die Existenz einer solchen Folge sollte auch klar sein, man nehme z.B. Folgeglieder x,, € K
mit f(xn) < A+ 1/n). Da die Folge xn,n € N beschrankt ist, besitzt sie nach dem Satz
von Bolzano/Weierstrass eine konvergente Teilfolge xn, , k € N mit

. e
lim x,, =:x" € K.
k—o0

Aus der Stetigkeit von f folgt

f(x*) = lim f(xn, ) = A.

k—o0

Somit nimmt f auf K ithr Minimum bei x* an. O
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Abbildung 1.2: Die roten Pfeile reprasentieren zuldssige Richtungen in Dy/(x*).

Differenzierbare Klassische Optimierung

1.4.1 Variationsungleichung und Unrestringierte Optimierung

Definition 1.8 (Zul3ssigen Richtungen). Sei x € K C R™ mit K # (). Der Vektor d € R"
ist eine zulassige Richtung an x, falls ein & > 0 existiert, sodass x + «d € K fiir alle
0<ua<a.

Mit Dk (x) bezeichnen wir die Menge der zulédssigen Richtungen an x. Man sieht leicht ein,
dass Dg(x) ein Kegel mit Spitze im Nullpunkt (vgl. ist, daher wird Dy (x) auch der

Kegel der zulassigen Richtungen genannt.

Steigung g’(0) >0

QUf-=-=-=-=-=-~
)

Fiir stetig differenzierbare Optimierungsprobleme der Form ([1.1) erhalten wir folgende
notwendige Optimalitatsbedingung.

Satz 1.9 (Variationsungleichung). Sei K C R™ und f : K — R stetig differenzierbar. Sei
x* ein lokales Minimum von f iiber K und d eine zulédssige Richtung an x*. Dann gilt

Vf(x*)Td > 0.

Bewets. Nach Voraussetzung existiert eine zuldssige Richtung d an x*. Somit existiert
a > 0 sodass x*(a) :=x*+ad € K fiir alle 0 < o < &. Wir definieren eine eindimensionale

Funktion g(«) := f(x*(«)). Fiir ein lokales Minimum x* (bzgl. Umgebung B,(x*)) gilt

g(a) > g(0) fir alle x € [0, min{p, &}],

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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wobei
p :=sup{a > O[x" + aed € B, 5 (x")}.

Somit folgt
L 90— g(0)
x—+0 X

> 0.

Mit der Differenzierbarkeit von f gilt nun

o< tim 9% —9(0)

— / — *\T
Jim " g'(0) = Vf(x*)Td.

O]

Satz 1.10. Sei K C R™ und f: K — R stetig differenzierbar. Sei x* € int(K) ein lokales

Minimum von f iiber K. Dann gilt

VH(x*) = 0. (1.3)

Insbesondere gilt (1.3) fiir jedes lokale Minimum eines unrestringierten Optimierungs-

problems.

Beweis. Mit der Variationsungleichung aus Satz gilt fiir jede zulassige Richtung d €
R™ die Ungleichung V{(x*)Td > 0. Da x* € int(K) ist fiir jeden Vektor d € R™ auch —d
zuldssig. Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 1.11. Es sei darauf verwiesen dass das Konzept von zulédssigen Richtungen
wie in Definition|1.8|nicht geeignet ist um zulédssige Richtungen fiir gekriimmte Hyperfla-
chen (oder nicht-volldimensionale Mengen) darzustellen. Fiir solche Félle bendtigt man
anschaulich ein Konzept welches infinitesimale Schrittweiten in eine Richtung erlaubt.
Diese Idee fiihrt auf Begriffe wie Tangentialkegel und Linearisierungskegel, die wir uns

fiir Optimierung II aufheben.

1.4.2 Konvexe Optimierung

Wir betrachten nun die Minimierung einer konvexen differenzierbaren Funktion f auf einer

konvexen Menge K C R".

Definition 1.12. Eine Menge K C R™ heift konvex, wenn fiir alle x,y € K die Verbin-
dungsstrecke zwischen x und y in K liegt, d.h.

Ax + (1 —A)y € K fiir alle A € [0, 1].

Definition 1.13. Sei K C R™ konvex. Eine Funktion f : K — R heift konvex, wenn fiir
alle x,y € K und A € [0, 1] gilt:

fAx + (1 =A)y) < Af(x) + (1= A)f(y). (1.4)
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Abbildung 1.3: Links: Konvexe Menge. Rechts: Nicht-konvexe Menge

f heift strikt konvex, wenn fiir x # y und A € (0,1) die Ungleichung strikt ist. Die
Funktion f heift (strikt) konkav, wenn —f (strikt) konvex ist.

Satz 1.14. Sei K C R™ konvex, und seien f1,fy : K — R konvexe Funktionen und sei

o« > 0. Dann sind auch «fy, f; + f2 und max{fy, fo} konvex auf K.

Beweis. Ubung. O

Differenz, Produkt und Minimum konvexer Funktionen sind im Allgemeinen nicht kon-
vex. Zu jeder Funktion lassen sich zwei sie charakterisierende Mengen definieren. Ist die
Funktion konvex, sind diese Mengen ihrerseits konvex:

Definition 1.15. Sei K € R™ konvex, und f : K — R. Die Menge
Epi(f) ={(x,x) e Kx R : f(x) < }
heifft der Epigraph von f. Fiir 3 € R heifft die Menge

L(f,B) ={x e K: f(x) < B}

untere Niveaumenge von f zum Niveau f3.

Wir erhalten folgende Charakterisierung.

Satz 1.16. Sei K C R™ eine beliebige Teilmenge und f : K — R. Dann gilt:
1. f ist konvex & Epi(f) ist konvex.

2. f ist konvex = L(f, 3) ist konvex fiir jedes 3 € R. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Beweis. Ubung. O

Fiir konvexe differenzierbare Funktionen erhalten wir folgende Charakterisierung.

| Satz 1.17. Sei f: R™ — R und f € C!. Dann gilt:

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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1. f ist genau dann konvex auf der konvexen Menge K C R™, wenn fiir alle x,y € K
gilt:

fly) > f(x) + V(x)T(y —x). (1.5)

2. f ist strikt konvex = (1.5)) gilt strikt fiir alle x #y € K.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Richtung « fiir die erste Aussage. Es gelte (1.5) fiir alle
x,y € K. Wahle zwei beliebige Punkte x,y € K und A € (0, 1). Wegen der Konvexitat von
K ist dann auch

z=MA+(1—-AyeK (1.6)

Mit gilt fir x,y,z € K
f(x) > f(z) + (x — 2)TVf(2) (1.7)
fly) > f(z) + (y — 2)TVAf(z). (1.8)

Multiplizieren wir nun (|1.7) mit A und ([1.8)) mit (1 —A), und addieren die beiden Unglei-

chungen, so erhalten wir

M) + (1 — A)fly) > flz) + ((A(x S+ 1Ay — z))TVf(z)

= f(e) + (M + (1= Ay ~2)) ' Vi(z)

Wegen ([1.6]) ist der zweite Ausdruck auf der rechten Seite der zweiten Ungleichung O.
Somit folgt die Konvexitat von f.
= Sei f konvex. Wir wahlen x,y € K und definieren die Hilfsfunktion { : R — R als

BN = (1= NF(X) + AF(y) — F((1 — A)x + Ay).

Mittels Konvexitdt von f gilt fiir alle A € [0, 1] die Eigenschaft 1{)(A) > 0. Desweiteren gilt
P (0) = 0. Wir berechnen nun die Ableitung von 1\ an der Stelle 0 und erhalten
t) —Y(0 .
0< lim M =Y(0) = —f(x) + fly) — VI(x)T(y — x).
t—0+ t
Die zweite Aussage folgt unmittelbar.
O]

Wir erhalten nun sogar ein hinreichendes Optimalitatskriterium fiir konvexe Optimie-

rungsprobleme.

Satz 1.18. Sei K ¢ R™ konvex und sei f : K — R eine differenzierbare konvexe Funkti-

on. Dann ist jedes lokale Minimum von f auch ein globales Minimum.
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Abbildung 1.4: Illustration von Ungleichung Tx(y) reprasentiert die Tangentialebene
von f im Punkt x und es gilt Ty (y) < f(y) fiir alle y € K.

Bewezts. Sei x* ein lokales Minimum. Dann gilt mit Satz dass fiir jede zulassige Rich-
tung d € R™ an x* gelten muss Vf(x*)Td > 0. Weil K konvex ist, gilt fiir beliebiges y € K,
dass x* + A(y —x*) = Ay + (1 — A)x* € K fiir alle A € [0, 1]. Somit ist y — x* eine zuldssige
Richtung an x*. Wir erhalten

fly) = f(x") + VI T(y —x7) = f(x7),

wobei die erste Ungleichung aus Satz folgt und die zweite aus der Variationsunglei-
chung. O

Es folgt unmittelbar folgendes Optimalitatskriterium fiir unrestringierte konvexe Proble-

me.

Korollar 1.19. Sei f : R™ — R eine differenzierbare konvexe Funktion. Dann ist jeder
Punkt x* € R™ mit Vf(x*) = 0 ein globales Minimum des zugehdrigen unrestringierten
Optimierungsproblems.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Konvexitat und Trennbarkeit

Konvexe Mengen und Kegel

Definition 2.1. 1. Fir M C R™ heifit
co(M) :=n{K D MIK konvex}

die konvexe Hiille von M. Wie wir zeigen werden ist die konvexe Hiille die kleinste
konvexe Menge, welche M enthilt. Fiir x°,...,x* € R™ heifit

co(x%,...,x%) = co({x°,...,x}

0 1 0 k

das von XY, ..., x* aufgespannte Simplex. Wenn , x! —x°, ..., x* —x° linear unab-

hangig sind, so heifit das Simplex nichtentartet.

2. Eine Teilmenge K C R™ heiflt Kegel (mit Spitze im Nullpunkt), wenn fiir alle x € K
der Halbstrahl durch x in K liegt, d.h.

ax € K fir alle & > 0.

Ein Kegel K, der konvex ist, heifft konvexer Kegel.

3. Sei K C R™ und x € K. Der Kegel

K(x) = {a(y = x)ly € K, > 0} = | J (K = x)

oa>0

heifft die konische Hiille von K bzgl. x.

Zur Erlauterung dieser Definitionen dienen die folgenden Beispiele in Abbildung
Wir definieren nun wichtige Klassen von konvexen Mengen.

Definition 2.2. Sei a € R™\ {0} und b € R.
1. Eine Menge H ={x € R™ : aTx = b} wird Hyperebene genannt.

2. Die Mengen H™ = {x € R" : a™ < b} und H" = {x € R™ : aTx > b} werden
Halbraume genannt.

19
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Abbildung 2.1: Die erste Menge ist konvex. Das zweite Herz ist nichtkonvex und die dritte
Menge reprasentiert die konvexe Hiille des nicht-konvexen Herzens.

3. Sei nun A eine reellwertige m x n Matrix und b € R™.
K = {x € R"YAx < b} wird Polyeder und K = {x € R"Ax = b,x > 0}

Polyeder in Standardform genannt.

Abbildung 2.2: Links: konvexer Kegel. Rechts: nicht-konvexer Kegel.

Konvexkombinationen

Definition 2.3. Seien x!,...,x* € R™ und A1,..., A € R>o mit Ay +--- + A =1.

e Der Vektor Z]f:l Aix! heift Konvexkombination von x!,...,x*.

Wir erhalten folgenden Satz.

Satz 2.4. 1. Der Schnitt von konvexen Mengen ist konvex.
2. Jedes Polyeder ist eine konvexe Menge.

3. Eine Konvexkombination einer endlichen Anzahl von Punkten einer konvexen Men-

ge liegt in derselben Menge.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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4. Die konvexe Hiille einer Menge K C R" ist die Menge der Konvexkombinationen

von Punkten in K. Insbesondere ist die konvexe Hiille endlich vieler Punkte konvex.

Bewezs. : Seien Xj,1 € | konvexe Mengen und definiere X := Nic1X;. Fir x,y € X gilt
X,y € X; flir alle i € I, somit folgt Ax + (1 —A)y € X; fiir alle 1 € 1. Schlussendlich folgt
A+ (1—-A)yeX.

(2): Ein Polyeder ist der Schnitt von endlich vielen (konvexen) Halbraumen.

: Wir zeigen mit Induktion iiber k, dass jede Konvexkombination von k vielen Punkten
aus X wieder in X liegt. Fiir k = 1 ist die Aussage trivial und fiir k = 2 folgt die Aussage
aus der Konvexitdat von X. Fiir den Schritt k — 1 — k betrachte eine Konvexkombination
Hixt + - - ex®. Falls = 0 fiir ein i € {1,...,k} konnen wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden, daher nehmen wir nun 0.B.d.A. an dass p € (0,1) gilt. Definiere

k—1
M1 Hik—1
v = yeeo, Vo1 = >0, vy = 1.
1 — I—px ;
Desweiteren setze .
-1
Yy = Z vixt € X

1=1

nach Induktionsvoraussetzung. Nun gilt
x = (1— )y + mx* € X,

weil der Fall k = 2 schon gezeigt wurde.

: Sei L die Menge der Konvexkombinationen von Punkten in K und co(K) die konvexe
Hiille von K.

L C co(K): Da co(K) nach konvex ist, liegen alle Konvexkombinationen von Punkten
aus co(K) wieder in co(K). Da zusétzlich nach Definition der konvexen Hiille K C co(K)
gilt, ist L C co(K).

co(K) C L: Seien nun x,y € L mit

k 1 k l
X = Z aix' und y = Z Biy’, wobei oy, Bj > O,Z oG = I,Z B; =1.
i=1 j=1 i=1 j=1

Fiir ein beliebiges A € [0, 1] gilt dann fiir

k 1
z=M+(1—A)y = ZNXiXi + Z(l —A)Bjyj;
i=1 =1

dass dieses Element auch in L liegt, denn

0< Aoy <1Vi, 0<(1—A)B5 < 1Vj und
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k 1 k !

D A+ Y (I=NB;=AD a+(1-A)D Bj=A+1—-A=1,

i=1 j=1 i=1 j=1
was nichts anderes bedeutet, dass z eine Konvexkombination von Elementen aus K ist.
Damit ist L konvex. Offensichtlich ist auch K C L, da sich jedes Element xP € K schreiben
lasst als

X = A mit A, =1 und Aj =0 fiir i #p.
j€]

Nach der Definition der konvexen Hiille von K ist co(K) C L, da L nach obiger Argu-
mentation eine der K enthaltenden konvexen Mengen ist, liber die der Schnitt gebildet

wird.
O
Wir erhalten als Folgerung.
Korollar 2.5. Die Menge der Konvexkombinationen von x!,...,x* € R™ ist die kleinste
(bzgl. Inklusion) konvexe Teilmenge von R™, welche die Punkte x!,...,x* enthilt.
Beweis. Sei X die Menge der Konvexkombinationen von x!,...,x* € R™. Definiere nun
Y :=co(x},...,x") = ﬂ C. (2.1)
CCR™
C konvex

C enthalt x1,...,x¥

Y ist wohldefiniert weil R™ ein Kandidat der C Mengen ist. Nach Satz [2.4{[1]) ist Y konvex
als Schnitt konvexer Mengen. Y ist auch die kleinste konvexe Menge, die die Punkte
x1,...,x* enthilt. Da X nach Satz ) konvex ist, erhalten wir sofort Y C X. Sei x € X.
Nach Definition von X gilt x = Z].le Aix!. Weil nach Voraussetzung x!,...,x* € Y gilt,
folgt mit Satz[2.4(3]), dass x € Y. O

Der folgende Satz sagt, dass man fiir die Darstellung eines beliebigen Punktes in co(K)
maximal (n + 1) Punkte bendtigt, wobei n die Dimension des Raumes ist.

Satz 2.6 (Charathéodory). Fiir K € R™ ist co(K) die Menge aller Konvexkombinationen
von hochstens (n + 1)-elementigen Teilmengen von K.

Beweis. Sei x € co(K). Wegen Satz existieren x!,...,x* € K so dass

k k
x=) Ax'mit \; >0firallei=1,...,kund ) Aj=1.
i=1

i=1

Wenn bereits k < m + 1 gilt, dann ist nichts mehr zu zeigen. Gilt k > n + 1, dann
zeigen wir, dass man fiir die Darstellung von x auf einen der k Punkte verzichten kann:
Betrachten wir dazu die (k — 1) Vektoren y' =x' —x*,i1=1,...,k — 1. Fiir k > n + 1 sind

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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die Punkte y! linear abhingig, d.h. es existieren «y,..., o1 mit o # 0 fiir mindestens
einj €{1,...,k— 1}, so dass

k—1
Z ay' =0
i=1
k—1

& Z ai(xt—x*) =0
i=1
k—1 k—1

& Z aixt + (— Z o )x< = 0.
i=1 i=1

Mit der Definition oy, = — Z]f;l o erhalten wir

k k
Zoqxi:Ound Zoq:O.
i=1 i=1

Wegen o # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,k — 1} ist folgender Wert wohldefiniert:

A
ip = arg min {—Ioc1 >0} = —2.
i€ {17 v 0‘1 0('10
Es gilt nun
Ai A
A — 2o >0Vi und A — 2 = 1.
1 10 1 Z (X,lo 1
Desweiteren

k
X—Z?\lx —Z( lx ——ocl ) Z 7\ —oclo(
i=1

i,
i=1 0

.. A
Dabei ist Aj, — otip5 2
1

= 0, so dass x wie gefordert als Linearkombination von nur k — 1
Punkten dargestellt werden kann. O

Trennbarkeit

Wir werden nun den anschaulich einleuchtenden Sachverhalt zeigen, dass man zwei dis-
junkte konvexe Mengen durch eine Hyperebene trennen kann, d.h., die Hyperebene unter-
teilt den Raum in zwei Halbraume, und beide Mengen liegen im jeweils anderen Halbraum.

Definition 2.7. Zwei Teilmengen Ki,K; C R™ heissen trennbar, wenn es ¢ € R und
einen Zeilenvektor A € R™, A #£ 0, gibt mit

Ax < ¢ < Ay fiir alle x € Kq,y € Ks.

Die Hyperebene H = {x € R™"Ax = c} heift trennende Hyperebene (vgl. Abbildung ;
Die Mengen Ky, Ky heissen echt trennbar durch die Hyperebene H, wenn K; U Ko nicht
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H

\

Abbildung 2.3: Illustration der (echten) Trennbarkeit von zwei disjunkten konvexen Men-
gen.

in H enthalten ist. Die Hyperebene H definiert die beiden Halbraume
H ={x e R"Ax > ¢}, H” ={x € R"Ax < c}.

Die Mengen Ky, Ky sind also trennbar, wenn entweder K; C H",Ky C H™ oder K; C
H™, Ky C HT.

Ky

Abbildung 2.4: Zwei Mengen K, K, C R? die trennbar, jedoch nicht echt trennbar sind.
Die trennende Hyperebene ist gegeben durch H = {x € R?|x, = 0}.

AT =x0—Yy
xo + H

Xo

Abbildung 2.5: Illustration des Beweises von Satz Gilt im Beispiel xo = y dann ist
H +y eine trennende Stiitzhyperebene.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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o
Satz 2.8. Sei K C R" eine nichtleere, konvexe Menge und sei y ¢ K := int(K). Dann
sind {y} und K trennbar, d.h. es gibt einen Zeilenvektor A € R™ \ {0} mit

Ay < Ax fiir alle x € K.
o o
Ist K # () so sind {y} und K echt trennbar, und es gilt

(9
Ay < Ax fiir alle x € K.

Beweis. 1. Fall: y ¢ K, wobei K den topologischen Abschluss von K bezeichnet. Mit ||x||
werde die euklidische Norm bezeichnet. Setze

d :=inf ||x —y|| > 0.
xeK

Die Funktion f(x) := |ly — x|| ist stetig und nimmt auf der kompakten Menge K N{x €
R™||x —y|| < 2d} ihr Minimum an (Satz von Weierstrass). Wegen der Abgeschlossenheit
von K gibt es daher xo € K mit d = ||y —xo|. Mit der Konvexitdt von K kann man
ausserdem zeigen, dass der Lotpunkt xo eindeutig bestimmt ist (vgl. Abbildung .

Wir zeigen nun, dass A := (xg —y)T # 0 die Behauptung des Satzes erfiillt. Sei x € K.

Wegen der Konvexitdat von K gilt
X0 + a(x —xq) € K fiir 0 < o < 1.

Dabher ist
%0 + at(x —x0) —yl|* > [Ix0 — y||?

und hieraus erhalt man durch Ausrechnen der Skalarprodukte
20(xp —y)T(x — x0) + o ||x — onz > 0.
Die Division durch « > 0 liefert im Limes o | O die Beziehung
(xo —y)T(x —x0) =0
und damit wegen AT = (xg —y) und d = ||A||
A > Mg = Ay + d? > Ay,

Also ist H :={x € R™Ax = Axq} eine Hyperebene, die {y} und K trennt.

2. Fall: y € 0K = K — K.

Zuy € 0K gibt es eine Folge {yx},yx ¢ K, mit Yy = limg 00 Yk. Zu Yx kann gemaf dem
ersten Fall ein Zeilenvektor Ay # 0 gewahlt werden mit

MYk < Agx fiir alle x € K.
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O.E. kann ||A¢|| = 1 gesetzt werden und daher kénnen wir annehmen, dass die beschrank-
te Folge {Ay} konvergent ist mit A = limy_,o Ak, [[A|| = 1 (mit dem Satz von Bolzano-
Weierstra® folgt dass jede beschrénkte Folge eine konvergente Teilfolge besitzt). Durch

Grenziibergang in der obigen Ungleichung ergibt sich dann
Ay < Ax fiir alle x € K.

Die Aussage

(o]
Ay < Ax fiir alle x € K

folgt unmittelbar. O

Im Fall y € 9K heift die trennende Hyperebene Stiitzhyperebene von K in y. Aus dem
Trennungssatz [2.8] folgert man direkt:

H

Abbildung 2.6: Trennung eines konvexen Kegels mittels Hyperebene durch 0.

Satz 2.9. Sei K C R" ein nichtleerer konvexer, abgeschlossener Kegel und sei y ¢ K.
Dann gibt es einen Zeilenvektor A € R™ \ {0} mit

Ay < 0 < Ax fiir alle x € K.

Beweis. Wegen K = K gibt es nach dem ersten Fall von Satz einen Zeilenvektor
A € R™\ {0} so dass fiir alle x € K gilt Ay < Ax. Aus 0 € K folgt Ay < A0 = 0.
Angenommen es existiere ein x € K mit Ax < 0. Dann folgt

Alax) = ot(AX) =00 —00,
im Widerspruch zu Beschranktheit von AK durch Ay nach unten. Also gilt

Vx € K:Ay < 0 < Ax.

Hieraus gewinnt man den folgenden Alternativsatz:

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Satz 2.10 (Lemma von Farkas). Sei B eine k x n Matrix und d € R¥. Dann gilt genau

eine der folgenden Aussagen:
1. Bx = d,x > 0 hat eine Losung x € R™.

2. AB > 0,Ad < 0 hat eine Losung A € Rk,

Bewets. Der Kegel
K :={Bx|x > 0} c R¥

ist nichtleer, konvex und abgeschlossen. Es gilt genau eine der beiden Aussagen

(a) d € K.

(b) d ¢ K.
Die Aussage (a) ist genau die Aussage des Satzes. Im Falle (b) gibt es nach dem
Trennungssatz 2.8 ein A € R* mit

Ad < 0 < Az fiir alle z € K.

Also ABx > 0 fiir alle x > 0, d.h., AB > 0. Dies ist die Aussage des Satzes. Man beachte
dass die jeweiligen Aussagen (a) und bzw. (b) und dquivalent sind und sich
und (2) somit ausschliefen. O
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Kapitel 3
Einfihrung in die Lineare Optimie-
rung

Beispiele

3.1.1 Produktionsmodelle

Ein Unternehmer produziert n Produkte Py,..., Py, zu deren Herstellung m Aktivitdaten
Ai,...,An (Rohstoffe, Arbeitskréfte, Arbeitsstunden o.4.) bendtigt werden. Das Produkt
P; enthalte a;; Anteile der Aktivitat A; und moge beim Verkauf pro Einheit einen Reinge-
winn von ¢; Zahlungseinheiten erzielen. Von der Aktivitat A; sei die Menge b; verfiigbar.
Die Produktionsmenge x; des Produktes P; soll nun bestimmt werden, so dass der Gewinn

maximal wird. Gesucht ist daher das Maximum von
n

z(x) = Z CiXj
j=1

unter den Nebenbedingungen

n
Zaijxj <bj, firallei=1,...,m
j=1

x; >0, firallej=1,...,n.

Beispiel 3.1. Der Besitzer einer kleinen Schuhfabrik will je ein Modell eines Damen- und
Herrenschuhs herstellen. Er verfiigt iiber 40 Angestellte und iiber einen Maschinenpark
von 10 Maschinen. Die pro Montat zur Verfiigung stehende Arbeitszeit und Ledermenge
ist in der folgenden Tabelle enthalten: Mit den Optimierungsvariablen

X1 : Zahl der produzierten Damenschuhe

X5 : Zahl der produzierten Herrenschuhe

lautet die Optimierungsaufgabe:

29
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Tabelle 3.1: Angaben zum Produktionsproblem

Damenschuh Herrenschuh verfiigbar

Herstellungszeit [h] 20 10 8000
Maschinenbearbeitung [h] 4 5 2000
Lederbedarf [dm?] 6 15 4500
Reingewinn [EUR| 16 32 —

maximiere z(x1,Xs) = 16x1 + 32x5
unter d.N.
20x; + 10x, < 8000
4x1 + 5x2 < 2000
6x1 + 15x5 < 4500
x1 >0

XzZO

Die obigen Ungleichungen beschreiben Halbebenen im R?, die durch Geraden begrenzt
werden. Der Durchschnitt aller dieser Halbebenen beschreibt den zulassigen Bereich aller
Punktepaare (x1,x2), die den Ungleichungen geniigen. Die Niveaulinien z(x1,X2) = 16x1 +
32xs = k, mit variablem k, beschreibt eine Schar von parallelen Geraden. Es ist ein
maximales k,, derart zu bestimmen, dass (mindestens) ein Punkt des zuldssigen Bereichs
auf der Geraden z(x1, x2) = ki, liegt.

20x%; 4+ 10xo = 8000
X2

N Q\
16x1 + 32x5 = k = 3200

/\ K ~ 6x1 + 15x5 = 4500

~

\ 4x1 + 5xp = 2000
A — X1
7 B

Offenbar nimmt die Zielfunktion z ihren maximalen Wert in der Ecke D des zuldssigen

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Bereichs K an. Die Ecken von K sind A, B, C, D, E; z.B. berechnet man die Ecken B,C,D
mit zugehorigem Wert z:

Tabelle 3.2: Angaben zum Produktionsproblem
Ecke z X1 X2 Yr Y2 Ys

B 6400 400 0 0 400 2100
C 9600 1000/3 400/3 O 0 500
D 10400 250 200 100 O 0

In jeder Ecke haben genau zwei Variablen den Wert 0 (Basislosungen). Bei Durchlaufen
der Ecken B — C — D vergrofert sich der Wert der Zielfunktion. Das Optimum in der
Ecke D ist:

x1 = 250, x9 = 200, z(x1, X2) = 10400.

3.1.2 Mischungsaufgaben

Es seien n Mischungen gegeben, die aus m Stoffen zusammengesetzt sind. Eine Einheit
der Mischung M; enthalte a;; Einheiten des Stoffes S;. Aus den Mischungen My,..., My,
soll eine neue Mischung hergestellt werden. Mit x; wird der Anteil der Mischung M; bei
der neuen Mischung bezeichnet. Seien I,] Teilmengen von {1,..., m}. Eine Einheit der
neuen Mischung enthalte von jedem Stoff S; fiir i € I mindestens b; Einheiten und von
jedem Stoff s; fiir i € ] héchsten b/ Einheiten. Die Kosten pro Einheit der Mischung M;
seien cj. Wir erhalten die Aufgabe:

n
minimiere z(x1,...,Xn) = E CjX;
=1
unter d.N.

n
Z aijX; >bj,iel
=1

n
Z aijX;j < b{,i €]
j=1
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3.1.3 Transportprobleme

In m Fabriken werden jeweils die Warenmengen a;, 1 <1 < m erzeugt. Diese Waren sollen
an n Abnehmer, die jeweils die Warenmengen bj, 1 < j < n bendtigen, so versand werden,
dass die Gesamtkosten minimal werden. Bezeichnen wir mit c;; die Transportkosten pro
Wareneinheit von Fabrik i zum Abnehmer j, so lautet das zugehorige Modell, in dem mit
xij die tatsdchlich von i nach j versandte Menge bezeichnet wird:

m n
minimiere z(Xx1,...,X% E E CijXij
j=1

i=1

unter d.N.

n
inj:ai,lﬁiﬁm,

j=1
m
injzbj,léiﬁn,
i=1
Xij ZO,'.L:].,...,TTL,].:].,...,TL

Ist n =m, und a; = b; =1 fiir alle 1, j, so geht das Transportproblem in ein Zuordnungs-

problem {iiber (Personaleinsatzplanung).

Mathematische Formulierung linearer Optimierungsprobleme

Das lineare Optimierungsproblem (LP) lautet in Standardform

minimiere z(X1,...,Xn) = E CjX;

unter d.N.

n
Zaijx]':bi,lﬁiﬁm
j=1

Xj 20,]':1,. 5, n

In Vektor-Schreibweise mit

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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X = eRYc=(c1,...,cn) RN b= | € R™ A = (aj) m x n Matrix

lautet die Standardform

minimiere z(x) = ¢x

unter d.N.
(3.1)
Ax =D
x> 0.

Riickfiihrung anderer LP’s auf Standardform

Haben wir ein lineares Optimierungsproblem, welches nicht in Standardform gegeben ist
(weil es Ungleichungsnebenbedigungen oder freie Variablen enthalt), so kénnen wir dieses
wie folgt auf Standardform bringen.

3.3.1 Ungleichungen

Sei A eine m x n Matrix (nicht notwendig m < n). Das Problem lautet

minimiere z(x) = ¢x
unter d.N.
(3.2)
Ax <b
x>0
Definiere Schlupf-Variablen
y:=b—AxeR™
Dann sind die Ungleichungsnebenbedingungen Ax < b dquivalent zu
Ax+y=b,y>0.
X
Mit é := (c¢,0) € R™™™M X = € R"™ T der m x m Einheitsmatrix und der
Y

m x (n +m)-Matrix A := (A]l) ist (3.2) dquivalent zur Standardform
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minimiere Z(x) = ¢X

unter d.N.

A

(3.3)

Xt X
AV
o ot

3.3.2 Freie Variable

In der Standardform ([3.1)) seien einige x; ohne Vorzeichenbedingung, z.B. x;. Das Problem

lautet also

minimiere z(x) = cx
unter d.N.
(3.4)
Ax=Db
X2 >0,...,xn > 0.
1. Methode: Elimination von x;
Wahle Index i mit aj; # 0 und eliminiere aus
ai1X1 + QigXg + - -+ + QinXn = b
die Variable x; als Linearkombination von Xs,...,Xx. Dies ergibt ein reduziertes LGS

X2
Al |=berm
Xn

Wir betrachten ein Beispiel.

minimiere z(xy, X2, X3) = X1 + 3Xo + 4x3
unter d.N.
X1 +2x2 +Xx3 =5
2x1 +3Xg +x3 =6
X2 > 0,%x3 > 0.
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Die freie Variable x; wird von der ersten Gleichung eliminiert:

X1 :5—2X2—X3.

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks erhélt man (subtrahiere 5 in der Zielfunktion)

minimiere z(x1, X2, X3) = X2 + 3X3
unter d.N.
Xo+x3 =4

x2 > 0,x3 > 0.

Losung: xo = 4,x3 =0= x; = —3.

2. Methode:

Setze x1 = uy —vi,u; := max{0,x1} > 0,v; := max{0, —x1} > 0. Dies ergibt ein LP in den
n + 1 Variablen ui,vi,Xs, ..., Xn.
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Kapitel 4

Grundlagen der Polyedertheorie

Wir beschaftigen uns in diesem Kapitel mit einigen grundlegenden Konzepten der Poly-
edertheorie. Insbesondere werden anschaulich klare Begriffe wie Seitenflachen und Ecken
von Polyedern definiert und charakterisiert.

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Menge
K:={x € R"|Ax =b,x > 0}

ein Polyeder in Standardform. Da die Beschreibung des Polyeders durch die Matrizen A, b
gegeben ist, schreiben wir auch P=(A,b) := K. Ebenso ist die Menge

K:={x € R"Ax < b}

ein Polyeder und hierfiir schreiben wir P(A,b) := K.

| Definition 4.1. Ein Polyeder das beschrénkt ist, heisst Polytop.

Seitenflachen von Polyedern

Wir werden im Folgenden Polyeder der Form P(A,b) betrachten, wobei A € R™*™ b €
R™,

Definition 4.2. Es seilen KCR™ a e R", 0 € R.

1. Die Ungleichung a™ < « heisst giiltig beziiglich K, falls gilt

K C{x e R"aTx < «}.

2. Die Hyperebene H = {x € R™"aTx = «}, a # 0, heisst Stiitzhyperebene von K, falls
a™x < « gliltig beziiglich K und KNH # () ist.

Beachte, dass a = 0 im ersten Punkt von Definition [4.2| zugelassen ist.

37
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Definition 4.3. Sei K C R™. Eine Menge F C K heisst Seitenflache von K, wenn es eine
beziiglich K giiltige Ungleichung dTx < § gibt mit

F=KnN{x € R"d™x = §}.

Eine Seitenflache heisst echt, wenn F # K gilt. F heisst nichttrivial, falls () # F # K gilt.
Ist dTx < & giiltig fiir K, dann heisst KN {x € R™"|d™x = 8} die von d7x < & induzierte
Seitenflache.

Beachte wiederum, dass d = 0 in Definition [4.3| zugelassen ist.

Beispiel 4.4. Wir betrachten folgendes Beispiel.

2x1 +x2 <8
4x1 + 5xy < 20
2x1 +b5xy < 15

X1,X2 >0

X2

o as
OCLLCIIIIACIIC T

~_ -

K \G

\ X1

Abbildung 4.1: Beispiel einer Seitenflache.

Die Seitenflache F ist durch die Ungleichung
2x1 + 5xy < 15

indugziert, denn es gilt
F=KnN{x € R%2x; + 5x; = 15}.

Ebenso ist der Punkt G = (%, %) eine Seitenflache induziert durch die giiltigen Unglei-

chungen (in Proposition [4.8 wird klar, dass eine Seitenfliche auch durch mehrere Unglei-
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4.1. Seitenflichen von Polyedern | 39
chungen gleichzeitig induziert werden kann).

2X1 +x2 < 8
4x1 4+ 5x9 < 20.

Man beachte dass G = (13—0, %) als Seitenfliche von K auch durch die beiden giiltigen

Ungleichungen (siehe Abbildung

4x1 + 3x5 < 52/3
X1+ %X < 14/3

induziert wird. Eine Seitenfliche kann somit durch unterschiedliche giiltige Ungleichungen

induziert werden.

Proposition 4.5. Sei K =P(A,b) C R™ ein Polyeder. Dann gilt:
1. K ist eine Seitenfliche von sich selbst.
2. () ist eine Seitenflaiche von K.

3. Ist F ={x|dTx = 8} N K eine nichttriviale Seitenflache von K, dann gilt d # 0.

Beweis. : K=KnN{x € R*"0Tx = 0}.

: Sei & > 0 beliebig. Es gilt 0Tx < & ist eine giiltige Ungleichung fiir K und es folgt
0 =Kn{x e R"0oTx = &}.

: Fir d = 0 liefert nur der Fall & > 0 eine giiltige Ungleichung der Form d™x < § und
somit tritt einer der beiden ersten Falle ein. O

Satz 4.6. Sei K = P(A,b) ein nichtleeres Polyeder und cT € R™. Betrachte das lineare
Optimierungsproblem
min{cx|x € K}.

Sei F* die Losungsmenge und im Fall F* # () bezeichne z* = min{cx|x € K} den Optimal-
wert. Dann gilt:

1. Ist F* # (), dann ist F* = {x € K|cx = z*} eine nichtleere Seitenfliche von K und
{x € R"cx = z*} ist eine Stiitzhyperebene von K, falls ¢ # 0.

2. Die Menge der Optimalldsungen des linearen Problems min{cx|x € K} ist eine
Seitenflache von K.

Beweis. Zu :

Sei F* # (). Nach Definition von z* ist cx > z* fiir alle x € K, somit ist die Ungleichung
—cx < —z* gliltig fiir K. Desweiteren gilt F* = {x € R"cx = z*} N K, was impliziert
dass F* eine nichtleere Seitenfliche von K ist. Zudem folgt unmittelbar, dass die Menge
{x € R™|cx = z*} eine Stiitzhyperebene ist, falls ¢ # 0.
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Abbildung 4.2: Graphische Veranschaulichung des Satzes (4.6)).

Zu (2): Fur F* = () ist die Aussage klar, ansonsten ist nur eine Umformulierung
von . O

Eine Ilustration des obigen Satzes findet sich in Abbildung

Zu einer Matrix A € R™*™ mit Zeilenindexmenge M := {1,..., m} und Spaltenindexmenge
N ={1,...,n} bezeichne mit a;,i € M die Zeilen und aJ,j € N die Spalten von A. Fiir
I € M bezeichne A die aus den Zeilen ai,i € I gebildete Teilmatrix.

Definition 4.7. Sei K =P(A,b) C R™ und M die Zeilenindexmenge von A. Fiir F C K

sel
eq(F) :={i € M]a;x = b;Vx € F},

d.h. eq(F) ist die Menge der fiir alle x € F aktiven Ungleichungen. Fiir [ C M bezeichne

fa(l) :={x € K|A;x = by}

die von I induzierte Seitenfliche (face).

Wir tiberpriifen nun, dass fa(I) tatsachlich eine Seitenflache von K ist.

Proposition 4.8. Die in Deﬁnition definierte Menge F := fa(I) ist eine Seitenfliche

von K.

Beweis. Falls I = (), ist auch F = K eine (triviale) Seitenfliche von K. Sei nun |I| > 1.

a’ .= Z a; und y := Zbi'

iel iel

Definiere

BEs gilt, dass a™x < vy giiltige Ungleichung ist und weiterhin gilt fiir x € K\ F, dass
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4.2, Ecken und Extremalpunkte | 41
X2

cx =k /

X1

Abbildung 4.3: In diesem Beispiel ist die Menge der Optimallosungen leer.

mindestens eine der Ungleichungen nicht strikt ist und somit

=v, firxeF,
aTx
<y, sonst.
Es folgt F ={x € KlaT™x =y} =Kn{x € R"aTx = v}. ]

Wir betrachten nochmals Beispiel Hier ist M = {1,2,3,4,5}, fa({1,2}) = G und

Ecken und Extremalpunkte

Wir geben nun eine Definition von Ecken und Extremalpunkten an.

Definition 4.9. Sei K Cc R™.

1. Ein Punkt x € K heifit Extremalpunkt von K, wenn es nicht zwei verschiedene
Punkte y,z € K gibt mit

x=ay+ (1 — o)z fiir ein x € (0,1).

2. Eine nulldimensionale (also einpunktige) Seitenfliche von K heift Ecke.

Man beachte dass Definition fiir beliebiege Mengen K C R"™ definiert ist.
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Abbildung 4.4: Die schwarzen Punkte des Polytopes sind die Ecken. Fiir einen Kreis sind
alle Punkte Ecken.

Satz 4.10. Sei K = P(A,b) C R™ ein Polyeder und x € K. Dann sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

1. x ist eine Ecke von K.

2. {x} ist eine nulldimensionale Seitenfliche von K.

3. x ist ein Extremalpunkt von K.

4. rang(Aeq(xp) =M.

5. Es existiert ein ¢T € R™\ {0}, so dass x die eindeutig bestimmte Optimallésung des
linearen Problems min{cy : y € K} ist.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen und ist gerade die Definition einer Ecke.
Der Beweis besteht aus den Teilen ([2)=(5), )= (@), @)=() und [@=02).

@=@):

Nach Definition ist x eine Seitenflache, also existiert eine beziiglich K giiltige Ungleichung
cx <v, so dass {y € Kl|ex = v} = {x}.

Folglich ist x die eindeutig bestimmte Optimallosung von min{—cy : y € K}.

Ist K # {x}, so ist ¢ # 0 wegen Proposition [4.5((3), andernfalls kann ¢ # 0 beliebig gewahlt

werden.

E=@):
Sei x die eindeutige Optimallésung von min{cyly € K} mit Wert y. Gilt x = Aw+ (1 —A)z
flir w,z € K,w # 2,0 < A < 1, dann folgt

Yy=cx=c(Aw+ (1 —2A)z)
=Acw+ (1 —A)cz
>Ay+(1=A)y=vy

ein Widerspruch.

@-®:
Angenommen @D gilt nicht. Dann existiert d # 0 mit Aq(,y)d = 0. Fir kleines € > 0 gilt
dann

A(x+ed) <b,

denn die bindenden Nebenbedingungen bleiben aktiv, die inaktiven Nebenbedingungen
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4.2. Ecken und Extremalpunkte | 43
bleiben fiir € > 0 klein genug inaktiv. Mit y = x — ed, und z = x + ed gilt dann y,z € K
und x = 1/2y + 1/2z . Also gilt auch nicht.

@=0:

Wir wissen, dass fa(eq({x})) eine Seitenflache ist und wegen rang(Aqy)) = n gilt
faleq({x})) ={y € K|A¢q(x)Y = beqxp} = (X}
Also ist {x} eine Seitenflache und ihre Dimension ist offensichtlich 0. ]

Wir iibertragen nun die obige Charakterisierung von Ecken auf Polyeder in Standardform.

Satz 4.11. Sei K = P=(A,b), d.h.
K:={x € R"Ax =b,x > 0}.

x € K ist genau dann ein Extremalpunkt (bzw. dquivalent Ecke), wenn die zu positiven
K

Komponenten xy gehorenden Spaltenvektoren a® von A linear unabhéangig sind.

Beweis. =: x € K sel eine Ecke. O.E. sei
Xx=(X1,..,%,0,...,00T, % >0,i=1,...,r.

Ist r =0, so ist die zugehorige Menge der Spaltenvektoren leer, also per Definition linear
unabhangig. Fiir v > 0 gilt

.
E a'x; = b.
i=1

1 ...,a" seien linear abhingig. Dann gibt es Zahlen di,...,d,,d; # O fiir

Annahme: a

mindestens ein i, mit
N
Z Clid'l =0.
i=1
Wenn x; > 0 ist fiir ein hinreichend kleines € > 0 auch
xited; >0, firi=1,...,r.

Wir setzen
d:=(dy,...,d,0,...,0)T,y :=x+ed,z:=x —ed.

Dann sind y,z > 0 und wegen

T T T
Z al(xi + edy) = Z alx; t e Z ald; = b,
i=1 i=1 i=1
=0

gilt y,z € K. Nun ist x # y, z, aber x = UT“ im Widerspruch dazu, dass x Ecke (Extre-
malpunkt) von K ist. Daher sind al,..., a" linear unabhéngig.
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&: O.E. seien die ersten r Komponenten von x positiv, also nach Vor. a?,...,a" linear
unabhangig.
1. Fall: r =0 := x = 0. Wére x = 0 kein Extremalpunkt (Ecke), so gdbe esy,z € K,y # z
und 0 < o« < 1 mit

O=x=ay+ (1— )z
Wegen y,z > 0 und « # 0 folgt hieraus y = 0,z = 0, Widerspruch.
2. Fall: > 0 : Nach Def. ist } |_; a'x; = b.
Annahme: x ist kein Extremalpunkt (Ecke) von K. Es gibt y,z€ K,y #z, und 0 < x < 1
mit

x=ay+ (1—«a)z.

Wie im 1. Fall folgt

Y1 = =Yn=0,zr;1 = =20 = 0.
Ferner ist
r .
Ay=Az=balsoAly—z)=0= Zal(yi—zi) =0
i=1
Weil al,...,a" linear unabhéngig sind, folgt
yi=z firi=1,...,1r =y =z=x =y =z, Widerspruch. O

| Definition 4.12. Ein Polyeder heifit spitz, wenn es eine Ecke besitzt.

Neben den Ecken eines Polyeders, sind auch weitere niedriegdimensionale Seitenflichen
von Polyedern relevant. Wir definieren die Begriffe Kante und Linie in einem Polyeder.

Definition 4.13. Ein Polyeder K C R™ enthilt eine Linie, falls x € K und eine Richtung
d € R" existiert, so dass gilt

x + Ad € K fiir alle A € R.

Eine Kante von K ist eine Seitenfliche der Dimension 1, die zwei verschiede Ecken von
K verbindet.

Satz 4.14. Sei K =P(A,b) C R" ein nichtleeres Polyeder. Die folgenden Bedingungen

sind dquivalent.
1. K ist spitz.
2. rang(A) =n.

3. Jede nichtleere Seitenflache von K ist spitz.
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Bewezts. ()= (2): Ist x eine Ecke von K, so gilt mit Satz dass

n =rang(Aeqxy) < Trang(A) <n.

Also rang(A) =n.
= : Wir wahlen x € K so, dass die Menge I = eq({x}) inklusionsmaximal ist. Sei

F= {X € K|Ax = bI}.

Falls rang(A1) = n, so gilt mit Satz bereits dass x eine Ecke ist, daher nehmen wir
an dass rang(Aj) < n gilt. Somit enthalt der Kern von A; einen Vektor d # 0 so dass gilt

x £ ed € K, fiir € klein genug.

Die Linie {x+Ad|A € R} trifft nun mindestens eine der Hyperebenen H; = {x € R™ajx = bj}
fiir ein j ¢ 1. (Angenommen nicht, d.h. die Hyperebene liegt vollstdndig in K. Dann gilt

ai(x +Ad) < by, fiir alle Zeilenindizes i, und alle A € R.

Diese Aussage impliziert Ad = 0 und mit rang(A) = n folgt d = 0, Widerspruch.) Somit
existiert & € R sodass x 4+ 6d € K und eq({x 4+ 6d}) D I, im Widerspruch zur Maximalitat
von I.

(B)=(1): Ist trivial, da K eine Seitenflache von sich selbst ist.

:>: Fiir jede nichtleere Seitenflache F von K gilt

F={x € R"Ax < b, AeqrX < begr)s —AeqpX < —beq(p) -
Aus (2) und der Aquivalenz von (2) und (] folgt damit direkt, dass F spitz ist. O
Wir erhalten eine wichtige Folgerung fiir Polyeder in Standardform.
Korollar 4.15. Sei K =P=(A,b), dann gilt

K # () & K ist spitz.

Beweis. Wir erhalten eine Darstellung von K durch

A b
K=P7(A,b)=P(D,d)mit D= _A|,d=| —p
—I 0
Offenbar hat D den Rang n. Aus Satz folgt dann die Behauptung. O

Fiir Polytope erhalten wir ein dhnliches Resultat.
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Korollar 4.16. Sei K =P(A,b) ein Polytop. Dann gilt

K # () & K ist spitz.

Beweis. Da K beschrédnkt ist, gibt es einen Vektor u mit K C {x|x < u}. So erhalten wir
eine Darstellung von K durch

A b
K = P(A,b) = P(D,d) mit D = d=
I u
D hat den Rang n. Aus Satz folgt dann die Behauptung. O

Korollar 4.17. Sei K = P(A,b) ein spitzes Polyeder und das LP
mincx u.d.N. x € K

habe eine endliche Optimallosung. Dann hat das LP auch eine Optimallosung die eine
Ecke ist.

Bewets. F ={x € K|cx = min{cyly € K}} ist eine nichtleere Seitenfliche von K und besitzt
nach Satz [4.14] eine Ecke. O

Korollar 4.18. Wenn K ein nichtleeres Polytop ist, dann hat jedes LP
mincx u.d.N. x € K

auch eine optimale Ecklosung.

Wir fassen nun die beherigen Resultate im folgenden wichtigen Hauptsatz der linearen

Optimierung zusammen.

Satz 4.19. Das lineare Programm der Form
mincx u.d.N. Ax=b,x >0

besitzt genau dann eine endliche Optimallésung, wenn es eine optimale Ecklosung be-

sitzt.

Beweis. Mit Korollar gilt, dass K spitz ist (falls K nichtleer ist) und mit Korollar
folgt, dass das LP eine optimale Eckldsung besitzt (falls es iiberhaupt eine zuldssige Losung
gibt). O

Der Hauptsatz kann im Prinzip zur Losung eines LP’s in Standardform benutzt

werden indem man die endlich vielen Ecken von K “ausprobiert”.
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Beispiel 4.20.

min x; + 2x2 + 3x3
unter d.N.
2x1 +x2 +5x3 =5
X1+ 2xg +x3 =4
xi>0,1i=1,2,3
Losung: Fiir eine Ecke ist genau eine der Komponenten gleich 0.

1. Moglichkeit: x; = 0. Lose

1 5 X2 5
= = x2 =5/3, x3=2/3

21 X3 4

Ecke: (0,5/3,2/3)7, Zielfunktion 16/3.
2. Moglichkeit: x; = 0. Lose

Nicht zulassig.
3. Moglichkeit: x3 = 0. Lose

Ecke: (2,1,0)7, Zielfunktion 4.
Da die zuldssige Menge K beschrankt ist, nimmt die Zielfunktion im Punkt (2,1,0)7 ihr
Minimum an.

Im Gegensatz zum “Ausprobieren” stellt der Simplex-Algorithmus (siehe Kapitel einen
“effizienten” Algorithmus zur Berechnung einer optimalen Ecke dar.

BasislGsungen

Wir betrachten ein LP in Standardform:

minimiere z(x) = ¢cx

unter d.N.
Ax =D
x—=0

Notation: K := P~ (A,b) = {x € R"|Ax = b,x > 0}.
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Wir nehmen an, dass rang(A) = m < n gilt. (Spéater werden wir sehen dass diese Vor-
aussetzung keine Beschrankung der Allgemeinheit darstellt). Wir betrachten das lineare
Gleichungssystem Ax = b, dessen Losungsmenge ein (n — m)-dimensionaler affiner Un-

terraum ist. Die Spalten von A seien a/,j =1,...,n.
Definition 4.21. Ein Indexvektor B = (ij,...,1n) mit m verschiedenen Indizes i;
{1,...,n} heift Basis, wenn die zugehérigen Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Ein

zu B komplementdrer Indexvektor N = (j1,...,jn-m), jx € {1,...,n} heift Nichtbasis.
Es gilt also die Zerlegung BN ={1,...,n}. Mit Ag und Ay werden die Untermatrizen

bezeichnet, die durch die Spaltenvektoren in B bzw. N definiert sind:

Ap : m x m Matrix mit Spaltenvektoren a',i € B

AN @M x (n —m) Matrix mit Spaltenvektoren a’,j € N

F1iir eine solche Zerlegung der Indexmenge {1, ..., n} schreibt sich die Menge K dquivalent
als
XB
(Ap, AN) =b,xg,xn > 0.
XN

Wir bezeichnen fiir eine Basis B, die Matrix Ap als Basismatrix und komplementar Ay

als Nichtbasismatrix. Die Variablen x;,i € B heiflen Basisvariablen und die Variablen

xj,j € N heifen Nichtbasisvariablen. Der Vektor x = (xg, xn) mit

XB = Aglb und xN =0

wird als Basislosung zur Basis B bezeichnet. Eine Basislosung heiftt zuladssig, falls xg > 0.

Eine zulassige Basislosung heifit nicht-entartet, falls xg > 0; falls aber mehr als n —

m Komponenten von x gleich Null sind, so sprechen wir von einer degenerierten oder

entarteten Basislosung.
Wir erhalten unmittelbar folgende Charakterisierung von Basislosungen aus Satz
Satz 4.22. Sei K =P=(A,b). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. x € K ist ein Extremalpunkt.

2. x € K ist eine Ecke.

3. x € K ist eine zulassige Basislosung zu einer Basis B.

Beweis. & () folgt aus Satz
= : Sei x € K ein Extremalpunkt. Nach Satz sind alle, die zu positiven Kom-

ponenten gehorenden Spaltenvektoren linear unabhéngig. Somit sind die Spaltenvektoren
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o,j € Jmit J:={ie{l,...,n}:x > 0} linear unabhingig und kénnen zu einer Basis
B erganzt werden. Nach Definition von | gilt dann xn = 0, wobei N die zu B gehorende
Nichtbasis ist. Damit folgt
b=Ax= ABXB,

und es gilt, da Ag invertierbar ist,
_a-1
XB = AB b.

Somit ist x eine zulassige Basis-Losung zur Basis B.
= : Sei x eine zulassige Basislosung zu einer Basis B, das heisst es gibt eine
Darstellung x = (xg,xn) mit xy = 0 und xg := Aglb > 0. Die Menge der Indizes der
positiven Komponenten von x ist eine Teilmenge von B. Weil alle Spaltenvektoren a!,i € B
nach Voraussetzung linear unabhangig sind, folgt mit Satz die Behauptung.

O

Der obige Satz besagt dass Ecken eines Polyeders P=(A, b) genau zulédssigen Basislosungen
entsprechen. Wir betonen ausdriicklich, dass die Korrespondenz zwischen Ecken und Basen
im allgemeinen keine Bijektion ist. Verschiedene Ecken liefern verschiedene zugehorige
Basen, aber die Aussage gilt nicht umgekehrt: Zu einer entarteten Ecke - also einer Ecke
mit weniger als m positiven Komponenten - konnen verschiedene Basen gehoren, weil die

Erweiterungen zu einer Basis nicht eindeutig sein miissen.

eindeutig nicht—eindeutig .
= & Basis.

Ecke zulédssige Basislosung

Wir erhalten eine Folgerung bzgl. der maximalen Anzahl von Ecken bzw. zuldssigen Ba-

sislosungen eines Polyeders K mit rang(A) = m < n.
| Korollar 4.23.  Es gibt hochstens () verschiedene Ecken von K.

Beweis. Jede Ecke fiihrt zu mindestens einer zuldssigen Basis-Losung mit zugehoriger
Basismatrix. Jede Basismatrix besteht aus m linear unabhéangigen Spalten von A und wir

kénnen nun auf (:1) verschiede Arten m linear unabhangige Spalten aus A auswahlen. [

Wir beenden dieses Kapitel mit der Aussage, dass die Annahme rang(A) = m ohne
Beschrankung der Allgemeinheit ist.

Satz 4.24. Sei K = {x € R"|Ax = b,x > 0} ein nichtleeres Polyeder in Standardform
mit Matrix A € R™™. Sei rang(A) = k < m und seien die Zeilenvektoren aj,,..., a;,

linear unabhédngig. Betrachte das Polyeder

P :={x € R"aj,x = by,,...,a;,x = by, ,x > 0}

Dann gilt K = P.
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Beweis. Nach Umbenennung der Indizes konnen wir annhemen dass gilt i; = 1,...,1x =
k. Trivialerweise gilt K C P, da jeder Punkt aus K natiirlich alle Gleichungen aus P erfiillt.
Wir zeigen nun P C K. Mit rang(A) = k gilt dass der Zeilenraum von A Dimension k hat
und die Vektoren aj,..., ax eine Basis des Zeilenraums bilden. Somit kann jede Zeile a;
von A in der Form q; = Z};l Aija; dargestellt werden, wobei Aj; geeignete Skalare sind.
Betrachte ein x € K. Es gilt

k k
bi:aix:Z?\ﬁaix:Z?\ﬁbi, i:].,...,m. (4.1)
j=1 j=1

Sei nun y € P. Wir zeigen dass y € K. Fiir alle i =1, ..., m folgt mit (4.1

K K
ay =) Ayajy = ) Aybj = by,
=1 =1
somit folgt y € K. O

XA Degeneriertheit von Basisldsungen

Bei einer zuassigen Basislosung sind alle m Gleichungen aktiv und in der Regel auch genau
n —m Variablen gleich null und definieren somit zusatzliche n —m aktive Ungleichungen.
Falls jedoch mehr als n—m Variablen gleich null sind, so spricht man von einer entarteten
Basislosung, siehe Definition [4.21

Wir geben einige Beispiele an.

Beispiel 4.25. 1. Redundante Variablen:

X1 +Xg =2
X3:0

X1,X2,Xx3 > 0.

2. Redundante Ungleichungen:

2x1  +x2 +u1 =3
X1 +2%x2 +Y2 =3
X1 +x9 +ys =2

X1, X2, Y1, Y2, Ys > 0.
Im Punkt x = (1,1,0,0,0)" ist hier die Ungleichung y3 > 0 redundant.

3. geometrische Griinde (siche Oktahedron in Abbildung [4.5).
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Abbildung 4.5: Die Ecken des Oktahedrons sind degeneriert.

Bemerkung 4.26. Indem man die rechte Seite eines Gleichungssystems zuféllig stort,

erhadlt man mit hoher Wahrscheinlichkeit ein nicht-degeneriertes Problem.
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Kapitel 5

Das Simplex Verfahren

Die am haufigsten benutzte Methode zur Lésung des Standardproblems

minimiere z(x) = ¢x

unter d.N.
(5.1)
Ax =D
x>0

ist das Simplex-Verfahren. Generell wird rang(A) = m < n vorausgesetzt. Nach dem

Hauptsatz (4.19)) ist die optimale Losung (falls sie existiert) in einer Ecke der zuldssigen
Menge

K ={x € R"|Ax = b,x > 0}
zu suchen.

Das Simplex-Verfahren besteht aus den folgenden elementaren Schritten:

Geometrische Form des Simplex-Verfahrens:
1. Finde eine Ecke x von P=(A,b)

2. Versuche, eine zu x adjazente Ecke y mit besserem Zielfunktionswert zu finden.
Ersetze x durch y und wiederhole Schritt (2)).

3. Falls Schritt nicht moglich ist, gibt es drei sich ausschliefende Alternativen:

e X ist optimal.
e Man stellt fest dass das LP unbeschrankt ist.

e Man geht zu einer Basis liber die dieselbe Ecke beschreibt, und wiederholt

Schritt .

53
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Parametrisierung des Lésungsraumes

Bei beliebiger Basis B geht das LGS Ax = b iiber in
Ax = Agxg + AnXn = b.

Damit erhalt man eine Parametrisierung des n — m dimensionalen Losungsraumes von
Ax = b durch
xg = Ag'b — Ag AnxN, xn € R™T, (5.2)

wobei xp die abhadngige Variable und xy die unabhédngige Variable bezeichnet. Zerlege ¢
entsprechend in cg € R™ und ¢y € R™™. Durch Einsetzen des Ausdrucks (j5.2)) ergibt
sich die Zielfunktion

z(X) = ¢x = CgXB + CNXN
= CBAglb — (CBAEIAN — CN)XN (5.3)

=:2p — TNXN,

wobei

Zg 1= cBAglb

™ = cgA5 AN — N = (Tj)jen € R™™ (Vektor der reduzierten Kosten)

Nach Satz sind die Basis-Losungen gerade die Ecken von K. Die Darstellung (5.3|) der
Zielfunktion ergibt das folgende fundamentale Optimalitatskriterium:
Satz 5.1. Sei B eine Basis mit den Eigenschaften

1. die zugehorige Basis-Losung x is zulassig, d.h. xg > 0,

2. TN = CBAEIAN —cn < 0.

Dann ist x optimal fiir das LP (5.1) und der optimale Wert ist zy = cBAglb.

Bewers. Fiir jeden zuldssigen Punkt X ist Xg > 0 und daher folgt aus (/5.3) wegen ry <0

z(X) = cX = zg — TNEN > Zo = z(X).

Fir den Spezialfall eines LP mit Ungleichungsrestriktionen

mincx u.d.N. Ax < b,x > 0, wobei b > 0,

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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erstellen wir ein dquivalentes Problem

. x
mincx + 0y u.d.N. Ax+y=A =b,x >0,y >0,

Y

wobei A = (A, ). Wihle Basis B = {n+1,...,n+m},N = {1,...,n} und wir erhalten

X ~
eine Basis-Losung = € R"™ . Die reduzierten Kosten ergeben sich mit Ag =

y b
I, EB = 0, EN = ¢ durch

Basistausch

Das Simplex-Verfahren basiert nun auf dem hinreichenden Optimalitatskriterium von
Satz [5.1l Man sucht eine Basis B mit

1. XBZO
2. YNSO.

Man startet dabei mit einer Basis B, fiir die|l} erfiillt ist. Wenn das Kriterium [2} verletzt
ist, so geht man zu einer benachbarten Basis B’ iiber (Basistausch), in der die Zielfunktion

verbessert wird.

Definition 5.2. Wir werden zwei zuldssige Basislosungen x = (xg,xn) und x’ =
(xf/,x)) als benachbart bezeichnen, falls gilt [B N Bl = m — 1, d.h., B und B’ un-

terscheiden sich genau durch Austausch einer Basisvariablen.
Zur Basis B benétigt man die allgemeine Darstellung ([5.2))
xg = Ag'b — Ag Anxn, xn € RT™,

Die Multiplikation mit Agl kann mit elementarer Zeilenoperationen (Gauss-Jordan-Elimination)
durchgefiihrt werden. Das folgende Beispiel dient gleichzeitig als Illustration eines Austausch-
Schrittes (Pivot-Schritt).

Beispiel 5.3.

minimiere z(x1, X2, %X3) = —X1 — 2X3 — 3X3
unter d.N.
2x1 +x2 +5x3 =5
X1 +2xp +x3 =4
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x1 > 0,x2 > 0,x3 > 0.

Wir wéhlen die Basis B = (1,2) und fiihren die Rechnungen in Tableau-Form an der
Matrix b|A durch:

b X1 X2 X3

5|2 1 5 1/2

5/2| 1 1/2 5/2

411 2 1 —1. Zeile

b X1 X2 X3

5/2| 1 1/2 5/2

3/2| 0 3/2 —3/2| -2/3

5/2| 1 1/2 5/2| —1/2- 2. Zeile

Wir erhalten nun folgende Darstellung:

X1 2 3

X2 1 —1

Die Basislosung
X1 = 2,X2 = 1,X3 =0

ist zuladssig aber nicht optimal, da fiir die reduzierten Kosten gilt

3
™ =T3 = cgAz AN —on = (—1,-2) —(=3)=2>0.
—1
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Fiir 0 < x3 < 2/3ist xg > 0 zulassig: hier lduft man entlang einer Kante von K. Fiir x3 =
2/3 erhilt man die neue Basislosung x = (0,5/3,2/3)T. Der Ubergang x3 =0 — x3 = 2/3
entspricht dem Basistausch

B=(1,2) — B =(3,2),N=(3) = N =(1).

Die Nichtbasisvariable x3 wird dabei mit der Basisvariable x; getauscht: x3 = 2/3—1/3x;.
In der neuen Basis B’ ergibt sich die Darstellung

X3 2/3 1/3
XB/r = = - X1
X2 5/3 1/3
mit
1/3
™ =711 = (—3,-2) —(-1)=-2/3<0.
1/3

Also ist die gefundene Losung optimal.

Wir werden nun die Idee des Basistausches formalisieren. Wir nehmen an, dass
Ag=ILB=(1,....m)und N=(m+1,...,n)

gelten sowie xg = b > 0, d.h. die gegenwartige Basislosung x sei zuldssig. Ist v < 0, so
ist x optimal nach Satz Sei nun 13 > 0 fiir ein s € N. In die allgemeinen Ausdriicke

—1 -1
xg = Ag b — Az Anxn, z(X) = 2o — TNXN,

setze man ein
Ap =1,x =0 fiir j € N\ {s}
und wir erhalten
xg = b — a’x

5.4
z(x) = zg — TsXs. (5.4)

1. Fall: a® < 0.

In diesem Fall ist

xp = b — a’x¢ > 0 fiir x; — oo.

Es folgt z(x) = zg —1sxs — —oo flir x; — oo und somit besitzt das Problem keine endliche
Losung; das Polyeder K ist unbeschrankt.

2. Fall: ais > 0 flir mindestens ein i € {1, ..., m}. Definiere Index p € B durch
b b;
i 2 —min{1 ais > 0,i= 1,...,m}.
Qps Qis
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Um xg > 0 zu garantieren, kann xs hochstens den Wert

by
Xs = —— annehmen = x, =0.

Qps

Dies entspricht einem Tausch der Nichtbasisvariablen x; gegen die Basisvariable x, (be-
achte B = (1,...,m)). Der Wert aps > 0 heifit Pivotelement. Es gilt die Beziehung

2(x) = 20 — 1,22 (5.5)
Qps
Wir konnen folgende Falle unterscheiden:
(a) by, = 0: Basislosung ist entartet, z(x) = zo
(b) by > 0: Wir erhalten eine strikte Verbesserung z(x) < zg
Wir folgern an dieser Stelle ein notwendiges Optimalitatskriterium:
Korollar 5.4. Die Basislésung x mit xg > 0 und xy = 0 sei optimal. Gilt xg > 0, dann
folgt Ty < 0.
Der Index s € N (Pivot Spalte) kann folgendermafen festgelegt werden:
1. (Regel von Dantzig): Wahle s € N kleinstmdglich mit der Eigenschaft:

= i 5.6
s = AXT; (5.6)

Wahle den kleinsten Index p € B mit

b . by
Qps is

ms>Qi:1“”nn}. (5.7)

2. (Regel von Bland): Wéahle den kleinsten Index s € N mit v > 0. Wéhle den kleinsten

Index p € B, sodass b, kleinstmoglich ist mit f—;’s = min {ﬁ ai >0,i=1,..., m}.

Qig

Wir beschreiben nun den Basistausch mittels der Gauss-Jordan Elimination. Nach Vor-

aussetzung
Ag=L,B=(1,....,m),N=(m+1,...,n),
gilt
xXi = b; — Z aijXj, i€ B. (5.8)
JEN

Die p-te Gleichung kann wegen aps > 0 nach x; aufgelost werden:

Xp = bp — Z apjXj = bp — Z ApjXj — UpsXs

jEN JEN,j#s
Auflésen nach x; ergibt:
b Qypj 1
X = —b- — Z P — —x,. (5.9)
Qps Aps * Qps "
PS jeNj#s P P
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Setze xs in die iibrigen Gleichungen (5.8) mit i # p ein:

b Qo a;
_ P P) 1S
Xi = bi — aisa— — Z <ai]~ — aisa—)xj + ?Xp-
— B jeNj#s Pe Pe
:b{

Definiere neue Basis: Ubergang
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(5.10)

B=(1,...,m)—= B =(1,...,p—1,s,p+1,...,m).

Neue Nichtbasis:
N=(m+1,...,n) >N =(m+1,...,s—1,p,s +1,..
Die Ausdriicke (5.9)) und haben die Form
X1
Xp—1

Xs
Xp+1

XB/ = =b’— Anxny,

Xm

und sind somit von der Gestalt (5.2)). Die Elemente der Matrix

., ).

b’ | AN
sind gegeben durch
Pivotelement: reziproker Wert:
1
/
a e
LA

Ubrige Zeile p: teile durch Pivotelement:

s

r_ 9 .

Uy = ——,j #s
S

P
Qp
b — bp
P aps

Ubrige Spalte s: teile durch negatives Pivotelement:

a:

/ 1S .

ais =——1 7é P
(l-ps
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Sonstige Elemente: subtrahiere das ais-fache der neuen Zeile p von i-ter Zeile:

a .
! P) _ / . .
A *aij—aisfa =y — QisAp, L AP, j # S
Ps

b .
b{ = by — ai—- = by —aib), i #p
Qps

Wir betrachten ein Beispiel.

b X1 X2 X3 X4 X5 X6

xi|] 5/1 0 0 (1) 1 —1

x| 3]0 1 0 2 =3 1

x3/—1,0 0 1 -1 2 -1

Beachte, dass die aktuelle Basislosung gar nicht zulassig ist. Tausche Nichtbasis-variable

X4 gegen Basisvariable x;:

!
b X1 X2 X3 X4 Xp X6

X¢| 51 0 0 1 1 -1
X2 |—-7|—-2 1 0 0 -5 3

x3| 4/ 1 0 1 0 3 -2

Bei der Wahl des Pivotelements haben wir uns nicht an die Pivotregel von Dantzig oder
Bland gehalten und in der Tat: x; wird negativ.

Da die Einheitsmatrix Ag = [ (bzw. allgemein Permutationsmatrix) keine zusdtzliche
Information beinhaltet (bei Kenntnis von B, N, Ay, b) werden wir im Folgenden nur das

verkiirzte Tableau betrachten.

1
b X1 X5 X6

X4 511 1 -1
X | —=7]—2 =5 3

X3 4|1 3 -2

Wir iiberpriifen: z.B.:

b,=3-2.5=-7
by=-1—(-1)-5=4

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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X4 5
Xpr=|x [ =b"= |7

X3 4
B’ = (4,2,3)

Zielfunktion und Reduzierte Kosten

Durch Elimination des Ausdrucks ([5.9) fiir xs folgt

z(x) = zo — Z TiX;

JEN
b Qpi 1
=2Zo — Z Tij—TS P _ E ﬂxj——xp
a a a
JEN,js PS jeN#s PP ps

b Qpi Ts
=zp—Ts—0 — Z T =T ) x5 =X

W jeNs s s

=:z{— E rj’xj

jEN/
mit
b
A e
Qps
TS
T = (5.11)
Aps
Qs
_ P _ I
T I=Tj =Ty =Tj —TsQy, ) # P
Qps

Die Zeile (zq, rn) wird also wie die Zeilen in

b | An

transformiert. Damit kann die Pivotoperation des Basis-Tausches an dem erweiterten Simplex-Tableau

durchgefiihrt werden:

Xj,j €N
Z(X) Zo TN (5 12)
xi,1€B| b AN

Abbildung 5.1: Erweitertes Simplex-Tableau.
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Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 5.5.

minimiere z(x1,X2,X3) = —X1 — 2X3 — 3X3
unter d.N.
2x1 +x2 +5x3 =5
X1+ 2x0+x3 =4
x1 > 0,%x2 > 0,x3 > 0.

Fir B = (1,2),N = (3) kann das LGS tiiberfiihrt werden in das LGS mit Ag = I:

21 3 2
b| AN |= , Xp=Db= >0
1] -1 1

¢ =(—1,-2,-3)
zo =cgb = (—1,-2) =—4
1

T3 = cBAglAN —c3=2>0.

Wir erhalten das folgende Simplex-Tableau:

XN

X1 2 3
X2 1| -1

Tausche x3 gegen xi: 7] = —2/3 < 0, also ist die Basislésung x; = 0,x3 = 5/3,x3 = 2/3
XN

z(x), N | —16/3 | —2/3
X3 2/3 1/3

X2 5/3| 1/3

optimal.
Die algorithmische Durchfiihrung des Simplex-Verfahrens wird vereinfacht durch die in AbbJ5.1]

abgebildete Tableau-Matrix.
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0<i<m
(5.13)

0<ji<n—m

Nun kénnen wir den Simplex-Algorithmus formal hinschreiben (hier mit der Auswahlregel

von Dantzig).
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1. Start: Sei B eine Basis mit Ag = I. Die zugehorige Basis-Losung sei zuléssig, d.h.
xgp = b > 0. Berechne mit N die Tableau-Matrix T = (t;;) in . Bezeichne
mit B(i) den zur i-ten Zeile von T gehorenden Basisindex fiir 1 < i1 < m. Analog
dazu bezeichne mit N(j) den zur j-ten Spalte von T gehdrenden Nichtbasisindex
firl<j<n—m.

2. Ist ein tgs > 0(1 < s < n —m), so gehe zu 3. Andernfalls ist die Basis-Losung
optimal. Setze
xp(i) ‘= tip,1 <i<m
XN(j) = 0,1 §) <n—m

z = tgo

3. Bestimmung der Austausch-Spalte: Wahle Index 1 < s <n—m (mit N(s)
kleinstmdglich) mit
tos := max 1ty
1<j<n—m
4. Sind alle t;5 < 0,1 <1i < m, so gibt es keine endliche Lésung. Stopp.
Gibt es ein tis > 0, so gehe zu Schritt

5. Bestimmung der Austausch-Zeile: Wahle Index 1 < p < m (mit N(p)

tpho . { tio
— =min<{§ —
tps tis

kleinstmdglich) mit

tis>0,i:1,...,m}.

Gehe zu Schritt [6

6. Vertausche das s-te Element von N mit dem p-ten Element von B:
B « (B(1),...,B(p—1),N(s),B(p+1)...,B(m))
N« (N(1),...,N(s —1),B(p),N(s + 1)...,N(n —m))
Fiihre eine Pivotoperation mit Pivotelement t,s > 0 durch, also setze:

e Pivotelemet: t, 1= 1/tps

o iibrige Pivotzeile: t/; := %; =0,1,...,n—m,j#s
e iibrige Pivotspalte: t/; := —t%ss,i =0,1,...,myi#p
e sonstige Elemente: ti’j =ty — tis%)i #P,jF s

o Setze ti; := t{j und gehe zu Schritt

Abbildung 5.2: Formaler Ablauf des Simplex-Verfahrens.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Anwendung auf LPs mit Ungleichungen

Das LP
min{cx|[Ax < b,x >0}, x e R, be R",b >0

ist aquivalent zu
) X
min{cx + 0 - y|Ax +y =b,x > 0,y > 0}, eR"™ beR"

Start: B=(n+1,...,n+m),N=(1,...,n)

Basis-Losung: x = 0,y = b > 0,z9 = 0,7y = —c. Das zugehdrige (m + 1) x (n + 1)
dimensionale Simplex-Tableau lautet

z|0|—c

y|b| A

Als Beispiel 10sen wir das Problem aus Abschnitt

maximiere z(x1,X2) = 16x; + 32x2
unter d.N.
20x1 + 10xo < 8000
4x1 + 5x5 < 2000
6x1 + 15xo < 4500
x1 >0

XQZO

Der geometrische Ubergang der Ecken A — B — C — D wird rechnerisch in Tableau-Form
nachvollzogen.

X1 X2

z 0 16 32

y1 | 8000 | (20) 10

ys 2000 4 5

Y3 | 4500 6 15

Entgegen der Regel von Dantzig oder Bland wahlen wir das Element 20 als Pivotelement
und wir tauschen x; mit y;: Dies entspricht dem Ubergang A — B.
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Y1 X2

z | —6400 | —4/5 24

x1 | 400 1/20 1/2

y2 | 400 | —1/5 (3)

ys | 2100 | —-3/10 12

Nun tauschen wir x, mit yo: Dies entspricht dem Ubergang B — C.

Y1 Y2

z | —9600 4/5 —8

x1 | 1000/3 | 1/12 —1/6

Xz | 400/3 | —1/15  1/3

ys | 500 @ —4

Tausche y; mit ys: Dies entspricht dem Ubergang C — D.

ys Yo

z | —10400 | —8/5 —8/5

X1 | 250 |—1/6 1/2
Xz | 200 | 2/15 —1/5

y1 | 1000 2 -8

Hier ist nun ry = (—8/5,—8/5) < 0, also ist x; = 250,xy = 200, znin = —10400, d.h.
Zmax = 10400, die optimale Losung.

Wir zeigen nun dass fiir nichtentartete Probleme, der Simplexalgorithmus stets terminiert.

Satz 5.6. Falls alle bei der Durchfiihrung des Simplex-Algorithmus berechneten Basis-

Losungen nichtentartet sind, so terminiert der Algorithmus.

Bewets. Bei jedem Pivotschritt j erhalten wir eine Darstellung des neuen Zielfunktions-

werts -
j—
by
-
abs

i g-1 _ -1
Zy =% Ts

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Da fiir jeden Schritt j nach Annahme b%) > 0 gilt, erhalten wir eine streng monotone Folge

5 >zi> ...

Somit wird keine Basis-Losung mehrfach besucht und da es nur endlich viele Basis-
Losungen gibt, terminiert der Algorithmus.
O

Kreiseln des Simplex Verfahrens und Lexikographische Auswahlregel

Bei einer Pivotoperation mit b, = 0 &dndert sich die Zielfunktion nicht, d.h.,

b tho
z(x) = zg — Ts— = too — tos——
Qps tps

:ZO

Beispiele zeigen, dass bei entarteten Basis-Losungen der Simplex-Algorithmus (mit der
“falschen” Pivot-Regel) nicht endlich ist, sondern ins Kreiseln geraten kann (siehe Ubung).

Zur Vermeidung des Kreiselns werden wir nun den lexikographischen Simplex-Algorithmus

kennenlernen, der auf der lexikographischen Auswahl der Zeilen beruht.

Definition 5.7. Sei k € N. Dann ist auf R* durch folgende Vorschrift
X =y :& x =y oder x; > y; flir 1 = min{s|xs # ys}

eine totale Ordnung erklirt, die mit der Addition auf R¥ vertraglich ist. Man nennt diese

die lexikographische Ordnung.

Ist0 € R¥und x € R¢mit x > 0 (das bedeutet x > 0 und x # 0), heifit x lexikographisch positiv.

Wir betrachten nun das sogenannte volle Tableau in Standardform, welches bei der ersten

Iteration wie folgt aussieht:

Zo 0 TN

j=0,...,n b AB -1 AN

Die Zeilen des Tableaus t;,i = 1,..., m sind dann also Vektoren im R™*!. Fiir eine Basis
B bezeichnen wir wie iiblich mit B(i) den i-ten Eintrag der aktuellen Basis B (siehe
vorangegangene Beispiele). Zu Beginn ist also B = (1,...,m) und N = (m+1,...,n).

Definition 5.8 (Lexikographische Auswahlregel (LEX)). Es liege die Basis B vor und das
zugehorige volle Tableau sei T.

e Wihle einen beliebigen Spaltenindex s € N mit rg = tgs > 0.



68 | Kapitel 5. Das Simplex Verfahren
e Betrachte zur Zeilenauswahl die Menge [ = {i € {1,..., m}|tis > 0}. Nun sei p € I

ietf,

Das so gewahlte lexikographische Minimum erfiillt

so gewdahlt, dass gilt

t . t
- — lexmin {1
Ps is

i3 - Y fiir allei € I\ {p}.
tis tps
Dann ist B(p) die Ausgangsvariable, welche die aktuelle Basis B verldsst, und s

wird zur Eingangsvariable, welche in die neue Basis B’ aufgenommen wird, d.h.,
B'(p) =s.

Man beachte, dass nach Wahl der Pivotzeile p insbesondere gelten muss, dass

161}.

Somit fiihrt der Pivotschritt wiederum zu einer zuldssigen Basislosung.

tpro . { tio
— =Imin< —
JCps is

Satz 5.9. Beim Start des Simplex liege ein Tableau vor, dessen Zeilen (ausser mogli-
cherweise der reduzierten Kosten) sdmtlich lexikographisch positiv sind. Dann terminiert
der Simplex-Algorithmus unter Verwendung von LEX.

Beweis. Wir sehen zunachst recht leicht, dass die Voraussetzung des Satzes leicht erfiillbar
ist, indem wir durch Gauss-Jordan Transformation das Tableau in die Gestalt (b|I|Ayn)
bringen (erste Zeile weggelassen). Wegen der Zuldssigkeit xg > 0 muss die erste Spalte nur
Eintrége grosser gleich 0 habe (erste Zeile wieder weggelassen). Da die erste Teilmatrix
nun die Einheitsmatrix ist, sind alle Zeilenvektoren lexikographisch positiv.

Wir zeigen nun induktiv dass bei iterativer Ausfiihrung von LEX, diese Eigenschaft erhal-
ten bleibt. Wir betrachten dazu eine Basis B mit der gewiinschten Eigenschaft. Es seien
nun s und p gemiR LEX gewdhlt. Die neue zu B benachbarte Basis sei mit B’ bezeichnet.

Fiir die p-te Zeile t, des neuen Tableaus T’ gilt nun

t
t/ =" 0,
P tps
da nach Voraussetzung t, >~ 0 und zudem t,s > 0 gilt. Ist nuni € {1,..., m},i # p, so gilt
fiir die i-te Zeile t] des Tableaus T':
t.
t =t — —tp.
i 1 tps 1%

Ist tis > 0, so ist gemaf Regel LEX, die zur Wahl von p gefiihrt hat,

ot
t] =ty (t‘—tp) = 0.
is Ps
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Ist andererseits tis < 0, so folgt

[tis]
ti/ —t + tlS

tp, =t > 0.
Ps
Daraus folgt insgesamt, dass die Zeilen lexikographisch positiv bleiben.
Wir betrachten schlieflich die ersten Zeilen to und t} der Tableaus, welche die reduzierten
Kosten enthalten. Es gilt

ty=to— Yos ¢
Wegen tgs = 15 > 0 gilt also

Y tos !

tps

Dies zeigt, dass bei jedem Pivotschritt die 0-Zeile des Tableaus strikt lexikographisch
fallt und somit sich kein Tableau wahrend der Ausfiihrung des Algorithmus wiederholen

kann. O

Berechnung einer zuldssigen Basislosung - Die Zweiphasen-Methode

In den bisherigen Betrachtungen sind wir immer von einer bereits gegebenen zulassigen
Basislosung ausgegangen und haben durch die Anwendung des Simplex-Algorithmus eine
optimale Ecke gesucht (falls sie existiert). Jedoch ist es iiberhaupt nicht klar, ob es fiir ein
gegebenes LP iiberhaupt eine zuladssige Ecke gibt und falls doch, wie man diese findet. Man
kann natiirlich alle der (:1) moglichen Kombinationen von Basisvariablen ausprobieren,
diese Vorgehensweise ist aber nicht effizient.

Wir betrachten wieder ein LP in Standardform:

minimiere z(x) = cx

unter d.N.
(5.14)
Ax =D
x>0

Zusatzlich setzen wir ohne Einschrankung voraus, dass b > 0 ist. Falls es namlich Zeilen
gibt, in denen der Eintrag von b negativ ist, multiplizieren wir diese mit —1 und andern
damit nichts am Polyeder.

Interessanterweise gibt es ein relativ leicht zu losendes Hilfsproblem, welches uns bei Exis-

tenz einer zuldssigen Basislosung eine solche liefert. Dieses sieht wie folgt aus:

n+m
minimiere z(x,y) = Z Yi
i=n+1
unter d.N. (5.15)
Ax+y=>b

x,y > 0.
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Man fiihrt also in jeder der m Zeilen eine zusatzliche kiinstliche Variable y; ein, wobei

ie{n+1,...,n+m}. Nun muss genau eine der beiden folgenden Moglichkeiten eintreten:

1. Das Hilfsproblem besitzt eine Optimallosung mit Zielfunktionswert 0. Dann ist die

zugehorige Basislosung zulassig fiir das System Ax = b,x > 0.

2. Das Hilfsproblem besitzt eine Optimallésung mit Zielfunktionswert > 0. Dann be-
sitzt das System Ax = b, x > 0 keine zuladssige Losung.

Die Folgerungen sind offensichtlich. Ist ndmlich der Zielfunktionswert gleich 0, so sind alle
yi; = 0, da y > 0 ist. Dann ist aber auch Ax = b mit x > 0. Ist jedoch der optimale
Zielfunktionswert > 0, so kann Ax = b,x > 0 keine Losung besitzen, da dafiir jay =0
gelten miisste.

Das Hilfsproblem lédsst sich nun mit dem Simplex-Algorithmus 16sen, wobei man trivia-
lerweise als Basis die kiinstlichen Variablen y;,i € {n+1,...,n+ m} nutzen kann (da die

rechte Seite nach Voraussetzung > 0 ist). Es ist also
B=(n+1,...,n+m),N=(1,...,n),cg = (1,1,...,1) e R™ und ¢y =0 € R™

Daraus erhalten wir

m
zog = Ccgb :Zbi >0,
(5.16)
™N = CBAN,
wobei sich 1j = 221 aij,j = 1,...,n aus der Summe der Eintrdge in den Spalten von An
berechnet. Das Starttableau lautet dann
X
Z(X,U);TN Z0 ™N (517)
Yy b | An

Die Zweiphasen-Methode zur Losung des LP (/5.14) besteht also aus

Phase I: Lose das Hilfsproblem (/5.15)) mit dem oben gegebenen Starttableau. Die Ba-
sisvariablen yni1,...,Yn+m miissen im optimalen Tableau Nichtbasis-Variablen

sein. Daraus ergibt sich eine zulassige Basislosung flir das Ausgangsproblem.

Phase II: Berechne Starttableau zur Losung von LP (5.14) durch

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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e Streichung der zu yn+1,...,Yn+m gehorigen Spalten,

e Berechnung der neuen Werte zo und .

Beispiel 5.10. Wir wenden die Zweiphasen-Methode auf folgendes Problem an:

min 4x; + x2 + X3
wdN. 2x; + X9 + 2x3 = 4
3X1 + 3X2 + X3 = 3

X1 ) X2 ) X3 Z 0

Das Hilfsproblem sieht dann folgendermafen aus:

min Ys + Ys
udN. 2x;3 + x2 + 2x3 + yYa = 4
3x1 + 3x2 + X3 + ys = 3
X1 o, X2 o, X3 , Yya , ys > 0

Wir starten mit der Basis B = (4, 5) und zugehériger Nichtbasis N = (1, 2, 3). Zuséatzlich

berechnen wir

2
zp=b;+by=4+4+3=7 und rN—<Zaﬁ> = (5,4, 3).
j=1,2,3

i=1

Damit erhalten wir das Starttableau

X1 X2 X3

z(x,y),rn | 7| 5 4 3

Ya 412 1 2
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Mit Dantzigs Auswahlregel erhalten wir noch die beiden folgenden Tableaus:

Ys X2 X3
z(x,y),v~n | 2| -5/3 -1 4/3
Ya 2-2/3 -1 [4/3
X1 11/3 1 1/3
Ys X2 Ya
z(x,y),rn | O | -1 0 -1
X3 3/2|-1/2 -3/4 3/4
x1 1/2| 1/2 5/4 -1/4

Hier erkennen wir, dass vy < 0 und z(x,y) = 0 ist, wobei y4 und ys Nichtbaisis-Variablen
sind. Damit ist eine zuldssige Losung von Ax = b, x > 0 gegeben durch die Basis B = (3,1)
mit den Belegungen

x3 = 3/2,

X1:1/2, X2:O.

An dieser Stelle wollen wir festhalten, dass durch das Losen des Hilfsproblems die zugeho-
rige Basismatrix Ag schon als Einheitsmatrix vorliegt und wir deshalb das Starttableau
fiir Phase II relativ leicht aufstellen konnen.

Wollen wir nun Phase II ausfiihren, so streichen wir die zu y4 und ys gehdrenden Spalten
aus dem Tableau. Es ist ¢ = (4,1, 1). Beziiglich B = (3,1) und N = (2) ist cg = (1,4) und
b= (fg) (siehe Tableau). Berechnen wir nun noch die neuen Werte fiir die Zielfunktion
und reduzierte Kosten, so erhalten wir

20 = cgb = (1,4) C’@ —3/244/2 =7/2 und
™ =Ty =cpa® —cy = (1,4) (;%4> —1=13/4,

wobei a? aus dem Tableau entnommen werden muss.

Das Starttableau fiir Phase II hat also folgende Form:

X2
z(x), v~ | 7/2 | 13/4
xs | 3/2 ]| -3/4
x1 | 1/2||5/4

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Nach einem Pivotschritt erhalten wir

X1

z(x), N | 11/5 | -13/5

X3 9/5 | 3/5

X2 2/5 | 4/5

Da nun die reduzierten Kosten 1, = —13/5 < 0 sind, ist die optimale Lésung des Aus-
gangsproblems

x1 =0, x2=2/5 x3=9/5 mit Zielfunktionswert 11/5.

Mit der Zweiphasen-Methode lassen sich nicht nur zuldssige Basislésungen fiir lineare
Programme in Standardform finden, sondern auch fiir Probleme, in denen zusatzlich Un-
gleichungen enthalten sind. Gegeben sei also das Problem

minimiere z(x) = cx
unter d.N.
aix = by, i=1,...,k (5.18)
ax <bjy i=k+1,...,m
x > 0.
Hier benctigen wir also kiinstliche Variablen yn1,...,Ynix fir die ersten k Gleichun-
gen sowie Schlupfvariablen Xy k11, ..., Xn+m um die Ungleichungen in Gleichungsform zu

bringen. Da wir wie oben von b > 0 ausgehen, miissen wir in Phase I folgendes Hilfspro-
blem 16sen (da die Schlupfvariablen > 0 sein diirfen, kommen diese in der Zielfunktion
nicht vor):

n+k
minimiere E Ui
i=n-+1

unter d.N.

(5.19)
aiX + Yn+i = by, i=1,...,k
aiX + Xnii = b i=k+1,...,m

x,y > 0.
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Das Starttableau ergibt sich wie in (5.17)), wobei wir

k k
zo:Zbi und 1j = E aj,j=1,...,n
i=1 i=1

wahlen miissen. In Phase I werden also die Basisvariablen yn+1,...,Ynt+k in Nichtbasis-
Variablen transformiert. Anschliefend lasst sich dann wieder Phase II anwenden.

Bei diesen Betrachtungen haben wir wieder b > 0 voraussgesetzt. Dies kénnen wir jedoch
nicht ohne Einschrankung machen, da wir die Ungleichungen a;x < b; nicht einfach so mit
—1 multiplizieren kénnen, sodass die rechte Seite nichtnegativ ist. Denn dann ist fiir die
entsprechenden Zeilen a;x > b; und die eingefiihrten Schlupfvariablen miissten von der
linken Seite abgezogen werden, um eine Gleichung zu bekommen. In diesem Fall bilden
die Schlupfvariablen keine zulassige Basis. Wir betrachten deshalb nun ein Problem mit

»gemischten Ungleichungen':

minimiere z(x) = ¢cx

unter d.N.
aix > by, i=1,...,k (5.20)
ax <bj, i=k+1,...,m
x > 0.

Hier konnen wir nun wieder davon ausgehen, dass b > 0 ist. Durch Einfiihrung von

Schlupfvariablen Xn41, ..., Xn+m €rhalten wir ein Problem in Standardform:

minimiere z(x) = cx

unter d.N.
aiX — Xnii = by, i=1,...,k (5.21)
ax+xnpi=b;y, i=k+1,...,m

xi >0, i=1,...,n+m.

Um nun eine zuldssige Basislosung zu erhalten, miissen wir wieder kiinstliche Variablen
Yntm-ly -« - Ynimik fUr die ersten k Gleichungen einfiihren (da hier die Schlupfvariablen
negativ auftreten).

Das zugehorige Hilfsproblem lautet dann

n+m+k
minimiere Z Yi
i=n+m+1
unter d.N.
aiX — Xn4i + Ynymti = by, i=1,...,k (5.22)
aiX + Xn4i = by, i=k+1,...,m
x; > 0, i=1,...,n+m

Aktuelle Version: 29. April 2025. Yi > 0: 1=n+m+ 1; e, +M A+ k.
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Zur Bestimmung eines Starttableaus fiir dieses Hilfsproblem sortieren wir die n + m + k

Variablen in der Reihenfolge

X1yee s Xy Xn41y o« oy Xntky Yn+m+1s « - oy Yndm+k Xntk+1y« -« Xntm -
N B

Damit ist dann

k
Z0 = CBb = Z bi,
i=1

k .
2 i1G, j=1,...,m

Tj:CBaj_Cj: -1 j=mn+1 n+k

Abschliefend konnen wir damit das Starttableau fiir Phase I aufstellen zu

X1 Xn Xn+1 - Xntk

zZx),rn | b | Y e | 11
Yntm+1 by a
—Iy
Yntmtk by ax
Xntk+1 b1 Qi1
0
Xn4+m bm am

Bemerkung 5.11. Ist nach Phase I die gefundene Ecke entartet, so kann es sein, dass
noch nicht alle kiinstliche Variablen in der Nichtbasis enthalten sind. In diesem Fall
miissen noch weitere Pivotschritte ausgefithrt werden, um Zulassigkeit fiir Ax =b,x > 0
zu erreichen. Bei diesen Pivotschritten andert sich jedoch nicht die Ecke, sondern nur

die Basis.
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Aktuelle Version: 29. April 2025.



Kapitel 6

Dualitat

Wir betrachten wiederum ein LP in Standardform

minimiere z(x) = ¢x

Ax =D (P)

fiir A € R™™ cT € R",b € R™. Wir bezeichnen das Polyeder der zuldssigen Punkte mit
K, also
K ={x € R"Ax = b,x > 0}.

Sei x € K und betrachte einen beliebigen Vektor AT € R™. Wir erhalten folgende dquiva-
lente Darstellungen
b=Ax & Ab =AAx VAT € R™.

Wir erhalten nun eine untere Schranke an den Zielfunktionswert cx durch folgende Un-

gleichung:
Ab < cx VAT € R™ mit AA < c.

Unser Ziel ist nun, die “beste” untere Schranke an cx zu bestimmen. Das fiihrt auf folgendes
duale Optimierungsproblem:
maximiere z*(A) = Ab

AA < c. (®)

Wir bezeichnen mit K* das Polyeder fiir obiges Problem.
K* :={AT € R™AA < c}.

Man beachte dass hier AT keinerlei Vorzeichenbeschrankung unterliegt.

Duale Programme

Allgemein kann jedem LP ein duales LP zugeordnet werden und zwischen diesen beiden
bestehen wichtige Beziehungen, die wir spater behandeln werden. Die Dualitatsbeziehun-
gen konnen am besten fiir LP’s mit Ungleichungen in symmetrischer Form ausgedriickt

werden.

7
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Symmetrische Form:

Primalproblem (P-sym):

minimiere cx

Ax>b (P-sym)

x >0,

Dualproblem (D-sym):

maximiere Ab
A <c¢ (D-sym)
A>0.

Dabei ist A eine m x n Matrix, x € R" Spaltenvektor, und A € R™ Zeilenvektor. Wie

vorher werden die jeweiligen zuladssigen Mengen mit K und K* bezeichnet.

Bemerkung 6.1. Das Dualproblem des Dualproblems ist wieder das Primalproblem.

Beweis: Ubung.

Wir geben ein Beispiel an.

Primalproblem (P):

minimiere 3x; + 4x5 + 5x3
X1+ 2x2+3x3 > 5
2x1 +2x9+x3 > 6
xi >0,1=1,2,3

Dualproblem (P):

maximiere 5A; + 6As
A1 +2A2 <3
2M1 +2A, <4
3M+A2 <5
A >0,i=1,2.
Das LP in Standardform kann auf die symmetrische Form zuriickgefiihrt werden. Die

Gleichung
Ax=b

entspricht

Ax>D
—Ax > —b.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Das Dualproblem fiir die Variable w € R?™ ist dann nach (P-sym))

b
maximiere w
—b
A
w <c
—A
w>0

Setzt man nun w := (u,v),u,v € R™, so erhdlt man

maximiere ub — vb
uA —vA <c

u>0,v>0.

Mit A :=u —v wird daraus das bereits definierte Dualproblem @D Zu beachten ist dass

die duale Variable A = u — v keinen Vorzeichenbeschrankungen unterliegt.

Wir geben tabellarisch einige Rechenregeln beziiglich der Dualisierung.

Tabelle 6.1: Dualisierung.
Primales LP Duales LP

(P1) maxcx,Ax <b,x >0 (D;) minAb,AA>c,A>0
(P2) mincx,Ax > b,x >0 (D3) maxAb,AA <c,A>0
(P3) maxcx,Ax =b,x >0 (D3) minAb,AA >c¢
(P4) mincx,Ax =b,x >0 (Dy) maxAb,AA <c
(Ps) maxcx,Ax <b (Dg) minAb,AA=c¢c,A>0
(Pg) mincx,Ax > Db (Dg) maxAb,AA =¢c,A>0

Wir geben noch eine allgemeine Form der Dualitat an.

Lemma 6.2. Hs seien dimensionsvertragliche Matrizen A,B,C,D und Vektoren
a,b,c,d gegeben. Zum primalen LP

maximiere cx + dy
Ax+By<a
Cx+Dy=>b

x >0,

(LP)

gehort das duale LP
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minimiere ua -+ vb

uA +vC >c¢ (DP)
uB+vD =d
u>0.
Beweis. Ubung. O

Bevor wir nun zum zentralen starken Dualitdtssatz kommen, werden wir zunéchst ein

Beispiel und eine Interpretation von zueinander dualen Programmen geben.

Duale Programme fiir Transportprobleme

Wir wiederholen das in Abschnitt eingefiihrte Transportproblem.

Primalproblem:

In m Fabriken werden jeweils die Warenmengen a;, 1 < i < m erzeugt. Diese Waren sollen
an n Abnehmer, die jeweils die Warenmengen bj, 1 < j < n bendtigen, so versand werden,
dass die Transportkosten minimiert werden. Bezeichnen wir mit c¢y; die Transportkosten
pro Wareneinheit von Fabrik i zum Abnehmer j, so lautet das zugehorige LP, in dem mit
xij die tatsachlich von i nach j versandte Menge bezeichnet wird:

m n
minimiere z(X1,...,Xn) = E E CijXij

i=1 j=1
n
ZXi]‘ =aqi,l Eigm,
=1 (P)
m
inj :b]‘,l §] STL,
i=1

Xij 20,121,...,m,j:1,...,n.

Dualproblem:

Ein Unternehmer meint, den Versand kostengiinstiger durchfiihren zu konnen. Er bie-
tet dem Erzeuger an, seine Waren am Erzeugungsort zu kaufen und am Bestimmungsort
wieder zu verkaufen. Der Preis der Produkte variiert von Ort zu Ort und wird vom Unter-
nehmer im Voraus festgesetzt. Er muss jedoch die Preise so gestalten, dass sein Angebot
attraktiv fiir den Erzeuger ist. Somit muss der Unternehmer Preise Aq,..., A fir die m
Produktionsorte und p;,..., u, fiir die n Bestimmungsorte wahlen. Um gegeniiber her-

kémmlichen Transportmoglichkeiten konkurrenzfahig zu sein, miissen seine Preise

B—A<cy, 1<i<ml<j<n

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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erfiillen. Die Gewinn-Maximierung des Unternehmers fiihrt auf das Problem

n m
maximiere z*(A1,...,Am, U1, .-+, Un) = Z wib; — Z Aiqi
j=1 i=1

B—A<cy 1<i<m1<j<n

Der Dualitdtssatz

Wir bereiten nun den starken Dualitatssatz der linearen Optimierung vor. Dazu betrachten

wir das Eingangs eingefiihrte Paar von zueinander dualen linearen Programmen

minimiere z(x) = cx
Ax =D (P)
x>0

— )

maximiere z*(A) = Ab

A < c. (D)

Wir bezeichnen wiederum die zulassigen Mengen der beiden LPs mit K und K*.

Wir erhalten unmittelbar, den folgenden Zusammenhang zwischen Losungen von (]ED

und (D).
| Satz 6.3 (Schwacher Dualitatssatz). Fiir x € K, AT € K* gilt Ab < cx.
Beweis. Sei x € K und AT € K*. Wir erhalten
b=Ax=Ab=AAx < cx.
ATEK*
Es ergibt sich folgendes wichtiges Korollar.

Korollar 6.4. Seien x* € K und (A*)T € K* mit A*b = cx*. Dann sind jeweils x* und
(A*)T optimal fiir die jeweiligen Probleme @ und @

Bewes. Fir beliebiges x € K gilt
cx > A'b = cx*.
Desweiteren gilt fiir beliebiges A € K*

Ab < cx* = A*b.
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Satz 6.5 (Dualitatssatz der linearen Optimierung). Besitzt eines der Probleme ([P)
oder @]) eine endliche Optimallosung, so besitzt auch das jeweils andere Problem eine

endliche Optimallésung und der Optimalwert der beiden Zielfunktionen ist gleich:

min{cx|x € K} = max{AbJ]AT € K*}.

Bewets. Ohne Einschrankung sei x* € K optimal mit ¢x* = zg endlich. Definiere folgende
Menge
C:={(r,w) =t(cx —z0,b —AXx)T|x > 0,t > 0} ¢ R™"?,

C ist ein konvexer Kegel mit Spitze im Nullpunkt. Desweiteren gilt (ohne Beweis), dass
C abgeschlossen ist. Wir erhalten folgende alternative Darstellung von C:

C ={(r,w) = (cx — tzg,tb — Ax)T|x > 0,t > 0} ¢ R™"%,

(Definiere X = x/t).

Wir behaupten nun, dass der Punkt (—1,0) nicht in C liegt, d.h., (—1,0) ¢ C. Dies folgt
unmittelbar, da t > 0 und zg < cx fiir alle x € K. Somit konnen wir den Trennungssatz
fiir konvexe und abgeschlossene Kegel anwenden (vgl. Satz . Es existiert ein Vektor
(Ao, A)T € R™1\ {0} mit Ag € R,AT € R™ so dass gilt

—1 cx —tzg
()\0))\) = _}\O <0< (}\0))\)

0 tb — Ax

fiir alle t > 0,x > 0. Es gilt Ay > 0 und ohne Einschrankung konnen wir Ag = 1 setzen
(zu erreichen durch Multiplikation mit 1/Ag). Indem wir das Skalarprodukt ausrechnen
erhalten wir fiir allet > 0,x > 0

0 < (ex —tzg) + A(tb — Ax)
& tzp —ox < A(tb — Ax). (6.1)

Indem wir nun den Limes t | O betrachten, erhalten wir
cx > AAx fiir alle x > 0

und somit auch
c>AA

was A € K* impliziert. Setzen wir nun in (6.1)) die Werte t = 1,x = 0 ein, so erhalten wir
Zo < Ab.

Mit dem schwachen Dualitétssatz [6.3] folgt zo = Ab und nach Korollar [6.4] sind dann auch
x* € K und A € K* optimal. O

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Bemerkung 6.6. Der Beweis benutzt nicht die Rangvoraussetzung Rang(A) = m des
Simplexverfahrens. Bei Existenz einer nichtentarteten optimalen Basis-Losung ist der

Beweis deutlich einfacher.

Mit den Satzen (6.3) und (/6.5) konnen in einfacher Weise die folgenden Existenz- und

Optimalitatskriterien gewonnen werden.

Satz 6.7 (Existenzsatz). Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
1. @ und @ haben beide zulédssige Losungen.

2. (P) hat eine endliche Optimalldsung.

w

. (]ED und @ haben endliche Optimallosungen, deren Zielfunktionswerte tiberein-

stimmen.
4. (D) hat eine endliche Optimalldsung.

5. (P) hat zuldssige Lésungen und ist nach unten beschrankt oder (D] hat zuldssige
Losungen und ist nach oben beschrankt.

Beweis. = : Mit Satz (6.3) gilt, dass die Zielfunktion von (P) nach unten be-
schrankt ist. Somit folgt (da @ nach Voraussetzung eine zuldssige Losung besitzt) mit

dem Satz von Weierstrass die Existenz einer optimalen Losung.
= : Dies entspricht ja genau der Aussage von Satz (6.5)).
@) = @ = @) = (@) : Trivial. O

Satz 6.8 (Komplementaritit). Seien x € K und A € K* zuléssig fiir (P)) und (D). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. x und A sind optimal.

2. MA—¢c)x=0

3. Firallei=1,...,n gilt
xi>0=Ad' =¢;

)\ai<ci:>xi:O.

Beweis: Ubung (trivial).

[ Das Duale Simplex-Verfahren

Der Dualitatssatz kann unter den Rangvoraussetzungen des Simplex-Verfahrens ein-
facher bewiesen werden. Gleichzeitig gelangt man so zum dualen Simplex-Verfahren. Ge-
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geben seien die primal-dualen Programme

min{cx|/Ax = b,x > 0} (P)
max{Ab[AA < c}. (D)

Wir setzen rang(A) = m voraus. Die Basis-Lésung zu einer Basis B von ([P)) ist nach dem
vorigen Kapitel gegeben durch

XB = Aglb,XN =0.

Der Zeilenvektor
Ai=cpAzt €R™ (6.2)

heisst Simplex- oder Lagrange-Multiplikator. Damit sind die reduzierten Kosten gegeben
durch

™ = CBAEIAN —CN = }\AN — CN-

Wir erhalten folgende Folgerungen aus dem starken Dualitatssatz.

Satz 6.9. 1. A= cpAg' ist zuldssig fiir (D) & rn < 0.

2. Die Basis-Losung x sei optimal und nicht entartet, d.h.,
XB = Aglb > 0,xn =0.
Dann ist A = cgAg* optimal fiir (D)) und es gilt

Ab = cx.

Beweis. Zu ([I): Mit A = cgA" gilt

A < ¢ & (Mg, AAN) < (cB,enN)
& AAN < on
Sy =AAN —con Z0.

Zu : Ist x optimal und nicht entartet, so gilt notwendigerweise ry < 0 (siehe Korol-
lar [5.4). Also ist A = cgA;" zulssig fiir (D)) (nach (I)) und es gilt

Ab = cgAg'b = cpxp = cx.
Wegen Korollar (6.4) ist daher A = CBAgl optimal fiir @ ]

Die Verkniipfung von primaler Optimalitdt und dualer Zulassigkeit wird in folgender De-

finition aufgegriffen.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Definition 6.10. Eine Basis-Losung x mit
Xg = Aglb,XN =0
heisst dual zuldssig fiir (P)), genau dann, wenn

A= CBAgl

zuléssig fiir (D)) ist, d.h., wenn ry < 0 gilt.

Wir skizieren nun die Idee des dualen Simplex-Verfahrens. Es liege eine Basis B und eine
Basislosung x vor, die

e nicht primal zuldssig ist, d.h. es gilt nicht xg = Aglb >0
e dual zulassig ist, d.h. es gilt ry < 0.
Man geht vom “alten” primalen Simplextableau aus und 16st @ vom dualen Standpunkt:
1. erhalte die Optimalitatsbedingung rny < 0
2. erreiche die Zulassigkeit von x, d.h. xg = Aglb >0
3. Lasse die Zielfunktion von (E]) wachsen.

Mit der beim Simplex-Verfahren getroffenen Annahme Ag = I ist das Simplex Tableau

fiir (P) nach Formel ([5.13)) durch

Xj,j eN
z(x) Z0 ™
(6.3)
x,,1€B| b AN
Abbildung 6.1: Erweitertes Simplex-Tableau.
mit der zugehorigen Tableau-Matrix:
Zo | TN 0<i<m
T=(ty) = (64)
b | AN 0<ji<n—m

Das Tableau ist

1. primal zuldssig, wenn b > 0,
2. dual zulassig, wenn N < 0,

3. optimal, wenn b > 0,y < 0.
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1. Start: Sei x dual zulédssig zur Basis B. Berechne die Matrix T = (t;;), wie in
in . Bezeichne mit B(i) den zur i-ten Zeile von T gehorenden Basisindex
fiir 1 < i1 < m. Analog dazu bezeichne mit N(j) den zur j-ten Spalte von T
gehorenden Nichtbasisindex fir 1 <j <m —m.

2. Ist tip > 0(1 <1i < m), so ist die Losung optimal. Setze
Xp(i) = tig, L <1 <m
XN() ‘= 0,1<j<n—m
z = tgo
Andernfalls gehe zu 3.

3. Bestimmung der Austausch-Zeile: Wahle Index p € [m] (mit B(p) kleinst-
moglich) mit
tpo = 121§nmtio (tio = by).
4. Sind alle tp; > 0,1 <j <n —m, so besitzt @D keine endliche Losung. Stopp.
Gibt es ein t,; < 0, so gehe zu Schritt

5. Bestimmung der Austausch-Spalte: Wé&hle Index s € [n — m] (mit N(s)
kleinstmdglich) mit

tos . { toj
— =min<{ —
ps tpj

Gehe zu Schritt [6l

tpj <0,j= 1,...,TL—TTL} (tOj =TN() §O)

6. Vertausche das s-te Element von N mit dem p-ten Element von B:
B « (B(1),...,B(p—1),N(s),B(p+1)...,B(m))
N (N(1),...,N(s —1),B(p),N(s + 1)...,N(n —m))
Fiihre an der Matrix T die Pivotoperation mit Pivotelement t,s < 0 durch wie
in Abbildung [5.2] Punkt (6):

e Pivotelemet: t;; := 1/tp;

e iibrige Pivotspalte: t/, := —t%ss,i =0,1,...,mi#p
e iibrige Pivotzeile: tr,)j = %,j =0,1,...,n—m,j #s
e sonstige Elemente: t; := tij — tis,%,i #p,j#s

e Setze tj := t{j und gehe zu Schritt

Abbildung 6.2: Duales Simplex-Verfahren

Nun kénnen wir den dualen Simplex-Algorithmus formal hinschreiben (siehe Abb. [6.2).

Wir geben eine Anwendung. Das Primalproblem sei in der Form

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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min{cx|/Ax > b,x >0},c >0 (P)

gegeben. Ax > b ist dquivalent zu
Ax—y=>b,y>0.

Zur Berechnung einer zulassigen Basislosung kann man z.B. die Phase I des Simplex
benutzen. Wegen ¢ > 0 lisst sich das Problem (P) einfacher mit dem dualen Simplex-

Verfahren 16sen. Dazu betrachtet man das LGS
—Ax+y=-b,y>0,x>0.
Wir erhalten das Start-Tableau

B=(n+1,...,n+m),N=(1,...,n)

™ =—c<0.
Somit ist x = 0,y = —b dual zuldssig und wir erhalten das folgende Tableau:
X
z| 2o mw=—¢6<0 (65)
y|—b —A

Wir 16sen nun damit das Beispiel aus dem letzten Abschnitt:

minimiere 3x; + 4x3 + 5x3
X1+ 2%x2+3x3 > 5
2Xx1 +2X9 +%x3 > 6
x;>0,i=1,2,3

Das Start-Tableau hat die Form:

y2 | 6| (2) —2 -1

Wir erhalten

min{—5,—6}=—6=p=2
min{3/2,4/2,5/1} = 3/2 = s = 1.
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Tausche ys und x;:

Y2 X2 X3

z | 9| =32 -1 —7/2
yi| 2| -1/2 (1) —5/2

x1| 3 |-1/2 1 1/2

Tausche y; und xa:

z |11} -1 -1 -1

X2 | 2 |1/2 —1 5/2

x| 1| —1 1 -2

Das Tableau ist optimal; die optimale Losung ist
X1 = 1,X2 = 2,X3 =0.
Die optimale Losung des dualen Problems ist

A=(1,1).

Sensitivitdat und Schattenpreise

Das LP
min{cx|Ax = b,x > 0} (6.6)

habe die optimale Basis B mit der zugehorigen nichtentarteten Basislosung

xg =Az'b >0
Die optimale Losung des Dualproblems ist dann
A= CBAgl.

Bei kleinen Anderungen
b—b+Ab

der rechten Seite in bleibt die Basis B zuldssig, da xg nichentartet ist. Desweiteren
hangen die reduzierten Kosten zur Basis B

TN = CBAglAN —CN < 0

gar nicht von b ab, daher bleibt x, sofern es zulassig bleibt, sogar optimal.
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Zu b + Ab gehort also die optimale Losung

x = Ag'(b + Ab) = x5 + Axp, mit Axg = A5 Ab.

Die Zielfunktion z dndert sich also um den Wert

Az = z(x) — z(xg)

(6.7)
= CBAXB = AAD.

Die duale Variable A gibt also die Sensititvitdt des optimalen Wertes bzgl. Anderungen
der rechten Seite b an; insbesondere folgt die sog. Schattenpreisformel:

0z

—=A,j=1,... 6.8
abJ ]7] ) y M ( )

Also hat A; die Bedeutung des marginalen Preises bzgl. b;.
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Postoptimierung

Wir betrachten in diesem Abschnitt verschiedene Moglichkeiten eine schon berechnete
Optimallosung eines LPs bei gestorten Eingabedaten, so zu verandern, dass die veranderte

Losung optimal bzgl. der neuen Eingabedaten ist. Die Veranderungen sollen mit moglichst
wenig Aufwand berechnet werden; es gibt ja immer die Moglichkeit alles “from scratch”
neu zu berechnen.

Wir betrachten wiederum ein LP in Standardform

minimiere z(x) = cx
Ax=b (LP)

sowie eine optimale Basis B.

Anderung der rechten Seite b

Wir betrachten eine Anderung der rechten Seite der Form
b’ =b +d fiir ein d € R™.

Dann ergibt sich mit der optimalen Basis B fiir das ungestorte Problem eine neue Basis

fiir das gestorte Problem durch

xg = Agt(b+d) =x5 +Az'd und x{ = 0.

Sollte nun xf > 0 gelten, ist die so gednderte Basislosung weiterhin optimal, da sich die

reduzierten Kosten nicht geandert haben
T =Tn = cgAz AN —en < 0.
Der neue Zielfunktionswert ist gegeben durch
2/ = cgA'b =z + cpAzld.

Sollte jedoch x{ # 0 gelten, so ist die zugehorige Basislosung zwar nicht primal, aber

dual zuldssig. Damit kénnen wir direkt das duale Simplexverfahren mit Basismatrix Ag

91
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anwenden.

Anderung der Zielfunktion c

Wir ersetzen ¢ im LP durch ¢/ = ¢ + d. Dann ist der neue Zielfunktionswert fiir die

gegebene Basis B gegeben durch
2/ =(c+d)x = (cg + dp)Ag'b =z + dgAg'b.

Ob nun die aktuelle Basislosung optimal bleibt, liegt an den gednderten reduzierten Kos-

ten. Sie berechnen sich durch

T{\] = (CB + dB)AglAN —cn — dn
=1Nn + dpAg AN — dn.

Falls r{; < 0, so bleibt die aktuelle Basislésung optimal auch wenn sich z &ndert. Andern-
/
j
Verfahren anwenden mit B als aktueller zuldssiger Basis.

falls gibt es positive reduzierte Kosten r{ > 0. Dann kénnen wir das primale Simplex-

Hinzufiigen einer neuen Variablen

Wir wollen eine neue Variable x,, 11 mit Zielfunktionskoeffizient ¢, ;1 in das bestehende LP
einfiihren. Somit ergibt sich auch eine neue Spalte a™*! in der bestehenden Matrix A. Wir
konnen x;,.1 als zusdtzliche Nichtbasisvariable behandeln und das bestehende Tableau T

um eine Spalte erweitern. Tableauspalten werden im Folgenden mit (a’)’ bezeichnet.

(a/)n+1 — AglanJrl

n+1

/ —1 n+1
Thi1 = CBAR @ —Cnt1 = Aa — Cnt1-

Falls nun 1/, <0, so liegt weiterhin Optimalitdt von B vor. Andernfalls kénnen wir das

primale Simplex-Verfahren benutzen und x;,;1 in die Basis bringen.

Anderung einer Spalte von A

Wir ersetzen die Spalte ) von A durch o/ + d. Es ergeben sich zwei Fille:
1. Fall: j € N.
Da dann die Basismatrix Ag unverindert bleibt, kdnnen wir die neue j-te Spalte (a’) des

Tableaus wie folgt berechnen:

(') = Azhd +d). (7.1)

Die Basis bleibt weiterhin primal zuladssig, jedoch konnen sich die reduzierten Kosten
verandern:
1 = cgAgt(d +d) —gj.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Entweder bleibt die aktuelle Basis optimal, oder man fiihrt nun ausgehend von dem ge-
anderten Tableau das primale Simplex-Verfahren mit zuldssiger Basis B durch.
Fall 2: j € B: In diesem Fall kann sowohl die primale als auch die duale Zulassigkeit der
aktuellen Basis verlorengehen. Auch kann die geédnderte Basis Matrix A} singuldr werden.

Um einige dieser Probleme zu beheben, werden wir eine zusatzliche Spalte der Form
s:=a +d

an A anfiigen. Somit erhalten wir ein Problem mit einer zusatzlichen Variablen, die wir
nun allerdings xj’ nennen. Der Zielfunktionskoeffizient c; bleibt derselbe. Das Tableau wird

um folgende Spalte erweitert

r! cgAg's — ¢
s’ Agls

Falls der Eintrag s].’ in der mit x; indizierten Zeile von s’ nicht 0 ist, konnen wir diesen

Wert als Pivotelement wéahlen und die alte Basisvariable x; gegen die neue xj’ tauschen.
!
j
in x; um. Man beachte jedoch dass nach diesem Schritt die aktuelle Basis B weder primal

Nach diesem Schritt lassen wir einfach die alte Variable x; weg und benennen die neue x

noch dual zulassig sein muss. Falls einer der beiden Zuladssigkeiten vorliegt, fahren wir mit
dem entsprechenden Simplex-Verfahren fort. Falls keiner der beiden Félle eintritt, miissen
wir die erste Phase des primalen Simplex durchlaufen um eine Startbasis zu erhalten.
Im Fall s).’ = 0 ware selbst nach dem Tausch von x; und xj’ , B keine Basis mehr; somit kann
man nicht viel mehr tun als das Simplex-Verfahren von Anfang an neu anzuwenden.

Wir geben ein Beispiel beziiglich des Abanderns einer Spalte an.

Beispiel 7.1 (Anderung der Spalte). Betrachte folgendes Problem:
Primalproblem (P):

min X7 + 2xs
—X1 — X9 < —2
—2X] — X < —3
x>0,1=1,2

Wir benutzen Schlupfvariablen ys; und y4 und erhalten folgendes Tableau:

X1 X2

z 0 |—-1 -2

ys | —2 -1 —1

ys | —3|—2 —1

Die aktuelle Basis ist dual zulédssig und nach einigen Austauschschritten mittels des dualen
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Simplex-Verfahrens erhalten wir folgendes optimales Tableau:

X2 Ys

ys |1 1 =2

X1 | 2 1 -1

Mit optimaler Basis B = (4, 1).

Wir ersetzen nun die Nichtbasisspalte a? durch

und erhalten mit r = —1 und

A=cpAzt =(0,1) = (~1,0)

die Gleichung
Th=Ta+Ad=-1—«.

Also gilt r5 < 0 genau dann wenn o« > —1. Somit ist, falls « > —1 gilt, die berechnete
Basis-Losung mit B = (4, 1) optimal fiir alle linearen Programme der Form

min X + 2Xg
—x1 + (x—1)xg < —2
—2x1 + (B —1)x2 < -3

xi >0,i=1,2.

(LP(x, B))

Nun betrachten wir den Fall dass die Basisspalte a' geindert wird. Wir erhalten

. —1 04
si=a +d= +
—2 x
mit Tableau-Spalte
-2 1 ax—1 —
S/ = Agls = — )
-1 0 x—2 11—«

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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sowie

Somit miissen wir den Vektor —o | als neue Spalte an das Tableau zur urspriinglich

11—«
optimalen Basis B anfiigen:
X2 Y3 X1
z |2]—-1 —1 —
ya | 1 1 -2 —

X1 | 2 1 -1 |[(1—«)

Die fiir diesen Fall diskutierte Methode ist nun anwendbar wenn o # 1 gilt (da ja dann das

erwahnte Pivotelement nicht gleich 0 ist). Der Pivotschritt mit dem Pivotelement (1 — «)
ergibt folgendes Tableau:

z 2 200—1 —1 o
1—x 11— - 11—«

14+ 1 ox—2 o
Ya 1—x 1—«x -0 11—«

/ 2 1 —1 1
X1 | 1« 1—x —x —x

X2 Ys

2 200—1 —1

z 11— 11— 11—
1+a 1 x—2

Ya 11— 11— 11—

T
?
T
?
T
?

Man sieht nun leicht, dass T’ beziiglich B
e genau fiir ¢ < 1/2 dual zulassig
e und genau flir —1 < & < 1 primal zulassig

ist. Wenn einer der Falle eintritt, kann man mit dem entsprechenden Simplex-Verfahren
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fortfahren. Auch folgt direkt, dass fiir

—1<a<1/2
die aktuelle Basis B optimal bleibt. Somit hat das Programm

min Xx; + 2xs
(o —1)x1 —xp < —2
(o0 —2)x1 —x9 < —3

xi>0,i=1,2

fiir —1 < o < 1/2 die optimalen Losungen

Der Zielfunktionswert ist z* = —=—.
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Parametrische Lineare Optimierung

Wir untersuchen nun wie sich Optimallosungen von LPs als Funktionen von Eingangspa-

rametern beschreiben lassen.

Stoérung der Zielfunktion ¢

Dagzu betrachten wir nun folgendes parametrisierte LP:

min cx
Ax<Db (LP(c))
x > 0,

In dieser Formulierung sei nun c variabel.

Wir erhalten folgenden Satz.
Satz 8.1. Sei A eine m x n Matrix und b € R™, so dass
PT(A,b) :={x € R"Ax < b,x > 0}
ein nichtleeres Polyeder ist. Definiere
BP(A,b) :={c € R"cx ist auf P"(A, b) nach unten beschrinkt}.

Fir c € BP(A,b) sei
M (c) := min{cx|x € PT(A,b)}.

Dann gilt
1. BP(A,b) ist ein konvexer Kegel.
2. Es gibt endlich viele Vektoren vi,...,vn € R™ mit

M(c) = min{cvili=1,...,N}

fiir alle ¢ € BP(A,b).

3. M(c) ist konkav auf BP(A,b).
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Beweis. Zu (1): Offensichtlich ist BP(A,b) ein Kegel. Seien nun c¢,c¢’ € BP(A,b) und
€ (0,1). Dann folgt fiir alle x € PT(A,b)

(oc + (1 — a)e’) x = aex + (1 — o)e'x > aM(c) + (1 — a)M(c”)

also folgt acc + (1 — a)c’ € BP(A, b).
Zu 2.: Da mit dem Hauptsatz der linearen Optimierung jede beschrankte lineare Zielfunk-

tion ihr Minimum auf einer der endlich vielen Ecken von P*(A,b) annimmt, kénnen wir
die v; als Ecken von P'(A,b) wihlen.

Zu 3. Mit Aussage 2. sehen wir, dass wir M(c) als Minimum von konkaven (sogar linea-
ren) Funktion darstellen konnen, welches stets konkav ist (vgl. eine dhnlich Aussage liber

konvexe Funktionen in einem vorherigen Kapitel tiber Konvexitat).
O
Korollar 8.2. Die Aussagen von Satz gelten auch fiir Polyeder der Form

P=(A,b) :={x € R"|Ax = b,x > 0} sowie P~ (A, b) :={x € R"|Ax > b,x > 0}.

Wir erhalten ein dhnliches Resultat flir Maximierungsprobleme:
max{cx|x € PT(A,b)}.
Satz 8.3. Sei A eine m x n Matrix und b € R™, so dass
PT(A,b) :={x € R"Ax < b,x > 0}
ein nichtleeres Polyeder ist. Definiere
BP*(A,b) :={c € R"|cx ist auf P*(A,b) nach oben beschrankt}.

Fir c € BP*(A, b) sei
M*(c) := max{cx/x € PT(A,b)}.

Dann gilt
1. BP*(A, D) ist ein konvexer Kegel.
2. Es gibt endlich viele Vektoren vi,...,vn € R™ mit
M*(c) = max{cwii=1,...,N}

fiir alle ¢ € BP*(A, b).

3. M*(c) ist konvex auf BP*(A,b).

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Storung der rechten Seite b

Als nachstes betrachten wir lineare Programme der Form

mincx
Ax >Db (LP(b))
x >0,

In dieser Formulierung sei nun b variabel. (Wir benutzen hier die Formulierung Ax > b
aus Griinden der einfacheren Darstellung, wie sich spater zeigen wird.) Es sei

P~ (A,b) :={x € R"|/Ax > b,x > 0}.

Satz 8.4. Sei A eine m x n Matrix und ¢ € R", sodass die lineare Zielfunktion cx auf
mindestens einem der nichtleeren Polyeder der Form P~ (A,b) nach unten beschrankt
ist.

Definiere
AP(A,c) :={b € R™P (A,b) # 0, cx ist auf P~ (A, b) nach unten beschrankt}.

Fir b € AP(A,c) sei
L(b) := min{cx|x € P"(A,b)}.

Dann gilt
1. AP(A,c) ist ein konvexer Kegel.

2. BEs gibt endlich viele Vektoren ug,...,un € R™ mit
L(b) = max{bTuji=1,...,N}

fiir alle b € AP(A,c).

3. L(b) ist konvex auf AP(A,c).

Beweis. Wir betrachten das folgende zu [LP(b)| duale LP:

max Ab
A <c (DP(b))
A>0,

welches ein parametrisches LP beziiglich des Zielfunktionsvektors b, bei fester rechten

Seite c ist. Der starke Dualitédtssatz besagt dann

AP(A,c) =BP*(AT,c),
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wobei
BP*(AT,c) = {b € R™AD ist auf P"(AT,c) nach oben beschrankt}.

Desweiteren folgt
L(b) = M*(c),

und somit folgt aus Satz [8.3] die Behauptung.
O

Die obigen Satze sind zwar theoretisch recht interessant, liefern aus “praktischer Sicht”
jedoch kein niitzliches Verfahren um eine parametrisierte Losung zu berechnen. Dies wollen
wir nun an einigen Beispielen nachholen.

Wir betrachten folgendes lineare Programm:

min —xq — 3Xg
X1 +%x2 <6
—X1+2x2 <6
x;>0,i=1,2
Es sollte klar sein, wie man nun Schlupfvariablen einfiihrt (ys,y4) und dann das Problem

16st.

Wir erhalten die optimale Basis B = (1, 2) mit zugehorigem Tableau:

Ys Y4

z |—14|-5/3 —2/3

x1| 2 2/3 —1/3

xs | 4 1/3  1/3

Die Zielfunktion soll nun in Richtung d = (2,1) gestort werden:
¢’=c+td=(-1,-3)+t(2,1) mit t > 0.
Fiir die gegebene Basis B = (1, 2) fiihrt ¢’ zu den reduzierten Kosten

T = cpAZ AN — e
=N+ t(dgAz AN — dn)
=TN T+ td’.

Im Beispiel gilt vy = (—5/3, —2/3) sowie

2/3 —1/3
d' =(2,1) / / —(0,0) = (5/3,—1/3).

1/3 1/3

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Somit folgt
i = (=5/3+5/3t,—2/3 — 1/3t).

Die bisherige optimale Basis mit zugehoriger Optimallésung bleibt optimal, solange r{; < 0
gilt. Das ist fiir 0 <t <1 der Fall. Also ist

Ys Ya
z | —14+8t|—5/3+5/3t —2/3—1/3t
X1 2 2/3 —~1/3
Xo 4 1/3 1/3

ein optimales Tableau fiir LP(t) fiir alle t € [0, 1]. Der Eintrag —14 + 8t ergibt sich durch

2
cgAg'b = cpAg'b + tdpAy'b = —14 + t(2, 1) =

4

—14 + 8t.

WEeil nun fiir t > 1, r{ > 0 wiirde, werden wir fiir solche Werte von t die Variable ys in
die Basis bringen und das eben berechnete Tableau mit t = 1 verwenden. (Wegen v, = 0

fiir diesen Fall, wird weiterhin Optimalitdt garantiert).

Wir erstetzen also das Tableau

durch das Tableau

X1

X2

Ys

X2

welches immer noch optimal ist.

Wir berechnen nun die reduzierten Kosten r,’\], als Funktion von t > 1 bzgl. Basis B’

(3,2) und N/ =

Ys Ya
—6 0 —1
2 12/3 —1/3
4 11/3 1/3
X1 Y4
—6 0 —1
3 3/2 —1/2
3 | —1/2 1/2

(1,4) neu und erhalten
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T]/\]/ = Cé/Ag/lAN/ — C{\]/
3/2 —1/2

= ((0,—3) +t(0,1)) —((—1,0) +t(2,0))
—1/2 1/2

= (3/2—1/2t,—3/2+1/2t) — (—1 +2t,0)
= (5/2 —5/2t,—3/2 + 1/2t).

Nun gilt r{, <0 fiir 0 <t < 3. Mit

cgxpr = (cpr + tdp/)Ag/b = ((0,—3) + (0, 1)) =—9+3t

erhalten wir das Tableau

X1 Y4

z | —9+3t|5/2—5/2t —3/2+1/2t

Ys 3 3/2 —-1/2

x2| 3 ~1/2 1/2

Dieses Tableau ist fiir 1 <t < 3 optimal und fiir t = 3 erhalten wir T'L/L = 0, somit bringen
wir dann fiir t > 3 die Variable y4 in die Basis.

X1 X2
z |0|=5 0
ys 6] 1 1
ysa 6] -1 2

Wenn man nun fiir B” = (3,4) wieder die reduzierten Kosten ausrechnet, bekommt man
T'T/\] " = Cé//Ag/l/AN " — C]/\j//
11
-1 2
=(0,0) — (—1+2t,—3+1)
=(1-—2t,3—1).

Weil nun vy~ < 0 fiir alle t > 3, bleibt die aktuelle Basis B” optimal fiir diesen Fall. Das

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Tableau ist

X1 X2

z |0]1—-2t 3—t

ys | 6 1 1

ya | 6] —1 2

Wir haben nun fiir alle t > 0 die zugehorigen optimalen Losungen und Zielfunktionswerte

in Abhangigkeit von t berechnet.

—6
—14
z(t)

Abbildung 8.1: Optimalwertfunktion z(t).

Eine dhnliche Vorgehensweise wird fiir Stérungen der rechten Seite und/oder Stérungen
in der Koefizientenmatrix durchgefiihrt (siehe Ubungen).
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Kapitel 9
Komplexitat der Linearen Optimie-
rung

In diesem Kapitel werden komplexitatstheoretische Grundlagen gelegt um eine Laufzeit-
analyse eines polynomialen Algorithmus (der sogenannten Ellipsoidmethode) fiir LPs zu
entwickeln. Zunéchst werden wir jedoch zeigen, dass der Simplex-Algorithmus (mit einer

schlechten Pivot-Regel) exponentielle Laufzeit haben kann.

Klee-Minty Wiirfel

Im Kapitel iiber das Simplex-Verfahren hatten wir gesehen, dass Dantzigs Pivot-Regel
nicht notwendigerweise konvergiert sondern Kreiseln kann. Andererseits hatten wir fiir
die lexikographische Pivot-Regel gezeigt, dass nach endlich vielen Schritten ein Optimum
erreicht wird (falls es existiert). Nun stellt sich natiirlicherweise die Frage, ob man eine po-
lynomielle Laufzeitbeschrankung fiir besonders geeignete Pivotregeln angeben kann. Diese
Frage ist bis heute ungelost und wir werden spater noch eingehend darauf zuriickgehen.
Wir werden nun zunéchst ein Beispiel angeben, fiir das viele géngige Pivot-Regeln (Dant-
zig, Bland etc.) zu einer exponentiellen Laufzeit (in der Anzahl der besuchten Ecken)
fiihren.

Dagzu definieren wir die folgenden Klee-Minty Wiirfel.

Definition 9.1. Die d-dimensionalen Klee-Minty Wiirfel sind durch folgende Unglei-

chungen definiert:

e<x <1 (9.1)
exj_1 <X < 1—exj fiirj=2,...,d, (9.2)

wobei 0 < € < 1/2 gelte. Die Wahl € = 0 wiirde auf den gewohnlichen d-dimensionalen
Wiirfel fiihren.

Wir geben ein Beispiel fiir d =3 und € = 1/4 an.

1<4x; <4 (9.3)
X1 < 4X2 < 4 — X1 (94)

105
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A

e >

Abbildung 9.1: Der Klee-Minty Wiirfel mit entsprechendem Simplex-Pfad fiir Dimension
d=2und d=3.

X2 < 4X3 < 4 — X2 (95)

In Abbildung haben wir die Ecken und Kanten des Klee-Minty Wiirfels angegeben.
Der dort eingezeichnete Weg iiber die Ecken 1 —2 -3 —4 —5 — 6 — 7 — 8 entspricht der
Ausiihrung des Simplex-Algorithmus (mit entsprechender Pivot-Regel) fiir das LP mit
d = 3, bei dem die —x3-Koordinate minimiert wird.

Wir werden nun diese Beobachtung auf d-dimensionale Klee-Minty Wiirfel verallgemei-

nern.

min —x4
X1 —T1 =€
Xx1+s1=1
i (KM(d))
Xj —exj_1 —T1j=0firj=2,...,d

Xjt+exjp+s;=1firj=2,...,d
x, 7,8 >0,

wobei wieder 0 < € < 1/2 gilt.
Wir erhalten folgendes Lemma, welches die Basen von [KM(d)| charakterisiert.

Lemma 9.2. Die zuldssigen Basen fiir [KM(d)| entsprechen bijektiv den Teilmengen von
{1,..., d} und sind alle nichtentartet. Dabei gilt folgende Darstellung fiir die Indizes einer
Basis in Mengenschreibweise:

Bs :={x1,...,xa} U{rjlj € S}U{sjlj € S}. (9.6)

Beweis. Es sei B eine zulédssige Basis fiir KM (d) mit zugehoriger Basis-Losung x. Aus den
Ungleichungen x; > € und x; > e€x;_; fur j =2,...,d folgt dass

xj26j>0fﬁrj:1,...,d,

was wiederum impliziert dass die Indizes 1,..., d sdmtlich in der Basis enthalten sind.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Desweiteren muss gelten, dass fiir jedes j mindestens eine der beiden Variablen r; bzw. s;
auch in Bs enthalten sein muss. Angenommen es gilt r; = s; = 0. Fiir den Fall j = 1 ergibt
sich dann x; = € = 1, Widerspruch. Fiir j > 1 ergibt sich mit x; = exj_; und xj+exj 1 =1
die Bedingung
2exj1 = 1.

Wegen xj_; < 1 und € < 1/2 ergibt das ebenfalls einen Widerspruch. Also ist fiir jede
Variable x; mindestens eine der beiden Variablen rj bzw. s; positiv und gehort somit zur
Basis. Damit haben wir mindestens 2d Basisvariablen mit positiven Eintragen gefunden.
Wegen m = 2d kann es nicht mehr als 2d Basisvariablen geben und somit ist genau eine
der beiden Variablen r; oder s; positiv, so dass die Basis Bs in der Form geschrieben
werden kann. Desweiteren folgt dass die Basis nichtentartet ist.
Umgekehrt ist es leicht ausgehend von S eine zuléssige Basis-Losung zu berechnen (Ubung).
O

Wir erhalten mit Satz folgende Folgerung:
| Korollar 9.3. Der in beschriebene Klee-Minty Wiirfel hat genau 2¢ Ecken.

Wir halten noch weitere Beobachtungen fest, die sich spater als niitzlich herausstellen

werden.

Korollar 9.4. Sei Bs eine zuldssige Basislosung fiir wie in angegeben. Dann

gelten folgende Aussagen:
e Es gilt x; =1, falls 1 € S und x; = €, sonst.
e FirjeSmitj >2gilt xj =1—exj_1.

o Fiir j ¢ Smitj > 2 gilt x5 = exj_;1.

Mit Korollar kann man nun in einfacher Weise fiir eine vorgegebene Basis Bs die
dazugehdrige Basis-Losung (rekursiv) berechnen.
Als nachstes betrachten wir die fiir den Simplex-Pfad wichtige d-te Koordinate von x.

Lemma 9.5. Seien S und S’ zwei Teilmengen von {1,...,d} und x° bzw. x5 die zuge-
horigen Ecken des KM-Wiirfels. Falls d € S\ S’ gilt, folgt xg > xfll. Wenn sogar S’ = S\d
gilt, folgt le =1— xﬁ.

Bewets. Wir benutzen die Aussagen von Korollar (9.4). Mit d € S,x(sifl <lunde<1l1/2

erhalten wir xg =1—- exg_l > 1/2. Andererseits folgt aus d ¢ S’ die Bedingung xgl =

exﬁl_l < 1/2, was dann xﬁ > xgl zeigt. Falls zusatzlich noch S’ = S\d gilt, erhélt man durch

rekursive Anwendung von Korollar (9.4)) die Gleichungen xjs = xf " fiir j=1,...,d—1.

Damit ergibt sich sofort

’ !’
X5 =exy g =exy  =1—(1—exj ;) =1-x5. O
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Wir zeigen ein weiteres Lemma.

Lemma 9.6. Es seien die D = 29 Teilmengen von {1, ..., d} so nummeriert, dass
xfll < xfﬁ << x(siD. (9.7)

Dann sind alle Ungleichungen strikt und die Ecken des KM-Wiirfels fiiri=1,...,D—1
adjazent.

Beweis. Wir beweisen das Lemma per Induktion nach d € N. Fiir d = 1 gilt mit S; =0

und S, = {1}

51_ S2_
x;' =eund x7? =1,

die Behauptung ist also korrekt. Fiir den Induktionsschluss d — d + 1 verwenden wir,
dass S1,...,Sp auch stets Teilmengen von {1,...,d+ 1} sind und somit auch 2¢ Ecken der
insgesamt 29+1 vielen Ecken des (d 4 1)-dimensionalen KM-Wiirfels beschreiben. Beachte
dass sich dabei die d + 1-erste Koordinate nach Korollar durch

Si S
X1 = €Xq
ergibt. Mit der Induktionsvoraussetzung (9.7 ergibt sich
S S S
Xgh < X3hq < <xgiy- (9.8)
Die restlichen D Teilmengen von {1,...,d + 1} haben die Form

S;=Su{d+1}firi=1,...,D.

Nach Lemma [9.5[gilt nun (d +1 € S; \'S;)

XSy >y, fiirt,j=1,...,D,
sowie (S; = S; \ {d + 1))

St _ St g

Xg =1—xg,, firi=1,...,D.

Somit erhalten wir mit die Ungleichungen

S1 S2 Sb Sp Sp-1 S1
Xar1 < X1 <0 < Xgpn <Xgpp <Xgp < < Xggg
Desweiteren sind die Ecken x5t und x%+! aufgrund der Induktionsannahme fiiri = 1,...,D—

1 adjazent. Dies impliziert nun dass auch xSt und xS+t immer adjazent sind: die Basis Bs;
geht aus der Basis Bs, , durch Austausch einer Variablen hervorgeht und das gilt auch
fiir die Basen Bgi und B§1+1' Schlussendlich sind auch die Ecken x°° und x° adjazent, da

Bs_ aus Bs, durch Weglassen von sq.; und Hinzufiigen von 7441 hervorgeht. O

Kombination dieser Lemmata impliziert folgendes Resultat:

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Satz 9.7. Fiir jedes d > 1 gibt es ein LP in Standardform mit 2d Gleichungen und
3d Variablen, ganzzahligen Koeffizienten mit Betrag < 4 sowie eine Pivot-Regel, fiir das
das zugehorige Simplex-Verfahren 2¢ — 1 Iterationen zur Bestimmung des Optimums
benotigen kann.

Beweis. Wir setzen € := 1/4 und multiplizieren die Gleichungen in [KM(d) mit 4 womit
alle Koeffizienten ganzzahlig werden. Mit der Zielfunktion —x4, folgt die Behauptung
direkt aus Lemma [9.6] O

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einigen Anmerkungen zur Existenz von Pivot-Regeln,
die in polynomieller Zeit ein Optimum berechnen. Dazu definieren wir zunachst den Begriff
des Diameters von Polyedern.

Definition 9.8. 1. Die Distanz d(x,y) zwischen zwei Ecken x,y eines Polyeders P
ist definiert als die minimale Kantenanzahl eines Weges (definiert als Folge von

adjazenten Ecken) von x zu y.

2. Der Diameter D(P) eines Polyeders ist das Maximum d(x,y) iiber alle Paare von
Ecken (x,y) in P.

3. A(n, m) ist definiert als das maximale D(P) iiber alle Polytope im R™, die durch
n Variablen und m Ungleichungen beschrieben werden konnen.

4. Ay(n, m) ist definiert als das maximale D(P) tiber alle Polyeder im R™, die durch

n Variablen und m Ungleichungen beschrieben werden konnen.

Offensichtlich ist der Diameter eines Polyeders (oder Polytops) eine untere Schranke an
die Laufzeit des Simplex-Verfahren unabhangig von der Auswahl der Pivot-Regel.
Die folgende beriihmte Hirsch-Vermutung besagt Folgendes:

Vermutung 9.9 (Polynomiale Hirsch-Vermutung).
A(n,m) < poly(n, m).
Bekannte Schranken sind:

Untere Schranke:

Ay(n,m)>m—n+ {%J )

Obere Schranke:
Aln,m) < Ay(n, m) < miteea(m) — (op)loga(m)

e Die starke Hirsch Vermutung A(n, m) < m — n wurde 2010 von Paco Santos fiir
n = 43, m = 86 widerlegt.
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Bemerkung 9.10. Es gibt einige erfolgreiche Versuche das gute empirische Verhalten
des Simplex-Algorithmus mathematisch zu erklaren. Zum Beispiel hat Borgwardt in
einigen Arbeiten gezeigt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die erwartete Laufzeit

des Simplex-Algorithmus in einem gewissen probabilistischen Modell polynomiell ist.

Polynomiale Algorithmen

Wir werden in den folgenden Abschnitten die erste bekannte Methode zur Losung von
linearen Programmen in Polynomialzeit kennenlernen. Sie geht auf den russischen Mathe-
matiker Leonid Khachiyan (1979) zuiick. Zundchst miissen wir jedoch formal den Begriff
Laufzeit eines Algorithmus definieren.

Um Laufzeiten von Algorithmen zu beschreiben, bendtigt man eine Definition des Ma-
schinenmodells, Kodierungsvorschriften etc. Wir werden hier nur die fiir die Behandlung
von LPs wichtigen Begriffe einfiihren.

Zunachst miissen wir beachten dass jede Zahl in einem Maschinenmodell nur durch endlich
viele Bits dargestellt werden kann, daher nehmen wir im Folgenden an, dass die auftre-
tenden LPs nur rationale Koeffizienten haben.

Haben wir eine Ungleichung der Form
ax <

mit a € Q", « € Q gegeben, so konnen wir das kleinste gemeinsame Vielfache p der Nenner

der Komponenten von a und des Nenners von « bestimmen. Die Ungleichung
pax < px

hat dann ganzzahlige Koeffizienten und ist offenbar dquivalent zur vorigen Ungleichung.

Annahme 9.11. Alle Daten der auftretenden LPs sind ganzzahlig, d.h., fiir
min{cx|Ax < b,x > 0} oder max{cx|Ax < b,x > 0} gilt ¢cT € Z™, A € Z™*™, b € Z™.

Der Computer (also auch ein verniinftiges Maschinenmodell) arbeitet mit Bindrcodes. Die
bindre Darstellung einer ganzen Zahl n bendtigt [logy(In|+ 1)] viele Stellen (bits) und
eine Stelle fiir das Vorzeichen.

Definition 9.12. Fur n € Z heisst
() := [logy(In|+1)] +1

die Kodierungslange von n. Fiir jede rationale Zahl r = p/q in teilerfremder Darstellung
mit q > 0 ist die Kodierungslange

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Die Kodierungslédnge einer Matrix A = (aj) € Q™*" (analog fiir einen Vektor) ist
m
Ay =)

i=1j

(i)

n
=1

Wir beschreiben nun einige niitzliche Eigenschaften der Kodierungslange.
Lemma 9.13. 1. Fiir jede Zahl r € Q gilt:
Ir| < 20—t 1.
2. Fiir je zwei Zahlen r,s € Q gilt
(rs) < (r) +(s).
3. Fiir jeden Vektor x € Q™ gilt
Ixll; < [Ix]l, < 2% —1.

4. Fiir jede Matrix A € Q"™ gilt:

2

|det(A)] < 2W— _ 1,

Beweis. Aussagen , werden in den Ubungen behandelt.
Zu (B): Sei x € Q™. Dann gilt mit

n n n
T4 xlly =1+ ) kl <[+l < ]2t =20
i=1 i=1 i=1
Die Ungleichung
Ixllz =

ist trivial.
Zu ([4)): Es gilt folgende Ungleichungskette:

1+ |det(A)] < 1+ ﬁ Hasz < f[ (1+ HaiHQ) < ]2[2<ﬂ">*“ — gM)n?,
=1 j=1 ~

Die erste Ungleichung folgt aus der Hadamard Ungleichung. Die dritte gilt wegen . O

Im Folgenden werden wir die Laufzeit eines Algorithmus in Form der Anzahl von elementa-

ren Rechenoperationen angeben. Elementare Rechenoperationen sind Addition, Subtrak-
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tion, Multiplikation, Division und Vergleich von ganzen oder rationalen Zahlen. Zudem
miissen wir die Multiplikation groffer Zahlen mitberiicksichtigen.

Definition 9.14. Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Losung eines Problems TT (kurz
LA(TT)) ist die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die wahrend der Ausfiihrung des
Algorithmus durchgefiihrt werden, multipliziert mit der Kodierungslange der grofiten
auftretenden Zahl.

Nun kénnen wir auch definieren was polynomielle Laufzeit bedeutet.

Definition 9.15. Sei A ein Algorithmus zur Losung einer Klasse von Problemen mit

Instanzen TT. Sei (IT) die Kodierungslédnge der Daten zur Beschreibung von TT.

1. Die Funktion f: N — N definiert durch
fa(n) == max{La (IM|(IT) < n)

heift Laufzeitfunktion von A.

2. Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufeit (A ist ein polynomialer Algorith-
mus), wenn es ein Polynom p : N — N gibt, so dass

fa(n) <pmn) vneN.

Bemerkung 9.16. Zur Lésung von LPs suchen wir also einen Algorithmus, dessen
Laufzeit durch ein Polynom in (A) + (b) + (c) beschrankt ist.

Reduktion auf Zuldssigkeitsprobleme — LP-Dualitit

Die Ellipsoidmethode (die spéter eingefiihrt wird) ist im strengen Sinne kein Optimie-
rungsverfahren sondern ein Algorithmus, der fiir ein gegebenes volldimensionales Polytop
einen zuldssigen Punkt findet oder feststellt, dass es leer ist. Wir miissen daher die Losung

eines LPs auf ein solches Zuléssigkeitsproblem zuriickfiihren.

Betrachten wir ein LP der Form

min cx
Ax=D> (LP)
x>0,
so erhalten wir das duale LP
max Ab
(DP)
AA < c.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Aus dem starken Dualitatssatz wissen wir, dass die beiden Probleme genau dann Opti-
mallosungen mit gleichem Zielfunktionswert haben, wenn beide Probleme zulassig sind.
Somit folgt, dass jeder Punkt des Polyeders P< definiert als

c —b 0

—-A 0 —b
X

A 0 <|o (9.9)
A

0 AT c

-1 0 0

ein Optimalpunkt von (LP) sein muss (betrachte dazu nur die Variablenbelegung von x).

Der Nachteil dieser Reduktion ist, dass das entstehende Polyeder P< haufig nicht volldimensional

ist, d.h. int(P<) = () auch wenn das primale Polyeder volldimensional war.

EXY Reduktion mit Bindrsuche

Wir benutzen Abschitzungen der “Grofien” von Ecken um das Losen eines LPs auf ein

Zulassigkeitsproblem auf volldimensionalen Polytopen zuriickzufiihren.

Satz 9.17. Fiir jede Ecke v = (vq,...,v,) eines Polyeders P = {x € R"|Ax = b,x > 0}
mit A € Z™™, b € Z™ und rang(A) = m gilt:

vy < 2AH)? fiir alle i = 1,...,n.

Bewets. Ist v eine Ecke von P, so gibt es eine reguldre m x m Teilmatrix Ag von A, so

dass vg die eindeutige Losung des LGS
ABXB =b

ist. Mit der Cramerschen Regel gilt dann

det AL  [det A
V; = sl
' det Ap |det Ag|

firie Bund vi =0 fiiri € N,
wobei A'g aus Ap dadurch entsteht dass die i-te Spalte von Ag durch den Vektor b ersetzt
wird. Beachte ausserdem dass v; > 0 gilt, somit folgt

det AL  |det A}l
det Ap o |det AB|.

Wir wiederholen kurz den Laplaceschen Determinanten-Entwicklungssatz (nach der i-ten
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Zeile einer n x n Matrix F):

n
det F = Z(—l)”jﬁjdet Fij, (9.10)
=1

wobei Fi; die (n —1) x (n — 1) Untermatrix von F ist, in der die i-te Zeile und j-te Spalte
gestrichen wird.

Aus (9.10) folgt
|d€t AB| > 1.

Ausserdem ist Ap eine Teilmatrix von A, und somit folgt aus Lemma [9.13({4]):

det A| < 2 F(b)?,

Aus diesem Satz erhalten wir folgende Folgerung.

Satz 9.18. Das primale (LP] hat eine endliche Optimalldsung genau dann wenn fol-

gende zwei LPs

min cx
Ax =
xi < oA+ gy § — 1,....n (LP-Polytop)
x>0
min cx
Ax =
x; < 2O 4 fip § = 1. (LP-Polytop+1)
x > 0.

endliche Optimalldsungen mit gleichem Zielfunktionswert besitzen. Das Problem ([LP))
ist genau dann unbeschrankt wenn die beiden Zielfunktionswerte der Proble-

me (LP-Polytop) und (LP-Polytop+1|) nicht iibereinstimmen. Das Problem (LP)) ist
genau dann unzuldssig wenn eines der Probleme (LP-Polytop| bzw. (LP-Polytop+1]

unzulassig ist.

Nun haben wir das Losen eines allgemeinen LPs in Standardform auf das Losen eines LPs
iiber einem Polytop zuriickgefiihrt.
Wir miissen im Folgenden also “nur” LPs iiber Polytope losen.

Satz 9.19. Betrachte (LP)) mit A € Z™*™, b € Z™,c € Z™, so dass P~(A, b) ein nicht-
leeres Polytop ist. Dann nimmt die Zielfunktion cx nur Optimalwerte in der endlichen
Menge

§ = {z c Q’Ipl < oM HEAHO? g < g < 2<A>‘“2} (9.11)

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Bewets. Mit dem Hauptsatz der linearen Optimierung miissen wir nur Ecken v des Poly-
tops P=(A, b) betrachten:

n
Ccv = E CiVi.
i=1

Wie im vorigen Beweis erhalten wir

Wir setzen

und
p= Z ci\detAEI
i€B

und erhalten

Dieser Satz erlaubt es nun eine binare Suche tiber den endlichen Suchraum 8 durchzufih-

ren.

Binire Suche
Input: Ein LP der Form min{cx|Ax = b,x > 0} mit A € Z™ ™, b € Z™ und ¢ € Z"
und beschranktem Zulassigkeitsbereich.

Output: Eine Optimalldsung x*, oder die Aussage dass P~=(A,b) = (.

1. Uberpriife ob
P=(A,b) = 0.

Falls ja, dann STOP, LP ist unzulassig.

2. Wahle ein Element s € 8§ mit der Eigenschaft dass fiir 8’ = {t € 8|t < s} und
8" ={t € 8|t > s} gilt:
81 < 18" < I8/ + 1.

3. Uberpriife ob
P, :=P=(A,b)N{x € RMex < s} = 0.

4. Ist P =0, so setze 8§ «+ 8”, andernfalls § « 8.
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5. Ist |8| =1, so gilt fiir s € S:
s = min{cx|x € P7(A,b)},

und jeder Punkt in Ps ist optimal. Anderenfalls, gehe zu .

Satz 9.20. Bindare Suche ist ein korrektes Verfahren und terminiert nach hochstens

logy(n) + 2(A) + (c) + (b) —2n? +3

vielen Ausfiihrungen von Schritt .

Beweis. Da in jeder Iteration die Kardinalitdt von 8 (nahezu) halbiert wird, sind hochs-

tens
N’ = [log,(I8])]

Aufspaltungen von § in zwei (nahezu) gleich grosse Teilmengen nétig, um eine einelemen-
tige Menge zu erhalten. Mit Satz folgt

18| < <2n A H(e)+(b)m? | 1) (A <92 gy 92(A)H{e)+(b)—2n?
und somit auch, dass Schritt hochstens

N’ < log,(I8]) + 1 < log, (22 N 22<A>+<0)+<b>—2n2> 1
— logy .+ log, 2 + logy (2XV eI+ =2) 1y

=logom +2+2(A) + (c) + (b) —2n? +1

viele Schritte bendtig. Diese Anzahl ist polynomiell in (A) + (c) + (b) beschrankt. O
Wir kénnen nun die bisherigen Resultate zu folgendem Ergebnis zusammenfassen.

Satz 9.21. Es gibt einen polymomialen Algorithmus zur Losung von (LP]), wenn es
einen polynomialen Algorithmus gibt, der entscheidet ob ein Polyeder P<(A,b) mit
ganzzahligen Daten leer ist, und falls P<(A,b) # (), einen Punkt in P<(A, b) berechnet.

Fir A € Z™™, b € Z™ 16st die Ellipsoidmethode folgendes Zuléssigkeitsproblem:
1. Finde x € P :=PS(A,b) = {x € R"Ax < b} oder
(o]
2. stelle fest, dass P = ().

Aktuelle Version: 29. April 2025.



9.5. Geometrische Grundlagen von Ellipsoiden | 117
Geometrische Grundlagen von Ellipsoiden

Definition 9.22. FEine Menge E C R™ heift Ellipsoid, falls es einen Vektor a € R™ und

eine symmetrische positiv definite n x n Matrix A gibt, so dass gilt

E=EFE(A,a):=xeRYx—a)TA (x—a) <1} (9.12)

Man beachte, dass fiir eine positiv definite Matrix A auch stets A~! positiv definit ist.

Mit der Ellipsoid-Norm auf R™ definiert durch eine positiv definite (n x n)-Matrix A:
Il = VXTA X
ergibt sich eine dquivalente Darstellung von E(A, a) durch
E(A,a) ={x e R"|[x —al[, <1} (9.13)

Somit ist E die Einheitskugel mit Zentrum a im R™ beziiglich der Norm ||| 5.
Desweiteren gilt, dass E(A, a) das Bild der Einheitskugel

B1(0) :={u € R"|||ul|, <1}

unter einer affinen Transformation ist.

Satz 9.23. Es gilt
E(A, a) = f(B1(0)) := AY2B41(0) + q,

wobei Al/? die eindeutig bestimme Wurzel der symmetrischen positiv definiten Matrix
A ist, fiir die gilt
AVPAYZ = A

Bewets. Wir erhalten

AY2B1(0)+a={AY2y e R":y € B1(0)} + a
={x eR": (AY%)"Ix € B4(0)} + a
={x eR": (A2 X)T((AV2) %) <1} +a
={x € R": xT(AY2AY?)Ix < 1} + a
=xeR":xTA Ix<1}+a
={x+acR":xTA Ix <1}
={zeR": (z—a)TA Y (z—a) <1}
=E(A, a).
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Ein Ellipsoid hat weitere schone geometrische Eigenschaften, die man aus den algebrai-
schen Higenschaften von A ableiten kann:

1. Der Durchmesser von E(A, a) (definiert als langste Achse von E(A, a)) ist gegeben
durch 2 - vA™maX wobel A™** der grosste Eigenwert von A ist.

2. Die Breite (definiert als kiirzeste Achse von E(A, a)) ist gegeben durch 2 - vV Amin,

wobei A™™ der kleinste Eigenwert von A ist.
3. Die Symmetrieachsen entsprechen den Eigenvektoren von A.

Diese Beobachtungen implizieren dass B \/W(a) die kleinste Einheitskugel (bzgl. des Ra-
dius) im R™ ist, die E(A, a) enthélt. Desweiteren ist B (@) die grosste Einheitskugel
(bzgl. Radius), die in E(A, a) enthalten ist.

Abbildung 9.2: Ellipsoid E(A,0) mit z = 0.

Das Elliposid in Abb. 0.2]ist definiert durch

16 0
A=

04

Die Eigenwerte sind A\; = 16, A2 = 4 mit Eigenvektoren v; = (1,0)7 und v, = (0, 1)T. Der
Durchmesser von E(A, 0) ergibt sich durch 2-v/A™a* = 8 und die Breite durch 2.V A™i2 = 4,

Y

adhn s
N

Abbildung 9.3: Ellipsoid E(A, 0) mit “kleinster” und “grosster” Einheitskugel.

Im Folgenden wird das Volumen von Ellipsoiden eine grofie Rolle spielen.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Definition 9.24. Sei K ¢ R™. Das Volumen von K ist definiert als

Vol(K) := J dx.
xeK

Im Kontext von Ellipsoiden gilt folgende Eigenschaft.
Satz 9.25. Das Volumen eines Ellipsoids E(A, a) ist gegeben durch
Vol(E(A, a)) = VdetA - Vy,
wobei V;, das Volumen der Einheitskugel B;(0) im R™ ist.
Bewets. Wir benutzen
E(A, a) = f(B1(0)) = AY?B1(0) +q,
somit folgt mittels Variablentausch

[ ay=[ e la = vaera v,
y€f(B1(0)) x€B1(0)

Fiir V,, gilt folgende Darstellung:

n/2 n/2
Vo= ~ L (Zem) T (9.14)
'm/2+1) /mm \ n

wobel

Mx) := J et 1dt, fiir x >0
0

die Gamma-Funktion bezeichnet.

Wir werden hdufiger Abschatzungen von V) benoétigen. Es gilt folgende grobe Abschat-
zung:

Lemma 9.26.

n "<V, <2m

Beweis. Es gilt dass B;(0) die Menge B! :={x € R"0 < x; < 1/n,i = 1,...,n} enthilt.
Das Volumen von B! ist gegeben durch Vol(B!) = n™™. Desweiteren ist B;(0) vollstindig
in B? :={x € R"|||x||, < 1} enthalten. Es gilt Vol(B?) = 2". O

Wir werden nun das Volumenverhaltnis von zwei Ellipsen vergleichen. Mit der Formel aus
Satz folgt fiir eine affine Transformationen T : R* — R™,x — Dx +d

VoU(T(E(A, a))) = detDVdetAV,,.



120 | Kapitel 9. Komplexitat der Linearen Optimierung
Somit gilt fiir das Verhéaltnis von zwei verschiedenen Ellipsoiden E(A, a) und E(B, b)
Vol(E(A,a)) VoUT(E(A,a)))

Vol(E(B,b)) _ Vol(T(E(B,b)))" (9-15)

Im Weiteren wird die Optimierung einer linearen Funktion iiber ein Ellipsoid von Interesse
sein. Wir werden hierzu die Tatsache benutzen dass eine lineare Funktion cx, cT # 0 {iber

einer Einheitskugel B;(a) mit Zentrum a € R™ ihr Maximum im Punkt a—i—ﬁ annimmt.
2
Satz 9.27. Sei E(A,a) C R™ ein Ellipsoid und sei ¢T # 0. Dann gilt

CZmax = max{cx|x € E(A,a)} =ca+ VcAcT =ca + HCTHA x
B (9.16)

CZmin := min{cx|x € E(A,a)} = ca— VcAcT =ca— HCTHA—l .

Beweis. Setze Q := A2 Somit gilt
Q'E(A,a) =B1(0) + Q 'a=B1(Q"a)
und somit folgt

max{cx|x € E(A, a)} = max{cQQ x|Q *x € Q'E(A, a)}
= max{cQyly € B1(Q 'a)}

_ 1 -1
= Qe ¥ TR e

= C\/ci\TACT +ca
= ca+ VcAcT.
O
Y
b a
J |
cX = Zmin
ox =z
Abbildung 9.4: Ellipsoid E(A, a) mit b := \/;\TACT, Zmax ‘= A+ b, Zpin (= a—Db.

Wir werden nun folgendes klassisches Resultat festhalten (ohne Beweis), dass jede konve-
xe, kompakte und volldimensionale Menge im R"™ in einem eindeutig definierten Ellipsoid

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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kleinsten Volumens enthalten ist, und, ein eindeutiges Ellipsoid grossten Volumens ent-
halt.

Wir wiederholen zunachst noch einmal die Begriffe affine Unabhangigkeit und Dimension

einer Menge im R™.

Definition 9.28. Die Punkte x4, ..., X; im R™ heissen affin unabhéngig, falls die Punkte
X2 — X1,...,Xk — X1 linear unabhédngig sind. Fiir S C R™ ist der affine Rang (arank(S))
definiert als die Kardinalitdt einer groften affin unabhangigen Teilmenge von S. Die
Dimension von S (dim/(S)) ist definiert als

dim(S) = arank(S) — 1.
S C R™ heisst volldimensional, falls dim(S) = n gilt.

Satz 9.29 (Lowner, John). Fiir jede konvexe, kompakte und volldimensionale Menge
K C R™ existiert ein eindeutiges Ellipsoid E = E(A, a) mit kleinstem Volumen, welches
K enthalt.

Man bezeichnet das zu K gehorende Ellipsoid als Lowner-John Ellipsoid.

EXd Die Ellipsoid-Methode

Wir werden nun eine geometrische Beschreibung der Ellipsoid-Methode angeben.

[¢]
Gegen sei ein Polytop P := P<(C, d). Wir wollen ein x € P finden oder zeigen dass P = ()
ist.

1. Konstruiere ein Ellipsoid Eg = E(Ag, ag) mit P C Eg; k « 0.
2. Ist das Volumen von Ey “zu klein”, dann STOP: lg = 0.
3. Teste ob ax € P.
4. Gilt ax € P, dann STOP.
5. Gilt ay ¢ P, dann gibt es eine verletzte Ungleichung
cay > di,
wobei c die i-te Zeile der Matrix C ist. Bezeichne mit
E :=ExN{x € RMex < cay}

das Halbellipsoid von Ey, welches P enthélt. Konstruiere das zu E| gehdrige

Lowner-John Ellipsoid und bezeichne es mit Ey ;.

6. Setzte k « k + 1 und gehe zu ([2).
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In dieser geometrischen Variante der Ellipsoid-Methode miissen wir nun noch genauer
erklaren wie wir das Anfangsellipsoid bzw. das zu dem Halbellipsoid gehorende Lowner-
John Ellipsoid konstruieren.

Das Anfangsellipsoid wird eine Kugel mit Zentrum 0 sein.

Enthélt das Polytop P = P<(C, d) explizite Ungleichungen der Form

L <xy<uy fliri=1,...,n,

so kann

n
Ri= | Y (maxfluil, t:]))2
i=1
als Radius der Kugel gewahlt werden. Im Allgemeinen gilt folgendes:

Lemma 9.30. Sei P = {x € R"Cx < d} ein Polytop und C, d ganzzahlig. Dann gilt

2

P C Bg(0) wobei R := /n2(C)Hd)-n*,

Beweis. Wie im Beweis von Satz kann man leicht zeigen dass fiir jede Ecke v von P
gilt:
vy < 20OHO® g allei=1,...,n.

Daraus folgt fiir die Euklidische Norm von v:

Vllz =

n
> v < Vimax(vil} < V29O
i=1

Also ist jede Ecke von P in Bg(0) enthalten und weil P ein Polytop ist, gilt P C Bg(0). [

Nun werden wir spezifizieren, wie wir in Iteration k der Ellipsoid-Methode ausgehend von
einem Ellipsoid Ey und einer verletzten Ungleichung

cax > di

das zu
Ei :=ExN{x € R"ex < cay}

gehorige Lowner-John Ellipsoid konstruieren.

Wir setzen folgende Werte fest:

1
b= —=ACT 9.17
cAycT K ( )
1

= ——Db 9.18
Qg1 = A ntl ( )

n? 2
A = Ay — ——bbT 9.19
o= g (A o). (9.19)
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Das so definierte neue Ellipsoid Ey 1 = Exy1(Axi1, axr1) ist genau das gesuchte Lowner-
John Ellipsoid. Geometrisch kann die Konstruktion von Ey.; folgendermafen interpretiert
werden. Mit ¢ # 0, kann das Maximum und Minimum von cx iiber Ey explizit angegeben
werden, siehe Satz Nun sieht man leicht, dass der Mittelpunkt des neuen Ellipsoids
Exs1 auf dem Geradenstiick zwischen ay und zpy;, liegt. Die Lange des Geradenstiicks ist
bl und ay;; erreicht man von ay aus, indem man einen Schritt der Lange — [|b],
in Richtung —b macht. Der Punkt z.;, ist enthalten im Durchschnitt des Randes des
Ellipsoids Ex4; mit dem Rand von E;.

CX = cax

Abbildung 9.5: k-te Iteration der Ellipsoid-Methode.

Wir miissen zeigen, dass die Ellipsoid Methode nach polynomiell vielen Schritten termi-
niert. Dazu werden wir ein Volumenargument benutzen: In jeder Iteration konstruieren wir
eine Ellipse mit strikt geringerem Volumen. Die Geschwindigkeit der Volumenabnahme
werden wir im Folgenden untersuchen.

Lemma 9.31. Sei Ex = E(Ay, ay) ein Ellipsoid und Ey.; = E(Ax.1, axs1) das Lowner-
John Ellipsoid, welches durch die Formeln (9.17)),(9.18]),(9.19) konstruiert wurde, wobei
¢ # 0 gilt. Dann gilt

2 2 n-1\1/2
V\(;(l)(;gr)ﬂ _ ((ni 1) <n2n 1> ) < e V/(Mm+1)) 1
« _

Bewets. Wir werden zunéchst den Fall untersuchen dass das Ellipsoid Ey die Einheitskugel

ist (gleichbedeutend mit k = 1) und dass der Vektor c¢ gegeben ist durch

c=(—1,0,...,0).
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Somit erhalten wir durch Benutzung von (9.17)),(9.18)),(9.19):

L b 1 0 0 '
a =ax— ——0 = ——
k+1 k n+1 T1—|—]., ) )

2
n 2
Al = 57 (I_Hl(_l’o’“"O)T(_l’o“"o))

i n2 n2 n2
- ag Mm+1)2'n2—-1"n2-1/"

Fir das Volumenverhaltnis der beiden Ellipsoiden Ey = E(I,0) und Ey,; erhalten wir
Ex :=E(I,0) und Ey.1:

/2
Vol(Er.1)  detAg Vs n2n !
-+ . n — 4 /detAk+1 — ( 1)71—1

Vol(Ey) ~  detAyVy n+1)2(n2—

n—1
B n n? \ 2z
S \n+1 nz—1

Wir formen nun um und schatzen ab:

n—1 —
2 == =
n n —1 1 2
=1+ — 1
<n+l><n2—1> < + —|—1><+n2—1)

en2—1>7 (9.20)

wobei ((9.20) durch 1 + x < e* fiir alle x € R folgt. (Man iberpriife, dass die Funktion
f(x) := 1+ x — e~ ihr globales Maximum in x = 0 annimmt.)

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall mit beliebigem Ey und ¢ # 0. Wir werden den
allgemeinen Fall durch Angabe einer geeigneten affinen Transformation von Ey und Eyq
auf den bisher betrachteten Fall zuriickfiihren.

Sei F := B;(0) und F’ das Ellipsoid, welches wie im ersten Fall durch anwenden der
Regeln (9.17),(9.18)),(9.19) aus F entsteht, wobei hier noch ¢ = (—1,0,...,0) vorausgesetzt
wird.

Mit Satz [0.23 folgt, dass Ey die Form
Er(Ak, ar) = A/?B1(0) + ay = AYF + ai
hat.

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine orthogonale Matrix Q existiert, welche
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Ai/QcT in ein Vielfaches des Vektors (—1,0,...,0) rotiert, d.h.

1

(—1,0,...,0)T QA}/2cT.

Die gesuchte (bijektive) affine Transformation hat also die Form
T(x) = Ai/QQTx + ay,

mit Inversem
T(x) = QA Y (x — ay).

Man priife nun nach dass gilt
T(F) = Ek und T(F/) = Ek+1.

Nun benutzen wir dass das relative Volumentverhaltnis von zwei Ellispoiden nach einer
affinen Transformation konstant bleibt (siehe (9.15))) und erhalten fiir die beiden Ellispoi-

den

Vol(Ei1)  VOUT(F))  Vol(F) [ n n? \'z .
Vol(Ex)  VolUT(F))  VolUF) <n—|— 1) <n2—1> € '

O

Wir miissen nun auch zeigen, dass wir nicht “zu viele” Iterationen benotigen, um zu ent-
scheiden ob das Polytop P leer ist oder nicht. Dazu werden wir im Folgenden eine untere

Schranke an das Mindestvolumen eines volldimensionalen Polytops herleiten.

Lemma 9.32. Sei P = {x € R"|Cx < d} ein volldimensionales Polytop und die Matrix
C sowie der Vektor d ganzzahlig. Dann gilt

VOL(P) Z 27[n+1)<C)+n3 .

Bewes. Ein volldimensionales Polytop in R™ enthdlt n + 1 Ecken, die affin unabhangig
sind.

Die konvexe Hiille dieser Punkte spannt ein Simplex S := co({vg,...,vn}) C P auf. Somit
ist das Volumen von P mindestens so groft wie das von S. Fiir das Volumen von Simplizes

gibt es eine geschlossene Formel

(Diese Formel ergibt sich wiederum durch den Transformationssatz, da S eine affine Trans-
formation des Einheitssimplex S, :={x € R} Y ' ; x; < 1} ist mit Volumen Vol(S) = L)

< e
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Nun benutzen wir, dass fiir jede Ecke v; des Polytops P die j-te Komponente die Form
det Bi'
detBij
ist. Wir erhalten (unter Benutzung von det(A - B) = detA - detB fiir alle n x n Matrizen

A, B):

hat, wobei B; eine reguldre Teilmatrix von C ist und Bj; eine Teilmatrix von (C, d)

detBg ... detB,
1 ... 1 det801 eee detBnl 1 1
det = |det di
¢ € a9 (detBo’ ! detBn>
Vo Vn
detBgn, ... detBun
1 detBg ... detB,
= det )
detBg - - - detB,,

U ... Up

wobei ug, ..., uy Vektoren im Z" sind.

Wir wissen dass der zweite Ausdruck eine positive ganze Zahl grosser gleich 1 ist. Wir

miissen somit nur

nach unten abschédtzen. Aus Lemma (9.13| folgt

1
detBg---detBn ’

|detB;| < 2B — 1 < 200" fiir alle j = 0,...,n,

somit gilt

1 ...1 1

t >
de = ‘ detBo - detB,

> (2<C>*“2)_(“+” .

Vo ... Vp

Mit der Ungleichung n! < o gilt schlussendlich

- 1
Vol(P) = Vol(s) = — (260-77) Y 5 gotnen@en,
n:

O]

Zuletzt gilt es noch, die Laufzeit der Ellipsoid-Methode abzuschatzen. Wie in Lemma [9.31
gezeigt, wird in jeder Iteration das Volumen des Elliposids um mindestens den Faktor
eﬂ%il] reduziert. Es gilt also abzuschétzen wie viele Iterationen bei einem Anfangsvolumen
des Ellipsoids Bg(0) (mit R := \/ﬁ2<c>+<d>_nz) notig sind, um ein Volumen von maximal

o—(+1)(C)+n® 1 erreichen.

Lemma 9.33. Sei P = {x € R"|Cx < d} ein volldimensionales Polytop und die Matrix
C sowie der Vektor d ganzzahlig. Sei Eq = Bg(0) mit R := yn2(OHd"" das initiale
Ellipsoid. Falls N := (2n + 2) ((n+1)(C) —n®+n((C) 4 (d))) Iterationen der Neube-
rechnung des Ellipsoids (vgl. Ellipsoid-Methode) ausgefiithrt werden, gilt

Vol(Ey) < 27 V21T < vo1(P),
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| wobei T := (C) + (d).

Beweis. Es gilt dass Eg = Bg(0) C {x € R"[||x|, < R}, wobei R := \/n2(OHd1* (yg],

Lemma [9.30)).

Somit gilt
VOL(Eo) < 9"R" = nn/22n<C>+n(d>—n3+n _ 2n<C>+n(d>—n3+n+nlog2(n)/2

_ 2n(<C>+<d>—n2+1+log2(n)/2) < 2n((C)+(d)) — 2nT’

wobei T := (C) + (d).

-1
In jedem Schritt wird das Volumen des Ellipsoids um den Faktor e2"+1) reduziert. Somit
gilt

Vol(En) < e V@ 2)\yg1(Ey) < 2 V/(@2n+2)4nT,

Wir miissen nun N gross genug wahlen, so dass gilt

27N/(2n+2)+nT < 27(n+1)(C>+n3

& —-N/2n+2)+nT< —(n+1)(C) +n?
SN/2n+2) > (n+1)(C) —nd +nT
&SN > (2n+2) (n+1)(C) —n® +nT).

Polynomialitdt der Ellipsoid-Methode

Wir kénnen nun die Ellipsoid-Methode formal hinschreiben:

1. Initialisierung:
(a) k:=0,
(b) N:=(2n+2) ((n+1)(C) —n®*+n((C) +(d))),
(c) Ag :=R2I mit R := /n2(C)H(d)-n*
(d) ap:=0

2. Allgemeiner Schritt:

(a) Falls k = N STOP: P = {).
(b) Gilt ax € P, dann STOP.
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(c) Gilt ax ¢ P, dann gibt es eine verletzte Ungleichung
cayx >v.
Setze:
b= ! A
T JcAcT "
1
Q41 = A — m
n? 2
Axt1 = Ay — ——=bbT
v = g (A o)
k:=k+ 1.
(d) Gehe zu (2)).

Die Korrektheit der Methode folgt aus den bisher gezeigten Lemmata. Um die Laufzeit
der Methode abzuschatzen miissen wir noch iiberpriifen, wie viele Elementaroperationen
wahrend der Initialisierung und des allgemeinen Schrittes notwendig sind.

Die Initialisierung kann in O(n - m) Schritten ausgefiihrt werden.

In der Ausflirhung von Schritt miissen wir qi in das System Cx < d einsetzen, was
O(m-n) viele elementare Operationen erfordert. Fiir die Aktualisierung von ay bendtigen
wir O(n) viele Operationen, fiir die von Ay bendtigen wir O(n?) viele Operationen.

Die Anzahl der Aufrufe von Schritt ist maximal

N := (2n+2) ((n+1)(C) — n® +n((C) + (d))) = O(M*((C) + (d))).

Insgesamt erhalten wir eine obere Schranke an die Gesamtlaufzeit von O(m-n*((C)+(d))),

welche polynomiell in der Eingabegrosse ist.

EX] Nicht-Volldimensionale Polytope

Wir haben bisher vorausgesetzt dass die auftretenden Polytope volldimensional sind. Es
wird nun gezeigt, dass diese Annahme ohne Einschrankung ist.

Sei P = {x € R"|Cx < d} ein Polytop mit C € Z™ ™ und d € Z™.

Wir definieren nun ein leicht gestértes Polytop P(e) wie folgt:

P(e) :={x € R"|Cx < d + ee}, (9.21)
wobei e = (1,...,1)T und
9—(2(C)+(d)—m>+1)
€= . (9.22)
n+1

Wir zeigen nun, dass P = () & P(e) = () und falls P # (), dann ist P(e) volldimensional.
Somit reicht es die Ellipsoid-Methode auf P(e) anzuwenden.
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Lemma 9.34. Sei P = {x € R"|Cx < d} ein Polytop mit C € Z™™ und d € Z™ und

P(e) definiert wie in (9.21]) mit e wie in (9.22). Dann gilt: P = 0 & P(e) = () und falls
P +# (), dann ist P(€) volldimensional.

Beweis. Wir zeigen zunichst P = () = P(e) = (). (Die Riickrichtung P = () < P(e) = 0 ist
trivial).

P = () impliziert dass folgendes LP
min{0 - x|Cx < d}
unzulassig ist und somit ist das duale LP
max{—Ad]AC =0,A > 0}

unbeschrédnkt. (Hier wird benutzt dass A = 0 ein zulédssige Losung des dualen LPs ist und
somit folgt mit Satz (6.7)), dass das duale LP unbeschrénkt ist.)

Wir definieren eine zusatzliche Hyperebene durch
Ad =—1.

Somit erhalten wir ein nichtleeres Polyeder im R™ beschrieben durch

AC=0
Ad=-1
A > 0.

Sei A eine Ecke des so beschriebenen Polyeders. Wir konnen die Komponenten von A;

abschatzen durch
A< 9(2(C)+(d)—n?)

)

wobei wir die Kodierungslange der rechten Seite abschatzen durch

0

—1

Weil A eine zulédssige Basislosung ist, k6nnen maximal n + 1 viele Komponenten (Anzahl
der Restriktionen viele) positiv sein. Somit gilt

m
Z)\i <(n+ 1)2(2<C>+<d>*n2)_
i=1
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Weiterhin gilt mit der Wahl von e€:

m
Md+ee)=—1+Aee=—1+e) A<—1+en+1)220H0™ < _141/2<0.
i=1
Daher bleibt das zu P(e) duale Problem unbeschrénkt (jede Losung tA fiir t > 0 bleibt
zuldssig) und somit ist auch P(e) = ().
Es bleibt die Aussage (P # () = P(e) ist volldimensional) zu zeigen.
Sei x € P. Dann ist folgendes Polytop S vollstandig in P(e) enthalten:

S;:{yERan—éSyiSXi—i-éfﬁra].].ei:].,...,n},

wobel
_ €
€= —

(C)
Seiy € S, dann gilt

Cy < Cx+éeCe< d + ee,

wobei C die Matrix bezeichnet, bei der die Eintrége ci; durch |c| ersetzt wurden.
Das Polytop S hat Volumen Vol(S) = (2¢e)™ > 0. O

EX] Implementation

In der Initialisierung benutzen wir die Wurzel um R zu berechnen, was zu irrationalen
Zahlen fiihren kann. Wir brauchen jedoch nur den Wer R? in der Definition des An-
fangsellipsoids, daher kann das Problem behoben werden.

Es gibt jedoch einige Schwierigkeiten in Schritt , wo wir auch die Wurzel benutzt ha-
ben. Eine bewahrte Methode, ohne irrationale Zahlen auszukommen, ist das “Abschneiden”
einer Zahl nach der p-ten Kommastelle. Diese Methode hat jedoch die theoretische Schwa-
che dass die Invariante “neues Ellipsoid enthalt Polytop” verletzt sein kann. Um diesen
Fehler zu umgehen, konstruiert man im allgemeinen Schritt nicht mehr das Lowner-John
Ellipsoid, sondern ein Ellipsoid welches mit rationalen Zahlen (von polynomieller Lange)
dargestellt werden kann und dann ein wenig grosser ist als das Lowner-John Ellipsoid. Hier
gilt es nun, die richtige Balance zwischen einer effizienten Darstellung des neuen Elliposids
(also durch rationale Daten polynomieller Lange) und dem verursachten Volumenanstieg
(verglichen zum Volumen des Lowner-John Ellipsoids) zu erreichen. Lange Rede kurzer

Sinn: All dies ist moglich, jedoch sehr technisch daher verzichten wir hier auf Details.
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Lineare Ganzzahlige Optimierung

In diesem letzten Abschnitt beschéftigen wir uns (sehr oberflichlich) mit der linearen
Optimierung iiber Teilmengen S C Z". Der fundamentale Unterschied zur linearen Op-
timierung besteht in der Forderung dass eine zuldssige Losung x € S nur ganzzahlige
Eintrage haben darf. Diese Annahme “zerstort” alle wesentlichen topologischen Eigen-
schaften der Losungsmenge, die wir in vorherigen Abschnitten benutzt hatten um z.B. die
Dualitatstheorie zu entwicklen und auch die Korrektheit des Simplexverfahrens zu zeigen.
Allgemein betrachten wir folgende Problemklasse.

minimize cx
Ax <b (IP)

x € 7Y,

wobei A € R™™ b € R™, ¢T € R™. Die zulédssige Menge kann folgendermassen geschrieben

werden
S:={xeR}:Ax <b}NZL.

Falls S # () schreiben wir zjp := min{cx : x € S}.

Beispiel 10.1. Wir betrachten ein Beispiel, das wir auch schon in der Einfiihrung zur

linearen Optimierung gesehen hatten. Die Menge S sei gegeben durch
S:={xeR"MAx < b,x >0}NZ",

wobei Ax < b,x > 0 wie unten definiert ist.

2X1 +x2 < 8
4x1 + 5xy < 20
6x1 + 15xy < 45

X1,X2 >0

Die Menge S lasst sich nun leicht angeben, siehe unten.
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X2

L DN

X1

Abbildung 10.1: Beispiel einer ganzzahligen Losungsmenge S.

Wir werden nun zwei fundamentale Heuristiken kennenlernen, die ein solches IP 16sen.
(Das Wort “Heuristik” wird hédufig fiir solche Algorithmen verwendet, die wenig Struk-
tur bzw. keine beweisbar polynomielle Laufzeit und/oder keine Korrektheit im Sinne der

beweisbaren Optimalitdt der berechneten Losung aufweist.)

Die Branch & Bound Methode

Definition 10.2. Eine Familie von Mengen {S',i = 1,...,k} ist eine Aufteilung von S,
falls UX ;S' = S. Eine Aufteilung ist eine Partition, falls zusdtzlich S' NS = 0 fiir alle

14 gilt.

Lemma 10.3. Sei
ztp = min{ex : x € S', (IPY)

wobei {S},i =1,...,k} eine Aufteilung von S ist. Dann gilt,

zZp = min{z}P i=1,...,k}

Beispiel 10.4. Wir betrachten folgendes Optimierungsproblem mit bindren Variablen.

minimize cx (IP)
Ax <D
x € {0, 1}"™

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Wurzel

N

1 0 X1:1

X
X2:0

Die Branch & Bound Methode berechnet iterativ Aufteilungsmengen S' und versucht

N

X2 1 XQZO X2:1

dann das auf S reduzierte IP zu lsen. Man kann sich die Vorgehensweise der Methode
an einen Enumerationsbaum veranschaulichen. Wir starten mit dem Wurzelknoten S und
bestimmen eine Aufteilung von S in Teilmengen S'. Jede Aufteilungsmenge S* wird mit
einem Knoten assoziiert und mit einer Kante zur Wurzel S verbunden. Dieses Prinzip
wird nun iterativ und top-down auf jeden Kindknoten S' angewendet. Falls eine optimale
Losung auf S* gefunden wird, so weiss man, dass keine weitere Aufteilung von S' nétig ist.
Man spricht davon, dass im assoziierten Enumerationsbaum der entsprechende Knoten
abgeschnitten wird.

Lemma 10.5. Der Enumerationsbaum kann an einem Knoten S* abgeschnitten werden,
falls eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:

1. Unzulassigkeit: St = 0.
2. Optimalitit: Fine Optimalldsung fiir IP! ist bekannt.

3. Optimalwertdominanz: z}P > zip, wobei zp der Wert einer beliebigen bekannten
zulédssigen Losung des IPs ist.

Wir werden nun Lemma dazu benutzen, einen exakten Algorithmus zu entwerfen.
Dabei werden wir allerdings nicht die Unterprobleme IP! explizit 16sen, sondern Relaxie-
rungen verwenden.

Definition 10.6. Eine Relaxierung des Problems IP! ist ein Optimierungsproblem
min{zh(x)|x € Sk}, (RPY)
fiir das gilt:

St C Sk und zb(x) < cx fiir alle x € St

Lemma 10.7. Der Enumerationsbaum kann am Knoten S' abgeschnitten werden, falls
eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist:

1. RP! ist unzulissig.

2. Eine Optimallésung x} fiir RP! erfiillt xs € S* und zk(xk) = cxb
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3. Werte-Dominanz: z}z > zip, wobei zip ein beliebiger Zielfunktionswert einer zulas-
sigen Losung des IPs ist.

Beweis. 1. implziert S' = (). 2. impliziert, dass X}z das Problem IP! 16st. 3. impliziert

Z}P > ZIp. ]

LP-Basierte Relaxierungen

Wir entwicklen nun einen Enumerationsbaum bei dem eine LP-basierte Relaxierung be-
nutzt wird.

Fiir den Wurzelknoten betrachten wir als zuldssige Menge S?, = {x € R : Ax < b} und
definieren zg(x) = cx.

Angenommen die LP Relaxierung am Knoten i ist gegeben durch
zp = min{cx : x € Sip), (LPY)

wobei SiLP ={x e R} : Alx < b'}. Falls LP! eine Optimalldsung besitzt, bezeichnen wir
diese mit x'. Die Bedingungen um den Knoten i abzuschneiden ergeben sich durch:

1. St =0 (unzulissig).
2. Optimale Losung, falls x' € VA

3. Werte-Dominanz: ziLP > z1p, wobel zip ein beliebiger Zielfunktionswert einer zulas-
sigen Losung des IPs ist.

Wir miissen nun noch erklaren, wie wir die einzelnen Knoten des Enumerationsbaums
kontruieren, bzw. wie die Unterteilung konstruiert wird. Das wichtigste Verfahren ist die
sog. Variablen-Dichotomie: falls x* fraktional ist, wihlen wir eine fraktionale Komponente

i

X

und fiigen die Bedingungen
xj < LX}J and xj > LX;J + 1.

hinzu.

Satz 10.8. Sei P ={x € R} : Ax < b} ein Polytop. Dann ist ein Enumerationsbaum,
der durch Variablen-Dichotomie erstellt wurde, stets endlich. Sei

wj = [max{x; : x € P}].

Dann gilt, dass kein Pfad des Baums mehr als Z;‘Zl w; Kanten enthalt.

Bewests. Sobald wir fiir einen Pfad die Nebenbedingung x; < d fiir ein d € {0,..., w; —
1} hinzugefiigt haben, kénnen nur noch Nebenbedingungen des Typs x; < d’ fiir d’ €
{0,...,d—1} und x; > d fiir d € {1,...,d} entlang des Pfades auftreten.

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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Somit folgt dass die grosstmogliche Anzahl von Nebenbedingungen, welche x; beschranken
abgeschatzt werden kann durch das Auftreten der Nebenbedingungen x; < d fiir alle
d€{0,...,w; — 1} oder xj > d fiir alle d € {1,..., wj}, oder x; > d fiir alle d € {1,..., «}
und x; < d fiir alle d € {c,...,w; — 1}. Insgesamt ist diese Anzahl durch wj beschrénkt

und somit folgt die behauptete Schranke von Z}Ll w;j. O
Beispiel 10.9.
minimize x; — 2x2 (IP)
—4X1 + 6X2 <9
X1 +x2 <4
x € 72,

Die LP-Lésung des Wurzelknotens S?, ergibt cx® = —7/2 mit x° = (3/2,5/2). Mit xJ =
5/2 konnen wir SO unterteilen in S = {x € S° : x; < 2} und S%? = {x € S° : x, > 3}.
Wir losen die nachfolgenden Relaxierungen S%P und S%P und erhalten cx! = —13/4 fiir
x! = (3/4,2), und S? = (). Somit kann S? abgeschnitten werden. Wir unterteilen S! in
S = {x € S : x; < 0} und S$*? = {x € S! : x; > 1}. Die zugehdrigen optimalen
Losungen der LP Relaxierungen sind cx!! = —3 fiir x® = x!! = (0,3/2) und cx!? = —3
fiir x* = x'? = (1,2). Weil nun x* = x'2 ganzzahlig ist konnen wir z;jp = —3 setzen und

S abschneiden.

X1

Abbildung 10.2: Beispiel des LP-basierten Branch & Bound Verfahrens.

Schnittebenenverfahren

Wir wollen abschliessend noch das Schnittebenenverfahren beschreiben. Die Idee ist fol-
gende: Zu einem ganzzahligen Problen (IP) losen wir die zugehodrige LP Relaxierung und
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iberpriifen, ob die gefundene Ecke (also eine optimale Basis-Losung) ganzzahlig ist. Falls
ja, sind wir fertig, falls nicht, gilt es, eine giiltige Ungleichung zu finden die die Basis-
Losung abschneidet.

X2

\
N\ o
\\k

Abbildung 10.3: Beispiel einer Schnittebene Hx < .

e
&

Wir erhalten folgenden Algorithmus fiir das Problem (IP): min{cx|x € S} wobei S :={x €
RMAx <b,x € ZL }:

1. Setze k = 0. Setze PO als relaxierte zulissige Menge von S indem die Ganzzah-
ligkeit weggelassen wird.
Iterativ:
(a) Berechne eine optimale Losung x* der LP Relaxierung beziiglich P.
(b) Falls x* € Z™, STOP: optimale Losung gefunden.

(c) Falls x* ¢ Z™, finde eine trennende Hyperebene Hx <y mit x* ¢ P*N{x €
RM"Hx <v} 2 S.

(d) P! PEN{x € RYHx < v}
(e) ke—k+1

Aktuelle Version: 29. April 2025.
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