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ibernommen worden.
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chen Veranderungen kommen!

Passau, Februar 2025
Prof. Dr. Tobias Harks
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Kapitel 1

Einfiihrung

Im Wesentlichen befasst sich die Lineare Algebra mit der Theorie der Losung von linearen

Gleichungssystemen (LGS).

Einfiihrendes Beispiel

Wir werden dies nun an einem kleinen Beispiel erlautern:
Betrachte folgendes lineare Gleichungssystem:

2x+3y =1
x+2y=1

in den Variablen x,y € R[f| Aus der Schule kennen wir das Eliminationsverfahren: Wir

16sen die erste Gleichung nach x auf

= 1
—2 2Y
und setzen den Term fiir x in die 2. Gleichung ein:

1 3
S Zy+oy=1.
5 oYty

Diese Gleichung kénnen wir nach y auflosen und erhalten

y =1
Nach dem Einsetzen von y = 1 in den Term x = % — %y erhalten wir x = —1 und somit
ergibt sich eine Losung x = —1,y = 1. Folgende Fragen treten unmittelbar auf:

e Ist dies die einzige Liosung dieses Gleichungssystems ? Bei dieser Frage muss natiirlich
geklart ein, in welcher Menge gesucht werden darf (im Beispiel suchen wir Werte fiir

x und y im Zahlenbereich R).

e Kann es sein, dass fiir ein LGS keine oder (unendlich) viele Losungen existieren ?

'In dieser Vorlesung gehen wir davon aus, dass die Mengen N, Z, Q, R (aus der Schule!?) bekannt sind.
Eine prazise Definition von R wird iiblicherweise in der Analysis 1 Vorlesung erfolgen.
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e Welche Struktur haben Losungsmengen ?

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Struktur von Losungen und den Ein-
gabeparametern (hier die auftretenden Koeffizienten und die Zahlen der rechten
Seite des LGS)?

e Kann man Losungen von LGS effizient (mit einem Algorithmus) berechnen ?

Wir illustrieren einige der aufgeworfenen Fragen mittels eines weiteren Beispiels. Ange-
nommen wir parametrisieren das obige LGS mittels zweier Parameter a,b € R in der
Form:

2x+3y=1
x+ay=>

wiederum in den Variablen x,y € R.

Mittels gleichem Vorgehen erhalten wir

1 3

Diese Gleichung konnen wir nach y auflosen und erhalten fiir a # %:

1

a—

1
Y= (b—g)-

3

[\

Einsetzen des Wertes fiir y in die 2. Gleichung liefert die Gleichung:

1 1
2 — ) =1
x+3<a_3(b 2)) ,

2

welche wir nach x auflosen konnen:

3/2 1
x=1/2— <aig(b—2)>.

Fiir die konkreten Werte a = b = 1 ergibt sich z.B. die Losung

1 1
Yy (_1/2> 5 x=1/2+3/

Bei unserer Rechnung haben wir (aufer der Bedingung a # %) “keine Information verlo-
ren”, so dass es fiir ein Paar von beliebigen aber festen Parametern (a, b) mit a # %, beR

genau eine Losung der Form

3/2 1 1 1
o (32,0-3) 2 p0-3)

gibt. Was passiert denn nun fiir den Fall a = 3/2,b € R 7 In diesem Fall, bei Beibehaltung

[\e1[M]

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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der Eliminationslogik, ergibt sich:

1 3

was
Ly

ergibt. Wenn jedoch eingangs b # 1/2 galt, bekommen wir hier einen Widerspruch und

somit kann unser LGS fiir den Fall a = 3/2,b # 1/2 keine Losung besitzen. Bleibt nun

der Fall a = 3/2,b = 1/2 iibrig. Fiir diesen Fall erfiillt offensichtlich jedes y € R die

2. Gleichung

1 3
§—§y+ay—b

und somit ist — bei Erfiillung der 1. Gleichung — diese 2. Gleichung immer erfiillt und
enthdlt daher keine neuen Informationen. Somit konnen wir die gesamte Losungsmenge

basierend auf der 1. Gleichung darstellen:
{(1/2—3/2y,y)ly € R} C R%.

Diese Menge ist eine Gerade im R? und enthilt offensichtlich unendlich viele Lésungen
des LGS.

Wir haben also gesehen, dass abhadngig von der Wahl der Parameter a,b des LGS, die
Losungsmenge entweder einelementig (im Fall a # 3,b € R), leer (im Fall a = 3,b # 1/2)
oder unendlich gross (im Fall a = %, b =1/2) ist und in diesem letzten Fall einer Gerade

im R? entspricht.

In Verlaufe der Vorlesung werden wir den Einfluss der Eingabeparameter auf die Struk-
tur der Losungsmengen systematisch untersuchen. An dieser Stelle sei allerdings explizit
darauf hingewiesen, dass wir in der Vorlesung die obigem Fragestellungen aus einem ab-
strakteren Standpunkt aus beleuchten (die Rechenoperationen + und - werden allgemeiner
aufgefasst und axiomatisiert und die Menge R in der wir Losungen suchen wird allgmei-
ner aufgefasst was zu den Begriffen Gruppen, Ringe, Korper, Vektorrdume fiihrt). Die
Losungen eines LGS werden abstrakter aufgefasst als Nullstellen von (affinen) linearen
Abbildungen. Diese Abstraktionen vereinfachen manche Beweise aber vor allem fiihren sie
zu einer sehr schonen und machtigen Theorie, die in anderen Gebieten der Mathematik

wie auch in anderen Wissenschaftsgebieten zahlreiche Anwendungen findet.
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Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wie oben schon beschrieben, wollen wir mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen
16sen, und daher bewegen wir uns im reellen Standardraum der Dimensionﬂ n:
X1

n X2 .
RY"=<x = xiERA=1,...,n

Xn

R™ ist die Gesamtheit der geordneten Tupel (auch Vektoren genannt) von rellen Zahlen.
Die Ordnung ist wichtig an dieser Stelle, denn zwei Elemente x,y € R" sind genau dann
gleich, d.h. x =y, wenn x; = y; fiir alle i = 1,...,n. In der linearen Algebra werden wir
mit den Vektoren rechnen und die grundlegenden Operationen sind die Addition von zwei
Vektoren und Multiplikation mit einer Zahl definiert durch:

X1+ Y1 AX1
X4y = : , Aex = : fir A € R.
Xn + Yn AXn

Definition 1.1 (Lineare Gleichungssysteme). Seien n,m € N :={1,2,...}. Eine lineare

Gleichung iiber R" in den Variablen xi, ..., X, ist eine Gleichung der Form

aiXi+ -+ anxn = b,

X1
wobei ai,...,a, € R die Koeffizienten der Variablen sind. Ein Tupel x* = : ist
X
eine Losung der Gleichung, falls gilt:
aix] + -+ anx;, =b.
Ein lineares Gleichungssystem (LGS) iiber R™ in den Variablen xi,..., X, besteht aus

m solchen linearen Gleichungen:

aii1Xi + -+ AQipXp = b1

a21X1 + - -+ + danxn = by

2Was genau unter dem Begriff Dimension zu verstehen ist, wird spater erklart.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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AmiX1 + -+ QmnXn = by,

wobei wiederum ai; € R,1 <1 <m,1 <j <n die Koeflizienten der Variablen sind.

Wir werden nun eine kompakte Schreibweise fiir LGS mittels Matrizen einfiihren.

Definition 1.2. Seien n,m € N. Eine m x n Matrix mit Eintrdgen aus R ist gegeben
durch

A = (ajj)1<i<m,1<j<n-

Dargestellt werden Matrizen mittels eines Schemas, der sogenannten Matrix-Darstellung,

welche durch m Zeilen und n Spalten gekennzeichnet ist:

ai; ... Qin

a1 ... Q2n
A pu—

aAm1 ... Qmn

Die Menge der m x n Matrizen mit Eintrdgen aus R wird mit M(m x n, R) bezeichnet.

Wir werden die Zeilenvektoren der Matrix mit a;,i = 1,..., m und die Spaltenvektoren
@ € RY,j =1...,n bezeichnen. Es gilt als

(11j
a; = (aiz,...,ain) und @ =
amj
Desweiteren erhalten wir:

A = (ay)ict,.,m = (@)j1..n-

Die rechte Seite eines LGS wird nun mit einem Vektor b mit m Eintragen beschrieben:

by

b

3Formal ist a; also eine 1 x n-Matrix und o’ eine m x 1-Matrix aber es ist iblich a; als Element des
R™ und o’ als Element des R™ zu identifizieren.
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Wenn wir die Variable (Unbekannte) x auch als Spaltenvektor auffassen:

X1
Xn
und ein Produkt zwischen einer Matrix A und einem Vektor x erklaren:

a11X1 + -+ AinXn

a21X1 + -+ -+ QanXn

Clm1X1 + tt + aman

so erhalten wir die folgende kompakte Schreibweise fiir ein LGS:
Ax =Db.

In dieser Schreibweise nennt man A die Koeflizientenmatrix. Fiir das LGS Ax = b nennt

man das Tupel (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix:

aj; ... Qin bl
asz1 ... Q2n bg
(A,b) ==
Qmi --. Qmn bm

An dieser Stelle sei erwahnt, dass es in der Mathematik {iblich ist, die Summation von
Termen wie z.B. aj1x1 + -+ + ainxn mit dem Summensymbol ) abzukiirzen:

k
cl—i—--'—i-ck::ch.
j=1

Also erhalten wir:

n
a11X1 + -+ AipXn = E agiX;.
j=1

Definition 1.3. Fiir A € M(m x n,R),b € R™ bezeichne Lés(A, b) die Losungsmenge
des LGS Ax =D, d.h.,
Los(A,b) :={x € R"|Ax = b}.

Nun werden wir uns der Frage widmen, wie sich die Lésungsmenge Los(A, b) eines LGS
berechnen lasst.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beispiel 1.4. Betrachte ein LGS in den Variablen xi, X2, X3:

X1+2X2+2X3:6
2x9 + 2x3 =4
X1+ 2Xo+x3 =26

Dieses LSG hat nicht die schone Gestalt, dass man direkt eine Variable isolieren kann.
Wir kénnen aber die 3. Gleichung verdandern, indem wir die 1. von der 3. subtrahieren:

X1+ 2%x2 +2x3 =6
2X2+2X3:4

—X3 =0

Indem wir die 3. Gleichung mit —1 multiplizieren erhalten wir x3 = 0. Einsetzen in die 2.

Gleichung liefert x5 = 2 und wiederum Einsetzen in die 1. Gleichung liefert: x] = 2.

Eine wichtige Frage ist, ob durch obige Gleichungsumformungen eventuell Losungen ver-
loren gehen konnen.

Definition 1.5 (Elementare Zeilenumformungen). Sei A € M(m x n,R). Folgende Um-

formungen heissen elementare Zeilenumformungen:
1. Vertauschung zweier Zeilen (Typ 1).
2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A € R* := R\ {0} (Typ 2).

3. Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur k-ten Zeile, wobei k # j und A € R
(Typ 3).

Wir erhalten folgenden Satz.

Satz1.6. SeiA € M(mxn,R),b € R™ und nehme an, dass (A’,b’) durch endlich viele
elementare Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix (A,b) entstanden

ist. Dann gilt:
Los(A,b) = Los(A’,b’).

Beweis. Da wir nur endlich viele elementare Zeilenumformungen betrachten, konnen wir
uns auf zwei aufeinander folgende Zeilenumformungen beschranken, denn dann gilt die
gewiinschte Eigenschaft ja weiterhin (nach Anwendung eines der Typen I—III)EI

Typ 1 ist klar.

Typ 2: auch klar, da fiir alle A € R*: 3 ') ayjxj = bj & 3 1; Aagjxj = Ab.

4Vigl. das Prinzip der Induktion, siehe Satz
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Typ 3: Betrachte j # k und A € R. Da alle anderen Gleichungen unverandert bleiben, ist
folgendes zu zeigen:

ay1X1 + -+ QgnXn = bk

(1.1)

aj1X1 +---+ AjnXn = b)'

gilt, genau dann wenn fiir A € R gilt:

ag1X1 + -+ QgnXn = bk

(1.2)
(Cljl + )\akl)xl + -+ (a]-n + ?\akn)xn = bj + Aby.

Sei erfiillt fiir x € R™. Addiere Aaxix1 + - - - + AagnXn = Aby zur zweiten Gleichung
von und wir erhalten (aj; +Aaxi)x1 + -+ + (@jn + Adn)xn = bj + Aby. Umgekehrt,
sei erfillt fiir x € R™", A € R. Subtrahiere das A-fache der ersten Gleichung von der
zweiten Gleichung von und wir erhalten (|1.1)). O

Das Eliminationsverfahren von Gauss

Nun werden wir ein konkretes Verfahren kennenlernen, welches die Menge Los(A, b) an-
gibt. Die Idee zur Bestimmung einer Losung ist es, das LGS mittels elementarer Zeilenum-
formungen so darzustellen, dass iterativ eine Variable explizit bestimmbar ist und dann
diese in die iibrigen Gleichungen eingesetzt werden kann. Wir veranschaulichen dies am

Beispiel

X1+ 2X9 +2x3 =6
2x9 +2x3 =4
X1+2X2+X3:6

Mittels der erweiterten Koeflizientenmatrix erhalten wir alternativ:
12216
(A,b)=1]0224

12116

Im Folgenden werden wir die Abtrennung der letzten Spalte mit | weglassen. Nach einer

elementaren Zeilenoperation hatten wir das LGS iiberfiihrt in die Form:

X1+2X2+X3:6
2X9 +2x3 =4

—X3:0

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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mit der erweiterten Koeffizientenmatrix

12 1 6

(AP )=10 2 2 4

00 -1 0
In dieser sogenannten Zeilenstufenform der erweiterten Koeffizientenmatrix konnten wir
nun direkt die Losung fiir x3 von der dritten Zeile ablesen x5 = 0 und diesen Wert in die

2. Gleichung einsetzen, um x5 = 2 zu bestimmen, und so weiter. Um dieses Vorgehen zu

formalisieren, werden wir den Begriff der Zeilenstufenform einer Matrix definieren.

Definition 1.7 (Zeilenstufenform). Eine Matrix A € M(m x n,R) ist in Zeilenstufen-
form, falls folgendes gilt:

1. Es gibt eine Zahl r € NU{0} mit 0 < r < m, so dass a; # 0,1 < i < r und
a=0i=r+1,...,m.

2. Fiir 1 <1i < r definiere
ji = min{j : ayj # 0}
als den kleinsten Index einer Spalte 1 < j < m, so dass ein Eintrag aj # 0
vorkommt. Fiir diese Zahlen fordern wir:

j1<j2 <0 <jr.

Die Zahl r gibt die Anzahl der Stufen von A an und die besonderen Eintrage aj;, fir
1 <1< r heiflen Pivots. Wichtig ist, dass der Fall r = 0 zulédssig ist. In diesem Fall sind

alle Eintrage von A gleich 0!

Wir geben zunachst ein konkretes Beispiel.

Hierist m=4,n=7,1r=3,j1 = 2,j2 = 3,j3 = 6. In Abbildung[1.3]ist eine allgemeine Ma-
trix in Zeilenstufenform angegeben. Wir zeigen nun, dass jede Matrix A durch elementare

Zeilenumformungen in eine Zeilenstufenmatrix tiberfiihrt werden kann.

Lemma 1.8. Sei A € M(m x n,R) und s € {0,...,m} und j1,j2,...,js € {1,...,n}, so
dass Folgendes gilt:
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ain (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%)
0 |ax (x) (x) (x) (x) (%) (%)
0 0 0 |ass (%) (%) (%) ()
0 0 0 0 0 0 |agw (¥) evv v e von (¥
A
0 0 o0 0 | an (%) (*)
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 O

Abbildung 1.1: Allgemeine Matrix in Zeilenstufenform.

Lojir<je<---<js,
2. aj=0firalleic{l,...,shj=1,...,ji—1, aij, #0
3. ai]-:0fi'1r alleiE{s—l—l,...,m},j6{1,2,...,)'5}.

Dann ist A entweder schon in Zeilenstufenform oder es gibt eine Matrix A’, die durch ele-
mentare Zeilenumformungen aus A hervorgeht und fiir die gilt: Es gibt js+1 € {0,...,n},
so dass gilt:

i jl<j2<"'<js<js+1:
° ai’j:0fﬁrallei€{1,...,s+1},j:1,...,]'1—1, und a{ji;éO

° ai’j =0fliralleie{s+2,...,m},j €{1,2,...,js41}

Beweis. Falls ajj = Ofiirallei € {s+1,...,m},j € {js+1,...,n}, so hat A Zeilenstufenform

und das Lemma ist bewiesen. Anderenfalls sei
js+1 :=min{j € {1,...,n}|Fi € {s +1,..., m} mit aj # 0}.
Wegen [3] gilt js11 > js. Sei
k:=min{i € {s+1,...,m}: a;,,, # 0}

Wir kénnen nun 0.B.d.A. annehmen, dass a1, , 7# O (sonst vertausche (s 4 1)-te Zeile

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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mit der k-ten Zeile). Fir i € {s +2,..., m} setze

Al e ai7js+1 .
a5+11js+1
Indem nun fiir i € {s+ 2,..., m} das A;-fache der (s + 1)-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert,
erhdlt man eine Matrix A’ mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Wir erhalten nun den zentralen Satz der oben versprochene Ergebnis liefert.

Satz 1.9. Sei A € M(m x n,R). Dann ist A durch elementare Zeilenumformungen in

eine Zeilenstufenmatrix A’ iiberfithrbar.

Beweis. A erfiillt die Voraussetzungen von Lemma mit s = 0. Durch hochstens m-
malige Anwendung der elementaren Zeilenumformung wie im Beweis von Lemmal1.8|erhalt
man eine Zeilenstufenmatrix A’. Beachte, dass die Anzahl der Stufen durch eine Anwen-
dung der elementaren Zeilenumformung (wie im Beweis von Lemma um 1 erhoht
wird. O

Bemerkung 1.10. Die iterative Anwendung der elementaren Zeilenumformung wie im

Beweis von Lemma [1.8] ergibt den sogenannten Gauss-Algorithmus.

Wir geben ein Beispiel an.

Beispiel 1.11.
001209
0 3 45 9
A=
0 6 7 8 9
099 99

Fir A ist im Sinne von Lemma [1.8] s = 0. Wir erhalten jgy; = j1 = 2 und k = 2, weil
aiz = 0 aber agy # 0. Durch Vertauschen der 1. mit der 2. Zeile erhalten wir (der 0.B.d.A.
Schritt!):

0 3 459
00129
0 67 89
0 99 99

Addiere nun zur 3. Zeile das —2-fache der 1. Zeile und zur 4. Zeile das —3-fache der 1.
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Zeile und wir erhalten:

00 -1 -2 -9

0 0 -3 —6 —18

An dieser Stelle habe wir die Anzahl der Stufen von 0 auf 1 erhoht mit dem Pivotelement

aj, = 3. In der ndchsten Iteration starten wir nun mit s = 1,j; = 2. Wir bestimmen
js+1 = 3,k = 2. Addiere nun zur 3. Zeile die 2. Zeile und zur 4. Zeile das 3-fache der 2.
Zeile und wir erhalten:

0 3 459

001209

0 00 0O

0 0009

Vertausche 3. und 4. Zeile und erhalte:

Diese Matrix ist in Zeilenstufenform.

Wir erhalten nun folgenden Zusammenhang zur Losbarkeit des LGS Ax = b:

Satz 1.12. Sei A € M(m x n,R) in Zeilenstufenform, b € R™, r € {0,..., m} die
Anzahl der Stufen und j; < --- < j, die Indizes der Pivotspalten. Dann gilt:

1. Los(A,b) A0 &S by =+ =by =0.
2. Falls Los(A,b) # 0, so gilt
]_ n
Los(A,b) = {x €RY|xj, = — | bi— > ayx | firie{l,...,n
i j=iit+l
Insbesondere sind alle x; fiir j ¢ {j1,...,j:} frei wihlbar, wéhrend die Werte fiir
Xj;, .., Xj, durch die obigen Gleichungen festgelegt sind.
Beweis. Falls Los(A,b) # () so muss natiirlich by, ; = --- = by, = 0. Alle anderen Impli-

kationen ergeben sich durch sukzessive Einsetzen der Werte von x;, (in der Reihenfolge

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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l=r,...,1) in die jeweils obigen Gleichungen. ]

Insgesamt erhalten wir nun einen Algorithmus, der die Lésungsmenge Lés(A, b) bestimmt:

1. Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A,b) wird mit Hilfe elementarer Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform (A’, b’) gebracht. Mit Satzwissen wir, dass Lés(A, b) =
Los(A’,b’) gilt.

2. Mithilfe von Satz wird dann Los(A’, b’) gelost.
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Kapitel 2

Grundbegritte

Quantoren, Implikationen und Aquivalenzen

Mathematische Symbole dienen haufig als Abkilirzungen bzw. als kompakte Schreibwei-
se flir bestimmte Sachverhalte oder Beziehungen von Aussagen zueinander. Die beiden

wichtigsten Beispiele sind die Quantoren:

V bedeutet “fiir alle”
3 bedeutet “es existiert (mindestens ein)“

3! bedeutet “es existiert genau ein*.

Beispiel 2.1.
VzeQ3d(peZ,qeN) :z=p/q

In Worten: fiir jede rationale Zahl z existiert (mindestens) ein Paar p, q mit p ganzzahlig
und q natiirliche Zahl, so dass z dargestellt werden kann in der Form z =p/q.

Eine Aussage wird hier nicht exakt definiert aber wir geben einige Beispiele:
e Der Himmel ist blau (je nach Wetterlage wahr oder falsche)
e 2> 1 (wahr)
e 7 ist durch 3 teilbar (falsch)

Wir nehmen an, dass eine Aussage stets entweder wahr oder falsch ist, aber nicht beides
zugleich. Es gibt natiirlich manche Aussagen, von denen nicht bekannt ist ob sie wahr
oder falsch sind (siehe die offenen Probleme der Mathematikforschung). Wenn aus einer
Aussage A die Aussage B folgt, so schreibt man

A = B.

Es wird auch gesagt: A impliziert B. Etwas formaler konnen wir A = B als Aussage
auffassen und dann mittels einer Wahrheitstafel definieren, ob sie abhangig von der Wahr-

21
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heitsbelegung von A und B wahr oder falsch ist:

A B|A=B
w w w
w f f
f w w
f f w

A = B ist wahr, falls die Voraussetzung A falsch oder die Folgerung B wahr ist. A = B
ist falsch, falls die Voraussetzung A wahr und die Folgerung B falsch ist.

Die Beziehung
A&B

bedeutet dass B die Aussage A impliziert und ist gleichbedeutend mit
B = A.

Aussagen koénnen logisch mittels der “und” und “oder” Beziehung verkniipft werden um

neue Aussagen zu generieren:

A A B : Aussage A und Aussage B
AV B : Aussage A oder B (oder beide)
—A : das Gegenteil von Aussage A (Negation)

Je nach Wahrheitsbelegung von A und B konnen wir die Wahrheitsbelegung von obigen

Aussagen definieren:

A B|AAB

W w w

w f f
f w f
f f f

Wenn sowohl aus A die Aussage B folgt als auch B die Aussage A impliziert, dann heissen

A und B aquivalent bzw. A gilt genau dann, wenn B gilt und man schreibt:
A & B.

Wir kénnen A & B auch als die Aussage (A = B) /A (B = A) auffassen.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Ubung 2.2. 1. Stelle die Aussagen AV B,—A, A & B abhangig von der Wahrheits-
belegung von A und B mittels Wahrheitstafeln dar.

2. Zeige: (A= B) & (—B = —A).
Einige wichtige Beweistechniken finden sich hier:

Bemerkung 2.3. Es gibt verschiedene Beweistechniken, um eine Aussage der From
A = B zu beweisen.

1. Direkter Beweis: Unter der Annahme, dass A wahr ist, schliess man direkt, dass
auch B wahr sein muss.
Beispiel:
neN=n+(n+1)+ (n+2) durch 3 teilbar.

Beweis: der Nachfolger der Zahl n € N ist die natiirliche Zahl n + 1. Wir rechnen:
n+n+1)+n+2)=3n+3=3-(n+1) und somit ist diese Implikation wahr.

2. Beweis per Kontraposition: =B = —A.
Beispiel: a? ungerade fiir a € N = a ungerade. Angenommen es gilt a gerade.
Somit 3k € N mit a = 2 - k. Wir rechnen a? = (2-k)? = 22 - k? und somit ist a?

durch 2 teilbar also eine gerade Zahl.

3. Beweis per Widerspruch: Wir nehmen an, dass die Aussage A = B falsch ist
und fithren dies zum Widerspruch. Dies bedeutet (siehe Wahrheitstafeln aus den
Ubungen), dass A wahr ist, B jedoch falsch ist, und dies zusammen zu einem
Widerspruch gebracht wird.

Beispiel: a? ungerade fiir a € N = a ungerade. Sei nun a? ungerade und a gerade.
Wie vorhin erhalten wir a = (2 - k)2 = 22 - k? und somit a? gerade, Widerspruch!

Mengen und Abbildungen

Eine intuitive Definition einer Menge wurde von Georg Cantor gegeben: Eine Menge ist
eine Zusammenfassung von bestimmten unterscheidbaren Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Sei eine Menge mit M bezeichnet. Ein Objekt x dieser Menge wird als Element von M
bezeichnet und wir schreiben mathematisch x € M. Falls x kein Element von M ist,
schreiben wir x ¢ M. Endliche Mengen kénnen durch Angabe ihrer Elemente angegeben
werden in der Form

M = {x1,X2, ..., Xn}

wobei n € N dann die Anzahl der Elemente ist, falls die Elemente paarweise verschieden

sind, d.h., x; # x;Vi # j. Die einfachste unendliche Menge sind die natiirlichen Zahlen:

N:={1,2,3,...}
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Unendliche abzdahlbare Mengen konnen in der Form

M :={x1,%2,...}

beschrieben werden, das heisst sie werden durch die natiirlichen Zahlen fortlaufend indi-

ziert.

Beispiel 2.4. Wir geben einige Beispiele von solchen Mengen:

e Leere Menge: ()

Menge N ={1, 2, 3, ...} der natiirlichen Zahlen.

Menge Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen.

Menge Q = {3 ’ z € Z,n € N} der rationalen Zahlen.

Menge aller Primzahlen zwischen 2 und 10 (also M = {3, 5, 7}).

Die natiirlichen Zahlen kénnen miteinander addiert und multipliziert werden (wie aus
der Schule bekannt) und weiterhin gilt, dass N total geordnet ist, d.h. wir filhren eine
Relation'| < zwischen zwei Elementen ein, welche folgendermafen definiert ist

m<n:&dkeN: m+k=n.

Die Relation < definiert eine (starke/strikte) totale Ordnung auf N, also eine transitive
Relation, sodass fiir alle m,n € N genau eines von m < n,m = n und m > n gilt. Wir

wollen nun folgendes Prinzip als wahr annehmen:
| Annahme 2.5. Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.
Mit diesem Prinzip konnen wir das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion einfiihren.

Satz 2.6 (Vollstandige Induktion). Fir n € N sei A(n) eine Aussage. Folgende Bedin-
gungen seien erfiillt:

e Induktionsanfang: A(1) ist wahr.

e Induktionsschluss: Sei n € N: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Beweis. Wir zeigen dass das Prinzip der vollstandigen Induktion aus dem Prinzip des

kleinsten Elements folgt. Definiere dazu die Menge

M :={n € NJA(n) ist falsch.}.

1Vgl. Kapitel , wo Relationen und Abbildungen eingefiihrt werden.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Falls M = (), ist nichts mehr zu zeigen. Sei also M # (). Dann ist natiirlich M eine
Teilmenge der natiirlichen Zahlen und hat mit Annahme ein kleinstes Element, sagen
wir k € N. Da A(1) nach Voraussetzung wahr ist, muss k > 1 gelten. Setze { :=k—1 € N.
Nach Definition von M ist A ({) wahr und mit dem Induktionsschluss auch A({+1) = A(k),
Widerspruch. Also muss M = () gelten. O

Definition 2.7. Seien X,Y zwei Mengen. X ist eine Teilmenge von Y, d.h. X C Y, genau
dann, wenn gilt
XCY &xeX=xeY.

Der Doppelpunkt vor & ist so zu verstehen, dass das Objekt (oder in unserem Fall eine
wahre Aussage) links vom Doppelpunkt definiert wird. Die Negation von X C Y wird
geschrieben als X ¢ Y. Es gilt

X=Y&XCYundYCX.

Ist X C Y und X # Y so schreiben wir X C Y.

Eine besondere Menge stellt die leere Menge () = { } dar. Die leere Menge ist Teilmenge
jeder Menge Y, weil die Aussage Vx € () : x € Y wahr ist.

Teilmengen werden haufig liber bestimmte Eigenschaften der Elemente definiert, z.B. in
der Form
{x € X : Eigenschaft E(x) ist erfiillt}

Die Menge aller Teilmengen einer Menge Y heisst Potenzmenge:
PY):={X : XCYL
Definition 2.8 (Mengenoperationen). Fiir zwei Mengen X, Y definieren wir:
1. Vereinigung X UY von X und Y als
XUY ={x: xeX)VxeY)}

Fir Indexmengen I konnen wir die Vereinigung von Mengen Xj,i € I definieren
als:
UetXi:={x : (Fiel: xe X))}

2. Durchschnitt XNY von X und Y als
XNY:={x: xeX)A(x€Y)}

Fiir nicht-leere Indexmengen I konnen wir den Durchschnitt von Mengen Xj,i € 1
definieren als:

NierXii={x : (Viel: xeX)}
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3. Differenzmenge X\ Y von X und Y als

X\Y:={x : xeX)A(x€Y)}

4. Kartesische Produkt X x Y von X und Y als

XxY:={(xy) : xeX)A\(yeY)}

In natiirlicher Weise lasst sich das kartesische Produkt auf n Mengen Xj, - - - , X;, erweitern:
Xy X oo x Xy i={(x1,...,%n) : (xi € Xy)Vie{l,...,n}}

Ist Xy = -+ = Xy, so schreiben wir X" := X x --- x X.

Definition 2.9. Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen X und Y ist eine Zuordnung
von Elementen aus X auf Elemente von Y, die jedem Element x € X ein eindeutiges
Element f(x) € Y zuordnet. Man schreibt

f:X=Y, x— f(x).

Hier heisst X der Definitionsbereich (oder Urbildbereich) und Y der Wertebereich (oder
Zielmenge) von f.

Wir kénnen mit einer Abbildung f : X — Y auch Teilmengen M C X abbilden bzw. fiir
Mengen N C Y ihre Urbilder unter f angeben:

fM):={yeY : IxeMmit f(x) =y} C Y, f1{N):={xeX: f(x) e N} C X.

Hier heisst f(M) C Y das Bild von M C X unter f und f~!(N) C X das Urbild von N C Y
unter f. Fiir M C X ist die Abbildung

flm : M =Y, x— f(x),

die Beschrankung von f auf M.

Fiir zwei Abbildungen f: X — Y und g : X — Y definieren wir

f=g:&VxeX:f(x)=g(x).

Mit Abb(X,Y) bezeichnen wir die Menge der Abbildungen von X nach Y.

Fiir einelementige Mengen N = {y} C Y schreibt man oft auch kurz f~1(y) = f1({y}).
Aber Vorsicht: f~! ist trotzdem keine Abbildung von Y nach X, da auch f~!(y) eine Teil-
menge von X (und kein Element von X) ist. Insbesondere kann f~!(y) mehrere Elemente
enthalten oder leer sein.

Wir werden nun wichtige Eigenschaften von Abbildungen festhalten.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Definition 2.10 (Eigenschaften von Abbildungen). Eine Abbildung f : X — Y heisst

e injektiv, falls fiir alle x,x’ € X gilt: f(x) = f(x') = x =x’.
e surjektiv, falls es fiir alle y € Y ein x € X gibt, mit f(x) =y, d.h., f(X) =Y.

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Falls f bijektiv ist, so gibt es zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(x) =y und in diesem
Fall konnen wir eine Umkehrabbildung

1Y X, y—ox=~f1y) mit f(x) =y
definieren | Wir halten folgendes Lemma fest.

| Lemma 2.11. Wenn f: X — Y bijektiv ist, dann ist auch ! : Y — X bijektiv.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f~! injektiv ist. Dazu sei f~!(y) = f!(y’). Wir erhalten

Um Surjektivitidt von f~! nachzuweisen betrachten wir x € X beliebig. Wir erhalten x =
f~1(f(x)) und somit ist f~! surjektiv. O

Im obigen Beweis hatte wir zwei Abbildungen hintereinander ausgefiihrt. Diese Operation

werden wir nun formal einfiihren und ein eigenes Symbol dafiir spendieren.

Definition 2.12. Fiir zwei Abbildungen g : X — Y und f : Y — Z definieren wir die

Hintereinanderschaltung f o g von f und g durch

fog:X—Z, x— f(g(x)).

Eine wichtige Abbildung ist die sogenannte Identitadt, welche fiir eine Menge X als idx
definiert ist:
idy : X=X, x— x.

Wir erhalten eine alternative Charakterisierung von Injektivitat, Surjektivitat und Bijek-
tivitat.
Lemma 2.13. Sei f: X — Y eine Abbildung mit X # (). Dann gilt:
1. finjektiv & es gibt eine Abbildung g : Y — X mit g o f = idy.

2. f surjektiv & es gibt eine Abbildung g : Y — X mit fo g =idy.

2 Ausnahmsweise verwenden wir hier eine Doppelnotation, f~! sowohl fiir Urbilder als auch fiir Um-
kehrabbildungen im Falle bijektiver Abbildungen.
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3. f bijektiv & es gibt eine Abbildung g : Y — X mit gof =idx und fo g =1idy. In
diesem Fall ist g = f 1.

Bewezs. Zu =: Sei f injektiv, d.h., zu jedem y € f(X) gibt es genau ein x mit f(x) =y
und wir definieren g(y) := x. Fiir y € Y\ f(X) definieren wir g(y) := xo fiir xog € X beliebig.
Dies ergibt eine Abbildung g: Y — X mit go f =idx.

&: Sei umgekehrt g : Y — X mit g o f = idx gegeben. Fiir x,x’ € X mit f(x) = f(x’)

rechnen wir nach

x =idx(x) = g o f(x) = g o f(x') = idx(x') = X"

| Ubung 2.14. Beweise die verbliebenen Punkte [2| und

Eine wichtige Klasse von Abbildungen sind die Projektionen.
Beispiel 2.15. Eine Abbildung der Form

T o Xy X oo X Xy = Xi, (X1, .00, Xn) — X4
heisst Projektion und bildet Tupel der Form

X = (X1,...,%Xn) mit x; € X;,i=1,...,n,

auf ihre i-te Komponente ab.

2.2.1 Aquivalenzrelationen

Fiir manche Anwendungen mochte man je zwei Elemente einer Menge beziiglich bestimm-
ter Charakteristika “sortieren”. Zum Beispiel sind im Supermarkt alle Apfel, Bananen,
Birnen, etc. jeweils in einem eigenen Bereich (z.B. Apfelkorb, Bananenkorb etc.) zusam-
mengefasst. Je zwei Elemente konnen nun verglichen werden und entweder sind sie von der
gleichen Charakteristik (z.B. zwei Apfel) oder eben nicht. Eine solche Zerlegung von Men-
gen kann mittels Aquivalenzrelationen modelliert werden. Man schreibt allgemein x ~ y
fiir eine Relation zwischen zwei Elementen x,y € X einer Menge X # () und fiir unser
Beispiel oben wiirde x ~ y bedeuten, dass x und y die gleiche Charakteristik besitzen (wie
z.B. zwei Apfel). Eine Relation ist durch ihren Graphen R C X x X beschrieben, wobei

(x,y) ER&x~y. (2.1)

Eine Relation auf X kann somit durch die Angabe einer solchen Teilmenge R beschrieben
werden, wobei das Zeichen ~ dann durch ((2.1)) erklart ist.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Definition 2.16. Fine Relation ~ heisst Aquivalenzrelation auf einer Menge X # 0,
wenn fiir beliebige x,y,z € X gilt:

Al: x ~x (Reflexivitat)
A2: x ~y = y ~ x (Symmetrie)

A3: (x ~y und y ~ z) = x ~ z (Transitivitat)

Fiir x ~y sagt man auch: x und y sind aquivalent.

Wir kommen nun auf unser “Obst” Beispiel zuriick und werden fiir die speziellen Teilmen-

gen der Apfel, Bananen, etc. einen eigenen Begriff einfithren: Aquivalenzklassen.

Definition 2.17. Fiir eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X # () heisst eine
Teilmenge A C X eine Aquivalenzklasse, falls gilt:

1L.A#D

2.x,yeA=x~y

3.xeA,yeX,x~y=ycA

Lemma 2.18. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X +# (). Dann gehort jedes
Element x € X zu genau einer Aquivalenzklasse A beziiglich ~. Insbesondere triagt das
Mengensystem der Aquivalenzklassen eine spezielle laminare Struktur, das heisst,

A, A’ Aquivalenzklassen == A = A’ oder AN A’ = 0.

Beweis. Fir ein festes a € X definiere
A={xeX:x~al

Wir werden zeigen, dass A eine Aquivalenzklassen ist, die a enthélt. Weil ~ reflexiv ist,
gilt natiirlich a € A und somit A # (). Fir x,y € A gilt x ~ a und y ~ q, also folgt mit
und [A3|dass x ~ y gilt. Sei nun x € A,y € X und x ~ y. Es folgt, dass x ~ a und mit x ~y
sowie und folgt, dass auch y ~ a gilt, was y € A zeigt. Also ist A in der Tat eine
Aquivalenzklasse die a enthélt.

Wir miissen noch zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen A, A’ entweder gleich oder disjunkt
sind. Angenommen a € A’ NA. Flir x € A gilt a ~ x und mit a € A’ gilt auch x € A/,
also A C A’. Dieses Argument kénnen wir auch mit x € A’ beginnen lassen, was dann zu
A’ C A fiihrt, also insgesamt A = A’. O

Der obige Beweis nutzt die Konstruktion einer Aquivalenzklasse, in der fiir ein festes

a € X die Menge {x € X : x ~ a} definiert wird. Hierfiir werden wir nun ein eigene
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Notation benutzen:
la :={x € X:x~a}.

Eine Aquivalenzrelation R liefert also eine Zerlegung der Grundmenge X in disjunkte
Aquivalenzklassen. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit X/R oder alternativ auch
mit X/ ~ bezeichnet und man nenn sie die Quotientenmenge. Ordnet man jedem Element
a € X die zugehdrige Aquivalenzklasse [a] zu, in der das Element a enthalten ist, so erhlt

man eine kanonische Abbildung
X=X/~ a— [al.

Das Urbild eines Elements [a] € X/ ~ ist wieder [a] C X und jedes x € [a] heisst Repra-
sentant der Aquivalenzklasse [a].

Beispiel 2.19 (Restklassen). Das Rechnen mit Restklassen ist im Alltag verankert. Wenn
es 9 Uhr morgens ist, dann sagen wir haufig, dass es in 4 Stunden 1 Uhr sein wird.
Die Uhrzeit wird also haufig modulo 12 dargestellt. Sei nun n € N. Wir definieren die

Aquivalenzrelation ~, auf Z wie folgt:
X~ X :©x=x' modn&nteit x—x'"&3JaeZ:x—x' =an.

Wir sehen, dass es genau n Aquivalenzklassen der Form [0], [1],..., [n — 1] gibt. Der ent-

sprechende Quotientenraum ist gegeben durch Z, := Z/~, ={[0], [1],...,[n — 1]}.

Gruppen, Ringe und Korper

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie man mit Elementen einer Menge “rechnen” kann.
Aus der Schule ist bekannt, dass man Zahlen addieren, subtrahieren oder multiplizieren
kann. Diese Operationen werden wir nun etwas allgemeiner auf abstrakten Mengen axio-
matisch einfiithren.

2.3.1 Gruppen

Dazu sei G eine Menge. Eine Verkniipfung von zwei Elementen a,b € G wird als eine
Abbildung * : G x G — G aufgefasst, die (a,b) auf ein Element *(a,b) € G abbildet:

x:GxG—G,(a,b)— x(a,b).

Zur Vereinfachung schreiben wir im Folgenden a * b := %(a, b).

Wir geben ein einfaches Beispiel.

Beispiel 2.20. e Sei G = N und a,b € N. Definiere a*xb := a + b. Es ist leicht
einzusehen, dass tatsdchlich a x b € G gilt fiir alle (a,b) € G x G.

e Sei G=R und a,b € R. Definiere axb :=a - b.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Mengen mit Verkniipfungen *, die besondere Eigenschaften aufweisen, werden im Folgen-
den mit eigenen Definitionen ausgezeichnet.

Definition 2.21. Ein Tupel (G, *) heisst Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfiillt
sind:

G.1 (axb)*xc=ax(bxc) fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz)
G.2 Es gibt ein neutrales Element e € G mit den folgenden Eigenschaften

(i) exa=a fiir alle a € G.
(ii) Zu jedem a € G gibt es ein a™! € G mit a™! * a = e. Ein Element a™! wird

zu a inverses Element genannt.

Eine Gruppe heifit abelsch oder kommutativ, falls aufferdem noch a *x b = b * a fiir alle
a,b e G gilt.

Mit kann man nun bei Mehrfachprodukten die Klammern einfach weglassen:
ax(bxc)=(axb)xc=axbxc.

Bisher wurde a priori nicht verlangt, dass e oder a ™! fiir ein gegebenes a € G eindeutig
sein miissen. Dies folgt aber unmittelbar, denn es gelten folgende Eigenschaften fiir eine
Gruppe.

Lemma 2.22. Sei (G, *) eine Gruppe. Dann gilt:

1. Fiir alle a € G gilt: a * e = a fir ein neutrales Element e € G. Das neutrale
Element e € G ist eindeutig bestimmt.
2. Fiir jedes a € G ist das Inverse a~! eindeutig bestimmt. Fiir alle a,b € G gilt:

e axal

=e
° (afl)fl =a

e (axb)t=blxal
3. Es gelten folgende Kiirzungsregeln:

e AxX=0a*xYy=>X=Yy

e X*xa=Yyxa=x=yy

Beweis. Nach gibt es ein neutrales Element e € G, so dass fiir es fiir beliebiges a € G

1 1

ein Inverses a ! und zu a~! wiederum ein Inverses (a=!)~! mit (a™!)"! x a=! = e gibt.

Daraus ergibt sich:

axal=ex(axal) (Wegen
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(@) txa ) x(axa) (siehe oben)

(

(@)t (@t x(axa™)) (wegen [G.1))
=@ x((atxa)xat) (wegen

(@) tx(exa™) (wegen

(a ) txal (wegen

e (wegen

Somit folgt

-1

axe=ax*(alxa)=(axa sxa=e*xa=a.

Ist e’ ein weiteres neutrales Element, so gilt
!/
e=e xe=e.

Mit diesen Uberlegungen haben wir |1l und den ersten Listenpunkt von [2| bewiesen.

Nun zeigen wir die restlichen Punkte von [2| Ist a’ ein anderes Inverses von a, so gilt:

a'=a'xe (wegen [1])
=a's(axal) (2.2)
=(a'*a)xat (2.3)
—exa * (2.4)
=al (2.5)

Somit ist Eindeutigkeit des Inversen gezeigt. Wir sehen auch, dass mit a * a=! = e folgt,
dass a inverses Element zu a™! ist, d.h., (a™!)™! = a. Des Weiteren gilt:

(b ltxal)x(axb)=blx((at*a)xb)=blxexb=blxb=e.

Der Beweis der Kiirzungsregeln beruht nun auf der Verkniipfung von links bzw. rechts der
ersten Gleichung mit dem inversen Element a 1. O

Wir geben nun einige (Nicht-)Beispiele von Gruppen an.
Beispiel 2.23. 1. G={-1,1}mit axb:=a-b.

2. G=Z mit axb:=a+b.

3. G=R"n>1mitaxb:=a+b.

4. G=R*:=R\{0}mit a*xb:=a-b.

Keine Gruppen sind:
1. G=Nmit axb := a+ b, da mit neutralem Element O die Inversen nicht existieren.

2. G =R mit axb := a-b, da das neutrale Element 1 ist, aber 0 kein Inverses besitzt.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beispiel 2.24. Sei X # () und G := {f : X — X, f ist bijektiv}. Dann ist (G, *) mit
fx f’:=fof’ eine Gruppe. Der Ausdruck f o f’ ist in Def. erklart!

| Ubung 2.25. Verifiziere in Beispiel [2.24) dass (G, %) eine Gruppe ist.

Beispiel 2.26 (Restklassen). Fiir [m], [m'] € Z,,n € N definiere die Addition und Multi-
plikation gemaf:

m] + [m'] == [m+m’] und [m] - [m'] := [mm/].

Ubung 2.27. e Zeige, dass Addition und Multiplikation auf Z, wohldefiniert (das
heifit unabhéngig von der Wahl der Représentanten) ist.

e Zeige, dass (Zn,+) eine abelsche Gruppe ist.

e Zeige, dass (Zn,-) i.A. keine Gruppe ist.

e Zeige, dass (Zy, ) fiir p Primzahl eine abelsche Gruppe ist. Hier ist Z3 := Z; \ {0}.

2.3.2 Ringe

Bei Gruppen gibt es nur eine einzige Verkniipfung. Beim Rechnen mit Zahlen kennen wir
jedoch (mindestens) zwei elementare Verkniipfungen, ndmlich Addition und Multiplika-
tion. Mit einer Verallgemeinerung von Gruppen auf zwei Verkniipfungen werden wir uns

nun beschéftigen.

Definition 2.28. Ein Tupel (R, +, ) mit zwei Verkniipfungen + und - der Form

+:RxR—=R, (a,b)—a+Db (Addition)
-:RxR—R, (a,b)—~a-b (Multiplikation)
heisst Ring, wenn folgendes gilt:
R1: (R, +) ist eine Abelsche Gruppe.
R2: (R, ) erfiillt d.h., die Multipliktation - ist assoziativ.

R3: Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c. (2.6)

Ein Ring R heisst kommutativ, wenn stets a-b =b - a gilt.

Ein Element 1 € R heisst Einselement (oder neutrales Element bzgl. Multiplikation),
wenn 1-a = a-1=a fiir alle a € R gilt. Um unnétige Klammern zu vermeiden, legen
wir fest, dass bei der Anwendung der Verkniipfungen die Multiplikation Vorrang vor der
Addition hat.
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Beispiel 2.29. e (Z,+,") ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

e Fiir n € Nist (Zn,+,-) ein kommutativer Ring mit Einselement.

| Ubung 2.30. Verifiziere die obigen Aussagen.

Man beachte, dass es in Ringen beziiglich der Multiplikation kein Inverses geben muss,
siehe zum Beispiel den Ring der ganzen Zahlen (Z, +, -). Wenn wir hingegen den Ring der
reellen Zahlen betrachten (R, +,-) ist dies jedoch erfiillt. Dies fiihrt uns zu dem Konzept
der Korper (fields auf Englisch).

2.3.3 Korper

Definition 2.31. Ein Tupel (K, +, -) mit zwei Verkniipfungen + und - der Form

+:KxK—=K, (q,b)—a+b (Addition)
KxK—=K, (q,b)—a-b (Multiplikation)

heisst Korper, wenn folgendes gilt:

K1: (K, +) ist eine Abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit 0 € K

bezeichnet und das zu a € K Inverse mit —a.

K2: (K*,-) ist eine Abelsche Gruppe, wobei K* := K\ {0}. Das neutrale Element der
Multiplikation ist hier 1 € K*. Das zu a € K* inverse Element wird mit a!
oder auch 1/a bezeichnet und man schreibt b/a = a='b = ba~!. Beachte, dass wir
soeben und auch im Folgenden das explizite Symbol - der Multiplikation weglassen
und einfach a - b = ab schreiben.

K3: Es gelten die Distributivgesetze, d.h., fiir alle a, b, c € K gilt

a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c. (2.7)

Wir erhalten folgende wichtige Eigenschaften von Korpern.

Lemma 2.32. Sei (K, +,-) ein Korper und a, b, x,y € K beliebig. Dann gilt:
1. 1#£0, d.h. auch, dass ein Korper immer mindestens zwei Elemente hat.
2.0-ca=a-0=0
3.a-b=0&a=0 oderb=0
4. a-(-b)=—(a-b)und (—a)-(—-b)=a-b

5. x-a=y-aunda#0=x=y

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beweis. [1] ist trivial weil 0 ¢ K*.
Zul2l: 0a = (0+0)a = 0O0a+ 0a = 0a = 0 (Gleicher Trick fiir a0!).
Zu [3]: =: Angenommen a # 0 und b # 0 und a-b = 0. Somit gilt a,b € K* und weil
(K*,-) eine Gruppe ist, gilt a-b € K*, Widerspruch.
&: Folgt direkt aus Punkt
Zufdl.:

ab + a( )a( +(=b)=a0 =_

Somit gilt a(—b) = —ab. Wir erhalten weiterhin:

(—a)(=b) +a(-b) = (—a+a)(~b)=0= (—a)(—b) =—(a(-b)) = —(—ab) = ab,

wobei der vorletzte Schritt die vorher gezeigte Beziehung a(—b) = —ab nutzt.
Zu[Bl: Angenommen x = 0 oder y = 0. Dann folgt mit xa =ya =0, a # 0 und Punkt 3,
dass x =y = 0 gelten muss. Also seien x,y € K*.

xa =ya = xa+ (—(ya)) =0.

Wegen —(ya) ( = —(ay) (—y)a erhalten wir

K*,) Abelsch Y Punkt @

xa+ (—yla (X+( y)la ;ZOXH y) =x=Yy

O]

Beispiel 2.33. Die rationalen und die reellen Zahlen bilden mit der Addition und Mul-
tiplikation (wie wir sie aus der Schule kennen) jeweils einen Koérper, d.h., (Q,+,-) und
(R, +, -) sind Korper.

2.3.4 Komplexe Zahlen

Eine weiteres wichtiges Beispiel eines Korpers sind die komplexen Zahlen. Zur Motivation
der komplexen Zahlen betrachten wir die Gleichung x?> = —1, welche fiir x € R keine
Losung hat. Die Grundidee ist nun eine Erweiterung des Koérpers (R, +, -) einzufiihren, so

dass die obige Gleichung in dem erweiterten Korper losbar wird.

Definition 2.34 (Komplexe Zahlen). Setze C := R x R und definiere auf C folgenderma-
fen eine Additon und Multiplikation gemaf:

+:CxC—=C, (a,b)+ (a’,b):=(a+a’,b+b’) (Addition)
:CxC—=C, (a,b)-(a/,b") :=(aa’ —bb’,ab’ + a’b), (Multiplikation)

wobei auf der rechten Seite jeweils 4+ und - wie im Korper (R, +, ) verwendet wird.
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| Satz 2.35. (C,+,") ist ein Korper.

Bewets. Assoziativgesetz und Kommutativgesetz fiir die jeweiligen Gruppen (C,+) und
(C*,-) ergeben sich jeweils mittels derer aus (R,+) bzw. (R*,-). Das neutrale Element
der Addition ist (0,0), das Inverse der Addition bzgl. z = (a,b) ist —z := (—a, —b). Das
Einselement der Multiplikation ist (1,0) und das Inverse einer Zahl z = (a,b) € C* ist

Zil o Cl _b
T \aZ2+b27a2+1b2)/)°

gegeben durch

O

Da (a,0) + (b,0) = (a+b,0) und (q,0) - (b,0) = (ab,0) gilt, kann man jede reelle Zahl
a € R mit der komplexen Zahl (a,0) € C identifizieren. In diesem Sinne kann R dann als
Teilmenge von C aufgefasst werden. Per Konvention setzten wir i := (0,1) und so erhalt

man fiir eine beliebige komplexe Zahl z = (a, b) die iibliche Darstellung
z=(a,b) =(a,0)+(0,1)(b,0) =: a+1ib, (a,b € R).
Fiir die komplexe Zahl 1 € C gilt:
i2:=i-1=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1,

wobei die letzte Gleichung die Identifikation von Zahlen der Form (a,0) € C als a € R
benutzt. Also 16st i € C wie vorab versprochen die Gleichung x2 = —1. Die Zahl i € C
wird auch als imaginare Zahl bezeichnet.

Lemma 2.36. Zu jeder Zahl z = (a,b) € C sind a,b € R die eindeutigen Zahlen, so
dass gilt z = a + ib.

Beweis. Oben hatten wir schon gesehen, dass die Darstellung z = a + ib korrekt ist.
Bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu seien a,b,a’,b’ € R mit z=a +ib = a’ +ib’.
Dann folgt:

(a,b) =(a,0) 4+ (0,b) =a+ib=a’ +ib’ = (a’,0) + (0,b’) = (a’, b’).

Nach Definition des Kartesischen Produkts R x R folgt, dass a = a’ und b =b’. O

Definition 2.37. Fiir eine komplexe Zahl z = a + ib € C mit a,b € R definieren wir:
1. Re(z) := a € R (Realteil)
2. Im(z) := b € R (Imaginarteil)

3. z:= a—ib (Komplex Konjugierte)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Abbildung 2.1: Illustration der komplexen Zahl z = 2 + 31 und ihrer Konjugierten z.

l.z+w=z+w.
2. zZW = zZw.

3. —z=-2z.

o -1

5. z=z&zeR
6. z=z.

7. z+z =2Re(z),z—z = 2ilm(z).

8. zz = (Re(z))? + (Im(z2))2.

Ubung 2.38. Seien z,w € C. Beweise folgende Rechenregeln:

| Definition 2.39. Fiir z = a+1ib € C definiere den Betrag von z durch |z| := Va2 + b2.

Geometrisch entspricht |z| dem Euklidischen Abstand von (0,0) zu z in der Gaufischen

Zahlenebene.

Lemma 2.40. Seien z,w € C. Dann gilt:

1. |zl =zl = Vzz

2. |Re(z)| < Iz], Im(z)| < Iz].
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3. Fiir z € R sind der komplexe und der reelle Betrag gleich.

=

.|zl >0und |zl =0& z=0.

ot
|

o
I

N

()]
g
[
o
=

Beweis. Ubung. O

Satz 2.41 (Dreiecksungleichung). Seien z,w € C. Dann gilt die Dreiecksungleichung:

|z +w| < z| + w.

Bewezs.

1z +w? = (z+w)(z+w) = (
Lemma Ubung

— 27+ ZW + Zw + W = 212 4 2Re(zw) + [wf?

Tbung
< 1212 + 2|zw| + |w|?

Lemma |2.40}2]

= |2 + 2lzllwl + wf? = (12| + ).

Lemma [2:40]6]

z+w)(z+w)

Vektorrdume

Nun wollen wir die Theorie des Rechnens in Korpern erweitern und auch Vektoren zulas-
sen.

Dazu fangen wir zunédchst mit einfachen Beispielen an.

Beispiel 2.42. Das Standardbeispiel eines Vektorraumes (Definition folgt spater!) ist der
Standardraum:

X1

n X2 .
Kt =< x= xiekKi=1,...,n

Xn

wobei K ein Korper ist. Zum Beispiel erhalten wir den Spezialfall K™ = R"™ fiir K = R.
Auf K™ konnen wir mit Hilfe der Verknpfungen +,- auf K zwei neue Verkniipfungen auf

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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K™ x K™ definieren um auch in K™ rechnen zu kénnen:

+:K"x K" = K", (x,y) = x+y (Vektor-Addition)
S Kx KM —= KY (A, x) = A-x, (Skalar-Multiplikation)
wobei
X1+ VY1 AX1
X+y:= : , Aex = : fiir A € K.
Xn +UYn AXn

Beachte, dass hier die Addition auf der rechten Seite durch die Addition im Koérper K
komponentenweise definiert ist. Die Multiplikation auf der rechten Seite ist durch die
Multiplikation im Kérper (K, -) und hier wird das Symbol - der Einfachheit weggelassen.
Man nennt die Verkniipfung + bzgl. K™ x K" innere Verkniipfung und die Verkniipfung -
bzgl. K x K™ duflere Verkniipfung.

Allgemeiner werden wir nun den Begriff des Vektorraumes definieren.

Definition 2.43. Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit einer inneren Ver-

kniipfung
+:VxV-=oV, (vywwe=v+w (Vektor-Addition)
und einer aufere Verkniipfung
KXV =V, (AX)—A-x, (Skalar-Multiplikation)
heisst K-Vektorraum, falls folgendes gilt:

V1: (V,+) ist eine Abelsche Gruppe. Das neutrale Element der Addition wird mit

0 € V bezeichnet und das zu v € V Inverse mit —v.

V2: Die Skalarmultiplikation muss fiir alle A, u € K und v, w € V folgende Bedingungen

erfiillen:

A+p) - v=A-v4+p-v, A-(v+w)=A-v+A-w
A(u-v)=Au) v, 1-v=mv.

Uberpriife, dass K™ tatsichlich ein K-Vektorraum ist. Hier ist z.B. das neutrale Element der

0

Addition gegeben durch 0 = | : |. Beachte, dass in der Definition eines K-Vektorraumes
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die die beiden Verkniipfungen +, - genauso bezeichnet wurden wie diejenigen des Korpers

(K, +, ).

Lemma 2.44. In einem K-Vektorraum gelten folgende Rechenregeln.
1.0-v=0.
2.A-0=0.
3.ANv=0=A=0o0derv=0.

4. (=1)-v=—v.

Beweis. Zufl}: 0-v=(0+0)-v=0-v+0-v=0-v=0.
ZuP2:A-0=A-(0+0)=A-0+A-0=A-0=0
Zu : Sei A-v = 0. Wenn A # 0, so gibt es ein multiplikatives Inverses A% und wir
erhalten:

v=1l-v=AA)-v=A1t-A-v)=A1.0=0.

Zuld:
v+ (—-1)-v=1-v+(-1) - v=(1—-1)-v=0-v=0= (—1)-v=—v.
O

Aus diesen Rechenregeln sollte nun klar sein, dass man durchaus die Notation schlank
halten kann und es immer klar sein sollte, in welchen Mengen man welche Verkniipfung
ausfiihrt. Wir werden daher auch das neutrale Element der Addition O nicht mehr in
fetter Schrift schreiben, sondern 0 = 0 benutzen. Wir geben nun einige Beispiele fiir

K-Vektorraume.

Beispiel 2.45. e QM R™, C" bilden mit den Verkniipfungen -+, - einen Standard-Vektorraum.

e Sei (K, +,-) ein Korper. Dann ist bildet die Menge M(m x n, K) beziiglich der Ad-

dition:
air +bir ... ain+bin
A+B:=
Qmi +bmi ... Gmn+bmn

und Skalar-Multiplikation

?\(111 e ?\aln

AA =
AQmi ... AQmn

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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fir alle A € K und alle A,B € V einen K-Vektorraum.

2.4.1 Untervektorraume

Wir werden nun Teilmengen eines K-Vektorraumes W C V identifizieren, welche die Vek-
torraumestruktur bzgl. V erben, dass heisst, das W mit den Verkniipfungen von V selbst
einen K-Vektorraum bildet.

Definition 2.46. Sei V ein K-Vektorraum und W C V. W heisst Untervektorraum von
V, falls gilt:

UV1: W #£ 0.
Uv2: vweW=v+weW.

UV3: veEW,AeK=A-veW.

Ubung 2.47. Sei V ein K-Vektorraum und W C V ein Untervektorraum. Dann ist W
ebenfalls ein K-Vektorraum und besitzt das gleiche neutrale Element 0 wie V.

Beispiel 2.48. Sei A € M(mxn, K) fiir einen Korper (K, +, -). Dann ist die Lésungsmenge
des homogenen LGS
W :={x € K"|Ax =0}

ein Untervektorraum des K™.

Lemma 2.49. Sei V ein K-Vektorraum und I # () eine Indexmenge und fiir jedes i € I

sei W; ein Untervektorraum von V. Dann ist

W i=nNieggW; CV

wieder ein Untervektorraum von V.

Beweis. Da 0 € W; fiir alle 1 € I gilt auch 0 € W und insbesondere W # (). Fiir v,w € W
sind auch v,w € W; fiir alle i € Wj; und somit auch v+w was wiederum v+w € W zeigt.
Analoges zeigt man fiir Aw mit A € K. O

Beachte dass Vereinigungen von Untervektorrdumen im Allgemeinen keine Untervektor-
raume mehr sind.

2.4.2 Abschluss von Untervektorraumen und Lineare Unabhangigkeit

Teilmengen eines K-Vektorraumes V, die keinen Untervektorraum bilden, kénnen zu einem
solchen abgeschlossen werden.

Fiir eine Menge [ nennen wir eine Abbildung

d:I1-X, i—x:=0d(1)
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eine Familie von Elementen in X. Jedes i € I ist eindeutig einem Element x; € X zugeordnet
aber x; = xj,1 # j ist erlaubt. Wir schreiben zur Abkiirzung fiir eine Familie (x;)icr.

Sei nun V ein K-Vektorraum und (vj)ic1 eine Familie von Vektoren v; € V,1 € I fiir eine

Indexmenge I. Ist z.B. I = {1,..., 1}, so erhalten wir die endliche Menge von Vektoren
Vi,ee.y,Vr.
Definition 2.50 (Linearkombination, Span). 1. Ein Vektor v heisst Linearkombinati-

on der Vektoren v, ...,Vv;, falls es Skalare A, ..., A; € K gibt mit

V=AVi+ -+ AV

2. Fiir eine allgemeine Familie (v;)ic1 definieren wir

spany ((vi)ier)

als die Menge der v € V, die sich aus einer endlichen Teilfamilie von (v;)ier linear
kombinieren lassen, d.h. zu v € V muss es eine Zahl r € N geben sowie Indizes
i1,...,1r € I und Skalare Aq,...A. € K mit

V=AVi, A,

Beachte, dass die Auswahl der Teilfamilie (ij);—;....; von I durchaus von v abhidngen

darf! spany ((vi)ier) wird auch der von (v;)iec; aufgespannte Raum genannt.
3. Falls I = (), so setzt man spany((vi)icg) :={0}.

4. Fir eine endliche Familie, also, I ={1,..., 1} schreibt man
spany ((vi)icr) = spany (v, .., vr) = Kvy + -+ + Kvy.

Falls der Korper K aus dem Kontext klar ist, lasst man die Bezeichnung weg und
schreibt span(vy,...,v;).

5. Fiir eine Teilmenge M C V eines K-Vektorraumes V ist span(M) definiert als die
Menge aller endlichen Linearkombinationen von Vektoren aus M.

Bemerkung 2.51. Sei V ein K-Vektorraum und (vi)icr eine Familie von Vektoren aus
V. Dann gilt:
1. span((vi)ie1) C V ist ein Untervektorraum.

2. Sei W C V ein Untervektorraum und v; € W Vi € 1. Dann gilt span((vi)ie1) C W.

Aus dem zweiten Punkt folgt, dass span((v;)icr) der kleinste Untervektorraum von V ist,
der alle (vi)ic1 enthélt.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beispiel 2.52. Betrachte den Standardraum K™ fiir einen Koérper (K,+,-). Fir I =

0

{1,...,m} setze e; = | 1 |, wobei die 1 genau an der i-ten Stelle steht. Dann gilt

span((ej)ier) = K™

Definition 2.53 (Lineare Unabhangigkeit). Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Fami-
lie (v1,...,Vv,) von Vektoren aus V heisst linear unabhéngig, falls fiir A; e K,i=1,...,r
gilt

AVi+ ..o, FAV,=0= A1 =--- = A, =0.
Eine Familie (vi)ic1 heisst linear unabhéngig, falls jede endliche Teilfamilie linear unab-

héngig ist. Die Familie (vi)ic1 heisst linear abhingig, falls sie nicht linear unabhéngig
ist. Per Konvention spannt die leere Familie den Nullvektorraum auf und wird als linear

unabhédngig bezeichnet.

Wir werden die folgende Sprechweise (ohne den Begriff "Familie”) verwenden: die Vektoren

Vi,...,Vn sind linear unabhéngig (oder linear abhangig).

Lemma 2.54. Sei V ein K-Vektorraum. Fiir eine Familie (vi)ic; in V sind folgende

Aussagen dquivalent:
1. (vi)ier sind linear unabhéngig.

2. Jeder Vektor v € span((vi)ic1) besitzt eine eindeutige Linearkombination von Vek-

toren aus (vi)icr.

Bewezs. :> : Folgt sofort mit Beweis per Widerspruch, da lineare Abhingigkeit
impliziert, dass es verschiede Linearkombinationen des Nullvektors geben muss.
()< (1): Sei v € span((vi)ier) durch zwei Arten linear kombinierbar ist, d.h., es gibt
Ai, Wi, 1 € | mit endlicher Teilmenge ] C [ und Ay = w3, =0V 1€ 1\ ] so dass gilt:

V= ZAM = Z Hivi & Z()\i —ui)vi =0.
i€ i€] i€]

Mit der linearen Unabhéangigkeit von (vi)icr folgt A — wy = 0 fiir alle i € | und somit ist

die Linearkombinationen von v eindeutig. O
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Wir erhalten folgendes Korollar als Kontraposition des obigen Lemmas.

Korollar 2.55. Eine Familie (v;)icy in V ist linear abhéngig genau dann, wenn wenigs-
tens ein Element der Familie als (endliche) Linearkombination der anderen Elemente

der Familie dargestellt werden kann.

| Ubung 2.56. Beweise Korollar

Bemerkung 2.57. 1. Ein einzelner Vektor v € V ist genau dann linear unabhéngig,

wenn v # 0.

2. Ist 0 € V Teil der Familie, so ist sie linear abhangig, insbesondere ist 0 € V linear
abhangig.

3. Kommt ein Vektor mehrfach in einer Familie vor, so ist sie linear abhangig.

Basen und Dimension

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der “Grosse” eines Vektorraumes beschaftigen
und diese durch die Angabe der Dimension messen. Wir starten zunachst mit den grund-

legenden Begriffen eines Erzeugendensystems und der Basis eines Vektorraumes.

2.5.1 Erzeugendensystem und Basis eines Vektorraumes

Definition 2.58. Eine Familie B = (v;)ic; in einem K-Vektorraum V heisst Erzeugen-
densystem von V, falls gilt V = span(B). B heisst Basis von V, wenn sie ein linear
unabhéangiges Erzeugendensystem von V ist. V heisst endlich erzeugt, falls es ein endli-
ches Erzeugendensystem, d.h., B = (v1,...,vy) mit V = span(B) gibt. Fiir eine endliche

Basis B = (vi,...,Vn) nennt man n die Lange der Basis.

Wir werden nun die Lange einer Basis eines Vektorraumes naher untersuchen. Hier stellt
sich die Frage, ob es Basen verschiedener Lange iiberhaupt geben kann. Bevor wir diese
grundlegende Frage beantworten, werden zundchst einige Strukturresultate von Basen

hergeleitet.

Satz 2.59. Fiir eine Familie von Vektoren B = (v1,...,v,) in einem K-Vektorraum
V +# () sind folgende Aussagen dquivalent:

1. B ist eine Basis, d.h. ein linear unabhéangiges Erzeugendensystem.

2. B ist eine unverkiirzbares Erzeugendensystem, d.h., fiir jedes r € {1,...,n} ist
B =(vi,...,Vr_1,Vr41,...,Vn) kein Erzeugendensystem.

3. Zu jedem v € V gibt es eindeutig bestimmte Aq,..., Ay € K mit

v=AVvi+--+Avn.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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4. B ist nicht verlangerbar linear unabhangig, d.h., fiir jeden Vektor v € V gilt, dass
die Familie (vi,...,Vvn, V) linear abhéngig ist.

Bewezs. :>: Sei B ein linear unabhéangiges Erzeugendensystem und sei B verkiirzbar
fir r =1 (0.E.). Somit gibt es Az, ..., Ay mit

Vi =AgVo + ... AnVvn = 0 = —v1 + Agvg + - - - + A vp,

im Widerspruch zur Linearen Unabhéngigkeit von B.
:>: Sei B ein Erzeugendensystem. Angenommen es gibt zwei verschiedene Linear-
kombinationen fiir ein v € V:

V=Avit e+ Anvn = Vi o BV,

wobei 0.E. n; # A1. Subtraktion der beiden Terme und Division durch A; — p; ergibt

—A ~A
e e SRS o A SV
AL — 1 Al — U1

Vi

so dass B verkiirzbar ist.
(B)=(): Aus () folgt, dass B linear unabhéngig ist. Sei nun v € V beliebig. Wir erhalten

V=AVa+ -+ AV = AMva+ -+ Agvp + (—=1)v =0

also sind (vi,...,Vvn, V) linear abhingig.
(4= (1): Sei B unverlédngerbar und linear unabhéingig. Fiir jedes v € V ist also (v1,...,Vn,V)
linear abhéngig. Das bedeutet, dass es (A1,...An,A) # 0 gibt mit

?\1v1+---+?\nvn+?\v:0.
Den Fall A = 0 konnen wir ausschliefen, da ja sonst auch (vi,...,vn) linear abhingig

ware. Also folgt A = 0 und wir erhalten

A A

Vn.
Somit ist B ein Erzeugendensystem. O

Wir erhalten eine direkte Folgerung aus dem letzten Beweis.

Korollar 2.60. Ist V nicht endlich erzeugt, so gibt es eine unendliche lineare unabhan-

gige Familie.

Beweis. Wir zeigen zundchst, dass es fiir beliebiges n € N mit linear unabhéngigen Vek-
toren vy, ..., v, einen weiteren Vektor v € V gibt, so dass (vi,...,vn, V) auch linear unab-
héngig ist. Falls es keinen solchen Vektor v € V gibt, ist fiir jedes v € V somit (v1,...,vn,V)
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linear abhangig und nach dem Beweis von é ware (v1,...,Vvn) ein Erzeugendensys-
tem, Widerspruch.

Mit Hilfe dieser Aussage konstruieren wir nun rekursiv fiir jedes n € N U {0} eine Familie
(Vi Jkeq,...n} von linear unabhéngigen Vektoren aus V mit der zusétzlichen Eigenschaft,
dass v = v fiir allen <mund k € {1,...,n} gilt: Firn =0ist {1,...,n} = ) und daher

nichts zu konstruieren. Existiert bereits die Familie (V{})xcq,.. n), SO erhalten wir durch

Anwendung obiger Aussage einen Vektor v € V, sodass (v,..., vy, V) linear unabhéngig
ist, und konstruieren (v?*l)ke{l’,_”nﬂ} durch Setzen von vi*! := VI fiir k < n und vgﬁ =

v. Die geforderten Eigenschaften gelten dann per Konstruktion (und Induktion). Mit Hilfe
dieser Familien definieren wir nun eine weitere Familie (v, )nen mittels v, == v} fiir alle
n € N. Diese Familie ist offenbar unendlich groff. Ferner ist sie linear unabhéangig, denn
fiir jede endliche Teilmenge | C N existiert m := max{j € J} und es gilt v; = v)T“ fiir alle
j € J. Damit ist (vj)jej linear unabhéngig als Teilfamilie der linear unabhédngigen Familie

(Vgl)neN- ]

Allgemein gilt folgender Satz iiber die Existenz von Basen.

| Satz 2.61. Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis.

Ein Beweis des obigen Satzes muss auch mit dem Fall von unendlichen Erzeugendensyste-
men umgehen und daher wird haufig das Lemma von Zorn aus der Mengenlehre benutzt.
Wir werden hier nur einen Beweis fiir das etwas schwachere Existenzresultat fiir endlich

erzeugte K-Vektorraume zeigen.

Satz 2.62. Sei V ein K-Vektorraum. Dann enthilt jedes endliche Erzeugendensystem
eine endliche Basis. Insbesondere besitzt jeder endlich erzeugte K-Vektorraum eine end-

liche Basis.

Beweis. Sei E = {v1,...,v} ein Erzeugendensystem von V. Wenn E linear unabhingig
ist, dann ist E schon eine Basis. Ist E linear abhangig, dann gibt es v; € E fiir ein j €
{1,...,n}, welches als Linearkombination der Elemente von E; = E \ {vj} darstellbar ist
(vgl. Korollar und somit ist E; wiederum ein Erzeugendensystem von V. Indem die
gleiche Argumentation wieder auf E; anwendet wird erhalten wir ein E,. Dies wird nun

iteriert und wir erhalten eine Inklusionskette:
EDE1DED...

Da E endlich viele Elemente enthalt muss die Kette nach endlich vielen Schritten abrechen
und wir erhalten ein Eg C E, welches eine Basis mit endlich vielen Elementen ist. O

Im Folgenden werden wir nun den Steinitzschen Basisaustauschsatz beweisen, der aufzeigt,
wie man zwei Basen jeweils ineinander iiberfiihren kann. Wir starten zunidchst mit dem

sogenannten Austauschlemma.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Lemma 2.63. Sei V ein K-Vektorraum mit der Basis B = (v1,...,Vv;) und sei w =
A1V + -+ Ay, Fallses k €{1,..., 1} mit A\ # 0 gibt, so ist

r._
B = (V1) e, Vo1, W, Vil « - -5 V1)

wieder eine Basis von V.

Beweis. O.E. nehmen wir an dass k = 1 gilt. Wir erhalten eine Darstellung von v; durch
Sei nun v € V beliebig. Wir erhalten (da B Erzeugendensystem)

V= WUv1 + -+ UV
_ M H1A2 1A
= ?\1W+ <u2 A >V2 + + (ur A )vr.

Somit ist B’ ein Erzeugendensystem. Nun zeigen wir, dass B’ linear unabhéngig ist. Sei

also
UW + Hgvg + - - - + vy = 0.

Wir setzen w = Aqvq{ + - - - + A;v; ein und erhalten:
HAIVL + (HA2 + p2)va + - -+ (A + pp)vr = 0.

Es folgt
AL = (UA2 +12) = -+ = (WA + 1) =0,

da B linear unabhéngig war. Wegen A; # 0 folgt 1 = 0 und damit uy =--- =, =0. O

Satz 2.64 (Steinitzscher Austauschsatz). Sei V ein K-Vektorraum mit der Basis B =

(vi,...,v;) und sei (wq,...,wy) eine linear unabhangige Familie in V. Dann gilt n <r
und es gibt Indizes ij,...,in, € {1,...,1}, so dass man nach Austausch von Vi; gegen
wj,j = 1,...,n wieder eine Basis von V erhélt. O.E. sei i; = j,j = 1,...,n und wir

erhalten, dass

B = (Wl;---;wnyvn-l—l»---,vr)

eine Basis von V ist.

Bewets. Wir flihren eine Induktion bzgl. n € N U {0} durch. Fiir n = 0 ist nichts zu
beweisen. Sei n > 1 und wir nehmen an, dass die Aussage des Satzes fiir n — 1 wahr ist.
Da wi,...,wn_1 linear unabhangig sind, ergibt die Induktionsannahme, dass

(Wl)' --aanl,Vn,---;Vr)
eine Basis von V ist. Also gibt es A1,...,Ar € K mit

Wi =MW1+ A 1Wno1 + Agvn -+ Ay
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Falls A, = --- = A, = 0 wire, so waren (wq,..., Wy ) linear abhidngig, Widerspruch. Also
gibt es wenigstens ein i1 € {n,...,r} mit A; # 0. Insbesondere gilt also n < r. Dariiber
hinaus k6nnen wir o.E. annehmen, dass A,, # 0 gilt. Laut Lemma [2.63] kénnen wir also v,

gegen w;, tauschen. Daher ist B* eine Basis von V. O

Wir erhalten nun wichtige Folgerungen.

Korollar 2.65. 1. Hat ein K-Vektoraum V eine endliche Basis, so ist jede Basis von
V endlich.

2. Je zwei endliche Basen eines K-Vektoraums V haben die gleiche Lange.

Bewets. Zu : Sei B = (vi,...,vy) endliche Basis und (wj)ic; beliebige Basis. Ist I

undendlich, so gibt es Indizes ij,j = 1,...,7+ 1 mit wy,,...,w; ,, linear unabhéangig, im
Widerspruch zum Austauschsatz (siehe n < ).

Zu : Sind B = (v1,...,v;) und B’ = (wy,...,wy) zwei Basen, so wende jeweils den
Austauschsatz an, was k < r und auch r < k impliziert. O

Nun wollen wir wir uns mit dem Problem befassen, wie man eine Basis aus einer Menge

linear unabhingiger Vektoren “aufbaut”.

Satz 2.66 (Basiserganzungssatz). In einem endlich erzeugten Vektorraum V seien line-
ar unabhangige Vektoren wy,...,w, gegeben. Dann gibt es ein r > n und Vektoren
Wn+t1,...,Wr € V, so dass

B = (Wl)'--;wn)WnJrl)"':WT)

eine Basis von V ist.

Bewets. Sei (vi,...,v;) eine Basis von V (existiert nach Satz [2.62). Nun wenden wir
den Satz an und erhalten (nach geeigneter Umnummerierung der Indizes) eine Basis
mittels

Wntl = Vnil,..., Wy i= Vp. L]
2.5.2 Dimension eines Vektorraumes

Definition 2.67. Ist V ein K-Vektorraum, so heisst

. oo, falls V keine endliche Basis besitzt,
dimg (V) = (2.8)
T, falls V eine Basis der Lange r besitzt.
dimg (V) heisst Dimension von V {iber K. Falls K aus dem Kontext klar ist, schreibt man

auch dim(V).

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Korollar 2.68. Ist W C V ein Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorrau-
mes V, so ist auch W endlich erzeugt und es gilt dim(W) < dim(V).
Gilt sogar dim(W) = dim(V), so ist W = V.

Bewets. Wir zeigen zunadchst, dass W endlich erzeugt ist: Ware dies namlich nicht der
Fall, so gabe es nach Korollar eine unendliche linear unabhangige Familie in W. Diese
ware dann aber auch eine unendliche linear unabhangige Familie in V — ein Widerspruch
zum Austauschsatz, da V endlich erzeugt ist (und daher eine endliche Basis hat).

Sei nun (wy,...,wn) eine Basis von W und (vy,...,Vv;) eine Basis von V. Nach Satz [2.64]
gilt dann dim(W) =n < r =dim(V).

Gelte nun n = dim(W) = dim(V) = r. Wéare nun W # V, so gibe es einen Vektor
v e V\W, so dass (w1, ...,wyn, V) linear unabhéngig sind. Das steht allerdings erneut im
Widerspruch zum Austauschsatz. O

Beispiel 2.69. Betrachte den Standardraum K™ fiir einen Kérper (K, +, -). K™ besitzt die
kanonische Basis (e1,...,en)

Beispiel 2.70 (Unendlich Dimensionaler Vektorraum). Betrachte den undendlich-dimensionalen

Raum der Polynomfunktionen mit endlichem Grad iiber R. Formal definiere

d
P4 :={f : R — R|3 Koeffizienten ag, a1, ..., aq € R, so dass gilt f(x) = Z aix* fiir alle x € R}
i=0

als die Menge der Polynomfunktionen mit maximalem Grad d. Es gilt, dass P4 mit den

Verkniipfungen

+: Py x Pqg — Pyq, T+ g:="F(x)+ g(x) fiir alle x € R (Addition)
R x Pg — Py, M= Af(x) fiir alle x € R, (Skalar-Multiplikation)

einen R-Vektorraum bildet. Definiere fiir 1 € N U {0} ein Monom vom Grad i durch
mi: R >R, x — xh.

Die Monome By = (mg, my, ma,..., mq), bilden dann eine Basis von P4 (benutze hier,
dass ein Polynom vom Maximalgrad d hochsten d-viele reelle Nullstellen besitzt oder
identisch 0 ist). Definieren wir

P = UgenPa

so erhalten wir den unendlich-dimensionalen Vektorraum aller Polynomfunktionen mit

endlichem Grad. Eine unendlich grosse Basis ist hier gegeben durch B = (mg, my, ma,...).

Nun wenden wir uns der Dimensionsformel fiir Untervektorraume zu.
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Definition 2.71. Sei V ein K-Vektorraum mit Untervektorrdumen W4y,...,W, C V.
Dann heifit

Wit 4+W,o=veVv=vi+-4v,vie W;,i=1,...,1}

die Summe von Wy,..., W,.

Ubung 2.72. Folgende Aussagen gelten:
1. Wi+ .-+ W, C Vist ein Untervektorraum von V.
2. Wi+ -+ W, =span(W U---UW,).

3. dim(Wy + -+ W;) < Y1, dim(W).

Fiir den Fall r = 2 werden wir fiir die letzte obige Ungleichung zeigen, wann diese straff

ist.
Satz 2.73 (Dimensionsformel). Fiir endlichdimensionale Untervektorraume Wi, W, C V

gilt
dim(W7 + Wy) = dim(W7) 4+ dim(W5) — dim(W71 N Wa).

Bewets. Sei (vi,...,Vvm) eine Basis von W1 N W,. Wir benutzen Satz um sie jeweils
zu Basen

(V1o ey, Viy W1, « v, Wi) und (Vi, ..., Vi, W, .., W)

von W7 und W5 zu erganzen. Wir miissen nun zeigen, dass
/ /
B=(Vi)eeey Vimy Wi, e e e, Wi, W1, .o, W)

eine Basis von W7 + W5 ist. Es folgt unmittelbar, dass W7 + W, von B erzeugt wird. Wir
zeigen nun lineare Unabhangigkeit der Vektoren in B. Sei

AV1 A+ s AV + W1 + -+ + oWy + W)+ . gwy = 0. (2.9)

Setzen wir

Vi=Avi 4 A+ awn + - gow,

so ist ve Wi und —v = piw] + - -- + p; € W5 und somit v € Wi N Wa. Also gilt
V=Avi+ o+ Ay

mit Af,...,A}, € K. Da (v1,...,Vm, W1,..., W) eine Basis von W; ist, folgt dass die obige
Linearkombination eindeutig ist und somit gilt:

== =0.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Wenn wir das in (2.9) einsetzen, so erhalten wir (unter Benutzung, dass (vi,...,vm, Wi,..., W;)
Basis von W, ist und somit linear unabhéngig)

Wir zeigen nun ein weiteres Strukturresultat beziiglich zweier Untervektorraume.

Lemma 2.74. Ist V = W;+4+W;s fiir zwei Untervektorraume Wi, W5, so sind dquivalent:
1. Wi nW, ={0}.
2. Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = wy + wy mit wy; € Wi, wy € Ws.

3. Jedes Paar von Vektoren wy € Wi \ {0}, wa € W5 \ {0} ist linear unabhéngig.

Beweis. Zu (I)).= (@).: Sei v =w1 + wy = w] + wj mit w; # wj (0.E.). Dann folgt
0 #w; —w; =w) —wy € Wy N Wa.

Also ist W1 N W5y #£ {0}, Widerspruch.

Zu .:> .: Sind w1, ws linear abhéangig, so erhdlt man verschiedene Darstellungen des
Nullvektors.

Zu (3).= (1).: Ist 0 £ v € W1 N W, so folgt: 1v + (—1)v = 0, Widerspruch. O

Definition 2.75. Ein Vektorraum V heisst direkte Summe von zwei Untervektorrdumen
W; und W, (geschrieben V = W; & W,), wenn gilt

V:W1+W2 undWlﬁW2 :{0}

Satz 2.76. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Untervektorrdumen W;

und Ws, so sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. V=W; e W,.

2. Bs gibt Basen (wi,...,wx) von W; und (wi,...,w;) von W, so dass

(W1,..., Wy, W1,...,w;) eine Basis von V ist.

3. V=W; +W; und dimV = dimW; + dimW,.

Beweis. Ubung mittels Dimensionsformel. O

Wir erhalten folgendes Korollar.
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Korollar 2.77. Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und W ein Untervektor-
raum. Dann gibt es einen (i.A. nicht eindeutigen) Untervektorraum W’ C V mit

V=WaoW.
Beweis. Wir wahlen eine Basis (vi,...,Vm) von W und ergénzen sie dann zu einer Basis
(Viy++ vy Vi, Vinit, - -+, vn) von V und definieren
I
W' :=span(vmi1, ..., Vn)-

Wir werden nun die direkte Summe von mehr als zwei Vektorraumen betrachten.

Definition 2.78. Ein Vektorraum V heisst direkte Summe von Untervektorrdumen
Wi, ..., W (geschrieben V=W; @ - - & W), wenn gilt:

V=W + - +W. (DS1)
Nichtnullvektoren in (w1,...,wy) mit w; € Wi, i =1...,k sind linear unabhéngig.
(DS2)

Die Bedingung besagt, dass fiir alle (wq,...,wyx) € Wi X .-+ x Wy jede Teilfamilie
(Wj)je; mit J C {1,...,k} und wj # O fiir jedes j € J linear unabhéngig ist. Insbesondere

gilt:
Wi+ Fw=0=w; =---=w, =0.
Beispiel 2.79. Falls (v1,...,vn) eine Basis von V ist, so gilt
V=Kvi®: P Kv.
Satz 2.80. Fiir Untervektorraume Wji,...,Wyx eines endlichdimensionalen K-

Vektorraum V sind aquivalent:
1. V=W & - W
2. Ist fiir jedes i € {1,...,k} eine Basis (vi,..., Vi) von W, gegeben, so ist

oyl 1,2 2 k k
Bi= (Voo Vi Voo s Vigs oo s VI ooy Vi)

eine Basis von V.

3. V=W; +- -+ Wy und dimV = dim W7 + - - - + dim W,.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beweis. Zu :>: B ist ein Erzeugendensystem wegen V = W7 + .- + Wy. Zum
Nachweis der linearen Unabhangigkeit sei

HIVI+ oo Ve 4+ e Ve =0
Setze
Wi = WIVi .. Wy Yy
so gilt
Wi+ -4+ w =0.
Mittels (DS2) erhalten wir wy = - -+ = wy = 0. Also gilt pivi +...pt vl =0 und daraus
folgt pi =--- =t =0firalleie(1,...,k}.

Zu <£,>: klar!
Zu (2)=(1): Wir miissen nur (DS2) zeigen. Betrachte dazu eine Teilmenge J C {1,...,k}
und fiir jedes i € | einen Vektor w; € W; mit:

0#wi=pivi+... kvl € W, (2.10)

Sei 0.E. i # 0 fiir alle i € J. Fiir

Z 7\1Wi = 0,

ieJ
erhalten wir durch Einsetzen von ({2.10):
Ty
3 nwivi-0
ie] =1

Weil B eine Basis ist, folgt Aji} = 0 fiir alle i € ], und somit A; = O fiir alle i € J. O

2.5.3 Anwendungen auf Matrizen

Wir betrachten den Standardraum K" fiir einen Koérper (K, +, ). Seien ai,...,an € K*
gegeben und sei
W =span(ay,..., am).

Fassen wir die aj,i = 1,..., m als Zeilenvektoren auf, so ergeben sie untereinander ge-
schrieben die Matrix
ai; ... Qin

az1 ... Qon
A= € M(m x n,K).

am1 ... Amn
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Definition 2.81. Fiir A € M(m x n, K) mit zugehdrigen Zeilen as,..., an € K™ heisst

ZR(A) :=span(ay,...,an) C K"
der Zeilenraum von A.

Wir kommen nun auf die in Definition [1.5| eingefiihrten elementaren Zeilenoperationen

zurick.

Lemma 2.82. Ist B durch A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen ent-
standen, so gilt
ZR(A) = ZR(B).

Bewets. Wir miissen wieder nur iiberpriifen, dass sich der erzeugte Untervektorraum nach
der Anwendung einer elementaren Zeilenumformung nicht verdndert hat, d.h., a; = b; fiir
alle i € {j,k} und b; und by entstehen durch Anwendung des Typs 1,2, oder 3 fiir j # k
und o.E. j < k. Offensichtlich gilt

span(ai,..., am) = span(by,...,bn)

fiir Typ 1 Umformungen durch Umsortieren der Linearkombinationen. Weiterhin gilt fiir
Typ 2 Umformungen mit A € K\ {0}

span(by,...,bn) =span(Aay,...,an) =span(ag,..., am),

wobei o.E. die erste Zeile mit A € K\ {0} skaliert wurde. Betrachte nun den Typ 3,
d.h., B entsteht durch das addieren des A-fachen der j Zeile zur k-ten Zeile von A. Sei

v € span(as, ..., an). Wir erhalten:

m
V= Z piaqy = Z Hiai + 105 + Heag
i=1 iefl...,mN\G,k}

= D> i+ (- wd)aj + plag+Aa)
LE{Lm\{G k)

= ) mubi (1 — )by by
ie{l...,mN\{j,k}

Also gilt v € span(b, ..., by ). Die andere Richtung span(bs,...,bn) C span(as,..., am)
folgt analog. O

Wir erhalten als Verallgemeinerung von Satz folgendes Resultat bzgl. der Umwandlung
einer Matrix in Zeilenstufenform.

Satz 2.83. Sei A € M(m x n,K). Dann ist A durch elementare Zeilenumformungen in
eine Zeilenstufenmatrix A’ iiberfiihrbar.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Wenn wir nun ausgehend von einer Matrix A € M(m x n, K) diese in Zeilenstufenform
B gebracht haben, so sind die von O verschiedenen Zeilen bi,..., b, eines Basis des Zei-
lenraums ZR(A) = ZR(B) (iberpriife, dass die Vektoren b;,i =1,...,r linear unabhéngig
sind!).
Analog zu elementaren Zeilenumformungen konnen wir auch elementare Spaltenumfor-
mungen definieren. Beachte, dass der Spaltenraum einer Matrix analog zum Zeilenraum
definiert ist, d.h., SR(A) :=span(al,..., a"™), allerdings gilt

SR(A) € K™, wo hingegen ZR(A) C K™.

Wir erhalten folgendes Korollar bzgl. des Spaltenraumes bei elementaren Spaltenumfor-
mungen.

Korollar 2.84. Der Spaltenraum und damit auch der Spaltenrang bleibt unter elemen-

taren Spaltenumformungen unverandert.

Bewets. Dies kann genauso wie in Lemma bewiesen werden. O

Allerdings bleibt der Zeilenraum unter elementaren Spaltenumformungen i.A. nicht unver-
dndert. Analog bleibt der Spaltenraum unter elementaren Zeilenumformungen i.A. nicht

unverdndert. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 2.85. Betrachte folgende Matrix

Der Spann der Zeilen von A ist die x-Achse im R2. Der Spann der Zeilen von B ist die
y-Achse im R?.

Definition 2.86. Fiir A € M(m x n, K) sei

Zeilenrang A := dim(ZR(A))
Spaltenrang A := dim(SR(A)).

Wir erhalten folgenden Satz bzgl. des Zeilen- oder Spaltenrangs bei Anwendung von ele-

mentaren Zeilen- oder Spaltenumformungen.
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Satz 2.87. Der Zeilenrang bleibt unter endlich vielen elementaren Spaltenumformun-
gen unverandert. Der Spaltenrang bleibt unter endlich vielen elementaren Zeilenumfor-

mungen unverandert.

Bewers. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite folgt analog. Seien A = (ajj), B =
(bj) € M(m x n,K), wobei B aus A durch Anwendung einer elementaren Spaltenumfor-

mung hervorgeht.

1. Fall: B entsteht durch Vertauschung der {-ten und k-ten Spalte von A, o0.E., k < £. Dann
gilt

ai, j {6k}
by =qay, j=k
ai, j=¢
Seinun I C{1,...,m} und (ui)ic: eine Familie in K. Dann gilt

Zuiai:O(:)Zpiaij:Ofﬁr allej €{1,...,n}

iel i€l
& Y wby =0 fiir alle j €{1,...,n}
iel
= Z wib; = 0.
iel
Also folgt, dass {a;/]1 € I} eine maximal linear unabhédngige Teilmenge von {as, ..., am} ist,
genau dann, wenn {b;[i € I} eine maximal linear unabhingige Teilmenge von {b1,...,bn}

ist. Somit folgt dim(ZR(A)) = dim(ZR.(B)).
2. Fall: B entsteht aus A durch Multiplikation der k-ten Spalte fiir k € {1,...,n} mit
A € K*. Dann gilt:

aij, falls j # k

b —
P Aaw,  fallsj = k.

Sei I c{1,...,m}und (u;)icr eine Familie in K. Dann gilt

Zuiaizo(:)Zuiaij:Ofﬁr allej e{1,...,n}

iel iel
& Z wiby = 0 fiir alle j € {1,...,n}\ {k} und Z %bik —0
iel iel
&) wbi=0,
i€l

wobei wir nutzen, dass gilt Ziel %bik =0& Ziel uibix = 0. Der Rest des Beweises geht
wie im Fall 1.
3. Fall: B entsteht aus A durch Addition des A-fachen der {-ten Spalte zur k-ten Spalte

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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fir {,k €{1,...,n},A € K. Wir erhalten:

b o, falls j #k
a®+Ad, fallsj=k.
Sei I C {1,...,m} und (ui)icr eine Familie in K. Wir zeigen wiederum: } ;;uia; =0 &

2 icr Hibi =0.

=:Bsgilt } ;.;miai=0& ) uiay =0 fiir alle j € {1,...,n}. Daraus folgt 3 ; ; wi(aj+
Aay) = 0 und somit } ; ;uib; =0.

&1 Aus ) jpuiby =0 folgt ) ;;uiby = 0 fiir alle j € {1,...,n}. Somit gilt } ;;way =
0 fir alle j € {1,...,n}\ {k} und

0= wilan+Aa) =) max+A) waiy.

iel iel iel

Mit £ # k gilt } ;.; uiaiy = 0 und somit auch ) ;; uiay = 0. O

Definition 2.88. Eine Matrix der Form

aip 0 *
H= € M(m x n,K).
0 Ay %
0 0 0 O
mit a3 #0,1=1,...,r ist in Hermitescher Normalform.

Satz 2.89. Jede Matrix A € M(m x n, K) 1asst sich durch elementare Zeilenumformun-

gen und Vertauschung von Spalten in Hermitesche Normalform bringen.

Ubung 2.90. Beweise Satz in dem der Algorithmus von Gauss erweitert wird.
(Dies fithrt zum Gauss-Jordan Algorithmus.)

Satz 2.91. Sei Matrix A € M(m x n, K). Dann gilt:

Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Beweis. Mit Satz sowie Lemma und Korollar folgt, dass elementare Zeile-
numformungen und Spaltenvertauschungen weder den Zeilenrang noch den Spaltenrang
andern. Wird also A durch elementare Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen
in einen Matrix B in Hermitescher Normalform tiiberfiihrt, so haben A und B den glei-
chen Zeilen- wie Spaltenrang. Da B Zeilenstufenform hat, gilt, dass der Zeilenrang von A
gleich der Anzahl r der nicht-null Zeilen ist. Weiterhin sieht man, dass die Spaltenvektoren
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b, ..., b" sich als Linearkombination der Spalten b?, ..., b" darstellen lassen und somit

ist auch der Spaltenrang von B gleich r. O

Definition 2.92. Fiir eine Matrix A € M(m x n, K) ist der Rang von A definiert als

rang A := Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Lineare Abbildungen

Nun werden wir uns mit abstrakten linearen Abbildungen zwischen K-Vektorraumen be-
schaftigen. Etwas spater wird dann auch ausfiihrlich der Zusammenhang von linearen
Abbildungen und Matrizen (bzw. von Abbildungen der Form x — Ax) diskutiert.

Definition 3.1. Eine Abbildung F: V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W heiftt
linear (oder K-linear bzw. Homomorphismus von K-Vektorrdumen), wenn fiir alle v,w €
V,A € K gilt:

L1: F(v+w)=Fv)+ F(w)

L2: F(Av) = AF(v).

Ubung 3.2. Zeige dass L1 und L2 dquivalent sind zu

F(Av + uw) = AF(v) + uF(w) fiir alle v,w € V, A, u € K. (L)

Wir werden nun einige wichtige Spezialfalle von linearen Abbildungen diskutieren.

Definition 3.3. Wir nennen eine linear Abbildung F : V — W zwischen K-

Vektorraumen V und W einen
1. Isomorphismus, falls F bijektiv ist,
2. Endomorphismus, falls V =W,

3. Automorphismus, falls V = W und F bijektiv ist.

Wir geben zwei Beispiele.

Beispiel 3.4 (Transposition von Matrizen). Die Darstellung von Vektoren als Zeilen- oder
Spaltenvektoren ist eine Konvention (wir hatten R™ als den Raum der n-dimensionalen
Spaltenvektoren eingefiihrt). Das Vertauschen von Zeilen mit Spalten in einer Matrix

nennt man Transposition und ist fiir viele Rechnungen extrem hilfreich.

59
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Definition 3.5. Sei A € M(m x n,K). Die Matrix

AT = (afj) € M(n x m,K) mit ajj := aj,i=1,...,m,j=1,...,n

heifft Transponierte Matrix von A.

10
1 0 3

A= mit Transponierter AT= | g 9
0 2 1

3 1

Die Transposition kann als Isomorphismus
T:M(mxn,K)— Mmnxm,K),A— AT
aufgefasst werden, fiir welchen die folgenden Rechenregeln gelten:
1. (A+B)T=AT+BT
2. (AA)T =AAT
3. (AT)T=A.

Beispiel 3.6 (Matrix-Vektor-Produkt). Jede Matrix A € M(m x n, K) definiert eine Ab-
bildung Fa : K™ — K™, x — A - x. Durch Nachrechnen zeigt man leicht, dass jede solche
Abbildung linear ist, d.h. fiir beliebige Spaltenvektoren x,y € K™ und Skalare A € K gilt
A-(x+y)=A-x+A-yund A (Ax) =A(A-x):

Seien x,y € K" zwei (Spalten-)Vektoren. Dann gilt:

A(x—i—y) = A(X] +Yjj= (Z @i (% + ) -1
2 (3 am) + (X aw),,
< “
2 ( Z aijX; ) o T ((i aiiyj))i—l m - Axt Ay.

yeeey . =1l,..q

n
(Z aijXj + aijyj )
j=1

yeeey ML i=1,...,m

Dabei wenden wir in (%) die Definition des Matrix-Vektorprodukts an, in (A) die der
Vektoraddition und in (#) die Rechenregeln in Korpern.
Analog gilt fiir einen (Spalten-)Vektor x € K™ und ein Skalar A € K:

n
A0 2 A (L)), E (S ),
yeoey ).21 -
(:)) A(Z ainj)i:l (*:) )\(AX)
j=1

yeeeyTTL

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Hierbei wenden wir in (x) die Definition des Matrix-Vektorprodukts an, in (()) die der
Skalarmultiplikation von Vektoren und in (#) die Rechenregeln in Korpern.

Wir zeigen nun einige fundamentale Eigenschaften von linearen Abbildungen.

Lemma 3.7. Sei F:V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorraumen V und
W. Dann gilt:

1. F(0) =0 und F(v —w) = F(v) — F(w).
2. F(Avi+ -+ Avn) = A F(vi) + - - + AnF(vn).
3. Ist die Familie (vj)ic1 linear abhingig in V, so ist (F(v;))icr linear abhdngig in W.

4. Sind V' € V und W/ C W Untervektorraume, so sind auch F(V’) ¢ W und
F1(W’) C V Untervektorraume.

5. dim(F(V)) < dim V.

6. Ist F ein Isomorphismus, so ist F~! : W — V linear.

Bewets. Zul[l}: F(0) =F(0-0) =0-F(0) =0.
Fv—w) =Fv+ (—w)) = F(v) + (—1)F(w) = F(v) — F(w).

Zu : Wende wiederholt an.
Zu[3: Ist fiir ij € [Aj € K,j=1,...,n

Aviy; + -+ My, =0,
so folgt mit [2| und F(0) = 0:
AF(vi,) + -+ +AqF(vi, ) = 0.

Zufdl: Mit 0 € V/ gilt 0 = F(0) € F(V’). Sind w,w’ € F(V’), so gibt es v,v/ € V' mit
F(v) =w und F(v') = w’. Wir erhalten mit v+v’' € V’:

w+w' =Fv)+FH')=Fv+v') e F(V).
Fiir A € K gilt wegen Av € V"
Aw = AF(v) = F(Av) € F(V').

Mit 0 € W/ und F(0) =0 gilt 0 € F}(W'). Wenn v, v’ € F1(W’), so gilt F(v), F(v/) € W'.
Also gilt F(v +v’) = F(v) + F(v/) € W’ und somit v + v/ € F"}(W’). Analog folgt Av €
FLwW?).

Zu B} Gilt wy = F(v1),...,wn = F(va) € F(V) linear unabhingig, so sind nach [3| auch
Vi,...,Vn € V linear unabhéngig.
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G

u—yv
N T
w

Abbildung 3.1: Illustration der Komposition von linearen Abbildungen.

Zu @: Seien w,w’ € W und A, n € K. Falls w = F(v) und w’ = F(v/), so ist v = F1(w)
und v/ = F}(w’) und mit Anwendung von F~! auf beide Seiten der Gleichung

FOW + wv') = Aw + pw'’

folgt
AF Y (w) + AF T (w/) = FY(Aw + pw’).

Die Komposition zweier linearen Abbildungen ergibt wieder eine lineare Abbildung:

Lemma 3.8. Seien U, V,W jeweils K-Vektorrdume und G: U — V, F: V — W lineare
Abbildungen. Dann ist auch die folgende Abbildung linear:

FoG:U—W.

Beweis. Fiir u,u’ € U gilt:

(FoG)(u+u')=F
F

Analog wird (Fo G)(Au) = A(Fo G)(u) gezeigt. O

Die Menge der linearen Abbildungen zwischen zwei K-Vektorraumen V und W wird fol-
gendermafien bezeichnet:

Homy (V,W) :={F: V — W| F ist ein K-Homomorphismus}.

Ubung 3.9. Die Menge Homg (V, W) mit den Verkniipfungen
(F+ G)(v) :=F(v) + G(v), (AF)(v) :=AF(v) fiir F,G € Homg(V,W),vE V,A €K,

ist selbst wieder ein K-Vektorraum.

Wir befassen uns nun mit der Existenz von linearen Abbildungen, so dass eine vorgegebene
Menge im Bild der linearen Abbildung auftaucht.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Satz 3.10. Gegeben seien K-Vektorrdume V und W sowie vi,...,vy € V und
Wi, ...,wy € W. Dann gilt:

1. Sind vq,...,V, linear unabhangig, so gibt es mindestens eine lineare Abbildung

F: Vo Wmit Flvi) =w; firi=1,...,r.

2. Ist B = (vy1,...,V;) eine Basis, so gibt es genau eine lineare Abbildung

F:V—oWmit Flv;) =w; firi=1,...,r.

Beweis. Wir starten mit 2| Wir definieren zundchst F(vi) :=w;,i=1,...,r. Firve V
beliebig, gibt es eine eindeutige Darstellung mittels der Basisvektoren (siehe Lemma

Rh):

v=Avi+- 4+ Ay,
und somit erhalten wir eine Abbildung, die auf ganz V definiert ist:
F(v) = A1F(v1) + -+ + ArF(vy).

Beachte, dass F(v) wohldefiniert ist, da die Darstellung von v mithilfe der Vektoren aus B
eindeutig ist. Wir zeigen nun, dass F eine lineare Abbildung ist. Dazu seien v,v’ € V. Wir

erhalten

T
Fv+v)=F (Z Aivi + A{vi>

i=1

=F (i(k + A{)"i)

i=1

.
=3 (N +A)ws
i=1

T T
= Z Aiw; + Z )\{Wi
i=1 i=1
=F(v) + F(v').
Weiterhin gilt
T T
FOW) =) Agwi = A (Z Aiwi> = AF(v).
i=1 i=1
Zu (1} Wir erganzen vy, ...,V, zu einer Basis
(Viyee oy Vi Vigty o e vy Vi)

und geben beliebige Vektoren wyy1,...,wn € W vor. Bei der Anwendung von [2| erhalten
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wir ein F mit
Fvi) =w;,1=1,...,n.

Bild, Faser und Kern von Homomorphismen

Definition 3.11. Sei F: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V

und W. Dann nennen wir:
1. Im F:=F(V) das Bild von F.
2. F1(w) :={v e V|F(v) =w} die Faser von w € W.

3. Ker F:={v € V|F(v) =0} = F1(0) den Kern von F.

Satz 3.12. Sei F: V — W linear. Dann gilt:
1. Im F C W und Ker F C V sind Untervektorrdaume.
2. F surjektiv & Im F=W.
3. Finjektiv & Ker F ={0}.

4. Ist F injektiv und sind vy,...,v, € V linear unabhéangig, so sind auch die Bilder

F(vi),...,F(vn) linear unabhangig.

Bewets. Zu ([I)): Folgt direkt aus Lemma durch die Wahl V/ =V und W’ = {0}.
Zu : Das ist ja die Definition von Surjektivitat.
Zu (3): = ist klar. Fiir <: Seien v,v’ € V mit F(v) = F(v/). Dann gilt fir v—v’ € V:

0=Fv)—FW)=Fv—-v')=v—v' € Ker F={0},

also v ="v'.

Zu :
wiF(vi) + -+ paF(vn) =0 & F(urve + -+ - + Hpvn) = 0.

Mit der Injektivitdt von F (ndmlich Ker F = {0}) bekommen wir pjvqy +- - -+ pnvn = 0 und
somit folgt aus der linearen Unabhangigkeit von vi,...,vy, dass gy =--- =y, =0. O

Definition 3.13. Der Rang einer linearen Abbildung F ist definiert als

rang F := dim(Im F) (3.1)

Wenn wir uns die lineare Abbildung F5 anschauen, die durch eine Matrix A € M(mxn, K)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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mittels
Fa : K" — K™ x — Ax,

definiert wird, so ist der Rang der Abbildung Fa gleich dem Rang der Matrix A, d.h. es
gilt rang Fo = rang A. Fiir die kanonische Basis (e1,...,e,) von K™ sind namlich

Aeq,...Aen
die Spalten von A. Somit folgt
Im Fpo = Fa(K™) = span(Aey,...,Ae,) = SR(A),

wobei SR(A) den Spaltenraum von A bezeichnet.

Wir werden nun die Begriffe, Bild, Kern und Faser einer linearen Abbildung veranschau-

lichen.

Beispiel 3.14. Betrachte folgende lineare Abbildung:

X1 —2X%1 + 2Xo
F:R® - R? -
X2 —X1 + X2
Wir erhalten offensichtlich
2 1
ImF=R und Ker F=R
1 1
2b
Fiir ein festes b € R gilt natiirlich € Im F und wir erhalten
b
2b 0 1 0
F! = +R = + Ker F.
b b 1 b
2b
Die Faser von verlauft also parallel zum Kern von F.
b

Lemma 3.15. Sei F: V — W linear und w € Im F und u € F~!(w) beliebig. Dann gilt

Flw) =u+Ker F:={u+v|ve Ker FL
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Beweis. Fiir v/ € F1(w) gilt

FV)=Fu =Fv —u)=0=v:=v —ucKerF
=v =u+veu+ZKerF.

Umgekehrt, sei v/ = u+v € u+ Ker F. Somit folgt F(v/) = F(u) + 0 = F(u) = w und es
gilt v/ € F1(w). O

Definition 3.16. Eine Teilmenge X eines K-Vektorraums V heift affiner Unterrraum,

falls es ein v € V und einen Untervektorraum W gibt mit

X=v+W:={ueVliwe W mit u=v+w}

Per Konvention ist die leere Menge auch ein affiner Unterraum.

Lemma 3.17. Sei X =v+ W C V ein affiner Unterraum. Dann gilt:
1. Fir ein beliebiges v/ € X ist X =v/ + W.

2. Ist v/ € Vund W’ C V ein Untervektorraum mit v+ W = v/ +W’, so gilt W = W’
und v/ —v e W.

Das Lemma besagt, dass zu einem affinen Unterraum v + W der Untervektorraum W

eindeutig bestimmt ist, nur der ,,Aufhdngepunkt” v kann in X frei gewahlt werden.

Beweis. Zu : Sei v/ = v +w’. Wir zeigen beide Inklusionen.
Xcv +W:

ueX=u=v+wmit weW
su=v'+(w-n’)

suev +WwW.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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XOVvV+W:u=v+wevV+W=u=v+w+w)ev+W.
Zu : Definiere
X=X:=u—ufueXu eX}

als die Menge der Differenzen. Wir erhalten
X—X=Wund X — X =W’ und somit W =W".
Wegen v+ W =v' +W gibt eseinw e W mit v  =v+walsov —v=weW. O

Lemma [3.17] zeigt, dass fiir einen nicht-leeren affinen Unterraum, der zugehorige Unter-
vektorraum eindeutig bestimmt ist. Daher ist die Dimension eines nicht-leeren affinen
Unterraums X =v + W mittels

dim(X) := dim(W)
wohldefiniert. Fiir den leeren affinen Unterraum X = () definieren wir zusatzlich dim(()) :=
—1.

Dimensionsformel

Satz 3.18. Sei F:V — W linear und dim(V) < oco. Sind Basen (vi,...,Vv) von Ker F
und (wi,...,W,) von Im F, sowie beliebige Vektoren u; € F1(w1),...,u, € F1(w,)
gegeben, so ist

B :=(ug,...,Ur,Vv1,...,V) eine Basis von V.

Insbesondere gilt die Dimensionsformel

dim(V) = dim(Im F) + dim(Ker F).

Bewets. Fir v € V sei
F(v) = pawi + -+ ewy und v/ i= paug + -+ .
Mit F(v) = F(v’) folgt v—v’ € Ker F und somit
v—v'=Avy 4+ Ak
Somit gilt
V=V 4+ Avi + o AV = iUy o el + AV s AV
Also wird V von B erzeugt. Zur linearen Unabhangigkeit, sei

Hiug + - 4 el + Apvy + -+ A = 0.
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Wende F an und wir erhalten:

pawg + -+ pwy = 0.

Mit der linearen Unabhingigkeit von (wi,...,w;) gilt 13 = -+ = w, = 0 und somit
erhalten wir
Avi+ -+ N = 0.

Dies impliziert mit der linearen Unabhangigkeit von (vi,...,vk), dass Ay =--- = A, =0
gilt. O

Wir erhalten die Folgerung:

Korollar 3.19. Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann gelten folgende

Aussagen:

1. Ist F: V — W linear, so gilt dim(F~!(w)) = dim(V) — dim(Im F) fiir alle w € W
mit F1(w) # 0.

2. Hs existiert ein Isomorphismus F: V - W & dim(V) = dim(W).
3. Sei F: V — W linear und dim(V) = dim(W). Dann sind dquivalent:

e F injektiv.
e F surjektiv.

e T bijektiv.

Beweis. Zu : Wir hatten in Lemma gesehen, dass fiir w € Im F und u € F1(w)
gilt F~1(w) = u+ Ker F. Die Aussage folgt dann unmittelbar mit Satz

Zu : =>: Sei F bijektiv, d.h., insbesondere surjektiv und injektiv. Mit Satz folgt,
dass Im F =W und Ker ={0}. Satz impliziert also dim(V) = dim(W).

&: Es gelte dim(V) = dim(W). Wahle eine Basis B = (v1,...,vn) von V und eine Basis
B" = (w1,...,wn) von W. Mit Satz gibt es eine eindeutige lineare Abbildung F :
V — W, die F(v;) = wi,1 =1,...,n erfiillt. Somit gilt Im F = W und Ker F = {0} und F
ist ein Isomorphismus.

Zu : F injektiv & Ker F = {0} & Im F =W & T surjektiv. F bijektiv & F
dim(V)=dim(W)

injektiv A surjektiv. O

Lineare Gleichungssysteme

Wir kommen nun zuriick auf lineare Gleichungssysteme (LGS) iiber einen Korper K:

A - x = b fiir eine Matrix A € M(m x n,K) und b € K™
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in der Variable x € K™. Fiir b = 0 nennen wir das zugehotrige LGS A - x = 0 homogen.

Wir erinnern uns an die Losungsraum:
Los(A,b) :={x € K"|Ax = b} C K™.

Wir werden nun die Theorie der linearen Abbildungen auf LGS anwenden indem wir die
folgende von A induzierte lineare Abbildung studieren:

Fa: K" =K' x— A-x.

Wir sehen sofort, dass Los(A,b) = F;l(b) und Loés(A,0) = Ker Fa gilt. Mit der Bezeich-
nung rang A = rang Fa = Spaltenrang A = Zeilenrang A folgt aus der bisher entwickelten
Theorie:

Korollar 3.20. Gegeben sei ein LGS Ax =b mit A € M(m x n,K) und b € K™ sowie
rang A =r. Dann gilt:

1. Los(A, 0) ist ein Untervektorraum von K™ der Dimension n — .

2. Loés(A,b) ist entweder leer oder ein affiner Unterraum von K™ der Dimension n—r.
Ist v € Lés(A, b) beliebig, so gilt

Los(A,b) = v + Lés(A, 0).

Um zu entscheiden, ob Lds(A, b) nicht-leer ist, schauen wir uns den Rang der erweiterten

Koeffizientenmatrix an:
rang (A) =:r <rang (A,b) <r+1.
| Satz 3.21. Lo&s(A,b) ist nicht-leer & r =rang (A, b).
Beweis. Wir betrachten die beiden durch A und A’ induzierten linearen Abbildungen
Fa:K"—= K™ x— A-xund Fp/: KM — K™ x/ — A’ - x/,

wobei A’ = (A, b) gesetzt wird. Sind nun (ey,...,eq) und (ef,..., e/ ) die kanonischen

Basen, so erhalten wir
Fa(e1) =Fas(eq),...,Falen) = Fas(ey) und Fas(e; 1) =b.

Es gilt also b € Im Fos und mit Im Fo C Im Fa/ gilt natiirlich rang (A) < rang (A’).
Somit folgt

r=rang (A) =rang (A') & Im FA =Im Far & b € Im Fa & Los(A,b) # 0.



70 | Kapitel 3. Lineare Abbildungen

A =
0 0 O 0 | ar (%) by
0 0 © 0 0 |bry
0 0 © 0 0
0 0 © 0 0| by

Abbildung 3.2: Allgemeine Matrix in Zeilenstufenform nach eventueller Vertauschung von
Spalten.

Wir betrachten nun wieder die Situation, dass wir die erweiterte Matrix (A, b) in Zeilen-
stufenform gegeben haben. Wie wir schon gesehen hatten, kann jede erweiterte Matrix
(A,b) in Zeilenstufenform gebracht werden, ohne dass sich der Loésungsraum Lds(A,b)
dndert. In Abbildung ist eine allgemeine Matrix in Zeilenstufenform angegeben, bei
der wir annehmen, dass die ersten r Spalten die Pivot-Spalten sind. Dies kann o.E. durch
eventuelle Vertauschung von Spalten erreicht werden. In der Darstellung gilt

rang (A) =rang (A,b) & by =---=b, =0.

Im Folgenden werden wir uns die Parametrisierung des Losungsraums fiir eine Matrix in
Zeilenstufenform, fiir die obige Bedingung erfiillt ist, genauer anschauen. Zur Erinnerung:

1 n
Los(A,b) = xGK“xi:a— b — E ayx; | fiirie{l,...,7}
it &
j=1+1

Wenn wir nun Lés(A, b) bzgl. der freien Variablen x,,1, ..., X, parametrisieren, so setzten
WIr A1 i=Xri1,..., Ak := Xn mit n —r =: k. Hier sind x4, ..., X, die gebundene Variablen,
welche eindeutig dadurch festgelegt sind, welche Werte die freien Variablen A;,i =1,...,k
angenommen haben. Zur Berechnung von x1, ..., X, beginnen wir mit der r-ten Gleichung:

A Xy + aT,TJrl)\l + -+ QmAn = by

woraus folgt

1
Xr(A) = F(br - ar,r-&-l}\l — - — Qe Ay,
T
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wobei A = (Aq,...,Ax). Eingesetzt in die (r — 1)-te Gleichung fiihrt zu

Xr-1(A) := di1r-1brog + di1pbr +Cro10A 1+ G KA

wobei die auftretenden Zahlen ¢ und d von den Eintragen in den Zeilen r — 1 und r

abhangen. Iterieren wir dieses Vorgehen erhalten wir schliefilich
x1(A) :=dy1by + -+ - + diybr +c11A1 + - - + CrAk.
Wenn wir nun die Eintrage d, c in Matrizen eintragen, erhalten wir
D’ :=(dy) € M(r x 1,K), C":= (cyj) € M(r x k, K).
Wir erweitern diese Matrizen zu

Cc’ D’
C:= € M(n x k,K) und D := € M(n x r,K),
Ex 0

wobei Ey die k-dimensionale Einheitsmatrix darstellt:

Ey = € M(k x k, K).

Das ergibt lineare Abbildungen:

$:K =K', b= D-bund @y : KK = K", A C-A,

by

wobei b= | ! | € K". Insgesamt erhalten wir gemaf obiger Rechnung eine Abbildung

Oy : Kk 5 K
A= (}\1; cee ))\k) = d)(b) + q)O(}\)

Nach der Konstruktion von @y, gilt fiir alle b € K":
@, (K*) c Lés(A, b) = ¢(b) + Lés(A, 0).

Fir b = 0 gilt, dass @g injektiv ist, weil rang C = k und somit Ker C = {0}. Weiterhin ist
dim(L&s(A, 0)) = k (siehe Korollar [3.20) und somit folgt:

®o(K*) = Lés(A, 0) und @ (K*) = Lés(A, b).
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Wir halten den folgenden Satz iiber die Parametrisierung von Lésungsrdumen von LGS

mit Matrizen in Zeilenstufenform fest:

Satz 3.22. Sei (A,b) in Zeilenstufenform mit rang A = r und b € K". Dann hat die
oben konstruierte Abbildung @y : K™ — Lés(A, b) C K" folgende Eigenschaften:

1. @y ist fiir jedes b € K" bijektiv.

2. BEs gibt einen Homomorphismus ¢ : K' — K™, sodass fiir alle b € K" gilt:

@y = b(b) + Do und Lés(A, b) = ¢(b) + Lés(A, 0).

Ein Speziafall bei der Losung von LGS tritt auf, wenn die Losung eindeutig ist.

Satz 3.23. Gegeben sei ein LGS Ax = b mit A € M(m xn,K) und b € K™. Dann sind
folgende Bedingungen aquivalent:

1. Das LGS Ax =D ist eindeutig losbar.

2. rang A =rang (A,b) =n.

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass gilt Los(A,b) # () & rang A = rang (A, b).
Bzgl. der Eindeutigkeit nutzen wir: Los(A,b) = ¢(b) + Los(A, 0) mit dim(Lés(A,0)) =
n —rang A. O

Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Abschnitt wird es darum gehen, lineare Abbildungen mit Hilfe von Matrizen
darzustellen. Wir starten mit einem Korollar des Darstellungssatz bzgl. vorgegebener Ba-
sen, siehe Satz [3.10]

Korollar 3.24. Gegeben sind K-Vektorrdume V und W. Sei (vy,...,V;) eine Basis von
V und wy,...,w, € W. Fiir die eindeutige lineare Abbildung

F:V—>Wmit Flv;) =w; firi=1,...,r.
gelten folgende Eigenschaften:
(a) Im F =span(wy,...,w;)

(b) F injektiv & wy, ..., w, linear unabhéngig.

Bewets. Zu[(a)} Im F C span(wy, ..., w;) ist trivial. Ist umgekehrt w = pywy +- -+ prwy
so folgt w = F(uyvy + -+ + Wevy).
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Zu[(b)} =: Angenommen, wy,...,w; sind linear abhéngig. Dann gibt es (p1,..., 1) #0
mit

pawg + -+ ewy =0,

und somit F(puyvy + -+ - + wvy) = 0, also ist F nicht injektiv.
& Sei F(v) = 0. Mit v =Ayvy + - - - + Ay, folgt

F(?\lvl + .. -;)\rvr) =A 1w + -+ Aw; =0.

Da wi,i=1,...,r linear unabhéangig, folgt A; =0,1=1,...,r und somit gilt v=0. ]

Wir erhalten weitere Folgerungen aus Satz [3.10]

Korollar 3.25. Zu jeder linearen Abbildung F : K™ — K™ gibt es genau eine Matrix
A € M(m x n,K) mit F(x) = A - x fiir alle x € K™,

Bewets. ey, ...,e, bildet eine Basis des K™ und wir kénnen w; := F(e;),i = 1,...,n
setzen. Wir schreiben nun F(e;),...,F(e,) als Spaltenvektoren in eine Matrix A. Die re-
sultierende Abbildung Fa : K®™ — K™ ist linear und erfiillt Fo(e;) = wi,i = 1,...,n.
Satz besagt, dass es genau eine lineare Abbildung F : K™ — K™ mit F(e;) = w; filir
allei=1,...,n gibt und somit folgt F = Fa. O

Jede lineare Abbildungen zwischen Standardvektorraumen ist also als Matrix-Abbildung
darstellbar.

Korollar 3.26. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,vn). Dann gibt es genau
einen Isomorphismus

(DB : K™ — V mit (Dg(e]-) :Vj,j = 1,...,11.

Die Abbildung @5 heifit Koordinatensystem und wir werden uns in den folgenden Ab-
schnitten weiter damit beschaftigen.
Nun werden wir den Darstellungssatz von linearen Abbildungen mittels Matrizen fiir all-

gemeine K-Vektorraume V erweitern.

Satz 3.27. Seien V und W jeweils K-Vektorrdume mit Basen A = (v1,...,v,) und
B = (w1,...,Wy). Dann gilt:
1. Zu jeder linearen Abbildung F : V — W gibt es genau eine Matrix A € M(mxn, K)
mit
m
F(vj) = Z agwi fir j =1,...,n. (3.2)
i=1

2. Die resultierende Abbildung

M : Hom(V, W) — M(m x n,K), F— M4 (F) := A (3.3)
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ist ein Isomorphismus zwischen K-Vektorraumen.

Beweis. Zu: |1} Da B Basis von W sind die Linearkombinationen in (3.2) eindeutig und
somit auch die Eintrage der Matrix A eindeutig bestimmt.

Zu |2; Seien F, G : V — W zwei lineare Abbildungen und A,B € M(m x n, K) die darstel-
lende Matrizen von F bzw. G bzgl. der Basen A und B (siehe . Dann gilt:

m m m
(F + G)(VJ) = F(Vj) + G(V]') = Z aijwi + Z bijWi = Z(aij + bij)wi
i=1 i=1 i=1

und somit
MA(F+G) = A+ B = M4 (F) + MA(G).

Analog kann M (AF) = AMZ(F) fir A € K gezeigt werden. My ist also eine lineare
Abbildung. Bijektivitit von My folgt aus Satz Fiir A € M(m x n,K) beliebig,
erhalten wir n Vektoren in W:

m
I .
Wiy 1= E aywi,j =1,...,n.
i=1

Da A eine Basis ist, folgt mit Satz dass es eine eindeutige lineare Abbildung F gibt
mit F(vj) = wj’,j =1,...,n. Wir erhalten M} (F) = A (Surjektivitit) mit eindeutigem F
(Injektivitat). O

Beispiel 3.28. Betrachten wir zwei Standardvektorraume K™ und K™ zusammen mit
ihren kanonischen Basen A = (e, ..., e,) bzw. B = (e{,...,e/,). Dann gilt fiir jede Matrix
A € M(m x n,K) und die dadurch definierte lineare Abbildung Fa : K™ — K™, x — Ax,
dass M7 (Fa) = A.

Obiger Satz zeigt, wie wir lineare Abbildungen als Vektoren in einem Vektorraum auffassen

kénnen. Z.B. kénnen wir eine Basis von Hom(V, W) durch folgende Setzung bekommen:

: . wi, fir k =3,
Fl:V oW, Flw) =
0, sonst.
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Mit dieser Definition gilt M7 (Fl) = E!, wobei

0... 0 ...0
0... 0 ...0

B=o0... 1 ..0 |€MmxnK),
0... 0 ...0
0... 0 ...0

und die 1 steht in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Die so definierten m - n linearen
Abbildungen F]% bilden eine Basis des Hom(V, W). Die zur Linearkombination bendtigten
Skalare in K zur Darstellung einer beliebigen linearen Abbildung F stehen genau in der
Matrix M%(F).

Korollar 3.29. Sei F:V — W linear, n = dimV, m = dimW und r = dim(Im F). Dann
gibt es Basen A von V und B on ‘W, so dass gilt:

MA (F) = &0 e M(m x n,K)
B - ) .

0 O

Bewets. Seien wy, ..., W, eine Basis von Im F. Wir wahlen A wie in Satz

A=(ug,...,ur,vi,..., V),
wobei u; € F1(wi),i=1,...,7 und v; € Ker F,j =1,...,k. Des Weiteren erganzen wir
(w1, ...,w;) zu einer Basis von W:
B = (Wi,eee, Wy, Wil ..o, Wi ).
Somit erhalten wir, dass M%(F) die geforderte Struktur besitzt. O

Fiir Endomorphismen (F : V — V) kdnnen wir A = B setzen und erhalten M7 (F) =
M% =: Mg. Der Isomorphismus Mg : End(V) — M(n x n,K) ist charakterisiert durch

n
F(vj) = Zaijvi firj=1,...,n,
i=1

mit B = (v,...,vn) und A = Mg(F).
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Quotientenvektorraume

Wir zeigen nun, dass sich eine lineare Abbildung F: V — W fiir eine direkte Summe V =
U & Ker F faktorisieren lasst indem eine Hintereinanderschaltung einer eingeschrankten

Abbildung F|y und einer Projektion P von V auf U konstruiert wird.

Satz 3.30 (Faktorisierungssatz). Sei F:V — W linear und
B = (ug,...,Ur,V1,..., V) eine Basis von V mit Ker F = span(vy,..., V)
und U = span(uy,...,u;). Dann gilt:
1. V=U&Ker F.

2. Flu: U — Im F ist ein Isomorphismus.

3. Sei P: U@ Ker F— U,v =u+v’ — u die Projektion auf den ersten Summanden.
Dann gilt F = (F|y) o P.

Beweis. Zu([l]: Diese Aussage folgt direkt aus Satz

Zu: Mit Ker Fly = Ker FNU = {0} gilt, dass F|y injektiv ist und somit ein Isomorphismus
ist (Fly : U — Im F ist per Konstruktion surjektiv).

Zu : Seiv=u+v' €V mitue Uund v’ € Ker F. Dann gilt P(v) = u und wir erhalten

F(v) = F(u) + F(v) = F(u) = Flu(u) = Flu(P(v)).

O]

In Lemma wurde gezeigt, dass die Fasern von F die zum Untervektorraum Ker F
parallel verschobenen affinen Untervektorraume sind. Nun werden zu einem gegeben Un-
tervektorraum U C V eine lineare Abbildung F mit Ker F = U konstruieren, wobei nun
die Aufgabe darin besteht ein geeignetes Bild W fiir ein solches F zu finden. Es wird sich
herausstellen, dass W = V/U ein passender Kandidat ist, wobei V/U den Quotientenraum
von V nach U bezeichnet.

Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Fiir v,v' € V definieren wir

eine Aquivalenzrelation modulo U wie folgt:

v~uviiev —vel

| Ubung 3.31. Zeige dass ~ eine Aquivalenzrelation auf V definiert.

Es folgt unmittelbar, dass die Aquivalenzklasse eines v € V dem affinen Untervektorraum

M eVviv~uvi=v+Uu
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entspricht (benutze hier, dass v/ —v € U & Ju € U : v/ = v 4+ u.) Die Menge der
Aquivalenzklassen wird mit V/U bezeichnet und heift der Quotientenraum von V nach U.
Diese Bezeichnung ergibt insofern Sinn als dass alle Elemente aus U in der Aquivalensklasse
von O liegen und in diesem Sinne herausdividiert werden. Wir fiihren nun die kanonische

Abbildung p ein, welche jedem Vektor v € V die zugehorige Aquivalenzklasse zuordnet:
p: VoV U=Wv+UpeV},v—ph)=v+ U

Satz 3.32. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann gibt es
eindeutig definierte Verkniipfungen + : V/U x V/U — V/U und ~: K x V/U — V/U, so

dass

e V/U ein K-Vektorraum und

e p: V- V/U, v p(v) =v+ U linear wird.
Weiterhin gilt:

1. p ist surjektiv.

2. Ker p=1U.

3. Fiir dimV < oo gilt dim(V/U) = dimV — dimU

4. Ist F : V — W eine lineare Abbildung mit U C Ker F, so existiert genau eine
Abbildung G : V/U — W mit F = G o p und Ker G = (Ker F)/U.

Beweis. Wir konstruieren zunichst die beiden Verkniipfungen I und *: Da p linear sein

soll, muss gelten:

V+UWFw+U =pWv) Fpw)=pv+w)=(v+w)+U
ATv+U)=Ap(v) =p(Av) =Av+ U

Somit gibt es nur eine Moglichkeit die beiden Verkniipfungen zu definieren:
V+WIFw+U) =rv+w) +U AT (v+U) :=Av+ U

Wir miissen nun zeigen, dass diese Definition wohldefiniert ist, d.h. von der Wahl des
Reprasentanten v und w unabhéangig ist. Dazu seien v/ und w’ weitere Reprasentanten
aus der jeweiligen Aquivalenzklasse von v und w:

v+U=v'+Uund w+U=w'+U.
Wir erhalten v/ —v e U,w' —w € Uund (v +w’) — (v+w) € U und somit

V+w)+U=(+w)+U.
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Analog folgt auch Av+U = Av’+U. Die Vektorraumaxiome fiir V/U kénnen ohne Probleme
nachgepriift werden (Ubung). Der Nullvektor in V/U ist U, denn es gilt

v+WFU=wv+WFO+UW=r+0)+U=v+U.

Das zu v 4+ U additive Inverse ist —v + U. Diese Rechnungen verdeutlichen, dass wir mit
Untervektorraumen genau so wie mit Vektoren rechnen konnen und somit lassen wir nun
die Symbole + und ~ von nun an weg und schreiben wieder wie iiblich + und -.

Zu : Dies folgt direkt aus der Definition von p und V/U.

Zu@): Firve Vgt veKerp <= v+U=pv)=U & vel.

Zu : Wir wenden die Dimensionsformel aus Satz an und erhalten:

dimV = dim(Ker p) + dim(Im p) = dim(U) + dim(V/U).
Zu ([4): Wir definieren G : V/U — W durch
Gv+U) :=Fv).
G ist wohldefiniert, denn fiir v+ U = v’ + U folgt
v—v' €U c Ker F also F(v) = F(v'),

und somit ist der Wert G(v 4+ U) unabhéngig von der Auswahl des Reprasentanten der
Aquivalenzklasse. Die Linearitit von G folgt ebenso aus der Linearitét von F. Die Definition
von G impliziert dann direkt F = G o p. Weiterhin bekommen wir

v+UeKerG&veKer F&v+ U e (Ker F)/U,

woraus Ker G = (Ker F)/U folgt. O

Wir betrachten im Folgenden die direkte Summe von zwei Untervektorrdumen V = V@& Vs.
Zur Darstellung des Quotientenraumes V/V, konnen wir nun die kanonische Abbildung
eingeschrankt auf den direkten Summand V; benutzen.

Satz 3.33. SeiV=V; & Vs und p: V — V/V; die kanonische Abbildung. Dann ist

p':=ply, : Vi = V/V; ein Isomorphismus.

Beweis. Jedes v € V hat die eindeutige Darstellung v = vi + vo mit vi € Vi,vy € Va.
Weiterhin erhalten wir:

p(v) = p(vi +Vv2) =vi +va+ Vo =vi + Vo = p'(v1).

Somit ist p’ bijektiv. O
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Multiplikation von Matrizen

Wir hatten in Lemma gesehen, dass die Komposition von linearen Abbildungen wie-
der linear ist. Wir werden nun eine solche Komposition betrachten, bei der die involvier-
ten Abbildungen durch Matrizen dargestellt sind. Dazu betrachten wir lineare Matrix-
Abbildungen der Form

Fg : KN = K™, x— B-x, und Fp : K" = K™, x— A - x,

fiir Matrizen A € M(m x n,K) und B € M(n x r,K). Fiiry =B -x und z = A - y rechnen
wir nach

Yj :bjlxl—i—-u—i—bjrxr, j=1,...,m (3.4)
Zi=ayy1+ -+ QGnyn, i=1,...,m (3.5)

Mit dieser Rechnung kénnen wir die Komposition Fa(Fg(x)) darstellen. Setzen wir ([3.4)
in (3.5)) ein, so erhalten wir

Zi = ail(bllxl +---+ bl‘rXT) +---+ ain(bnlxl +---+ bnrxr)
= (apbir + -+ ainbna)xs + - - + (@i byr + - - + Ainbnr)xs.

Setzen wir nun
Cik '= qy1bix + - - + Qinbnk, k=1,...,n,i=1,...,m,

so erhalten wir

. i QY — i (Z bjkxk> =) (Z Clijbjkxk>

j=1 j=1 \k=1 j=1 \k=1

=

n T
b | X =) cuxe
k=1 \ j=1 k=1

Definition 3.34. Seien A € M(m x n,K) und B € M(n x r,K). Dann ist das Produkt
von A und B definiert durch

n
A - B := C wobei C = (cix)i=1,..,mk=1,..,r und cix = Z aijbjk (3.6)
=1

Wir leiten nun weitere Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation her.
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—r—

—n— — T —
T R
m ®--- 0 X N : = m
| o)
Zeile 1 X Spalte k = Cik

Abbildung 3.3: Illustration der Multiplikation A - B = C.

Lemma 3.35. Sind Matrizen A,A’ € M(m x n,K) und B,B’ € M(n x 1,K),C €
M(r x s,K) und A € K gegeben, so gilt:

1. A-(B+B)=A-B+A-B’und (A+A’)-B=A-B+A’-B
2. A-(AB) = (AA) - B=A(A - B)

3. (A-B)-C=A-(B-C).

4. (A-B)T=BT-AT.

5. Em-A=A-E,=A.

Ubung 3.36. e Beweise Lemma [3.35|

e Zeige, dass mit den Rechenregeln aus Lemma folgt, dass die Menge M(n x
n, K) mit der Addition und der Multiplikation von Matrizen einen Ring (M(n x
n, K), +, -) bildet.

Bemerkung 3.37. Es ist bei obigen Rechenregeln, insbesondere bei Punkt {4 Vorsicht
geboten! Es gilt i.A. (A - B)T # AT - BT! Der Ausdruck rechts ist fiir m # n nicht einmal
definiert, aber selbst fiir m =n gilt i.A. nicht die Gleichheit.

Wir werden nun untersuchen, wie der Rang der Matrix C = A - B von den Réngen der
Matrizen A und B abhéangt.

Lemma 3.38. Ist A€ M(m xn,K) und B € M(n x r,K), so gilt

rang A +rang B —n <rang (A - B) < min{rang A, rang B}.

Bewets. Wenn wir die Matrizen als lineare Abbildungen auffassen, erhalten wir folgendes
Diagramm. Wir definieren nun F’ := Fa|in g. Dann gilt

Im F' =Im (Fop) und Ker F' = Ker FA NIm Fg.
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KT*>K“

o

Abbildung 3.4: Illustration der Komposition von A und B.

Wenden wir die Dimensionsformel aus Satz an, so erhalten wir
rang (A - B) = rang F' = dim(Im Fg) — dim(Ker F’) = rang B — dim(Ker F’).  (3.7)

Somit folgt sofort rang (A - B) < rang B. Weiterhin gilt Im Fa.g C Im Fa. Dazu sei z €
Im Fa.p, d.h. es existiert x € K" mit (A-B)-x = (Z;‘Zl aijy;(x))ief1,...,m) = z, wobei y;(x) =
b; - x. Wahle also &; :=yj(x),j = 1,...,n und wir erhalten mit A -X =z, dass z € Im Fa.
Es folgt rang (A - B) < rang A und insgesamt rang (A - B) < min{rang A, rang B}.

Mit Ker F’ C Ker Fp folgt aus

rang (A -B) > rang B —dim(Ker F5) =rang B +rang A — n.

Hier folgt die letzte Gleichung aus der Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung Fa.
Dies ergibt rang A +rang B—n < rang (A-B). Diese Abschatzung ist straff, falls Ker F/ =
Ker A. 0

Wir wenden uns nun den kanonischen Isomorphismen Hom (K™, K™) — M(nxn, K) fiir den
Standardraum K™ zu. Zur Erinnerung: sei B = (v1,...,Vn) eine Basis von K™. Dann gibt
es genau einen Isomorphismus @5 : K™ — K™ mit ®g(e;) =vi,i=1,...,n und ®g kann
durch die quadratische Matrix (®g(ei)i—1,..n) beschrieben werden. Ein Isomorphismus
F: K™ — K™ besitzt eine lineare Umkehrabbildung F~! mit

FoF ' =F1oF =idkn,

wobei fiir eine allgemeine Menge die Abbildung idy die Identitatsabbildung auf V definiert,
d.h.,
dy:V—oV,ve v

Wenn wir diesen Zusammenhang auf die Multiplikation von Matrizen anwenden, erhalten

Wir:

Definition 3.39. Eine Matrix A € M(n x n,K) heift invertierbar oder auch regulér,
wenn es ein A~ € M(n x n, K) gibt mit der Eigenschaft

A-ATT=AT A=E,.

Wir sehen sofort, dass diese Definition genau das Richtige tut: Sei Fo bzw. Fo-1 die durch
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A und A~! definierte lineare Matrix-Abbildung. Dann erhalten wir

FA(Fai(X)) =A- (A1 x) = (A-A7) x =Ep-x =x

also gilt
FA O FA—l = idKn.

Wir werden auch nachweisen, dass die suggestive Notation A~! auch erlaubt ist, denn
die Menge der invertierbaren Matrizen A € M(n x n,K) bilden eine Gruppe bzgl. der
Matrizenmultiplikation und somit existiert fiir jede Matrix A ein eindeutiges Inverses,

welches wir mit A~! bezeichnet haben.

Satz 3.40. Die Menge
GL(n,K) :={A € M(n x n, K)|A invertierbar}.

bildet mit der Verkniipfung der Matrizenmultiplikation eine Gruppe mit neutralem Ele-

ment E,. Diese Gruppe heifit auch allgemeine lineare Gruppe.

Bewets. Als Erstes zeigen wir, dass die Matrizenmultiplikation auf GL(n, K) x GL(n, K)
abgeschlossen ist, d.h., flir alle A, B € GL(n, K) muss auch A - B € GL(n, K) gelten. Dazu
seien A~! und B! mit der Eigenschaft

A-AT=A1T.A=B.-B1=B!.B=FE,.
Dann folgt aus Lemma [3.35}{3]:
B A1) . (A-B)y=E,=(A-B)-(B1-A 1.

Also ist A-B invertierbar und somit in GL(n, K). Wir miissen nun noch die Gruppenaxiome
G1 und G2 nachweisen. G1 folgt direkt aus Lemma|[3.35[3] E,, ist das neutrale Element und
zu jedem A € GL(n,K) gibt es per Definition ein Inverses. Wie in Kapitel gezeigt,
ist das Inverse eindeutig und somit war es zulissig, die Schreibweise A~! zu verwenden.
Insbesondere gilt (A~%)~! = A fiir alle A € GL(n, K). O

Satz 3.41. Fiir eine Matrix A € M(n x n, K) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. A ist invertierbar.
2. AT ist invertierbar.
3. Spaltenrang von A ist gleich n.

4. Zeilenrang von A ist gleich n.

Des Weiteren gilt (AT)™! = (A~1)T.
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Bewess. [Il =2 : Wir rechnen nach:

(AHT-AT=(A-A )T =EI =E,.
2 =
En=(AT) - AT=(A- (AT = A- (A1) )T = E] = En.

Somit gibt es ein zu A Inverses ((AT)™!)T und mit der Eindeutigkeit des Inversen folgt

ausserdem
(AD)HT=AT & (AT) = (ATH)T.
: Die Beziehung A - A~! = E,, impliziert, dass &/ € Im (Fa),j =1,...,n und somit
rang (A) = n gelten muss.
: Aus Im (Fo) = K™ folgt, dass es A~! geben muss mit A- A~ =E,.
folgt aus obigem Argument nach Transposition. O

Wir leiten nun einen Algorithmus her, um fiir A € GL(n, K) die Inverse A~! zu berechnen.
Mittels der Gleichung A - A~! = E,, kénnen wir die n Spalten von A~! als Lésungen der
folgenden LGS auffassen:

AxX=d,j=1,...,n, (3.8)

Bemerkung 3.42. Seien ZJ,j = 1,...,n Losungen des LGS (3.8). Dann gilt A~! =

(Zj )jzl,...n-

Diese Einsicht nutzen wir im Folgenden, um den Gauss-Algorithmus zur Losung von LGS
auf unseren Fall anzupassen. Ein wichtiges Hilfsmittel hierzu sind die sogenannten Ele-

mentarmatrizen.

Definition 3.43 (Elementarmatrizen). Eine Matrix in M(n x n, K) heisst Elementarma-
trix, wenn sie von einem der drei folgenden Typen ist:
1. Typ 1: Sei i,j €{1,...,n}. Definiere
Einj :=En—E{— E; +E + Ej,

wobei E) € M(n x n,K) mit () = 0 fiir (1,k) # (i,j) und (e))y = 1 fiir

(LLk) = (i,j). In diesem Fall entsteht E;.,; aus E,, durch vertauschen der i-ten und

j-ten Zeile.
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2. Typ 2: Seiie{l,...,n} und A € K*. Definiere

Ei(A) :=En + (A —1)EL
In diesem Fall entsteht Ei(A) aus E, durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A.
3. Typ 3: Sei i,j €{1,...,n} mit i #j und sei A € K. Definiere
E/(A) := En 4+ AEL

E{(?\) entsteht aus E,, durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

Wir halten folgende Bemerkung fest:

Bemerkung 3.44. 1. Eine Elementarmatrix ist regulédr. Es gilt weiterhin:
(@) (Eisj) ! = (Ejoi) ' = By = Bjn
(b) (Ex(A)! =Ei(5).
() (E}V)) ' =E}(=N)
2. Sei A € M(n xn, K) eine Elementarmatrix, B € M(n xr,K) und B’ := A-B. Dann
gilt:

(a) Ist A = Ei.j, so entsteht B’ aus B durch Vertauschen der i-ten und j-ten
Zeile.

(b) Ist A = E;i(A), so entsteht B’ aus B durch Multiplikation der i-ten Zeile mit A.

(c) Ist A = E{(?\), so entsteht B’ aus B durch durch Addition des A-fachen der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

3. Sei A € M(n x n, K) eine Elementarmatrix, B € M(r xn,K) und B’ := B-A. Dann
gilt:

(a) Ist A = Ei.,j, so entsteht B’ aus B durch Vertauschen der i-ten und j-ten
Spalte.

(b) Ist A = E;(A), so entsteht B’ aus B durch Multiplikation der i-ten Spalte
mit A.

(c) Ist A = E{()\), so entsteht B’ aus B durch durch Addition des A-fachen der
i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

Satz 3.45. Eine Matrix A € M(n x n,K) ist genau dann reguldr, wenn sich A durch
(endlich viele) elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix iiberfithren l&sst.

Ist A reguldr, so erhalten wir A~!, indem wir dieselben elementaren Zeilenumformungen

auf E,, anwenden.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Bewets. <: Wenn B aus A durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, so dndert
sich der Rang nicht und es gilt rang (A) = rang (B). Wenn sich B nun durch elementare
Zeilenumformungen in E, {iberfilhren lasst, so gilt rang (A) = rang (E,) = n, also folgt
mit Satz dass A reguldr ist.
=: Ist A € M(n x n,K) regulér, so gilt mit Satz dass rang (A) = n. Anwendung
des Gauss-Algorithmus fiihrt auf eine Zeilenstufenform mit n Pivotzeilen so dass gilt
a; #0,i=1,...,

aj;  * *
0 ahy * ... %
Al = € M(n x n, K).
0 .. :
0 0 a),

Jetzt konnen wir noch ein geeignetes Vielfaches der 2. bis zur n-ten Zeile zur 1. Zeile
addieren, um in der 1. Zeile den Vektor (aj,,0,...,0) zu erhalten. Gleichermafen kénnen

wir mit den Zeilen 2 bis n umgehen. Insgesamt erhalten wir so die Diagonalmatrix

a;; 0 ... 0
0 a), 0 ... 0
A = € M(n x n,K).
0 . .
0 .. 0 al,

Nun multiplizieren wir die jeweilige Zeile mit 1/a/, und erhalten E,.

Der obige Beweis zeigt nun, das es Elementarmatrizen B, ..., By € M(n x n, K) gibt mit
B B;-A=FE,
Somit gilt
Bn:co-- B; = By By E,=A"1
]

Wir geben nun ein Beispiel an.

Beispiel 3.46. Wir mochten die Matrix A invertieren, oder entscheiden, dass A nicht
vollen Rang hat, also nicht regular ist.
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Wir schreiben A und die Einheitsmatrix E, nebeneinander.

3 -3 1[0 1 0 (3.9)

Dann fiihren wir mittels elementarer ZUF A auf die Einheitsmatrix zuriick (bzw. erkennen,
dass eine Nullzeile entsteht). Dies entspricht der Operation By -- - - B1-A. Wenn wir diese
elementaren ZUFs simultan auf E,, anwenden, so erhalten wir die gewiinschte Inverse

1 -1 0|1 0 O 1 -1 0|1 0O
3 8 11010 11.73ﬁ1.71. 0 0 1/-3 10
1 -2 2[00 1 0 -1 2/-1 0 1

1 -1 0[1 00 1 0 —2/2 0 —1

_> _ _ H . B

mom |0 1 2(-1 0 1p = |0 -1 2 10 1

0 0 1|-3 10 0 0 1|-31 0
1 0 0(—4 2 -1 1 0 0|—4 2 —1
1.+2-Hﬁ>—2.1n. 0 -1 05 —2 1 (_1_)11’1. 01 0|5 2 -1
O 0 1/-3 1 0 0 0 1|]—-3 1 O

Somit ist A invertierbar und es gilt

4 2 -1
At=|_5 2 1
31 0

Lemma 3.47. Sei A € M(m x n,K). Dann gilt fiir beliebige B € GL(m,K),C €
GL(n, K):
rang (A) =rang (B-A-C).

Beweis. Ubung. O

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Koordinatentransformation bei Basiswechsel

Wir kommen nun auf den Begriff des Koordinatensystems zuriick. Sei V ein K-Vektorraum
mit Basis B = (v1,...,vn). Wir erhalten gemaf Korollar einen eindeutigen Isomor-
phismus

(DB : K™ — V mit @3(6]') :Vj,j =1,...,n,

wobei ¢j,j = 1,...,n wieder die kanonischen Basisvektoren des K™ bezeichnen. Wir erhal-
ten

(D‘B((Xl) oo ;Xn)T) =X1V1+ -+ XnVn.
@5 heifit das durch B bestimmte Koordinatensystem von V. Fiir v = Og((x1,...,xn)T) =

X1V1 + -+ -+ Xnvn € V heiRt der Vektor (xi,...,%x,)T die Koordinaten von v (bzgl. B) und
es gilt
X=(X1,...,x)7 = d);l(v).

Manchmal ist es wichtig verschiedene Koordinaten (also Koordinaten von v beziiglich
verschiedener Basen) ineinander umzuwandeln.

Definition 3.48 (Transformationsmatrix). Seien zwei Basen A = (v1,...,vy) und B =
(W1,...,wy) eines K-Vektorraums V gegeben. Die Transformationsmatrix des Basis-
wechsels von A nach B ist gegeben durch die Matrix Tﬁ‘ € M(n x n, K), so dass fiir alle

ty;
Spaltenindizes 1 < j < n die Spalte : die Koordinaten der Darstellung von vj in
tnj
der Basis B ist:
n
vy = Ztijwi =tywi + -+ tywn = (I)B((tlj, - ,tn]')T).
i=1
Satz 3.49. Seien zwei Basen A = (vi,...,vn) und B = (wq,...,w,) eines K-

Vektorraums V sowie die zugehorige Transformationsmatrix Tﬁl des Basiswechsels von
A nach B gegeben. Fiirv € Vseiv=x3vi+ - +Xpvn = Yyiwi1 +- - +ynwyn. Dann gilt:

Ly=T4 x.
2. Ty € GL(n, K).

3.x=(TH 1y

Bewets. Zulll:

n n n n
ZUiWi = Z XiVi = X1 (Z tuWi) +otXn (Z tinWi>
i=1 i=1 i=1

i=1
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n
= Z (Xltj]_ + - +Xntjn)w)'
j=1

I
.l\/]:

(tjlxl +--+ tann) wj.
1

)

Da B eine Basis ist, ist die Linearkombination von v mit Vektoren aus B eindeutig und
wir erhalten fiir allei=1,...,n:

Yi = tuxs + -+ tinXn.
Zu[2]: Fir 0 € V erhalten wir die eindeutige Darstellung
0=0-vi+-+0-vp=0-wi+---+0-wp.

Somit gilt y =0 & x = 0. Fassen wir y = Tﬁl -x als LGS in der Variablen x auf, so folgt
mit y = 0, dass es nur die triviale Losung x = 0 gibt, und somit gilt rang (Tﬁ) =n und
mit Satz folgt Ty € GL(n,K).

Zu [3: trivial. O

Wir konnen die Aussage von Satz das kommutative Diagramm von Isomorphismen
in Abb. 3.8 veranschaulichen:

K‘ll

N

—dm-1
FT(?—(D(B O@A V

s

KTI

Abbildung 3.5: Kommutatives Diagramm von Isomorphismen.

Bemerkung 3.50. Seien A, B, € Basen von V der Lange n. Dann gilt:
1. T4 =Eq.
2 TA=TE.T4.

3. TF =(TH™

Beweis. Ubungen. O

Beispiel 3.51. Wir wenden den obigen Satz nun auf die Situation V = K" an. In diesem
Fall sind ® 4 und ®g durch Matrixabbildungen mit den Matrizen A und B gegeben, wobei
die Spaltenvektoren durch die jeweiligen Basisvektoren in A und B gegeben sind. Falls A
die kanonische Basis ist (also v; = e;,i = 1,...,n), so folgt sogar T=B"!-E = B! Wir
erhalten folgendes Diagramm in Abb.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



3.7. Koordinatentransformation bei Basiswechsel | 89
KTI

~

Fr=Fp1.a Kn

e

KTI
Abbildung 3.6: Kommutatives Diagramm von Isomorphismen zwischen Standardraumen
K™,

Beispiel 3.52. Wir werden noch konkreter und betrachten im R? die kanonische Basis
A = (e1, e2) und die Basis B = (w1, ws) = ((2,1)7,(1,3)7). Unser Ziel ist es, den Vektor
v = —e; —ey = (—1) - ey + (—1) - ey beziiglich der Basis B darzustellen. Wir haben
®4((—1,—1)T) =v. Gesucht ist y € R? mit ®3((y1,y2)T) = v. Wir erhalten

2 1
(DA(X):EZ'X7 (DB(U):BU) mit B =

1 3

Um die Transformationsmatrix Tﬁ = B! zu erhalten, miissen wir also die Inverse B!

berechnen:
B 3/5 —1/5
—-1/5 2/5
Somit folgt
Y1 3/5 —1/5 -1 —2
y = B_lx <:> = . = 5
Y2 —1/5 2/5 —1 —3
und wir erhalten
2 1 2 (2 1 (1 -1
vEogWio g™ =g | | || T
1 3 -1

Nun wenden wir uns dem Zusammenhang von Koordinatensystemen und darstellender
Matrizen fiir lineare Abbildungen zu (vgl. Satz|3.27)).

Satz 3.53. Sei F:V — W eine lineare Abbildung und seien A und B Basen von V und
W. Dann gilt:

@3 0 Fyapy = Fo @y, und somit Fyap) = Ol oFo®y. (3.10)

Diese Aussage wird illustriert mit folgendem kommutativen Diagramm in Abb.
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K“&V

M%(F)J( lF

Kkm 22y

Abbildung 3.7: Kommutatives Diagramm von Abbildungen fiir darstellende Matrixabbil-
dung FMfg(F)'

Beweis. Mit Satz reicht es zu zeigen, dass die beiden Abbildungen auf der kanoni-
schen Basis (e, ..., e,) Ubereinstimmen. Sei M%(F) = A = (ayj). Wir erhalten

m
(@3 0 Fyap))(65) = @5(ME(F) - ¢5) = D (@, -, amy)T) = Y ajwy,
i=1
m
sowie F(@y4(e;)) = F(vj) = Z AijWi.
i=1

Die Gleichung FM;‘;(F) = @' o Fo @y erhalten wir durch Anwendung von @' von links
auf die obige Gleichung. O

Bemerkung 3.54. Wir sehen nun auch, dass die darstellenden Matrizen MQ(F) eine

Verallgemeinerung der Transformationsmatrizen sind, denn fiir V=W und F = idy gilt

Mi (idy) = T

Nun werden wir den obigen Zusammenhang von Koordinatentransformation und darstel-
lender Matrix auf die Komposition von linearen Abbildungen erweitern. Wie sich heraus-
stellen wird, kann die darstellende Matrix der Komposition von linearen Abbildungen als

Produkt der jeweiligen darstellenden Matrizen berechnet werden.

Satz 3.55. Gegeben seien K-Vektorrdume U,V und W mit dim(U) = r,dim(V) =
n,dim(W) = m, Basen A, B und C sowie lineare Abbildungen G: U — Vund F: V —
W. Dann gilt:

Mg (Fo G) = Mg (F) - M5(G).

Beweis. Wir fiihren den Beweis dadurch, dass wir zeigen, dass das untenstehende Dia-
gramm kommutativ ist, wobei A := Mg(F),B = M%(G). Diese Behauptung folgt aus
der Kommutativitat des oberen wie unteren Vierecks mittels Abb[3.7] (siehe Satz [3.53).
Das rechte bzw. linke Dreieck kommutiert nach Definition der Komposition von linearen
Abbildungen. O

Nun kommen wir zur Transformationsformel, welche einen Zusammenhang zwischen der

"neuen” Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung F bei einem Basiswechsel (von A

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Dy

K™ u
Fg
\ o %
Fa.B K" —— V FoG
o N
F
P w

Abbildung 3.8: Kommutatives Diagramm bzgl. Komposition von Abbildungen und ihren
darstellenden Matrizen.

nach A’ von V und von B nach B’ von W) und der "alten” Darstellungsmatrix MQ(F)

sowie der Transformationsmatrizen Tff,, T%S, herstellt.

Satz 3.56. Sei F : V — W eine lineare Abbildung und A = (vi,...,vn), A’ =
(vi,...,v,) Basen von V und B = (wi,...,Wy), B’ = (w],...,w/,) Basen von W.
Dann ist das untenstehende Diagramm kommutativ und es gilt

M3/ (F) = T3, - ME(F) - (T4) ™

Bewets. Wir argumentieren wiederum, dass das folgende Diagramm kommutativ ist. Das

A
Kn Mz (F) Km
&t /
Ogp
F
Fra, v, w e,
/()A, FM%(F] q);\
K" & K™

Abbildung 3.9: Kommutatives Diagramm bzgl. Komposition von Abbildungen und ihren
darstellenden Matrizen.

obere sowie das untere Viereck kommutiert mit Satz [3.53l Das linke sowie das rechte
Dreieck kommutieren mit Satz [3.49
Wir geben nun neben diesem “Beweis per Diagramm” auch einen weiteren “rechnerischen”
Beweis an. Dazu sei A := MQ(F),A’ = M%:(F),T = Tg,, S 1= Tﬁl. Wir wollen also die
Beziehung

Al=T-A-St

beweisen, wobei A = (aj), A’ = (af}) € M(m x n,K),T = (tj) € GL(m,K),S$™" = (sy) €
GL(n, K). Wir erhalten per Definition von A und A’ fiir 1,j € {1,...,n}:

m

m
Fovi) =) awk, Fv) =) agwy.
k=1

(=1
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Wir rechnen nun die Terme aus:

U n n m m n
wior (o) Evi (S ) - ()
i=1 i=1 i=1 k=1 im1

k=1

Des Weiteren gilt wy = > ", tgew; und somit

Fvj) =) <Z akisij> (Z takwé>
=1

k=1 \i=1
m m n

/

=D | 2t [ D sy | | wi
=1 \k=1 i1

Daraus folgt fir 1 <£{<m,1<j<n:

m n
ag = Z tex (Z akisij> )
k=1 i=1
also A’=T-A-SL. O

Bemerkung 3.57. Fiir den Spezialfall V=W, A = B, A’ = B’ folgt A’ =S-A-S!
mit S = T4,.

Die Beziehung A’ = T - A - S! setzt die beiden Matrizen A und A’ in ein spezielles
Verhaltnis, welches wir uns nun genauer anschauen werden.

Definition 3.58. Seien A,A’ € M(m x n,K). A und A’ heiRen dquivalent (in Zei-
chen A ~ A’), falls es Matrizen S € GL(m, K) und T € GL(n, K) gibt mit

A'=S-A-TL

Im Spezialfall n = m nennen wir A und A’ dhnlich (in Zeichen A ~ A’)) falls es
S € GL(n, K) gibt mit
A'=S.-A.-SL

Wir halten folgende Eigenschaften fest.

Lemma 3.59. 1. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M(m x n, K).
. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf M(n x n, K).

3. Sind A,A’ e M(n x n,K) dann gilt: A~ A’ = A~A".

Beweis. Ubung. O

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Satz 3.60. 1. Seien A,A’ € M(m x n,K) und seien V und W K-Vektorrdume der
Dimension n und m. Dann sind dquivalent:

(a) A~A'
(b) Es existieren F € Hom(V,W), Basen A = (v1,...,vn), A" = (v],...,V})
von V sowie Basen B = (wi,...,wpn), B’ = (wi,...,w/,) von W, so dass

A = Mg (F), A’ = M/ (F).
2. Sei nun n = m. Dann sind dquivalent:
(a) A=A

(b) Es existieren F € End(V), Basen A = (v1,...,vn), A" = (v],...,v}) von V,
so dass A = M%(F), A’ = M4, (F).

Bewets. [1bl={1al sowie folgen direkt aus Satz Fiir die umgekehrte Richtung
wahlen wir zunédchst eine Basis A von V und eine Basis B von W. Wir definieren dann

die gesuchte lineare Abbildung wie im Beweis von Satz [3.56}
m
F(vj) == Z aijw; fiir alle j = 1,...,n.
i=1

Fiir beliebige v € V mit Koordinatendarstellung CD;I1 (v) = (b1,...,bn) setzen wir

n n n
F(\)) =F Z ijj = bjF(Vj) = Z Z aijbj Wj.
j=1 j=1 i j=1

j= i=1

Dann nutzen wir die Transformationsmatrizen S und T = (t;;), um A’ und B’ mittels

n m

I s : I s

Vj = E SijVi,) = 1,...,n sowle w; 1= E tywy,1=1,...,m
i=1 j=1

zu berechnen. Somit erhalten wir die gewiinschten Eigenschaft A = M%(F), Al = M%:(F).
O

Satz 3.61. 1. Sei A € M(mxn,K). Dann ist A dquivalent zu der Matrix der Gestalt
(wir sagen auch Normalform)

E, O
N := , wobei r =rang (A).

0 0

2. Seien A, A’ € M(m x n,K). Dann gilt A ~ A’ & rang (A) =rang (A’).

Bewets. Zu|l} Seien A = (vq,...,vn) und B = (wy,...,wy) Basen von V bzw. W. Wie
im Beweis von Satz konstruiert, gibt es eine lineare Abbildung F € Hom(V, W), so
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dass A = My (F) gilt. Mit Korollarerhalten wir Basen A’ und B’, so dass N = M%f(F)
die gewlinschte Normalform hat. Nach Satz gilt A~A"

Zu[2} =: A ~ A’ bedeutet per Definition A’ = S-A-T ! fir S € GL(m,K) und T €
GL(n,K). Mit Lemma folgt rang (A) = rang (A’).

&: Ist rang (A) = rang (A’) so folgt mit dem Beweis von , dass A~ N und A’ ~N. Da
~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt A ~ A’. O

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



Kapitel 4

Determinanten

Definition und Grundlegende Eigenschaften

Wir betrachten im folgenden quadratische Matrizen A = (aj) € M(n x n,K), wobei
ai,i=1,...,n die Zeilen von A bezeichnen und a/,j =1,...,n die Spalten von A.

Definition 4.1. Sei K ein Koérper. Eine Abbildung
det : M(n x n,K) — K, A~ det(A),
heifit Determinante, falls det die folgenden Eigenschaften erfiillt:

D1: det ist linear in jeder Zeile. Fiir die i-te Zeile bedeutet das
det | Aai+pal | =Adet | ai | + pdet | af |,

wobei a; und a Zeilenvektoren einer Matrix aus M(n x n,K) sind und A, u € K

D2: det ist alternierend, d.h. det(A) =0, falls i,k € {1, ..., n} existieren mit i # k und

a; = ag.

D3: det(En) =1 (Normierung).

Der Wert det(A) € K heifit Determinante von A.

Im Folgenden werden wir zundchst einige fundamentale Eigenschaften der Determinan-

te beweisen. Im Anschluss daran werden wir dann die Existenz und Eindeutigkeit der
Determinante bzgl. der Axiome und [D3] zeigen.

Bemerkung 4.2. 1. Fir A = (A) € K gilt det(A) = A.

2. Flir A e M(n x n,K) und A € K gilt det(AA) = A" det(A).

95
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Bewess. Fir die erste Aussage rechnen wir nach:

det(A) =det(1-A) = Adet(l) =A-1=A.
DX D3
Fiir die zweite Aussage wenden wir n-mal [DI] an:
aj
?\al
7\0.2
det(AA) = det : = Adet = ... = A"det(A).
(01| LD DI
Adn
Adn
O
Lemma 4.3. 1. Typl: Entsteht A’ aus A durch Vertauschung der i-ten und k-ten

Zeile fiir i,k € {1,...,n}. Dann gilt det(A’) = —det(A).

2. Typ2: Seiie{l,...,n} und A € K*. A’ entsteht durch Multiplikation von Zeile 1
mit A. Dann gilt det(A’) = Adet(A).

3. Typ3: Sei i,k € {1,...,n} mit i # j und sei A € K. A’ entsteht aus A durch
Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile. Dann gilt det(A’) = det(A).

Beweis. Zulll: Sei

ai ag
A= : und A’ =

Ay a;

Aus der Beziehung
ai Ay
det | : | =det =0

D2

a; Ay

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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folgt
ai ag ai ag
det(A) +det(A’)=det | : | +det| : | +det| : | +det
Ay a; a; ag
a; ag ai + ag
= det : + det : = det : =0.
ai + ay a; + ag a; + ax
folgt direkt aus
Zul3:
ai + A ag
Al =
Ak
erhalten wir
ai + A ag a; ag a;
det(A’) = det : =det| : | +Adet| : | =det| : | =det(A).
ax ax ax ax

O]

Korollar 4.4. Falls A’ aus A durch endlich viele Anwendungen von Typ 1,2,3 elementare

Zeilenumformungen entsteht, so gilt

det(A) =0 & det(A') = 0.
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| Lemma 4.5. Gilt a; =0 fiir ein 1 € {1,...,n}, so folgt det(A) = 0.

Bewets. Fiir n = 1 gilt die Aussage wegen Bemerkung Fir n > 2 sei q; = 0 fiir
ie{l,...,n}. Seik e{1,...,n},k #1. Sei A’ die Matrix die durch die Addition der k-ten
Zeile zur i-ten Zeile von A entsteht. Wir erhalten

det(A) = det(A’) = 0.
Lemma D2l

O]

Definition 4.6. Eine Matrix A € M(m x n,K) heift obere Dreiecksmatrix, falls sie
folgende Gestalt hat:

Lemma 4.7. Sei A € M(m x n, K) eine obere Dreiecksmatrix. Dann gilt

n
det(A) = a1 Qpn = Ha”
j=1

Beweis. Wir betrachten zunachst den Fall, dass gilt H}‘Zl aj; # 0. Elementare Zeilenum-
formungen vom Typ 3 lassen die Determinante unverdndert (siehe Lemma [4.3) und somit

gilt
aiz 0
det(A) = det
0 Qyy
Anwendung von Lemma ergibt
aiz 0
n n
det :H(ljj det(E,) :H(ln
j=1 j=1
0 Qpr
Falls nun aj = 0 fiir ein j € {1,...,n}, so gilt natiirlich ]_[]71:1 aj; = 0. Wir miissen also

zeigen, dass det(A) = 0 gilt. Wir setzen

j = argmax{l € {1,...,n}layg = 0}.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



4.1. Definition und Grundlegende Eigenschaften | 99
Wir erhalten somit

aj; k% * * * *

* * * * * * *

Q11 * * * % %

A= 0 ajj+1 * ok Qjn

Qj1j+r * kX

0 Qrr

Weil ayy # 0 fiir k > j konnen wir A mittels elementarer Zeilenumformungen vom Typ 3
in folgende Gestalt bringen:

ai;  x % * * * *

k * k * k * k

Qj—1,j—1 * * * * *

A=10 0 0 0 0

Qj+1+1  * x %

0 Qyr
Wir erhalten det(A) = det(A’) = 0. O

Lemma 4.8. Sei A € M(n x n, K). Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. det(A) #0.
2. rang (A) =n.

3. A € GL(n,K).

Beweis. Durch Anwenden von elementarem ZUF konnen wir A in eine obere Dreiecks-
matrix A’ iiberfiihren, wobei sich ggf. nur das Vorzeichen der Determinante dndert. Wir

erhalten:
A € GL(n,K) & rang (A) =n

Srang (A)=n
&a;#0,jed{l,...,n}



100 | Kapitel 4. Determinanten
n
&det(A) =] ]aj#0
j=1
& det(A) £ 0,

wobei die letzte Aquivalenz aus Kor folgt. O

Lemma 4.9. Es gelten folgende Eigenschaften der Elementarmatrizen:
1. det(Eiy) = —1.
2. det(Ei(A)) =A.
3. det(EJ(A) = 1.
Fir beliebige Matrizen A € M(n x n, K) gilt:
1. det(EjjA) = —det(A) = det(E;;) det(A).
2. det(Ei(A)A) = Adet(A) = det(Ei(A)) det(A).

3. det(E)(A)A) = det(A) = det(E}(A)) det(A).

Fir jede Elementarmatrix E gilt gilt det(E) = det(ET).
Beweis. Ubungen. O

Satz 4.10. Seien A,B € M(n x n,K). Dann gilt:

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Wir flihren eine Fallunterscheidung durch. Angenommen rang (A) < n. Mit
Im (AB) C Im (A) folgt rang (AB) < rang (A) < n also mit Lemma det(AB) =
det(A) det(B) = 0. Somit nehmen wir nun rang (A) = n an. Mit Satz folgt, dass

fur Elementarmatrizen C;,i =1,...,k. Mit Lemma [4.9] folgt
det(A) = det(Cl R Ck) = det(Cl) R det(Ck)
und somit

det(AB) = det(Cy - ---- Cy-B) =det(Cy) - ----det(Cy)det(B) = det(A) det(B).

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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| Bemerkung 4.11. Weil K ein Korper ist, gilt: det(AB) = det(BA).

Satz 4.12. Seien A € M(n x n,K). Dann gilt:

det(AT) = det(A).

Beweis. Falls rang (A) = rang (AT) < n, so erhalten wir det(AT) = det(A) = 0. Somit
nehmen wir nun rang (A) = rang (A7) = n an. Mit der Darstellung A = Cy - --- - Cy filir
Elementarmatrizen Ci,i=1,...,k und Lemma [4.9 gilt

det(AT) = det(CJ ----- C])
=det(CJ)----- det(C])
=det(Cy)----- det(Cy)
=det(Cqy)----- det(Cy)
=det(Cy----- Cy)

= det(A).

O]

Bemerkung 4.13. Aus der Eigenschaft det(AT) = det(A) folgt, dass die Axiome
und [D2 auch fiir Spalten der Matrix A gelten miissen.

Satz 4.14. Sein = k+{ mit k,1 € Nund A € M(k x k,K),B € M({ x {,K),C €
M(k x £, K). Dann gilt:
A C
det = det(A) det(B).
Og’k B

Beweis. Wir wenden das Gauss-Verfahren auf die beiden Matrizen (A C) und (0gx B)
an und erhalten (A’ C’) und (0O B’), wobei jeweils A’ und B’ obere Dreiecksmatrizen
sind. Seien jeweils T und s die Anzahl der benutzten Zeilenvertauschungen. Dann gilt mit
Lemma 4.3

det(A) = (—1)"det(A’) und det(B) = (—1)*det(B’).

Al C’
Fir die obere Dreiecksmatrix erhalten wir mit Lemma |4.7
Og’k B’
Al C/
det H al; - Hb’ = det(A’) det(B’).

Oe'k B’ i=1
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Insgesamt folgt:

A C Al C/
det = (—1)""" det = (—1)"det(A’)(—1)° det(B’) = det(A) det(B).
O B Ogx B’

)

Existenz und Eindeutigkeit

Wir beginnen mit der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion.

Satz 4.15. Sei n € N. Dann gibt es hochstens eine Funktion det : M(n x n,K) — K,
welche die Axiome und erfiillt.

Beweis. Seien det; und det, zwei Determinatenfunktionen und sei A € M(n xn, K) belie-
big. Mit dem Gauss-Verfahren kénnen wir A in eine obere Dreiecksmarix A’ verwandeln.
Seien dazu k Zeilenvertauschungen nétig. Mit Lemma erhalten wir

n

dety (A) = (—1)*dety (A') = (=1)* ] [ afi = (—1)* deta(A’) = deta(A).

i
i=1

Nun kommen wir zur Existenz der Determinantenfunktion.

Satz 4.16. Sei n € N. Dann gibt es mindestens eine Funktion det : M(n x n,K) — K,
welche die Axiome und [D3| erfiillt.

Beweis. Wir geben einen Beweis per Induktion bzgl. n € N unter Ausnutzung der Lapla-
ceschen Entwicklungsformel

1. Induktionsanfang n = 1: Fiir diesen Fall erfiillt det(A) := A, A € K die Axiome [D1D2)
und [D3]

2. Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass es flir beliebiges aber festes n € N
eine Determinantenfunktion det,, : M(n xn, K) — K gibt, welche die Axiome [D1{{D2)]
und [D3 erfiillt.

3. Induktionsschluss n — n + 1: Fiir eine beliebige aber feste Zahl j € {1,...,n + 1}
definieren wir

n+1
detnir: M((n+1) x (n+1),K) = K,A — detn1(A) == Z(—l)iﬂ'aij detn(Ay),

i=1

wobei Ajj die Matrix in M(n x n, K), die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Wir iiberpriifen nun die drei Axiome [D1D2] und Zu Wir schreiben Eny1 = (&),

. 1, fallsi=j, __.
wobei by = Wir erhalten:
0, sonst.
n+1 . . .
detni1(Eny1) = Z(_l)lﬂéij detn(Ey) = (—1)¥ detn (E;5) =1,
i=1

wobei Ey; aus Eny1 durch Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Zu Seien die r-te und s-te Zeile in A gleich fiir r < s. Dann hat fiir i # {r, s}, die
Matrix Ay zwei gleiche Zeilen und nach IV gilt det,(Ay) = 0. Mit a5 = ag; gilt:

detn(Arj) = (_1)Siril detn(Asj):

da bei der Transformation von A zu Ag;j die Zeilen mit Index r + 1 bis s jeweils einmal
getauscht werden miissen. Insgesamt folgt:

1) (—1)"" Ly detn (Ag) + (—1)*T(—1)"Tayj detn (Ag)

detni1(A) = (—
(=)™ (=1)* " + (=1)7)ay detn (Ay)
(
(

(—1)75 1 4 (—1)")a,; detn(Ay)
(17 4 (<)) ay deta(Ay)
=0

=0.

Zu[D1} Die Abbildung
n+1

A — Z(—l)iﬂau detn(Ay)
ist linear in den Zeilen a,,r =1,...,n+ 1, falls fiir alle i,j € {1,...,n+ 1} die Abbildung
A aij detn(Aij)

linear in den Zeilen ist. Die Linearitat in der r-ten Zeile fiir r # i folgt nach Induktions-

voraussetzung aus der Linearitdt von det,(Aj;) in den Zeilen. Fiir r = i ist die Abbildung
M((n+1) x (n+1),K) = KA — ay

linear in der i-ten Zeile, wahrend Aj; nicht von aj; abhangt. O

Laplacescher Entwicklungssatz

Wir halten nun die im Beweis von Satz eingefiihrte Formel fiir die Determinate fest:



104 | Kapitel 4. Determinanten

Bemerkung 4.17. 1. Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte:
n . .
det(A) := ) (—1)"ay det(Ay),
i=1

wobei Aj; die Matrix in M(n x n, K), die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entsteht.

2. Mit Satz [£.12 konnen wir die Determinante auch nach der i-ten Zeile entwickeln:

det(A) == ) (—1)"ay; det(Ay).
j=1

Diese Formeln ergeben eine rekursive Vorschrift, um die Determinante zu berechnen. Um
det(A) zu berechnen, miissen wir det(Ay;) berechnen, wobei die Matrizen Ay; € M((n—1) x
(n—1), K) nun eine Dimension “verloren” haben. Die jeweiligen Werte det(A;;) konnen wir
wiederum mit Hilfe der Determinanten von Matrizen der Form (Ajj)u) € M((n—2) x (n—
2), K) berechnet werden, und so weiter. In diesem Sinne ist es niitzlich, die Determinanten
der “kleinen” Matrizen zu kennen.

Ubung 4.18. Fiir A € M(2 x 2,K) gilt

a b
det = ad — bc.

c d

Wir kénnen fiir (a,b)7,(c,d)T € R? im R? den Wert |det(A)| als die Fliche des von
(0,0)7, (a,b)7, (a,b)T + (¢,d)T, (¢, d)T aufgespannten Parallelogramms interpretieren:

a,b)T

Fiir die rekursive Berechnung der Determinante ist es auch niitzlich sich das durch (—1)*

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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induzierte Vorzeichenschema vor Augen zu flihren:

+ - +

— _|_ —
Beispiel 4.19. Berechne

1111

0 011

det =0.
11 00
1 210

Wir werden nun eine Beziehung von Determinanten zu Losungen von LGS der Form
Ax = b herstellen. Dazu definieren wir den Begriff der komplementaren Matrix von A.

Definition 4.20. Sei A € M(n x n,K). Sei Afj € M(n x n,K) die Matrix, die aus A
durch Ersetzen der i-ten Zeile und j-ten Spalte durch einen Einheitsvektor mit der 1 an
der Stelle (i,j) entsteht (sieche Abbildung unten):

aia e aij—1 0 aij+1 N Ain
Q11 .- Q151 0 Q1541 ... Qiiin
+ _
Ag=1 o0 ... 0 1 0 . 0
Qi+1,1 --- Qig1j-1 0 Qigrje1 .o+ Qigin
Qni +.. Qupj1 0 apjy1 ... Qnn

Die Matrix A# = (a#) mit az? = det(A)fi) heiflt komplementdre Matrix von A.

Lemma 4.21. Die folgenden Aussagen gelten:
1. det(A) = (—1)"7 det(Ay).

2. det(A{?) =det(al,...,d e, dtt, ..., a").

Bewets. Zu |1} Die Entwicklung der Determinante det(Ag ) nach der i-ten Zeile oder der
j-ten Spalte liefert direkt das gewiinschte Ergebnis.
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Zu |2y Durch Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten konnen wir
(al,...,d 1 e, dt, ...,a") in Ag iiberfiihren. O

Satz 4.22. Ist A € M(n x n,K) und A# die komplementéire Matrix, so ist

A# . A=A A% = (det(A)) - En.

Beweis. Wir berechnen die Komponenten von A# - A = (by):

n n
bik = Z (lz? Cljk = Z ajk det(A;{)
j=1

j=1
n . . .
= Z ajy - det(al,...,a" % e, attt, ..., aY) (Lem. [4.21])
j=1
. n . .
:det(al,...,a“l,zajke],a”rl,...,an) (D1))
j=1
—=det(al,...,a" a5 a*, L. aY)
= Oik - det(A). (D2)
Es folgt somit A# - A = (det(A)) - En. Der Wert A - A# kann analog berechnen. O

Mit Satz folgt unmittelbar, dass sich die Inverse der Matrix A berechnen lasst.

Korollar 4.23. Die Inverse einer Matrix A € GL(n, K) kann dargestellt werden durch:

1 1
-1 _ # T
= AF = C
det(A) det(A) '’

wobei Cyj := (—1)¥ det(Ay;). Die letzte Gleichung folgt aus Lemma m
Satz 4.24 (Cramersche Regel). Sei A € GL(n,K),b € K™ und x € K" die eindeutige
Losung des LGS Ax = b. Dann gilt fir allei=1,...,n:

1 i—1 i+1 n
_ det(a’,...,a" ", b,a", ..., a")

X det(A)

Beweis. Wir erhalten
Ax=b&x=A"1b.

: -1 _ 1

ol det(Ajt) B det(al,..., a1, e, attt, ..., a")
U 7 det(A) det(A)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Somit folgt fiir x;

= det(Aj])  det(al,...,a" !, b,at, .. a"
Xi:Z n e(a, , @ 0,0 ) ,(1).

b; =
= ) det(A) D1 det(A)

m Leibnizsche Formel

Zum Abschluss werden wir nun die Leibnizsche Formel fiir die Determinante kennenlernen.
Sie bietet eine geschlossene Formel und hat den Vorteil, dass wir direkt sehen, dass sie fiir
K = R eine stetige Funktion ist.

Sei S, die Menge aller Permutationen auf der Menge {1,...,n}. Zur Erinnerung: eine
Permutation ist eine bijektive Abbildung

o:{1,...,n}—{1,...,n}
Fiir o € S,, definieren wir
(o) :=H{(G,k) €{1,...,n} x{1,...,n}: j<kund o(j) > o(k)}|.

Beachte dass fiir eine Menge M = {x1, ..., X)} der Ausdruck |M| die Anzahl ihrer Elemente
definiert, also [M| = k. Die Abbildung « zdhlt also die Anzahl der Zahlenpaare (j, k) bei
der o die Grossenrelation umgedreht hat. Wir definieren das Signum von o als

Sign(o) := (—1)*9).

Definition 4.25. Wir fithren folgende Begriffe ein:

1. Eine Nachbarvertauschung T ist eine Permutation, welche nur zwei benachbarte
Zahlen miteinander vertauscht und alle anderen Zahlen unverandert lasst. Dann
gilt «(t) =1, Sign(t) = —1, sowie

x(too)=u«ao)+1,

da T entweder einen weiteren Fehlstand hervorruft oder einen existierenden unter
o behebt. Fiir eine Nachbarvertauschung gilt:

Sign(to o) = (—1)*9*! = (—1)Sign(0) = Sign(t)Sign(o) (4.1)
2. Eine Transposition 7 ist eine Permutation, welche zwei (nicht-notwendig benach-
barte) Zahlen miteinander vertauscht und alle anderen Zahlen unverdndert ldsst.
Liegen fiir eine Transposition T zwischen den beiden vertauschten Zahlen genau r

weitere Zahlen, so konnen wir T mittels 2r 4+ 1 Nachbarvertauschungen realisieren.
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Es folgt:

Sign(t) = (—1)%" = —1. (4.2)

Jede Permutation lasst sich mittels endlicher vieler Transpositionen darstellen (ohne Be-
Wei{D 0=Ty0-- 0T und es gilt mit (4.1)):

Sign(o =Ty 0---01) = (—1)%.

Mit der Einsicht, dass {—1, 1} bzgl. der gewohnlichen Multiplikation eine Gruppe ist, kon-
nen wir schliefien, dass
Sign : S, — {-—1,1},

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Satz 4.26 (Leibnizsche Formel). Sei A = (aj) € M(n x n,K). Dann gilt:

n
det(A) = Z Sign(0)aig(1) - Ang(n) = Z Sign(o) H Qig(i)- (4.3)
i=1

0ESH 0€SH

Bewes. Eigenschaft folgt direkt aus der Linearitat der einzelnen Summanden. Fiir
Eigenschaft seien j-te und k-te Zeile gleich und T gerade die Vertauschung von j und
k. Setzen wir A, := {0 € S : Sign(o) = 1} und A, :={0o7T: 0 € An}, so erhalten wir
Sn = AnUA,. Es folgt mit Sign(o) = 1 fiir 0 € A, sowie Sign(p) = Sign(o) - Sign(t) = —1
firp=0coT1€ An:

dEt(A) = Z Sign(c)alc(l) © Qug(n) + Z Sign(p)alp(l) s Qup(n)
0EAR pE/_\n
= Z Qig(1) ** Ano(n) — Z Qio(t(1) " Ano(t(n)
0EAR 0EAR
=0.

Die letzte Gleichung folgt aus folgender Uberlegung: fiir ¢ ¢ {j,k} gilt die Gleichheit
Qo(<(t)) = Qeo(e) und fiir £ € {j, k} gilt mit a; = ay die Gleichheit aj4(«(j)) = Qjo(k) = koK)
sowie Aio(r(k)) = Gkolj) = olj)-

Eigenschaft gilt, da mit A = E,, = (84;) nur die Permutation id € S, einen nicht-null
Beitrag von aji - - - ann = 1 fiir die Summe in leistet. O

'Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich zum Beispiel in Fischer und Springborn, Lineare Algebra,19 Auf-
lage (ab Seite 205).

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



Kapitel 5
Eigenwerte und Normalformen von
Endomorphismen

Unser Ziel ist es, die Theorie der Normalformen fiir Darstellungsmatrizen von Endomor-
phismen fortzufiihren.

Dabei wird sich herausstellen, dass die sogenannten Eigenwerte und Eigenvektoren einer
Matrix A € M(n x n,K) von zentraler Bedeutung sind. Ein Eigenvektor v € K™, v # 0
zum Eigenwert A € K ist durch folgende Eigenschaft definiert:

Av = Av.
Diese Eigenschaft kénnen wir umformulieren, so dass v folgendes homogene LGS 16st:
(A—AE,)v=0.

Wir wissen, dass die Existenz einer Losung v € K™, v # 0 fiir das LGS gleichbedeutend ist
mit
det(A — AE,) = 0.

Somit spielen die Nullstellen der Determinantenfunktion von speziellen in A € K parame-
trisierten Matrizen eine grofie Rolle. Wie in der Leibnizformel zu sehen, kann die Deter-
minante als Summe von Produkten von Korperelementen aufgefasst werden und fiir obere
Dreiecksmatrizen ergibt sich die Determinante sogar als Produkt der Diagonalelemente
(siehe Lemma. Dies flihrt dann auf die Untersuchung von Nullstellen eines Polynoms
in der Unbekannten A € K.

Bevor wir nun Polynome und schliefflich die Theorie der Eigenwerte und Eigenvektoren
entwickeln, werden wir zunachst Determinanten von Endomorphismen einfiihren. Sei dazu

ein Endomorphismus F : V — V mit dim V = n < oo gegeben. Fiir zwei Basen A und B
von V gilt mit Satz dass es S € GL(n, K) gibt mit

Ma(F) = SMg(F)S™H,
Unter Ausnutzung von Satz gilt somit:

det M4 (F) = det Mg (F),

109
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und daher konnen wir einem Endomorphismus eine Determinante zuordnen:

Definition 5.1. Sei F € End(V) und B beliebige Basis von V. Dann ist die Determinante
von F definiert als
det F := det My(F)

und wir erhalten eine wohldefinierte Abbildung

det : End(V) — K
F— detF.

Bemerkung 5.2. Fiir F € End(V) sind dquivalent:
e F ist surjektiv.

e detF#0

| Ubung 5.3. Beweise Bemerkung

Polynome

Definition 5.4. Ein Polynom mit Koeffizienten in K in der Unbekannten t ist ein Aus-
druck der Gestalt
f=aqag+ ait+- -+ ant™,

wobei ag, ai,...,an, € K. Mit K[t] bezeichnen wir die Menge solcher Polynome. Sind
alle Koeffizienten a; = 0,1 =0,...,n, so sprechen wir vom Nullpolynom und schreiben
f = 0. Der Grad eines Polynoms f ist definiert durch

—00, falls f =0
degf :=
max{i € N: aq; #0}, sonst.

Zwei Polynome f = ag + a;t+ -+ - + ant™ € K[t] und g = bg + byt + - - - + b t™ € K[t]
sind gleich, wir schreiben f = g, falls gilt

degf =degg und a; =b; fiirallei=1,...,degf.

Die Rolle der Unbekannten t und die Potenzen t* sind allerdings nicht hinreichend geklart.
Wir werden im Folgenden t = A € K wéhlen und somit ist A* € K wohldefiniert und wir
erhalten

f(A) :=ag+ aiA + -+ + a, A" € K.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Somit induziert ein Polynom f eine Abbildung

f: K= KA f(A),
und insgesamt erhalten wir
. K[t} = Abb(K,K), f — f.

Wir geben ein Beispiel, welches verdeutlicht warum wir die Unterscheidung zwischen f

und f bendtigen.

Beispiel 5.5. Sei (K, -, +) ein Korper mit K = {0, 1} und sei f =t + t2. Wir erhalten fiir
f e K[t]:
f(0)=0+0=0und f(1) =1+ 1=0.

Also ist f die Nullabbildung, allerdings ist f % 0, weil a; = ap # 0. Wir sehen hiermit,
dass die Abbildung ~: K[t] — Abb(K, K) nicht injektiv ist.

Satz 5.6. Das Tupel (K[t],+,-) ist fiir f = ap + a1t + -+ apt™ und g = by + byt +
-+ + by t™ mittels
f4+g:= (ao+bo)—|—---—|—(an—|—bn)t“

f-g:=co+cit+ -+ cnpmt™ ™ mit ¢, = Z aib;
i+j=k

ein kommutativer Ring, wobei fiir die Definition der Addition 0.E. m = n angenommen

werden kann. Weiterhin gilt

deg(f-g) =degf+degg,

wobel wir per Konvention n — oo = —0o + m = —o0 + (—o0) = —oo setzen. K[t] heifit
Polynomring.
Beweis. Ubung. ]

Bei Ringen ist die Division nicht erklart (das Inverse bzgl. der multiplikativen Verkniipfung
muss nicht existieren), sieche z.B. den Ring der ganzen Zahlen. Allerdings kénnen wir
versuchen, eine Division mit Rest zu definieren.

Satz 5.7. Fir f,g € K[t] mit g # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € K[t]
mit
f=q-g+7rund degr < degg.

Die obige Beziehung konnen wir als Division mit Rest in folgender Schreibweise auffassen:

g g
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien ¢, r,q’, v’ € K[t] mit

f=q-g+r=q'-g+71’ und degr < degg,degr’ < degg.
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt:
0=(q—q')-g+(r—71'), also (q—q")-g=1"—7. (5.1)

Nach Definition [5.4] gilt, dass zwei gleiche Polynome den gleichen Grad haben und somit
gilt:
deg(q —q’) +degg = deg(r —1’) < max{degr,degr’} < degg.

Also ist deg(q—q’) < 0 und damit deg(q—q’) = —oo. Mit der Definition des Grads ergibt
sich daraus direkt q = q’. Mit (b.1)) folgt dann auch r =r’.

Um die Existenz von q und r nachzuweisen, werden wir nun das Polynomidivisionsverfah-
ren angeben und seine Korrektheit zeigen. Dazu schreiben wir die Polynome nach fallenden
Potenzen auf

f=ant"+ -+ ait+ag, g=bnt™ +---+bit+ by,

wobei a, # 0,by, # 0. Falls n < m, so wahle q =0 und f =r,daf=0-g+ 1 und
degf < degg. Fiir den interessanteren Fall n > m teilen wir zunachst die jeweiligen

hochsten Terme um den Term hochster Potenz von q zu erhalten:

On n—m
= —t .
T o
Im nachsten Schritt betrachten wir
f]_ =f— Ji19.

Nach Konstruktion ist deg f; < degf. Falls deg f; < m, so kénnen wir q = q; und r = f;
setzen. Anderenfalls wiederholen wir den Schritt mit fy:

fy :==1f1 — 2 - g mit degf, < degf;.

Die Grade nehmen bei jedem dieser Schritte um mindestens 1 ab und somit erhalten wir
ein k <n —m mit
fr :=fk—1-9g—dx - g und degfi < m.

Setzen wir die rekursiv definierten Terme fy ineinander ein, erhalten wir
f=fi+qg=(f2+q2-g)+qr-g=fa+(qi+9ga)-g=---=fc+(q1+---qu)- g
Somit erhalten wir schlussendlich

q:=dqi+---+qiund r:=fi. O

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Wir interessieren uns nun fiir Nullstellen eines Polynoms f € K[t] iiber dem Koérper K. Das
heifft, dass wir folgende Gleichung in der Unbestimmten A € K losen wollen:

f(A\) =0, € K.

Lemma 5.8. Ist A € K eine Nullstelle von f € K[t], so gibt es ein eindeutig bestimmtes
Polynom g € K[t] mit den Eigenschaften:

1.f=(t—A)-g.

2. degg = (degf) — 1.

Bewetrs. Wir dividieren f durch (t —A) mit Rest und erhalten eindeutig bestimmte g, €
K[t] mit
f=(t—A)-g+r, und degr <deg(t—A) =1.

Wir erhalten also v = ag mit ag € K. Mittels f(A) = 0 erhalten wir
0=A—A)-gA)+1=0+ ao,
und somit ist 1 = ag = 0 und [1} folgt. Mit der Beziehung
degf =deg(t—A) +degg=1+degg
folgt auch O

Wir diskutieren nun einige Folgerungen.

Korollar 5.9. Sei K ein Kérper und f € K[t] und sei k die Anzahl der Nullstellen von f.
Falls f #£ 0, so gilt k < degf.

Bewets. Wir fiihren eine Induktion bzgl. deg f € N durch. Sei deg f = 0. Dann ist f = qg
ein konstantes Polynom und hat keine Nullstelle. Sei nun deg f = n und fiir alle Polynome
g € K[t] mit degg < n — 1 gelte die Induktionsvoraussetzung. Wenn f keine Nullstelle
hat, so gilt die zu beweisende Aussage. Ist nun A € K eine Nullstelle von f, so erhalten wir
nach Division durch (t —A) ein g € K[t] mit

f=(t—A)-g, und degg=n—1.

Nun ist ersichtlich, dass alle verbleibenden Nullstellen von f auch Nullstellen von g sein
missen. Ist ¢ die Anzahl der Nullstellen von g, so gilt nach Induktionsvoraussetzung
¢ < degg =n—1 und insgesamt erhalten wir

k<1l+{<n. ]

Ist A Nullstelle von f, so kann A auch Nullstelle von g sein. In diesem Fall sprechen wir
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von einer mehrfachen Nullstelle und die Vielfachheit bezeichnet die Haufigkeit mit der
eine Nullstelle auftritt.

Definition 5.10. Sei f € K[t] ungleich dem Nullpolynom und A € K. Die Zahl
w(f;A) :=max{ e N: f = (t —A)'- g mit g € K[t]}

heifft die Vielfachheit der Nullstelle A € K von f.

Sind A1, ..., Ax € K die verschiedenen Nullstellen von f und ist u(f;A;) = {;, so gilt
f=(t—A)" - (t—A)% g,

wobei g ein Polynom mit Grad n — Z]le ¢; und ohne Nullstellen ist. Wir halten hier eine
wichtige Aussage von Nullstellen von Polynomen in C[t] fest:

Satz 5.11 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f € C[t] mit degf > 1 besitzt

mindestens eine Nullstelle in C.

Ein Beweis findet sich in den Standardlehrbiichern der Algebra, der Funktionentheorie
oder der Analysis. Wir konnen von einem komplexen Polynom mit Grad > 1 eine kom-
plexe Nullstelle herausdividieren und dann wiederum den Existenzsatz fiir den Faktor g
anwenden.

Korollar 5.12. Jedes Polynom f € C[t] mit degf > 0 zerfdllt in Linearfaktoren, d.h. es
gibt ae Cund A; € C,i=1,...,n mit n =degf und

f=alt—Ap) - (t—An).

Es wird sich als niitzlich erweisen, dass es fiir jeden Korper K einen sogenannten Oberkor-
per L D K gibt, so dass P € L[t] in Linearfaktoren zerfallt.

Satz 5.13. Zu jedem Korper K gibt es einen Kérper L O K (Oberkorper), so dass P €
L[t] in Linearfaktoren zerfillt. Der Zerfallungskorper oder auch algebraischer Abschluss
waére ein solcher Oberkdrper. Fiir R ist C ein solcher Oberkorper.

Ein Beweis findet sich in den Standardlehrbiichern der Algebra.

Eigenwerte

Nun befassen wir uns wieder mit linearen Abbildungen und ihren Eigenschaften.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Definition 5.14 (Eigenwert). Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein
A € K heifit Eigenwert von F, wenn es v € V,v # 0 gibt mit

F(v) = Av.

Ein solcher Nichtnullvektor v € V heiffit Eigenvektor von F zum Eigenwert A.

Lemma 5.15. Seien F € End(V) mit dim V = n und vi,i = 1,..., m Eigenvektoren
zu paarweise verschieden Eigenwerten A;,i =1,...,m. Dann sind vi,i =1,..., m linear
unabhéangig und somit gilt m < n.

Beweis. Wir flihren eine Induktion bzgl. m € N durch. Fiir m = 1 ist mit v; # 0 der
Induktionsanfang klar. Sei m > 2 und die Aussage fiir m — 1 wahr. Sei

x1V1 + -+ &mvim = 0. (5.2)

Wende F an und wir erhalten:

1AV + - -+ &mAmVm = 0.
Wir konnen allerdings auch mit A; multiplizieren und erhalten:

A1V + - -+ mA1vin = 0.
Subtraktion beider Gleichungen ergibt:

oA — A1 )va + -+ -+ am (A — A1 )vin = 0.
Nach Induktionsannahme sind vy, ..., V1 linear unabhangig und somit folgt
x2(A2 —A1) =+ = am(Am — A1) =0

Da alle Eigenwerte paarweise verschieden sind, folgt o; = 0,1 =2, ..., m. Setzen wir diese
Werte in (55.2)) ein, folgt a1vi =0 =, 20 1 = 0. O

Das obige Lemma zeigt, dass es hochstens dim V = n viele Eigenwerte geben kann. Die
Menge der Eigenvektoren ist i.A. jedoch grofier.

Definition 5.16. Ist F € End(V) und A € K, so nennen wir
Eig(F;A) :=={v e V: F(v) =A\v}

den Eigenraum von F bzgl. A.
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Lemma 5.17. 1. Eig(F;A) C V ist ein Untervektorraum.
2. A ist Eigenwert von F & Eig(V;A) # {0}
3. Hig(F;A) \ {0} ist die Menge der zu A € K gehdrigen Eigenvektoren von F.
4. Eig(F;A) = Ker (F —Aidy).
5. Sind A1, Az € K zwei verschiedene Eigenwerte, so gilt

Eig(F; A1) N Eig(F; A2) = {0}

Beweis. Nur der letzte Punkt bedarf einer Erlduterung. Seien F(v) = A;v und F(v) = Agv.
Dann gilt (A —A2)v=0= v =0. O

Wir werden nun einen Zusammenhang herstellen zwischen den Eigenwerten und Eigen-
vektoren eines Endomorphismus F € End(V) mit dim V = n und denen der Matrixab-
bildung Fa : K™ — K" fiir eine darstellende Matrix A = Mg (F) fiir eine beliebige Basis

B = (v1,...,vn) von V. Dazu nutzen wir wieder den eindeutigen Isomorphismus (siehe

Korollar [3.26| )
q)g : K™ — V mit (Dg(ej) :Vj,j = 1,...,TL,

wobei ¢j,j = 1,...,n wieder die kanonischen Basisvektoren des K" bezeichnen. @3 war
das durch B bestimmte Koordinatensystem von V und fiir v = ®5((x1,...,%xn)7) = x1v1 +
-+ Xnvn € V heifit der Vektor (xi,...,xn)T die Koordinaten von v (bzgl. B) und es gilt

X=(X1,...,%n)7 = CDgl(v).

Satz 5.18. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V =n, F € End(V) und A = Mgy(F) fiir

eine beliebige Basis B = (v1,...,vn) von V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. A € K ist ein Eigenwert mit Eigenvektor v € V von F.

2. A € K ist ein Eigenwert mit Eigenvektor x := d)%l(v) € K™ von Fa.

Beweis. : Sei A € K Eigenwert von F mit Eigenvektor v € V. Fiir x := CDgl(v) e K"
erhalten wir:

Fa(x) = (Dz' o Fo @gp)(x) (Satz
= d)gl(F(d)B(x))) (Definition der Komposition)
= @%1(}:(\))) (Definition von ®g)
= 05 (W) (A, v Eigen(wert,vektor) von F)
= ?\@%1(\)) (Linearitat von @g)
= AX. (Definition von ®g)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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: Sei A € K Eigenwert von F5 mit Eigenvektor x € K™. Wir erhalten fiir v := ®4(x):

F(v) = (®s 0 Fa 0 ©51)(v) (Satz
= (Dg(FA(d)gl(v))) (Definition der Komposition)
= Ox(Fa(x)) (Definition von ®g)
= Oz (Ax) (A, x Eigen(wert,vektor) von Fa)
=ADg(x) (Linearitdt von @g)
= Av. (Definition von ®g)

O

Mit obigem Satz konnen wir leicht die Eigenwerte und Eigenvektoren von dhnlichen Ma-

trizen in Beziehung zueinander setzen.

Korollar 5.19. Seien A, A’ € M(n x n, K) dhnlich. Dann besitzen Fo und F: die exakt
gleichen Eigenwerte.

Bewers. Mit Satz folgt, dass es Basen A, A’ von V sowie F € End(V) gibt, so dass
die dhnlichen Matrizen jeweils als Darstellungsmatrix von F bzgl. dieser Basen auftreten,
d.h.

A =My(F), A" =My (F).

Aus Satz folgt, dass FA und Fa: die gleichen Eigenwerte haben (wie auch F). O

Ubung 5.20. Zeige, dass die Umkehrung der Aussage von Korollar im Allgemeinen
nicht gilt, d.h., es gibt Matrizen A, A’ € M(nxn, K) mit gleichen Eigenwerten, die jedoch
nicht dhnlich sind.

Das Charakteristische Polynom

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie wir fiir einen Endomorphismus Eigenwerte und
zugehorige Eigenrdaume berechnen konnen.

Satz 5.21. Fir F € End(V) mit dim V =n und A € K sind dquivalent:
1. A ist Eigenwert von F.
2. det(F —Aidy) = 0.
Beweis. Es gibt v € V,v # 0 mit F(v) = Av genau dann, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

veV\{0}: Fv)=Av
&S IveV\{0}: (F—Aidy)(v)=0 (Linearitdt von F — Aidy)
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& Ker (F—Aidy) # {0} (Definition des Kerns)
& Im (F—Aidy) #V (Dimensionsformel)
& rang (F—Aidy) < dim V (Definition des Ranges)
& det(F—Aidy) =0 (Bemerkung

O]

Satz verdeutlicht, dass die Suche nach Eigenwerten auf die Suche nach Nullstellen
der Abbildung
Pr: K = K, A — det(F — Aidy)

zurlickgefiihrt werden kann. Diese Abbildung wird auch charakteristische Funktion von F
genannt. Wir werden nun zeigen, dass diese Abbildung durch ein Polynom beschrieben
werden kann.

Sei A eine Basis von V mit dim V = n und A = My (F). Fiir eine Unbestimmte t definieren

WIr
aj; —t aio “ee Ain
ao1 A —1t ... Qon
Pa(t) :=det(A — tE,) = det (5.3)
an]_ an2 “ e ann - t

In dieser Darstellung kénnen wir die Elemente der Matrix als Elemente des Rings K[t] der
Polynome iiber K ansehen. Wir erhalten dann mittels der Leibnizformel aus Satz [4.26]

PA(t) = (all_t) """ (ann_t)+Q(t);

wobei der erste Summand zur identischen Permutation id gehort und Q(t) die restlichen
Terme der Summe iiber alle anderen Permutationen darstellt. Hier ist zu beachten, dass
alle Permutation in S;, \ {id} mindestens zwei Diagonalelemente des oben stehenden Ma-
trixausdrucks nicht enthalten. Somit ist Q(t) ein Polynom in der Unbestimmten t vom
Grad hochstens n — 2. Wir kénnen nun auch den ersten Summand ausrechnen:

(a1 —t) - (aun— 1) = (=)™ + (=)™ Hay + -+ an)t" 1+ Q' (1),

wobei Q’(t) ein Polynom in der Unbestimmten t vom Grad hochstens n — 2. Insgesamt
gibt es also «g, ..., x, € K mit

Pa(t) = ant™ + ... 00t + o,

wobel

,_.
3

O(n:(*

Xn—1 = (_1)n71(a11 +---+ann)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Xg = det A.

Wir definieren die Spur von A durch Spur(A) := a;1 + -+ - + ann und somit gilt o, 1 =
(—1)™1Spur(A). Insgesamt erhalten wir, dass Pa(t) ein Element des Polynomrings K[t]
ist und wir nennen

Pa(t) = det(A — tE,) € K[t]

das charakteristische Polynom der Matrix A € M(n x n, K). Setzen wir nun fiir die Un-

bestimmte t ein Koérperelement A € K ein, so erhalten wir die Abbildung
Pr: K=K, A= PA(N).

Wir betrachten nun wiederum den Endomorphismus F € End(V) mit dim V = n und
A = My (F). Fiir jedes A € K gilt, dass die darstellende Matrix der linearen Abbildung
F — Aidy beziiglich einer Basis A von V die folgende Form hat:

M (F — Aidy) = A — AEn.

Somit gilt
det(F — Aidy) = det(A — Aidy) = Pa(A),

was wiederum bedeutet, dass die charakteristische Funktion von F durch das charakte-
ristische Polynom von A beschrieben wird. Wir zeigen nun, dass das charakteristische
Polynom welches die charakteristische Funktion von F beschreibt, unabhingig von der
Wahl der Basis A von V ist (Erinnerung: mit Satz gilt, dass zwei Matrizen A, B
dhnlich sind, falls es Basen A, B von V gibt mit A = My(F) und B = Mx(F)).

| Lemma 5.22. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
Bewets. Sei A ~ B, d.h., es gibt S € GL(n, k) mit
B =SAS .
Indem wir nun formal im Ring M(n x n, K[t]) rechnen, erhalten wir
St En-St=t-En

Somit folgt
B—t-E,=SAS'—S-t-E,-S'1=S(A—t-E,)S L

Wir wenden nun auf beiden Seiten der Gleichung die Determinante an und erhalten:
det(B—t-En) = det(S(A—t-E,)S L) =detS-det(A —t-En)-det St =det(A—t-E,).

Somit folgt Pa(t) = Pg(t). O

Mit diesem Lemma (und obiger Bemerkung) kénnen wir einem Endomorphismus F €
End(V) ohne Schwierigkeiten ein charakteristisches Polynom zuordnen.
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Definition 5.23. Sei F € End(V) und A Basis von V mit A = M,(F). Dann heift

Pr(t) := Pa(t)

das charakteristische Polynom von F.
Wir halten die bisherigen Ergebnisse in folgendem Satz fest:

Satz 5.24. Sei F € End(V) mit dim V = n. Dann gilt fiir Pg(t) € K[t]:
1. degPr=n.
2. Pr beschreibt die Abbildung K — K, A — det(F — Aidy).
3. Die Nullstellen von Pr sind die Eigenwerte von F.

4. Ist A =My(F), so gilt Pe(t) = Pa(t) =det(A—t-E,).

Fiir einen Eigenwert A € K wollen wir uns nun iiberlegen, wie wir den zugehorigen Eigen-
raum Eig(Fa;A) berechnen kénnen. Wir schauen uns dazu den einfachen Fall F5 : K™ — K"
an.

Bemerkung 5.25. Sei Fpo € End(V) mit A € M(n xn, K). Dann ist Eig(Fa;A) fiir jedes
A € K der Losungsraum des LGS:

(A —AE,)x =0.

Diagonalisierung

Wir werden nun Verbindungen der Eigenwerte eines Endomorphismus F und der Darstell-
barkeit von F mit Hilfe von einfachen Matrizen aufzeigen.

Definition 5.26. 1. Ein Endomorphismus F : V — V heifit diagonalisierbar, wenn
es eine Basis B von V aus Eigenvektoren von F gibt.

2. Hine Matrix A € M(n x n, K) heifit diagonalisierbar, wenn der durch A beschrie-

bene Endomorphismus Fp : K® — K" diagonalisierbar ist, d.h., K™ besitzt eine

Basis B aus Eigenvektoren von Fa.

Die obige Definition ist durch folgenden Satz motiviert.

Satz 5.27. Sei dim V =n < oo. Dann sind dquivalent:

1. F € End(V) ist diagonalisierbar.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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2. Es gibt eine Basis B = (v1,...,vn) von V, so dass gilt:

A1 0

0 An

3. Fiir beliebige Basis A von V ist A := My, (F) diagonalisierbar.

Bewezs. : Sei B = (v1,...,Vvn) eine Basis aus Eigenvektoren von V. Per Definition
gilt, dass es A\; € K,i=1,...,n gibt mit

F(vi) =Av; fir allei=1,...,n. (5.4)

Somit gibt es nach Satz genau eine darstellende Matrix Mg von F bzgl. B. Diese
entspricht wegen der obigen Form.
2l=B]: Mit Satz gilt, dass A und D &hnlich sind und somit existiert S € GL(n, K)
mit

D =S !AS.

Die Spaltenvektoren (s~!)! von S~! sind Eigenvektoren von Fa bzgl. der Eigenwerte A;, 1 =

1,...,m, denn es gilt:
D=SAS ! SID=AS e A=A ) Vi=1,...,n. (5.5)
Weiterhin sind die Eigenvektoren (s~!)},i = 1,...,n linear unabhingig in K, da S €

GL(n, K). Somit ist A diagonalisierbar.
: Sei B = (x1,...,xn) eine Basis von Eigenvektoren von F5 zu Eigenwerten Aq, ..., Ay.

und sei ®¢ : K™ — V der kanonische Isomorphismus. Setze v; := ®g(xi),1 = 1,...,n.
Mit Satz gilt, dass Ay, ..., A, auch Eigenwerte von F mit den Eigenvektoren vi,...,v
sind. Da @4 ein Isomorphismus ist, sind die Vektoren v;,1 = 1,...,n eine Basisvon V. [J

Satz 5.28. Falls F € End(V) mit dim V = n paarweise verschiedene Eigenwerte A;,1 =
1,...,n hat, so ist F diagonalisierbar.

Bewets. Siehe Lemma O

Wir befassen uns nun mit Kriterien, die eine Diagonalisierung eines Endomorphismus
erlauben, siehe Definition [5.26]

Satz 5.29. Sei F € End(V) mit dim V = n. Dann gilt:

1. Ist F diagonalisierbar, so gilt

PF:i(t—Al)- '(t—7\n):
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das heif’t, das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoren.

2. Ist P =£(t—Aq)- ... - (t —Ay) mit paarweise verschiedenen A{,i=1,...,n, so
ist F diagonalisierbar.

Bewets. [1]: Per Satz [5.27] folgt dass es eine Basis von Eigenvektoren A von V gibt, so
dass M4 (F) = A, wobei A eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen bestehend aus
Eigenwerten A;,1=1,...,n von F. Somit konnen wir Pr = P5 ausrechnen und es gilt:

Pa(t) = det(A — tEy) = £(t — A1) - ... - (t—An).

Mit Satz gilt, dass die Nullstellen von Py den Eigenwerten von F entsprechen. Somit
folgt Pl aus Satz O

Satz stellt zwar notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Diagonalisier-
barkeit von F € End(V) auf, allerdings besteht noch eine Liicke fiir den Fall, dass das
charakteristische Polynom Py mehrfache Nullstellen besitzt, d.h., wenn gilt

Pr = :E(t—?\l)rl et (t—}\k)rk,

wobei die A;,1 = 1,...,k paarweise verschieden sind und 1 < r; < n fliiri =1,...,k
sowie 11 + ...1¢ = n. In der Notation von Kapitel gilt vy = u(Pr;Ay), d.h., dass 1y
die Vielfachheit der Nullstelle A; von Pr angibt. Wie sich herausstellen wird, hangt eine
vollstandige Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit von F € End(V) nicht nur von den
Eigenwerten und ihrer Vielfachheit ab, sondern auch von der Struktur der zugehorigen

BEigenraume.

Lemma 5.30. Ist A ein Eigenwert von F € End(V) mit dim V =n, so gilt:

1 < dim Eig(F;A) < u(Ps ).

Bewets. Sei vy, ...,V eine Basis von Eig(F;A). Mit der Definition des Eigenwertes folgt
sofort 1 <'s, da es mindestens einen zugehorigen nicht-null Eigenvektor geben muss. Fiir

die zweite Ungleichungen erganzen wir vi,...,Vs zu einer Basis
A= (Vl, ceey Vs, Vsl e et 7Vn)

von V. Wir erhalten

A 0| =

A = MA(F) =
0 A ox
0 A’

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



5.4. Diagonalisierung | 123
und mit Satz folgt Pr = (t —A)® - Pas. Somit folgt dim Eig(F;A) = s < u(Pg;A), da A
durchaus auch als Nullstelle von P5/ auftreten kann. ]

Nun erhalten wir ein Kriterium, welches eine vollstandige Charakterisierung der Diagona-
lisierbarkeit von F € End(V) erlaubt und sich auch rechnerisch iiberpriifen lasst.

Satz 5.31. Sei F € End(V) mit dim V = n. Dann sind dquivalent:
1. F ist diagonalisierbar.

2. (a) Das charakteristische Polynom Pf zerfallt in Linearfaktoren und

(b) dimEig(F;A) = u(Pr; A) fiir alle Eigenwerte A von F.

3. Fiir die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, ... A von F gilt

V = Eig(F; A1) @ - - - @ Big(F; A).

Bewezs. Ist F diagonalisierbar, so folgt mit Satz direkt, dass Bedingung
erfillt ist. Fiir , betrachten wir eine Basis von V aus Eigenvektoren vy,...,v,. Wir
ordnen diese Higenvektoren den jeweiligen Eigenwerten Aq,...,Ax zu, d.h. wir unterteilen
die Basis in

(vil, ... ,vis,l) Basis von Eig(F;A;).

Setzen wir nun 1; := u(Pg, A;), so erhalten wir
S1+--+sk=n,T1+ -+ =nund s; <y,

wobei die letzte Ungleichung aus Lemma [5.30| folgt. Somit folgt s; = r; fiirallei=1,...,k
und das entspricht Bedingung (2b).
2=13E Sei

W := Eig(F; A1) + - - - + Eig(F; Ay).

Da mit Lemma die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig
sind, folgt nach Definition dass

W = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; Ay).

Mit der Voraussetzung, dass Pr in Linearfaktoren zerfillt und zudem dimEig(F;A;) =
w(Pr;Ay) fiir allei =1,...,k gilt, folgt dimW = dim V und somit V = W (vgl. Satz [2.80]).
311 Fiir die paarweise verschiedenen Eigenwerte A1,...Ax von F gilt sei

Bi = (vil,...,v;)
eine Basis von Eig(F;A;) fiir i =1,...,k. Somit ist
1 1 k k
B = (Vl) :v51> ,\)1, )vsk)
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Input: F € End(V).

1. Bestimme Basis A von V und berechne A := My(F) sowie P5. Berechne die
Eigenwerte A1,...,Ax von Pa, oder entscheide dass keine existieren und gebe o
aus.

2. Fiir allei=1,...,k berechne Basis B; von Eig(F; ;) und teste ob gilt:
dimEig(F; Ai) = w(Pr; Ai).

Falls obige Gleichung fiir alle i = 1,...,k gilt, ist F diagonalisierbar und die
zugehorige Basis von Eigenvektoren kann aus den einzelnen Basen von Eig(F; A;)
zusammengesetzt werden, anderenfalls gebe @ aus.

Output: (By,...,By) oder &.

eine Basis von V und, weil B nur aus Eigenvektoren besteht, ist F diagonalisierbar. Es gilt
weiterhin s; = r; fiir i = 1,...,k und die darstellende Matrix Mg (F) hat die Form:

A1 0

Ak

Mit diesem theoretischen Ergebnis kénnen wir nun einen Algorithmus entwickeln, der
entweder eine Diagonalisierung eines endlich-dimensionalen Endomorphismus angibt, oder

entscheidet, dass eine Diagonalisierung nicht moglich ist. Wir geben nun ein Beispiel an.

Beispiel 5.32. Sei F: R® — R3 definiert durch

F(x,y,z) := (—y + z,—3x — 2y + 3z, —2x — 2y + 3z).

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Mit der kanonischen Basis K = (e!, e?, €3) erhalten wir

0 -1 1
A=Mx(F)=|-3 —2 3
-2 -2 3

Das charakteristische Polynom berechnet sich zu
Pa(t)=—t3+t24+t—1=—(t—1)2%(t+1).

Somit sind A\; = 1 und A, = —1 die beiden einzigen Eigenwerte von F. Der Eigenraum

Eig(F; 1) ist der Lésungsraum von

—1 —1 1 X1 0
-3 —2-1 3 x2| =10
—2 —2 3—1 X3 0

Elementare Zeilenumformungen fithren auf

—X1—Xa2+%x3=0

1 0
und somit ist By = ol,|1 eine Basis von Eig(F;1). Dies zeigt
1 1

w(Pg; 1) = 2 = dimEig(F; 1).

Fir Eig(F; —1) erhalten wir

1 —1 1 X1 0
-3 —2+1 3 x| =10}
—2 —2 3+1 X3 0

was auf die Gleichungen

X1 —Xo+x3=0

—4x9 4+ 6x3 =0
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1

fihrt. Somit ist B, = 3 eine Basis von Eig(F; —1) und es gilt

w(Pr; —1) = 1 = dimEig(F; —1).

Insgesamt ist

1] (o) [1
B=11o|,|1],]|3
1] \1] \2

eine Basis von R®. Wenn wir die Basisvektoren aus B in eine Matrix S™! € GL(n,K)
schreiben, erhalten wir nun die Beziehung

AS™! =$7ID (Ubung!),

wobei

0 0 -1

Multiplikation von links mit S € GL(n, K) ergibt

SAS'=D.
Dies ergibt
1 0 —1 1 -1 1
S'=]01 3|,as0S=>|-3 -1 3|,
11 2 1 1 -1

wobei die Spalten von S~! die Basisvektoren aus B sind. Wir erhalten insgesamt

D=1|0 1 o0 und D = SAS™ 1.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Simultane Diagonalisierung

Wir moéchten nun die Frage beantworten, unter welchen Umstanden wir zwei gegebene

Endomorphismen F, G € End(V) simultan diagonalisieren kénnen.

Definition 5.33. 1. Seien F,G € End(V) mit dim V = n. F und G heiflen simultan
diagonalisierbar, falls es eine Basis B = (vi1,...,vn) von V und A;, 1y € K fiir

i=1,...,n gibt, so dass gilt

F(Vi) = )\1\21, G(Vi) = WiVyi flir alle i = 1, e, L

2. Seien A,A’ € M(n x n,K). A und B heifien simultan diagonalisierbar, falls es
S € GL(n, K) gibt, sodass

D =S 'AS und D’ = S7!BS,

Diagonalgestalt haben.

Wir fiihren zur Charakterisierung von simultaner Diagonalisierbarkeit, den Begriff von
F-invarianten Rdumen ein.

Definition 5.34. Sei V ein K-Vektorraum und F € End(V). Eine Teilmenge W C V
heiffit F-invariant, falls gilt
F(W) C W.

Bevor wir den allgemeinen Fall anschauen, betrachten wir zunachst den Fall der simul-
tanen Diagonalisierbarkeit von zwei Matrizen. Gibt es zu A,B ein S € GL(n,K) mit
D =S 'AS und D’ = S!BS, so folgt aus D- D’ =D’ - D, dass

B-A=S1D'SS!DS=S"'DSS'D'S=A-B.

Somit ist die Kommutativitat bzgl. der Multiplikation der Matrixabbildungen schon ein

notwendiges Kriterium.

Satz 5.35. Seien F,G € End(V) mit dim V = n diagonalisierbar und es gelte Fo G =

G o F. Dann sind F und G simultan diagonalisierbar.

Beweis. Da F und G nach Voraussetzung jeweils diagonalisierbar sind, gilt mit Satz [5.31]
dass es eine Zerlegung von V in Eigenrdaume von F und G mit jeweils paarweise verschie-

denen Eigenwerten gibt:

V = Eig(F;A1) @ - - - @ Eig(F; Ay)
= FEig(G; 1) @ - - - ® Eig(G; ).
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Wir definieren nun

Wi = Eig(F;A\) NEig(G; ) fiiri=1,...,k,j=1,...,L

Wir werden nun zeigen, dass die Basen von Wj;,i = 1,...,k,j = 1,...,{ vereinigt eine
Basis von V sind. Per Konstruktion sind sie ja Eigenvektoren von F und G gleichermafen.
Dazu reicht es fiir ein i € {1, ..., k} die Beziehung

Eig(F;A) =Wi1 @ --- & Wy

zu zeigen, weil ja
V = Eig(F;A1) @ - - - @ Eig(F; Ay).

Mit Lemma [5.15] reicht es
Eig(F;A) = Wi + - + Wy

zu zeigen. Sei also w € Eig(F;A;) C V. Mit der Voraussetzung gibt es wi,..., W, mit
wj € Big(G; ) fiir j = 1,...,{, so dass gilt

Wir wollen zeigen, dass w; € Wy; fur j = 1,...,{ gilt. Anwendung von F ergibt

F(wi) + - -+ F(wg) = F(w) = AW = AW + .. AWy
weEig(F;A;)

Angenommen, die Eigenrdume Eig(G; ;) wiren jeweils F-invariant, das heifit,
F(Eig(G; 1)) C Eig(G; 1),

dann wiirde bei obiger Gleichung mit der Eindeutigkeit von Linearkombinationen bei
direkten Summen (siehe Definition [2.78)), die Bedingung F(wj) = Aywj; und somit w; € Wj;
fir alle j = 1,...,{ gelten. Bleibt also die F-Invarianz der Eigenraume von G zu zeigen.

Wir rechnen fiir v € Eig(G; ;) unter Benutzung von Fo G = G o F nach:
G(F(v)) = F(G(v)) = F(iyv) = wF(v),

und somit gilt F(v) € Eig(G; ;). O

| Ubung 5.36. Fiihre eine simultane Diagonalisierung durch.

Trigonalisierung

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass Endomorphismen, deren charakteristisches
Polynom P in Linearfaktoren zerfillt, sich trigonalisieren lassen, d.h., dass sich eine obere

Dreiecksmatrix als darstellende Matrizen finden lasst.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Definition 5.37. 1. Sei F € End(V) mit dim V = n. F heiRt trigonalisierbar, falls es

eine Basis B = (vy1,...,vn) von V gibt, so dass A := Mg(F) eine obere Dreiecks-
matrix ist, das heift, aj = 0 fiir alle i > j.

2. A € M(n x n,K) heifit trigonalisierbar, falls es S € GL(n, K) gibt, sodass

D = S71AS obere Dreiecksmatrix ist.

Wir werden zur Frage der Trigonalisierbarkeit von Endomorphismen die F-invarianten
Unterrdume nutzen. Wenn F z.B. diagonalisierbar ist und B = (v1,...,Vv,) eine Basis von
Eigenvektoren bildet, so gibt es folgende Zerlegung von V in F-invariante Unterraume:

V=W & - dW, mit Wy=Kv;,i=1,...,n.
Im Falle mehrfacher Eigenwerte erhalten wir
V = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; Ay) mit dimEig(F;A) =7,i=1,...,k.

| Lemma 5.38. Ist W C V ein F-invarianter Unterraum, so ist Py, ein Teiler von Pr.

Beweis. Sei B’ eine Basis von W und sei Mg/ (Flyw) die darstellende Matrix von
Fw : W —=W

beziiglich B’. Wir ergdnzen B’ zu einer Basis B von V und erhalten

*

Mg/ (Flw)

. Ix

Mz (F) =

Mit Satz [£.14 folgt P = Py, - Pa. O

Sei A € M(n x n, K) eine obere Dreiecksmatrix. Fiir den Endomorphismus Fa : K — K"
sind die Untervektorraume
W, :=span(e?,...,e")

flir 1 <r < n invariant und es gilt
W, Cc Wy C W, =K,

wobei dimW; =1 fiir alle i = 1,...,n gilt. Diese Eigenschaft werden wir nun unter dem
Begriff Fahne fiir allgemeine Vektorraume definieren.

Definition 5.39. Eine Fahne in einem n-dimensionalen Vektorraum V ist eine Kette

{0}=VgCcViCVy---C V=V,
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mit dim V; =1 fiir alle i = 1,...,n. Eine Fahne heifft F-invariant, falls gilt

F(Vi) cV,i=1,...,n

Wir erhalten nun folgende Charakterisierung der Trigonalisierbarkeit von Endomorphis-

men.

Satz 5.40. Sei F € End(V) mit dim V = n. Dann sind dquivalent:
1. F ist trigonalisierbar.
2. Das charakteristisches Polynom Pr zerfallt in Linearfaktoren.

3. Es gibt eine F-invariante Fahne von V.

Bewezs. é : Da es eine Basis B von V gibt, so dass A := Mg(F) eine obere Dreiecks-

matrix ist, gilt
Pr(t) = det(Mp(F) —t-En) = £(t —au1) - ... - (t— ann),

flir die Diagonalelemente a;;,i=1...,n von A.
2l= [3l: Wir beweisen diese Aussage per Induktion tiber n = dim V. Fiir n = 0,1 ist die
Aussage klar. Sei also n > 2. Zu A; wihlen wir einen Eigenvektor v; € Eig(F;A1) und
ergdnzen ihn zu einer Basis B = (vi,Wws,...,wy) von V. Wir erhalten fiir V; = span(v;)
und W = span(ws,...,wy) dass

V=ViaW,

und insbesondere gilt, dass V; F-invariant ist. Die darstellende Matrix Mg (F) hat die Form

A @2 --- Qin
0
Mg (F) =
B
0
W ist im allgemeinen nicht F-invariant aufgrund der Eintrage ais,..., ain. Um nun die

Basis B zu verdndern, definieren wir die beiden linearen Abbildungen H : W — V; und
G : W — W durch

H(wj) := ajjvi und G(wj) := agwa + -+ - + anjwn

und erhalten
F(w) = Hw) 4+ G(w) fiir alle w € W.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Fiir die charakteristischen Polynome gilt die Beziehung:

Pr = (A1 — 1) - Pg, und somit Pg = (Ag —1t) - ... - (Aqn —t).

Wir wenden nun die Induktionsvoraussetzung auf den Raum W mit dimW =n —1 an
und erhalten eine G-invariante Fahne

{O}ZW()CW]_CWQ"'CWn_]_ =W.

Wir setzen nun V; := Vi + W,_;,r = 1,...,n und zeigen, dass wir so eine F-invariante
Fahne erhalten. Fiir uv; € Vi, w € W;_1, u € K rechnen wir nach:

F(uvy +w) = Apvy + F(w) = Apvy + H(w) + G(w).

Wegen H(w) € V; und G(w) € W,_; folgt die Behauptung.

Bl=[1]: Sei {0} = Vo C V1 C -+ C V;, =V eine F-invariante Fahne von V. Durch (n —1)-
maliges Anwenden des Basisergdnzungssatzes (Satz erhalten wir dann eine Basis
B = (vi,...,vn) von Vy = V mit span(vy,...,vi) = V; fiir alle i = 1,...,n. Aufgrund
der F-Invarianz der gegebenen Fahne ist die darstellende Matrix Mg (F) dann eine obere
Dreiecksmatrix, also F trigonalisierbar. O

Wir werden nun einen Algorithmus zur Berechnung einer Trigonalisierung angeben.

Input: Ae M(nxn,K)und PA(t) = &(t—A1)- ... - (t=Ay) firA; e K,i=1,...,n.
Gesucht: S € GL(n,K) mit D :=S- A - S~ obere Dreiecksmatrix.

1. Sei B; die kanonische Basis von K™ und setzte W; := K". Berechne zum Hi-
genwert A; einen Eigenvektor v; € Eig(Fa;A1). Wende das Steinitzsche Aus-
tauschlemma (Lemma [2.63) an und bestimme j; € {1,...,n}, so dass

32 = (V1,€1,...,é]'1,...,€n)

eine Basis von K" ist, wobei ~ bedeutet, dass der entsprechende Vektor ausge-
lassen wird. Setzte S;' := Tgf. In diesem ersten Schritt besteht S;' aus den
Spaltenvektoren der Basis B,. Wir erhalten

)\1 * *

Ag Z:S;L'A’SIIZ
A
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2. Im 2. Schritt setzen wir B) := (e1,...,€j,,...,en) und Wy := span(Bj) und
betrachten den (eindeutigen) Endomorphismus Fp : Wy — W, mit M%(Fg) =
Al. Fiir diese Abbildung gilt dann

Pr, =Pas(t) = £(t=A2) - ... - (t—An).

Zu A; wihle einen Eigenvektor vy € Eig(Fs;A2). Wende das Steinitzsche Aus-
tauschlemma (Lemma [2.63) an und bestimme j, # j; mit j» € {1,...,n}, so
dass

I 5 5
'B3 = (vz,el,...,ejl,...,ejz,...,en)

eine Basis von W, ist und somit
Bz :=(v1,v2,€1,..+,€,,.++,€,...,€n)

eine Basis von K" ist. Setze S;l = T%S 13 und wir erhalten

A1 * * * *

0 Ao * * *
A3 ::SZ'A’SEIZ

0 0

0 0 Al

0 0

Bei der Berechnung von S;l kénnen wir benutzen, dass gilt T%B 3= Tg’f -Tg :

sowie
1 0 0
0
B
TB: = N
T93 5
0

3. Iteriere dieses Vorgehen und nach hochstens n — 1 Schritten erhalten wir eine
obere Dreiecksmatrix
D:=A, =S, 1AS};.

Output: D, S;—1, S;ll .

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Wir geben ein Beispiel an.

Beispiel 5.41. Sei K =R und n = 3 und die Matrix A habe die Gestalt

3 4 3
A=1-10 -1
1 2 3

Wir erhalten Pa(t) = —(t — 2)% und somit A; = Ay = A3 = 2. Wegen rang (A —2-E3) =2
gilt

dim Eig(A;2) =1 <3 =p(Pa;2)
und somit ist A nicht diagonalisierbar. Da Pa in Linearfaktoren zerfallt, ist A jedoch
triagonalisierbar. Wir wenden obigen Algorithmus an.

1
1. Schritt: Wir wihlen vi = | —1 | € Eig(A;2), j1 = 1 und somit By = (v1, e?, e3),
1
sowie
1 00 1 00 2 4 3
Sit=f-1 1 0f:S1=[1 1 0, A2=81-A-S" =0 4 2
1 01 -1 0 1 0 —2 0

Somit erhalten wir

-2 0

2. Schritt: Wihle vy € Eig(Fa;,2) C R?, z.B., v, = (1,—1)T. Damit ist v, gegeben
durch
vo=1-e2—1-¢e%eR3

und somit j, = 2 und Bz = (v1,Vq, €3). Wir erhalten

1 0 0 2 1 3
S5'=|1-1 1 ol,As=|0 2 2|=D
1 -1 1 00 2

Somit ist S = Ss.
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Potenzen von Endomorphismen

Wir konnen die Eigenwertbedingung F(v) = Av fiir ein F € End(V) auch mit einem linearen

Polynom

ausdriicken. Setzen wir fiir die Unbestimmte t den Endomorphismus F ein, so ergibt sich
L(F) :=F — Aidy

und es gilt Eig(F;A) = Ker L(F). Wir werden nun das Einsetzen von Endomorphismen
F € End(V) in ein Polynom formalisieren. Fiir ein Polynom P € K[t] der Form

P(t) = ot" + -+ ot + g € K[t]

definieren wir
P(F) := oF +--- + oy F + opidy € End(V),

wobei

FK:=Fo.--oF.

k-mal

Fir eine Matrix A € M(n x n, K) kénnen wir analog vorgehen:
P(A) = o,A" 4+ -+ + 1A + xoEn, € M(n x 1, K),

wobei A¥ die k-fache Multiplikation der Matrix darstellt. Insgesamt haben wir nun schon

drei verschiedene Arten von Polynomfunktionen kennengelernt:

1. Polynomfunktionen iiber dem Korper K:

K —= K, A = P(A),

2. Polynomfunktionen {iber End(V):

End(V) — End(V), F — P(F),

3. Polynomfunktionen iiber M(n x n, K):

M(n xn,K) — M(n xn,K), A— P(A).

Es ist auffillig, dass K, End(V) und M(n x n,K) jeweils auch K-Vektorrdume sind, auf
denen zusatzlich eine Multiplikation definiert ist, die sie zu Ringen macht. Solche Mengen
heiffen auch K-Algebren.

| Definition 5.42 (K-Algebra). Ein Ring (R, +,) mit 1-Element der Multiplikation, der

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



5.7. Potenzen von Endomorphismen | 135

gleichzeitig ein K-Vektorraum ist und fiir den aufierdem gilt:
YAeK,a,beR:A(a-b)=(Aa)-b=a-(Ab)

heift K-Algebra (mit 1).

Definition 5.43. 1. Seien (R, +,) und (S, ®, ®) zwei Ringe mit Einselement. Dann
heifft eine Abbildung ¢ : R — S ein Homomorphismen von Ringen, wenn fiir alle
a,b € R gilt:

Bei Homomorphismen von Ringen ist es also egal, ob man erst zwei Elemente
verkniipft, und das Ergebnis abbildet, oder erst die zwei Elemente abbildet, und
dann die Bilder verkntipft.

2. Seien (R,+,-) und (S,®,®) zwei K-Algebren. ¢ heiit Homomorphismus von K-
Algebren, falls zusétzlich zu obigen Bedinungen gilt: d(Aa) = Ad(a) fiir alle A € K
und a € R (¢ ist also linear). Falls ¢ zusdtzlich bijjektiv ist, sprechen wir von

einem Isomorphismus von K-Algebren.

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie verschiedene Polynome ein festes Korperlement,
einen festgehaltenen Endomorphismus oder eine festgehaltene Matrix abbilden. Dies fiihrt

auf die Einsetzungshomomorphismen.

Definition 5.44. Die Einsetzungshomomorphismen fiir x € K,F € End(V) und A €
M(n x n, K) sind die Abbildungen:

evy : K[t] = K, evy(P) =P(x)
evr : K[t] — End(V), evg(P)=P(F)
eva : K[t] = M(n x n,K), eva(P)=P(A).

Bemerkung 5.45. 1. Die Einsetzungshomomorphismen sind Homomorphismen von
K-Algebren.

2. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n und sei B Basis von V. Dann ist

® : End(V) - M(n x n,K), F— Mgz (F)

ein Isomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Ubungen. O



136 | Kapitel 5. Eigenwerte und Normalformen von Endomorphismen
Wir werden uns nun weiter mit den Eigenschaften von Polynomen nach Einsetzung von

Endomorphismen vertraut machen.
Bemerkung 5.46. Sei P € K[t] ein Polynom der Form
P(t) = ot + -+ ot + g € K[t]

1. Ein Eigenvektor v von F € End(V) zum Eigenwert A € K ist auch ein Eigenvektor
von P(F) € End(V) zum Eigenwert P(A) € K.

2. Wenn F diagonalisierbar ist, dann ist es auch P(F).

3. Sei D € M(n x n, K) eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen Ay, ..., A,. Dann

ist auch P(D) eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen P(A1),...,P(An).
4. Fiir A € M(n x n,K) mit B=SAS™!, S € GL(n, K) gilt: P(B) = SP(A)S~!.

5. Sei A € M(n x n, K) diagonalisierbar mit A = SDS™! fiir eine Diagonalmatrix D.
Dann gilt P(A) = SP(D)S™* mit P(D) wie in[3|

6. Wenn A = Mg(F) fiir eine Basis B, dann ist P(A) = Mg (P(F)).

Beweis. Ubungen. O

Wir erhalten folgendes Resultat mit Hilfe des Einsetzungshomomorphismus evy.
Lemma 5.47. Seien P und Q aus K[t]. Dann gilt

P(F) o Q(F) = Q(F) o P(F).

Bewets. Wir erhalten folgende Kette von Gleichungen:

P(F) o Q(F) = eve(P) o eve(Q) vi(PQ) = evi(QP)

= €
Bem. [5.45] K[t] kommutativ

= eVF(Q) oeve(P) = Q(F) o P(F).

O]

Lemma 5.48. 1. Fiir F,G € End(V) mit Fo G = G o F ist Ker G ein F-invarianter
Unterraum.

2. Fiir F € End(V) und jedes Polynom P € K[t] ist Ker P(F) ein F-invarianter Unter-

raum.

Beweis. Zu|l} Sei v € Ker G also G(v) = 0. Wir miissen zeigen, dass F(v) € Ker G gilt.
Es folgt G(F(v)) = F(G(v)) = F(0) =0, also F(v) € Ker G.
Zu 2t Mit Lemma gilt P(F) o F = Fo P(F). Mit Punkt [1| folgt die Behauptung. O
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Im Allgemeinen gilt Ker P(F) # {0} nur fiir spezielle Polynome. Wir werden im Folgenden
den Extremfall P(F) = 0 fiir ein Nichtnullpolynom P € K[t] untersuchen.

Lemma 5.49. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n und F € End(V). Dann gibt es
ein Polynom P € K[t] mit 1 < degP < n? und P(F) = 0.

Beweis. Es gilt dim End(V) = n? (warum?) und daher sind die n? + 1 Endomorphismen
idy,F, F,..., FV

linear abhangig. Es gibt also Elemente ayo,..., a,> wobei mindestens eines der Elemente
nicht null ist mit
Qoidy + a1F + - - + a2 FY = 0.

Somit gilt fiir P(t) = ag+a1t+---+ anz’c“2 die Eigenschaft P(F) = 0. Die Gradeigenschaft
folgt aus der Uberlegung, dass der Fall degP = —oco auf ag = --- = a,2 = O fiihrt,
Widerspruch. ]

Wir werden nun die Dimensionsschranke n? in Lemma [5.49 auf n = dim V reduzieren.
Dies geschieht mit dem Satz von Cayley-Hamilton. Zunachst beweisen wir den Satz fiir
diagonalisierbare Endomorphismen.

Satz 5.50 (Satz von Cayley-Hamilton, Diagonalisierbare Endomorphismen). Sei V ein K-
Vektorraum mit dim V = n und F € End(V) diagonalisierbar mit charakteristischem

Polynom Py € K[t] (vom Grad n). Dann gilt
Pr(F) =0 € End(V).
Analog gilt fiir jede diagonalisierbare Matrix A € M(n x n, K):

PA(A) =0 € M(n x n, K).

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine Basis aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A, von F.

Fiir v € V beliebig erhalten wir v = o;v1 + - - - + anvn. Wir erhalten

n
Z (XIPF Bem - [ g 0,

wobei wir fiir die letzte Gleichung Pr(A;) = 0 € K fiir alle i = 1,...,n ausgenutzt ha-
ben. Die Aussage fiir Matrizen folgt gleichermafien indem wir den Endomorphismus Fa
betrachten. O

Nun werden wir den Satz von Cayley-Hamilton in voller Allgemeinheit zeigen.
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Satz 5.51 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n und
F € End(V) mit charakteristischem Polynom Pr € K[t] (vom Grad n). Dann gilt

Pr(F) =0 € End(V).
Analog gilt fiir jede Matrix A € M(n x n,K):

PA(A) =0 € M(n x n, K).

Bewets. Wir starten mit dem Spezialfall K = C. Da jedes Polynom in C in Linearfaktoren
zerfallt, ist F trigonalisierbar, d.h. es gibt eine F-invariante Fahne

{0l=VoCcViC---CV,=V.

Ist B = (v1,...,vn) eine Basis von V mit V; = span(vy,...,v;) firi=1,...,n, so gilt
}\1 *
Mg (F) =
0 An
wobei Ay, ..., A, € C die Eigenwerte von F sind. Mit der Form

kénnen wir Pg(F) schrittweise aufbauen: Fiir i = 1,...,n definiere
Gi := (A1idy — F) o (Aidy — F) o...(Ajidy — F) € End(V).

Wir erhalten G, = Pg(F). Wir werden also mittels Induktion iiber i = 1,...,n zeigen,
dass Gi(V;) ={0} fiir i = 1,...,n. Wir beginnen mit i = 1. Es gilt F(v{) = A1v; und somit
folgt G1(v1) = (A1idy —F)(v1) = 0. Sei nun 1 > 2 und v € V;. Dann gibt es w € V;_; und
u e C mit v=w+ pnv;. Mit

Aiw — F(w) € Vi_; und Av; — F(v;) € Vi (siehe Mz(F)!)
gilt nach Induktionsvoraussetzung
Gi(w) = (Gi—1 0 (Aiddy — F))(w) = Gi—1(Ayw — F(w)) = 0.

sowie
Gi(vi) = (Gi—1 o (Midy — F))(vi) = Gi—1(Ajvi — F(vi)) = 0.

Also folgt
Gi(v) = Gi(w) + uGi(vi) = 0.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Nun iiberlegen wir uns, wie wir den Fall K = R behandeln konnen. In diesem Fall zerfallt
Pr(t) tiber R ja nicht unbedingt in Linearfaktoren. Wir wenden nun jedoch eine “Komple-
xifizierungsmethode” an. Sei
A= Mg (F)

fiir eine beliebige Basis von V (A ist also eine Matrix mit Eintrégen in R). Indem wir
jedoch die Eintrdge aus A als komplexe Zahlen auffassen (wie das geht haben wir in

Lineare Algebra I kennengelernt) erhalten wir einen Endomorphismus
Fa:Ct— C™

Fiir diesen Endomorphismus hatten wir ja bereits P, (FA) = O gezeigt. Ferner gilt Pr, =
Pa = Pr, nach Definition des Charakteristischen Polynoms von Endomorphismen und
weil A darstellende Matrix sowohl von F, als auch von F ist[l] Zusammen zeigt dies, dass
Pr(FA) = 0 und daher Pf(A) = 0 (mit der Definition von Fp). Unter Anwendung von
Bemerkung erhalten wir damit

Mg (Pr(F)) = Pr(Mg(F)) = Pr(A) = 0.

Somit folgt dann auch Pr(F) = 0 € End(V) (benutze hier die Definition von Mg (Pr(F))!).
Nun betrachten wir einen allgemeinen Korper K. Wie in Satz beschrieben, gibt es
einen Oberkorper [ O K, sodass P(t) liber L in Linearfaktoren zerfdllt. Nun wenden wir
die gleiche Argumentation wie oben an (an dieser Stelle gehen wir nicht ins Detail wie wir
Elemente aus K auch als Elemente in L auffassen). O

Nun werden wir uns weiter mit den Polynomen befassen, fiir die gilt P(F) = 0. Wir hatten

gesehen, dass
@ : K[t] = End(V), P(t) — P(F)

ein Homomorphismus von Ringen ist. Es gilt weiterhin folgende Eigenschaft:

Ubung 5.52. Das Bild K[F] = {P(F) : P(t) € K[t]} ¢ End(V) ist ein kommutativer
Unterring des Ringes End(V).

Wir definieren
Je:={P(t) e K[t] : P(F) =0} c K[t]
als das Ideal von F. Mit dem Satz von Calyley-Hamilton gilt offensichtlich, dass Py € Jr.
Wir werden nun die Struktur von Jr weiter untersuchen.
Definition 5.53. Eine nicht-leere Teilmenge J eines kommutativen Rings (R, +, -) heifit

Ideal, wenn gilt:

I1: P,QeIl=P-Q €],

"Wir verwenden hier implizit, dass man M(n x n,R) als Teilmenge von M(n x n,C) und R[t] als
Teilmenge von C[t] auffassen kann (analog zu R C C).
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| [22PcJ,QeR=Q-Pel

| Ubung 5.54. Zeige, dass Jr ein Ideal ist.

Satz 5.55. Zu jedem Ideal J C K[t] mit J # {0} gibt es ein eindeutiges Polynom M € J

mit den folgenden Eigenschaften:
1. M ist normalisiert, d.h., M =t%+ ... + ag wobei d = deg M.
2. Fiir jedes P € J gibt es Q € K[t] mit P=Q - M.

M heiffit Minimalpolynom von J. Im Fall J = Jr nennen wir M auch das Minimalpolynom

von F und bezeichnen es iiblicherweise mit Mg.

Beweis. Sei d := min{degP : P € J\ {0}} € NU{0}. Wahle nun ein beliebiges Element
P=aqap+...a4t% € I mit degP = d. Dann gilt also insbesondere a4 # 0 und wir kénnen
1 (e1y) aq

L —Sgd
aq aq aq

setzen. Damit ist M ein normiertes Polynom und, wegen [[2] ein Element von J.
Sei nun P € J beliebig. Dann dividieren wir mit Rest durch M (Satz und erhalten

Q, R € K[t] mit
P=Q M+R,

und deg R < deg M = d. Mit [[1] und [[2] gilt dann
R=P-Q Med.

Da aber d der kleinste Grad eines Nicht-Nullpolynoms in J ist, muss dann R selbst das
Nullpolynom sein. Also gilt P = Q - M. Damit ist die Existenz eines Minimalpolynoms
gezeigt.
Es verbleibt die Eindeutigkeit: Sei dazu M’ ein weiteres Minimalpolynom, also insbeson-
dere

M=bg+ - +bg gt T +tg,M =co+---+cq1tt+tdeq.

Wegen [[1]ist dann M — M’ € J mit deg(M —M’) < d —1 < d. Nach Definition von d ist
also M — M’ =0 und damit M’ = M. O

Wir schauen uns nun ein Beispiel an, welches verdeutlicht, wie sich das charakteristi-
sche Polynom eines Endomorphismus und das zugehorige Minimalpolynom unterscheiden

konnen.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Beispiel 5.56. Sei

A= -0 € M(n x n,K),

wobei d—1 mit 1 < d < n die Anzahl der Einsen in der Nebendiagonale bezeichnet. Somit
gilt
Falel) =0,Fa(e?) =€, ...,Fa(e?) = e ! und Fa(e') = sonst.

Fiir die Potenzen des Endomorphismus Fa gilt (Fa)‘(e?) 4=t ynd somit (Fa)¢ = 0,

aber (Fa)9~! # 0. Wir erhalten

=e

PFA = +t", MFA =4,

Im Fall d =11ist FA =0 und Pf, = £(Mg, )™

Allgemein halten wir nun folgenden Satz iiber die Teilbarkeit des charakteristischen Po-

lynoms durch das Minimalpolynom:

Satz 5.57. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und F € End(V). Dann gilt:
1. MF teilt PF.

2. Pr teilt MP.

Beweis. Zu [I} Mit dem Satz von Calyley-Hamilton gilt Py € Jr. Mit dem Satz
folgt, dass es Q € K[t] geben muss mit Pr = Q - My also teilt My das charakteristische
Polynom Pr.

Zu[2} Wir nehmen (siehe auch den Beweis des Satzes von Calyley-Hamilton) an, dass K ein
Unterkdrper von C ist (fiir den allgemeinen Fall kann wieder der algebraische Abschluss
von K verwendet werden). Wir wéhlen eine darstellende Matrix A € M(n x n,K) und
somit reicht es, die Aussage fiir die Polynome P, und Mpj zu zeigen. Beide Polynome
zerfallen tiber C in Linearfaktoren und wir erhalten

Pa=H(t—A)™ - o - (£ =A%,
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wobei die ri,1 = 1,...,k paarweise verschieden sind. Aus (1| folgt

Ma==(t—A1) ... - (t=A)*mit s; <7,i=1,...,k,

d.h. dass M keine weiteren Linearfaktoren besitzt. Wir zeigen nun, dass keiner fehlt,
d.h., si >1,i=1,...,k (und somit gilt dann P teilt M}, weil r; < n fiir alle i=1,... k).
Angenommen es gibt ein i mit s; = 0. Sei v; € C™ Eigenvektor zu A;. Dann gilt fiir i # j:

C" 2 0 # (Fa — Ajidy) (vi) = (Ai — Aj)vi € Big(Fa; A1)
und somit
Ma(A)(vi) # 0 im Widerspruch zu Ma(A) =0 € M(n x n, K).

Definiere
Q= (t—A)™ e L (t— AT € CI

Wir erhalten M} = +Q-Pa und da Ma, Pa € K[t] folgt Q € K[t] (siehe Ubung unten). [

Ubung 5.58. Beweise folgende Aussage: Sei K’ ein Kérper und K ein Unterkdrper
von K’. Sind f, g € K[t],f # 0 und q € K’[t] mit f = q - g, so folgt q € K[t].

Definition 5.59. Ein Endomorphismus F € End(V) heisst nilpotent, wenn F* = 0 fiir
ein k € N gilt.

Satz 5.60. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und F € End(V). Dann sind dqui-
valent:

1. F ist nilpotent.
2. Fd=0fireindmit 1 <d<n.
3. Pp = £t™.

4. Es gibt eine Basis B von V mit

Mg (F) =

Bewezs. :> : Die Bedingung impliziert t* € Jr und somit gilt mit Satz|5.55) , dass
M = t¢ fiir d < k. Da Py € I und deg Pr = n folgt ebenso d < n.
:> : Mit My = t4 fiir 1 < d < n und der Aussage von Satz folgt, dass Pr = t™.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Bl= [4}: Folgt mit Satz wobei die Eigenwerte 0 von F in der Diagonale der Darstel-
lungsmatrix auftreten.

:> : Ubung. O

Die Jordansche Normalform

Im Folgenden werden wir die Trigonalisierungstheorie etwas verfeinern. Fiir trigonalisier-
bare Endomorphismen F hatten wir in Satz gesehen, dass wir eine Basis B finden,
sodass die resultierende Darstellungsmatrix Mg (F) eine obere Dreiecksform hat. Allerdings
gibt dieser Satz keine weitere Auskunft dariiber, wie die Eintrage oberhalb der Diagonalen
aussehen. Dies werden wir nun mit der Jordanschen Normalform weiter spezifizieren. Sei
V ein K-Vektorraum mit dimV =n > 1 und sei F € End(V) mit

Pr=d(t—A1)"™ - ... - (E—= A",
mit r;,1=1,...,k paarweise verschieden. Mit Satz gilt, dass
V = Eig(F; A1) @ - - - @ Eig(F; Ay).
genau, dann wenn
dimEig(F;A\{) = w(Pp; Ay) flir allei=1,...,k.

Fiir trigonalisierbare Endomorphismen, die nicht diagonalisierbar sind, ist diese Dimensi-
onsgleichung fiir die Eigenrdume nicht erfiillt, d.h., die Dimension von einigen Eigenrdu-
men ist strikt kleiner als die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes (Vielfachheit des
Eigenwertes als Nullstelle des charakteristischen Polynoms). Wir werden nun den soge-
nannten Hauptraum einfiihren, der stets den Eigenraum enthalt allerdings eine grossere

Dimension haben kann.

Definition 5.61. Sei A ein Eigenwert von F mit algebraischer Vielfachheit r € N. Dann

ist der Hauptraum von F zu A definiert als:

Hau(F;A) := Ker (F — Aidy)".

Um den Hauptraum besser zu verstehen, werden wir nun fiir einen Eigenwert A von F die
Potenzen der linearen Abbildung:

G :=F — Aidy

untersuchen. Da viele der Aussagen dieser Potenzen auch fiir allgemeine Endomorphismen
gelten, lassen wir nun G € End(V) beliebig.
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Lemma 5.62. Sei G € End(V). Dann gilt fiir alle k € N:
Ker G* C Ker G¥™ und Im G* > Im G**1.
Insbesondere gilt unter den Voraussetzungen von Definition [6.61}

Eig(F;A) € Hau(F; ).

Beweis. Seiv € Ker GK,w € Im G¥!, d.h. Ju € V mit G¥(u) = w € V und wir setzen
u’ := G(u) € V. Wir erhalten:

G*(v) = Go G*(v) = G(0) = 0, GX(u) = GX(G(w)) = G (u) = w,
also v € Ker G*'! und w € Im G*. O
Mit Lemma erhalten wir die folgenden Ketten:

{0} c Ker G c Ker G2 C --- C Ker G*
VolmG>OImG?2>--->Im G

Fiir jedes { gilt mittels der Dimensionsformel:
dimKer G' 4 dimIm G' = dimV.

Mit dimV = n konnen die beiden Ketten nicht endlos auf- bzw. absteigen. Dies fiihrt auf

das Lemma von Fitting.
Lemma 5.63. Zu G € End(V) mit dimV = n definiere
d :=min{ e NU{0}: Ker G* = Ker G"*!} und r := pu(Pg;0).

Dann gilt:

1. d=min{ e NU{0}: Im G“! =Im GY

2. Ker G4 = Ker G4, Im G4 =Im GY fiir allei € N.

3. Die Riume U := Ker G und W :=Im GY sind G-invariant.

4. (Gly)4 =0 und Gy : W — W ist ein Isomorphismus.

5. Fiir das Minimalpolynom von G|y gilt Mg, = t¢.

6. V=UpW,dmU=1>d,dmW=n—r.

Insbesondere gibt es eine Basis B von V mit

N 0
Mg (G) = mit N¢ =0 und C € GL(n —r,K).

0 C

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Bewers. Wir betrachten das Diagramm in Abb. Mit Hilfe der Dimensionsformel er-

KerGeCVLe>ImG‘Z

N U

+1
Ker GH1 c vV 5 Im GH1

Abbildung 5.1: Diagramm von Abbildungen und Inklusionen.
halten wir

Im G =Im G' & dim Im G**! = dim Im G'
& dim Ker G'! = dim Ker G
& Ker GH! = Ker G
& Gl ge 1 Im G' — Im G*? ist ein Isomorphismus.
Mit
Im G"! =Im G' & Ker G"*! = Ker G
folgt direkt [I] Gl g Isomorphismus impliziert [2] Die Aussagen [3| und [4] sind klar.

Zu : Mit |4l gilt, dass Mg, = t* fiir ein k < d. Angenommen Mg, = t* fiir ein k < d.
Wir erhalten mit (G|y)* = 0:

U C Ker (Gly)* ¢ Ker G* c -+ ¢ Ker G ¢ Ker G4 =,

und somit Ker G* = Ker G**! im Widerspruch zur Definition von d.

Zu@: Wir zeigen zunichst V = U®W. Da nach Dimensionsformel gilt dimV = dim Ker G4+
dim Im G4 = dimU + dimW, geniigt es dafiir zu zeigen, dass U N W = {0}. Sei dazu
velunWw, alsov € Ker G4 und v € Im G¢ also v = G4(w) fiir ein w € V. Mit v € Ker G¢
gilt 0 = G4(v) = G4(G4(w)) = G>(w). Somit folgt w € Ker G4 = Ker G¢ (siehe [2),
also v = G¢(w) = 0 und die erste Behauptung ist bewiesen.

Per Definition von d gilt Ker G* C Ker G**! fiir alle k < d und da Ker G* jeweils ein

Untervektorraum ist, muss flir die Dimensionen gelten:
dim Ker G! < dim Ker G? < --- < dim Ker G¢,

also dimU = dim Ker G¢ > d. Fiir r = u(Pg;0) erhalten wir Pg(t) = (t — 0)" - Q(t) mit
Q(0) # 0 und mit V=Uo W gilt:

(t—0)"- Q(t) = Pg(t) = Pgy, (1) - Pgy, (1.

Da Gly nilpotent ist (siehe E}), gilt mit Satz dass Pg|, (t) = t™ fiir m > d sowie
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m = dim U. Fiir den Isomorphismus G|y (siehe ) gilt Pg,, (0) # 0 (benutze dass eine
darstellende Matrix von Gly vollen Rang hat) und mit der Ubung folgt m =.

Ubung 5.64. Zeige folgende Aussage: Sei f, Q, Q' € K[t] mit
f(t) = Q(t) = t™ - Q'(t) mit Q(0) #0, und Q'(0) #0.
Dann gilt m =r.

Die letzte Aussage folgt mittels der Zerlegung V = U & W und den Eigenschaften von G
aus [l O

Nun sind wir so weit, den Satz iiber die Hauptraumzerlegung zu beweisen.

Satz 5.65. Sei F € End(V) mit dim V = n und sei
Pr=d(t—A)" - .. - (=A™

mit paarweise verschiedenen A4, ..., A € K. Weiterhin sei V; := Hau(F; ;) C V fiir jedes

A; der zugehorige Hauptraum von F. Dann gilt:
1. Vi) c Viund dim V; = r; flir allei=1,...,k.
2.V=Vi®--- D V.
3. F hat eine Zerlegung F = Fp + Fy mit

(a) Fp ist diagonalisierbar.
(b) Fn ist nilpotent.
(C) FD OFN = FN OFD.

Beweis. Wir werden den Satz durch iteratives Anwenden des Lemmas von Fitting (Lem-
ma [5.63)) beweisen. Wir wéahlen G; := F —A; -idy. und erhalten

Pg,(t —A1) = Pe(t) und 11 = u(Pg,;0) = pu(Pr; A1),
Wir konnen also das Lemma von Fitting (Lemma [5.63]) auf G; anwenden und erhalten
V =Ker Gf @ W = Ker G]' ©W = Hau(F;\;) & W (5.6)

und beide Summanden sind wegen F = G; + Ajidy auch F-invariant. Ferner erhalten wir
aus Lemma eine Basis B von V bestehend aus einer Basis B; von Ker G‘l1 =V
und einer Basis B’ von W. Weiterhin sei N; der nilpotente Block aus der zugehorigen
Darstellungsmatrix Mg (G).

Aus der F-Invarianz der beiden Summanden in erhalten wir ferner Pr = PF\vl - Pr -
Zusammen mit der Beobachtung, dass PHV1 = £(t—A1)™, folgt daraus fiir die Abbildung

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Flw : W — W, dass
P]:|W =F(t—A)" - ... (E=A)T

Somit kénnen wir nun wieder das Lemma von Fitting auf G, := Fly — Az - idy anwenden
und dieses Vorgehen iterieren, woraus die Aussagen [1| und [2| folgen. Wir setzen nun

)\lErl 0 Nl 0
D := sowie N := )
0 AEr, 0 Ny
wobei die Matrizen Nj,..., Ny die (nilpotenten) Darstellungsmatrizen der Abbildungen
Gilv,,i = 1,...,n zu den Basen B; von V; sind. Wir kénnen nun nachrechnen, dass

D -N = N-D gilt. Sei nun B die aus den Basen B; zusammengesetzte Basis von V und
Fp, Fn € End(V) die eindeutigen Endomorphismen mit Mg (Fp) = D und Mg (Fn) = N.
Dann folgt (mit der Additivitat von Mg), dass F = Fp+Fy, sowie (mit der Multiplikativitat
von Mg) aus D-N =N-D, dass Fp o Fy = Fy o Fp. d

Nun werden wir uns mit Normalformen von nilpotenten Endomorphismen beschaftigen.
Die gewonnenen Einsichten werden uns bei der Berechnung der allgemeinen Jordanschen

Normalform helfen.

Definition 5.66. Eine Jordanmatrix (oder Jordanblock) der Grofe k zum Eigenwert 0,

ist eine Matrix der Gestalt:

0 1 0
Ji(0) :=

1

0 0

Lemma 5.67. Die Matrixabbildung Fj, (o) ist nilpotent mit F]fk(oj = 0. Es gilt

k = min{r € NIF}k(O) =0}

Bewets. Siehe Bsp. O

Satz 5.68. Sei G € End(V) nilpotent mit dim V = n und d := min{r € N|G" = 0}.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen sq,...,sq € NU{0} mit

d-sqg+(d—1)sg_1+---+s1 =n=dimV
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und eine Basis B von V mit

Ja(0) 0

Ja(0)
M%(G) = )

J1(0)

0 J1(0)

wobei es sq viele Blocke J4(0) gibt, sq_1 viele Blocke J4_1(0) usw.
Beweis. Definiere U := Ker G und betrachte die Kette von Inklusionen:
{Ob:=UgcCcUy C---CUg 1 CUy =V,

wobei jede Inklusion echt ist aufgrund der Minimalitdt von d. Wir leiten nun zwei wichtige
Eigenschaften von G bzgl. der Mengen U, her.

1. G(Ug) C Up_q fiiralle1 <€ < d.

2. Sei W C V ein Untervektorraum mit W N U, = {0} fiir ein £ € {1, ..., d}. Dann gilt:
Glw ist injektiv.

Wir beweisen die beiden Aussagen zunachst.
Zull]: Es gilt

vel s G'v) =04 G HGW) =04 G(v) € Upg.

Zu : Die Bedingung W N U, = {0} fiir ein £ € {1, ..., d} impliziert W N Ker G = {0}, weil
Ker G =: U; und Uy D U, fiir alle £ € {1,...,d}.

Die zentrale Idee ist es nun, schrittweise eine direkte Summenzerlgeung von V der Form
V=W oWy & - & Wy

zu erzeugen, wobei die Invariante G(W;) C W,_1,¢ = 1,...,d mit Wy = {0} gelten soll
(was die Grundlage fiir die Form der resultierenden Jordanmatrix sein wird). Wir beginnen
hierzu mit der Wahl von W4 C V, so dass gilt

V=Ug=Ug_1 & Wj4. (57)

Wir leiten nun zwei weitere wichtige Eigenschaften von G bzgl. der Mengen Uy 1, Ug o
und der gewdhlten Menge Wy her.
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3. G(Wd) C Ug_1.

4. G(W4q) NUg_y = {0}.

Beweis von [3]: Wende G jeweils links und rechts von Gleichung an:
i}
Ug-1 D G(Uq) = G(Uq-1) + G(Wq)

also G(Wy) € Ug_1.
Beweis von : Seiw € Ug_o N G(Wq). Somit existiert v € W4 mit G(v) = w. Gleichzeitig
gilt mit w € Uy, die Eigenschaft

0=G%2(w) =G4 2(G(v)) = G

woraus v € Ug_ folgt. Da allerdings wegen Ug_1 & Wy die Beziehung Uy ; N W4 = {0}
gilt, folgt v =0 und somit w = 0.

Mit den beiden Eigenschaften G(Wy) C Ug_; und G(Wy) N Uy o = {0} kénnen wir Uy 4
weiter zerlegen in
Ug 1 =Ug 2 ® Wy 1 mit G(Wq) C Wq_1.

Wir iterieren dieses Verfahren und erhalten folgende schematische Darstellung, wobei die

Pfeile jeweils die Anwendung von G illustrieren.

V = ker G¢
l
V=kerG"1l @ Wy
l 1
V=kerG¥? & We1 & Wy
l 1 ]
l 1 1
V=kerG}? & W, & W3 & -~ & W,y
l 1 1 1
V=kerG° & W, & W, & --- & Wy W4

Mit ker G° = {0} folgt die gewiinschte Zerlegung

V=W;eWo & ---dWy 1 Wq.
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Mit Eigenschaft [2| folgt, dass die Abbildungen

GZWngl—)G(Wg),e:d—l,...,l

allesamt injektiv sind und somit kénnen wir die Bilder einer Basis von W, zu einer Basis
von W,_; erganzen, vgl. Satz(3.12] 4l Wir konnen dieses Schema folgendermafen illustrie-
ren:

d d
Wg_ )7 ) ng))
d d d— d—
G(W(l )), MRS | G(ng))) Wg_ 1)) MRS | ng_ll))
_ d _ d _ d—1 _ d—1 1 1
Gy, L G wlY), ga 2wty L ed 2wl L Wit L wl

(5.8)
Hierbei entspricht die erste Zeile einer Basis des Untervektorraums Wy, die zweite einer
Basis des Untervektorraums W,_; und die letzte Zeile einer Basis von W; = Ker G. Die

gesuchte Basis B hat nun die Form
_ d _ d d _ d d
B = (G wl®), 642wy, wl® G i wl L wl L wl),

wobei wir die Basis B so aufgebaut haben, das wir das Schema [5.8| von links nach rechts
(im Sinne der Spalten) und von unten nach oben (im Sinne der Zeilen) durchlaufen. Wir
kénnen nun recht einfach sehen, dass die ersten d Elemente der Basis B (welche der ersten
Spalte von Schema entsprechen) den ersten Jordan Block ], in der darstellenden Matrix
Mgz (G) erzeugen usw.

Nun zeigen wir noch die Eigenschaften der Zahlen s, £ = 1,...,d. Es gilt Ker G4 C
Ker GY, aufgrund der Definition von d (als Minimum). Somit folgt sq = dimW, > 1.
Sei A irgendeine Basis von V, so dass die darstellende Matrix M ,4(G) eine Jordanform
hat. Wir werden zeigen, dass die Anzahl s; der jeweiligen Blocke allein durch G bestimmt
sind. Dies folgt aus der Uberlegung, dass die Dimensionen von Ker G' unabhingig von

der Wahl der Basis sind und in folgender Beziehung zueinander stehen:

sq = dimker G4 — dimker G4-1
sqa+sq1 = dimker G4 — dimker G2
Sq+S4.1+---+s; = dimker G2 —dimker G
Sqg+S4-1+-+sa2+s; = dimkerG

Wir konnen von oben nach unten die einzelnen Zahlen einsetzen und somit sind diese
eindeutig festgelegt. O
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Beispiel 5.69. Hier kommt ein Beispiel. Wir betrachten die reelle Matrix

01 3 0 0 2

B=1|0o o 2 mit B2= |0 0 o0 und B3 =0.

0 0O 0 0O

Hier ist also d = 3, und fiir die Kerne der Potenzen B! gilt
{0} = Ker B® ¢ Ker B = span(e!) ¢ Ker B2 = span(e!, e?) c Ker B3 = R3.

Aus der Bedingung
R3 = Ker B> @ W;

folgt, dass wir W3 = span(e3) wahlen konnen. Somit ist s3 = 1. Aus
R® = Ker B& W, & W;

folgt dann dimW, = 1, also s3 =0, und B - e3 = (3,2,0)7 ist der richtige Basisvektor von
W,. Wir erhalten
R3 =W, & Wy @ Wh.

Der gesuchte Basisvektor von W ist B - (3,2,0)T = B? - 3 = 2e!, somit ist auch s; = 0.
Werden die gefundenen Basisvektoren in der richtigen Reihenfolge als Spalten in eine

Matrix eingetragen, so erhalten wir

2 30 2 =30

1
T'=]0 2 o|, unddaraus T:Z 0 2 0

0 01 0 0 4

Das Ergebnis ist die Jordan-Matrix

In dem wir nun die Hauptraumzerlegung (Satz [5.65) und den Satz iber Jordanma-
trizen fiir nilpotente lineare Abbildungen kombinieren, erhalten wir den allgemeinen Satz

iiber Jordandarsstellungen.

Satz 5.70. SeiF € End(V) derart, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, also
Pr=2(t =A™ [t =A™
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mit paarweise verschiedenen Aq,..., A € K. Dann gibt es eine Basis B von V, so dass
MEr, + Ny 0
Mg (F) = )
0 AkE‘rk + Nk

wobei N; fiir i =1,...,k in der Normalform von Satz gegeben ist. Ausgeschrieben
bedeutet das

AiEri + N; =

Diese Teilmatrix zum Eigenwert A; enthalt aufler Nullen nur Jordanmatrizen entlang der
Diagonale. Ein Block der Gestalt

1

Ay

mit d Eintrdgen und d — 1 Einsen ist ein typischer Jordanblock der Lange d zum Eigen-
wert A;. Die Eigenwerte Aq,...,Ax € K sowie die Zahlen r1,...,7x € N und die Lange
der Blocke von Einsen mit

1)

disy + (di—1)sy |+ +s) =rifiri=1,...,k

sind durch F eindeutig bestimmt und heifien Invarianten von F.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Bewets. Mit Satz erhalten wir eine Zerlegung von V in die F-invarianten Hauptraume

V=Vi® - - &V
mit V; = Hau(F; ;) = Ker (F —Aidy)". Die eingeschrankten Abbildungen
Gy := (F—Aidv)lv,

sind nilpotent mit (G;)™ = 0 und somit kénnen wir d; € min{{ € NU {0} : (G;)* = 0}
wahlen. Mit dem Satz iiber Normalformen von nilpotenten Endomorphismen erhalten

wir eine Basis B; von V; mit:

Ja,(0)

sg) mal

i

Ja.(0)

J1(0)

s (f) -mal

J1(0)

wobei

e J(0) einen Jordan Block der Grofie k x k mit Eigenwert 0 bezeichnet,

s\ die Anzahl der J, (0) Blocke bezeichnet,

d; die grofite Blockgrofe,

und 1 die kleinste Blockgrofie bezeichnet.

Fiir die eingeschrankte Abbildung

Fi = F|\/i = (F — }\iidViNVi + 7\iid\/.1 == Gi + }\iidvi,
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gilt dann

Ja, (A1)

SEiii) -mal

Ja: (AL)

J1(Ad)

s(li)—mal

J1(A4)

wobei Ji(A) einen Jordan Block der Grofie k x k mit Eigenwert A bezeichnet.

Zur Eindeutigkeit der Zahlen s; gehen wir wie bei der Eindeutigkeit der entsprechenden
Zahlen bei nilpotenten Endomorphismen vor. Sei A irgendeine Basis von V, so dass die
darstellende Matrix M 4 (F) eine Jordanform hat. Man zeigt dann, dass die Anzahlen sgn der
jeweiligen Blocke allein durch F bestimmt sind. Dies folgt wiederum aus der Uberlegung,

dass die Dimensionen von Ker Gf unabhangig von der Wahl der Basis sind (Ubung). O
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Kapitel 6
Euklidische und unitiare Vektorrau-
me

In diesem Kapitel werden wir uns mit Vektorrdumen iiber den Kérpern R (Euklidische
Vektorrdume) oder C (unitére Vektorrdume), die jeweils ein Skalarprodukt besitzen, befas-
sen. Skalarprodukte sind Abbildungen der Form s : V x W — U fiir Vektorraume V, W, U

und treten als Spezialfall von Bilinearformen auf.

Bilinearformen

Definition 6.1 (Linearform, Dualraum). Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung
F:V — K heifft Linearform. Der Vektorraum aller Linearformen auf V

V* := Hom(V, K)

wird Dualraum von V genannt.
Beispiel 6.2. Fiir x = (x1,...,%xn) € K" ist
Ox K" = K, y— x1y1 + ... XnYn

eine Linearform. Mit Satz folgt, dass zu jeder Linearform ¢ : K" — K genau ein x € K
existiert, mit ¢ = ¢,. Ferner folgt mit Satz dass die Abbildung

K™ — V", x — by
ein Vektorraumisomorphismus ist.
Nun kommen wir zu allgemeinen Bilinearformen.
Definition 6.3. Seien V, W jeweils K-Vektorrdume. Eine skalar-wertige Abbildung
s:VxW-—=K

heiRt Bilinearform oder bilinear, falls fiir alle v,v' € V,w,w’ € W und A € K gilt:

155
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1. s(v+v/,w)=sv,w)+s,w)
2. s(v,w+w') =s(v,w)+s(v,n')

s(Av,w) = As(v,w) = s(v, Aw).

Wir geben einige Beispiele.
Beispiel 6.4. e Die Abbildung p: K x K = K, (x,y) — x -y ist bilinear.

e Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist o : V* x V — K, (F,v) — F(v) bilinear.

Wie fiir lineare Abbildungen erhalten wir auch fiir bilineare Abbildungen Darstellungssatze
mit Hilfe von geeigneten Matrizen.

Definition 6.5. Sei A = (ay;) € M(m xn, K). Definiere die induzierte bilineare Matrix-
Abbildung durch

m n
sa s K™ x K" — K, sa(x,y) ZZaley)
i=1 j=1

(Ubung: sa ist in der Tat eine Bilinearform.) In Matrixproduktschreibweise erhalten wir

SA(X,U) = XTAy'

Satz 6.6. Seien V,W jeweils K-Vektorrdume mit Basen A = (vi,...,vn) und B =
(W1,...,wy). Ferner sei s : V x W — K eine Bilinearform fiir die wir mit Hilfe von A

und B folgende Matrix definieren:

Mg( ) =A = (al]) _S(VI.)WJ)l E M(mxn,K)
)

:1,
j=1

.

Sei v € V mit zugehorigen Koordinatenvektoren x bzgl. A und w € W mit zugehorigen
Koordinatenvektoren y bzgl. B (d.h. x = ®,*(v) sowie y = @' (w)). Dann gilt:

S(V:W) = SA(X;U) = XTAIJ.

Die Matrix M%(s) heift darstellende Matrix von s bzgl. A und B.

Bewezs.

m m m n m n
S(V;W) =S Z XiVi, Z Yiwj | = § Z S VHW] X{Yj = § Z aijXiyj,
i=1 j=1

j=1 i=1 j=1 i=1 j=

wobei der vorletzte Schritt jeweils die Linearitdt in beiden Komponenten von s ausnutzt.
O
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Der folgende Satz ist zentral fiir die Beschreibung von Bilinearformen nach einem Basis-
wechsel.

Satz 6.7 (Anderung der Darstellungsmatrix einer Bilinearform bei Basiswechsel). Seien
V,W jeweils K-Vektorrdume, A = (v1,...,V;n) und A" = (vi,...,v},) Basen von V,
B = (wi,...,wn) und B’ = (wi,...,w;) Basen von W. Sei S = lev die Transformati-
onsmatrix von A’ nach A und T := T% " die Transformationsmatrix von B’ nach B. Sei
s : Vx W — K eine Bilinearform, M%(s) = A = (ay) die darstellende Matrix von s
beziiglich A und B sowie M4, (s) = A’ = (a{j) die darstellende Matrix von s beziiglich
A’ und B’. Dann gilt:
A’ = STAT.

Beweis. Es gilt

n

m

/ /

v, = E SkiVk, Wj = E tywr.
k=1 =1

Weiter ist
m n m n
aj = sV, =) Y sitysviewl) = ) s (Z akltlj> :
k=1 1=1 k=1 1=1
Daher ist agj der 1i,j-te Eintrag der Matrix STAT und somit gilt A’ = STAT. O

Beispiel 6.8. Sei V = W = R? mit Standardbasis A = B = (e, e?). Wihle neue Basen
A’ = (v{,v4) und B’ = (wi,w}) mit Transformationsmatrizen S = Tﬁl (fir A’ — A) und
T:= Tgl (fiir B’ — B). Fiir die Bilinearform s(x,y) = x1y1 + X2y2 ist Mjp(s) = A = e?
die Einheitsmatrix. Die neue darstellende Matrix ist Mgf(s) = A’ =STAT = STT.

Definition 6.9 (Symmetrische Bilinearform, symmetrische Matrix). Sei V ein K-
Vektorraum.

1. Eine Bilinearform s : V x V — K heifit Bilinearform auf V. Fiir die Darstellungs-
matrix von s bzgl. einer Basis A von V schreiben wir My := J\/[jll € M(n x n, K).

2. Eine Bilinearform s : V x V — K heiRt symmetrisch, falls fiir alle v,v' € V die
Beziehung s(v,v’) = s(v’,v) gilt.

3. Eine Matrix A € M(n x n, K) heift symmetrisch, falls AT = A.

Satz 6.10. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, s eine Bilinearform auf V.

Dann ist s genau dann symmetrisch, wenn die Darstellungsmatrix von s bzgl. einer

beliebigen Basis von V symmetrisch ist.

Beweis. Sei A = (vy,...,Vvn) eine Basis von V und A = (ay;) die darstellende Matrix von
s bzgl. A.
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=: Weil s symmetrisch ist, gilt fiir alle v =3, x;v; und w = 3, yjvj

n n
stv,w) = Z agxiyj, s(w,v) = Z aijyixj.
i,j=1 i,j=1
Fiir v =v; und w = vj folgt deshalb aj; = aj;, also AT = A.
&: Der Beweis geht genauso. O

Definition 6.11 (Quadratische Form). Sei K ein Koérper mit 1 + 1 # 0 und sei V ein
K-Vektorraum. Eine Abbildung Q : V — K heifit quadratische Form, falls eine symme-

trische Bilinearform s auf V existiert mit Q(v) = %s(v,v) flir allev e V.

Lemma 6.12. Eine symmetrische Bilinearform s ist durch die quadratische Form Q

eindeutig bestimmt. Genauer gilt

s(vyw) =Q(v+w)—Q(v) — Q(w) fiir alle v,w € V.

Bewets. Seien v,w € V. Hs gilt:

QU+ W)~ QUv) — Q) = Zs[v-+w,v ) — Ssfu,v) — slow,w)
= £ (50,4 W) + 50w, v +w) — () s(w, w)
= 2 (50 v) 50, w) 50w, v) + (0w, ) = 5(v,3) — s(w, )
=s(v,w)

O]

Beispiel 6.13. 1. Die Abbildung Q : K™ — K, Q(x) =x% +...+x2 ist eine quadrati-

sche Form.
2. Sei V = C([0,1]) der R-Vektorraum aller reellen, stetigen Funktionen auf [0, 1]. Die
Abbildung Q : V= R, Q(F) = fé F2(x) dx, ist eine quadratische Form auf V.

Reelle Skalarprodukte

V wird in diesem Abschnitt stets als ein R-Vektorraum aufgefasst.

Definition 6.14 (Skalarprodukt, Euklidischer Raum). Sei V ein R-Vektorraum.

1. Eine symmetrische Bilinearform s auf V heift positiv (negativ) semidefinit, falls
s(v,v) > 0 (bzw. s(v,v) < 0) fiir alle v € V. Gilt zusétzlich s(v,v) # 0 fiir alle
v € V\ {0}, so heiRt s positiv (negativ) definit. Ist s weder positiv noch negativ

semidefinit, so heifit s indefinit.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



6.2. Reelle Skalarprodukte | 159

2. Eine symmetrische positiv definite Bilinearform s auf V heift ein (reelles) Ska-
larprodukt auf V. Das Paar (V,s) heift euklidischer Raum. In diesem Fall wird

s(v,w) oft als (v,w) geschrieben.

Ubung 6.15. Zeige die folgenden Aussagen:

1. Es gilt
s positiv (semi-)definit <= —s negativ (semi-)definit.
X1 Y1
2. Sei V=R"und sei (x,y) = > " ;xyi =xTyfirx=1] : |,y=1]: | € R~
Xn Yn
Dann ist (R™, (-, -)) ein euklidischer Raum. (-, ) heift das Standardskalarprodukt
auf R™.

3. Sei V = C([0,1]) der R-Vektorraum aller reellen, stetigen Funktionen auf [0, 1].
Definiere (f, g) = jcl) f(t)g(t) dt. Dann ist (C([0,1]),(-,-)) ein euklidischer Raum.

4. s: R? x R? = R, s(x,y) = xqy; fiir x = (x1,%2),y = (y1,y2) € R? ist eine positiv

semidefinite Bilinearform, die nicht positiv definit ist.

5. s: R?xR? — R, s(x, Y) = x1Yy1—X2Y2 ist eine indefinite symmetrische Bilinearform.

Definition 6.16 (Norm). Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung || - ||: V — R heift
eine Norm auf V, wenn fiir alle v,w € V und A € R gilt:

1. |[v|]| > 0 (Nichtnegativitat)

2. ||v|| =0 & v =0 (Definitheit)

3. ||Av|| = [Al]Jv]] (Homogenitat)

4. |lv+wl| <|v| + |lw]| (Dreiecksungleichung)

(V, ]| - ||) heifft dann ein normierter Vektorraum.

Ubung 6.17. 1. Sei x = (X1,...,%n) € R™

(a) Durch ||x||2 := /X2 + - - - + x2 wird ||x||2 zu einer Norm auf R™.
(b) Durch ||x|1 := |x1| + -+ - + |xn| wird ||x||; zu einer Norm auf R™.

(c) Durch [|x]|co := max{|xil, ..., |[xnl} Wird ||X|lcc Zu einer Norm auf R™.

2. Fiir f € C([0, 1]) definiere ||/f| := fé If(t)| dt. Dann ist || - || eine Norm auf C([0, 1]).
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Definition 6.18. Um Abstinde zwischen zwei Punkten im V zu messen definieren wir
die norm-induzierte Abstandsfunktion

d:VxV =R, dxvy):=|x—y|.

Ubung 6.19. Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum und d : V x V — R die induzierte
Norm. Zeige folgende Aussagen fiir beliebige u,v,w € V:

1. d(v,w) >0
2. dlv,w)=0&v=w.
3. d(v,w) = d(w,v)

4. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Satz 6.20. Sei (V,(:,-)) ein euklidischer Raum. Dann ist die Abbildung

-1V =R, vl = (v, v)

eine Norm auf V. Sie heift auch die euklidische Norm von V.

Zum Beweis von Satz benotigen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

Lemma 6.21. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum und sei ||v|| := /(v,v) fiir v € V.
Dann gilt fiir alle v,w € V:
[V, W)l < [[v[[Iwl].

Beweis. Seien v,w € V. O.E. sei w # 0, da sonst die Behauptung trivial ist. Dann ist
|lw|| > 0 und es gilt fiir A € R:

0< (v—2Aw,v—2Aw)
= (v, v—2Aw) —A(w,v —Aw)
= (v, V) — Ay, W) — A(w,v) + A%(w, w)
= [[VI* — 27 (v, w) + A% w2,

Speziell gilt fir A := (v, w)/||w]|%:

<V1W>2 <V7W>2 2 <V:W>2
0<v*—2 = [VII* = ==
wiz w2 w2
also (v,w)? < |lv||?||lw||? und damit folgt das Lemma. O

Bewets von Satz[6.20: Die Punkte [[l{3l von Definition [6.16] sind klar.
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Zu[4: Seien v,w € V. Dann gilt:

[v+w|?=®+w,v+w)
= (v, V) +2(v,w) + (W, w)
< VIIP + 2v, w)| + |w]|?

VIR 4 2w+ IR = (vl w2
]

Beispiel 6.22. e Sei R™ versehen mit dem Standard-Skalarprodukt (-, -). Dann ist die

zugehorige Norm
x| = \/x2+...+x2.

e Sei (C([0,1]), (-,-)) wie in Ubung Die zugehorige Norm ist gegeben durch

1
=/ | o2
0
fir f € C([0,1]).
Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Raum. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt, dass
fiir v,w € V \ {0} gilt:

(v, w)
— vl

<1

Deshalb existiert genau ein ¢ € [0, 7t] mit

cosp = V)

VIl

Die Zahl ¢ heiRt der Winkel zwischen v und w und wird mit <((v, w) bezeichnet.

X2

X1

Abbildung 6.1: Veranschaulichung des Winkels ¢ = <(v,w) zwischen zwei Vektoren in
R2.
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Definition 6.23 (Orthogonal). Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Raum. Zwei Vektoren v, w €
V heiflen orthogonal (in Zeichen v L w), falls (v, w) = 0 gilt.

Sind v,w € V'\ {0}, so gilt:
viwes glv,w) = g

Satz 6.24 (Pythagoras). Sei (V,(,-)) ein euklidischer Raum und seien v,w € V. Dann
gilt:
viw e vHwl® =]+ wl

Bewes. Es gilt:

[v+w|?=®+w,v+w)
= (v,v) + 2(v,w) + (w, w)
= [[vII® + 2(v, W) + [[w]?,

und damit die Behauptung. O
Beispiel 6.25. In R? mit dem Standardskalarprodukt gilt (0,1) L (1,0) und allgemeiner
(X;U) 1 (U) —X).

Komplexe Skalarprodukte
Wir nehmen an, dass V in diesem Abschnitt stets ein C-Vektorraum ist.
Definition 6.26 (Komplexes Skalarprodukt, unitdrer Raum). Eine Abbildung
(,):VxV=C
heift (komplexes) Skalarprodukt auf V, falls fiir alle v,v/,w € V und A € C gilt:
1. (v,v) € R und (v,v) > 0 fiir v # 0 (positive Definitheit)
2. v+, w) = (v,w) + (v/,w) (Additivitat)
3. (W, w) =A(v,w) (Homogenitdt im 1. Argument)

4. (v,w) = (w,v) (Hermitesche Symmetrie)

Das Paar (V, (-, -)) heift dann ein unitarer Vektorraum (oder unitdrer Raum).

Beispiel 6.27. 1. Sei V=C"mit (x,y) = 3 ', Ui firx = (x1, ..., %n), Y = (Y1,...,Yn) €

C™. Dies ist das Standardskalarprodukt auf C".

2. Sei C([0, 1], C) der C-Vektorraum aller stetigen C-wertigen Funktionen auf [0, 1]. Mit

1 -
(*, 0) —J f(t)g() dt

0
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ist (C([0,1],C),(-,-)) ein unitdrer Raum. Hier ist das Integral definiert als
1 1 1
J f(t) dt := J Re f(t)dt+1i- J Im f(t) dt.
0 0 0
Satz 6.28 (Sesquilinearitat). Sei (V,(-,-)) ein unitdrer Vektorraum. Dann gilt fiir alle
v,w,w' € Vund A,u € C:

v, W+ uw’) = Alv, w) + v, w').

Bewes. Es gilt:

(v, AW+ pw’) = (Aw + uw’,v)  (nach Eigenschaft [3])

w,v) + w(w’,v) (Linearitdt im 1. Argument)

A
Aw, V) + w’, v)
AV, w) + v, w').

O

Definition 6.29 (Norm auf unitdrem Vektorraum). Sei V ein C-Vektorraum. Wie fiir
reelle Vektorrdume heifit eine Abbildung ||-||: V — R Norm auf V, falls fiir alle v,w € V
und A € C:

1. ||v|| > 0 (Nichtnegativitat)
2. ||v|| =0 & v =0 (Definitheit)
3. ||Av|| = [Al]Jv]] (Homogenitat)

4. |[v+w]| <|v|]| + |[w]|| (Dreiecksungleichung)

(V, |l - ||) heift dann normierter Vektorraum.

Satz 6.30 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung - komplexe Variante). Sei (V, (-,-)) ein unitérer
Vektorraum. Fiir alle v,w € V gilt:

(v Wl < [vllliwll mit (v = v/ (v, ).

~

Beweis. Fiir w = 0 ist die Aussage trivial. Sei w # 0 und A := ”‘;VV"",‘Z Dann gilt:

0< (v—2Aw,v—Aw)

= (v, ) = My, w) = A, W) + AP (w, w)
= | ”2 . |<V,W>|2 - |<V,W>|2 [(v, w)
[wl[? w2 RE
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= e — Lo
w2
Umstellen ergibt [(v, w)[|? < |[v||?||w]?. t O

Satz 6.31 (Induzierte Norm - komplexe Variante). Sei (V, (-, -)) ein unitdrer Vektorraum.
Die Abbildung || - || = /(:, ) ist eine Norm auf V und heifft zugehorige Norm.

Bewess. |1} und |2, folgen direkt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts.
Zu[3l: Sei A € C. Wir erhalten:

IWVI* = (v, Av) = Av, v) = APV
Zu [4: Mit Cauchy-Schwarz erhalten wir:

v +w|?=®+w,v+w)
= [[VII* + 2Re(v, w) + ||w]|?
< VI + 2, w)l + [[w]®
< (vl + [wl).

O]

Definition 6.32 (Orthogonalitat - komplexe Variante). Sei (V, (-, -)) ein unitirer Vektor-
raum. Zwei Vektoren v, w € V heifien orthogonal (v L w), falls (v,w) = 0.

Satz 6.33 (Pythagoras - komplexe Variante). Sei (V, (-, -)) ein unitdrer Vektorraum. Fiir
v,w eV gilt:
v>iws [v+w]? = |v]?+ w

Bewezs.
v+ wl? = v +w,v+w) =[P+ (v, w) + (w,v) + [[w]]?

Fiir v L w ((v,w) = 0) vereinfacht sich dies zu ||v||? + [|w||%. O

Beispiel 6.34. (1) In C? mit dem Standardskalarprodukt sind x = (1,1) und y = (i, 1)
orthogonal.

(2) Firve Vgilt:vlv=v=0.

4 Orthogonalitit

In euklidischen oder unitaren Vektorrdumen konnen wir mithilfe des Skalarproduktes und
der Cauchy-Schwarz Ungleichung eine Winkelmessung erklaren. Im Folgenden sind wir in
erster Linie daran interessiert, das Konzept der Orthogonalitat auf Untervektorraume zu

erweiteren.
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Definition 6.35. Sei V ein euklidischer bzw. unitarer Vektorraum.

(a) Zwei Vektoren v,w € V heifen orthogonal, in Zeichen

viw:E (vyw)=0.

(b) Zwei Teilmengen U, W C V heifien orthogonal, in Zeichen

Ulw:ulw firalleue€ U und alle w e W.

(c) Ist U C V eine Teilmenge, so ist ihr orthogonales Komplement definiert als

Ut :={veV:v L ufir alleue U}.

(d) Eine Familie (v1,...,vn) in V heifit orthogonal oder Orthogonalsystem, wenn
vi Lv; fiir alle i #j.
Sie heifft orthonormal oder Orthonormalsystem, falls zusatzlich
|lvi]| =1 fiir alle i,
und Orthonormalbasis, falls sie auch eine Basis ist, d. h. eine Basis mit
(vi,vj) = 8.
Eine Orthonormalbasis wird im Folgenden mit ONB abgekiirzt.

(e) Ist V=Vi & - &V, so heift die direkte Summe orthogonal, in Zeichen

V=VIO---QV,, fallsV; LV, firallei#j.

Satz 6.36. Sei U,W C V. Dann gilt:
1. UL W & span(U) L span(W).
2. Ut ist eine Untervektorraum von V.

3. (span(U))* =U"t.

Beweis. Ubung. ]
Lemma 6.37. Ist (vi,...,vn) eine orthogonale Familie in V und v; # 0 fiir alle i, so
gilt:

(a) Die Familie (x;Vy,..., %, Vo) mit o := ||vi|| 7! ist orthonormal.
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(b) (vi,...,vn) ist linear unabhéngig.

Bewets. (a) Aus

(vi, &5Vj) = 0 (i, Vj)

folgt fiir 1 # j, dass die Vektoren orthogonal sind, und fiir i =j gilt wegen o € R

(oqvi, o4 vi) = o (vi, vi) = of|[vi]|? = 1.

(b) Sei
A1vi+ -+ Apvn = 0.

Bildet wir das Skalarprodukt von beiden Seiten der Gleichung mit v;, so erhalten

wir N
(D Avivi) = Aulvi, vi) = A = 0.
j=1
Also folgt Ay = --- = Ay = 0. Das entspricht ganz der Vorstellung, dass senkrecht

zueinander stehende Vektoren linear unabhangig sind.
O

RS

Eine ganz einfache, aber wichtige Eigenschaft einer ONB zeigt die folgende Bemerkung.

Lemma 6.38. Sei (vi,...,vn) eine ONB von V und v € V beliebig. Setzen wir

A= (v, vi), soist v=Avi+...+ AV

Beweis. Da (vi,...,vn) Basis von V ist, existieren eindeutig bestimmte «4,...,0, € K
mit

V=01Vvy + -+ XpVn.
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Wir bilden wieder das Skalarprodukt von beiden Seiten der Gleichung mit v;, und erhalten

n
(v, vi) = <Z 0GVj, Vi) = xi{Vi, Vi) = 0.
j=1

Mit A\; = «; fiir alle i =1,...,n folgt die Behauptung. O

Wir erhalten folgendes Korollar.

Korollar 6.39. Sei B = (vy,...,vn) eine ONB von V und F € End(V) mit dimV = n.
Dann gilt
Mg (F) = A mit ay; = (F(vj),v) fir i,j =1,...,n.

Im R™ oder C™" mit dem kanonischen Skalarprodukt ist die kanonische Basis orthonormal.
Wir geben nun einen konstruktiven Satz an (der auf Gram und Schmidt zuriickgeht),
welcher eine ONB berechnet.

Satz 6.40 (Orthonormalisierungssatz). Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer bzw.
unitdrer Vektorraum und W C V ein Untervektorraum mit ONB (wg,..., Wy, ). Dann

gibt es eine Ergdnzung zu einer ONB

(W1, ..., Wi, Wini1,...,Wn) von V.

Bewesis. Ist W =V, so ist nichts mehr zu tun. Andernfalls gibt es einen Vektor v € VAW,
und wir definieren

Vi= (v, w)wi + ...+ (V, W)W,

Dies nennen wir die senkrechte Projektion von v auf W (siehe Abb. |6.2]), denn setzen wir

w:=v—9v, soistw L W.

<V, W2

Span(wlaw2)

Abbildung 6.2: Konstruktion eines zu W = span(wi, wy) senkrechten Vektors w mittels
Projektion ¥ = projy, (v) von v ¢ W auf W.
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Dazu geniigt es zu zeigen, dass w L w; flir i =1,..., m, und das folgt aus

(w,wi) = (v, w;) — (I, wy) = (v,w;) — (v, w;) =0,

da (wi,wj) = 0. Bis auf die Lénge ist w schon fiir die Ergénzung der Basis geeignet,

daher setzen wir

1
Wil = —— W
[[w]l
Nun hat W’ := span(wi,...,Wmn,1) eine Orthonormalbasis (W1,...,Wny1), und es ist

dimW’ = m + 1. Indem wir das obige Verfahren so oft wie notig wiederholt, erhalten wir

die gewiinschte Erganzung. O

Da der Fall W = {0} erlaubt ist, folgt sofort das

Korollar 6.41. Jeder endlichdimensionale euklidische bzw. unitare Vektorraum besitzt
eine ONB.

Die nach der Aussage des Satzes existierenden Vektoren wy,11,..., Wy, stehen senkrecht
auf W, also ist

W' := span(Wm1, ..., Wn) C WE.

Wir zeigen nun W/ = W+, Denn ist umgekehrt
W=AW1 + ...+ AW + Ami1 Wit + « - + Anwn € W
so folgt durch skalare Multiplikation dieser Gleichung von rechts mit wi,i =1,...,m
0=(w,w;) =N firi=1,...,m,
also w € W/, und somit
W =W’ = span(wpit, ..., Wn).

Wir erhalten folgendes Korollar.

Korollar 6.42. Ist W Untervektorraum eines endlich dimensionalen euklidischen oder

unitaren Vektorraums V, so gilt

V=WoOW", dimV=dimW + dim W=.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.



6.5. Volumina und Haddamard Ungleichung | 169
Volumina und Haddamard Ungleichung

In einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V seien beliebige Vektoren vy,...,v, €

V gegeben, wobei m < n. Dann nennnen wir

(vi,vi) -+ (v, vm)

(vm,v1) = (Vm,Vm)
die Gramsche Determinante von vi,...,vm.
Lemma 6.43. Es gilt stets G(v1,...,vm) > 0 und

G(vi,...,vm) >0 <= (v1,...,Vn) linear unabhingig.

Beweis. Nach Satz gibt es eine Orthogonalbasis (w1, ..., wy) von V. Ist
Vi = appwi + ...+ QinWwn
und A := (ay) € M(m x n;R), so ist

G(Vl,...,\}m) :det(AAT) = Z det(Akh...,km)Z,

1<ki--<km<n

wobei
ARekm . — (gl gkm) ein m-reihiger Minor von A ist.

Die Darstellung der Determinante mit Hilfe der m-reihigen Minoren nehmen wir als gege-
ben hin; sie kann mithilfe der Determinantenregeln nachgerechnet werden. Somit folgt die
Aussage des Lemmas, da die rechte Seite genau dann 0 ist, wenn der Rang von A kleiner
als m ist. O

Nach dieser Bemerkung konnen wir aus der Gramschen Determinante die Wurzel ziehen
und durch

Vol(vi,...,vin) = vG(V1,...,Vim)

das m-dimensionale Volumen des durch vy, ..., v,y aufgespannten Spates erklaren. Das ist
die Grundlage der Definition von verallgemeinerten Oberflichenintegralen in der Analysis.
Im R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt kénnen wir eine beliebige Basis (vi,...,Vn)

als Zeilen in eine Matrix A eintragen. Dann ist
Vol(vi,...,vn) := 1/ (det A)2 = |det A|.

Eine natiirliche Frage ist nun, wie wir mit m Vektoren einer festgelegten Lange ein mog-
lichst grofles Volumen aufspannen. Diese Frage wird mit der Ungleichung von Hadamard
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beantwortet.

Satz 6.44 (Hadamard Ungleichung). Seien m Vektoren vi,...,vym € V eines Vektor-
raums V mit dimV =n > m gegeben. Dann gilt:

VO](VI)"':VT‘H) < HVIH et ||Vm||

Beweis. Es geniigt, die Ungleichung in der quadratischen Form

G(Vlw' .,\)m) S <V1,V1> e <Vm;vm>

zu beweisen, und dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes v < m folgendes gilt: Fiir die

eindeutig bestimmte orthogonale Zerlegung
vi =V +v mit V=Avi+...+A_1vi1, und Vv’ Lspan(vq,...,Vi_1)

ist
G(viy.vey Vi) = G(viy e, vre1) - (V,V) <GV, .oy, vis1) - (Vi vy,

und die Ungleichung ist genau dann eine Gleichung, wenn
vy L span(vy,...,vi_1).

Die Ungleichung und das Kriterium fiir die Gleichheit folgen unmittelbar aus der Defini-

tion. Zum Beweis der ersten Gleichung verwenden wir, dass
(vi,vp) = (vi,¥) fiiri=1,...,r—1 und (v;,v,) =, v)+ @ ).
Daher ist

(vi,vi) -+ {vi,vr1) (vi,V)

(Vi—1,v1) -0 (M1, V1) (Vr—1,V)
v1) o Bven) (G,9) 4+ V)
Indem wir von der letzten Spalte die Spalten 1 bis r—1, jeweils multipliziert mit Aq,...,Ar_1,

abziehen, wird daraus die Spalte
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und die Behauptung folgt durch Entwicklung der Determinante nach der neuen letzten
Spalte. ]

m Adjungierte Abbildungen

Seien (V, (, )) und (W, (, )) beide euklidisch oder beide unitdr und entsprechend K = R
oder K =C.

Definition 6.45 (Adjungierte Abbildung). Sei F:V — W linear. Eine lineare Abbildung
F*: W — V heifit zu F adjungierte Abbildung, falls fiir alle v € V,w € W gilt:

(Fv),w) = (v, F*(w)).

Lemma 6.46. Wenn F € Hom(V, W) eine adjungierte Abbildung besitzt, so ist diese

eindeutig bestimmt.

Bewets. Seien G,H € Hom(W, V) adjungierte Abbildungen zu F. Dann gilt fiir alle v €
V,weWw

(v, GW)) = (F(v),w) = (v, H(w)), ~ also (v, G(w) — H(w)) = 0,
Speziell fiir v := G(w) — H(w) gilt
(G(w) —H(w),G(w) —H(w)) =0, also G(w) =H(w).
O

Satz 6.47. SeiV ein K-Vektorraum mit dim V = n. Dann besitzt jedes F € Hom(V, W)
eine adjungierte Abbildung.

Beweis. Ist V = {0}, so ist die Behauptung klar. Sei V # {0} und (vi,...,vn) eine ONB
von V, die nach Korollar existiert. Definiere

FF:W=YV, we F(w) =
j

n
(W, F(vj))vj.

=1

Wir rechnen leicht nach, dass F* linear ist. Wir zeigen, dass F* zu F adjungiert ist. Sei

dazu v € V und w € W. Dann gilt:
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O

Definition 6.48 (Adjungierte Matrix). Sei A € M(m x n,K). Ist A = (aj;), so wird mit
A die Matrix (aij) bezeichnet. Die Matrix A* := AT € M(n x m,K) heift die zu A
adjungierte Matrix.
Ubung 6.49. Zeige:

a) Ist A € M(m x n,R), so ist A* = AT.

b) Fir A,B € M(m x n,K) und A € K gilt:

() (A*
(i) (A = A* + B,
(iii) (AA)* = AA%,

(iv) (AB)* = B*A*,

(v) det(A*) = det(A).

Satz 6.50. Seien V und W jeweils K-Vektorrdume mit dim V = n und dim W = m.
Sei A = (v1,...,vn) eine ONB von V und B = (wy,...,wy) eine ONB von W. Wird
F € Hom(V, W) beziiglich A und B durch die Matrix A := MQ(F) € M(m x n,K)
dargestellt, so wird F* beziiglich B und A durch A* dargestellt.

Bewets. Nach Lemma gilt fiir j € {1,...,n}

Fvi) = Y (Fvj),wi)wi,  ay = (F(vj), wy).

i=1

Nach dem Beweis von Satz gilt fir it € {1,...,m}

n
§ Wla V],
j=1

Wird F* beziiglich B und A durch Matrix B := (bj;) dargestellt, so gilt deshalb
bji = (wi, F(vy)) = (F(vj), wi) = @j.
Also gilt B = AT = A*. O

Definition 6.51 (Normaler Endomorphismus). Eine lineare Abbildung F € End(V) heift
normal, falls die zu F adjungierte Abbildung F* € End(V) existiert und

FoF*=F'oF.
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Satz 6.52. Sei F € End(V). Dann sind dquivalent:
(i) F ist normal.

ii) F besitzt eine adjungierte Abbildung F* und es gilt fiir alle v,v/ € V
(ii) jung g g

(Fv), F(v) = (F*(v), F*(v')).

Beweis. = Seien v,v’ € V. Dann gilt:

(Fv), F(v)) = (v, (FF o F)(v')) = (v, (Fo F*)(v))
= ((FoF)(v/),v) = (F*(v/), F*(v)) = (F"(v), F*(v")).

= Seien v, v’ € V beliebig. Dann gilt:

(FoF)(w),v) = (F"(v),F*(v')) = (F(v), F(v)) = (F(v/), F(v))
= (v/, (Fro F)(v)) = ((FF o F)(v), V).

Daraus folgt ((F o F*)(v) — (F* o F)(v),Vv’) = 0. Setzen wir fiir v/ den Vektor (Fo F*)(v) —

(F* o F)(v) ein, so erhilt man
(FoF*)(v) — (F* o F)(v) =0,

also wegen v € V beliebig FoF* =F o F.

O]

Satz 6.53. Sei F € End(V) normal und sei v € V. Dann ist v Eigenvektor von F zum

Eigenwert A € K genau dann, wenn v Eigenvektor von F* zum Eigenwert A ist.

Bewets. Fir A €e Kund v € V gilt

[F(v) = A[? = (F(v) — Av, F(v) — Av)
= (F(v), F(v)) = A, F(v)) — A(F(v),v) + AP (v, v)
= (F*(v), F*(v)) = A(F*(v),v) — A, F*(v)) + AP (v, v)
= (F*(v) — Av, F*(v) — AV)
= [|F*(v) = Av||?

Also folgt F(v) = Av genau dann, wenn F*(v) = Av und damit die Behauptung.

zerfallt. Dann sind dquivalent:

(i) F ist normal.

O]

Satz 6.54 (Charakterisierung normaler Endomorphismen). Sei (V, (-, -)) ein euklidischer
oder unitdrer mit dim(V) =n > 1 und sei F € End(V). Ist (V, (;,)) euklidisch, so werde
zusatzlich vorausgesetzt, dass das charakteristische Polynom von F in Linearfaktoren
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| (ii) Es existiert eine ONB von Eigenvektoren von F.

Bewets. = Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n = dim(V).

n = 1: Sei A; ein Eigenwert von F und sei v; Eigenvektor von F zum Eigenwert A;. O.E.
sei ||v1|| = 1. Dann erfiillt (v;) die Behauptung.

n—1 — n: Sei A, ein Eigenwert von F und v,, ein zugehériger Eigenvektor. Sei U := {v,}*.
Nach Satz[6.36]ist U Untervektorraum von V und nach Korollar gilt V = span(v, )@ U
und deshalb dim(U) =n — 1.

Behauptung 1: U ist F-invariant und F*-invariant.

Beweis von Behauptung 1: Sei u € U. Dann gilt:
X SatzB53 ,
(F(w),vn) = (u, F*(vn)) 22853 0 X vn) = A1, v) = 0.

Also ist F(u) € {vi}* = U. Invarianz von U bzgl. F* folgt analog.
Behauptung 2: Fly € End(U) ist normal mit (Fly)* = F*|u.
Beweis von Behauptung 2: Fiir ui, us € U gilt:

(Flur), uz) = (w1, F*(uz)).

Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine ONB (vi1,...,vh_1) von U aus Eigen-
vektoren von F|. Offensichtlich ist dann (v1,...,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren
von F.

&= : Sei (v1,...,vn) eine ONB von V aus Eigenvektoren von F. Sei A; der Eigenwert
von F zum Eigenvektor vj. Nach Satz existiert genau eine lineare Abbildung G: V — V
mit G(vj) = Ajvj fiir j € {1,...,n}. Selen v,v’ € V und seien pj, oj € K mit v = Z?:l hy

und v/ =)

=1 %5V Dann gilt:

n
<Z HiF(vi), Z“]V]> ZH LVL,V]
j=1

i,j=1
n n n
:Zu)o‘) V),AV] :ZH]ZWlV], <V1G(vl)>1
j=1 j=1 i=1

also ist G die zu F adjungierte Abbildung, d.h. G = F*. Fiir j € {1,...,n} gilt:

(F* ] F) (Vj) (}\ Vj) = 7\jF* (Vj) = )\j}TjVj
7\7]:(\1]') = F(?\ij\)j) = (F o F*)(V]’).
Da F* o F und F o F* auf der Basis (vi,...,V,) libereinstimmen, folgt aus Satz [3.10} dass
FoF* =F oF. Also ist F normal. O

Bemerkung 6.55. a) Sei F € End(V) und B = (vy,...,v,) eine ONB von V. Wird F
bezliglich B durch die Matrix A dargestellt, so wird F* nach Satz beziiglich B
durch A* dargestellt. Auflerdem wird F o F* durch AA* und F* o F durch A*A dar-
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gestellt. Daraus folgt AA* = A*A, falls F normal ist. Wird umgekehrt F beziiglich
B durch A mit AA* = A*A dargestellt, so ist F normal.

b) Ist A € M(nxn,K) eine Matrix mit AA* = A*A, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerfallt, so folgt aus Satz sofort, dass A diagonalisierbar ist.
Es ldsst sich sogar zeigen, dass eine reguldare Matrix S € GL(n, K) existiert mit
S~ = S*, fiir die S"'AS Diagonalgestalt hat. Im Fall K = R heift ein solches S
orthogonale Matrix, im Fall K = C unitare Matrix. Wir sagen deshalb, dass A

orthogonal bzw. unitdr diagonalisierbar ist.

Definition 6.56 (Normale Matrix).

A € M(n x n, K) heift normal, falls AA* = A*A.

Satz 6.57. Sei V endlichdimensional. Fiir F € End(V) sind dquivalent:
(i) F ist normal,

(ii) F wird beziiglich jeder ONB von V durch eine normale Matrix dargestellt.

Bewes. Siehe Bemerkung ]

Selbstadjungierte Endomorphismen

Sei (V, (-, -)) ein euklidischer oder unitdrer Raum und sei K entsprechend gleich R oder C.

Definition 6.58 (Selbstadjungierter Endomorphismus). Eine Abbildung F € End(V) heift
selbstadjungiert, falls zu F eine adjungierte Abbildung F* existiert mit F = F*, d.h.

(F(v),v') = (v,F(v')) fiir alle v,v' € V.

Beispiel 6.59. Sei C? versehen mit dem Standardskalarprodukt (-, -). Sei
f:C%2 5 C?, Fl(z1,22) = (21 +izg, —iz1 + 23).
Dann gilt fiir (z1, z2), (w1, W) € C?

<F(Zl)12)) (W11W2)> = (Zl + lZ2)VV71'1' (—i—Z]_ + ZQ)WZ

= z1W1 + izoW1 — iz1 W3 + zoWho,

((z1,22), Flw1,W2)) = z1 (W1 + iwg) + za(—iwg + wy)
= z; (W1 — iwz) + zz(iwg +W3)

= Z1W1 + iZoW71 — iz1 W5 + ZoWs.
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Somit ist F selbstadjungiert.

Definition 6.60 (Hermitesche Matrix). Eine Matrix A € M(n x n, C) heifft hermitesch,
falls A* = A.

Satz 6.61. Sei V endlichdimensional und sei B eine ONB von V. Sei F € End(V). Dann

sind aquivalent:
(i) F ist selbstadjungiert.

(ii) Die Darstellungsmatrix von F beziiglich B ist hermitesch fiir K = C bzw. symme-
trisch fiir K = R.

Bewets. F werde beziiglich B durch die Matrix A dargestellt. Nach Satz wird dann
F* beziiglich B durch A* dargestellt. Deshalb gilt F = F* genau dann, wenn A = A* ist,
und die Aussage des Satzes ist bewiesen. O

| Satz 6.62. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal.
Bewes. Dies folgt, da fiir F = F* offensichtlich F* o F = Fo F*. O
Satz 6.63. Sei (V,(:,-)) unitdr und sei F € End(V) selbstadjungiert. Dann gilt:

(i) Alle Eigenwerte von F sind reell.

(ii) Sind v € V und w € V Eigenvektoren von F zu verschiedenen Eigenwerten, so ist

v 1w,

Beweis. (i) Sei A € C Eigenwert von F. Dann existiert v € V \ {0} mit F(v) = Av. Es
gilt:

Daraus folgt A = A und deshalb A € R.

(ii) Seiv Eigenvektor von F zum Eigenwert A und sei w Eigenvektor von F zum Eigenwert
pu # A. Dann gilt:

Av,w) = (Av,w) = (F(v),w)
= (v, Fw)) = (v, pw)

= (v, w) = v, w).

Wegen A # u folgt (v,w) =0 und damit v L w.
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Bemerkung 6.64. Analog zeigt man: Sei (V, (-, -)) euklidisch und sei F € End(V) selbst-
adjungiert. Sind v € V und w € V Eigenvektoren von F zu verschiedenen Eigenwerten,
soist v L w.

| Korollar 6.65. Sei A € M(nxn,C) hermitesch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis. Dies folgt aus Satz und Satz i) angewandt auf FA € End(C"), wobei
C™ mit dem Standardskalarprodukt versehen ist. O

Korollar 6.66. Sei A € M(n x n,R) symmetrisch. Dann zerfillt das charakteristische
Polynom P von A iiber R in Linearfaktoren.

Bewets. Fassen wir A als n x n-Matrix iiber C auf, so ist A hermitesch. Das charakte-
ristische Polynom P5 von A zerfdllt als Polynom iiber C in Linearfaktoren und hat nach
Korollar lauter reelle Nullstellen. Deshalb zerfallt P4 als Polynom iiber R. O

Satz 6.67. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und sei F € End(V)
selbstadjungiert. Dann zerfallt das charakteristische Polynom Pr von F in Linearfakto-
ren.

Beweis. Sei B = (v1,...,v,) eine ONB von V und sei A € M(n x n,R) die Darstellungs-
matrix von F beziiglich B. Nach Satz ii) ist A symmetrisch. Wegen Pr = Pa folgt die
Behauptung des Satzes aus Korollar O

Satz 6.68 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen).  Sei V endlichdimensional
mit dim(V) > 1 und sei F € End(V) selbstadjungiert. Dann existiert eine ONB von V
aus Higenvektoren von F (und F wird beziiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatrix
dargestellt).

Beweis. Nach Satz zerfallt das charakteristische Polynom von F in Linearfaktoren und
nach Satz ist F normal. Somit folgt die zu zeigende Aussage direkt aus Satz ]

Korollar 6.69. a) Jede symmetrische Matrix A € M(n x n,R) ist diagonalisierbar
(liber R).

b) Jede hermitesche Matrix A € M(n x n,C) ist diagonalisierbar (iiber C).

Bewes. Dies folgt aus Satz und Satz ]

Beispiel 6.70. Fiir die symmetrische Matrix

A=14 5 2| € M(3x3,R)
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soll eine ONB von Eigenvektoren bestimmt werden. A hat das charakteristische Polynom

Also ist 10 Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit 1 und 1 ist Eigenwert von A
mit algebraischer Vielfachheit 2.

Eigenraum zum Eigenwert 10:

Lésen wir das lineare Gleichungssystem (A —10E3)x = 0 mit Hilfe des Gauss-Algorithmus,

sehen wir, dass {(2,2,1)7} Basis des Eigenraums von A zum Eigenwert 10 ist. Durch

2 2 1\T
Vi=\|5535
333

als normierten Eigenvektor zum Eigenwert 10.

Normierung erhalten wir

Eigenraum zum Eigenwert 1:

Lésen wir das lineare Gleichungssystem (A — E3)x = 0 mit dem Gauss-Algorithmus, sehen
wir, dass {(1,0,—2)T, (0,1, —2)7} Basis von Eigenvektoren des Eigenraums zum Eigenwert
1. Durch Anwendung des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens wird diese Basis

wie folgt orthonormiert:

Setze
- <1 0 _2>T
2 - — \/g) b \/g
und
T 1 2 T
V3 = )0)1)_2T 7)0)
f= 127 (oo ) o) (Jpo- )
(0,1,-2)T ( ) (4,0,—8)T
2 T
=(-2,1,-2) .
( o)
und somit
N (_ 4 5 B 2 )T
*7 U 3v6'3vE 36/
Also ist

{Qﬁ’o’_%y’ <_3j£’ 35ﬁ’_3\2/5>T}

eine ONB des Eigenraums zum Eigenwert 1. Aus Satz ii) folgt dann, dass

e (<§§;>T (%’0’_\%>T’ <_3j§’ 3\5/5’_3\2/6>T>

eine ONB von R3 ist, die aus Eigenvektoren von A besteht, und dass Fo € End(R3)

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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bezliglich B durch die Matrix

10 0 O
0 1 0
0 01

dargestellt wird.

[X] Unitire und orthogonale Abbildungen

Sei K =R oder K =C.

Definition 6.71 (Orthogonale und unitdre Abbildung). Seien (V, (-,-)) und (W, (-, -)) bei-
de euklidisch (bzw. beide unitdr) und sei F: V — W linear.

F heift orthogonal (bzw. unitér), wenn fiir alle v,v' € V

(F), F(v) = (v,v')
gilt.
Satz 6.72. Seien (V,(-,-)) und (W, (-,-)) beide euklidisch (bzw. beide unitdr) und sei
F:V — W linear. Dann sind dquivalent:
(i) F ist orthogonal (bzw. unitar).
(ii) Fir alle v € Vist [[F(v)| = |v]-

(iii) Ist {wi,...,wn} ein Orthonormalsystem in V, so ist {F(w1),..., F(wyn)} ein Ortho-

normalsystem in W.

Bewezs. = Dies folgt aus der Definition, indem wir v = v’/ setzen.
= Sei {w1,...,wn} ein Orthonormalsystem in V. Fiir k,l € {1,...,n} mit k #1
gilt:

(Fwi +wi), Fiwie +wr)) = (F(wi), Fiwi)) + (F(wi), Fiw)) + (F(wi), Flwi)) + (F(wy), F(wi)).
(6.1)

Ist (W, (:,-)) euklidisch, so folgt hieraus:
[F(wic + w2 = [[Fwid) |2 + [[F(w) |2 + 2(F(wi), Flwn).

Also wegen

(Pyth.)

(Fowi), Fow)) = = ([[wic +wi > = [[wil > = [[wi]?) © =" 0.

N~
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Da ||[F(wi)|| = ||wk|l = 1 fiir alle k € {1,...,n}, ist also {F(w1),...,F(wy)} ein Orthonor-
malsystem in W.

Ist (W, (-,-)) unitér, so gilt neben auch

(Fiwi + iw1), Fowe + ing)) = (Fowie), Fwie)) — 1F(wi), Fowy)) + i(F(w), Flwie)) + (F(wy), Fowy)).
Daraus folgt:

IF(wic+ w02 = [IF(wi) |2 — & ((Ftwi), Flwn)) — TFOwd, Fow)) ) -+ [IF(w) 12
und damit:
2 Im(F(wic), Fwn)) =2 [[F(wictiwn) 2= Fwi) [P Fw) |2 = ity = w2 fwn 2 7 .
Aus folgt
2 Re(F(wy.), Flwn) = [F(wictw) P Fomi) = [Fow0) [P fowietwn P w2 w2 P2 o.

Also folgt (F(wy), F(w;)) = 0, und damit wie oben die Behauptung.

= Seien v,v’ € V. Wir zeigen (v,v’) = (F(v), F(v')).

1. Fall: v und v’ sind linear abhéngig.

O.E. existiere ein A € K mit v = Av’. Im Fall v/ = 0 ist die Behauptung richtig. Sei also
v/ # 0. Dann ist {v//||v’||} ein Orthonormalsystem in V. Nach ist dann {F(v'/|v'|)}
ein Orthonormalsystem in W, d.h.

—(F w),F(“) S ) NN TN
! <<ku W) = et F)

also (v/,v’) = (F(v'), F(v')). Damit folgt

(FO), F(v1)) = (F(W'), F(v')) = A(F(V'), F(v')) = A0, v') = (W', V') = (v,v').

2. Fall: v und v’ sind linear unabhéngig.
Nach dem Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren in Satz[6.40] existiert ein Ortho-
normalsystem {w;, ws} C V mit span(v,v’) = span(w1, ws). Es existieren also Ay, Ly, Ay, Wy €

K mit v = A,w1 + tyWwa, v/ = A, w1 + 1wy, Dann gilt:

(F(v), F(V')) = (WF(w1) + mF(wa), Ay Fwy) + py F(wg))
= A (F(w1), Fw1)) + oAy (F(wa), F(wy))
+ Ay (Fiwi), Flwa)) + wy ity (Fiwa), F(wg))

@,

Avr(wi, wi) + Ay (We, wi)
+ AL (Wi, Wa) + Wy (wa, Wa)

= (v,v).

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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| Satz 6.73. Jede orthogonale (bzw. unitare) lineare Abbildung ist injektiv.

Beweis. Sei F:V — W orthogonal bzw. unitdr. Sei v € V mit F(v) = 0. Dann gilt nach

Satz 5.72(i]
0= [F)| = v = v=o.

O]

Satz 6.74. Seien (V,(-,-)) und (W, (-, -)) beide euklidisch bzw. beide unitdr und gege-
ben sei eine bijektive lineare Abbildung F: V — W . Dann sind aquivalent:

(i) F ist orthogonal bzw. unitér,

(i) F besitzt eine adjungierte Abbildung F* und es gilt F~! = F*.

Gegebenenfalls ist dann F normal.

Beweis. = Seiv € V und w € W. Dann gilt

Also ist F~! die adjungierte Abbildung zu F.
= Sei nun F~! die zu F adjungierte Abbildung. Dann gilt fiir alle v,v’ € V:

(F), Fo ) S v, LR = (),

also ist F orthogonal bzw. unitar.
Gegebenenfalls ist dann wegen F~! o F = Fo F~! die Abbildung F normal. O

Korollar 6.75. Sei (V,(:,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum
und sei F € End(V).
Ist F orthogonal (bzw. unitir), so ist F bijektiv und normal mit F* = F~1.

Beweis. Nach Satz ist F injektiv und wegen dim(V) < oo daher bijektiv. Die Be-
hauptung folgt dann mit Satz [6.74 O

Satz 6.76. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum und
sei F € End(V).
Ist F orthogonal (bzw. unitér), so haben alle Eigenwerte von F den Betrag 1. Des Weiteren
ist |det(F)| = 1.

Beweis. Sei F € End(V) orthogonal bzw. unitdr. Sei A € K ein Eigenwert von F. Dann
existiert v € V \ {0} mit F(v) = Av. Nach Satz ist

VIl = [[FI] = NIAv]E = 1AL v,
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also ist |A| = 1. Weiter gilt:

| det(F)| = [aet(p)| PP e S22BSd 5o poy | et (F 1)) = |det(F) L.
Daraus folgt | det(F)| = 1. O

Satz 6.77. Sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler unitdrer Raum und sei F € End(V).
Ist F normal und haben alle Eigenwerte von F den Betrag 1, so ist F unitar.

Bewets. Nach Satz existiert eine ONB B = (wy,...,wyn) von V, bestehend aus
Eigenvektoren von F. Fiir i € {1,...,n} sei A; der Eigenwert zum Eigenvektor w;. Dann
wird F beziiglich B durch die Matrix

dargestellt.
Nach Satz wird dann F* beziiglich B durch

dargestellt. Wegen [A;| = 1 gilt A, 1 — A{. Insbesondere ist F invertierbar, und F~! wird
beziiglich B durch

At

)\71

n

dargestellt. Also ist F* = F ! und F ist unitar. O

Definition 6.78 (Orthogonale bzw. unitdre Matrix). a) A € M(n xn,R) heifit ortho-
gonal, falls A invertierbar ist und A~! = AT.

b) A € M(n x n,C) heift unitér, falls A invertierbar ist und A~! = A*.

Satz 6.79. Sei (V, (,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum und

sei F € End(V). Dann sind dquivalent:

(i) F ist orthogonal (bzw. unitar),

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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(ii) Beziiglich einer (jeder) ONB von V wird F durch eine orthogonale (bzw. unitére)
Matrix dargestellt.

Bewets. Sei B eine ONB von V. Wenn F beziiglich B durch A dargestellt wird, so wird
nach Satz F* beziiglich B durch A* dargestellt. AuRerdem wird F~! beziiglich B durch
A~ dargestellt. Deshalb gilt:

und die Behauptung ist gezeigt. O

Definition 6.80 (Orthogonale bzw. unitdre Gruppe). a) Sei (V,(-,-)) ein endlichdi-
mensionaler euklidischer bzw. unitdrer Raum. Die Menge O(V) aller orthogonalen
bzw. die Menge U(V) aller unitdren Endomorphismen von V bildet mit der Hin-
tereinanderausfithrung von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe: die ortho-

gonale bzw. unitdre Gruppe von V.

b) Die Menge O(n) aller orthogonalen bzw. die Menge U(n) aller unitdren n x n-

Matrizen mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung bilden eine Gruppe: die

orthogonale bzw. unitare Gruppe.

Satz 6.81. Fir A € M(n x n,K) sind dquivalent:
1. A ist orthogonal (bzw. unitar).

2. Die Zeilenvektoren von A = (ayj) bilden ein Orthonormalsystem (und damit eine
ONB) in K™ bzgl. dem Standardskalarprodukt, d.h.

= _ 07 i # j)
§ QAik Ajk = .
k=1 1

y 1=

3. Die Spaltenvektoren von A = (aj;) bilden ein Orthonormalsystem (und damit eine
ONB) in K™ bzgl. dem Standardskalarprodukt, d.h.

= Jo, i#j,
D au@g=9 " "
k=1 1

, i=].

Bewess. [2| ist dquivalent zu AA* = E,, und damit zu A* = A1, also zu
ist dquivalent zu A*A = E,, und damit zu A* = A1, also zu O

Definition 6.82 (orthogonal bzw. unitar diagonalisierbar). Eine Matrix A € M(n x n, K)
heifit orthogonal (bzw. unitdr) diagonalisierbar, falls eine orthogonale (bzw. unitdre)
Matrix S € M(n x n, K) existiert, sodass ST!AS(= S*AS) eine Diagonalmatrix ist.
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Satz 6.83. Jede normale n x n-Matrix A, deren charakteristisches Polynom in Linear-

faktoren zerfdllt, ist orthogonal (bzw. unitér) diagonalisierbar.

Beweis. Nach Satz ist FA € End(K™) normal, wobei K™ mit dem Standardskalarpro-
dukt versehen ist. Nach Satz existiert eine ONB (wq,...,wy) von K" aus Eigenvek-
toren von Fa. Sei S die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis nach (wy, ..., Wn),
d.h. w; ist der i-te Spaltenvektor von S. Nach Satz ist S deshalb orthogonal bzw.
unitdr. Nach Lineare Algebra I, Satz wird Fa besziiglich (wy,...,wy) durch S*AS
dargestellt. Da (wy,...,w,) Eigenvektoren von Fx sind, ist deshalb ST'AS eine Diagonal-

matrix. O

Korollar 6.84 (Hauptachsentransformation). Jede symmetrische bzw. hermitesche n x n-

Matrix ist orthogonal bzw. unitar diagonalisierbar.

Bewets. Offensichtlich ist jede symmetrische bzw. hermitesche Matrix normal. Die Be-
hauptung folgt aus Korollar und Satz O

Definition 6.85 (Drehung). Sei (V,(:,-)) ein endlichdimensionaler euklidischer Raum.
Eine orthogonale Abbildung F: V — V heift eine Drehung, falls det(F) = 1.

Satz 6.86. Sei R? versehen mit dem Standardskalarprodukt (-,-). Fiir F € End(R?)
sind aquivalent:

1. F ist eine Drehung.

2. F =Fx, wobei

cosx —sina
A =

sinx cos«

mit « € [0, 27[.

Beweis. [Il = 21: Sei (e!, e?) die kanonische Basis von R2. Dann wird nach Korollar
F beziiglich (e!, e?) durch die Matrix

dargestellt. Es ist also F = F5. Nach Satz und Satz folgt:
(F(el),e!)? + (F(e!),e?)? =1.
Also gibt es genau ein « € [0, 27t[ mit

(F(e'),e!) =cos, (F(e!),e?) =sina.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Nach Satz gilt:

(cos ) (F(e?), e!) + (sin o) (F(e?), e?) = 0.

Auflerdem ist

—(sin ) (F(e?), e!) + (cos ) (F(e?), e?) = det(F) = 1.

Durch Losung dieses Gleichungssystems erhalt man:
(F(e?),e!) = —sinx, (F(e?),e?) = cos «,
und damit 2

= [Ik Da jede Matrix der Form

cosx —sino
sinx cosa

orthogonal mit Determinante 1 ist, folgt die Behauptung aus Satz [6.79 O

| Bemerkung 6.87. Der in Satz eingefithrte Winkel o heifft der Drehwinkel von F.

Satz 6.88. Sei R3 versehen mit dem Standardskalarprodukt und sei F € End(R?). Dann

sind aquivalent:
1. F ist eine Drehung.

2. Es existiert eine ONB (w1, wo, w3) von R3, besziiglich der F durch eine Matrix der
Form
1 0 0

0 cosx —sina mit « € [0, 27|
0 sinx cosx

dargestellt wird.

Beweis. |1 = |2} Das charakteristische Polynom Pr von F ist von der Form P(t) = t3 +
ast? + ait + ap mit ag, a;, az € R. Es gilt ag = (—1)3det(F) = —1.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass Pr wenigstens eine reelle Nullstelle A; besitzt. Seien
A2, A3 die weiteren Nullstellen von Pr in C (nicht notwendig voneinander oder von A,
verschieden). Die Abbildung F werde beziiglich der kanonischen Basis von R3 durch die
Matrix A dargestellt. Nach Satz[6.79)ist A orthogonal. Es ist P¢(t) = Pa(t). Da A beziiglich
der kanonischen Basis von C3 eine unitire Abbildung darstellt, gilt nach Satz dass
alle komplexen Eigenwerte von A, d.h. alle komplexen Nullstellen von A, den Betrag 1
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haben. Also folgt:
A1l = 2| = [As] =1,

insbesondere A; = 1 oder A; = —1. Nun gilt stets A;AsA3 = —ag = 1.
Sind A1, A2, Az € R, so folgt, dass mindestens ein A; = 1 ist. O.E. sei dann A, = 1.
Ist A € C\ R, so gilt:

Pr(A2) = A3 + agA2 + ajhe + ag = Ao+ ashs” + aihg +ag =0,

also ist A3 = Ag. Damit ist AgAsz = AgAg = |[A2]? = 1, also ebenfalls A\; = 1.
Sei nun w; € R3 ein normierter Eigenvektor von F zum Eigenwert A; = 1. Sei U := {wl}L.
Dann gilt F(U) C U (direktes Nachrechnen). Sei (w), w}) eine ONB von U. Dann wird F

beziiglich der ONB (w1, wj, w}) von V durch eine Matrix der Form

1 0

0o A’

dargestellt, wobei F| beziiglich (wj, wj) durch A’ dargestellt wird. Da F|y orthogonal ist
und
1 =det(F) =1-det(A’) = det(Fly),

ist F|y eine Drehung. Deshalb existiert eine ONB (wg, w3) von U, sodass F|y beziiglich
der ONB (waq, ws) durch eine Matrix der Form

cosx —sinux
mit « € [0, 27[

sinx coso

dargestellt wird (Beweis analog zum Beweis von Satz . Also wird F beziiglich der
ONB (w1, Wy, w3) von R? durch eine Matrix der gewiinschten Form dargestellt.

= [1]: : Offensichtlich ist jede Matrix von der in [2] angegebenen Form orthogonal und
hat Determinante 1, stellt also eine Drehung dar. O

Bemerkung 6.89. Der von w; aufgespannte Unterraum heift die Drehachse von F
und U := span(wsg, w3) heit die Drehebene von F. Die Zahl « heifit der Drehwinkel von
F, welche nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn eine Orientierung in der Drehebene
festlegt ist.

[X] Symmetrische Bilinearformen und positiv definite Matrizen

Sei (V,(, )) ein endlichdimensionaler euklidischer Raum mit dim(V) = n. Wir werden in
diesem Kapitel nur am Rande auf unitdre Raume eingehen.

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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Satz 6.90 (Charakterisierung der symmetrischen Bilinearformen auf V). Seis:VxV — R.
Dann sind dquivalent:

1. s ist eine symmetrische Bilinearform.

2. HEs existiert eine selbstadjungierte Abbildung F € End(V), so dass fiir alle v,w € V

s(v,w) = (F(v), w).

F ist unter der Bedingung[l] (oder [2]) eindeutig bestimmt.

Bewets. |1l = : Sei (wy,...,wy) eine ONB von V und sei A = (ay;) die Darstellungs-
matrix von s bzgl. dieser ONB. Da s symmetrisch ist, ist nach Satz A symmetrisch.
Nach Satz stellt A bzgl. (wi,...,wy) einen selbstadjungierten Endomorphismus F
von V dar.

Seien v,w € V und seien Aq,...,Aqn, U1,..., Un € R mit
V=MW1 +-+AWn, W=HW1+ s+ W,
Dann gilt:

n n n
s(v,w) = Z ajAily = Z7\i Z aij
i-1 j=1

1j=1

n n n
= <Z Aiwy, Z Z aijLy Wi>
im1 1

i=1 \j=

| Ubung 6.91. Beweise die Giiltigkeit der 2. Gleichung.

2l= [1]: Direktes Nachpriifen liefert, dass (v,w) — (F(v),w) eine symmetrische Bilinear-
form ist.

Eindeutigkeit:

Seien F,G € End(V) selbstadjungiert mit (F(v),w) = (G(v),w) fiir alle v,w € V. Dann
ist ((F— G)(v),w) = 0. Setzen wir speziell w := (F — G)(v), erhalten wir

[F(v) = G)|? =0,

also F(v) = G(v) fir allev e V. O

Bemerkung 6.92. Der obige Beweis zeigt, dass die Darstellungsmatrix von s bzgl. einer
ONB B gleich der Darstellungsmatrix des zugehorigen selbstadjungierten Endomorphis-
mus F bzgl. B ist.
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Beispiel 6.93. Der R™ sei mit dem Standardskalarprodukt versehen. Sei A € M(nxn,R)
symmetrisch. Dann ist die zur symmetrischen Bilinearform sa gehorige selbstadjungierte
Abbildung gegeben durch Fa.

Satz 6.94. Sei s : V xV — R eine symmetrische Bilinearform. Dann existiert eine
ONB von V, so dass die zugehorige Darstellungsmatrix von s eine Diagonalmatrix D €
M(n x n,R) ist.

Bewets. Nach Satzexistiert ein selbstadjungiertes F € End(V) mit s(v,w) = (F(v),w)
fiir alle v,w € V. Nach Satz existiert eine ONB (wy,...,wy) von Eigenvektoren von
F. Die Darstellungsmatrix D € M(n x n,R) von F bzgl. (wy,...,wy) und damit die
Darstellungsmatrix von s bzgl. (w1,...,wy) ist daher eine Diagonalmatrix. ]

Bemerkung 6.95. In der Diagonalen von D stehen gerade die Eigenwerte der Darstel-
lungsmatrix von s bzgl. einer beliebigen ONB von V.

Definition 6.96 (positiv (bzw. negativ) (semi-)definite Matrix). Eine symmetrische Ma-
trix A € M(n x n,R) (oder hermitesche Matrix A € M(n x n,C) heift positiv (bzw.
negativ) semidefinit, falls die symmetrische Bilinearform

satR" X R" = R, sa(x,y) :=xTAy

oder
sA:C"xC"—> C, salx,y) :=xTAy

positiv (bzw. negativ) semidefinit ist. Sie heifit positiv (bzw. negativ) definit, falls sa

positiv (bzw. negativ) definit ist.

Bemerkung 6.97. A ist negativ (semi-)definit genau dann, wenn —A positiv (semi-
)definit ist.

Satz 6.98 (Eigenwertkriterium fiir positive Definitheit). Sei A € M(nxn,R) symmetrisch.
Dann gilt:

1. A ist positiv semidefinit genau dann, wenn jeder Eigenwert von Fa grofler gleich 0
ist.

2. A ist positiv definit genau dann, wenn jeder Eigenwert von Fa grofier O ist.

Bewets. Nach Satz existiert eine ONB (wq,...,w;,) von R™ mit dem Standardska-
larprodukt, so dass die Darstellungsmatrix von s bzgl. (wq,...,wy) eine Diagonalmatrix
D ist. Nach Bemerkung stehen auf der Diagonalen von D gerade die Eigenwerte von

Aktuelle Version: 22. Juli 2025.
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FA. Sei

BEs gilt fiir x = yyw1 + -+ + tawn

n n
sal6x) =) ) wiysa(w, wy)

Es gilt also sa(x,x) > O fiir alle x € R"™ genau dann, wenn ) ;, u?A\; > 0 fiir alle
(W1,...,un) € R™, also genau dann, wenn A; > O fiir alle i € {1,...,n}. Analog ist
sa(x,x) > 0 fiir alle x € R™\ {0} genau dann, wenn ) [ p?A; > 0 fiir alle (py,..., Hn) €
R™\ {0}, also genau dann, wenn A; > 0 fiir allei € {1,...,n} O

Lemma 6.99. Sei A € M(nxn,R) symmetrisch und positiv definit. Dann gilt det(A) >
0.

Beweis. Da A symmetrisch und damit nach Korollar diagonalisierbar ist, folgt

det(A) :)\1 '...')\n,

wobel Ag, ..., A, die (nicht notwendigen verschiedenen) Eigenwerte von Fa sind. Nach
Satz gilt A; > 0 fiir alle i €{1,...,n}, also det(A) > 0. O

Satz 6.100 (Determinantenkriterium fiir positive Definitheit). Sei A = (aj;) € M(nxn,R)

symmetrisch. Dann sind dquivalent:
(i) A ist positiv definit.
(ii) Fiir alle k € {1,...,n} gilt
aix - Qik
det | @ .. > 0.

a1 -+ QGkk
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Beweis. (i) = (ii): Sei (e?,...,e") die kanonische Basis von R". Fiir k € {1,...,n} sei

K 3
s REXRY = R, sil(Xa,- 0, %0), (Y1, -+, Yi)) = sa <ZXi€i,ZUi€i> :
i1 i1

Dann ist sy offensichtlich eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf R* und
Sk = SA mit

Ak =

Damit ist Ay positiv definit und hat deshalb nach Lemma positive Determinante.
(ii) = (i): Beweis durch Induktion nach n.

n = 1: Dies ist klar.

n—-n+1l Sei A e M((n+1) x (n+1),R) symmetrisch, so dass (ii) erfiillt ist. Sei

(el,...,e", e™1) die kanonische Basis von R™! und U :=span(e!,...,e").
Wir setzen
ai ain
C=A,=
an1 nn

Nach Induktionsvoraussetzung ist C = A,, positiv definit. Sei s¢ := s|yxy diejenige positiv
definite symmetrische Bilinearform auf U = R™, die bzgl. (e,...,e") die Darstellungsma-
trix C hat. Nach Satz existiert eine ONB (wq,...,wy) von U, so dass die Darstellungs-
matrix von sc¢ bzgl. (w1,...,wy) eine reelle Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente
A1, ...,An nach Bemerkung und Satz alle positiv sind.

Behauptung: Es existiert w1 € R™?!\ {0} mit sz (x,wn,1) = 0 fiir alle x € U.
Beweis der Behauptung: Nach Satz existiert ein selbstadjungiertes F € End(R™"!)
mit s (x,y) = (F(x),y) fiir allex,y € R, Dadim(U) < n existiert ein normierter Vektor
Wni1 € F(U)L. Dann gilt fiir jedes x € U

SA(X)WTH-l) = <F(X))WTI+1> = 0)

und die Behauptung ist bewiesen.

Setze Any1 := sa(Wni1, Wnyi1). Dann ist die Darstellungsmatrix von sa bzgl. (Wi, ..., Wn, Wni1)
gleich
A1 0
D=
0 )\n+1

Nach Bemerkung sind A und D Darstellungsmatrizen von F und somit sind A und
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D &hnlich, d.h., es existiert eine invertierbare Matrix S € M((n+ 1) x (n + 1), R) mit
D = STAS. Es gilt det(ST) = det(S) und somit folgt

Vor.
Ap--e- Anis — det(D) = det(STAS) — det(ST) det(A) det(S) — det(S)2 det(A) \ = 0.

Daraus folgt A,,+1 > 0 und wegen Bemerkung und Satz ist A positiv definit. O

Bemerkung 6.101. Es ist naheliegend anzunehmen, dass sich positiv semidefinite Ma-
trizen charakterisieren lassen, indem in Satz|6.100| (ii) > 0 durch > 0 ersetzt wird. Dies
ist aber nicht der Fall.

Beispiel 6.102. Sei

A=
0 -1

Dann ist A nicht positiv semidefinit, da s5((0,1), (0,1)) = —1 < 0. Es gilt aber det(ai1) =
0 und det(A) =0.

Singularwertzerlegung

Wir erinnern uns, dass wir in Satz fiir beliebige F € Hom(V, W) fiir K-Vektorrdume
V, W folgende Normalform erhalten haben: es gibt Basen A von V und B von W, so dass
gilt
3 E. O
My (F) = , wobei r =rang (F).
0 O

Wir wollen im Folgenden euklidische oder unitdre K-Vektorrdume V, W betrachten und
eine Normalform fiir eine lineare Abbildung F € Hom(V, W) herleiten, wobei wir zur
Darstellung der Normalform nur ONBs verwenden wollen. Dies fiihrt auf die sogenannte
Singularwertzerlegung, bei der die Rolle der Teilmatrix E, von einer Diagonalmatrix D

mit r positiven reellen Eintragen {ibernommen wird.

Definition 6.103 (Nichtquadratische Diagonalmatrizen). Im Folgenden wollen wir auch
eine nicht notwendig quadratische Matrix D = (dj;) € M(m x n, K) als Diagonalmatrix
bezeichnen, wenn dj; = 0 fiir alle i # j. Fiir A1,...,A; € K mit v < min(m,n) schreiben
wir

A1

D =diag(Ag,...,A0...,0) = A € M(m x n, K).
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Beachte, dass die Diagonaleigenschaft von Diagonalmatrizen bzgl. Transposition sowie
Multiplikation invariant ist. Fir D = diag(A1,...,A+,0...,0) € M(m x n, K) gilt z. B.:

DD = diag(A?,...,A%,0...,0) € M(n x n,K).

Mit diesen Voriiberlegungen konnen wir den angekiindigten Normalformensatz beweisen.
Fiir den Beweis ist es praktisch, zunachst die Matrixform dieses Satzes zu betrachten.

Satz 6.104 (Singularwertzerlegung - Matrixform). Zu jeder Matrix A € M(m x n, K)
gibt es orthogonale bzw. unitdre Matrizen S € M(m x m,K) und T € M(n x n, K), so
dass

STIAT = STAT = diag(A1,...,Ar,0,...,0) = D € M(m x n,R)

eine Diagonalmatrix mit reellen positiven Diagnoaleintragen Aq,...,A; ist.
Die Aq,...,A: sind dabei bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und heiffen die
Singularwerte der Matrix A. Die Darstellung

A =SDT ! =SDTT

heift die Singularwertzerlegung von A.

Bewets. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit der Singuldrwerte: Sind S und T beliebige
orthogonale bzw. unitare Matrizen der passenden Groflen, so dass

STAT = diag(Ay,..., A, 0,...,0) =: D,

eine Diagonalmatrix mit reellen positiven Aq, ..., A; ist, so folgt durch Transponieren und
Konjugieren auch
TATs=D' = DT,

und damit
TIATAT =TTATSSTAT = DD = diag(A2,...,A%,0,...,0) € M(n x n, K).

Die Matrix ATA ist also dhnlich zur Diagonalmatrix DTD und hat damit dieselben Ei-
genwerte. Die Eigenwerte A?,...,A? (und damit auch Ag,...,A;) sind daher bis auf ihre
Reihenfolge eindeutig bestimmt, nimlich als die Eigenwerte von A'A #0.

Der Existenzbeweis der Singuldrwertzerlegung ist konstruktiv und erfolgt in zwei Schrit-
ten, wobei der erste an den den gerade gefithrten Eindeutigkeitsbeweis angelehnt ist:

(a) Bestimmung von T.

Die Matrix ATA € M(n x n, K) ist symmetrisch bzw. hermitesch, da

Nach Korollar gibt es also eine orthogonale (oder unitédre) Matrix T € M(n xn, K), so
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dass TT(ATA)T eine Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten von F(KT A) in der Diagonalen.
Aus Korollar folgt, dass alle diese Eigenwerte reell sind. Nun gilt

XT(ATA)X = (Ax)TAX = (AX)TAx = (Ax,Ax) = |[Ax|?> >0

fiir alle x € K", wobei || - || die Norm des Standardskalarprodukts ist. Somit folgt, dass
(ATA) positiv semi-definit ist. Die Eintrage der Diagonalmatrix T'ATAT sind also nicht-
negativ, und damit kénnen wir (nach geeigneter Anordnung der Spalten von T)

TTATAT =diag(A?,...,A%,0,...,0) =D (6.2)

mit reellen Aq,...,A; > 0 fiir ein v < n schreiben.
(b) Bestimmung von S.

Fir alle 1 < r setzen wir
1
A

Diese Vektoren sind beziiglich des Standardskalarprodukts orthonormal, denn fiir alle

At € K™ (6.3)

S =

i,j <71 gilt
1 I ; 1 Y 2 .
AtVAY = — tUATAY

5iTsj =

1 -
by AN dijdij = yj-

iy iy i
Wir kénnen die Vektoren s' nun zu einer ONB von K™ ergénzen (es folgt also 1 < m) und

daraus bilden wir die unitare Matrix

S=1(s1,...,8m)-

Wir werden zeigen, dass S'TAT = D, also AT = SD gilt. Die Gleichheit dieser Matrizen
iiberpriifen wir spaltenweise, d.h. wir zeigen At' = Sd' fiir alle i =1,...,n.

e Fiir i <r gilt At = s;A; = Sd* wegen (6.3).
e Fir i > r betrachten wir:
A2 = AT AL =T ATAE €2 45, =0
und damit At' =0 = Sd', da die i-te Spalte d' von D eine Nullspalte ist.

Mit STAT = D sind A und D auch &dquivalent, so dass rang (A) = rang (D) = r. O

Bemerkung 6.105. Wie am Anfang dieses Abschnitts erwdhnt, gilt der Satz {iber die
Singularwertzerlegung auch allgemein fiir lineare Abbildungen F : V — W zwischen
euklidischen bzw. unitdren Raumen. Dabei ist S eine ONB von W, T eine ONB von V
und D = diag(A1,...,A,0,...,0) mit A; > 0 so dass wir fiir die Darstellungsmatrix von
F beziiglich A und B die Form

ME(F)=D

erhalten.
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